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RESUMO

O objetivo deste trabalho é desenvolver a teoria bésica de esquemas e mostrar que
duas variedades projetivas birracionalmente equivalentes e nao-singulares sobre um corpo
algebricamente fechado possuem o mesmo género geométrico. Um resultado relacionado
permite determinar se uma hipersuperficie nao-singular de grau d em um espago projetivo

P"™ é uma variedade nao-racional.

Palavras-Chaves: Teoria dos Esquemas, Género Geométrico, Variedades Projetivas



ABSTRACT

This work aims to develop basic scheme theory and show that two projective, non-
singular and birationally equivalent varieties over an algebraically closed field have same
geometric genus. A related result allows to check whether a non-singular hipersurface of

degree d in a projective space P" is a non-rational variety.

Keywords: Scheme Theory, Geometric Genus, Projective Variety
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INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que duas variedades projetivas nao-
singulares birracionalmente equivalentes sobre um corpo algebricamente fechado k£ pos-
suem o mesmo género geométrico. Para chegar a esse resultado desenvolvemos a teoria
basica de esquemas, com um pouco mais de detalhes do que se costuma encontrar nos
livros textos. A principal referéncia utilizada foi o livro do Hartshorne [1].

O presente trabalho encontra-se dividido da seguinte maneira: no primeiro capitulo
¢ feita uma exposicao sobre conceitos introdutérios da teoria de feixes como estrutura
preliminar para a apresentacao da nocao de esquema. No segundo capitulo, vemos os
critérios de valoragao que serao essenciais para a demonstracao do resultado principal. O
terceiro capitulo trata dos divisores de Weil e de Cartier de um esquema. Sob condigoes
especificas, tais divisores em um esquema coincidem e sao chamados simplesmente de
divisores. Em seguida, ver-se-a a construcao de um feixe associado a um divisor. O
quarto capitulo dedica-se ao estudo das diferenciais, donde advém a construcao do feixe
de diferenciais. No capitulo quinto introduzimos o conceito de variedade nao-singular e
demonstramos o teorema principal. Vemos em seguida outros resultados relacionados,
dentre os quais, apresentaremos um critério que permite dizer se uma hipersuperficie

nao-singular de grau d em P" é uma variedade nao-racional.



Capitulo 1

FEIXES E ESQUEMAS

Neste capitulo, apresentaremos a nocao de esquema, algumas de suas propriedades
e exemplos. Seu conceito tem importancia fundamental na geometria algébrica, e sua
principal particularidade é permitir um controle e entendimento do ponto de vista local.
De maneira similar a construcao de uma variedade, um esquema ¢é construido de maneira
que localmente possa ser visto como um objeto peculiar, um esquema afim. Iniciaremos

este capitulo apresentando a nocao de feixes.

1.1 Feixes

Definigao 1.1.1 Seja X um espago topoldgico. Um pré-feixe .# de grupos abelianos em

X consiste dos seguintes dados:
1. Para cada aberto U C X, associamos um grupo abeliano .% (U).

2. Para cada inclusao V' C U de abertos em X, associamos um homomorfismo de

grupos abelianos pyy: F(U) — F(V),
satisfazendo as condigoes:
1. Z0)=0
2. pv: F(U) = Z(U) é a aplicacao identidade
3. Se W CV C U sao abertos de X , entao pwy = pwv © pvu

Observagao 1.1 :

1. Para um dado aberto U C X, dizemos que os elementos de .% (U) sao as segbes do
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pré-feixe . sobre U.

2. Dados V' C U abertos de X, o homomorfismo pyy é chamado morfismo de restricao.
3. Para simplificar a notagao, a imagem de uma secao s € % (U) por meio de pyy serd
denotada por s, isto é s;, := pyu(s).

4. De maneira similar podemos definir um pré-feixe de anéis, conjuntos ou objetos em uma
determinada categoria /. Em cada caso, os morfismos de restri¢ao pyy: F(U) = F (V)
devem ser transformagoes naturais entre os objetos da categoria, tais como, homomorfis-
mos de anéis com unidade se a categoria .7 for a categoria dos anéis comutativos com
unidade , etc.

5. Para fixar idéias, quando falarmos em pré-feixes estaremos nos referindo a pré-feixes
de grupos abelianos, a menos que seja especificada uma outra categoria € e nesse caso

diremos que sao pré-feixes de objetos de %.

Definigao 1.1.2 Seja . um pré-feixe num espago topolégico X. Diremos que # é um

feixe em X se satisfaz as seguintes condicoes:

1. Para todo aberto U C X e para toda cobertura aberta {V;};c; de U, se s € #(U)

é tal que s}y, = 0 para todo 7, entao s = 0.

2. Se para um aberto U munido de uma cobertura aberta {V;};c; existirem segdes
s; € F(V;) tais que para quaisquer i, j € I tenhamos Silv.av, = Sily v entao existe
7 J i £

uma secao s € .7 (U) tal que s|y, = s; para cada i € I.

Exemplo 1.1 Seja U um aberto num espago topologico X, e Cx(U) o conjunto das
funcoes continuas definidas em U tomando valores em wm corpo k. Definindo para cada

reUef,geCx(U), asomae o produto como

(f +9)(x) = f(x) + 9(x), (f9)(2) = f(2)g()

tornamos Cx(U) um anel comutativo cuja unidade é a fun¢do constante igual a 1. As
fungées de restricao pyy serdo as aplicagoes f — f|y que restringem o dominio original

da funcao. Cx dessa forma é um feize de anéis comutativos em X.

Exemplo 1.2 Se .F ¢é um pré-feize em um espaco topoldgico X e U C X € um aberto,
entdo F induz um pré-feive F, em U (com a topologia induzida). Dado um aberto
V C U, tem-se que V € aberto de X, entdo definimos #|,(V) := F (V). Os morfismos de
restri¢io de F|, sao os mesmos de F. Com isso, € facil ver que se F for feize em X

entdo F, € feize em U.
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Definicao 1.1.3 Seja .# um pré-feixe em X, e p um ponto de X. Definimos o talo .%#,

de # em p como sendo lim.7 (U). [Veja Apéndice A.1]

Usp

Os elementos do talo .#, podem ser vistos como germes de se¢oes de .# no ponto p. De

fato, um elemento de lim.7 (U) é uma classe (U, s), com s € F(U) e p € U, com respeito
UsP
a relacao: (U,s) ~ (V,t) se existir W C V NU tal que p € W e pwu(s) = pwv(t), ou

seja, slw = t|w.

Note que dois “germes” (U, s) e (U',s') em .%, sempre possuem representantes definidos

sobre um mesmo aberto contendo p. De fato, tomando V. =UNU', t = s|y e t' = ¢|v,

segue que (U,s) = (V,t) e (U',s') = (V,t'). Essa observacao nos diz que se .# é um pré-
feixe de objetos de uma categoria .27, entao .%, pode ser considerado como um objeto de

g/, ou seja, podemos definir em .%, as mesmas estruturas algébricas que temos em .7 (U).

Exemplo 1.3 : O feixe das secoes descontinuas de um pré-feixe.

Seja F um pré-feize sobre um espago topologico X. Para cada aberto U C X definimos:

Dy(U) =] Z=

zeU

Pela definigdo de produto cartesiano, para cada x € U temos uma projecio p¥ : Dz (U) —
Fr. Além disso, observamos que dadas s,t € Dz(U), temos s =t < pY(s) = pY(t),Vx €
U. Em outras palavras, um elemento s € Dz (U) fica totalmente determinado se conhecer-
mos pY(s) para todo x € U. Observamos ainda, que essas proje¢oes sao homomorfismos,
pois a estrutura em Dg(U) € definida “coordenada-a-coordenada”. Em particular, dado
um aberto V. C U podemos considerar a projecio pY : Dz(V) — Z, para cada x € V.
Dai, pela propriedade universal do produto cartesiano que define D#z(V'), seque que existe
uma nica funcao pyy : Dz(U) — Dz(V), tal que p = pY o pyy, com x € V. Essa
ultima condigcao garante que pyy € um homomorfismo. Além disso, a referida unicidade
nos diz que dados abertos W C V. C U wale que pwy o pyvy = pwu- De fato, para todo
x €W temos

pY o (pwv o pyv) = (pY © pwv) © pyu = py © pyr = pl.

Mas, por defini¢io pwy € a tnica fungao tal que pY o pwy = pY. Com isso vemos que
Dy € um pré-feize.

Agora, sejam {V,}aer uma cobertura aberta de U e s, € Dg(V,) uma familia de se¢oes,
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tais que pv, v, (8a) = pvasvs(ss), Vo, B € T, onde Vog = VNV, Assim, para todo v € Vg
temos:
pre? o PViapVa (Sa) = e o PVasvs(58) = Py (s4) = pXB(SB).

Entao definimos s € Dz (U) como sendo o tinico elemento que satisfaz a condigio pY (s) =
pY(sq), para x € V. A condigio pY=(s,) = p};ﬁ(sﬁ),‘v’x € Vag, garante que ndo hd
inconsisténcia messa definicio e que s estd bem definida. Por fim, pYe(s,) = pY(s) =
pre o pyv.u(s),Vo € V,. Logo, py,u(s) = sq. Para verificar a outra condi¢io na definigdo
de feize, temos que se {Vy}aer for uma cobertura aberta de U em que py,y(s) = 0 para

s € Dz(U), entao para x € U, x pertence a um certo V,, e daf,

Py (s) = pi* o prou(s) = 0.
Portanto, s = 0, e isso conclui a verificacao de que Dz ¢é de fato um feixe.

Observacao 1.2 O exemplo acima pode ser reescrito usando diretamente o fato que

H Foe={s:U— U Fu; s(x) € Fp, Vo € U}. Nesse sentido, o morfismo de restrigdo

zelU zelU
pvu : Dz(U) = Dz(V) nada mais € do que a restri¢io usual, isto €, pyy(s) = s),,, onde

V CU es€Dgz(U). Ademais, a projecio p¥Y : Dz(U) — F, ¢ dada por p¥(s) = s(x).

Defini¢ao 1.1.4 (Morfismo de pré-feixes) Sejam % e & pré-feixes em X. Um mor-
fismo ¢: . % — ¢ consiste em se ter para cada aberto U C X, um homomorfismo de
grupos abelianos(ou uma transformagao natural entre objetos da categoria em questao)
oy F(U) — 4 (U), tais que para os abertos V C U, ¢y e ¢y s@o compativeis por meio

de restri¢cao, ou seja, o seguinte diagrama

F(U) ——9(U)
F(V) ——=4(V)

é comutativo, onde p e p sao os morfismos de restricao associados, respectivamente, aos
pré-feixes .# e 4.

Um morfismo ¢: % — ¢ é um isomorfismo se existe um outro morfismo ¢: 4 — #, tal
que para cada aberto U C X tenhamos 9y o oy = id 7y e também ¢y o Yy = idy(y).
Um morfismo de feixes (ou abreviadamente, um morfismo) entre dois feixes .# e¢ ¢ ¢

simplesmente um morfismo de pré-feixes entre .# e 4.
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Notagao 1 O conjunto dos morfismo de .% em ¥ sera denotado por Morx(.%,9).

Observagao 1.3 Se ¢ : .#% — G é um morfismo de pré-feixes em um espago topoldgico
X, entao para cada r € X temos um homomorfismo induzido ¢, : %, — G,. A existéncia
desse mapa pode ser garantida pela propriedade universal do limite direto. De outra
forma, dado um germe de se¢ao s, € #,, com s € .F(U) e x € U, definimos ¢, (s;) :=
(pu(8))z- A boa definicao é consequéncia do fato de ¢ ser morfismo de pré-feixes. Com
efeito, se V. C X é um aberto com x € V et € F(V) é tal que t, = s,, entdo existe

W cUunvV, comaxeW, tal que t},, = s),,. Portanto,
v (O = ew(ty) = ew(sy) = eu(s)y, -

Logo, (¢v(t))e = (¢u(s))a-

Definicao 1.1.5 Um pré-feixe G sera dito um subpré-feixe de um pré-feixe .# se para
cada aberto U C X tivermos G(U) C ZF(U) e além disso, os morfismos de restrigao
referentes ao pré-feixe G forem obtidos como restricdo dos morfimos de restrigao de .#.

Em outras palavras, exigimos que o seguinte diagrama comute
Q(U) inclusao Lg-(U—)
_
pv,U Pv,u

g(v) Z (V)

inclusao
Assim, o mapa Z : G — .% o qual para cada aberto U C X, faz corresponder Z(U) :
G(U) = Z#(U), que é a inclusao de G(U) em .#(U), é de fato um morfismo de pré-feixes.

De forma anéloga definimos a nocao de subfeixe de um feixe.

Exemplo 1.4 : Os pré-feixes nicleo, imagem e co-nucleo

Sejam ¥ e G dois pré-feizes sobre um espaco topoldgico X e seja ¢ : . F — G um mor-
fismo de pré-feizes. Para cada aberto U C X definimos Ker,(U), Imy,(U) e Coker,(U)
como sendo o nicleo, a imagem e o co-nicleo do homomorfismo ¢y : F(U) — G(U),

respectivamente. Verifica-se facilmente que Ker, é um subpré-feive de F

e que Imy, é
um subpré-feive de G. Além disso, se F for feize seque que Ker, também serd. Porém,
mesmo que G seja feize o mesmo pode nao ocorrer com 0s pré-feizes imagem e co-nicleo.
Diremos que wm morfismo de pré-feizes ¢ : F — G € injetivo quando Ker, coincidir
com o pré-feixe nulo, isto é, para todo aberto U C X temos que ¢y é um homomor-
fismo injetivo. Diremos que ¢ € sobrejetivo se o pré-feize imagem Imy, coincidir com G.

Equivalentemente, o pré-feize Coker, deve coincidir com o pré-feize nulo.
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Exemplo 1.5 : Seja % um pré-feixe em um espaco topolégico X e seja Dg o feixe
das secoes descontinuas de F. Vamos mostrar que existe um morfismo de pré-feizes ¢z :
F — Dg. Para cada U C X aberto, considere o homomorfismo (¢z)v : % (U) — Dg(U)
que associa a cada se¢io s € F(U) sua familia de germes (S;)zev. Também podemos

pensar em (¢z)u(s) como uma fung¢ao em U, definida por (veja a observagao 1.2)

(pz)u(s)(x) = sz, Vo € U.

Dado um outro aberto V. C U, denotemos por pyy € pyy 0s morfismos de restrigio de F e
Dz, respectivamente. Assim, para mostrarmos que @z € de fato um morfismo, precisamos

verificar a compatibilidade entre tais morfismos de restri¢ao, ou seja, que o diagrama

pPVU Pvu

9

(V)

Dz(V)

(pz)v

é comutativo. Para cada v € V e cada s € F(U), fazendo t = pyy(s) e r = pyy ©

(pz)u(s), temos
P2 )v(0) = (R (B)(@) = e = 52 = (p2)u(5)(2) = ((p2)u(s)) =

(py © Pyr) © (wz)u(s) = py (Byy o (v2)u(s)) = py (1)

Portanto, r = (¢z)v(t) e consequentemente, (¢z)v © pyu = pyy © (¢z)u, confirmando
que (pz) : F — Dg € um morfismo de pré-feizes.

Note que pela observagao 1.3, temos que para cada x € X o morfismo (¢z) induz um
homomorfismo (¢z)z : Fo — (Dz)e. Um germe t, € (Dg),, de uma se¢ao t € Dz(V),
com x € V, vai pertencer a imagem de (pz), se e somente se existir um aberto U C 'V,
com x € U, e ezistir s € F(U) tal que t|ly = (¢z)v(s). De fato, t, € Im((¢z)z) se e sé
set, = (¢7).(s,) para algum s, € F,. Equivalentemente, deve-se ter t, = ((p2)w(s))s,
comzxz € W es € F(W). Portanto, existe um aberto x € U C VNW e tal que tly =
(pz)w (v = (pz)u(sv) = (ez)u(s), com s = 5|y € F(U). Como consequéncia, para

cada x € U temos que t(x) = (pz)u(s)(x) = s,

Observagao 1.4 Segue das consideragoes acima que se .# ¢ feixe, entdo (¢z) é um
morfismo injetivo. Se além disso, uma segao t € D#(V) for tal que para cada z € V

temos que t, € Im((pz).), entdo t € Im((¢z)v). Com efeito, vimos que para cada
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r € V com t, € Im((¢z):), existe um aberto U, C V e existe s € Z#(U,) tal que
tlu, = (¢#)v,(s), donde t(y) = s,,Vy € U,. Com isso, temos uma cobertura aberta para

V = U U, e em cada aberto dessa cobertura existe uma secao s € % (U,), de modo

zeV
que para x,x’ € V as segoes correspondentes s € #(U,) e s’ € .F (U, ) sao tais que para

B o . . o
y € U, NUy temos s, = t(y) = s,. Isso nos permite concluir que s|y,nv,, = s'|v,nv,,-

Portanto, existe uma segao s € .# (V) tal que §|y, = s. Assim,

(pz)v(E3)(z) =5, = s, = t(x),Vz € V.

1.1.1 O feixe associado a um pré-feixe

Dado um pré-feixe .# em um espaco topoldgico X podemos associar a .%# um feixe,
que tradicionalmente é denotado por .% . Motivados pelo que foi discutido na observacao

1.4, para cada aberto U C X definimos
FHU):={teDzU);t, € Im((pz).),Vr € U}.

Pelo que vimos acima, se .# ja for um feixe, entao Z+(U) = Im((pz)v) ¢ F(U) =~
F1(U), de onde segue que F ~ F*. Para o caso geral, vamos mostrar que .# 1 é de
fato um feixe. Claramente .# é um subpré-feixe de Dz. Portanto, basta verificarmos

os axiomas de feixe. Para esse fim, seja U C X um aberto e seja U = U U, uma

acl’
cobertura aberta, tal que temos segoes s, € .7 (U,) satisfazendo a condigao (so)|v.nv; =

(58)|vanuy, Vo, B € I'. Ora, como D é feixe, as informacaos apresentadas nos permitem
concluir que existe uma tnica segao s € Dz (U) tal que s|y, = Sa, Yo € I'. S6 falta mostrar

que s € Z1(U). Bem, dado = € U, temos que x € U,, para algum «. Dal,

8z = (S|v.)e = (8a)z € IM((0.7)z)-
Portanto, s € .#1(U) e isso conclui a verificagdo de que .# 1 é feixe.

Observagao 1.5 Como j& observamos, Im(p#)(U) C #*(U) para todo aberto U C X.
Assim, podemos considerar o morfismo ¢ : F — F 7T, definido em cada aberto U
por (¢%)v = (pz)u. Destacamos que o par (¢}, # 1) satisfaz a seguinte propriedade
universal: Dado qualquer feixe G e qualquer morfismo de pré-feixes ¢ : . F — G, existe
um tnico morfismo de feixes ¢ : FT — G tal que ¢ o ¢ = ¢. Com efeito, dado um

aberto U C X e dada uma segao t € .#*(U), tomamos uma cobertura aberta U = U U,

a€cl
para a qual temos segdes s, € F(U,) tais que tly, = (pz)v.(Sa). Se Uy N Uz # 0,
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entdo para todo y € U, N Upg temos (s.)y, = t(y) = (sg),. Dai, a definicdo de germe

nos fornece uma cobertura aberta para U, N Up = U Vi tal que (sqo)|vy, = (85)|v,. Para

A
concluir, observamos que ¢y, (so) € G(U,) é uma familia de se¢bes sobre os abertos de

uma cobertura para U, satisfazendo:

du. (Sa)lvy = Ovi((8a) ) = o ((58)lvy) = du, (55)|vs -

Portanto, ¢u, (8a)|vanvs = @v.(Sa)|v.nus- Dal, como G é feixe, existe uma tnica secao
s € G(U), tal que s|y, = ¢u,(sq). Entao definimos 1y (t) = s. Por fim, é claro que se
t = (¢%)u(3), para alguma secao 5 € Z (U), entdo a se¢ao s € G(U), construida acima é

ninguém menos que ¢y (35). Logo,
Yu o (p5)v = ¢u, para todo aberto U C X.

Como consequéncia da propriedade universal descrita acima, temos que o par (o5, F 1),

com respeito a tal propriedade, é inico a menos de isomorfismo.

Exemplo 1.6 : O feixe imagem de um morfismo de feixes.

Se o :H — G é um morfismo de feizes em um espago topolégico X, entao ja observamos
que o pré-feive imagem Im, € um subpré-feize de G, mas em geral nao € feize. Nesse
caso, fazendo F = Im, e considerando o morfismo de inclusio i : F — G, temos
pela propriedade universal descrita acima, que existe um morfismo v : FT — G tal que
Y ol = 1. Analisando a construgdo de 1 no contexto atual, vemos que dado um aberto
U C X e dada uma se¢io t € FT(U), a se¢io s := Yy(t) € G(U) € tal que para todo
v € U existe Uy C U, com x € Uy, s, € F(Ua) et = (¢z)v.(5),.,). Portanto, t
¢ determinada por s e isso garante que 1 é um morfismo injetivo. O mesmo raciocinio
mostra que F* se identifica com o menor subfeize de G que contém F = Im, como
subpré-feize. O feize (Imy,)" é chamado feize imagem do morfismo . Diremos que ¢
€ sobrejetivo se (Imy,)T = G. Observe que, sob essa definigcao, se ¢ € sobrejetivo, as
aplicagoes de secoes o(U): H(U) — G(U) nao precisam ser sobrejetivas. Contudo, como
observado logo no inicio dessa segio, (Zm,)(U) =~ (Zm,)"(U) e (Zm,), =~ (Im]),.
Com isso, ¢ € sobre se, e somente, as aplicagcoes induzidas nos talos p,: H, = G, sdo

sobrejetivas.

1.1.2 Imagens direta e inversa de um feixe

Seja f : X — Y uma aplicagdo continua entre dois espagos topolégicos. Dado um

feixe .# em X, queremos construir em Y um feixe, dito a imagem direta de .%, que sera
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denotado por f,.%#. Da mesma forma, dado um feixe 4 em Y vamos construir um feixe

em X, o qual serd chamado imagem inversa de ¢4 e serd denotado por f~!¥.

1 . Imagem direta de .%

Dado um aberto U C Y, definimos f,.Z(U) = Z(f*(U)). E claro que com essa de-
finicao f,.# é pré-feixe. Se V' C U é outro aberto de Y, entao o morfismo de restricao
vy [« ZF(U) = f.7 (V) é dado por ply; = pyyr, onde V! = f~Y(V), U = f~YU) e
pvu s F(U') — F(V') é o morfismo de restrigao de .Z.

Para mostrar que f,.# é feixe, seja U = U U, uma cobertura aberta de um aberto

ael
U CY esejam s, € f..#(U,) uma familia de se¢oes compativeis nas intersecoes, isto

é, Soluanuy = SﬁanmUﬁ,Va,ﬁ € I'. Dessa forma, temos que f~1(U) = U U!, onde U! =
a€cl’
f~Y(U,) é uma cobertura aberta do aberto f~(U) C X e s, € fo.Z (Uy) = Z(fH(Ua))

é uma familia de secoes nos abertos dessa cobertura que sao compativeis nas intersecgoes,
pois o morfismo de retri¢ao de f,.# é o “mesmo” de .%, ou seja,

S = S =S =S .
alU&ﬁUé a‘UaﬂUﬁ B|UamUﬁ BlU{lﬂUé

Portanto, sabendo que .# é feixe, concluimos que existe uma tnica segao s € Z (f~H(U))
tal que s, = sq. Porém, sendo F(fYU) = f.FU)e Slys = Slu,» & conclusao anterior
diz que f,.7 satisfaz os axiomas de feixe.

Observamos que se o : . — _¢ é um morfismo de feixes em X, entao temos um morfismo
natural f.a : fo.7 — f._#. Dado um aberto U C X, basta definir (f.o)y 1= ap-1(v).
Além disso, dado um outro morfismo 8 : ¢ — S temos f.(8o«a) = f.fo f.a. Com
efeito, para todo aberto U C Y temos:

(fs(Boa)y = (Boa)r1w) = Brrw) o ay1w) = (fiB)v o (fea)u.

Essas propriedades nos permitem dizer que f, é um funtor covariante da categoria dos

feixes sobre X para a categoria dos feixes sobre Y.

2 . Imagem inversa de ¥

Dado um aberto V' C X, definimos
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Vamos verificar que G é um pré-feixe em X e definiremos f~!% := G*. Inicialmente,
observe que pela definigdo de limite direto temos G(0) = ¥4(0) e para cada U D f(V)
temos um homomorfismo ¢%; : 4(U) — G(V), de modo que para U D U’ D f(V) tem-se

% g g
by © Puy = Py

onde pfy; 4 (U) — 4(U') é o morfismo de restrigao do feixe ¢.

Além disso, se V' C V segue que f(V') C f(V). Portanto, para todo U D f(V') tem-se que
U D f(V'). Assim, para cada U D f(V) temos um homomorfismo ¢7.,, : 4(U) — G(V'),
de modo que para U D U’, com U" D f(V'), ocorre

¢ g _ g
v © Py = Py

Com isso, a propriedade universal do limite direto garante a existéncia de um homomor-

fismo tinico p¥.,, : G(V) — G(V), tal que

g g 9
Py © Gyy = Gyiy-

Resumidamente, para quaisquer abertos V' C Ve U’ C U, com U D f(V) e U D f(V'),

temos que o seguinte diagrama ¢ comutativo

gy~ gv)

<G g
Pyry @ Py
Pyry

g g(v')

9
v'iu!

Por fim, se V" C V' C V sao abertos de X, entdo para todo aberto U D f(V), temos
um homomorfismo ¢, : 4(U) — G(V") e também um homomorfismo pf,., : G(V) —

G(V"), que é o tinico satisfazendo p{..\, 0 ¢ = ¢y Por outro lado,
g g g _ G g 4 _ G g 9 _ G 4
(DY © Py ) © dvy = Py © (P © Gyy) = Prmy: © dviy = Gy = Py © Gy
Assim, concluimos que p‘g/,,v = p‘g,,,v, o p‘g/,v, e isso finda a verificacao de que G é pré-feixe.

Exemplo 1.7 Se f : X — Y ¢é uma aplicacio aberta, entao dado um feize & em
Y, podemos construir um feize 4’ em X simplesmente definindo para V- C X aberto,
G'(V) :=9(f(V)) e tomando os morfismos de restricao como os mesmos de 4. Nesse

caso, afirmamos que 4' ~ f7'4. De fato, como introduzidas acima, seque que para
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V C X, aberto e para cada aberto U D f(V), podemos considerar o morfismo de res-
tricao

oo+ 9 U) = G(F(V)).
Como, para quaisquer U D U D f(V) temos pff(v)U, o Py = p?(V)U’ a propriedade

universal garante que existe um unico homomorfismo
v G(V) = 9(f(V) =9'(V)

tal que vy o ¢Yy, = pjf(v)U, para todo aberto U D f(V'). Em particular, para U = f(V)
seque que

<G %
w0 Py vy = Prypv) = Ldg vy

Por outro lado, o homomorfismo (qﬁ‘%f(v) ovy):G(V)— G(V) € tal que
(7 70y © ) © Bvy = B0 sy © (Wv © B0y) = B0 ) © Py = Do, YU D f(V).

Além disso, Ldgy também satisfaz essa condi¢ao. Logo, seque da propriedade universal
que

ng\jif(v) oy = Idg(v).

Assim G ~ 94'. Portanto, G € feize pois 4’ o é. Consequentemente, temos G ~ G+ =:
719, donde seque que 9’ ~ f~'4.

Como aplicagdo, vemos que se & € um feize sobre um espaco topologico X, U C X €
um aberto, considerado com a topologia induzida, e i : U — X € a inclusao, entdo v é

continua (aberta) e podemos concluir que i~'9 ~ 4, , onde 4, (V) :=94(V),¥YV C U.

Observagao 1.6 Como f~'% = G', temos um morfismo de pré-feixes o : G — f7'9.
Assim, para cada aberto V' C X temos um homomorfismo (¢f)yv : G(V) — f'4(V).

Por outro lado, como vimos acima, para cada aberto U D f(V'), temos um homomorfismo

7y 9(U) — G(V). Portanto, podemos definir o homomorfismo

Wy = (v o by 1 G(U) = [TY(V).
Agora, se V! C Ve U D U’ sao abertos, com U D f(V) e U D f(V’), temos

4

g+ g+ <
VU

¢ + ¢
Pyry © w\g;U = /)\g//v o ((@g)v © Q%U) = (Pv'v © <¢§)V) o ¢}

VU = ((S@)V’ o /)\g//v) 0

= (905)V’ © (/)xg//v ° fbig;U) = (@:;r)V' o Q%IU = ¢\%/U.
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Da mesma forma, sendo p%,U a restricao de ¢, temos
9 g @ g @ %
Yy © Py = ((SOE)V' o yuyr) © Py = (SOE)V’ o (dyr © prry) =

% %
(03 )vr 0 by = Yy
Portanto,
Gt g 9 9 7
Py © Yyy = Yy = by © pyy-

Novamente, essas informagoes podem ser resumidas, dizendo que o diagrama

g(U) e gy

G gt
Pury @ Py
Yy

G(U) —— GV

wﬁf/U/

é comutativo.

Proposicao 1.1.1 Um morfimo p: 9 — & de feizes em Y induz um morfismo f~ 1 :

'Y — 7l Além disso, se '« H — _Z é um outro morfismo de feizes em Y, vale

f W op)=(fu)o (f ).

Prova: Inicialmente consideremos os pré-feixes “limites diretos” em X

G(V)= lim 9(U)eK(V)= lim 2(U).
UDf(V) UDf(V)

Vamos mostrar que v induz um morfismo limpu : G — K. Com efeito, para cada aberto

V C X vamos construir um homomorfismo
(limp)y : G(V) = K(V).

Para isso, observamos que para cada aberto U O f(V) temos o homomorfismo uy :
4 (U) — # (U) e, como vimos, existe um homomorfismo ¢{%; : # (U) — K(V). Portanto,

podemos considerar a composi¢ao:
QS{‘;/KU o Uy - g(U) — IC(V)
Agora, considerando os abertos U D U’ D f(V), segue que

(¢€/{U/ o fugr) © PZ'U = ¢{U' o (g o P%U) = ¢{U’ © (P%U o i) =

( \j/gU' OP'L)JK'U)OMU = ¢i)/gUOMU-
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Portanto, os homomorfismos ¢i%; o iy, com U variando na familia abertos de Y que
contém f(V'), sdo compativeis com as restrigdes de ¢. Por conta dessa compatibilidade, a
propriedade universal do limite direto (“G(V')”) nos permite concluir que existe um tnico

homomorfismo (lim )y : G(V) — K(V), tal que

(lim p1)v © ¢y = ¢y © -

Afirmamos que a correspondéncia V' +— (lim p)y constitui um morfismo
limp:G— K

de pré-feixes em X.
De fato, dados V' € V,U" C U, abertos, com U D f(V), U D f(V'), consideremos o

diagrama:

g(U) L Q(V) (lim p) v IC(V)

2 g K
Pyry @ Pyry Pyry
Pyry

G(U") g K"

¢§§’U’ (lim p) s

Ja sabemos que o quadrilatero da esquerda é comutativo. Vamos mostrar que

oy © (lim o)y = (lim 1)y 0 py, .

Para isso, observe que quando U varia na familia de abertos de Y contendo f(V) D f(V),

podemos considerar os homomorfismos
St 0w 2 G (U) — K(V'),

0s quais sao compativeis com as restricoes de ¢. Assim, pela propriedade universal, existe

um unico homomorfismo (v : G(V) — K(V'), tal que
Cviv o ¢\%U = <Z5'\)/K/U ° HUy-
Para terminar, basta notar que:
(P © (lim p)v) 0 ¢y = pyoy o ((lim )y 0 ¢iy) = pyoy © (G © pw) =

(PI&'V © 925'\)/%) o fy = ¢‘1)/ng O HU-
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Da mesma forma, temos:
((m p)yr 0 pyy) 0 ¢y = (lim p)yr o (p¥y 0 $iy) = (lim )y o ($Vrp © proy) =
(i 2)yr © GPp) © plhy = (S © p) © Py = G © (i © pioy) =
¢i)/g/U’ © (P%U o ly) = (¢k}/£jU' © PﬁU) oMU = (bk)/jjU o Hu-
Portanto, pela unicidade de (yy, segue que
K : _ (T g
oy o (tim i)y = G = (lim )y 0 oy

Isso conclui a construgao do morfismo limp : G — K.
Agora, como =1 é o feixe associado ao pré-feixe KC, isto é, f~1.# = KT, podemos con-

siderar o morfismo ¢y : K — f~1.#". Assim, compondo com lim y obtemos um morfismo
+ o1 ) -1
ppolimp:G— 7.

Por fim, como f~'% = G*, a propriedade universal descrita na observagao 1.5 garante
que a existéncia do morfismo ¢)- olimp : G — f~'¢ implica na existéncia de um tnico

morfismo f~lu: f714 — f~1# tal que

(f ') o pf = @i o lim p.

Para concluir, vamos mostrar que se p' : & — ¢ é um outro morfismo de feixes em Y,
entao

lim(y' o p) = lim g’ o lim pu.

Bem, dados V. C X e U D f(V), abertos, temos o seguinte diagrama no qual cada

quadrilatero é comutativo.

Dai, segue facilmente que

((lim ')y o (lim r)v) 0 6%y = &y 0 pify © pur = &y 0 (1 © o

Porém, por construcao temos que (lim(y' op))y : G(V) — J (V) é o tinico homomorfismo

que satisfaz

(lim(p o))y o ﬁbxg;U = ¢{U o (i op)y.
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Portanto, (lim(p’ o p))y = (lim ')y o (lim )y . Consequentemente,
lim(p' o p) = lim g o lim p.
Com essa igualdade, vemos que
((f ) o (f M) owg = (f 1) o ((f ) o) = (f 1) o (i o lim ) =

(f') o pg)olimp = (p% olimp) olimp = ph o (lim p/ o lim p1) =
@h olim(p' o ).
No entanto, por definigao, temos que f~'(uop') : f7'4 — f~! # é o tnico morfismo que
satisfaz:
[ o) oph = ¢h olim(y/ o p).
Assim,
f o)y = (f) o (f 7 p).
Destacamos entao o seguinte diagrama

g W) S o (o) g ()

(v (Po)v (v

g(v) “v. gy O 7y

G(U) — H(U) e g (U)

Dizemos que a correspondéncia
GG =)= (TG T 79— f71H)

é funtorial, ou seja, determina um funtor da categoria dos feixes sobre Y para a categoria
dos feixes sobre X.

Na liguagem de teoria da categoria, a seguinte proposicao diz que os funtores imagem
inversa e imagem direta sao “adjuntos”. Antes, vamos a um lema que serd util na de-

monstracao da referida proposicao.

Lema 1.1 Seja f : X — Y wma aplicagao continua entre dois espagos topoldgicos e sejam

F e 4G pré-feizes em X e em Y, respectivamente. Nestas condig¢oes temos morfismos
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naturais ng : fUfF = F evy 1 G — f.f1Y.
Prova: Comecemos com a construcao de nz. Como f~'f,.# é o feixe associado ao
pré-feixe F, que para cada aberto V' C X é dado por
— 1 aT — 1 a(+-1

F(V) = U%‘I_IEIV) f[F(U) = U%g?v)f(f U)),
é suficiente exibirmos um morfismo de F para .%, pois com isso, a existéncia de 74 seguira
pela propriedade universal do par (£, F* = f~!f.7).
Ora, para cada U D f(V), temos que W := f~1(U) D V. Assim, lembrando que .# (W) =
F(fYU)) = f..7 (U), podemos considerar a restri¢ao

pow  fo T (U) = Z(V).
Além disso, dados U D U’ D f(V), temos que W D W' := f~1(U) e vale

7 7 _ 7
Pvw' © Pww = Pvw:-
, *Eﬁ a ~ . . K ~
Dai, como pé,U = Py, @ equacdo acima nos diz que os homomorfismos piyy sdo com-
pativeis com as restrigoes de f,.%#. Portanto, a propriedade universal do limite direto

garante a existéncia de um tnico homomorfismo

tal que (07 )v ogb{}f = piw- Usando argumentos andlogos aos aplicados na demonstracao
da proposi¢ao anterior, vemos que para V' C V, U’ C U abertos, com U D f(V) e

U D f(V'), o seguinte diagrama comuta (J& sabemos que o qudrildtero da esquerda

comuta)
f«F F
LEFWU) 2 Fvy L vy
P{;fg‘ @ ‘P{/_—/V \Pgrv
¢V’U
fFU) —5— F(V') F (V')
V*’U’ ("7_7:)V

Portanto, temos um morfismo de pré-feixes n7 : F — .Z. Dessa forma, pela propriedade

universal, existe um tinico morfismo 0z : f~1f,.% — % tal que

NgoYr ="Nr.

Agora passemos a construcao de vy : 4 — f,.f'¥. Para cada aberto U C Y temos

FI9WU) = [T9((U)).
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Por outro lado, ¢ claro que para V = f~}(U), tem-se que U D f(V). Assim, comos vimos

na observagao 1.6, existe um homomorfismo
o 9U) — [9(V) = f.f 9 (U).
Portanto, para cada aberto U C Y, definimos

(vg)u =iy, onde V = f7HU).

O diagrama comutativo apresentado na observagao 1.6 nos diz que com essa definigao

temos um morfismo de feixes vy : 4 — f.f 9.

Proposicao 1.1.2 Seja f : X — Y wuma aplicagao continua entre dois espacos to-
poldgicos e sejam F e G pré-feizes em X e em Y, respectivamente. Nestas condicoes,
temos uma bije¢io Mory (4, fo.F) ~ Morx(f 'Y, F).

Prova: Dado ¢ € Mory(¥, f..#), vamos construir um morfismo “imagem inversa”
fro : f19 — Z. Com efeito, pela proposicao 1.1.1, o morfismo ¢ induz um mor-
fismo f~ly: f19 — f~1f,.Z e pelo lema 1.1 temos um morfismo nz : f1f,.% — Z.
Portanto, basta definir

fro=mnzof e
Agora, dado 6 € Morx(f~'¥,. %), vamos definir um morfismo “imagem direta” f(6) :

4 — f..%#. Ora, o morfismo # induz um morfismo
f.0: f.f'9 - f.7.
Além disso, o lema 1.1 nos dé4 um morfismo vy : 4 — f.f'9. Portanto, podemos
definir:
f(0) = (f.0) o vy

Por fim, vamos verificar que f*(f(0)) = 6,Y0 € Morx(f~'9,.F) e que também vale
f(f*¢) - QO,VQO € MO?”y<g7 f*‘g‘)
Com efeito, para ver que f(f*p) = ¢,V € Mory (¥, f..#), tome um aberto U C Y e
seja V = f~1(U). Assim, pelas defini¢oes, temos o seguinte diagrama comutativo

(f~ o)

fgW) [UEV) 22 2
(pd)v (eF)v 07 )y
G(V) — 2 F(V)
sy ol

gU) T LFU) > F(V)
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Dai, segue que

(fF(fe)u = (fo(f@) ovg)y = (fe(nz o fTlp) o)y =

(Uﬂ)v © (f71<P)v © (V%)U = (7737)V © (fflsO)v © ng =
(nz)v o (f'e)v o (pd)v o 8ty = (nz)v o (wf)v o ¢l oy =
(Ufﬂ‘)v © 925{/5 oYy = Pi%v oYUy = Pu-

Da mesma forma, analisando o diagrama acima com ¢ = f(0) e V C X, U D f(V),

abertos, concluimos que
(f*(fO)v: fGV) = F(V)

¢ o unico homomorfismo tal que

(f*(fO)v oty = piw o f(O)u, W = f7(U).

Porém, nesse caso, temos
prw © (F(0)v = piw o (f.(8) o ve)u = piw © (fo(8))v o (va)u = piy © bw o Uiy =

+ % v
By o plg/W o Yy = Oy oy

Dessa forma, concluimos que (f*(f(#)))y = Oy. Isso finda a demonstragao.

1.2 Espacos anelados

Introduziremos a seguir o conceito de espago anelado e logo depois o conceito de espago

localmente anelado, alicerce fundamental para introduzir o conceito de esquema.

Definigao 1.2.1 Um espago anelado é um par (X, Ox) consistindo de um espago to-
polégico X e um feixe de anéis Ox em X. Um morfismo entre dois espacos anelados
(X,0x) e (Y,0y) consiste de um par (f, f#), composto de uma aplicagdo continua

f: X =Y eum morfismo f#: Oy — f.Ox de feixes de anéis em Y.

Observacao 1.7 Dizemos que Ox é o feixe estrutural de X. Os morfismos de restrigao
de Ox serao denotados por pi;, onde V. C U sdo abertos de X. Em se tratando de
morfismos de espagos anelados, é comum omitirmos o feixe estrutural e o morfismo de
feixes f# subjacente, escrevendo por exemplo “seja f : X — Y um morfismo de espacos

anelados.”
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Proposigao 1.2.1 Se (f, f#) : (X, Ox) — (Y, Oy) é um morfismo de espacos anelados,
entdo para cada p € X temos um homomorfismo “induzido” f¥ : Oy jp) — Oxp.
Prova: Inicialmente, como vimos na observagao 1.3, observamos que o morfismo
f#: Oy — f.0x induz um homomorfismo nos talos sobre o ponto f(p) € Y, denotado
por

(M) rw): Ovip) = FoOx 5i)-

Por outro lado, sendo

[Oxp = lm [.Ox(U) = lim Ox(f(U)),

Usf(p) Usf(p)
a propriedade universal do limite direto nos diz que para obtermos um homomorfismo
de f.0x s para Ox, é suficiente que para cada U > f(p) tenhamos homomorfismos de
pup : Ox(f~Y(U)) — Ox,, compativeis com restrigoes. Ora, como U > f(p) temos que

f~HU) > p. Assim, lembrando que Oy, = ligﬁ x(V), a existéncia dos homomorfismos
Vop
pu,p segue da construcao do limite direto. Na verdade, o homomorfismo py, é o mapa

natural que associa a cada se¢ao de Ox(f~*(U)) o seu germe em p. Portanto, existe um

Unico homomorfismo

P J+Ox ) = Oxp

tal que pp © purp) = Pup, onde py e ¢ fLOx(U) = fOx fpp) é€ 0 homomorfismo que a

cada se¢@o sobre um aberto contendo f(p), o seu germe no ponto f(p). Dai, definimos:

1= o o
Explicitamente, se sy, é o germe de uma segao s € Oy(U) com U > f(p), entdo

FE(st) = (£ (5))p-

Exemplo 1.8 Se (X, Ox) é um espago e U C X € um aberto, entao U admite estrutura
natural de espaco anelado, basta definir Oy = ﬁX|U. Nesse caso, temos um morfismo de
espacos anelados (1,i4) : (U, Oy) — (X, 0x), onde i : U — X € a inclusdo e iy : Ox —

i+Oy € o morfismo de restricao, isto €, para cada aberto V-C X, o homomorfismo
(’i#)v : ﬁx<V) — ’l*ﬁU(V) = ﬁU(V N U) = ﬁx(v N U)
¢ dado por (iy)y = pivy, onde W =V NU.

Definicao 1.2.2 Espacgos localmente anelados

Diremos que um espago anelado (X, Ox) é localmente anelado se para todo ponto p € X,
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o talo Ox , é um anel local. Um morfismo de espacos localmente anelados é um morfismo
(f, f#) de espacos anelados com a condi¢io que para cada ponto p € X, a aplicacio
induzida entre os talos ff: Oy, tp) — Oxp seja um homomorfismo local de anéis locais,

ou seja, a imagem do ideal maximal de Oy s, estd contida no ideal maximal de O ).

A proxima proposicao exibe um fato interessante e de importante uso posterior. Ela
estabelece uma conexao entre homomorfismos de anéis e morfismos de espacos localmente

anelados. Mais precisamente, temos

Proposicao 1.2.1 Sejam A e B anéis. Fxiste uma correspondéncia biunivoca entre
o conjunto constituido pelos homomorfismos de anéis ¢: A — B e o conjunto repre-
sentado pelos morfismos de espagos localmente anelados ¢ = (f, f#): (SpecB, Ospecp)
— (SpecA, Ospeca)-

Prova A partir de um homomorfismo de anéis ¢: A — B, induziremos a aplicagao
desejada da seguinte maneira: Para p € Spec B, determine f de Spec B para Spec A,
definindo f(p) := ¢~ '(p). f é uma aplicacao continua na topologia de Zariski. Com efeito,
se V(a) é um fechado de Spec A, onde a C A é um ideal, entao f~1(V(a)) = V(p(a)) e
portanto f~!(V(a)) é fechado. De fato, ¢ € f~*(V(a)) se, e somente se, f(q) € V(a), ou
seja, 0 1(q) € V(a), e dai, ¢ € p(V(a)), o que significa que ¢ D J, onde J é o ideal gerado
por ¢(a). Logo ¢ € V(p(a)). Além disso, como (p) = f~*(p), para cada p, temos um

homomorfismo natural de anéis locais
p: Ap — By-1)

a ., vla)

s p(s)
emquea € A, s ¢ p. Claramente, ¢, é um homomorfismo local, pois ¢, ' (f~(p) Bj-1()) =

pA,. E, por meio desse homomorfismo, obteremos um morfismo de feixes f#: Ogpeca —

f«(Ospecn). Para isso, definimos para cada aberto V' C Spec A o morfismo

e Ospeea(V)  — fulOspecs) (V)

S — S/i V — U Bf—l(p)
peV

g (g 05)(q)

onde s é uma segao de Ogpeca (V). Por conta da definicao dos feixes estruturais Ogpeca

e f«(Ospec), @ aplicagao f# esta bem-definida e para abertos U C V, naturalmente ocorre
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a compatibilidade entre os morfismos de restricao f‘# e f# , definindo assim o morfismo
o= (f, 7).

Por outro lado, seja ¢ = (f, f#) um morfismo de espagos localmente anelados Spec B e
Spec A. Queremos verificar que v é induzido por um determinado homomorfismo de anéis.
Para isso, consideremos o morfismo global ¢ = f;?E : Ospeca(X) = I'(SpecA, Ogpeca) —
[e(Ospeen) (X ) = T'(SpecB, Ospecp). Como I'(SpecA, Ogpeca) = A, temos que de fato ¢ é
um homomorfismo de A para B. Esse é o homomorfismo desejado. Com efeito, denote
por ¢ a aplicagao induzida de Spec B para Spec A por ¢ definida para cada p € Spec
B como ¢s(p) := ¢ (p). Precisamos verificar que ¢y = f. Para cada p € Spec B,
considere o homomorfismo nos talos ff: Ospeca,fp) — (f+Ospecn)p 0 qual pode ser visto
como um homomorfismo de Asqy — B,. Observe que f# e ¢ junto com os homomorfismos

canonicos de localizacao sao compativeis, ou seja,

A

11 2

Afp) B,

i
Como consequéncia disso, sendo f# um homomorfismo local, entdao ps(p) = f~(p) =
ifl(fffl(ig(p))) = f(p), donde ¢ = f e com isso obtemos que a aplicagdo f# também é

induzida a partir de ¢ e assim segue o resultado. [

Observacao 1.8 : Se nao assumirmos na definicao de morfismos de espacos localmente
anelados, que as aplicacoes induzidas nos talos sao homomorfismos locais, a proposicao
anterior sera falsa, o que nao é desejado. No exemplo a seguir, temos um exemplo de
morfismo de espacos anelados que nao ¢ induzido por um homomorfismo de anéis da

maneira exposta na proposicao.

Exemplo 1.9 Se R um dominio de valoracao discreta. Entdol' = Spec R é um esquema
afim, e o espago topoldgico Spec R consiste de dois pontos: (0) e (t), onde t € R é
um parametro uniformizante de R. Sendo {(t)} = V(t), entdo {(0)} =Spec R\ V(t),
donde (0) € um ponto aberto e denso de Spec R e temos que a localiza¢ao de R em (0)
serd o corpo quociente de R,que denotaremos por K. O outro ponto (t) = V(t) € um
ponto fechado e a localizagao de R nesse ponto serd o proprio anel R. Considere entdao

a aplicagao de inclusio i: R — K e o morfismo entre os espacos anelados Spec K —
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Spec R que leva o ponto (0) de Spec K no ponto (t) de Spec R. A aplica¢ao associada
i*: Ospecr — [+(Ospecrc) mao € induzida por qualquer homomorfismo de anéis R — K
haja vista a aplicag¢do induzida de i no talo em (t), it): Ospecr,i((t) — i*ﬁspecK(t) nao
ser um homomorfismo local. De fato, Ogpecr i1y ~ R e i*ﬁgpecK(t) ~ K e com isso, ii)
pode ser vista como uma aplicagio de R em K. Como zﬁ;l((O)) # (t), entao ii) nao
¢ homomorfismo local. Dessa maneira, nao temos um morfismo de espacos localmente

anelados.

Tendo introduzido a nocao de espacos anelados e seus morfismos podemos considerar

feixes de modulos que sejam compativeis com essa estrutura.

1.3 Feixes de Oy-modulos

Defini¢ao 1.3.1 Seja (X, Ox) um espaco anelado. Diremos que um feixe % em X é um
feixe de O'x-mdédulos (abreviadamente um &'x-médulo), se para cada aberto U C X temos
que ZF(U) é um Ox(U)-moédulo, tal que as operagoes de médulo sejam compativeis com

restricoes, ou seja, para cada inclusao de abertos V' C U os diagramas abaixo comutam.

Z(U) x Z(U) & Z(U) Ox(U) x Z(U) —£ F(U) ,
(ovu,pvuy) pvu (pVU,pvu)‘ pvU
F(V)x F(V) s F(V) Ox(V)x F(V) —L£ F(V)

Um morfismo de Ox-mdédulos .# e 4 é um morfismo de feixes ¢ : . % — ¢ com a condicao
de que ¢y : F(U) — 4(U) seja um homomorfismo de Ox(U)-mbdulos para todo aberto
UcCX.

Observacao 1.9 Note que Ox X % e .% x .%, definidos de forma ébvia, sao feixes em X.
Assim, a comutatividade dos diagramas nos diz simplesmente que as operacoes de médulo
sao morfismos de feixes.

De modo mais explicito, tomando secoes t,t' € .Z#(U), a € Ox(U), sendo V C U um

outro aberto, e denotando t +t' = s(t,t') e t - t' = u(t,t'), vale que
(t + t/)|v =1, + tiv e (a.t)‘v = ay, -1y,

Por conta disso, dizemos que os morfismos de restrigao piy;; sao morfismos (mistos) do

Ox(U)-médulo .#(U) para o Ox(V)-médulo .7 (V).
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Proposicao 1.3.1 Se (X, 0x) é um espago anelado e F € um feize de Ox-mddulos,
entao para cada x € X, o talo de ¥ em x tem estrutura de Ox ,-mddulo.

Prova: Como vimos na observagao 1.3, um morfismo de feixes induz morfismos nos
talos. Dai, como as operagoes s : # X.F — F e u: Ox X.# — ¥ sao morfismos de feixes,
segue que para todo x € X temos morfismos s, : F, X Fp — Fy e iy 1 Ox X Fyp = Fy,

que definem estrutura de Oy ,-mddulo em .7,.

Definigao 1.3.2 Seja (X, Ox) um espago anelado e seja .# um feixe de &x-mdédulos.
Dizemos que .% é gerado por secoes globais se existe uma familia de se¢oes globais {s;},
s; € I'(X, Z), tal que para cada x € X, as segoes s; vistas como elementos do talo %,

geram este talo como um Oy ,-médulo.

Observagao 1.10 Seja f : X — Y um morfismo de espacos anelados. Se .# é um
Ox-médulo e 4 é um Oy-médulo, entdao f,.# é um Oy-médulo e f~1¥4 é um f~10y-
médulo. De fato, a operacao p : Ox X % — %, que é morfismo, induz um morfismo
fup  f.Ox x fo.F — f.%. E por outro lado, temos um morfismo f# : Oy — f.0x.

Portanto, podemos considerar o morfismo
fopio (f#,Tdy. ) : Oy X [ .F — [.F.

Da mesma forma, a operacao de Oy-médulo em ¢, que também denotamos por pu :

Oy x4 — ¢, induz um morfismo
flu: oy x 719 - f7'9.

Esse morfismo define a estrutura de f~'@y-médulo para f~'¥.

Como ja haviamos destacado, f, é um funtor da categoria dos feixes em X para a categoria
dos feixes em Y. A observacao acima nos diz que no caso de f : X — Y ser um morfismo
de espacos anelados, o funtor f, leva a categoria dos €x-mddulos na categoria dos Oy -
médulos. No entanto, como f~1 @y nao tem estrutura (natural) de &x-mddulo, nao é claro
que para um Oy-médulo 4 sua imagem inversa f 194 seja um Ox-médulo, ou seja nao se
espera que o funtor f~! leve Oy-mdédulos em Ox-mdédulos. Para suprir essa deficiéncia,
lembramos que o morfismo f# : 0y — f.0Ox induz um morfismo f~'0y — f~1f.0x,
que compondo com o morfismo natural f~!f,0x — Ox (Veja Lema 1.1), nos permite

considerar O'x como um f~!0y-médulo e introduzir a seguinte definicao.

Definicao 1.3.3 Se f : X — Y é um morfismo de espacos anelados e & é um Oy-mdbdulo,

definimos f*9¢ como o feixe associado ao pré-feixe:

U~ f_lg(U> ®f*1ﬁy ﬁx(U)
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Com essa definicao, fica claro que f*¢4 tem estrutura de @x-modulo. Pode-se verificar
que f* é um funtor da categoria dos Ox-moddulos na categoria dos Oy-méddulos. Além

disso, f* e f, sao adjuntos, isto é,
Morg (f*Y, F) = More, (9, [.7).

O exemplo a seguir ilustra de maneira concreta o porqué do produto tensorial ser ne-
cessario na construcao do pull-back de um feixe. Antes disso vejamos uma construcao

preliminar.

Exemplo 1.10 Considere X = P! e o0 seu anel de coordenadas homogéneo S = EdeO S,

onde cada Sy consiste do conjunto dos polinomios homogéneos de grau d. Para cada n,

defina S(n) como

S(n) = {g | f € Sasn) » g € Sa; para algum d >0, 9#0}

e para qualquer ponto P € X, defina os conjuntos

O (n)p = {§ € S(n) | g(P) # o} L Ox(m)(U) = (] Oxn)e

pPeX

Com essa construgdo, Ox(n) serd um feize de Ox-mddulos. Nao verificaremos tal fato.

Exemplo 1.11 Considere o morfismo f: X = P! — Y = P! definido como (s: t) —
(s%: t?). Queremos exibir o pull-back f*Oy (1) do feize Oy (1), sobre X. Pelo exemplo an-
terior, veja que as secoes locais s € Oy (1)(U), U C X aberto, sio da forma g(s,t)/h(s,t),
em que g,h sao polinomios homogéneos, h(s,t) # 0 e deg g(s,t) — deg h(s,t) = 1.
Dessa maneira, f~'0y(1)(U) = @VD)‘(U) Oy (1)(V) € tal que suas se¢oes locais sao da
forma g(s*,t?)/h(s* %), com deg g(s*,t*) — deg h(s* t*) = 2. De fato, um elemento de
710y (1)(U), expressa-se como W, em que W O f(U), e w é um polinémio ho-
mogéneo g(S,T)/h(S,T) com deg g(S,T) — deg h(S,T) = 1, nas indeterminadas S = s
e T = t2. Dai, com uma substituicao seque que deg g(s*,t?) — deg h(s*,t?) = 2. Agora,
note que essas secoes nao descrevem um feixze de Ox-modulos. Com efeito, considere uma
segdo t/s de Ox em um aberto no qual s # 0 e seja s* uma seg¢io de 'Oy (1) nesse
mesmo aberto. O produto de tais se¢oes st nao € da forma g(s* t*)/h(s*,t*). Conside-

rando agora o produto tensorial =10y (1) @ Ox, temos que as segoes de f*Oy sao da

forma




CAPITULO 1. FEIXES E ESQUEMAS 26

com deg g(s?,t?) — deg h(s*,1*) = 2 e deg ¢'(s,t) — deg h'(s,t) = 0. Obtemos com isso,
que tal produto tensorial estabelece todas as expressoes da forma g(s,t)/h(s,t) com deg

g(s,t) — deg h(s,t) =2, ou seja,
[ ov(1) = 0x(2)

Usando a mesma construgao, € possivel mostrar que f*Oy(n) = Ox(dn), para qualquer
n € 7 e qualquer morfismo f: X — Y entre esquemas projetivos cuja imagem seja

descrita por meio de polinomios homogéneos de grau d.

1.4 Esquemas

1.4.1 O espectro de um anel

Nessa subsecao o objetivo é construir o principal ingrediente necessario a definigao de
esquema. Vamos associar a cada anel um espago localmente anelado, que sera chamado
de “espectro” do anel. Vejamos como se faz isso.

Seja A um anel comutativo com unidade e considere o conjunto Spec A formado pelos

ideais primos do anel A. Em simbolos,
Spec A := {p;p é ideal primo de A}.
Para cada subconjunto ' C A, considere
V(FE) :={p € Spec A;p D E}.

Isso estabelece uma funcao do conjunto das partes de A no conjunto das partes de Spec A.
No entanto, ¢ facil ver que se I denota o ideal de A gerado por E, entao V() = V(E). Por
isso, é suficiente concentrar nossa atencao na familia de subconjuntos do tipo V/(I), quando

I varia no conjunto dos ideais de A. Comecamos destacando as seguintes propriedades:

1. Spec A = V((0)) e d = V((1)), onde (0) denota o ideal nulo e (1) = A, é o ideal
unitario.
2. V(I)uV(J)=V(IJ), para quaisquer dois ideais I, J C A.

3. ﬂ V(I)) = V(Z I,), onde {I)}rep € qualquer familia de ideais de A.
AEA YA
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Agora consideramos a familia de subconjuntos Uy := Spec A — V(I), com [ variando no
conjunto dos ideais de A. As propriedades acima garantem que essa familia constitui uma
topologia em Spec A, com respeito a qual os conjuntos do tipo V(1) sao os fechados. Essa

topologia é chamada topologia de Zariski em Spec A.

Observagao 1.11 Para cada f € A denote por D(f) o aberto, chamado de aberto prin-
cipal, complementar de V'(f). Assim, D(f) = {p € Spec A; f & p}. O fato a ser destacado
é que os abertos principais formam uma base para a topologia de Zariski em Spec A. Com

efeito, dado um aberto U CSpecA, existe um ideal I C A tal que

U = Spec A—V(I)= Spec A — ﬂV(f) = UD(f)

fel fel

A seguir, para cada f € A, a notagao Ay indica o anel de fracoes de A com respeito ao

conjunto multiplicativo formado pelas poténcias de f.

Lema 1.2 Para cada f € A temos que D(f) € homeomorfo a Spec Ay.

Prova: Inicialmente considere o homomorfismo canénico ¢ : A — Ay, dado por ¢(a) =
$,Va € A. Dai, como pré-imagem de ideal primo é primo, definimos % : SpecA; — SpecA,
por %(p) = ¢ !(p),Vp € SpecA;. Para verificar a continuidade, note que para todo
fechado V' (I) C SpecA, vale que

(%) (V) = V(IAy).

Como ¢(%(p)) C p, segue que f & %(p), pois p(f) é unidade de A;. Portanto, Im(%) C
D(/).

Reciprocamente, dado ¢ € D(f) consideremos sua extensao ¢Ay. Como f & ¢, temos que

f#0em A/q. Dai, como A/q é dominio, temos que (A/q)? também o é, pois se identifica

com um subanel ndo-nulo do corpo de fracdes de A/q. Agora, observe que (f;) — (%n),

define um isomorfismo:
Ay ~ (A/q)+
qu N F

Portanto, concluimos que gA; é um ideal primo de Ay.

Por fim, sendo ¢’ =%¢p(qAy) é claro que ¢ C ¢'. Por outro lado, dado a € ¢’ temos que

(TT) =0 em ;?TJ;' Logo, % =0em (A/q)7. Essa dltima igualdade implica que a € ¢. Dessa

forma, ¢ =%p(gAy) e isso mostra que

D(f) = im(%).
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A igualdade ¢ =%p(qAy) nos permite provar que % é uma aplicacao fechada, pois

V() =V(e '(J)).

Falta a injetividade de %. Dado p € Spec Ay, seja ¢ =%p(p). Vamos mostrar que p = gA;.

Com efeito, é claro que gAy C p. Por outro lado, se f% € p, entao ¢ € p. Portanto,

a € ¢ ' (p) ="¢(p) = q. Dessa forma, ¢ € ¢ e consequentemente, - € ¢. Logo, ¢ = p.

Y f’n
Com isso, vemos que % é uma bijegdo continua, fechada, de Spec A; sobre D(f) e por-

tanto um homeomorfismo. A inversa ¢ dada por ¢ — gAy.

Estabelecida uma estrutura de espaco topoldgico em X = Spec A, precisamos construir
um feixe estrutural em Ox com a condi¢ao de que para cada p € X, o talo Ox, seja
um anel local. A idéia é construir Ox de modo que tenhamos Ox(X) = A e Ox, = A,,
com A, sendo a localizacao do anel A no primo p, para todo p € X. Ora, admita por
um instante que tal feixe ji tenha sido construido (para todo anel). Dai, como vimos
na secao 1.1.1, um feixe é isomorfo ao feixe associado a si mesmo, ou seja, se F é
feixe, tem-se .# ~ Z . Assim, o feixe Ox deve ser isomorfo ao feixe 7. A vantagem ¢é
que O, = Ox, e para cada aberto U C X sabemos descrever os elementos de Oy (U)

explicitamente. A saber, um elemento de &5 (U) serd uma fungao

t:U= ok, =4,

peU peU

que satisfaz as seguintes condigoes:

a) t(p) € Ap,,Vp e U.

b) Para todo p € U, existe um aberto V,, C U, com p € V},, e existe uma segao

s € Ox(V,), tal que t(q) = s,,Vq € V,.

Assim, o feixe Ox ¢é essencialmente (a menos de isomorfismo) o feixe cujas segoes sobre
U satisfazem as condigoes “a” e “b”. Isso ainda nao é uma definicao para Ox. A in-
consisténcia se d& por conta da recorréncia presente no item “b”. Precisamos traduzir a
esséencia da condicao “b”, sem fazer referéncia a O.

Para isso, note que como os abertos principais formam uma base para a topologia de Spec
A, para cada p € Spec A podemos escolher f, € A tal que D(f,) C V,. Assim, restringindo
a D(f,), temos uma secdo s' € Ox(D(f,)), tal que t(q) = s;,Yq € D(f,).

Agora, seja U = Spec Ay, e Oy seu feixe estrutural, que estamos admitindo que ja foi

construido. Logo, deve-se ter Oy (U) = Ay, . Por fim, como U e D(f,) sao homeomorfos, é
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razoavel esperar que (U, Oy) ~ (D(fy), Ox|p(y,)), isomorfos como espagos anelados. Em

particular, é esperado que

Ox|p(s,)(D(fp)) = Ox(D(f)) = Ou(U) = Ay,

Dessa forma, a segdo s’ € Ox(D(f,)) se identifica com um elemento da forma % € Ay,
Ademais, sabemos que A, é o limite direto dos anéis Ay, com f & ¢. Dai, como f, &
¢,Yq € D(f,), temos um homomorfismo natural de Ay, para A,. E razovel esperar que
a imagem de % por esse homomorfismo ( que continuamos denotando por ﬁ) coincida
com s;. Toda essa heuristica nos induz a reescrever a condigao “b” nos seguintes termos:
V') Para todo p € U, existe um aberto V,, C U, com p € V,, e existem

elementos a,g € A, tais que g € q e “t(q) = g” em A,,Vq €V,

Portanto, para que Ox satisfaca as propriedades desejadas, para cada aberto U C X é

natural definir Ox(U) como sendo formado pelas fungoes ¢ : U — U A,, que satisfazem

peU
as condicoes “a” e “b".

Vamos verificar que com essa definicao Oy é feixe de anéis e satisfaz as condicoes desejadas.

Proposicao 1.4.1 O objeto Ox apresentado e construido acima é um feixe de anéis

comutativos

Prova Inicialmente, observe que Ox(U) é um anel para cada aberto U. De fato, dadas
s,t: U — UpeU
W s p, tal que (s +1t)(q) = a/f +b/g = (ag+bf)/fg, com fg ¢ q para todo ¢ € W.

Temos assim, (s +t)(q) € A,. Concluimos entao que s + ¢ satisfaz as condigoes a) e b)

A, para cada p € U, temos (s + t)(p) € A, e existe um certo aberto

como discutido na observacao anterior. Portanto, s +t¢ € Ox(U). De forma semelhante,
concluimos que o produto st € Ox(U). A aplicacdo s definida como s(p) := 14,, para
todo p € U serd o elemento identidade de Ox(U), constituindo Ox(U), portanto, um
anel comutativo com unidade. Para V' C U, o homomorfismo natural Ox(U) — Ox(V),
que restringe o dominio de cada segao s € Ox(U), satisfaz naturalmente as condigoes de
pré-feixe.

Finalmente, para verificar que @x é um feixe, vemos que se {V;} é uma cobertura
aberta de U e s uma segao de U satisfazendo s|y, = 0, para cada {V;}, entdo s = 0 por

conta dos homomorfismos de restrigao. Da mesma forma, se tivermos fungoes s; € 0(V;),

tais que para i, j, si|v;nv, = sjlviny;, ViN'V; # 0, entdo a funcao s, que satisfaz para cada

i,s|ly; = s; pertence a Ox(U), pois localmente satisfaz as condigoes a) e 0'). O
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Por fim,

Definicao 1.4.1 Seja A um anel comutativo. O espectro de A é definido como sendo um

par consistindo do espago topolégico Spec A junto com o feixe estrutural Ogpeca.

1.4.2 FEsquemas afins

Estabelecidos os conceitos de espectro de um certo anel e de feixe estrutural, podemos
finalmente introduzir a nocao de esquema afim e a partir dai um esquema, um objeto que

localmente pode ser visto como um esquema afim.

Defini¢ao 1.4.2 Um espago localmente anelado (X, Ox) é dito um esquema afim se ele
¢é isomorfo ao espectro de algum anel. Nesse caso o esquema afim serd dito reduzido
(resp. inteiro) conforme o anel seja reduzido (resp. um dominio de integridade). Um
esquema é um espago localmente anelado (X, Ox) tal que para todo ponto de X existe uma
vizinhanga aberta U de maneira que (U, Ox|y) é um esquema afim. Um esquema X serd
dito reduzido, inteiro, se puder ser coberto por esquemas afins com essas propriesdades.
Um morfismo de esquemas é simplesmente um morfismo de espacos localmente anelados

como ja visto anteriormente.

Exemplo 1.12 Se k € um corpo, Spec k € um esquema afim cujo espaco topoldgico con-
siste de um unico ponto. Seu feixe estrutural consiste do corpo k. Com efeito, Spec k
possui um unico elemento que € o ideal primo (0). Temos dessa forma V(0) = Spec k e
V (Spec k) = 0. Assim, sendo {(0)} o unico aberto nao-vazio de Spec k, entao Ox({(0)})
¢ determinado pelas funcoes constantes em k, ou seja, Ox({(0)}) ~ k, de modo que

podemos dizer que o feixe estrutural consiste do corpo k.

Um esquema que possui a propriedade de poder ser coberto por uma quantidade
finita de abertos afins U; = Spec A;, onde A; é um anel noetheriano é dito um esquema
noetheriano.

De maneira a simplificar, iremos denotar mais adiante o esquema (X, Ox) simples-
mente por X deixando seu feixe estrutural subentendido. Veremos a seguir que para um
dado esquema (X, Oy) é possivel estabelecer de maneira natural uma estrutura de subes-

quema nos abertos do espaco topologico X.
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Defini¢ao 1.4.3 Um subesquema aberto de um esquema (X, Ox) é um esquema (U, Oy),
onde U C X é um aberto e o feixe estrutural &y é definido de tal maneira que sa-
tisfaga Oy ~ Ox|y, sendo Ox|y a restrigao do feixe estrutural de X a U. Uma imersao
aberta corresponde a um morfismo de esquemas ¢ = (f, f#): (X, Ox) — (Y, Oy), em que
f: X — Y é um homeomorfismo de X sobre um aberto V C Y e a restricao do morfismo
f#ly: Oyly — f.Ox|y é um isomorfismo de feixes em Y. Numa imersao aberta, dizemos

que (X, Ox) pode ser identificado com um subesquema aberto (V, Oy|y) de Y.

De maneira similar, é possivel definir também uma estrutura de subesquema fechado

em um esquema X.

Definicao 1.4.4 Seja Y um esquema em que, sob o ponto de vista topoldgico, Y seja um
subespaco fechado de X, ou que Y seja homeomorfo a um fechado de X por meio de um
morfismo 7 = (;, i") entre Y e X tal que a aplicacao induzida i#: Oy — .0y seja um
homomorfismo sobrejetivo de feixes. Entao o par (Y,i) é dito um subesquema fechado
de X. Um morfismo de esquemas f: W — X é dito uma imersao fechada se pode ser
fatorado como f = i 06, onde 6 é um isomorfismo #: W — Y. Assim, i é de fato uma

imersao fechada.

Observacao 1.12 : Observe que um subesquema fechado nao é determinado unica-
mente pelo espaco Y. Deve-se levar em consideragao também o morfismo de feixes i. No
caso em que para dois pares (Y,i) e (Y',7'), existir um isomorfismo #: Y’ — Y tal que

i" =106, diremos que (Y,i) e (Y’,7) determinam o mesmo subesquema fechado em X.

Exemplo 1.13 : Estrutura de subesquema fechado nos fechados V' (/)

Seja R um anel comutativo e V(1) o fechado de Spec R obtido a partir de um ideal I de
R. Entao, temos uma correspondéncia natural entre os elementos de V(I) e os elementos
de Spec R/, sendo seus espagos homeomorfos. Pela proposigao 1.2.1, O homomorfismo
canénico R — R/I induz um morfismo de esquemas f:Y = Spec R/I — X = Spec R. E,
assim, a aplica¢ao f induz um homeomorfismo entre Spec R/1 e o subespago V(I) de X.
Para verificarmos que f € um morfismo sobrejetivo, resta verificarmos que a aplica¢ao
Oxp — (fiOy), dos talos em um ponto arbitrdrio p de Spec R € sobrejetiva. Mas,
sabemos que os talos Ox , e (f.Oy), em um determinado ponto p podem ser vistos como
localizagoes dos anéis R e R/ respectivamente, no ponto p. Mais precisamente, temos o

diagrama
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Oxp — T (1.6),
R, (R/T),

sobre
donde, podemos concluir que a aplicagao nos talos € sobrejetiva. Portanto, (Y, f) é

um subesquema fechado de X. Além disso, f € uma imersao fechada.

Observacao 1.13 :  Mesmo que tenhamos V(I) = V(J) se Rad(/) = Rad(J), nao
é garantido que Spec R/I seja isomorfo a Spec R/J como esquemas, a menos que seja
I = J. Como consequeéncia disso, é possivel definir diferentes estruturas de subesquema em
V(I). Por exemplo, considere o anel polinomial k[z] sobre um corpo k, e o homomorfismo
canonico klx| — k[z]/(z™), n = 1,2,... junto com a imersao fechada induzida Spec
k[x]/(z™) — Spec k[x]. Note que Spec k[x]/(z™) consiste de um tinico ponto cuja imagem
pela imersdo é a origem da reta afim A} = Spec k[z].

Dado um subesquema fechado Y de X, podemos definir a partir de Y o objeto chamado

feixe ideal de Y.

Definigao 1.4.5 Seja (Y, i) um subesquema fechado de um esquema X. Define-se o feixe

ideal de Y denotado por .#y-, como sendo o feixe Ker i# do morfismo i#: Ox — i,0y.

Antes de encerrar esta secao, veremos um resultado que serd util para a definicao de
divisores de Weil, por isso vamos destacd-lo. Observamos que pode-se mostrar que um

esquema inteiro é necessariamente reduzido e irredutivel.

Proposicao 1.4.2 Seja q o ponto genérico de um esquema inteiro X. O anel local O,
¢ um corpo, e para um aberto afim U = Spec A, o corpo quociente de A, Q(A), € isomorfo

ao corpo Ox 4.

Prova Por hipdtese X é irredutivel. Dai, Dois abertos afins quaisquer U = Spec A e
V = Spec B sempre se intersectam. Como consequéncia, o ponto genérico g pertence a
U eaV. Sendo X inteiro, entao A é um dominio de integridade, e seu ponto genérico é

o ideal (0), de modo que ¢ = (0). Logo, o talo Ox 4~ A = Q(A4). O

Nesse contexto, o anel local Oy, é dito o corpo de fungoes k(X) de X.
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1.4.3 Colagem de Esquemas

Dada uma colecao de esquemas satisfazendo condigoes apropriadas, iremos determinar
um novo esquema a partir de uma “colagem”desses esquemas. Nas construcoes a seguir,

iremos trabalhar simplesmente com uma familia de espacos anelados.

Proposicao 1.4.3 Seja {Yy, A € A} uma familia de espagos anelados e para cada X € A,
seja {Ya, o € A} uma familia de abertos de Y. Suponha que para cada par de indices

A 1€ A exista um isomorfismo C,y : Yy, — Y satisfazendo as sequintes condigoes:
1LY, =Y, e Q= Idy,
2. Qo Gua = Idy,,
3. GV NYny) =Y aNY,, euou=CGa emYy,, NY,,

Nestas condigoes, eziste um espago anelado X munido de uma cobertura aberta { Xy, \ €

A} para a qual ezistem isomorfismos fy : Xy, — Y\, tais que

-1
= @) .
C,u)\ fu f)\ ‘Y/\u

Prova: Inicialmente, destacamos que

Gy © Cua(Ya N Yo) = Gu(Yua N Yy) = Yoa N Y5 = Ga(Ya N Y.

Portanto, a hipdtese ¢, o (,n = (yx em Yy, NY), é consistente, ja que a igualdade acima
nos diz que essas funcoes restritas a Yy, N Y), tem o mesmo conjunto imagem, a saber,
Y anY,.

Para continuar, considere X = H Y\, uniao disjunta, munido da topologia
AEN

Q={V C X;VNY, éaberto em Yy,V\ € A}.

Agora, definimos a relagao que para cada par de elementos x,y € X ,comz € Yyey €Y,
estabelece que

:pwy(:):veY,\u,yEYM,\ey:@x(fﬂ)-

Claramente essa relacao é reflexiva e simétrica. Verifiquemos a transitividade. Para isso,
sejam z,y,2 € X, comz € Y\,y € Y, ez € Y,, tais que y ~ x e 2 ~ y. Dessa forma,

temos que x € Y),, y € Yn NY,,, 2 € Y,, e valem as seguintes igualdades:

Yy = Cu)\(x) €z= C’y,u(y)‘
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Logo, z = (y, 0 ().

Por outro lado, temos que z = (),(y), de onde segue que
S C)\#(YM)\ N YH’Y) = Y)\,u N Y)\,y.

Dal, pela hipétese 3 estabelecida sobre a familia {(,\}, 2 = (0 (ua(x) = (a(z). Isso
prova que z ~ .

O espaco X ¢é definido como o espaco quociente de X pela relacao de equivaléncia descrita
acima. Consideramos X com a topologia quociente, de modo que a projecao canodnica
p: X — X écontinua. Para cada A € A temos também uma aplicacao py : Y\ — X, obtida
pela composicao da inclusao de Y, em X com a projecao canonica, ou seja, py = Py, -
Temos que U C X é aberto se e somente se p,' (U) é aberto de Yy para todo A € A. Além
disso, é facil ver que p, é injetiva, de forma que p, é um homeomorfismo de Y, sobre
Xy := pa(Yy) € X. Obviamente, {X), A € A} é uma cobertura aberta de X. Definimos
fr: Xy = Yy, por fy = py'. Daif, como para todo z € Yy, temos que (,,(z) ~ z, segue

das definigoes que vale a igualdade p, o (,x(2) = px(z). Portanto,

—1 _ -1 _
fu o f>\ ‘Yw =Py Op)\|y)\u = Cu)n

Agora vamos definir o feixe estrutural Oy de modo que (X, Ox, ) seja isomorfo a (Y, Oy, ),

com Ox, = (O X)\x . Bem, ja sabemos que para construir um feixe sobre um espaco to-
A

polégico é suficiente defini-lo para os abertos de uma base de sua topologia. Assim,

consideremos
0" ={U C X;U é aberto e U C X, para algum \ € A}.

Certamente, 0* é uma base para a topologia de X. Dado U € *, escolhemos \ € A tal
que U C X, e definimos:

Ox(U) = Oy, (py ' (U)).

Devemos verificar que essa é uma boa defini¢ao, no sentido que nao depende da escolha
feita. De fato, se p € A € tal que U C X, entao, como (,y : Yy, — Y, € um isomor-
fismo de espacos anelados, temos um isomorfismo de feixes C/f: : Oy, = (Gur)«Oy,,- Em

particular, sobre o aberto p;l(U ) temos o seguinte isomorfismo de anéis

(G ) Ovn (0 (V) = O, (G (9,1 (0))) = Oy, (03 (V).

Como ﬁy/\u = ﬁYAIYM e ﬁyM = ﬁyHY K o que temos na linha acima é um isomorfismo
o

entre Oy, (p,'(U)) e Oy, (py'(U)). Isso prova a nao ambiguidade da defini¢ao. Dados
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V c U C X,, o morfismo de restricao é dado por

X .Y
PYU = P st 0y

A verificacao dos axiomas de feixe para os abertos de 2* é trivial. Verificaremos apenas
o mais importante. Seja U € Q* e seja {V,, € Q*, a € #} uma cobertura de U. Suponha
que tenhamos segoes s, € Ox(V,) = Oy, (py' (Va)) tais que

Sa|va6

= sp),,,» para todo V,5 € Q" com V,3 C V, N V3.

Escolha A € A tal que U C X,. Como os abertos V, 3 cobrem V,, N V3 temos que p/(l(Vag)
constitui uma cobertura para py (V) Np;y ' (Vs). As segdes s, e sg coincidem nos abertos
dessa cobertura. Isso nos permite concluir que

s =5 .
3 Varnwy V) ’Blp;%va)mp;l(vm

Portanto, existe uma tnica secdo s € Oy, (py ' (U)) = Ox(U), tal que |, = sa.

Por fim, note que, pela definicao, temos Ox, := (Ox)|x, = (Pr)+Oy,. Dessa forma, se-
gue que (py,idoy ) : (Y3, Ov,) = (Xi, Ox,) é um isomorfismo cujo inverso é dado por
(fridoy, ) + (Xa, Ox,) = (Ya, Oy,). Pela naturalidade desses isomorfismos fica claro que

se os Y, forem esquemas, entao X também o sera.

Exemplo 1.14 Sejam Y; = Spec K[X] e Y5 = Spec K[Y] duas cépias da reta afim

Al sobre o corpo K. Sabemos que os feixes estruturais sao dados por Oy, = K|[X] e

Oy, = K[Y] (Definiremos o feixe M na secio seguinte). Agora sejam U C Y; e V C Y3 o0s
abertos principais D(X) e D(Y), respectivamente. Assim,

@ﬂH:MMX:MK%MﬁMW:KWM:MKh.

Portanto, como U e V sao afins, para exibir um isomorfismo (¢ : U — V é suficiente
exibir um isomorfismo pxy : K[Y, +] = K[X, +]. Para definir um tal isomorfismo, basta

definirmos ¢ xy(Y). Temos duas possibilidades:

1. pxy(Y) = X. Nesse caso, temos gaxy(%) = % e o isomorfismo ¢ xy é induzido pelo
isomorfismo ¢ : K[Y] — K[X]|,Y — X. Note que % :Y; — Y, é simplesmente
uma mudanca de coordenadas e (yy =%p),,. Dessa forma,a colagem de Y; com Y5 ao
longo de U e V' por meio de (yy é feita colando um ponto de U com sua cépia (ele
mesmo, com outras coordenadas) em V. O esquema obtido, é representado como

uma reta com duas origens.
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Figura 1.

2. pxy(Y) = % Nesse caso o esquema obtido pela colagem de Y; com Y5 ao longo de

U e V por meio de (yy é chamado de reta projetiva e denotado por P

1.5 O feixe associado a um modulo

Vamos definir um feixe de médulos M em Spec A associado a um A-médulo M.
Lembramos que para cada ideal primo p C A, a notacao M, indica e localizacao de M

em p.

Definigao 1.5.1 Seja A um anel e M um A-médulo. Definimos o feixe M em Spec A da
seguinte maneira. Para cada aberto U C Spec A, defina M (U) como sendo o A-médulo

das fungoes s: U — [] ., M, satisfazendo a condigao:

peU
e cada p € U possui uma vizinhanca V,, C U, para a qual existem elementos m € M

e fe A, taisque f ¢ qe s(q) =m/f em M, para todo g € V.

Observe que da defini¢ao, temos que s(p) € M,.
O resultado a seguir desvenda a estrutura do feixe M , sua demonstragao segue os mesmo

passos trilhados na construcao do feixe Ospeca, veja a segao 1.4.1.

Proposigao 1.5.1 Seja A um anel e M um A-mdodulo. Seja M o feize em X = Spec A

associado a M. Entao:
1. M € um Ox-modulo
2. Para cada p € X, o talo (M)p do feize M no ponto p € isomorfo a M,

3. Para cada f € A, 0 Ap-mddulo M(D(f)) éisomorfo a My. Em particular, I'(X, M) =
M

A proposicao a seguir exibe algumas propriedades do feixe associado.

Proposigao 1.5.2 Seja A, B aneis, Y = Spec A e X = Spec B. Seja também p: A —
B um homomorfismo de anéis e f = (f, f#): (Spec B, Ospecn) — (Spec A,Ospecn), 0

morfismo induzido de seus espectros. Entdo:
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1. Ezxiste um functor exato,completo e fiel entre as categorias dos A-mddulos e a cate-

goria dos Ox-modulos que associa M — M

2. Para M, N A-mddulos, temos (M @4 N) ~ M@ﬁy N
3. Se {M;} é uma familia de A-mddulos, entao (é%) ~ P (/]\2/7)
4. Para qualquer B-modulo N, temos f*(ﬁ) ~ N,;, em que N4 significa N visto como

um A-mddulo

5. Para qualquer A-maédulo M, temos f*(M) ~ (M ®4 B)

Prova Provaremos aqui somente os itens 4 e 5.

4. Seja & = Nod& y-moédulo determinado pelo B-moédulo N. Entao fixando elementos
he€ Aeg=¢(h) € B,aimagem inversa de um aberto U = D(h) de Y sob f é um aberto
f~YU) = D(g). O homomorfismo

7 0v(U) = f.0x(U) = Ox(f~1(U))

¢ precisamente o homomorfismo de anéis ¢y, : A, — B,. Denotando por Ny, o B-médulo
N visto como um A-mdédulo por meio de ¢, entao N, pode ser visto como um Aj-mdédulo,
que podemos denotar como (N,) 4,. B facil ver que (N,),, coincide com (N4),. Portanto,

como D(h) é um aberto bésico arbitrario de Y, segue que f,.# = f*N ~ N,.

5. O B-médulo M ®4 B pode ser visto como A-médulo via homomorfismo ¢., que
denotamos como (M ®4 B)a. Podemos estabelecer um homomorfismo natural h: M —
M ®4 B, m+— m® 1, que pode ser visto como um homomorfismo de A-médulos M —

(M ®4 B)a. Em seguida, h induz um homomorfismo de &y-mdédulos

7LZ M—) (M@AB)A

Como consequéncia do item anterior, temos que f.(M ®4 B) = (M ®4 B) 4, de modo que

h pode ser escrito como

h: M — f.(M ®4 B).

Mostramos anteriormente que para feixes ¢ sobre Y e .Z sobre X, temos Morx (f~'¥, F) ~
Mory (94, f..#), Veja proposigao 1.1.2. Por meio desse isomorfismo, e denotando M por

7, podemos obter a partir de ﬁ, um homomorfismo de f~!0y-mébdulos

W:f'*M— M, B.
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E sendo M ®4 B um Ox-mddulo, A/ naturalmente induz um homomorfismo de Ox-

modulos

0: f*ﬁ = f_ly ®f71ﬁy ﬁX — M@A B.

Por fim, provaremos que # é um isomorfismo. Com efeito, veremos que # é um isomorfismo
nos talos de cada ponto de X. Seja p um ideal primo de B, e ¢ = ¢~ *(p). Entao f(p) = ¢

e utilizando o fato de que

(D) = (J7'9)p Q-10v), Oxp = Gp) @6y, Oxp » P EX (1.1)

segue que

(f*g)p = ﬁq ®6’Y,q ﬁX,p = Mq ®a, Bp = (M X4 B)p'-

Como para um A-médulo M, AA/f}, = M, concluimos que (f*#), = (M ®4 B), =

(M ®4 B),. Portanto, §, é um isomorfismo e com isso 6 serd um isomorfismo, donde

advém o resultado. O

1.6 Feixes quasi-coerentes

Um feixe quasi-coerente serd um feixe de &'x-modulos que localmente tem a forma de

uma feixe associado M. Mais precisamente

Defini¢ao 1.6.1 Seja (X, Ox) um esquema. Um feixe de Ox-médulos .F é quasi-coerente
se existe uma cobertura para X composta por abertos afins tais que para cada i, existe
uma A;-médulo M;, tal que F|y, = M,. Z ser dito um feixe coerente se além disso,

cada M; puder ser tomado como um A;-moédulo finitamente gerado.

Proposicao 1.6.1 Seja .# um feize quasi-coerente sobre X = Spec A um esquema afim.
Entao existe uma cobertura finita de abertos D(g;), gi € A, tal que para cada i,%D(g_) ~

M;, M; um Ay, -madulo.

Prova Com efeito, como % é quasi-coerente, podemos obter uma cobertura de X com
abertos afins V; = Spec B; de X, tais que %Vj ~ ]\Z , para algum Bj;-mdédulo M;.
Como os abertos da forma D(g), g € A formam uma base para X, entdo podemos obter
uma cobertura D(g;), g; € A para cada V;. Como uma inclusao D(g;) C V; induz um
homomorfismo de anéis B; — A, obtemos, entao, que .#|py,) ~ (M; ®p, Ay,)  pela

proposicao 1.5.2, item 5.
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Além disso, como X é quasi-compacto, é possivel obter uma subcobertura finita dessa

cobertura.

O

Proposicao 1.6.2 Sejam X = Spec A um esquema afim, f € A e D(f) C X seu aberto

correspondente.Seja F um feixe quasi-coerente sobre X. Entao temos que

1. Se s € I'(X,.Z) € uma secao global de .F, tal que sua restricao a D(f) € 0, entdo

para algum n >0, ffs =0

2. Dada uma seciot € F(D(f)), entao para algumn > 0, f't se estende a uma se¢ao
global w € F(X)

Prova Provemos o item (1).

Suponha s € I'(X,.7) com s),, = 0. Restringindo, entdao, s a D(g;), obtemos s; €
I'(D(gi), F), com ,%D(gi) ~ ]\Z, para um certo Ag-moédulo M;, como acabamos de ve-
rificar. Pela proposicao 1.5.1, item 3, temos s; € F(D(gi),%mgi)) = M;. Como

D(f) N D(g;) = D(fg;), entdao temos Fiogen = (Flogn) e por sua vez, nova-

ey = FU 2

mente pela proposi¢ao 1.5.1, item 3, (#|, ) ~ (M;)g, = (M;)s, tendo em

ID(s9:)
vista que (M;) s, = (M;)y, pois M; é um Ag-médulo. Com isso, como s|, , = 0, entao

lizagao, para algum n; > 0, f"s; = 0 em D(g;). Como podemos tomar uma cobertura

. donde concluimos que s; = 0 em (A;);. Pela definicao de loca-

51p(ses) ID(e;

finita por abertos D(g;) para X pela proposicao 1.6.1, basta tomar n como sendo o
maior dos n;, e como consequéncia da definicao de feixe, as se¢oes colam de modo a obter
uma segao f"s =0 em [I'(X,.7).

Provemos o item (2).

Dado t € .Z(D(f)), restringindo t a D(fg;), para cada i, obtemos um elemento ¢ €
F(D(fg:)) = (M;)¢. Pela definigao de localizacdo, para algum n; > 0, existe um elemento
ti € M; = Z#(D(g:)), o qual se restringe a f"it € .Z(D(fg;)). Novamente, tomando n
como sendo o maximo dos n;, temos que cada t; se restringe a f"t € F(D(fg;)). Agora,
sejam t;,t; secOes pertencentes a D(g;) N D(g;) = D(g;9;). Observe que t =

Up(fos0:

Iptray = f"t, donde t; —t; = 0 em D(fg,g;). Pela parte (1), fazendo X :D(g]zgg];gj),

existe m;; > 0 tal que f™(t; —t;) = 0 em D(g;g,;). Tomando m como sendo o maior dos
mij, segue que f™(t; —t;) =0 em D(g;g;) para quaisquer 1, j.

Agora, considere as segoes f™t; € F#(D(g;)). Realizando a colagem dessas segoes,

obtemos uma secao global s de #. Além disso, s b = fmt™t. Com efeito, os abertos
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D(fg;) formam uma cobertura para D(f), e como ti\p(f = f"t € D(fgi), a colagem dos
9;

t; determina uma segao "t € F(D(f)). Com isso, para cada i, s, = (f™t)

frmt. Logo, s),,, = frmt. O

|D(fgi) -

Provaremos a seguir um lema e em seguida uma caracterizagao para feixes quasi-

coerentes.

Lema 1.3 Seja X =Spec A um esquema afim. Para qualquer A-mdodulo M, e qualquer

feize de Ox-mddulos F , existe um isomorfismo natural

—~

Hom (M, T(X, %)) =2 Homg, (M, F).

Prova Seja f: M- ZecH omﬁX(JT/[/ ,F). Associe a esse elemento o homomorfismo
obtido de f entre suas secdes globais f(X): M(X) = M — Z(X) = ['(X,.Z). Por
sua vez, se tivermos g: M — I'(X,.%), basta definir para cada aberto bésico D(h) o

homomorfismo g|p(n): M, — F(D(h)), com 7 — gg;"). Temos ¢(X) = f. Em virtude da

construcao, essa aplicagao é naturalmente uma bijecao, e portanto segue o resultado. [

Proposigao 1.6.3 Seja X um esquema e F um Ox-modulo. F € quasi-coerente se, e
somente se, para cada aberto afim U = Spec A de X, existir um A-mddulo M tal que
Ty ~ M. Se X for um espaco noetheriano, entdio % € coerente se, e somente se, a

mesma condi¢ao for vdalida e além disso M for um A-mddulo finitamente gerado.

Prova Mostraremos somente a primeira equivaléncia da proposicao. Seja .# um feixe
quasi-coerente sobre X, e seja U = Spec A um aberto afim. Pelo lema 1.6.1, existe
uma base para a topologia consistindo de abertos afins para os quais a restricao de .#
a cada um eles é um feixe associado a um certo médulo. Com isso, vemos que .Z |y é
quasi-coerente. Para provarmos o enunciado da proposicao, basta provarmos que para um
aberto afim U qualquer, vale Z|y ~ M. Supondo X = U, entdo sendo M = I'(X,.%),
obtemos do lema 1.3, uma aplicagao «: M — Z. Como .F é quasi-coerente, X pode
ser coberto por abertos D(g;) com F |p(g,) = M, para algum A,-médulo M;. Novamente
lema 1.6.1 nos garante que .% (D(g;)) = M,, e portanto M; = M,. Logo, a aplicacdo
alp, € um isomorfismo e portanto a € um isomorfismo, & = M.

O

Proposigao 1.6.4 Seja X um esquema afim, e seja 0 — F' — ¥ — F" — 0 uma
sequéncia exata de Ox-maodulos, e assuma que F' € quasi-coerente. Entao, a sequéncia

0-I'(X, %) ->T1(X,7) > T[(X,.Z7") = 0 é uma sequéncia exata.



CAPITULO 1. FEIXES E ESQUEMAS 41

Prova Precisamos mostrar apenas que a aplicagao I'(X,.%#) — ['(X,.#") é uma aplicagao
sobrejetiva, pois I' é um funtor exato a esquerda. Para isso, seja s € I'(X, . #"). Pela so-
brejetividade de a: F — F#”, dado © € X existe uma vizinhanga D(f) de z tal que

s|p(p) levanta a secao t € F(D(f)) através de a, ou seja, a(t) = s

p(f)- Provaremos em
seguida a seguinte afirmacao: para algum n > 0, f"s levanta & uma secao global de ..
De fato, podemos cobrir X com um nimero finito de abertos D(g;), tais que para cada i,
s|p(g,) levanta a uma segao t; € F(D(g;)). Sobre o aberto D(f) N D(g;) = D(fg;), temos
duas segoes t, t; € % (D(g;)) ambas segoes levantadas de s. Portanto, t —t; € ZF'(D(fg;)).
Como .Z’ é quasi-coerente, pela proposic¢ao 1.6.2, item 2, para algum n; > 0, f™ (t—t;)
se estende a uma secao u; € #'(D(g;)). Escolhendo n como sendo o maior desses n; sa-
tisfazendo tal condicdo, e tomando t; = f"t; + u;, segue t; é levantamento de (f"s) sobre
D(g;), ou seja, apg,(ti) = f™s|p(g,)- Além disso,t; e f"t coincidem em D(fg;). Agora,
sobre D(g;g;), temos duas segdes t e ti de #, ambas levantando f"s, de modo que
t; =t € F'(D(gig;)). ti,t; sdo iguais em D(fg;g;), e como consequéncia da proposigao
1.6.1, item 1, temos f™(t; —t.) = 0 para algum m > 0, o qual podemos escolher in-
dependentemente de i e j. Agora, as se¢oes f™t, de # colam para nos dar uma segao
global de t” de .% sobre X, que é um levantamento de f"*t™s através de a, o que prova
a afirmacao.

Para concluir a prova, agora cubra X com um nimero finito de abertos D(f;), i =1,...,r
tais que s|p(,) levanta a uma segao s; de .# sobre D(f;) para cada i. Entao, pela
afirmacao que acabamos de verificar, podemos encontrar um inteiro n e segoes globais
t; € I'(X,#) em que cada t; é um levantamento de f*s. Como os abertos D(f;) co-
brem X, entao o ideal (f7',..., f") é o ideal (1) = A, de maneira que podemos escrever
Soo_jaif =1, a; € A Seja entdo t = Y a;t;. t é uma secao global de .7 tal que
a(t) => a;fl's = s € I'(X,.Z#").Isto encerra a prova. [

Proposigao 1.6.5 Seja X um esquema e p: F — 4 um morfismo de feires quasi-

coerentes sobre X. Os feizes Ker,, Coker}

o € Im;f sao feixes quasi-coerentes.

Prova Pela proposicao 1.6.3, podemos supor X afim. Para M = T'(X,.%) e N =
['(X,9) e utilizando proposigao 1.5.2, item 1 que diz que temos um funtor M — M da

categoria dos A-mddulos para a categoria dos feixes quasi-coerentes, segue o resultado. [

Proposicao 1.6.6

1. Seja U =Spec A um aberto afim de X. A imagem inversa i-*(U) de uma imersdo
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fechada i:'Y — X quando nao-vazia € um aberto afim de 'Y .
2. Se f: X — Y = Spec R é um morfismo separdvel, entdo dados abertos U,V C X,
UNV quando nao-vazio também é um aberto afim em X (Veremos mais adiante na segao

2.2, pdgina 65, a no¢do de morfismo separdvel e morfismo diagonal).

Prova 1. Pela definicao de imersao fechada, temos que i#: Ox — i,0y é um morfismo
sobrejetivo. Seja .# = Ker i*. .# é o feixe ideal de Ox. Com isso, temos que para
cada aberto de X, e em particular U, (i.0y)|y é isomorfo ao feixe (Ox/.#)|y. Sendo
A=T(U,0x) eI =T(U,#), naturalmente (Ox/.9 )|y ~ ;1\//] e daf i71(U) é isomorfo a
Spec A/I e portanto é afim.

2. Como f ¢ um morfismo separdvel, entao o morfismo diagonal Ay,y: X — X xy X
(Veremos o conceito do produto fibrado X xy X adiante na segao 2.1, pagina 60) é
uma imersao fechada. Seja U = Spec A e V' =Spec B. Entao os morfismos f|y,f|v sido
morfismos de esquemas afins determinados pelos homomorfismos g;: R — Aegy: R — B.
Com isso, obtemos que U Xy V = Spec A xr B é um aberto afim de X xy X e como
unv = A)’(}Y(U Xy V'), pelo item 1 desta proposi¢ao, concluimos que UNV é um aberto

afim. O

Proposigao 1.6.7 Dado f: X — Y um morfismo de esquemas. Para um feize & de
Oy -modulos quasi-coerente, f*4 ¢ um feixe de Ox-maodulos quasi-coerente. Além disso,

se X eY forem esquemas noetherianos, entio f*94 € coerente.

Prova Fixadoz € X ey = f(z) € Y, escolha abertos afins U = Spec A de x e V= Spec
B de f(x) de modo que f(U) C V. f|y ent@o é o morfismo induzido pelo homomorfismo
de anéis p: B — A. Como ¥ é um feixe quasi-coerente, através do funtor M — M ,
temos que ¢|y é isomorfo ao &x-mddulo determinado pelo feixe associado ao B-mdédulo

M =T(V,¥). Agora, aplicando a proposi¢ao 1.5.2, item 5 podemos concluir que
f*g’[] =M®xgA

e assim, f*¢|y é um Opy-médulo quasi-coerente. Portanto, como x € X é arbitrario
f*9 é um feixe quasi-coerente. Para a segunda parte da proposicao, a prova segue de
modo semelhante acrescentado do fato que por serem X,Y esquemas noetherianos, entao
A e B podem ser escolhidos como anéis noetherianos. Além disso, o B-moédulo M =

['(V,¥) finitamente gerado, devido a proposigao 1.6.3. Como consequéncia, M ®p A
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é um A-mdédulo finitamente gerado, e a conclusao é semelhante ao caso anterior, f*¢ é

coerente. [

Proposicao 1.6.8 Suponha que ou X € noetheriano, ou f: X — Y € um morfismo
quasi-compacto e separdvel. Entao se F € um feixe quasi-coerente de Ox-mddulos, f..F

serd um feize quasi-coerente de Oy -mddulos.

Prova Novamente, para provar que o feixe é quasi-coerente, basta provar esse fato numa
vizinhanca de um ponto qualquer de Y. Portanto, assuma Y como sendo um esquema afim.
Além disso, como f é quasi-compacto, entao podemos assumir X como tal. A questao
¢é local apenas em Y, de forma que podemos supor apenas Y afim. Entao X é quasi-
compacto sob qualquer das duas hipoteses. Assim, podemos cobrir X com uma cobertura
finita de abertos afins U;. Agora, no caso em que f é morfismo separavel e quasi-compacto,
Ui NU; = Uy, € afim pela proposicao 1.6.6. No caso noetheriano, U;; = U; N U; € pelo
menos um aberto quasi-compacto, de modo que podemos cobri-lo com um nimero finito
de abertos afins U;j;. Agora, para qualquer aberto V' C Y, devido as propriedades de
feixes, dar uma segao s € .Z (f~1(V)) é equivalente a dar uma colegao de secoes {s;} de &
sobre f~1(V) N U, cujas restrigoes aos abertos (V) N Uy, coincidem com as restrigoes

de s. Assim, construa a seguinte sequéncia de feixes sobre Y

00— f*<92—§0> Dic; f*(,g'U)_‘f’) @zgk f(F,

ijk

) )

em que com um pequeno abuso de notacao, denotaremos por f os morfismos induzidos
Uy — Y e Ujp, — Y. ¢ é determinada pelo morfismo de restricao py,np-1(v)f-1(v) €
com isso, o feixe Ker ¢ é naturalmente nulo. A aplicacao ¢ é induzida pelas aplicacoes
f*(%Ui) — f*(%%k)’ i € I, determinada pelo morfismo de restrigao py, ,ny—1(v),u,nf-1(v)
e f*(ﬁ]w) — f*(ﬁ]Uﬁk) determinada por —py,, nf-1(v),u,nf-1(v)- Definida assim, observe
que Ker ¢ ¢ o feixe ), f*(gﬂU) Portanto a sequéncia acima construida é exata.

Agora, pela proposicao 1.5.2 , item 4, aplicada aos morfismos de esquemas afins

f|Ui’f
Assim f.(F), ) e f*(‘%%k) sdo quasi-coerentes e entao €P,.; fi(F, ) e D, 4 f*(‘%Uijk)

U, temos que a imagem direta de feixes quasi-coerentes ¢ um feixe quasi-coerente.

sao quasi-coerentes. Finalmente, o nticleo de um morfismo de feixes quasi-coerente é
quasi-coerente (proposigao 1.6.5), e como temos f,.# = Ker ¢, segue que f..% é quasi-

coerente. [
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Proposicao 1.6.9 Seja X um esquema. Para qualquer subesquema fechado Y de X,
o feize ideal correspondente Sy € um feize de ideais quasi-coerente sobre X. Se X é
noetheriano, entao Py € coerente. Reciprocamente, qualquer feixe de ideais quasi-coerente

de X ¢ o feize de ideais de um subesquema fechado unicamente determinado de X.

Prova Se Y ¢é um subesquema fechado de X, entao o morfismo de inclusao i: ¥ — X
é quasi-compacto e separavel (imersoes fechadas sdo morfismos separdveis, veja segao
2.2, pdgina 65). Assim, caimos na hipdtese da proposigao anterior 1.6.8, que nos diz
que i, Oy é quasi-coerente sobre X. Entao .#y, sendo por definicao o nicleo do morfismo
i”: Ox — 1,0y de feixes quasi-coerentes, é também quasi-coerente. Se X é noetheriano,
entao para qualquer aberto afim U = Spec A C X, o anel A é noetheriano, e portanto o
ideal I =T'(U, JY‘U), é um ideal finitamente gerado, donde %y é coerente.

Reciprocamente, seja .# um feixe de ideais quasi-coerente sobre um esquema X, e seja Y’

o suporte do feixe quociente Oy /.9
supp(Ox | I) ={z € X|(Ox/5 ), # 0}.

Mostremos que Y é de fato um subespaco fechado de X.

Com efeito, considere uma cobertura afim {U; = Spec A;},{j € I} de X e seja [; =
I'(U;,.#). Entao I; é um ideal do anel comutativo A; e Ox /S |y, ~ m Observe que
se p € Spec A; é tal que p A I;, entao um elemento de A, pode ser escrito como um
quociente de um elemento de I; por um elemento nao contido em p, ou seja, A;, = I;,,
donde (4;/1;), = 0. Portanto, (4;/1;), # 0 se, e somente se, p D I;, 0 que nos permite
concluir que

supp(Ox [ F) NU; =V (1;) C SpecA;.

Entao Y é um subspago de X, e (Y,0x/.#) é de fato o tinico subesquema fechado de
X cujo feixe de ideais é .#. A unicidade é natural, pois se (Z, 0z) for um subesquema
fechado cujo feixe ideal é .#, entdo pela definicao de subesquema fechado, i#: Ox — i,0
é sobrejetivo, donde

1,07 = Ox/ Ker i = Ox /.9 ~2i,0y.

Provemos entao que (Y, Ox/.%) é de fato um subesquema fechado. Podemos assumir
de antemao que X é afim. Seja , entdao, X = Spec A. Como .# é quasi-coerente,
# = J, para algum ideal J C A. Assim, pelo exemplo 1.13, (Y, Ox/.7) é o subesquema
determinado pelo ideal J. [
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1.7 Feixes invertiveis

Seja F e ¢ feixes de grupos aditivos sobre X. Para U C X, definimos (% @¥)(U) :=
FU)DY(U). F dY assim determinado serd um feixe, denominado feixe imagem direta
de .Z e ¢4. De maneira similar, dada uma colecdo finita de feixes {.%;}, teremos o feixe

P Z;. Denotaremos por ﬁj‘f—" o feixe de Ox-modulos Ox © --- P Ox .

n
Definigao 1.7.1 Um Ox-mdédulo % é um dito um feixe livre de posto n quando % é
isomorfo a 03", . ¢ dito localmente livre de posto n se existir uma cobertura {U;} de
abertos de X tal que .# |y, ¢ um feixe livre de posto n sobre Ox|y,. Ao feixe localmente

livre de posto 1 dé-se o nome de feixe invertivel sobre X.

Exemplo 1.15 Sejam #,9 feizes de Ox-mddulos. Considere entio a aplicagao que

associa a cada aberto U de X um homomorfismo
Ur— Homﬁxw(ﬁ\m%\(]).

Tal aplicagdo estabelece um feize Hom, (F,9) de Ox-médulos. Com efeito, verifique-
mos que as condigoes necessdrias para Hom, (F,9) ser um feize sao satisfeitas.

Para isso, defina para cada aberto U, 7(U) = Homey ), (F|v,9|v). Os morfismos de
restrigdo serao simplesmente as restrigoes naturais de um morfismo de feizes 7 (U) —
H(V), o que torna S um pré-feize. Agora seja {U;} uma cobertura paraU e o € H(U),
tais que p; = pu,u(p) = 0. Desejamos mostrar que ¢ = 0.

Como p; = 0, entio temos que para todo aberto U;, e s € F(U), vale ¢;(pg, ;(s)) = 0.
Sendo ¢ um homomorfismo de F(U) e 4(U), e as aplicagoes de restrigao compativeis

com os homomorfismos de F (V) e 4(V), para V C U, entao

g

wi(p] () = 0= pf v (p(s)).

Como 9 ¢ feixe, e p(s)|y, = 0 para cada aberto U;, entdo p(s) =0, para todo s € .F(U)

e, portanto, ¢ = 0.
Agora, dada uma colegao de elementos {y;},p; € H(U,;),{U;} cobertura de um aberto

U, satisfazendo py,, v,(vi) = pu,,u,(¢;), com Uy = Us NU;, queremos mostrar que existe

o € H(U) com py,v(p) = ¢; para cada U; da cobertura.
Assim, dado s € F(U), vamos determinar o(s) € 4(U). Seja t; = pi(p] y(s)) € 4(U;).

Temos

P((’?JU (t:) = Pg 1

su(p(s)) =

v (200 1 (8))) = Pl 0.0, (2(8) = p

K
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P% U,-P'l%j,U(SO(S)) = P'l% Uj@j(pa,U(s)) = P% U; (t))-

15 iJ9 15
Como ¢ é um feize, seque que existe t € 4(U) , tal que pgf}i’U(t) = t;, para cada i.
Definindo ¢(s) = t, temos pf ;(©)(s) = @i, para cada U; da cobertura e assim 7 =

Homeg, (F,9) satifaz as duas condigoes da definicao de feizes.
Proposicao 1.7.1 Seja % um Ox-maodulo sobre X e U C X aberto. Entao

Homgy |, (Ox|u, #|v) ~ F(U).

Prova Dado ¢ € Homgy|,(Ox|u, #|u), considere o elemento ¢(1y) € F(U). De-
note ¢(1ly) por a. Observe que para um aberto V. C U, ov(lv) = ov(pvu(ly)) =
pvu(pu(ly)) = pvula) e dado uma secio s € Ox(V), v (s) = spv(ly) = s pvula).
Dessa maneira, a uma segao qualquer ¢ € .% (U) iremos associar o morfismo ¢; definido
para cada aberto V' C U como ()| (s) = s-py.u(t). B facil ver que as aplicacdes definidas

sao inversas uma da outra e portanto temos um isomorfismo. [J

Proposigao 1.7.2 (Grupo de Picard) Seja G o conjunto dos feixes invertiveis sobre
um espaco anelado X munido de uma relagao que identifica feixes isomorfos. Denotare-
mos um elemento F de G simplesmente por % . Considere agora em G uma operac¢io que
associa a F,9 € G, o elemento F Rp, Y. F QoY € um feize invertivel e G construido

dessa maneira € um grupo. Este grupo é chamado o grupo de Picard de X, denotado por

Pic X.

Prova Inicialmente, .7 ®4, ¢ é um feixe invertivel, pois .# e ¢ sao ambos localmente
livres de posto 1 e assim existem coberturas {U;},{V;} tais que # |y, ~ Ox e 9|y, ~ Ox.
Tomando intersecoes dois a dois de tais abertos obtemos uma cobertura {W;;} tal que
(F ®ox 9w, ~ Ox ® Ox ~ Ox. Dessa forma o conjunto G ¢é fechado para a operacao
®. E observe que Ox é o elemento neutro de G, . ®g, Ox ~ .#. o inverso de .# serd
o feixe dual #~! = Hom, (F,0x). De fato, vejamos que .F ® # ' ~ Ox, ou seja,
F o F1=0x.

Considere o morfismo

@Zﬁ@ﬁ_l—)ﬁx

a®f — f(a)
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Considere novamente a cobertura {U;}. Para um aberto afim qualquer U, entao .7 |yny, ~

Oy . Para simplificar diremos que % |y ~ Opy. Além disso,
yil’U = HomﬁU(a@]U, ﬁU) ~ HomﬁU(ﬁU, ﬁU)

E pelo resultado anterior, Homg, (Oy, Oy) ~ Oy.
Com isso, concluimos que ¢y é um isomorfismo. Consequentemente ¢ é um isomorfismo

e portanto G é um grupo. [

Proposigao 1.7.3 Seja X um esquema noetheriano, e % um feixe coerente sobre X.
Entio # € um feize localmente livre se, e somente se, os talos F, sao Ox ,-mddulos

livres para cada ponto x € X.

Prova Inicialmente, iremos verificar a seguinte afirmacao: Se o talo %, é um Ox ,-
moédulo para algum ponto x € X, entao existe uma vizinhanca U do ponto z tal que .Zy
é livre. De fato, podemos considerar X como sendo o aberto afim Spec A, e sendo .# coe-
rente, entao .# = M , M um A-moédulo finitamente gerado por elementos my, ..., m,.
Assim, para algum p € Spec A, F, = ]\Afp. Como por hipétese, M, ¢é livre, entao

M, =5%"  Ayz;. Os elementos z; podem ser considerados como se¢oes em algum aberto

principal D(s), e a imagem de um elemento m; em M, é um elemento m;

! i, i,mn
i — .:Cl + e + ZL‘n,
i in
com t;; ¢ p. Apesar dos elementos {z1,...,z,} formarem um conjunto linearmente in-

dependente em D(s), ndo é possivel afirmar que M; seja um mddulo livre. Entretanto
tomando t = H” t; ;, e denotando por u = st, entao claramente M, = Y. | A,x;, tendo
em vista que m; é gerado pelas se¢es x; no aberto D(u). Com isso, M, ¢é livre e portanto,
F ) = j/[vu é um feixe livre.

Em seguida, observe que se .% é um feixe localmente livre entao, por defini¢ao, para cada
r € X, #, éum Oy ,-moédulo livre. A reciproca é garantida pela afirmagéo que acabamos
de demonstrar, a qual fornece uma cobertura aberta tal que para cada aberto U, .Zy é

livre. O

Antes de prosseguirmos, de maneira similar a qual foi definida o espectro de um anel
A, é possivel definir um esquema Proj S a partir de um anel graduado S = @ 450 Vd-
Definimos Proj S como sendo o conjunto dos ideais primos homogéneos p de S tais que

S ¢ p,onde S, = @, Sq. Para a definicao do feixe estrutural e as demais verificagoes
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a respeito do esquema Proj S, remetemos o leitor a pagina 76 e 77, proposicao 2.5 do
livro do Hartshorne [1]. Por sua vez, se M um S-médulo graduado, também é possivel
definir um feixe M em Proj S. Para isso, lembramos que para cada p € Proj S, a notacao
My indica o grupo dos elementos de grau zero na localizacao ' M, onde T é o conjunto

multiplicativo formado pelo elementos homogéneos de S — p. Veja a seguir.

Definicao 1.7.2 Seja S um anel graduado e M um S-moédulo graduado. Definimos um
feixe M a partir de M em Proj S da seguinte maneira. Para p € Proj S, considere a
localizagao M, de M em p. Para cada aberto U C Proj S, defina M(U) como sendo o

grupo das funcoes s: U — [[ ., M) satisfazendo as condigoes

peU

1. para cada p € U, existe uma vizinhanca V' O U de p e elementos m € M, f € A,
homogéneos de mesmo grau, tais que para cada ¢ € V, temos f ¢ ¢, e s(q) =m/f €

Miq)

Para f € S+, o conjunto D, (f) = {p € ProjS|f & p} é um aberto de Proj S e além
disso tais abertos formam uma cobertura para Proj S.

Se M é um S-médulo graduado, e M = &, _, M,,, entdao dado um inteiro k, definimos

nez
o S-médulo graduado M (k) como sendo

M(k) = @@ M(k)n, M(k)n = M.

ne’

Exemplo 1.16 Seja S um anel graduado, ¢ X = Proj S. Para n € Z, definamos o
feize Ox(n) como sendo an/) Ox(n) é um feize invertivel sobre X. De fato, assu-
mindo que S seja gerado pelo conjunto Sy como uma Sy-dlgebra, tome f € Sy. FEntao
Ox(n)|p, () = §(\n/)(f) sobre Spec S(y). Aqui denotamos por S(n)p os elementos de graun
em Spy. Verifiquemos que Ox(n)|p, (s € livre de posto 1. Para isso, considere a aplicagdo
de Sipy em S(n)cp), a/f™ = af™/f™. Tal aplicagao estd bem-definida e é naturalmente
um isomorfismo. Com isso, S(n) € um S(p-modulo de posto 1. Como f € Sy, X pode

ser coberto por abertos Do (f) e portanto Ox(n) é invertivel.

Proposicao 1.7.4 Sejam M,N S-mdodulos graduados, X = Proj S e S um mddulo gra-

duado gerado por Sy como uma Sy-dalgebra. Entao M @4, N =~ M@S N.
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Prova {D,(f)}fes, forma uma cobertura de abertos basicos para X. Em cada aberto

bésico D, (f), defina a aplicacao

s My ®@scp) Ny — (M @5 N)p)

a b R a®b
fm fn fn+m !

com a;, b; pertencentes as partes Mmi e N,, de M ,N respectivamente, entao obtemos em

Entao, se tivermos

(M ®s N)) que ), f‘}:l%b,iz = ( e assim existe um inteiro r tal que

FFO aeb) =Y (fa)®b=0eMasN.

% %

Com isso, em My ®g(p) N(y), segue que

frai B
Z fnﬁ-r fmI Z fnl fml =0.

Portanto, py é injetiva. Por sua vez, dado um elemento (a ® b)/f" € (M ®s N)(y), entao

a € Sy para um certo d e b € S,,_4. Com isso,

(i® b )_a@b
K fd < fn=d ) T fn

Assim, como para cada Do (f), s é um isomorfismo, entao induz-se um isomorfismo de

Ox-moédulos sobre X, pi: M @4, N — M@S N. O

Desse resultado, com a mesma notagao, temos como consequéencia

Corolario 1.7.1
ﬁx(n) ®ﬁX ﬁx(m) ~ ﬁx(n + m)

Ox(—n) ~ Hom, (Ox(n), Ox)



Capitulo 2

CRITERIOS DE VALORACAO

Neste capitulo veremos algumas propriedades relacionadas a esquemas. Apresentare-
mos como resultado principal o critério de valoragao para morfismos separaveis e para
morfismos proprios e além desse resultado, veremos que uma variedade projetiva definida

sobre um certo corpo k é proépria.

2.1 Produto Fibrado

Nas construgoes a seguir, S é um esquema e (X, «) e (Y, 3) sdo esquemas sobre S, ou
seja, X e Y sdo esquemas e a: X — S e :Y — S sdo morfismos. Denotaremos (X, «)

e (Y, 8) simplesmente por X e Y, deixando os morfismos subentendidos.

Definigao 2.1.1 O produto fibrado de X e Y sobre S, é o objeto (X Xg VY, (p1,p2)), em
que X XgY éum esquema e p;: X XgY — X epy: X XgY — Y sao morfismos ditos
morfismo de projecao sobre os fatores de (X xg VY, (p1,p2)). Esses morfismos sao de tal
maneira que formam um diagrama comutativo com a: X — S e f:Y — S. E, além
disso, devem satisfazer a seguinte propriedade universal: Para todo objeto (Z,(f,g)),
onde Z é um esquema sobre S, f: Z — X, g: Z — Y sao morfismos que formam um
diagrama comutativo com « e 3, entao devera existir um tnico morfismo de Z para

XxgVY,0:7Z =X xgY,talque f=piofeg=pyo0b.

20
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O diagrama a seguir ilustra a definicao acima.

Antes de verificarmos a existéncia do produto fibrado, provemos um resultado preliminar.

Proposicao 2.1.1 Seja R um anel e (Z,07) um esquema. Temos a sequinte bije¢ao

a: Homesquemas(Z, Spec R) — Homueis(R,T'(Z, 07))

Prova Construiremos uma aplicacdo 5: HoMesquemas(Z, Spec R) — Homanas (R, 1'(Z, 07)).
Seja f = (f,0) € Homesquemas(Z, Spec R). Entao o morfismo de feixes 6: Ospec g — foO2

em Spec R induz o homomorfismo de anéis
: I'(SpecR, Ospec ) — I'(Spec R, f.Oz) =1(Z, Oy).

Defina B(f) = ¢.

Agora, dado um elementov: R — I'(Z, 07) € Homawss(R, T (Z, O7)), considere a aplicagao
natural v,: I'(Z, 0z) — 0. que associa a uma sec¢@o seu talo em um determinado ponto
z e defina 1, como sendo a composi¢ao ¢, = v, 09: R — 0z ,. Seja m, o ideal maximal
do anel local 0y ,. Entao ¢;'(m.) é um ideal primo de R. Com isso, podemos definir
uma aplicacao

f: Z — Spec R
2 ¢ (my).

[ é continua. Com efeito, fixado um aberto bésico X, verifiquemos que f~*(X,) é um

aberto de Z. Sabendo que X, = {p € Spec R|g ¢ R}, entdo
FHX) ={z € Zlgg v (m.)} = {z € Z]Y.(9) & (m.)}

= {z € Z|Y.(g) é invertivel em Oz} = {z € Z|P(g)(z) = ¥(g). # 0}.

Com isso, f~!(X,) é aberto em Z. Agora, observe que ¢ induz um homomorfismo

Vg Ry = T(Z,07) ()



CAPITULO 2. CRITERIOS DE VALORACAO 52

Por sua vez, como f~!(X,) é aberto, podemos considerar o morfismo de restri¢ao I'(Z, O7) —
P(f7H(Xy), Oz).
A propriedade universal da localizagao garante a existéncia de uma funcao p,: I'(Z, 0z)yy —

L(f~1(X,), Oz) que faz o diagrama a seguir comutar.

I(Z,07) —T(f'(X,), 02)

P(Zv ﬁz)l/)(g)

: s _ : -1
Estamos interessados na composi¢do 0, = p, o ¢,: R, — I'(f'(X,),0z). Como
consideramos os abertos basicos X, ao variar g em R, a partir de ¢,, conseguimos construir

um morfismo de feixes

9: ﬁSpecR — f*(ﬁZ)

e portanto

(f, 9) (Z, ﬁz) — (Spec R, ﬁSpec R)'

Defina ~(1)) = (£.0).

Finalmente § é uma bijecao, fato que segue da maneira como tal funcao foi construida.

N3ao iremos verificar esses detalhes. [

Proposicao 2.1.2 O produto fibrado X xg Y existe e € unico a menos de um unico

isomorfismo.

Prova A idéia consiste em construir os produtos fibrados para esquemas afins e em
seguida realizar uma colagem (Veja segao 1.4.3) de modo a obter o objeto desejado. A
prova é dividida em varias etapas.

(1). Inicialmente observe que se o produto fibrado X xg Y existir, entdao a propriedade
universal do produto fibrado garante a existéncia de um tinico morfismo # entre um pro-
duto fibrado Z e X xg Y. Da mesma forma, a propriedade universal aplicada em Z
garantird a existéncia tnica de um morfismo 6" entre X xgY e Z de modo que Z e
X XgY serao isomorfos. Com isso, concluimos que ele serd inico a menos de um inico
isomorfismo.

(2). Sejam X = Spec A, Y = Spec B,S = Spec R afins. Sendo XY S-esquemas,

entao A e B sao R-algebras. Temos que o produto fibrado X xgY sera exatamente Spec
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(A®g B). De fato, para qualquer esquema Z, dar um morfismo de Z para Spec (A®g B)
¢ 0 mesmo que dar um homomorfismo do anel A ®p B para o anel I'(Z, ), como vimos
na proposicao anterior, proposigcao 2.1.1.

Por sua vez, dar um homomorfismo de um anel A®z B em um anel arbitrario C' é equiva-
lente a dar homomorfismos de anéis A — C' e B — (' induzindo o mesmo homomorfismo
em R. Com isso, como consequéncia da proposicao 2.1.1 novamente, conclui-se que dar
um morfismo de Z em Spec (A ®pr B) é equivalente a dar morfismosde 7 — X e Z — Y
que dao origem ao mesmo morfismo de Z — S. Portanto, na condicao de X,Y e S serem
afins, vale

X XgY = Spec (A®gr B).

(3). Colagem de morfismos Se X e Y sdo esquemas, é facil verificar que um morfismo
f: X — Y pode ser definido por meio de uma cobertura aberta {U;} para X e morfismos
fi: Uy = Y, compativeis nas intersecoes U; N U;. U; aqui ¢ visto como um subesquema
aberto (U;, Oy,).

(4). Se X,Y sado esquemas sobre S, e seja U C X aberto. Se o produto X xg Y existir,
entdo p; ' (U) C X x5 Y é um produto fibrado de U e Y sobre S. Com efeito, dado
um esquema Z e morfismos f: Z — U e g: Z — Y que satisfacam as condigoes de um
produto fibrado, entao compondo f com a inclusao U C X, podemos pensar em f como
uma aplicacao de Z em X. Com isso, pela propriedade universal do produto fibrado,
existe um morfismo tnico #: Z — X xg Y.

(5). Colagem de esquemas Verifiquemos agora que se X,Y sdo esquemas sobre S e
{X;} é uma cobertura para X tal que para cada i, (X; xgY, (pi,, pi,)) exista, entdo X xgY
existe. De fato, para cada 7, j tome U;; como sendo o conjunto pi’ll(Xij) C X; XgY, onde
Xi; = X; N Xj. Pelo passo 4 logo acima, vemos que U;; ¢ um produto para X;; e Y sobre
S. Observe que como Uj; = pi_ll(XjZ-) C X; xY e X;; = Xj;, entao Uj; é também um
produto para X;; e Y sobre S. Pela unicidade do produto, como visto no passo 1, existird
um unico isomorfismo ¢;;: Uj; — Ujj, tal isomorfismo sendo compativel com as projecoes
Di,»Diy- Portanto, temos uma familia de esquemas {X; xg Y}, e uma familia de abertos
{U;;} para cada X; xg Y. Os isomorfismos (;; naturalmente satisfazem as hipdteses 1. e
2. na proposicao 1.4.3. E além disso, a hipdtese 3. da mesma proposi¢cao proposicao

1.4.3 ¢é satisfeita. Pois, temos que se X; N X; N X # (), entao

Gi(Ujs NUji) = Uy N Ug
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e em Uj; N Ujj, temos

Gij = Cri © Gij-
Portanto, realizamos a colagem dos esquemas X; X g Y via isomorfismos (;; para obter um
esquema X XgY. Afirmo que X xgY é o produto fibrado para X e Y sobre S. De fato, os
morfismo de projecao p; e ps de X xXgY sao definidos por colagem das projecoes de cada
esquema X; Xg Y (passo 3). Em seguida, dado um esquema Z e morfismos f: 7 — X
eg: Z — Y, seja Z; = f~1(X;). Dai, obtemos aplicagoes 6;: Z; — X; x5 Y, as quais
compondo-se com as inclusoes X; XxgY C X XgY, nos dao aplicagoes #;: Z; — X xgY. E
facil ver que estas aplicagoes coincidem em abertos Z; N Z;, o que nos permite, como no
passo 3, colar tais morfismos de maneira a obter um morfismo : Z — X xgY compativel
com as projecoes e f e g. A unicidade de 6 pode ser checada localmente.
(6). Pelo passo 2, sabemos que se X,Y .S sdo todos afins, entdao X xgY existe. Portanto,
pelo passo 5, podemos concluir que para um esquema qualquer X, e esquemas Y ,S afins,
o produto existe. Usando o passo 5 novamente em Y, considerando uma cobertura {Y;}
de Y e a existéncia de esquemas X Xg Y;, vemos que o produto fibrado existira para
quaisquer esquemas X,Y sobre um esquema afim S.
(7). Finalmente, dados X,Y e S esquemas arbitrarios, e seus esquemas sobre S, g: X — S
er:Y — S. Seja S; uma cobertura de abertos afins de S. E sejam X; = ¢7'(S;) e
Y; = r~1(S;). Aplicando o passo 6, obtemos que o produto X; xg, Y; existe. Verifiquemos
que este esquema é um produto para X; e Y sobre S. Com efeito, dados morfismos
f:Z— X,eg: Z — Y sobre S, observe que a imagem de ¢ esta contida em Y; Portanto,
X; XgY existe para cada ¢ e uma aplicacao do passo 5 garante a existéncia de X xg Y,

encerrando a prova. [

Exemplo 2.1 Considere o espaco projetivo n-dimensional sobre um anel A, Py = Proj
Alxo,...,x,]. Seja A — B um homomorfismo de anéis e p1: Spec B — Spec A o
seu morfismo induzido. Do homomorfismo natural u;: A — Alxg/x;, ..., T,/ x;], medi-
ante uma colagem de morfismos correspondentes, obtemos também o morfismo po: Py —
Spec A.  Assim, os Spec A-esquemas (Spec B,¢1) e (P, ¢2) determinam o produto
P X speca Spec B. Além disso, definindo fo: Pl — P a partir de Alzo/xi, ..., xn/2;] —
Blxo/xi, ..., xp /23], € possivel obter um diagrama comutativo ps o fo = @1 0 f1. Como

consequéncia da propriedade universal do produto fibrado, segue o isomorfismo Pj o~
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]P)Z X SpecA Spec B.

P74 X Speca S pech1—> P

1
lm wzl

SpecB - SpecA

Uma aplicagao importante do produto fibrado é o conceito de mudanca de um esquema

base.

Definigao 2.1.2 (Extensao de base) Sejam S,S" esquemas e S’ — S um morfismo
entre esses esquemas. Entao se X for esquema sobre S, considere o produto X’ = X xg.5’,
o qual serd um esquema sobre S’. Dizemos que X’ é uma extensao de base S — S obtida

a partir de X.
E em seguida temos a nocao de morfismo universalmente fechado.

Definicao 2.1.3 (Morfismo Universalmente fechado) Um morfismo f: X — Y é
dito universalmente fechado se é fechado visto como uma aplicacao entre espagos to-

polégicos e dado qualquer morfismo g: Y’ — Y, o morfismo obtido pela extensao de base

f'+ X' = Y’ também é fechado.

2.2 Morfismo diagonal

Dado um morfismo f: X — Y de esquemas, com base na construcao do tépico anterior
podemos considerar o produto fibrado (X Xy X, (p1,p2)), p; o morfismo de projegao
na i-ésima coordenada. Por definicao de produto fibrado, existe um tnico morfismo
Ap: X — X xy X de maneira que p; o Ay = idx e pp o Ay = idx. Tal morfismo
Ay é dito o morfismo diagonal de f e como vimos é um objeto bem-definido. O diagrama

a seguir serve de ilustracgao.
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Dizemos que um morfismo f: X — Y é separavel quando o morfismo diagonal A é
uma imersao fechada. f é entao dito separdvel sobre Y. Denotaremos Ay simplesmente

por A.

Observagao 2.1 Observe que para um anel comutativo R, o conjunto Hom(Z, R) possui
um unico elemento f que é o homomorfismo definido como f(n) = nf(1lz) = nlg. Assim,
pela proposi¢ao 2.1.1, um homomorfismo de esquemas f#: (X, Ox) — (Spec Z, Ospecz)
¢ unicamente determinado por um homomorfismo de anéis f: Z — I'(X, Ox). Com base

nessa observacao, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1 Um esquema X ¢ dito separdvel se o morfismo f: X — Spec Z ¢é se-

paravel.
A seguir, alguns resultados sobre morfismos separaveis.

Proposicao 2.2.1 Um morfismo f: X — Y de esquemas afins é um morfismo separdvel.

Prova Seja X = Spec A, Y = Spec B. f é entao induzido por um homomorfismo de
anéis B — A, e assim A é uma B-algebra. X xy X é afim pois é o conjunto Spec A®pg A.
O morfismo diagonal A é induzido a partir do homomorfismo de anéis A g A — A

definido por a ® a’ — aa’. Resta saber se A é imersao fechada. [

Proposicao 2.2.2 Um morfismo f: X — Y entre esquemas € separdvel se, e somente

se, a imagem do morfismo diagonal A € um subconjunto fechado de X xy X.

Prova A condicao necessaria é conseqiiéncia da préopria definicao de morfismo separavel.
Agora se A(X) é um subconjunto fechado de X xy X, para provar que A é uma imersao
fechada, é preciso verificar duas condicoes, uma é que A é um homeomorfismo sobre sua
imagem e a outra é que A% : Oxxyx — A.Ox é sobrejetora. De fato, pela defini¢ao de
morfismo diagonal, é verdade que p; o A = idx e com isso A é injetiva e portanto um
homeomorfismo sobre sua imagem. Para concluir a sobrejetividade de A basta ver que
para um ponto P € X, é possivel escolher um aberto afim U contendo P suficientemente
pequeno de modo que f(U) esteja contida em um aberto afim V de Y. Entao, U xy U é
uma vizinhanca aberta de A(P). Pelo resultado anterior aplicado ao morfismo de esquemas
afins fl|y: U — V, concluimos que Ay, : U — U xy U é uma imersao fechada, donde
AﬁU: Ouxyu — A0y é sobrejetiva. Como P ¢ arbitrario, segue que A# ¢é sobrejetiva

nos talos donde advém o resultado. [
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Adicionemos mais uma definicao com o propésito de definirmos um morfismo préprio.
Dizemos que um morfismo f: X — Y é do tipo finito se é possivel obter uma cobertura
de Y por abertos afins U; = Spec A; tal que cada f~1(U;) pode ser coberta por uma quan-
tidade finita de abertos afins U;; = Spec A;; com A;; sendo uma A;-algebra finitamente
gerada.

Entao,

Defini¢ao 2.2.2 (Morfismo préprio) Um morfismo f: X — Y é dito préprio se é

separavel, do tipo finito e universalmente fechado.

2.3 Critério de Valoracao para morfismos proéprios e

para morfismos separaveis

Nessa secao, apenas descreveremos os Critérios de Valoragao para morfismos separaveis
e o Critério de Valoragao para morfismos proprios, que serao utilizados adiante. Para uma

demonstracao de ambos teoremas, veja [1], pdginas 97-102 ou [3], paginas 63-67.

Teorema 2.1 (Critério de Valoragao para morfismos préprios) Seja f: X — Y
um morfismo de esquemas do tipo finito e seja X um esquema noetheriano. Entao f
¢ um morfismo proprio se, e somente se, para um anel de valoracao R arbitrdrio com

corpo quociente K e dados morfismos s1: Spec K — X e s: Spec R —'Y que tornam o

diagrama
SpecK —> X
SpecR d Y
comutativo (f o sy = so1i), existir um unico morfismo g: Spec R — X que torne o

diagrama todo comutativo. No diagrama acima, i: Spec K — Spec R é a imersao aberta

induzida pela inclusao R C K.

Com a mesma notagao, estabelece-se um critério semelhante para morfismos separaveis.

Teorema 2.2 : (Critério de Valoragao para morfismos separaveis) Seja f: X —
Y um morfismo de esquemas e X um esquema noetheriano. Entdo f € um morfismo

separdvel se, e somente se, dados morfismos s1 e s que tornam o diagrama no teorema
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anterior 2.1 comutativo (f o sy = so01), existir no mdximo um dnico morfismo g: Spec

R — X que torne o diagrama inteiro comutativo.

2.4 Morfismo Projetivo

Inialmente, dado um esquema Y, definimos o espaco projetivo sobre Y como sendo o
esquema P} = P7 Xgpec z Y, lembrando que P}, = Proj Z[z, z1,...,z,). E por sua vez,

um morfismo f: X — Y é dito projetivo se o diagrama a seguir for comutativo

X f

Y

. p2
J

n
Py
onde j é uma imersao fechada e py é o morfismo de projecao no segundo fator.

Teorema 2.3 Seja k um corpo. Entao se f: X — Spec k é um morfismo projetivo, onde

X é um esquema noetheriano, entao f € um morfismo proprio.

Prova Para a prova, veja em [3], exemplo 5.11, paginas 66-67 que P} é préprio sobre
Spec Z. Como por hipdtese, f é projetivo, entao f admite uma decomposicao f = py o j
como visto logo acima. Pelo Coroldrio 4.8a, pagina 102 em [1], observa-se que sendo
j: X — P} uma imersao fechada, entao j ¢ um morfismo préprio. Temos além disso que
t: Spec k — Spec Z definido de maneira natural é um morfismo préprio haja vista ser
naturalmente do tipo finito, separavel por ser morfismo de esquemas afins (Proposi¢ao
2.2.1) e dado um morfismo Y — Spec Z, a extensao de base Spec k Xgpecz ¥ — Y é um
morfismo fechado e portanto ¢ é universalmente fechado. Pelo Corolario 4.8¢c, pagina 102
em [1], morfismos préprios sao estéveis sob extensao de base, ou seja, sendo P — Spec Z
e Spec k — Spec Z préprios, entao py: P Xgpecz Spec kK — Spec k é morfismo préprio.
Pelo Corolério 4.8b, pagina 102 em [1], a composigao de morfismos préprios é um morfismo

proprio, donde segue que f = py o j é proprio. [



Capitulo 3

DIVISORES

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de divisor para esquemas inteiros e em
seguida alguns resultados simples relacionados aos Divisores de Weil e de Cartier. O
resultado de maior importancia deste capitulo diz que sob determinada hipotese o grupo
dos divisores de Weil é isomorfo ao grupo dos divisores de Cartier. Além disso, a partir

de um divisor de Cartier D, determinaremos um feixe associado .2 (D).

3.1 Divisores de Weil

Inicialmente, iremos considerar um esquema bem especifico. Para nossos propdsitos,
o esquema X logo adiante serd um esquema inteiro separavel noetheriano. Além disso,

adicionaremos outra condicao: X sera regular em codimensao 1, como definido a seguir.

Definicao 3.1.1 Um esquema (X, O) ¢ dito regular em codimensao 1 se todo anel local

Ox . de X de dimensao 1 for um anel regular.

Definicao 3.1.2 Um divisor primo em X é um subesquema de X que ¢ inteiro, fechado e
de codimensao 1. Tais divisores primos geram um grupo abeliano livre que sera denotado
por Div X. Um elemento de Div X sera dito um divisor de Weil sobre X. Dessa forma,
podemos escrever um elemento D de Div X na forma D = > n;Y;, onde os n; sdo inteiros,
Y; divisores primos e apenas uma quantidade finita desses n; é diferente de zero. Se todos

n; forem inteiros nao-negativos, diz-se que D é um divisor efetivo.

Nesta secao, nos referiremos a um divisor de Weil de X simplesmente como um divisor
de X.

Se Y é um divisor primo de X, e A é seu ponto genérico, isto ¢, Y = {A}, entdo Ox ) ¢é

29
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um anel local de dimensao 1 e portanto é um anel de valoragao discreta (Veja Apéndice
A.4.3) com corpo quociente K, que é isomorfo ao corpo de fungoes de X pela proposi¢ao
1.4.2. Chamamos de valoragao de Y, a valoragdo vy de Ox , definida por vy (zy) = 1,
onde z, é o gerador do ideal maximal m, = (x,). A proposicao a seguir garante que Y
¢ determinado unicamente pela valoracao vy, isto é, se Y’ for um divisor primo tal que

vyr = vy, entao Y =Y.

Proposicao 3.1.1 Seja X ¢ um esquema inteiro do tipo finito sobre o corpo k com corpo
de fungoes K e considere uma valoragio v de K/k (Veja Apéndice A.3). x € X € dito
o centro de v se o anel de valorag¢ao R, de v, domina o anel local Ox ,, isto €, Ox, C R
emrN Ox, = my. Se X € separdvel sobre k, entao o centro, caso exista, de qualquer

valoragao de K/k € tinico.

Prova Aplicaremos aqui o critério de valoracao de separacao, teorema 2.2. As hipéteses

nos permitem montar o seguinte diagrama

S1

Spec K

Spec R —° Spec k

onde f é dado pela hipdtese de X ser um morfismo sobre k. Como R é anel de valoragao
de uma valoragao v sobre K/k, entdo v(k) = 0, donde k C R C K. Com isso, temos 0s
homomorfismos induzidos i e s. O morfismo s; é obtido a partir do fato de R dominar
Ox ., pois dai temos um homomorfismo local &y, — R, o que nos permite considerar
a inclusdo k(x) C K. Tal inclusdo induz o morfismo Spec K — Spec k(x) C X entre
conjuntos unitarios.

Com a observacao de que Spec k é unitario quando k é um corpo, obviamente o diagrama
acima comuta. Aplicando o critério de valoracao de separacao, concluimos que existe
no maximo um morfismo g: Spec R — X que torne o diagrama inteiro comutativo.

Portanto, o centro de v caso exista é tinico. [

Como X é separavel, como consequéncia da proposicao que acabamos de mostrar, uma
valoracao v de K tem no maximo um unico centro, ou seja, domina no maximo um tnico

anel local Ox ,, * € X, de maneira que a v pode corresponder apenas um divisor primo.
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A seguir, para f € K*, o corpo de funcoes de X, define-se um divisor de f como sendo
(f) =>_vy(f)Y, com a soma variando sobre os divisores primos de X. Tal soma é finita

como conferiremos a seguir e com isso (f) é de fato um divisor de X.

Proposicao 3.1.2 vy (f) = 0 exceto para uma quantidade finita de divisores primos 'Y

em X.

Prova Seja U = Spec A um aberto afim de X sobre o qual f é uma funcao regular.
Considere entao o conjunto Z = X — U que é um fechado préprio de X. Como, por
hipdtese, X é um esquema noetheriano, entao como espago topolégico, X é um espaco
noetheriano. Como consequéncia, Z contém apenas uma quantidade finita de fechados
irredutiveis, e portanto, apenas um quantidade finita de divisores primos de X, de modo
que os outros divisores primos de X devem intersectar U. Assim, para concluir o resul-
tado, sera suficiente verificarmos que existe uma quantidade finita de divisores primos
Y contidos em U tais que vy (f) # 0. Como f é uma funcao regular sobre U, teremos
vy (f) > 0. Observe que existe uma correspondéncia entre ideais primos p € A de altura
1 satisfazendo f € p e subesquemas inteiros fechados Y = V(p) de codimensao 1 conti-
dos em U. Denotando por Af o ideal gerado por f em A, teremos que os fechados Y
determinados por essa correspondéncia satisfazerdao Y C V(Af). Portanto, vy (f) > 0
se, e somente se, Y C V(Af). E, como V(Af) é um fechado préprio de U, e utilizando
novamente o fato de X ser noetheriano, segue que existird apenas uma quantidade finita
de fechados irredutiveis e de codimensao 1 contidos em V(Af), ou seja, teremos apenas

uma quantidade finita de divisores primos Y com vy (f) # 0. O

Se um divisor de X coincidir com um divisor de alguma funcao no corpo K*, dizemos
que esse divisor é um divisor principal. Podemos associar de maneira natural um elemento
f de K* ao elemento (f) de Div X. Como conseqiiéncia das propriedades da fungao de
valoracao, esta correspondéncia é um homomorfismo de K* para Div X, cuja imagem
forma um subgrupo de Div X, constituido pelos divisores principais de Div X. Dois
divisores D, D" em Div X sao ditos linearmente equivalentes se D — D’ for um divisor
principal. Estabelecendo entao em Div X a relagao de equivaléncia linear, o grupo obtido
a partir de Div X quocientado pelo subgrupo dos divisores principais de X ¢ denominado

o grupo das classes de divisores de X, denotado por Cl X.

Exemplo 3.1 (Divisores de Weil em A) Considere a reta afim A = Spec k[z] sobre um

corpo algebricamente fechado k. Um subesquema inteiro fechado em A e de codimensao 1
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¢ um ponto fechado. Seja p, € A o elemento correspondente ao ideal primo (x—a) de k[z].
Entao um divisor de Weil D em A tem a forma ), ., NaPa, Na inteiro. Naturalmente,
n, # 0 apenas para um quantidade finita de pontos a de k e assim, D = Zf\il NiPa;. Tome
f= Hfil(x —a)™. Entao, de fato v,,(f) = n.pa, € portanto teremos D = (f), onde (f)
¢ o divisor principal de f. Concluimos com esse resultado, que todo divisor de A € um
divisor principal e portanto CI(A) = 0.

De maneira similar, podemos concluir que CI(A™) = 0. Nesse caso um subesquema inteiro
fechado de codimensdo 1 em A" = Spec klxy,za,...,x,] tem a forma V(F) onde F ¢

polinémio irredutivel de k[xq, ..., x,).

Proposigao 3.1.3 Seja A um dominio noetheriano. Entdio A é um dominio de fatoragao

unica se, e somente se, X = Spec A € normal e Cl X = 0.

Prova E equivalente provar que Cl X = 0 se, e somente se, todo ideal primo de altura
1 é principal, pois é fato que todo ideal primo de altura 1 de A é principal se, e somente
se, A é DFU. Além disso, A é inteiramente fechado e portanto X é normal.

Com efeito, se todo ideal primo de altura 1 é principal, entao para Y C X divisor primo,
temos que Y possui codimensao 1, e corresponde a um ideal primo p de altura 1, de
maneira que Y = V(p) e p = (f). Entao, o divisor de f se escreve como 1-Y e portanto
todo divisor primo é principal, ou seja, o grupo quociente Cl X = 0.

Provemos agora a reciproca. Suponha Cl X = 0. Seja p um ideal de altura 1 de
Spec A e Y = V(p) o divisor primo correspondente. Como Cl X = 0, entdo Y é um
divisor principal donde existe f € K tal que (f) =Y. K isomorfo ao corpo quociente de
A (proposicao 1.4.2). Verifiquemos em seguida que f € A e f gera o ideal p. Como
vy(f) =1, entdo f € Ox, ~ A, e f gera o ideal maximal de A,, pA, . Se p' é outro
ideal primo de A de altura 1, entdao temos um divisor primo correspondente Y’ de X e
por ser (f) =Y, serd vy/(f) = 0, donde f € A,. Com isso, fica verificado que f € A,,
para todo p ideal de A de altura 1. Aplicando (Apéndice A.4.4), concluimos que f € A.
Além disso, f € ANpA, = p. Resta agora mostrarmos que p ¢ gerado por f. Com efeito,
seja g um elemento de p. Entdo, g € pA,, donde vy(g) > 1. Para qualquer outro Y’
primo, vy/(g) > 0, donde vy+(g/f) > 0 para todos os divisores primos Y’ de X inclusive
Y. Portanto, g/f € A, para todos os ideais primos p’ de altura 1. Aplicando novamente

(Apéndice A.4.4), segue que g/f € A, ousejage Af. O

Proposigao 3.1.4 Para qualquer divisor D = Y n;Y; do espaco projetivo P} sobre um
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corpo k, defina o grau de D como sendo deg D = > n; deg Y;, onde deg Y; é o grau da
hipersuperficie Y;. Sendo H o hiperplano o =0, D ~ (deg D) - H.

Prova Se D é um divisor de grau d, podemos escrevée-lo como uma diferenca de dois
divisores Dy — Do, ambos efetivos de grau dy e dy, dy — dy = d. Observe que uma hi-
persuperficie irredutivel em P} é uma variedade projetiva de dimensao n — 1 e portanto
corresponde a um ideal primo homogéneo de altura 1 no anel de coordenadas homogéneas
klzy,...,x,] de P}. Sendo k[zy,...,x,] noetheriano e DFU, um ideal de altura 1 é prin-
cipal. Assim, se D; é efetivo, D; = > n;Y;, n; > 0. Tome h = h* - ... - A, onde (h;)
é o ideal primo correspondente a Y;. E facil ver que (h) = Yoy, (h)Y; = S.n;Y; = D;, e

portanto D; é principal. Dai,
D —dH = Dy — Dy — dH = (g1) — (92) — d(w0) = (91/592) = (f)-

Concluimos que D ~ dH.
O

3.2 Divisores de Cartier

Tendo definido o conceito de divisor sobre um esquema inteiro, deseja-se estender o
conceito de divisor a um esquema geral. Inicialmente definiremos o conceito de anel de

fracoes totais de um anel A.

Definicao 3.2.1 Seja X um esquema. Para cada aberto afim U = Spec A, considere o
conjunto Z(A) dos elementos de A que nao sao divisores de zero, e defina QQ(A) como
sendo a localizacao do anel A com respeito ao sistema multiplicativo determinado por
Z(A). Q(A) é denominado o anel de fragoes totais de A. Agora, para cada aberto U,
defina K (U) como sendo Q(I'(U, Ox)). Kx assim definido constitui um pré-feixe de X.
O feixe associado a esse pré-feixe K3 = %", denomina-se o feixe de anéis de fragoes totais

de ﬁx.

Observe que se A for um dominio, entdao S = A\ {0} e seu anel de fragoes totais
serd exatamente o corpo de fragoes de A. Enquanto, que se Z(A) for ndo-vazio, entao
Q(A) nao sera corpo. Sobre um esquema arbitrario, o feixe £ tera papel conceituamente
similar ao do corpo de fungoes de um esquema inteiro. Denote por £ * o feixe obtido a

partir de J#, tal que para cada aberto U, #*(U) é o grupo abeliano munido com uma
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operacao de multiplicagdo sobre os elementos invertiveis de £ (U). Do mesmo modo, é
definido o subfeixe 0%. Vendo 0% como um subfeixe de J#*, podemos considerar o feixe
quociente J£*/0%. A partir dele estabelecemos o conceito de divisor de Cartier sobre um

esquema X a seguir.

Definicao 3.2.2 Defina um divisor de Cartier D sobre um esquema X como sendo uma
segao global do feixe quociente J£™*/0%. Mais precisamente, utilizando a definicao de
feixe e as propriedades de feixes quocientes, um divisor de Cartier D sobre X pode ser
descrito através de uma colegao {(U;, fi)}ier, onde {U;} é uma cobertura aberta afim
de X satisfazendo U; N U; # 0 e f; uma secao de I'(U;, ), tal que para i,j € I,
fi vinu;> 95 € DU N U;, O%).

vinv; = 9ij fi
Apresentaremos a seguir mais uma nogao que sera necessaria adiante.

Definicao 3.2.3 Um esquema noetheriano X ¢é dito localmente fatorial se para todo

x € X, o anel local Ox , ¢ um dominio de fatoragao tnica.

Com essa hipotese adicional, os divisores de Weil e de Cartier sao os “mesmos”, mais

precisamente 0s seus respectivos grupos sao isomorfos como veremos no teorema a seguir.

Teorema 3.1 Seja X um esquema inteiro separdvel noetheriano e localmente fatorial.
Entao existe um isomorfismo ¢ do grupo Div X dos divisores de Weil sobre X para o
grupo dos divisores de Cartier I'(* /0% ) sobre X. A imagem do subgrupo dos divisores
principais de Weil sob este isomorfismo é dita o conjunto dos divisores principais de

Cartier.

Prova Sendo X localmente fatorial, entao todo anel local de X é um dominio de fa-
toracao unica e, portanto, inteiramente fechado. Assim, X é normal. Como conseqiiéncia
de apéndice A.4.3, X é regular de codimensao 1. Note que sendo X inteiro, I'( X, ™)
¢ o corpo k(X)* das fungoes racionais nao-nulas. Inicialmente, dado um divisor de Car-
tier 2, desejamos associd-lo a um divisor de Weil de X. Entao seja {(f;,U;)} com
fi € LU, (K)*) = k(X)* a representacao de 2. Entao, para um divisor primo Y tal
que Y NU; # (), podemos estabelecer vy (f;). Note que se tivermos para um outro indice
3,Y NU; # 0, entdo fi = ¢i;fj, com g;; € T(U; NU;, O%). Assim, f;/f; é invertivel
em U; N Uj,donde vy (fi/f;) = 0 e portanto vy (f;) = vy(f;). Defina entdo v(Z) como
sendo esse inteiro vy (f;). Feito isso, agora podemos estabelecer uma correspondéncia

D — Y v oy(2)Y. Tal aplicagao estd bem-definida, haja vista que sendo X noetheriano,
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apenas uma quantidade finita de divisores primos Y satisfazerd vy (Z) # 0. Essa cor-
respondéncia é naturalmente um homomorfismo de grupos abelianos. Verificaremos em
seguida que tal aplicacao é de fato um isomorfismo.

Se > v uy(2)Y = 0, entdo isso significa que os coeficientes sao nulos, ou seja, para
qualquer divisor primo Y, e para qualquer indice i € I, vy(f;) = 0, o que nos leva a
concluir que cada f; € I'(U;, 0%), ou seja, Z = {(U,, fi)} ¢ o elemento neutro do grupo

I(X, 2% 0%). Com isso, concluimos a injetividade.

Para a sobrejetividade, dado D € Div X, exibiremos o divisor de Cartier correspon-
dente a D. Para isso, dado x € X, o divisor D determina um divisor D, em Spec Ox .,
que é obtido tomando-se o talo no ponto = de cada divisor primo que constitui D. Uti-
lizando a hipdtese de X ser localmente fatorial, concluimos que Ox , ¢ um DFU. Como
consequéncia da proposicao 3.1.3, V = Spec Ox, é normal e C1 V = 0, ou seja, todo
divisor de Weil de Spec Oy, é um divisor principal. Dai, D, = (f,), para algum f, € K.
Assim, (f,) sobre X e D tem a mesma restrigdo a Spec Oy ,, de modo que diferem somente
em divisores primos que nao passam por x. Existem apenas uma quantidade finita destes
divisores que possuem coeficientes nao-nulos seja em (f,) seja em D, portanto existe um
aberto U, de z tal que D e (f,) tem a mesma restricao a U,. Os abertos U, formarao
a cobertura desejada. Temos {(f,,U,)} um divisor de Cartier sobre X. Tal associagao

¢ bem-definida, pois caso f,f’ determinem o mesmo divisor de Weil sobre um aberto U,

entdao f/f € I'(U, 0%).

Tal correspondéncia é naturalmente um isomorfismo entre os grupos abelianos dos

divisores de Weil sobre um aberto U, e seus divisores principais se correspondem. []

3.3 O Feixe associado a um divisor

Fixado um divisor de Cartier D sobre um esquema X e representado por {U;, f;} da
maneira como foi apresentado na secao anterior, podemos construir a partir de D um
subfeixe .Z (D) do feixe de anéis de fragoes totais £ . Para isso, basta tomar o subfeixe
de Ox-médulos de % definido em cada aberto U; como sendo o gerado por f;'. A boa
definicao de £ (D) deve-se ao fato do elemento f;/f; ser invertivel em U; N U;, de forma
que f; e fj_1 geram 0 mesmo Ox-modulo.

Chamaremos .Z (D) de feixe assciado a D. Veremos a seguir uma proposigao relacionada
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a Z(D).
Proposicao 3.3.1 Seja X um esquema. Entao vale:

1. Para qualquer divisor de Cartier D, £(D) é um feize invertivel sobre X. A
aplicagao D — £ (D) é uma correspondéncia biunivoca entre os divisores de Cartier

sobre X e os subfeizes invertiveis de & .
2. L(Dy — Dy) = L (D)) @ Z(Dy) ™

3. Dy ~ Dy se, e somente se, L (Dy) = L (D) como feizes invertiveis e independen-

temente do mergulho em &

Prova 1. Como cada f; € I'(U;, £ ™), restringindo a aplicacdo a U;, entdo Oy, —
ZL(D)|u, cujalei é 1 — f;' é um isomorfismo. Logo, £ (D) é um feixe invertivel. Agora,
dado um subfeixe invertivel .% de % , queremos construir um divisor de Cartier D, com
F = Z(D). Para isso, basta considerar uma cobertura {U;} de X e tomar f; em cada U;
como sendo ¢g~!, onde g é o gerador de .# em Ui,.

2. Sejam Dq,D, divisores de Cartier localmente definidos por f; e g; respectivamente. Note
que .Z(D; — Dy) é localmente gerado por f; 'g;, e assim .Z (D, — Dy) = £ (D;)- &£ (D)™
como subfeixes de .# . Naturalmente, temos que .Z (D) -.%(D;)~! é isomorfo ao produto
tensorial Z(D;) ® Z(Dy)~".

3. Precisamos mostrar a seguinte equivaléncia: D = D; — D, é principal se, e somente se,
Z(D) = Ox. De fato, se D é principal e definido por f € ['(X, ™), entdao D é gerado
globalmente por f=!. A correspondéncia 1 — f~! estabelece um isomorfismo entre Oy
e Z(D). Para a outra afirmacdo, dado um isomorfismo entre Ox e £ (D), a imagem
do elemento 1 em Oy por esse isomorfismo dd um elemento de I'(X, ™) cuja imagem

inversa definird D como um divisor principal. [

Definicao 3.3.1 Um divisor de Cartier D sobre um esquema X ¢é dito efetivo se pode ser
representado pela colegao de pares {U;, f;}, onde f; € I'(U;, Oy,). Nesse caso, é possivel
definir um tnico feixe de ideais .#, tal feixe localmente gerado por cada f;, a partir do
qual tomamos o subesquema fechado Y de X associado a .#. (veja proposi¢ao 1.6.9).

Tal subesquema recebe o nome de subesquema associado ao divisor D.

Observacgao 3.1 FEstabelece-se entao uma correspondéncia biunivoca entre os divisores
efetivos de Cartier sobre X e os subesquemas fechados localmente principais Y, ou seja,

subesquemas cujos feixes de ideais sao localmente gerados por um unico elemento.
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Proposicao 3.3.2 Seja D um divisor de Cartier sobre um esquema X, e seja Y o
subesquema fechado localmente principal associado a 2 (Como na observagao acima).

Entao Sy ~ L (—D).

Prova Z(—D) € o subfeize de # gerado localmente por f;. Como D €é um divisor
efetivo, entao na verdade £ (—D) é um subfeixe de Ox, e tal subfeize é simplesmente o

feixze ideal Sy de'Y. 0O



Capitulo 4

DIFERENCIAIS

Esta secao tem como objetivo definir o feixe de formas diferenciais relativas de um
esquema sobre outro. A diferenciacao de fungoes é util para se determinar o espaco tan-
gente em pontos fechados de um esquema X, e ao se introduzir o conceito de diferenciais,
a idéia é estabelecer que os vérios espacos vetoriais em cada ponto p de X nao sao simples-
mente independentes entre si, mas de fato, estao relacionados a um objeto global sobre
X. Iniciaremos a se¢ao definindo o médulo de diferenciais de um determinado anel sobre

outro, que servira de alicerce para a construcao do feixe de diferenciais.

4.1 Diferenciais de Kahler

Nas definicoes a seguir, A é um anel comutativo com unidade, B uma A-algebra e M

um B-médulo. De modo a simplificar, considere A como sendo um subanel de B.

Definicao 4.1.1 Uma aplicacao d: B — M é dita uma A-derivagao de B para M se

satisfaz as seguintes condicoes
1. d é uma aplicagao aditiva
2. d(bb') = bdb' + b'db, para bl € B

3. Paraaec A, d(a-15) =0

Denotamos o conjunto das A-derivagoes de B para M por Dera(B,M). Paraa € B, D €
Dera(B, M), definindo a aplicagao (aD)(b) = aD(b) para b € B torna Der4(B, M) um

B-médulo. Se B = M denotaremos o conjunto Der4(B, M) simplesmente por Der(B).

68
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Definigao 4.1.2 Seja {lp/4 um B-mdédulo junto com uma A-derivacao d: B — g4, a
qual satisfaz a seguinte propriedade universal: Para qualquer B-mddulo M e para qualquer
A-derivagao D: B — M, existe um tinico homomorfismo de B-médulos f: Qg4 — M tal
que D = fod. Ao par (2p/a,d), ou simplesmente {2z,4, quando d estiver subentendido,

damos o nome de mdédulo de diferenciais relativas de B sobre A ou o médulo de diferenciais

de Khaler de B sobre A.

Uma construcao natural que garante a existéncia do objeto acima definido consiste em
considerar o B-médulo F' gerado pelos simbolos {db|b € B}, quocientado pelo submédulo
W gerado pelas expressoes {d(b+ V') — db — dV/,d(bl') — bdb' — b'db, da}, com b, b € B,

a € A. Assim, definindo 25,4 como sendo esse quociente, e considerando a A-derivacao
d: B—Q B/A

que associa a cada elemento b € B o elemento db € Q2/4, 0 objeto (QB/A,d) assim
construido serd o moédulo de diferenciais relativas de B sobre A. De fato, se M é um
B-médulo e D: B — M é uma A-derivacao, entao defina a aplicacao f: Qg4 — M como
db — Db. f é naturalmente um homormorfismo de B-médulos e de fato f estd bem-
definida pois se db ~ dbf, entao f(dV/) — f(db) = f(dV/ — db) = f(d(b—V)) = f(0) = 0.
Com isso, temos (f o d)(b) = f(db) = Db,b € B. E portanto f satisfaz a propriedade
universal de {p,4. Além disso, se f’ também satisfaz a propriedade universal, entao
flod=D = fod, donde f' = f.

Observe portanto, a partir da definigao 4.1.2, que o par (Qpg/4,d) é tinico a menos
de um tnico isomorfismo, ou seja, se tivermos dois pares (2, d),(2,d’) tal que Q ~ /]

entao existird um tnico isomorfismo j tal que d = jo d'.

Exemplo 4.1 Seja S = A um anel, R = Alxy,...,x,], e f: A — U = Spec A, o
morfismo induzido a partir da inclusio S — R. Entao, as relagoes que definem Sdg)a

sao exatamente as “regras de diferenciacio”. Para f € R, entao df = 9, onde

% = fi € R e com isso, Qg4 € um R-mddulo livre gerado pelos simbolos dxy, ..., dx,.
K
De fato, se tivermos ), P,dx; =0, entdo como a diferencia¢do % ¢ de maneira natural

uma A-derivagao, podemos aplicar a propriedade universal para garantir a evisténcia de
uma aplicacao fp,: Qr/a —Spec A, tal que fp, od = a%. Aplicando ambos membros em

Ox;
Tj, temos fm o d; = 5= = 0jm, € por sua vez

fu(d Pidwi) = Pifu(dr;) = Py =0,

donde conclui-se o fato.
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A proposicao a seguir fornece uma apresentagao mais concreta do médulo de diferen-

ciais relativas.

Proposicao 4.1.1 Seja B uma A-dlgebra. Considere o homomorfismo f: B®s B — B
definido por f(b®b') = bV, e seja I = Kerf. Considere B ®4 B como um B-mddulo
pela multiplicagao & esquerda. Entdo I/1* herda uma estrutura de B-mddulo. Definindo
uma aplica¢io d: B — I/I? por db =1® b —b® 1(mddulo I*), entio o par (I/I1?,d) é

um modulo de diferenciais relativas para B/A.

Prova Inicialmente, a estrutura de B-mdédulo em [/[2 é dada por r(ry ®ry) 1= rr; @1y,
onde r € B,ry ® rp € I. Defina entao, a aplicagao de B-mddulos ¢: 2p/4 — I/I2 que
associa db ao elemento 1®b—b®1 (mddulo I?), b € B. Desejamos construir uma inversa
para . Para isso, seja C' = B @ {1p/4 um B-mddulo, o qual possui estrutura de anel
com operacao (by @ db})(bey @ dby) = biby @ (b1db, + bedbl). Por sua vez, a aplicacao
B x B — C definida como (b, bs) — (b1ba, b1dbs) é naturalmente um homomorfismo A-
bilinear de anéis, e dessa forma induz uma aplicacdo g: B®4 B — C, em que g(b; ® by) =
(b1bg, b1dby).Observe que g(I) pode ser identificado com um subconjunto de Q2p/4, ja que
a primeira coordenada de g(I) é nula por conta da defini¢do de f. Além disso, g(I?) =0

pois g ¢ um homomorfismo e
g((b1 @ by) (V] @ by)) = g(brb] & babl) = (bybbably, b1bid(babhy) + bablyd(b1b])) =
(b1 bbby, byb) (badby + bydby) + baby(bidb + bidby)) =
(byb) bably, bybob) dby + bibybidby + bybabydb' + by bybadby) = 0.

Isso nos permite obter a partir da g, uma aplicagao v: I/I* — Qp/a. E essa serd a inversa

de . Com efeito,
Vo) =v(1@b—b®1) = g(1@b—b®1) = (b 1-db) — (bb-dl) = (0,db) = db
e por sua vez
pob(b@ V) = (0,bd) = p(bdl) = bo(dl) = b1 @Y —V ©1) =bo ¥,
de maneira que I/1* ~ Qp/ 4.

O

Proposicao 4.1.2 Se A" e B sio A-dlgebras, e seja B' = B ®4 A'. Entio Qpja ~
Qpa @p B'. Além disso, se S ¢ um sistema multiplicativo em B, entdo Qg-1p/4 ~
S_lﬂB/A.
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Prova Faremos uso essencialmente da propriedade universal de Qg 4. Com efeito,

sendo 2p/4 ®p B’ um B'-mddulo, b’ = b® a' € B’ e definindo uma A’-derivagao
D:B — QB/A XB B’

b@d — dpja(b) @ (1®d),
entao existe um homomorfismo f: Qp/a — Qpa ®p B’ tal que D = f odpg//a. Defina

agora uma aplicacio f: Qp/a®@pB" — Qpa comalei dgab® (bo®a’) = bodp /4 (b&d').

f serd a inversa de f. De fato,

fofldpa(b®d))=f(Db®a)) = fldpab) ®(1®d))=dsa(bed),

fof(dab® (by®a')) = bof(dpya(b®a’)) =
boD(b® d') = by(dp/a(b) @ (1®d')) = dpya(b) ® (b ® ).

Com isso, concluimos que Qpr/ar >~ Qp/a @p B’
A segunda parte, Qg-1p/4 ~ S~1Qp /4, € verificada de maneira similar, considerando a
A-derivacao ST'B — S7'Qp/4, definida por b/s" — db/s"™ e utilizando novamente a

propriedade universal de (Q2g-15/4,dg-1p/4). O

Os dois teoremas a seguir exibem sequéncias exatas associadas com diferenciais de
Khaler. Tais sequéncias serao de fundamental importancia para a caracterizacao de um

anel local regular.

Teorema 4.1 (Primeira sequéncia exata) Sejam A -~ B L ¢ anéis e ho-

momorfismos. Entao existe uma sequéncia exata natural de C'-modulos

Qpa®@pC— Qcya . Qc/B

0 (4.1)

Prova Para verificar esse resultado, faremos uso da proposicao A.4.6 no apéndice.
Estabelecidas o e 3, e as correspondentes estruturas de A-algebra em B e B-algebra em

C, definiremos aplicacoes de C-médulos v e v. Para b € B,c € (', defina
u(deya(c)) = deyp(c),

v(dp/a(b) @ ¢) = c-deya(B(D)).
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Temos que a sequéncia (4.1) é exata se e somente se para qualquer C-médulo M, a

sequencia
Home(Qe/p, M) — Home(Qcya, M) — Home (g4 ®@p C, M) (4.2)
é exata. Por outro lado, temos que
Home(Qp/a ® C, M) ~ Homp(Q2p/a, M) ~ Der(B, M),

com os isomorfismos estabelecidos de maneira natural, Home¢(2pa®C, M) — Homp(Q2p/a, M)
dado como g(db ® ¢) — f(cdb) = cf(db) e Homp(Q2p/a, M) — Dera(B, M) dado por

f = fod, paradem (Qp/a,d). Assim, (4.2) pode ser reescrita como

Homc(QC/B,M) L> HOTrLC(QC/A,M) —;J2H0mc(QB/A ®B C, M)W3—> HomB(QB/A,M)

Ac,B Ac,A w

Derg(C, M) v Der4(C, M) v Der4(B, M)

Seja D € Der,(C, M). Tomando b € B, segue pelo diagrama acima que
v (D)(b) = (wows) o (Acya(D))(b) = (wows) o f(b),

em que Ac/a(D) = fe f: Qc/a — M ¢é a aplicacao satisfazendo a propriedade universal

de (Qc¢ya,d), tal que D = fod. Dali,

wo (wpo f)(b) =wo (fov)(b)=fouv(deab®1) = fodcua(B(b)) = D(B()).

Com isso, concluimos que v*(D)(b) = D(B(b)). De maneira similar, se D € DergC/A,

entao para c € C
u*(D)(c) = ()\E}A owy) o Acyp(D)(c) = (/\E}A owr) o f(c),

onde novamente A¢/p(D) = f, em que f: Qc/p — M é uma aplicacao tal que D =

f o dC/A~ Dai,
Acja o wiof)(e) =Agj0 (fou)(e) = fouldesalc)) = (fodeys)(c) = Dc).

Com isso, concluimos que u* ¢é a inclusao de Derg(C, M) em Der4(C, M).
Nosso proposito final é verificar que Im u* = Ker v*. De fato, se D € Ker v* C

Ders(C, M), entao v*(D) = D(B(b)) = 0, para todo b € B, ou seja, D € Derg(C, M),
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donde D € Im w*. Agora, se D € Im u*, entdo D € Derg(C, M) donde D(b- 1¢) = 0,
b € B. Sendo C' uma B-dlgebra determinada por 3, segue que b- 1o := ((b), e portanto
D(B(b)) = 0 = v*(D)(b) para todo b € B. Logo, a sequéncia determinada por u*,v* é

exata e como consequéncia desse fato, (4.2) também o é. [

Teorema 4.2 (Segunda sequéncia exata) Seja B uma A-dlgebra e seja I um ideal de

B, e C = B/I. Entao existe uma sequéncia exata natural de C-mddulos

[/[2 i QB/A@BCv—> QC/A—> 0 (43)

onde para b € I, se b é sua imagem em I /1%, entdo 6b = db® 1. Em particular, I/1? tem

uma estrutura de C-modulo, e & € uma aplicacao C-linear.

Prova Verifiquemos inicialmente a condigao da linearidade de 6. Para (b+ip) € C e
(i1 + j) € I/I?, a operagao (b+ig)(i1 + j) = (biy + j'), biy € 1,j' = igis + ioj + bj € I?

torna I/I1? um C-médulo. Com isso, se c € C e b € I/I?, entdo
5(ch) =d(ch) ®1=cdb®@1+bdc® 1 =c(db® 1) + dc ®b.

Como b € I, entdo b é nulo em C de modo que dc ® b = 0, e portanto d(cb) = c5(b)
verificando a C-linearidade de .

A aplicacao v: Q0g/4 ®p C — o4 € definida da mesma maneira como na proposicao
anterior, sendo v(dg/a(b) ® ¢) = ¢ decya(m(b)). Observe que sendo 7: B — C' sobrejetiva,
entao v também sera sobrejetiva. Aplicando a proposigao A.4.6 no apéndice, temos que
a sequencia determinada por v e § serd exata se, e somente se, para qualquer C-moédulo

M a sequeéncia
Homc(Qc/A, M) — HOmc<QB/A (%9):) C, M) — HOmc(I/[2,M) (44)

for exata. Como C' = B/I, temos um isomorfimo \;: Hom¢(I/1?, M) — Homg(I, M).

definido de maneira natural. Em conjunto com o isomorfismo
)\B,A: DerA(B, M) — Hom(;(QB/A KB O, M)

definido como D + f(db® 1) := f(db), onde f é a aplicacdo que satisfaz a propriedade
universal de (Qp/a,dp/a), € Aga: Dera(C,M) — Home(Qc/a, M) é um isomorfismo

definido de maneira similar, temos
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Home (o4, M) —"Home(Qp/a @5 C, M)*“*~ Home(I1/1%, M)

Ac,B AB,A A1

Ders(C,M) —"——~ Ders(B,M) —>—~ Homg(I, M)
Verifiquemos que Im v* = Ker §*, o que permitird concluir a exatidao de (4.4). Com

efeito, se D € Dera(B,M), e b € I entao

0" (D)(b) = (Arows) 0 Apa(D)(b) = Arows(f(b)) =

Ai(fod)(b) = Ffod(n(b))=fod(d)

onde 7: I — I/I? é a projecao canodnica.

f(db® 1) = D(b)

Com isso, obtemos que ¢* é uma inclusao. Vemos na demonstracao da proposicao

anterior (4.1) que v*(D)(b) = D(w(b)). Assim, para b € I,
50" (D)(b) = 0%(D(x(b))) = 6°(0) =0,

donde Im v* C Ker 0*. Por sua vez, se tivermos D € Ker §*, entdo D(I) = 0, de modo

que v*(D') = D, onde D'(b) := D(b). Dai, segue o resultado. [
Proposicao 4.1.3 Se B ¢ uma A-dlgebra finitamente gerada, ou se B ¢ uma localizagao

de uma A-dlgebra finitamente gerada, entao Qg4 € um B-mddulo finitamente gerado.

Prova Pelo exemplo 4.1, se R é um anel polinomial A[xy,...,z,,], entdo seu médulo
de diferenciais {2z/4 ¢ um B-mddulo livre de posto m gerado pelos elementos dxy, . . ., dxy,.
Entao, caso B seja uma A-algebra finitamente gerada, B pode ser visto como um quociente
Alxy, ... xn|/1, I C Alzy,...,x,] um ideal. Aplicando o teorema da segunda sequéncia
exata 4.2, onde C' = Afzy,...,2,]/I no enunciado daquele teorema, segue que 2p/4 esta

em bijegao com algum submaédulo de €4, 2n]/A @ B finitamente

777777777

gerado, segue portanto o resultado. Agora, se B for uma localizacdo de um quociente de

um anel Afzy,...,2,] em um conjunto S, entdo pela proposicao 4.1.2, temos Qp/4 =

..........

Proposicao 4.1.4 Seja K uma extensao de corpos finitamente gerada de um corpo k.
Entao dimg Qg > gr K/k, onde gr denota o grau de transcendéncia de wm corpo
e dimyg a dimensao como espaco vetorial. A igualdade ocorre se, e somente se, K ¢é

separavelmente gerado sobre k. (Veja apéndice A.4)
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Prova Veja [5],teorema 59,pdgina 191. [

Proposicao 4.1.5 Seja B um anel local que contém um corpo k que € isomorfo ao seu

corpo residual B/m. Entdo, a aplicagio 6: 1/I* = Qg @p k da sequéncia ezata (4.3) é

um isomorfismo.

Prova Como B contém o corpo k, B é uma k-algebra. Entao pela proposicao 4.2,
em que C = ke A=k, temos Qc/a = /i, que por sua vez é igual a 0 pela definicao
de k-derivagao. Com isso, como a sequéncia (4.3), por hipétese, é exata, segue que §
é sobrejetiva. Agora, para verificarmos a injetividade, devido a proposicao A.4.6 serd

suficiente mostrar que a aplicacao
&'+ Homy (g ® k, k) — Homyg(m/m? k)

definida como f — f o, entre os espacos duais é sobrejetiva. Para isso, observe que

temos um isomorfismo
(oK Homk(QB/k X k’, k) — HomB(QB/k, k)
P
db+— p(db® 1)

onde b € B, cuja inversa serd a aplicagao que associa ao elemento @ € Homp(Qp/y, k)
o elemento ¢(db ® 1) := @(db) em Homy(Qp/, ® k, k). Por sua vez, podemos identificar
Homp(Qp/, k) com o conjunto Dery(B, k) das k-derivacoes de B em k por meio de uma
aplicacao 8 construida a seguir. Se ¢ € Homp(Q2p/k, k), entao B(p) := ¢’ = pod é um
elemento de Dery(B, k). Com efeito, para b, b’ € B temos

@' (bb') = @(bdb" + V'db) = b(pdb') + b (pdb) = by’ (b') + V' (D).

As demais propriedades de k-derivacao sao satisfeitas naturalmente tendo em vista ¢ ser
um homomorfismo de B-médulos. Agora vejamos a inversa. Se ¢’ € Dery(B, k), entao
pela propriedade universal de (g4, d), existe uma ¢ € Homp(Qp /i, k) tal que ¢’ = pod.
Claramente, essa aplicagao construida é inversa da anterior.

Se b € B, podemos escrever b da forma b = )\ + ¢ para certos A € k,c € m, de maneira
B

tnica. De fato, via homomorfismo canonico B — > que associa b a A = b e sendo

B

>~ k, segue que A € ke A = b+ ¢, com ¢ € m. Se b admite uma outra representagao
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b= XN+ entao N = b — ¢ donde temos A e X sdo elementos iguais em %, e dai, c =/,
confirmando a unicidade da representacao. Finalmente, mostremos que ¢’ é sobrejetiva.
Seja h € Homyg(m/m? k), e b = X\ + ¢ € B.Defina um elemento g € Dery(B, k), como
gb = h(c) com ¢ € m/m? ¢ € m, b € B. g assim definido é de fato um elemento de

Dery(B, k). Pois, para b, b’ € B temos
g) =g(A+ )N +) =g\ + A+ cN +ced) =g\ + ")

onde N =AM\ e " =X+ c)N +c. Como cc = 0, entdo

gN'+") = h(dA+eN) = h(dX+cd +cN +cc) = A+ c-h(cd)+N + -h(e) = bgb'+b gb.
Também
gb+b)=gA+c+A+)=h(c+ ) =nh(c)+ h(c) =g(b) + g(b)

e por fim, se b € k, entao

g(b) = g(A+0) = h(0) = 0.

Resta verificar agora, que &' (e (87(g))) = h, como exposto a seguir

Dery(B, k) _A Homp(Qp/k, k) el Hom(Qp/, ® k, k) LN Homy(m/m? k)

Observe que h(b) = h(X\) +h(¢) = h(¢) Entdo, 37 '(g) é uma aplicacdo f tal que g = fod.
Por sua vez, a~!(f) é uma aplicacio u definida como u(db ® 1) = f(db). Em seguida,

§'(u) =wuod e para b € m/m?, temos
0 (o (B (9)))(b) = 0'(u)(b) = uo d(b) = u(db@1)
= f(db) = (f o d)(b) = g(b) = h(c) = h(b).

Portanto, ¢’ é sobrejetiva, e assim um isomorfismo. [

Proposicao 4.1.6 Seja A um dominio local noetheriano, com corpo residual k e corpo
quociente K. Se M é A-maodulo finitamente gerado, e além disso dimy M Q4 k = dimg

M ®a4 K =1, entao M € livre de posto r.
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Prova Seja m o ideal maximal de A, entao temos que
M@k~M®A/m~M/mM

sendo o segundo isomorfismo obtido ao se tensorizar por M a sequéncia exata determi-

nadas pelas inclusoes 0 — m — A — A/m — 0. Entao, a partir da seguinte sequéncia

exata ' ‘
0—meo M- Ao M—"L A/me M 0
obtemos
AR M
~ A M
me M /m®

Por ser M um A-médulo, segue que M/mM ~ (A®@ M)/(m @ M) ~ M ® k. Com isso,
como por hipétese, dimy, M @ k = r, entao dimy, M/mM = r. Agora, considerando o ho-
momorfismo sobrejetivo M — M /mM e aplicando o lema de Nakayama (Veja apéndice
A.2), temos que para uma determinada base para o espaco vetorial M/mM, os elemen-
tos correspondentes em M formam um conjunto de geradores para M, o qual possui r
elementos. Com isso, existe uma sequéncia 0 - R — A" — M — 0, onde R =Ker ¢.

Tensorizando tal sequéncia por K, obtemos a sequéncia exata

0——=RK— K — MQK—= 0

Como dimyg M ® K = r, entao v é uma bijecao, e com isso, tem kernel nulo, e portanto
Im u =0 edai, R K = 0. Mas, sendo R um submédulo de um modulo sem torcao,

entao R é um mdédulo sem tor¢ao. Logo, R =0 e A" é isomorfo a M. [J

Proposicao 4.1.7 Seja B um anel local contendo um corpo k isomorfo ao seu corpo
residual. Assuma além disso, que k € um corpo perfeito, e que B € a localiza¢do de uma
k-dlgebra finitamente gerada. Entao Q1g/a € um B-mddulo livre de posto igual a dim B

se, e somente se, B € um anel local regular.

Prova Inicialmente, suponha g, um moédulo livre de posto dim B. Como con-
sequéncia da proposicao anterior, proposigao 4.1.5, temos que dimy m/m?* = dimy,
Qp/r ® k = dimy, Qg = dim B, o que nos leva a concluir que B é um anel regular. Em
particular, B é um dominio de integridade. Reciprocamente, suponha B um anel local
regular de dimensao r com ideal maximal m. Entao, pela definicao de anel regular, dimy

m/m? = r. Novamente, pela proposicao 4.1.5, segue que dimy Qg ® k = r. Agora,



CAPITULO 4. DIFERENCIAIS 78

seja K o corpo quociente de B. Aplicando proposicao 4.1.2, para B,K, k-dlgebras e
A" = B® K, obtemos Qp/, ®p k = Q. Como, por hipétese, o corpo k é perfeito,
entao pela proposicao A.4.2 no apéndice, K é uma extensao separavelmente gerada de
k e pela proposicao 4.1.4, dimy Qg ¢ igual ao grau de transcendeéncia de K sobre
k. Como por hipotese, B é a localizacao de uma k-algebra finitamente gerada, entao
proposicao 4.1.3 nos diz que g/, ¢ um B-mddulo finitamente gerado. A conclusao

segue da proposicao 4.1.6. [

4.2 Feixe de Diferenciais

Estabelecido o conceito de médulo de diferenciais, desejamos leva-lo para a linguagem
de esquemas. Seja ¢: X — Y um morfismo de esquemas e consideramos o morfismo
diagonal A: X — X xy X o qual fornece um isomorfismo entre o esquema X e sua
imagem A(X), que por sua vez é um subesquema fechado de um aberto W de X xy X,
como se observa na demonstracao da proposicao 2.2.2. Nessa demonstragao, W ¢é a
uniao dos abertos U, xy U, para cada ponto p € X. Tal isomorfismo motiva a seguinte

defini¢ao:

Definigao 4.2.1 Seja f: X — Y um morfismo de esquemas, A: X — X Xy X o morfismo
diagonal e .# o feixe de ideais de A(X) em um aberto W de X Xy X. Defina o feixe de
diferenciais relativas de X sobre Y como sendo o feixe Qy/y = A*(F/F?) sobre X.

Observacao 4.1 : Vale destacar o fato de que a definigao 4.2.1 nao tem uso do ponto
de vista computacional. Tal definicao tem o propdsito de garantir a existéncia de um
objeto 2x/y, um feixe quasi-coerente, com a condicao de que restringindo a abertos afins,
ele tem a forma de um modulo de diferenciais relativas. No que diz respeito a aplicagoes, é
interessante saber que {2x,y pode ser determinado localmente em abertos afins e faremos
uso desse fato nas proposicoes posteriores.

De fato, observe que .#/.#? tem uma estrutura natural de Ox(x)-médulo. Entao,
tendo em vista que A induz um isomorfismo de X para A(X), Qx/y herda uma estrutura
natural de &y-médulo. Além disso, como o feixe ideal é quasi-coerente, entao .# / #? serd
um feixe quasi-coerente e da mesma forma o seu pull-back. Portanto, 1x,y ¢ um feixe
quasi-coerente. Considerando abertos afins U = SpecA em Y e V = SpecB em X tais
que f(V) C U, entao V Xy V é um aberto afim de X Xy X isomorfo a Spec B ®4 B,

e A(X) N (V xy V) é um subesquema fechado definido pelo nicleo do homomorfismo
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diagonal B ®4 B — B. Portanto, .% /.2 é o feixe associado ao médulo /1%, Segue daf,
que Qv ~ (Qp/a)~

Observacao 4.2 : Observe que na condicao de f: X — Y ser um morfismo, é possivel
obter uma cobertura de X constituida por abertos afins {U;} de tal maneira que para
cada indice ¢ da cobertura exista um certo aberto afim V; de Y tal que f(U;) C V;. De
fato, considere uma cobertura {V;} de Y por abertos afins e devido a continuidade de
f vista como aplicagao entre os espagos topoldgicos X e Y, temos que {f~'(V;)} forma
uma cobertura aberta de X. Assim, para cada ponto p de X é possivel fixar um aberto
afim U, contendo p e contido em algum aberto f~'(V,). Claramente os abertos {U,},
p € X formam uma cobertura aberta de X satisfazendo f(U,) C V,. Utilizaremos essa

observagao nas proposicoes a seguir.

Proposigao 4.2.1 Sejam f: X - Y eg: Y =Y morfismose f': X' =X xy V' =Y’

o morfismo obtido por extensao de base. Entdo, Qx:)yr ~ ¢ (Qx/y), onde g': X' — X €

a projecao na primeira coordenada.

Prova Considere uma cobertura {V; =Spec D;} de Y, e a partir dela obtenha coberturas
{U; =Spec C;} de X e {V,] =Spec D! } de Y’ tais que f(U;) C Vi, e f'(V) C Vi, para
certos indices k;,k,, da maneira como argumentado logo acima na observagao 4.2. Os
morfismos f|y,: Uy = Vi, f'|v: : Vi), = Vi, induzem os homomorfismos de anéis Dy, — C;
e Dy, — D. . Tome, entdo, uma cobertura afim para X’ composta pelos abertos U/, =
Ui xv; V,,. Observe que U, = U; xv; V,, ¢ isomorfo a Spec C; ®p, D;,. Agora, aplicando
a proposicao 4.1.2 para cada par de indices i,m, onde A" = D/ A = Dy ,B = C; e
B =C;® Dy, D! = B®s A esob a condigao de A’,B serem A-algebras pela hipdtese de

g:Y' =Y e f: X =Y serem morfismos, concluimos que Qp//ar >~ Qp/a @p B’

Por outro lado, como Qur v =~ Qpiar, entdo Qur v >~ (Qp/4 ®p B')™. Aplicando

proposicao 1.5.2, item 5 para a projecao na primeira coordenada
g'lvz,, : Spec C; @p, D, — Spec C,

segue que
QUi/m/VT/n, ~ (QB/A ®pB B/)~: gl*(QB/A) = g,*(QUi/Vki)'

Realizando a colagem dos feixes € v, para todos indices 7, m, obtemos entao o resul-
m

tado desejado, Qx//yr ~ ¢ (Qxyy). O
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Proposicao 4.2.2 Sejam f: X — Y eg: Y — Z morfismos de esquema. Entao, existe

uma sequéncia exata de feires sobre X

[ Qyyz—— Qx/z— Qx)y —— 0 (4.5)

Prova Escolha coberturas conforme a observagao 4.2, {WW; =Spec Z,} de Z e {V; =Spec
Y;} de Y tais que g(V;) C Wy,. E novamente utilizando a observacao, a partir de {V;},
obtenha uma cobertura {U,, =Spec X,,} tal que f(U,,) C Vi, . Assim, para cada U,
f(Un) C Vi, e g(Vi,,) C Wy

de anéis induzidos g;-: Zy;, — Y, e fl Yy, — X, aplicamos o teorema da primeira

Considerando entao para cada m,j os homomorfismos

jm*

sequeéncia exata, teorema 4.1, com A = 7, B =Y}, e C = X, no enunciado daquele

teorema, para obtermos a sequéncia exata
Qy, )2, BV, Xy — QXW/Zk.J.m — Qx,. /v, — 0.

E ao tomar seus feixes associados, e utilizando proposig¢ao 1.5.2, item 5 em f|gpec x

m *

Spec X,,, — Spec Y}, para garantir que <QYkm/ij Ry, Xm) f*QYkm/ij , segue
Pz, — Qxzg, ) — Qxyy, ) — 0

Realizando a colagem dos feixes associados ao longo dos abertos da cobertura, e colando
juntos os respectivos morfismos que compoem cada uma das sequéncias exatas, concluimos

que a sequéncia (4.5) é exata. [
A prova da proposi¢do a seguir utiliza o teorema da segunda sequéncia exata 4.2 e é

semelhante a prova das duas proposigoes anteriores. Iremos apenas estabelecer o resultado.

Proposicao 4.2.3 Seja f: X — Y um morfismo, e seja Z um subesquema fechado de

X, com feize ideal .Z, entao temos a sequinte sequéncia exata de feixes sobre Z

S| I " Qx/y ® Oz — Qgpy 0 (4.6)

A seguir provaremos um resultado de importancia.

Proposicao 4.2.4 Sejam A um anel Y = Spec A, e seja X = P. Entao existe uma

sequéncia exata de feizes sobre X, dada como

00— Qxyy — Ox(—1)%"+! Ox 0



CAPITULO 4. DIFERENCIAIS 81

Prova Temos X = Proj S, onde S = A[xy,...,z,] é o anel de coordenadas homogéneas
em n + 1 indeterminadas. Sendo S um anel graduado, podemos escrever S na forma de
soma direta de suas partes homogéneas S = @, ., Sn, onde S, é a parte homogeénea de
S de grau n. Seja entao E o S-médulo graduado S(—1)®""! a soma direta de n + 1
cépias de S(—1) = @, Sn—1. Considerando o i-ésimo fator de E, temos que a parte
homogénea de grau 1 de S(—1) serd simplesmente a parte homogénea de grau 0 de S
que é o anel A. Denote o elemento 1 € A desse i-ésimo fator de E por e; e considere
um homomorfismo entre esses S-moédulos graduados ¢: E — S satisfazendo a condigao
o(e;) = x;. Seja M o nicleo desse homomorfismo. Com isso, temos uma sequéncia exata

a esquerda natural de S-modulos
00— M — FE—S.

a qual por sua vez, considerando-se os respectivos feixes associados, induz a sequéncia de

feixes sobre X

0 i Ox(—1)n+1 2 Gy —~ g

Verificaremos que essa sequéncia é exata.
Inicialmente, veremos que @: Ox(—1)®"t1 — Oy é sobrejetiva. Para isso, considere uma
) )

cobertura aberta {U; = D, (U;)} de X = P" e o morfismo ¢ restrito a U;. Como
U; = Spec Alzo, ..., x,]s, = Spec Sy,
entdo |y, nada mais é do que o morfismo induzido a partir do homomorfismo de anéis
Oz, 0 By —> Sz,

Observe que o homomorfismo ¢: E — S nao é sobrejetivo, pois os elementos de grau 0 de S
nao possuem correspondente em E. Contudo, localizando F,S numa certa indeterminada
x;, obtemos que a aplicacao ¢,,: E,, — S,, das localizagoes em z; induzida a partir de

¢: B — S, definida como e; /2 — z;/2}, é um homomorfismo sobrejetivo. De fato, se

7
(ao+> aj, j.xd’ - ... xir)/x! é um elemento de S,,, com ag, ajy._j, € Ajo+...+jn >0,
entao

ap€; +Zam jn€s 33'0 ..
m+1 '

onde s =max 2,0 = 1,...,n tal que j;

GSOQ: aO"’Zam n Y x%)/m;n)

, @lu, é sobrejetiva e por sua vez @ é

sobrejetiva.
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A injetividade de M — 02" pode ser verificada de maneira semelhante valendo-se da

condicao de que a sequéncia nas localizacoes
0 — M, — E,, — S, —0

¢ exata.

Em seguida, provemos que M0 X/Y -

Sendo E = S(—1)®""! entao p,, 6 um homomorfismo de S, ,-médulos livres, em que E,,
possui o conjunto {eg/x;,...,e,/x;}, como base e Ker ¢, = M,,. Mostremos que M,, é

um modulo de posto n cujos geradores sao os elementos

{ﬁ_ﬁﬁ},#@; (4.7)

Assim, seja h € Ker ¢,,. Podemos escrever h como

Aplicando g;

Observando que @;(e;/x;) = 1, segue que

Zo Tp _ .T_

J#i

Zo n Z; €;
(2 m) o)
{;j v ) |
_ij( )(&_ﬂe_)
i Z; Z; Z; T; X

(4.7) também sera linearmente independente pois se tivermos

Assim, podemos escrever h como

h=Yf (if’ %)

JFi

Zb — (z;/2;)e;) = 0 ,onde b; = Zam i € S,
JFi

entao

> biej — ( b, x]> =0€ M,, (4.8)

j#i JFi
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Denotando por m’ o maior entre os m; que aparecem em cada b;, e tomando o produto

/ ~ .
de I pela expressao acima (4.8), temos
. / - . ’
2:2: ol e ™ T _E:E: I R L SV (P
( Qjoerjin TG " e T T > e; < Wjoeojp TG " e T T zjle; =0,
JF# J#
em M. Como {ey,...,e,} é base para M, segue que cada coeficiente a;,...;, se anulard,

donde cada b; € 0.

Com isso, temos que M|y, = M,, é um Opy,-mbdulo gerado pelas segoes

Sendo U; ~ Spec Alxo/xi, ..., xn/x;], entdo pelo exemplo 4.1, Qx/y |y, ¢ um O|y,-

médulo gerado pelas secoes d(x;/x;), j # i. Observacao feita, defina a aplicacdo ¢;: Qx/y |y, —

]\A/[/Ui como
pi(d(z;/2)) = (1/a})(zie5 — xje,).
Definida assim, ¢; leva um gerador de 2 X/lei em um gerador de MUZ. e portanto é um

isomorfismo. Precisamos por ultimo, realizar a colagem dos isomorfismos ¢; nos abertos

U; para obter um isomorfismo ¢: Qx/y — M. De fato, sobre os abertos U; N U;, temos

(xr/2;) = (wr/x;) - (xj/x;). Dai, em Qx/y

d(@&) :ﬁd<ﬁ) +ﬂd<ﬁ)
x]- ZT; l’j ZT; xX; CC]'

U;nU; temos que

donde

Aplicando ¢; no lado esquerdo,

o5 (d (%) - ”;—’;d <%)> = (1/22)(ziexr — zxe;) — %(l/m?)(xiej —zje) =

J

1 x; 1 x; [
——(zjer — ane;) =~ —(jen — Thes) = @; <—]d (—k>) :
J

T ;T ZT; T

Portanto, a colagem fica bem-definida e concluimos que M~Q X/Y-

U



Capitulo 5

A INVARIANCIA BIRRACIONAL
DO GENERO GEOMETRICO

Neste capitulo, apresentaremos o resultado principal deste trabalho. Inicialmente, de-
finiremos o conceito de variedade a partir das nogoes de esquema e exibiremos alguns re-
sultados pertinentes. A seguir definiremos o conceito de género geométrico e mostramos
que duas variedades projetivas birracionais e nao-singulares sobre um corpo algebrica-
mente fechado k possuem o mesmo género geométrico. Concluindo o capitulo, veremos

aplicagoes desse teorema e outros resultados.

5.1 Variedades nao-singulares

Inicialmente, apresentemos o conceito de variedade abstrata.

Definicao 5.1.1 Definimos uma variedade abstrata X como sendo um esquema inteiro
separavel do tipo finito sobre um corpo algebricamente fechado k. Além disso, se tal

esquema for préprio sobre k, diremos que a variedade é completa.

Observagao 5.1 : A partir de uma variedade V' é possivel obter um esquema (Veja
[1], proposicao 2.6, pdgina 78), o qual é dito o esquema associado a V. Dessa forma,
podemos identificar variedades com seus esquemas associados. Portanto, mediante essa
identificacao, daqui em diante iremos nos referir a uma variedade abstrata simplesmente

como uma variedade.

Definicao 5.1.2 Uma variedade X sobre um corpo algebricamente fechado k é dita nao-

singular se os anéis locais de X sao anéis locais regulares.

84
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O resultado a seguir estabelece uma conexao entre a nao-singularidade e diferenciais.

Proposicao 5.1.1 Seja X um esquema irredutivel separdvel do tipo finito sobre um corpo
algebricamente fechado k. Entao Qx, € um feize localmente livre de posto n = dimX se,

e somente se, X € uma variedade nao-singular sobre k.

Prova Se z € X for um ponto fechado, entao o anel local B = Ox, tem dimensao
n, corpo residual k e é a localizacao de uma k-dlgebra do tipo finito. Além disso, o
médulo de diferenciais Qg /i, de B sobre k é igual ao talo (Qx/;), do feixe Qx ;. Portanto,
podemos aplicar proposigao 4.1.7 e com isso obtem-se que (£2x/;), ¢ livre de posto n se,
e somente se, B é um anel local regular. O resultado segue aplicando proposicao A.4.5

e a proposicao 1.7.3. [

Proposicao 5.1.2 Seja X uma variedade nao-singular sobre k. Seja Y C X um subes-
quema fechado irredutivel definido por um feize de ideais &. Entdo Y € ndo-singular se

e somente se
1. Qyx € feizve localmente livre

2. a sequéncia exata em (4.6) é também exata a esquerda

Além disso, neste caso, . é localmente gerado por r = codim(Y, X) elementos, e .7 | 9>

¢ um feixe livre de posto r sobre Y.

Prova Se as assercoes (1) e (2) sdo vélidas, entao {2x/; é localmente livre, de modo que
pela proposigao 5.1.1, precisamos mostrar apenas que o posto de Qy/, é igual dim Y.
Entao seja ¢ =posto Qy/,. Sabido que Qx/, ¢ localmente livre de posto n, entao, em
virtude da sequéncia exata na assergao (2), temos que .# /.2 é localmente livre sobre YV
com posto n — ¢. Aplicando o lema de Nakayama (apéndice A.2), segue que . pode
ser localmente gerado por n — ¢ elementos, de modo que dim Y > n — (n — q) = q.
Considerando agora qualquer ponto fechado y € Y, teremos que ¢ = dimg m,/ mz devido
a proposicao 4.1.5 e entao ¢ > dim Y por A.4.1, apéndice. Portanto, ¢ = dim Y. Isto
mostra que Y é nao-singular, e ao mesmo tempo estabelece a outra afirmacao da assercao
(2), j& que sabemos que a codimensao de Y em X é igual a n — q.

Agora a reciproca. Assuma que Y ¢é nao-singular. Entao €1x/y ¢ localmente livre de
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posto dim Y = ¢, donde segue diretamente o fato (1). Pela proposicao 4.2.3, temos a

sequencia exata

I) 7?2 Qx ) ® Oy 2 Qyp—— 0

Considere um ponto fechado y € Y. Entao Ker ¢ é localmente livre de posto r = n —¢ no

ponto y, de modo que é possivel escolher secoes x1, ..., r, € £ numa vizinhanca adequada
de y, tais que dxq,...,dx, geram Ker ¢. Seja ' o feixe ideal gerado por z1,...,x,, e
seja Y’ o seu subesquema fechado correspondente. Entao, por construcao, dzi,...,dx,

geram um subfeixe livre de posto r de 2x ® Oy, numa vizinhanca de y. Segue entao que

na sequéncia exata para Y’

ﬂ//(ﬂ’2—y>ﬁx/k®ﬁy/ L QY’/k—>O

d" é injetiva, ja que sua imagem ¢é livre de posto 7, e Qy//; é localmente livre de posto
n —r. A parte anterior da demonstracao nos mostra que Y’ é irredutivel e nao-singular
de dimensao n — r numa vizinhanca do ponto y. Mas Y C Y’, . = .#’, o0 que nos permite

concluir que ¢ é injetiva como desejado. [

5.2 0O Teorema

Primeiramente, estabelecamos o conceito de birracionalidade entre duas variedades

projetivas, e a seguir a nocao dos feixes canonico e tangente.

Defini¢ao 5.2.1 Seja XY variedades projetivas, e considere os pares (U, ¢y ), onde U
¢ um aberto nao-vazio de X e ¢y é um morfismo de U para Y. Dois pares (U, ¢p),
(V, ) s@o equivalentes se py e ¢y sdo iguais em U N V. Defina uma aplicacao racional

¢: X — Y como sendo uma classe de equivaléncia (U, ¢r) sob essa relagao.

Observagao 5.2 Em geral, um mapa racional nao é uma aplicacao de X para Y. En-
tretanto, tomando a unido U de todos os abertos U, nos pares (U,, f,) que pertencem a
classe de equivaléncia do mapa racional, é possivel obter um representante maximal (U, f)
para a aplicagao, com [ definida de tal maneira que fiy, = f,. O aberto U construido

dessa maneira é um aberto denso e é dito o dominio do mapa racional p: X — Y.

Definicao 5.2.2 Um mapa birracional ¢: X — Y é um mapa racional que admite um

mapa racional ¢: Y — X satisfazendo ¥ o ¢ = idx e @ 01 = idy como mapas racionais.
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Y é dita uma inversa para . Dizemos que X é birracionalmente equivalente a Y se existir

um mapa birracional de X para Y.

Definiremos a seguir a Algebra Exterior de um feixe de &'x-mdédulos % .
Dado um A-mdédulo M, denotando por T"(M) o produto tensorial de M uma quantidade
n de vezes, definimos uma A-dlgebra T'(M) como sendo T'(M) = P, T"(M). Com isso,
a dlgebra exterior de M, que serd denotada por A\ M sera o quociente de T'(M) pelo ideal
gerado pelas expressoes de x @ x, ¥ € M. Dessa maneira, A M = P, o, \" M. Com base

nesse fato, entao

Defini¢ao 5.2.3 Seja (X, Ox) um espago anelado e F feize de Ox-mddulos. Defini-
remos a dlgebra exterior \ F de F como sendo o feire associado ao pré-feize definido
associando-se a cada aberto U, o elemento \(F(U)), que é uma Ox-dlgebra haja vista

F(U) ser um Ox(U)-mddulo. Dado n natural, dizemos que a componente \"F € a

n-ésima poténcia exterior de F.

Defini¢ao 5.2.4 (Feixe Tangente e Feixe candénico) Seja X uma variedade nao-
singular sobre um corpo k. Defina o feixe tangente de X como sendo #x = Home, (Qx/k, Ox).

Defina também o feixe canoénico de X como sendo wy = A" Qx/y.

Observe que wx é um feixe invertivel. Agora, antes de enunciar o teorema, definimos
o género geométrico p,(X) de uma variedade X projetiva e nao-singular sobre um corpo
k como sendo py(X) = dimyI'(X,wx). Do fato de I'(X,wy) ser um espaco vetorial de

dimensao finita, temos que py(X) é um nimero nao-negativo.

Teorema 5.1 (Invariancia birracional do género geométrico) Seja X e X' duas va-

riedades birracionalmente equivalentes, projetivas e nao-singulares sobre k. Entdo p,(X) =

py(X7).

Prova Seja f: X — X’ um mapa birracional e denote por V' C X o dominio do mapa
racional f (Como na observagao 5.2). Assim, f: V — X’ é um morfismo que representa
esta aplicagao racional e além disso V' é denso em X. Entao aplicando a proposigao 4.2.2

para f e o morfismo X’ — Spec k dado pela hipdtese, obtemos uma aplicacao
f*QX/ — Qv.

Pela proposigao 5.1.1, este é um morfismo de feixes localmente livres de posto n = dim

X, de modo que obtemos uma aplicacao induzida nas poténcias exteriores f*wyx —
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wy. Esta aplicacao por sua vez induz uma aplicacao entre os espacos das secoes globais
[N X' wx) = I'(V,wy). Agora, como f é birracional, existe um aberto U C V tal
que f(U) é um aberto de X', e f induz um isomorfismo de U para f(U). Portanto,
wy|y ~ wxr|pey via f. Do fato de que a secao global nao-nula de um feixe invertivel
nao pode se anular em um aberto denso, concluimos que a aplicacao de espagos vetoriais
[ T(X wx) — I'(V,wy) deve ser injetiva. Em seguida, devemos comparar I'(V,wy ) e
(X, wx).

Inicialmente, mostremos que X — V' tem codimensao maior ou igual a 2 em X. Com
efeito, isso é consequéncia do critério de valoracao para morfismos proprios, teorema 2.1.
Se p € X é um ponto de codimensao 1, entao Oy, é dominio de valoracao discreta ja
que X é nao-singular, proposicao A.4.3. Sendo X’ é projetivo, como consequéncia do
teorema 2.3, X’ é préprio sobre k. Assim, temos um morfismo préprio g: X’ — Spec k.
Para aplicarmos o critério, levaremos em consideragao o corpo de fragoes Q(Ox ). Observe
que Q(Ox,p) € o corpo de funcoes K da variedade X, e por sua vez K = Ox ), sendo A o
ponto genérico de X. Veja que como V' é um aberto denso, entao A € V. Dessa forma,
restrigindo f temos uma aplicacdo f1: Spec K — X’ do ponto genérico de X para X'.
Assim, o critério de valoracao para morfismos préprios garante a existéncia de A: Spec

Oxp, — X' satisfazendo o diagrama comutativo a seguir.

Spec K i X'
7 g
Spec Ox, —— Spec k

Tal morfismo pode ser estendido a uma vizinhanca de p, donde devemos ter p € V
pela defini¢ao de V.

Agora precisamos mostrar que a aplicagao de restrigao natural I'( X, wx) — I'(V,wy)
é bijetiva. Para isso, é suficiente mostrar que para qualquer aberto afim U C X tal que
wx|y ~ Oy, temos I'(U, Oy) — T'(U NV, Oynav) bijetiva. De fato, a injetividade segue do
fato de UNV ser denso em U. Portanto, uma se¢ao nula em U NV serd nula em U. Agora,
dada uma segao s de I'(U NV, Oyny ), observe que devido ao fato de que U — (U NV') ter
codimensao maior ou igual a 2 em U, entao os pontos de codimensao 1 de U estao em
UNV. Além disso, pelo fato de X ser nao-singular, X é normal. Entao, sendo U =Spec
A, como consequéncia da proposicao A.4.4, apéndice, segue que A = NA,, com a
intersecao sendo tomada sobre as localizacoes de A em ideais primos p com altura 1.

Como s estd definida nos pontos que correspondem aos ideais primos de cada A,, entao
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s regular nos pontos de Spec A = U e portanto ela define uma secao de I'(U, Oy ), o que
nos garante a sobrejetividade.

Combinando tais resultados, vemos que
dimI( X' wx) < diml'(V,wy) = dimI'(X, wx)

donde p,(X’) < py(X). Obtemos a outra desigualdade por simetria, e portanto, con-
cluimos que py(X) = py(X’). O

5.3 Outros Resultados e Aplicacoes

Os resultados a seguir tratam do comportamento do feixe canonico de uma subvari-
edade nao-singular de uma variedade nao-singular. Em seguida, falaremos a respeito de
variedades racionais e apresentaremos um resultado que permite verificar se uma hiper-

superficie de grau d em P" é uma variedade nao-racional.

Definicao 5.3.1 Seja Y uma subvariedade nao-singular de uma variedade nao-singular
X sobre um corpo k. Chamamos de feixe conormal de Y em X, o feixe localmente livre
S/ 7% sendo & o feixe ideal que dd a estrutura de subesquema fechado em Y. O seu
dual A5/ x = Homg, (7] 92, Oy) seré entao o feixe normal de Y em X. O feixe Nyyx é

um feixe localmente livre de posto r = codim(Y, X).

Proposicao 5.3.1 Seja 0 — ' — % — F" — 0 uma sequéncia exata de feizes
localmente livres, tais que F,.F' e F" possuem postos n',n e n” respectivamente. Entao

eiste um isomorfismo \" F ~ \N" F @ N" F".

Prova Com efeito, provemos o resultado para espagos vetoriais, mas o argumento pode
ser adaptado a médulos. Dessa forma, supondo uma sequéncia exata 0 — U — V —
W — 0, em que U, V, W sejam espacos vetoriais de dimensao u, v e w respectivamente e
s:U =V, r:V — W os homomorfismos que compoem a sequéncia. Defina em seguida
o homomorfismo
u w v
A NUe AW — AV
(@ Ao Nay) @ (b1 A Aby) — s(a) Ao As(ay) Ar7H(by) ... ArH(by)

Esta aplicagao estd bem-definida, haja vista ser W ~ V/s(U) e para elementos cujas

coordenadas r~!(b;) pertencam a s(U), a sua respectiva imagem por A serd nula. A
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aplicacao A assim definida é nao-nula, de forma que é portanto uma aplicacao sobrejetiva

entre espacos vetoriais de dimensao 1, e portanto um isomorfismo. [

Antes de apresentar o proximo resultado, relembremos que uma variedade X é definida
como sendo um esquema inteiro separavel do tipo finito sobre um corpo algebricamente
fechado k. Definida assim, observe que de fato X é um esquema Noetheriano. Com efeito,
ser do tipo finito sobre £ significa que existe um morfismo f: X — Spec k com a condicao
de que f~'(Spec k) é coberto por uma quantidade finita de abertos afins {U; = Spec A,}
e cada A; é uma k-algebra finitamente gerada. Dai A; é um anel noetheriano. Se além
disso, a variedade é nao-singular, entao seus anéis locais sao regulares. Portanto, isso nos
permite confirmar que uma variedade nao-singular X é em particular um esquema inteiro
separavel noetheriano e regular em codimensao 1 e além disso uma subvariedade nao-
singular fechada de codimensao 1 é um divisor primo de X, conforme visto no capitulo 3.
Em virtude do teorema 3.1,um divisor de Weil Y pode ser visto como um divisor de
Cartier sobre X, que chamaremos de D, de modo que faz sentido considerarmos o subes-
quema fechado associado a esse divisor de Cartier ( Veja definigao 3.3.1 ), nesse caso, o

préprio subesquema Y.

Proposicao 5.3.2 Seja Y uma subvariedade nao-singular de codimensao v em uma va-
riedade nao-singular X sobre um corpo k. Entao temos wy ~ wx @ N\ Myvx. No caso
r =1, considerando Y como um divisor e sendo £ seu feixe associado invertivel sobre

X, vale wy ~wx @ L QR Oy
Prova Considere a sequéncia exata (5.1)

0—>j/f2—>Qx®ﬁy—>Qy—>O

Considerando Qx feixe localmente livre com posto n e aplicando a proposicao 5.3.1

para essa sequéncia, obtemos

/\Qx®ﬁyﬁ (/\Qx> ® Oy ~ /_\QY®/\(j/j2),
donde .
wx ® Oy ~wy ® \(I/57).

Utilizando o fato que a formacao de poténcias exteriores comuta com a operacao de tomar

o feixe dual, concluimos que wy ~ wx® /A" A5, x. No caso r = 1, temos que Sy ~ Z(-Y)
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(proposigao 3.3.2). Portanto, pela proposigao 3.3.1,
I L(-Y) L(-Y) ~ L(-2Y)
e dai,
I I~ L(-Y)]L(-2Y) ~ L (-Y) ® Oy,

donde tomando-se o feixe dual vale A5/ x ~ Z(Y) ® Oy. Denotando .Z(Y) apenas por
£, entao, para r = 1, obtemos wy ~wx ® £ ® Oy. [

Antes de prosseguirmos, definimos uma variedade como sendo racional se ela é birra-
cionalmente equivalente a P" para algum n natural. A principal implicacao do proximo
resultado é oferecer um teste para verificar se uma hipersuperficie de grau d é uma varie-

dade nao-racional.

Proposicao 5.3.3 Seja X =P" e Y = k. Entio wx ~ Ox(—n — 1). Além disso, se Z

for uma hipersuperficie de grau d, d > 2, entdo wy ~ Oz(d —n —1).

Prova Considere a sequéncia exata exibida na proposigao 4.2.4

0 QX ﬁx(—l)n—H ﬁX 0 (52)

Utilizando a proposi¢ao 5.3.1 na sequéncia exata (5.2), e calculando as poténcias ex-
teriores maximas de cada elo, obtemos

n+1
wx & ﬁX ~ /\ ﬁx(—l)n+1 (53)
Observe que para n = 0, naturalmente obtemos que /\”H Ox(=1)""! ~ Ox(—n —1).
Supondo que fixado um inteiro nao-negativo k tal fato seja verdadeiro, entao por meio da

sequencia exata
0 — Ox(=1)" — Ox(—-1)"? — Ox(~1) — 0

definida de maneira natural e aplicando novamente proposicao 5.3.1, segue que

k+2 k+1

N Ox (1) = \ ox(-1)* "' @ )\ Ox(-1)

Portanto, pela hipdtese de inducao, conclui-se que

k+2

/\ Ox (1) ~ Ox(—k — 1) ® Ox (1) = Ox(~k - 2),
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conforme desejado. Com isso, concluimos que A\"*' @x(—1)""' ~ @x(—n—1) e podemos

entdo reescrever (5.3) como
wy ® Ox ~wx ~ Ox(—n —1).

Agora seja Z uma hipersuperficie de grau d em P". Entao, considerando Z como um divisor
de X, pela proposicao 3.1 temos que Z ~ dH, com H sendo o hiperplano xy = 0 de
P". E devido ao resultado proposigao 3.3.1, sendo .# o feixe ideal associado a Z, temos
que & ~ #(—dH), pela proposigao 3.3.2. Com isso, ¥ /9% ~ L (—dH)/ L (—2dH) ~
ZL(—dH)® Oy. Dessa maneira, seu dual A7/ x ~ £ (dH)® 0. Pela proposigao 5.3.2,

segue que

Observe que dado s inteiro positivo, entao @x(—s) nao possui segdes globais, e isso implica
que py(P") =0, n > 1. devido a proposigao 5.1, concluimos que se X é uma variedade
racional, entao py(X) = 0. Com esse resultado, é possivel discernir se uma hipersuperficie
Y nao-singular de grau d em P" é uma variedade nao-racional, (nesse caso, p,(X) # 0).
Além disso, permite concluir que existem variedades nao-racionais em todas as dimensoes.

Exibiremos a seguir a aplicacao desse resultado em alguns casos particulares do feixe wy .

(1) n = 2, d = 2: Y é uma conica em P?, e wy = Oy(—1). Y pode ser visto como

imagem de um mergulho 2-uplo de P!
w: Pt — P?

(ag : ar) — (apag : apay : aray)

(2) n = 2, d = 3: Y é uma curva ctibica plana nao-singular e wy ~ 0y. Dai, p,(Y) =
dim I'(Y,wy) = 1, donde concluimos que Y é nao-racional.

(3) n = 2, d > 4: Para uma curva plana de grau arbitrdrio d, teremos a expressao
wy =~ Oy (d — 3). Com isso, py(Y) > 0 e portanto a curva é nao-racional.

(4) n = 3, d = 2,3: Aqui as hipersuperficies Y sdo quadricas e ciibicas nao-singulares
de P?, com wy ~ Oy (—2), Oy(—1), respectivamente. p,(Y) = 0. Tais hipersuperficies, de

fato, sao racionais.
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(5) n = 3, d > 4: Outro exemplo de hipersuperficies nao-racionais, wy ~ Oy (d — 4),
pg > 0.
(6) n = 4, d = 3,4: As cibicas e qudrticas em P* possuem p, = 0. De todo modo é

sabido que no geral elas ndo sao variedades racionais. Veja [7] e [8].

Finalmente para o caso n geral, com d > n + 1, temos um resultado revelante. Tal
hipersuperficie Y nao-singular de P" satisfaz wy ~ Oy (d —n — 1), donde py(Y) > 0e Y
é nao-racional. Com isso, podemos concluir a existéncia de variedades nao-racionais em

todas as dimensoes.
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APENDICE A

A.1 Limites diretos

Definicao A.1.1 Seja I um conjunto dirigido e parcialmente ordenado. Definimos um
sistema dirigido como sendo uma familia de objetos {X;, 7 € I'} indexados por I e tal que

para cada par 4,7 € I com 7 < j, exista um morfismo f;;: X; — X, satisfazendo:
1. fi € a funcao identidade de X;
2. fik=fjofijparat <j<k

A familia (X;, fi;) definida dessa maneira é dito um sistema dirigido sobre 1.

Agora passemos a definicao do limite direto de um sistema dirigido.

Defini¢ao A.1.2 Seja (X;, fi;) um sistema dirigido. Um elemento pertencente a essa
familia é da forma (x,7), onde z € X;. Assim, defina uma rela¢do sobre esses elementos
de tal maneira que (z;,4) ~ (z;, ) se existir k € I e morfismos fi, fjx tais que fix(x;) =
fik(x;). Definimos o limite direto como sendo a unido disjunta dos elementos dessa familia

quocientado por essa relacao hﬂXi =X/ ~.

O limite direto é dotado da seguinte propriedade universal: Seja (X;, fi;) um sistema
dirigido sobre uma categoria de objetos /. O limite direto é um objeto X em o/ de-
terminado por (X;, f;;) junto com morfismos ¢;: X; — X satisfazendo ¢; = ¢; o f;;. Se
existirem um outro objeto Y em & e morfismos 1;: X; — Y satisfazendo ; = 1; o fi;,

entao existird um unico morfismo u: X — Y fazendo o diagrama seguinte comutar:

95



APENDICE A. 96

Exibiremos a seguir um exemplo pratico do calculo de um limite direto.

Exemplo A.1 considere o ponto (p) € Spec Z, em que p € um nimero primo. Para cada
inteiro f, seja D(f) o aberto principal correspondente na topologia de Zariski de Spec 7.
Assim, (p) € D(f) se, e somente se, f ¢ (p), donde p nao divide f e, portanto, p e f sdo

relativamente primos. Construiremos um sistema dirigido a partir do conjunto
C, ={D(f)|f ep sao relativamente primos}.

Defina em C, a sequinte relagao de ordem
D(f) < D(g) se, e somente se, D(f) D D(g).

Agora, através da correspodéncia entre um aberto D(f) e o anel local Zy, e do fato de que
D(f) D D(g) se, e somente se g € rad(f), podemos obter homomorfismos de restri¢ao
PD(g),D(f) entre Zy e Ly definidos como

Pp(g).D(f): Ly —>  Z
T am™r a

m

r
_ — =
fm amfm gnm
em que g" = af, para algum n inteiro positivo, donde g™ = a™ f™.
A aplicagao ppg),p(s) estd bem-definida e {Zy, pp(g),p(f)} € 0 sistema dirigido em questdo.

Calculemos agora o limite hﬂ Ly.
D(f)eCp
Para isso, suponhemos f inteiro positivo e expressemos um elemento r/f™ de Zy como

uma fracao irredutivel
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em que p nao divide t. Com isso, obtemos

(42:00) = (G.00)

em lg Zy, de forma que todo elemento de hg Zy pode ser expresso como (s/t, D(t)),
D(f)eCp D(f)eCyp
com s/t irredutivel.

Dai, seque que
i Zy = Z
D(f)eCyp
onde Z'(p) = {(Z, D(m))|n/m irredutivel. m,n € Z, mdc(m,p) = 1}. Podemos identificar
L) com Z'(p), fazendo n/m — (2, D(m)). Portanto,

li_n>n Ly = L)
D(f)eCyp

A nocao dual de limite dirigido pode ser estabelecida de maneira similar.

Definicao A.1.3 Seja I um conjunto dirigido e parcialmente ordenado. Definimos um
sistema projetivo como sendo uma familia de objetos {X;,i € I} indexados por I e tal

que para cada par 4,j € I com ¢ < j, exista um morfismo f;;: X; — X, satisfazendo:
1. fii € a funcao identidade de X;
2. fik=Jijo fir parai <j <k

A familia (X;, fi;) definida dessa maneira é dito um sistema projetivo sobre I.

Definicao A.1.4 Seja (X, f;;) um sistema projetivo. Um elemento pertencente a essa
familia é da forma (z,7), onde = € X;. Assim, o limite projetivo @Xi como
Im X; = {a € HXi|ai = fij(a;) para i < j}
icl

O limite projetivo também possui uma é dotado da propriedade universal: Seja
(X, fi;) um sistema projetivo sobre uma categoria de objetos 7. O limite projetivo
é um objeto X em & determinado por (X, fi;) junto com morfismos ¢;: X — X; satis-
fazendo ¢; = fi; o ¢;. Se existirem um outro objeto Y em & e morfismos 9;: ¥ — X;
satisfazendo 1; = f;;01;, entao existird um unico morfismo u: ¥ — X fazendo o diagrama

seguinte comutar:
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»j X v;
B f’Lj

X;

Xi

A.2 Lema de Nakayama

Proposicao A.2.1 (Lema de Nakayama) Sejam A um anel comutativo com unidade,
M um A-mdédulo finitamente gerado e a um ideal de A contido na intersecao de todos
o0s ideais mazximais de A, o radical de Jacobson % de A. Entao, se aM = M, seque que

M = 0.

Prova Suponha M # 0, e seja uy,...,u, um conjunto minimal de geradores de M.
Entao, como por hipétese aM = M, temos u, € aM, e dai, u, = aju; + ... + a,u,,
com a; € a. Com isso, segue que (1 — a,)u, = auy + ...+ ap_1Up—1. Como a, € Z,
1 —a, é uma unidade em A. Dessa forma, u,, pertenceria ao submoédulo de M gerado por
Uy, - .., U,_1, contradizendo a minimalidade do conjunto de geradores de M. Portanto, M

=0 0

Corolario A.2.1 Seja M um A-mddulo finitamente gerado, e N um submddulo de M,

com a C % um ideal. Entao se M = aM + N, seque que M = N.

Prova Segue do lema de Nakayama, aplicado ao médulo M /N, tendo em vista que

a(M/N) = (aM + N)/N. O

Corolario A.2.2 Sejam A um anel local com ideal maximal m, M um A-mddulo fini-
tamente gerado e x1,...,x, elementos M cujas imagens em M/mM formam uma base

para o espago vetorial M /mM . Entdo, os elementos x; geram M.
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Prova Seja N o submédulo de M gerado pelos x;. Entao as incluscées N — M —
M/mM, levam N sobrejetivamente sobre M /mM, e dai, N +mM = M. Pelo corolario
anterior, segue que N = M. [

A.3 Anéis de Valoracao

Definicao A.3.1 Seja K um corpo arbitrario e G um grupo abeliano totalmente orde-
nado. Definimos uma valora¢ao de K como sendo uma aplicagio v: K\{0} — G tomando

valores em G, sujeita as sequintes condigoes (x,y # 0)
1. v(xy) = v(x) +v(y)
2. v(z +y) > min(v(z),v(y))

Assim, dada uma valoracdo de um corpo K, podemos definir o conjunto R = {z €
Klv(z) > 0} U {0}. R é de fato um subanel de K, haja vista v(x +y) > 0,v(zy) > 0
e v(1) = 0 com as demais propriedades de anel herdadas naturalmente de K. R é dito
o anel de valoracao de v. Mais precisamente, um anel A é dito um anel de valoracao se
ele for um dominio de integridade e além disso ele for um anel de valoracao de alguma

valoracao v de seu corpo quociente.

R é um anel local com ideal maximal m = {z € K|v(z) > 0}. De fato, m ¢ fechado
para a operagao de soma e para ay com a € Ry € m, v(ay) > 0. Se x € R\ m, entao
v(z) =0 e como v(z-z7) =0, entdo v(x~') = 0, donde 27! € R. Entao x é unidade e
conclui-se que m é ideal maximal. Se p for um outro ideal maximal de R, entdo x € R\ m
implica que z é unidade e portanto, = ¢ p. Portanto, p C m. Se a valoragao v se anular
em um subcorpo k de K, isto é, v(k \ {0}), entdao diremos que v é uma valoracao de K/k
e R serd um anel de valoragdo de K/k. Em particular, quando G = Z, dizemos que a

valoracao é discreta e o subsequente dominio sera um dominio de valoracao discreta.

A.4 Miscelanea

Definicao A.4.1 Um anel local noetheriano A com ideal maximal m e corpo residual

A/m =k é dito um anel regular se dim A = dimy m/m?.

Proposicao A.4.1 Se A é um anel local noetheriano com ideal maximal m e corpo resi-

dual k, entdo dimim/m? > dimA.
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Prova Veja [5], pdgina 78. [

Definicao A.4.2 Seja k um corpo. Uma extensao K/k € dita separavelmente gerada se
K € uma extensao separdvel de uma certa extensao k(ty,...,t,)/k, onde cada t; é um

elemento transcendente sobre k.

Proposicao A.4.2 Se k é um corpo perfeito, entao qualquer extensao finitamente gerada

K/k é separavelmente gerada.

Prova Veja [5], pagina 194, Corolario. [

Proposicao A.4.3 Seja A um dominio de integridade que € também um anel local no-

etheriano de dimensao 1. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. A € um anel de valoracao discreta
2. A € inteiramente fechado
3. A € um anel local regular

4. m € um ideal principal
Prova Veja [6], proposi¢ao 9.2, pagina 94. [

Proposicao A.4.4 Seja A um dominio noetheriano inteiramente fechado. Entao A =

mp primo , ht p=1 Ap'

Prova Veja [5], teorema 38, pdgina 124. [

Proposicao A.4.5 Uma localizagao de um anel regular em um ideal primo € um anel

reqular.

Prova Veja [5], pagina 139. O

Proposicao A.4.6 Seja A um anel e

M'—= M— M" 0 (A1)
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uma sequéncia de A-modulos e homomorfismos. Tal sequéncia serd exata se, e somente

Se, a sequéncia
0 —— Hom(M",N)—~ Hom(M,N)—~ Hom(M',N) (A.2)

for uma sequéncia exata para qualquer A-mddulo N, em que f+— fowv e f— fou sao

de maneira natural as leis das aplicacoes U e w, respectivamente.

Prova Suponha que A sequéncia em (A.2) seja exata. Dessa forma, como consequéncia
da exatidao, U ¢ injetiva para qualquer N. Com isso, temos que v é sobrejetiva. De fato,
se assim nao for, entao Im v # M”. Considere entao, o homomorfismo h: M"” — N,
tal que Ay = 0, € by imey # 0. b assim definido é um elemento de Hom(M", N) e
claramente T(h) = hov = 0, 0 que contraria a injetividade de 7. Em seguida, temos que
uo v = 0, também por conta da hipdtese de ser seqiiencia exata. Logo, seja f: M" — N
uma aplicacdo, entdo wo v(f) = fovowu = 0. Tomando N = M” e considerando f a
aplicagao identidade, entao v o u = 0, ou seja, Im u C Ker v. Para verificarmos que Im
u D Ker v, tome N = M/Im u e seja m a projegao m: M — N. Aplicando % em 7, temos
u(m) = mowucom Im (mowu) =Im u/ Im u = 0. Portanto, 7 € Ker w. Como por hipétese
em (A.2), Im 7 = Ker @, entao existe ¢ € Hom(M", N) tal que m = ¢ ov e portanto Ker
v C Ker m = Im u, donde concluimos que (A.1) é exata. Vejamos agora a reciproca.
Admitindo que (A.1) seja uma sequéncia exata, entdao por hipdtese, temos v sobreje-
tiva, e como consequéncia disso, U serd injetiva. De fato, se tivermos o(f) = fov = 0,
onde f € Hom(M",N), entao fouv(M) = f(M") =0 e, portanto f = 0. Agora, resta
verificar que Im v = Ker u. Seja f € Im ©. Entao existe ¢ € Hom(M", N) tal que
f=gowv. Assim, u(f) = gowvou e pela hipdtese de exatidao em (A.1), vou =0, donde
segue que Im v C Ker w. E para a outra inclusao, se g € Ker @, entao u(g) = gou = 0,

donde conclui-se a outra inclusao. Portanto, (A.2) é sequéncia exata. [J



