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RESUMO

Nesta dissertacao abordamos o problema de injetividade de difeomorfismos locais em
dimensao dois, do ponto de vista da geometria de curvatura negativa. O teorema princi-
pal fornece um conjunto de condigoes suficientes para injetividade de um difeomorfismo
local f : My — M, entre superficies de Hadamard, que se baseiam inteiramente em
certas condicoes de transversalidade simples de serem satisfeitas por folheagoes defi-
nidas pelos horociclos associados a métrica de curvatura nao positiva variavel em M,
e My, e o pull-back por f de tais folheagoes. O Teorema fornece também uma de-
finicao geométrica para alguns dos resultados sobre a conjectura de estabilidade global
assintotica, em particular, apresenta uma extensao parcial da condicao espectral para

o caso de variedades de Hadamard.

Palavras chaves: Geometria. Topologia. Folheacoes (Matemaética).



ABSTRACT

In this work, we study the problem of injectivity of a local diffeomorphism on di-
mension two of the point of view of the geometry of negative curvature. The main
theorem provides a set of sufficient conditions for injectivity of a local diffeomorphism
f My — Ms, between Hadamard surfaces, which depends on certain transversality
conditions to be satisfied by simple foliations defined by horocycles associated to the
metric with non positive curvature varying in M; and M,, and the pull-back in f of
such foliations. This result gives a geometric definition for some of the results about
the global asymptotic stability conjecture, in particular, it has a partial extension of

the spectral condition for the case of Hadamard manifolds.

Keywords: Geometry. Topology. Foliations (Math).
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Apresentacao

Neste trabalho abordamos o problema de injetividade de difeomorfismos locais em
dimensao dois, do ponto de vista da geometria de curvatura negativa. O teorema
principal fornece um conjunto de condicoes suficientes para injetividade de um difeo-
morfismo local f : M; — M, entre superficies nao compactas simplesmente conexas
que se baseiam inteiramente em certas condicoes de transversalidade, as quais sao sim-
ples de serem satisfeitas por folheagoes definidas pelos horociclos associados a métrica
de curvatura nao positiva variavel em M; e Ms, e o pull-back em f de tais folheagoes.
O Teorema fornece uma definigdo geométrica para alguns dos resultados de [10] e [15],
em particular, apresenta uma extensao parcial da condigao espectral (ver [10]) para o
caso de variedades de Hadamard.

Os argumentos apresentados, de certo modo, revelam um aperfeicoamento, no lado
analitico, do método introduzido em [15] para mostrar injetividade de difeomorfis-
mos locais em R" que satisfazem certas condigoes algébricas. No presente trabalho,
porém, as nossas condigoes sao inteiramente geométricas e trabalhamos no contexto de
Superficies de Riemann, completas, simplesmente conexas, de curvatura nao-positiva
(superficies de Hadamard). O principio subjacente é que as fungoes de Busemann de
uma variedade de Hadamard desempenham um papel semelhante ao desempenhado por
funcionais lineares em espacos Euclidianos. A questao da injetividade de uma aplicacao
f reduz entao para o problema de selecionar um ponto no infinito, cuja fungao Bu-
semann distingue entre f(a) e f(b) quando a # b. Isto é feito usando a teoria do
grau.

A fim de mostrar que uma aplicacdo f é injetiva construimos primeiramente uma

aplicacao auxiliar, denotada por v, ; cuja sobrejetividade implica a injetividade de f.
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A aplicagao 9 ; estd naturalmente mergulhada em uma familia
{Yas;a>1,0<s<1}

obtida tomando curvas integrais de uma familia de trés parametros adequados de cam-
pos de vetores. Uma cuidadosa anélise geométrica permite provar que v, ¢ sobrejetiva
quando o = 1.

Antes de afirmar tais resultados devemos introduzir alguns conceitos. Comegamos,
neste capitulo, por recordar os principais resultados oriundos da geometria hiperbdlica,
vamos rever a nocao de horociclos, a qual diz que se v é um ponto no circulo unitario
T um v-horociclo (em relagdo a métrica de Poincaré no disco aberto unitério D) é um
circulo Euclidiano em D, que é tangente a 7" em v (excluindo-se v). A regido entre
dois v-horociclos distintos sera chamada um v-horoanel. Horociclos serao orientados
no sentido anti-horario.

No capitulo 2 iniciamos com o conceito e algumas propriedades da teoria das fo-
lheacoes, reunimos alguns fatos béasicos a cerca da convexidade de conjuntos e aplicacoes
convexas, recordamos algumas defini¢oes e propriedades tteis sobre variedades de Ha-
damard. Verificamos que uma superficie de Hadamard M é difeomérfa ao R?, definimos
uma relagao de equivaléncia entre geodésicas em uma variedade de Hadamard, cujas
classes sao chamadas classes assintéticas. Dedicamos o final deste capitulo para dis-
correr um pouco sobre caracteristicas elementares em variedades de Hadamard, tais
como: a soma dos angulos internos de um triangulo geodésico, a lei dos cossenos, a
unicidade das geodésicas e sua propriedade minimizante, as consequéncias da definicao
de assintoticidade de raios geodésicos, demonstramos um importante teorema que sera
fortemente utilizado no capitulo seguinte para justificar a unicidade de uma geodésica
que liga pontos finitos a uma classe assintética e, por fim, damos a definicao de simetria
geodésica.

No capitulo 3 verificamos que uma variedade de Hadamard pode ser compactada
de maneira natural pela introdugdo de M (o0), o circulo no infinito, ou fronteira ideal.
Um elemento de M (co) é uma classe de equivaléncia de geodésicas que ficam a uma
distancia finita uma da outra com o passar do tempo para +o00. As geodésicas da
métrica de Poincaré sao arcos de circulos perpendiculares ao circulo unitario e neste
caso M (o00) pode ser naturalmente identificado com T'. Dado um ponto no infinito v e
um ponto p em M, ha exatamente uma geodésica v por p na classe de v e escrevemos
v = 7,. Além disso, se a curvatura de M é negativa, ha exatamente uma geodésica
unindo quaisquer dois pontos distintos de M(oc0). Na fronteira ideal pode-se definir
uma topologia de tal modo que, para cada ponto p em M a identificacao natural entre

o circulo unitério no plano tangente em p e M(00) é um homeomorfismo. Finalizamos



1.2. A GEOMETRIA HIPERBOLICA 3

este capitulo fazendo um breve estudo sobre as fungoes de Busemann, apresentamos
uma forma alternativa para definir um v-horociclo, como um conjunto de nivel de uma
funcao de Busemann B, e algumas propriedades importantes: ela é uma fungao da
classe C? [11], seu gradiente tem comprimento um e —V B, (p) determina uma geodésica
na classe v.

No capitulo 4, provamos o teorema principal que, de certo modo, generaliza par-
cialmente a condicao espectral no caso de superficies de Hadamard e encerramos este
trabalho discorrendo um pouco sobre a relagao entre o teorema principal e a condicao

espectral.

1.2 A Geometria hiperbdlica

A origem da geometria hiperbdlica esta ligada ao questionamento de um dos cinco
postulados estabelecido por Euclides, mais precisamente, o quinto postulado. Esse
postulado, também conhecido como postulado das paralelas, numa versao moderna,

afirma que:
“Por um ponto P nao pertencente a uma reta + passa uma unica reta paralela a 7.

Esta geometria possui varios modelos, todos isométricos a uma variedade Rieman-
niana, completa e simplesmente conexa com curvarura nao positiva. Dentre esses mo-
delos apresentaremos o disco de Poincaré e o semiplano de Poincaré. O objetivo nao
é fornecer uma exposicao detalhada do assunto, e sim introduzir nogoes e conceitos.

Para mais detalhes recomendamos ao leitor [16].

Definigao 1.1. O disco de Poincaré é o disco D = {(x,y) € R* 2? +y? < 1}, munido

com a métrica Riemanniana dada pela sequinte expressao:

4(dz* + dy?)

ds? = —— T )
§ (1_$2_y2)2

Utilizando a identificacio (x,y) <— x + iy, de R* com o plano complero C, a

métrica serd

4|dz|?

ds? = ——
(1—1z])

2] < 1 (1.1)

O comprimento hiperbélico de uma curva diferenciavel v : [a,b] — D é dado por

R
Lo = / EEo | HOF)
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Proposigao 1.2. O disco D com a métrica (1.1) tem curvatura constante igual a —1.

Demonstragao. Afirmamos que a curvatura gaussiana do disco D com a métrica (1.1)

¢ dada pela expressao
Alog(A(z))

A%(2)

onde A representa o laplaciano. Na verdade, basta ver que as curvas coordenadas

K(z)=

xr = constante, y = constante sdo mutuamente ortogonais com respeito a métrica (1.1)

e portanto (ver [13], proposigao 6.3, pagina 296)

Ko L (e, (WE,
vee \\ ve ),"\'va ),

_2
1—[z[?

k-GG )
- #0555,

—1
= VAlog A

Desta forma, sendo £ = G = \?, com \ = temos que

Agora, sabendo-se que o laplaciano pode ser dado na forma A = 400, pela regra

do produto de Leibniz obtemos

4

Mos(A2) = T

e dai o resultado segue. O]

Proposicao 1.3. Uma aplicagao F : D — D € uma isometria do disco de Poincaré
que preserva orientacao se, e somente se, F' é uma transformacao de Mobius do tipo

T(z) = (1.2)

1—az’

onde 0 é um nimero real e a € um nimero complexo tal que |a| < 1. Em particular,

02 sio isometrias hiperbdlicas.

as rotagoes T(z) = €'
Demonstragao. Ver [16], pagina 17. ]

Definicao 1.4. Uma reta hiperbolica em um disco de Poincaré € uma reta ou circulo

(ambos Euclidianos) que intersectam o circulo unitdrio perpendicularmente.
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Usando a classificagao para isometrias hiperbdlicas dada pela proposicao 1.3, jun-
tamente com o fato de que transformacgoes de Mobius preservam angulos e levam retas

em circulos ou retas, provamos a assercao seguinte.

Proposicao 1.5. Entre dois pontos distintos no disco de Poincaré existe uma unica

reta hiperbolica.

Demonstracao. Sejam z; e zy dois pontos distintos de D. Suponhamos primeiramente
z1 = 0 e zp = w e seja L o diametro do circulo unitario C' que passa por w. Entao
L intersecta o circulo C' perpendicularmente. Agora, para z; e zo arbitrarios em D,
existe uma isometria hiperbélica do tipo (1.2) tal que T'(z;) = 0 e T'(22) = w. Assim,
T~1(L) passa por z; e 2y e, portanto, T~'(L) é um circulo ou uma reta, e além disso,
intersecta C' perpendicularmente. A unicidade da reta hiperbdlica vem da unicidade

da reta e do circulo euclidianos. OJ

Definigao 1.6. Seja v um ponto no circulo unitdirio S' = 0D. Um v-horociclo, em
relacao a métrica de Poincaré do disco unitdrio aberto D, € um circulo euclidiano em
D, que é tangente a S* em v, excluindo-se o ponto v. A regidgo entre dois v-horociclos

distintos serd chamada um v-horoanel.
Vejamos agora algumas propriedades dos horociclos no disco de Poincaré.
Proposicao 1.7. Os horociclos cobrem todo o disco de Poincaré.

Demonstracao. Seja S' = 0D, onde D é o disco de Poincaré. Fixado v € S!, escolha
um ponto qualquer em D, digamos z;. Entao basta considerar o diametro que passa
por v e tomar o ponto simétrico de z; em relagao a esse diametro, digamos zs. E claro
que zo € D e além disso, os pontos v, 21, € 25 determinam um circulo em D. Como z;

foi escolhido aleatoriamente, segue-se o resultado. [

Proposicao 1.8. Os horociclos sao curvas de nivel de uma submersao no disco de

Poincaré.

Demonstra¢ao. A menos de rotacao podemos supor que v = (0,—1). Desse modo,
seja C' = (0,7 — 1) o centro de um v-horociclo de raio r. Entdo, a equagao reduzida
22+ [y — (r — 1)]?> =r? nos da

2 +y? 42y +1
= : 0 —1.
22 ; v#0ey#

Assim, para cada r € (0,1) a aplicagao ¢ : D — (0,1) dada por

2 +y?+2y+1
2y +2

o(r,y) =
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é uma submersio. Logo, as curvas de nivel ¢~1(r) sdo os circulos euclidianos em D,

tangentes a S' = 9D em v, excluindo-se o ponto v. m

Definigao 1.9. Seja H C R? 0 semiplano superior: H = {(z,y) € R*y > 0}. Munido

da métrica
dx? + dy?

y2

tal modelo, chamado semiplano de Poincaré, torna-se geodésicamente completo e tem

ds® =

curvatura constante —1.

Este modelo é muito 1util para efetuar certos cdlculos em geometria hiperbdlica. A

transformacao de Mobius

T() = 2 (1.3

aplica conformemente H sobre o disco D de Poincaré. Além disso, T' é uma isometria,
por esta razao, H é completo e tem curvatura constante —1. A métrica em H é também
uma métrica conforme.

Como a transformacao T' leva geodésicas em geodésicas, circulos em circulos e

preserva angulos, temos a seguinte:

Proposigcao 1.10. As retas hiperbolicas no modelo H sao as retas ou os circulos eu-

clidianos, ortogonais ao eixo real.

Demonstra¢ao. Mostraremos que a curva diferenciavel v : [a,b] — H, a > 0, do eixo
dos y, dado por v(t) = (0,¢) é a imagem de uma geodésica. De fato, para qualquer

arco 1 : [a,b] — H dada por n(t) = (z(t),y(t)) com n(a) = (0,a) e n(b) = (0,b), temos

que
dy 2 dt
)|dt = -
/'77 ) /\/ dt) Y
dy dt bd
W _ .
pn Y ()

Segue-se que v minimiza arcos diferencidveis por partes e, portanto a imagem de v é
uma geodésica.

E facil ver que as isometrias de H

az+b
cz+d’

z=x+1y, ad—bc=1,
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transformam o eixo Oy em semi-circulos superiores ou em semi-retas x = xg, y > 0.

Estas curvas sao, portanto, geodésicas em H. O

Figura 1.1: Geodésicas do semiplano de Poincaré.



Capitulo 2

PRELIMINARES

Neste capitulo, estabelecemos algumas defini¢oes, notagoes e resultados usados no de-

correr do texto.

2.1 Folheacoes

Definicao 2.1. Uma folheacdo de dimensdo p e classe C" em uma variedade M de
dimensao m € uma decomposi¢cao de M em uma uniao de subconjuntos conexos disjun-
tos F = {La}aca, chamados as folhas da folheagdo, com a sequinte propriedade: Todo
ponto em M tem uma vizinhanca U e um sistema de coordenadas locais, de classe C",
dado por v = (x1,...,x,) : U — R™ tal que para cada folha L., as componentes de

UNL, sao descritas pelas equagoes da forma x,11 = constante ,--- ,x,, = constante.

Exemplo 2.2. Uma funcio f : R> — R de classe C" é uma submersao se, para todo
ponto x € R? temos que V f(x) # 0, neste caso todo mimero real é valor reqular de f e
pelo Teorema da funcdo implicita, por cada ponto x € R? passa uma curva de nivel de
classe C". Logo o plano todo fica decomposto por curvas regulares, esta decomposi¢ao

¢ um exemplo de folheagao reqular, e cada curva é chamada de folha da folheagao.

Definicao 2.3. Uma folheagcao F dada sobre um aberto U C R™ é dita folheagao
orientdvel, se existe campo de vetores sem singularidades definido em todo U e que

imduz a folheagao globalmente.

Exemplo 2.4. Folheagoes dadas por submersoes f : R? — R sdo orientdveis. Com
efeito, basta lembrar que o campo vetorial gradiente V f(x,y) é ndo nulo e perpendicular
as curvas de nivel, assim o campo vetorial ortogonal ao vetor gradiente definido por:

Vi) = (- F . P )
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¢ tangente as curvas de nivel de f, portanto as trajetorias deste campo coincidem
com a folheagdo definida por f, as proprias orientacoes das trajetorias induzem uma

orientacao nas folhas.

Definicao 2.5. Sejam M e N variedades e F uma folheagao. Dizemos que f : N — M
¢ transversal a F quando f € transversal a todas as folhas de F. Isto significa que para

cada x € N temos

(df)2(To(N)) + Ty (F) = T M.
onde por Ty (F) denotamos o espago tangente a folha de F que passa por f(x).

Teorema 2.6. Sejam F uma folheagao em M de classe C" e f: N — M, de classe
C", transversal a F. FEntao existe uma unica folheagao f*(F) em N de classe C”,
cujas folhas sao as componentes conexas dos conjuntos f~Y(F), F folha de F. Em

particular, se f é uma submersao f*F estda bem definida para qualquer folheacao F de

M.
Demonstragao. Ver [3], pagina 34. ]

A fim de afirmarmos nossos resultados, precisamos de um conceito mais fraco do

que transversalidade.

Definicao 2.7. Diremos que duas folheacoes diferencidaveis, planas e orientadas sao
vagamente transversais se, para cada ponto p em seu dominio comum de defini¢ao, ou

suas folhas sdo transversais em p ou sao tangentes, mas possuem orientacoes opostas.

2.2 Convexidade

Definigao 2.8. Uma fung¢ao g : R — R € conveza se para a < b e s € (0,1) vale a
desigualdade
g(a+ s(b—a)) < g(a) + s(g(b) — g(a)).

Definicao 2.9. Uma funcdo f em uma variedade Riemanniana M é convexa, se para

toda geodésica v : [0,1] — M a fungao f o~y é conveza.

Observacgao. Uma funcao f de classe C*, k > 2, em uma variedade Riemanniana M
é convexa se o seu determinante hessiano é positivo semidefinido, isto é, se (fo~y)” >0

para toda geodésica v em M.

Proposicao 2.10. Seja f uma funcao convexa diferencidvel em um conjunto convexo

W. Entao os unicos pontos criticos de f no interior de W sao minimos absolutos.
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Demonstragao. Seja p € W um ponto critico com f(p) = a. Se existisse um ponto
g € W com f(q) < a, entdo seja 7y : [0,1] — W a geodésica de p a ¢. Mas f(v(t)) < a
é convexo, para t € [0,1) e (f o) (1) = (Vf(p),7 (1)) > 0, uma contradigdo pois
Vf(p) =0. O

Teorema 2.11. Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura ndao positiva K.

Entdo a funcao distancia' d : W x W — R é conveza para todo subconjunto W C M.

Demonstra¢ao. Vamos provar que para as geodésicas ; : [0,1] = W, i = 1,2 a funcao
t — d(y1(t),72(t)) é convexa. Seja oy : [0,1] — W o segmento geodésico de 7;(t) a
Y(t) e Lia(t) = [y lo/(t)]dt = d(n(t),72(1). Se n(t) # 7(t), V¢ € [0,1], entdio,
pela segunda formula de variacdo, L diferenciavel e K > 0 implica L”(o(t)) > 0 (ver
detalhes em [2], pagina 7). Por outro lado, se v (ty) = 12(to), entdo L(o(tp)) = 0 é um

minimo absoluto e neste caso tamos que L é convexo. O

2.3 Variedades de Hadamard

Definicao 2.12. Uma variedade Riemanniana M completa e simplesmente conexa com

curvatura seccional nao positiva € chamada uma variedade de Hadamard.

O Teorema abaixo diz que se M ¢é uma variedade de Hadamard, entao M tem a

mesma topologia e estrutura diferenciavel do espaco Euclidiano R™.

Teorema 2.13. Se M ¢ uma variedade de Hadamard entao M é difeomorfa ao espago
euclidiano R™, n = dim M. Mais precisamente, em qualquer ponto p € M, a aplicacao

exponencial exp, : T,M — M € um difeomorfismo.
Demonstracao. Ver [4], pagina 151. ]

Corolario 2.14. Seja M uma variedade de Hadamard. Dados p,q € M distintos,
existe uma tnica geodésica vpq, com |v,.| = 1, 7p(0) = p, Ype(t) = ¢, e tal que
t=d(p,q).

Demonstracao. Como M é completa, pelo teorema de Hopf - Rinow, existe pelo menos
uma geodésica v entre p e gq. Se v é a velocidade inicial de tal geodésica (7/(0) = v),

entao exp,(v) = ¢. Como exp,, : T,M — M esta geodésica é tinica. ]

Observacao. Passaremos doravante a considerar todas geodésicas com velocidade

unitaria (chamadas de raios geodésicos), salvo mengao ao contrario.

1A distancia (Riemanniana) d(p,q) ¢ definida como sendo o infimo dos comprimentos de todas as
curvas diferencidveis por partes que ligam p a q.
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Proposicao 2.15. Seja M uma variedade de Hadamard, e seja X um campo dife-
rencidvel de vetores em M. Se existe uma constante ¢ > 0 tal que | X (p)| < ¢, para todo
p € M, entdo as trajetorias de X, isto €, as curvas p(t) em M com ¢'(t) = X (¢(t)),

estao definidas para todo valor de t.

Demonstracao. Seja p € M e p(t) a trajetéria de X tal que ¢(0) =p e ¢'(0) = X (p).
Pelo teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais temos que I = {t €
R; p(t) é bem definida} é da forma I = (w_,w;) C R. Suponha, por absurdo, que
wi < 00, como ¢'(t) = X (p(t)) temos que

w(t)=¢(0)+/0 X ((7))dr.

Assim,

olt) — p(0) = / X ((r))dr.

Logo, [o(t) — ¢(0)| = | Jo X(p(r))dr| < [|X(p(r))|dr < ct < cw,. Portanto
lp(t) — p| < cw; implica que ¢(t) € By, (p). Como By, (p) é fechado e limitado
em uma variedade de Hadamard, temos, pelo Teorema de Hopf e Rinow, que By, (p)
¢ compacto. Isto é um absurdo, ja que ¢ é uma curva integral, e assim, VK C M
compacto, existe ty tal que ¢(t) ¢ K, Vt > ty. Dai segue que ¢(t) estd definida para

todo t € R. Com isso wy = 0o, e de modo analogo, w_ = —o0. O

Definicao 2.16. Seja M uma variedade de Hadamard. Sep # q € M, seja vy, a inica
geodésica tal que v,(0) = p e Yp(t) = q, comt = d(p,q). O dangulo £,(m,n) subtendido
pelos pontos m,n € M em um ponto distinto p € definido por £(,,,(0),7,,(0)).

Assumiremos que em uma variedade de Hadamard, trés pontos nao colineares A,

B e C determinam um triangulo geodésico, onde verificam-se:

1. Lei dos cossenos: ¢? > a%+b*—2abcosf, onde a, b, ¢ sao os lados e 0 é o angulo

oposto a c.
2. Soma dos angulos: A soma dos angulos internos do triangulo é < 7.

3. Dupla Lei dos cossenos: Aplicando-se a lei dos cossenos duas vezes obtém-se

c < bcosa+ acospf.

Definicao 2.17. Duas geodésicas o e [ em uma variedade de Hadamard sdo ditas

assintdticas se existe um numero ¢ > 0 tal que d(«a(t), 5(t)) < ¢ para todo t > 0.

Observacao. Em R" a relacao de assintoticidade é o paralelismo de retas que sao

imagens de geodésicas com o mesmo sentido.
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Lema 2.18. As sequintes assertivas sao consequéncia da defini¢do:

1. Se a e B sao assintoticas, entao também o sao reparametrizagoes de o e 3 com

velocidades unitdrias e com a mesma orientacao de o e 3, respectivamente.

2. A relacdo de assintoticidade € uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos

0s raios geodésicos de M.

3. Se duas geodésicas assintoticas em M tém um ponto em comum, entao elas sao

1GUals, a Menos paramentrizacao.

Teorema 2.19. Seja o uma geodésica em M, {p,} uma sequéncia em M que converge
para p e {t,} uma sequéncia em R que converge para +oc. Se (3, € a geodésica de p,,
até a(t,) entdo B,,(0) converge para um vetor v na esfera unitdria em T,M, e B =,

é assintdtica a a.

Demonstragao. Seja ¢ > 0 um numero tal que d(p,, @(0)) < ¢ para todo n. Seja s, um
nimero tal que 5, (s,) = a(t,). Pela desigualdade triangular |s,, —t,| < d(p,, «(0)) < c.
Em particular {s,} converge para +oo. Agora, fixemos s > 0, e seja n tal que s < s,,.

Como a funcao t — d(f5,(t), a(t)) é convexa, temos que
d(Bn(s), a(s)) < max{d(5n(0), a(0)), d(Bn(sn), a(sn))}-

Mas d(5,(sn), a(sn)) = d(a(ty),a(sn)) = |tn — su| < ¢ e d(Bn(0),a(0)) < ¢, pois
Pn = Bn(0). Logo, d(B,(s),a(s)) < ¢ para todo s > 0. Alguma subsequéncia £ (0)
converge para v na esfera unitdria em 7,M. Pela continuidade da aplicagao exponen-
cial, d(f,(s), a(s)) < ¢ implica que d(v,(s),a(s)) < ¢ para todo ¢ > 0. Portanto, =, ¢é

assintdtica a «. O

Corolario 2.20. Dada uma geodésica o e um ponto p € M, existe uma unica geodéscia

B, tal que B(0) =p e B € assintdtica a .

Demonstracao. Claramente a existéncia segue do Teorema 2.19, enquanto que a unici-
dade é obtida pelos itens 2 e 3 do Lema 2.18. O

Definicao 2.21. Seja M uma variedade de Hadamard. Para cada p € M definimos
um difeomorfismo S, : M — M por

onde vy € uma geodésica qualquer de M, com ~v(0) = p, para todo t arbitrdrio. Alterna-

tivamente, podemos escrever

Splexp, (v)) = exp,(—v)
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para todo vetor v € T,M. Tal difeomorfismo € chamado de simetria geodésica.

A aplicacao S, estd bem definida pela unicidade da geodésica que liga dois pontos

quaisquer em uma variedade de Hadamard.



Capitulo 3

COMPACTIFICACAO NUMA
VARIEDADE DE HADAMARD

Nesse capitulo, apresentamos uma maneira natural de compactificar uma variedade de
Hadamard, definimos uma topologia para tais variedades e encerramos com um breve

estudo sobre as fungoes de Busemann.

3.1 Pontos no infinito

Definicao 3.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Dizemos que um ponto mo
finito de M € uma classe assintotica de raios geodésicos. O conjunto dos pontos no
infinito serd denotado por M(oc) e M = M U M (o) a compactificacio de M. Os

pontos de M serao chamados de pontos finitos e os de M(o0) pontos infinitos.

Exemplo 3.2. Se M ¢ o espaco hiperbolico n-dimensional, isto €, a bola unitdria em

R™ com a métrica de Poincaré, entio M (o) € a esfera limitante S™*.

Definigao 3.3. Sejay : (—oo, +00) — M uma geodésica. Dizemos que y(00) € a classe
assintdtica de t — ~(t). Dizemos ainda que v(—00) € a classe assintdtica da curva

reversa t — y(—t). Definimos a extensdo assintdtica de v por 7 : [—oo, +00] — M.

Proposicao 3.4. Uma vez que v realiza a distancia entre dois quaisquer de seus pontos,

temos que y(—o0) # v(00).

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que y(—o00) = v(o0). Entao [y] e [y™!] sdo
assintoticas, isto é, existe ¢ > 0 tal que d(y(t),7 *(t)) < ¢ para todo t. Ou seja,
d(v(t),v(=t)) < c para todo t. Mas d(y(t),vy(—t)) =

quando t — oo, temos o absurdo. O

)
2t, e portanto, 2t < c¢. Logo,
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Observagao. Se x € M(o0) escrevemos y(oco) = z. Com esta notagao, de acordo com

o Corolario 2.20, dado p € M e © € M(00) existe uma tnica geodésica 7, tal que
Vpz(0) = p € Ypu(00) = .

Definicao 3.5. Dizemos que uma topologia 7 € M € admissivel se satisfaz as sequintes

condicoes:

1. Propriedade do fecho: A topologia de M induzida por T € a topologia original

de M e M ¢ um conjunto aberto denso de M.

2. Propriedade da extensao geodésica: Se vy é uma geodésica de M, entdo sua

extensao assintotica € continua.

3. Propriedade da extensao isométrica: Se ¢ ¢ uma isometria de M, entdo

sua extensao assintdtica € continua.

4. Propriedade intensiva: Se x € M(c0), V' é uma vizinhanga de x, er > 0 €
um nimero qualquer, existe uma vizinhanca U de x tal que N.(U) = {q € M :
d(q,U) <r} C V. Estendemos a métrica trivialmente modo que d(a,b) = oo se
a # b e um desses pontos estd em M(o0). Na verdade, esta € a unica extensao

continua da métrica, assumindo a propriedade da extensao geodésica.

Exemplo 3.6. A topologia Fuclidiana herdada na bola unitdria fechada em R™ satisfaz

as propriedades acima para o modelo do espaco hiperbolico n-dimensional.

Lema 3.7. Para cada v € M(c0) seja N (x) uma colecio de subconjuntos de M tais

que:

(a) Se V e N(z) entio x € V e VN M € ndao vazio e aberto em M.

(b) Se Ve N(z), W € N(y) e z € VNW N M(co) existe U € N(z) tal que
UcVnw.

Entdo existe uma tinica topologia 7 em M tal que T tem a propriedade do fecho e N (x)

¢ uma base local para T em cada x € M(00).

Demonstracao. Afirmamos que B = ( U N(:v)) U s € base para a topologia de
z€M (o)

M. De fato,

i) B cobre M.

Seja x € M. Se x € M, entdo como M € 7y, segue-se que x € |J A. Contudo,
AEB
se x € M(o0), entdo por (a), existe V € N (x) tal que z € V. Como N(z) C B

segue-se que z € |J A.
AeB
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i) Sex e VNW, VW e B, existe U €e Btalquex €e U CVNW.

(1) z € M(0).
Sejam V € N(y1) e W € N(yz). Sex € VNW N M(co), entao por (b)
existe U € N(z) talquez e U CV NW.
(2) z € M.
1° caso. Sejam V € N(y1) e W € N(y2). Se x € VNW, entao por (a) VNWry
nao vazio. Dai, z € U = (VN M)N (W N M) que pertence a 7p;. Assim
reUcCcVnw.
2° caso. Sejam V € N(y) e W € 1. Por (a) temos que VN M € 7). Seja
U=VnNnM)NWery,. DidxzeUCVNW.
3° caso. Sejam V,W € 1. Entao U =V NW € 1.

Logo B é base para M. m

3.2 A Topologia do cone

Defini¢ao 3.8. Sejam p um ponto de M(o0) e a,b € M. O dngulo formado por a,b
em p € dado por £p(a,b) = £(7,,(0),7,,(0)).

Observagao. Se p é um ponto de M(o0) e a,b € M, usando a férmula usual do angulo

e a Proposicao 2.19, temos a seguinte desigualdade £, (b, p) + £y(a,p) < 7.

Definicao 3.9. Seja 0 < € < 7 e v um vetor unitdario de T,M. O conjunto dos
pontos finitos ou infinitos, onde a diferenca angular de v é menor que €, denotado por
C(v,e) = {b € M : £,(7,(0),b) < €}, € o cone de vértice p = p(v) (onde p € a

projecao do fibrado), eizo v e dngulo €.
Observagao. Para t > 0 temos £,(7,(t),b) = £,(71,(00),b) = £L(v,7,,(0)).

Lema 3.10. Seja o uma geodésica de M. Se s < t e d < € entao C(d/(t),d) C
C(d/(s),€).

Demonstragdo. Supondo s = t, seja b € C(a/(0),9), entdo Lyu (b, a(00)) < § e como
d <€, temos que Lo (b, a(o0)) < e. Dai b e C(a/(s),€).
Por outro lado, supondo s < t, como b € C(a/(t),0), temos que £y (b, a(00)) < 6.
Entao obtemos
Law(a(s),b) + Law)(a(oo),b) = .

Assim,

éa(t)(a(‘s% b) + Ka(t)(Oé(OO), b) < Aa(t)(a(s)’ b) + 57
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o que nos da
Afa(t)(Oé(S), b) > —0.

Agora, note que
Lags)(a(t),b) + Law (afs),b) + Le(a(s), aft)) <,
e portanto,
T — 0+ Law(a(s),b) + Ly(a(s), a(t)) < .
Logo, £Law)(a(s),b) + £y(a(s),a(t)) < 0 < e. Isto implica que b € C(a/(s),€). O

Lema 3.11. Seja V' um cone com vértice q, sejam p € M e 8 = 7., onde z €
VN M(c0). Entao existem nimeros T >0 e § > 0, tais que C(f'(t),6) CV,Vt > T.

Demonstragao. Seja o = 7,, e escolha € > 0 tal que C(a/(0),¢) C V. Como « e
[ sao assintéticas, existe ¢ > 0, tal que d(a(t),5(t)) < ¢, V& > 0. Além disso, como
d(q,a(t)) = oo quando t — oo, entdo como consequéncia da lei dos cossenos temos que

Ly(a(t), B(t)) — 0 quando t — co. Da mesma forma £g¢)(p, ¢) — 0 quando t — oo.

£

Agora faga 6 = 3

e escolha T' de forma que t > T acarrete em:

(1) £y(z B(1) < 5 e (2) Lioy(pg) <&

Afirmamos que para t > T temos C(f'(t),9) C C(/(0),¢) C V.
De fato, b € C(f'(t),6) implica Lg)(2,b) < § (3). Além disso, usando o fato que

0 (p,q) + Kﬁ(t)(q, Z)=m

e que £g)(p, q) < 6 obtemos
0+ 4pw(g,z) >m

e assim Lg)(q,2) >m—0 (4).
Por outro lado £g()(q,b) = £sw)(q,2) — £ (2,b). Mas por (3) £ (z,0) < =0 e
por (4) £gw(q,2) > 7™ — 0, o que nos da

£p1)(q,2) = £pw(2,b) > ™ =26

e daf £g)(q,b) > m—26 (5).
Como £,4(B(t),b) + L) (q,b) + £b(q, B(t)) < m, com maior razao

Kq(ﬂ(t), b) + Kg(t)(q, b) <.
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Por (5) concluimos que £,(5(t),b) +m — 2§ < 7 e entao £,(5(t),b) < 25 (6).

Finalmente, uma vez que

£(B(t),b) = 4y(2,0) + 44(2, 5(1)),

temos que

£q(2,0) < Lo (B(1),0) + £4(2, 5(1)).
Portanto de (1) e (6) obtemos £,(z,b) < 30 = €. Logo, b € C(a/(0),¢) C V. O

Proposicao 3.12. Se M € uma variedade de Hadamard, existe uma unica topologia

T € M, tal que:
(a) T tem a propriedade do fecho,

(b) Para cada z € M(c0), o conjunto dos cones contendo z é uma base local para T

em z. Chama-se T a topologia do cone em M.

Demonstragao. Sejam V' e W dois cones contendo z € M (o), pelo Lema 3.7, basta
mostrar que existe um cone C' tal que z € C' C VNW. Com efeito, seja B = 7,., onde p
é o vértice de V. Escolha € > 0; C(8'(0),e) C V. Pelo Lema 3.11, existem ¢ > 0e d < ¢
tais que C'(5'(t),0) € W. Pelo Lema 3.10 concluimos que C(f'(t),d) € C(5'(0),¢€).
Portanto C(f'(t),d) CV NW. O

Defini¢ao 3.13. Seja C(v,€) um cone com vértice p = pu(v), para qualquer nimero
r > 0 chamamos T'(v,€,7) = C(v,e) —{qg € M : d(p,q) <1} o cone truncado de vértice

p, eixo v, angulo € e raio r > 0.

Lema 3.14. Se V' ¢ um cone, possivelmente truncado, cuja parte finita V N M C

C(v,¢€), entao V C C(v,€) para algum € > e.

Demonstragao. Seja a = 7,,, onde p é o vértice de V e z € V N M(co0). Como para
t > 0 suficientemente grande tem-se a(o0) € C(v,€) pois £,(a(t),7,(00)) < €, entao
&p(a(00),v,(00)) < € o que implica z € C(v, €') para algum € > e. O

Lema 3.15. Seja o uma geodésica de M. Dados a > 0 e e > 0, existemr >0 ed >0,
tais que T'(/(0),0,7) C C(/(a),€).

Demonstracao. Pela lei dos cossenos podemos escolher r» > 0 suficientemente grande,

de modo que

d(g,0(0) 20 = £,(a(0),a(a)) < 3;
dlg.0(r) > 1 = Low(a.a(r) < 3
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onde ¢ € M. Pela continuidade da aplicacao exponencial existe um nimero § > 0 tal

que se v é um vetor qualquer em «(0) satisfazendo
£(v,a'(0)) < 9, (3.3)

entdo d(exp(rv), a(r)) < 1. Afirmamos que r e ¢ sdo os numeros procurados. Seja m
um ponto finito de T'(a/(0),0,7). Seja 5 a geodésica de a(0) a m e observe que [3(r)
precede m. Por (3.1) temos £, (a(0), a(a)) < §, e portanto, L) (a(a), m) > — £.

Como d(B(r),a(r)) < 1

Pela propriedade da soma dos angulos £ (8(r), m) <
, por (3.2). Assim,

wln wolm

podemos usar (3.3) para chegarmos a £, q)(5(r), a(r)) <

Loy (m, (1)) € Ly (1, BI)) + Lo (Br), a(r)) < %

Logo m € C(/(a), %), e pelo Lema 3.14 temos que T'(a/(0),d,7) € C(a'(a), €). O

Proposicao 3.16. Fixado p € M, o conjunto dos cones truncados de vértice p que

contém z € M(o0) forma uma base local para a topologia do cone em z.

Demonstrag¢ao. Fixe um ponto p em M e seja V um cone que contém z € M(o0). Seja
f = 7p.. Pelo Lema 3.11, existem ¢t > 0 e 6 > 0, tais que C(5'(t),d) C V. Pelo Lema
3.15, existem 7 > 0 e &' > 0, tais que T'(5'(0),d',r) C C(F'(t),0). O

Proposicao 3.17. A topologia T para M ¢é admissivel.

Demonstracao. (1) Propriedade do fecho: Segue da Proposicao 3.12. (2) Propri-
edade da extensao geodésica: Sejap € M e « : [0,00) — M um raio geodésico,
entao a aplicagao [0, 00] — S(p) dada por t — 7;/9,a(t)(0) é continua para todo t, ja que
Yp.a(00) é a tinica geodésica partindo de p e assintética a «, de acordo com o Teorema
2.19. (3) Propriedade da extensao isométrica: Se ¢ ¢ uma isometria de M e
C(v,€) é um cone qualquer, entao ¢(C(v,€)) = C(¢(v),€). Logo ¢ é um homeomor-
fismo de M. (4) Propriedade intensiva: Seja V' uma vizinhanga de z € M(o0) e
seja a > 0 dado. Pela Proposigao 3.12 temos que V' = C(v,¢), onde v = v,_(0). Pela
Lei dos cossenos escolhemos r > 0 suficientemente grande, de modo que se d(p, m) > r,
T
vizinhanga de z tal que N, (T) C C(v,e). Na verdade, se n € N,(T) entdo existe

d(p,n) >r—aed(im,n) <aentao £,(m,n) < 5. SeT =T(v,5,7), entdo T é uma

m € T tal que d(m,n) < a. Pelas condi¢oes impostas, £,(m,n) < § e portanto,

Lp(n,z) < Ly(m,n) + £,(m, z) < e. O que finaliza a prova do teorema. O

O seguinte Teorema estabelece uma analogia com o disco de Poincaré no espago

hiperboélico n-dimensional.
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Teorema 3.18. Se p € M seja B(p) a bola fechada unitdria em T,M com esfera limite
S(p). Seja f :[0,1] — [0,00] um homeomorfismo. Entdo a aplica¢io ¢ : B(p) — M
tal que p(v) = exp (f(|v])v) € um homeomorfismo que leva S(p) em M (c0).

Demonstracdo. E claro que ¢ restrita a B (p)—S(p) é uma aplica¢ao continua e injetiva
em M. Além disso, M é Hausdorff, uma vez que dois pontos distintos em M (co)
podem ser separados por cones com o mesmo vértice. Desde que B(p) é compacto, é
suficiente mostrar que ¢ é continua em v € S(p). Para um cone truncado T = T'(v, €, 1),
vizinhanga de (v), temos ¢ (T) = T(v,¢e, f~(r)) C B(p), que é claramente uma

vizinhanga de v em B(p). O

3.3 Funcoes de Busemann

Seja X um espago métrico e 7y : [0,400) — X um raio geodésico em X. Um co-raio
de v iniciando em x € X ¢é um raio geodésico que é o limite de uma sequéncia de
caminhos geodésicos {ay, }n>0, tal que para todo n > 0, «, liga x,, a y(¢,), onde {x,} é
uma sequéncia de pontos em X convergindo para x e {¢,} é uma sequéncia de nimeros

nao negativos tendendo para +oo.

Definicao 3.19. Seja X um espago métrico e 7 : [0, +00) — X um raio geodésico. A
funcao de Busemann associada a vy € a aplicacao By : X — R definida para x € X por

By(x) = lim (d(z,7(t)) — 1),

t—o00

onde d € a distancia em x.

Em particular, no contexto de variedades de Hadamard, essas fungoes desempenham

um papel semelhante ao desempenhado por funcionais lineares em espacos Euclidianos.

Exemplo 3.20. Seja R™ munido com a métrica Euclidiana, ey : [0,00) — R™ um raio

geodésico da forma y(t) = tu, com u unitdrio. A fungdo de Busemann B., € definida
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por B, (z) = (x,—u). Com efeito,
By(x) = lim (d(z,~(t)) — 1)
= lim (e =201 - 1)
- i (VEE )
(¢ (1) <»—t2>
— (1), () +1¢
2t(z, u) + t*|u| — )

_ !95|2
'HOO V2 = 2t{z,u) + 2|u] + ¢

= lim
t—o0

||2—2t{xu) +t2|u| t?

t—)oo \x|2 2t(x,u)+t2|ul+¢

- x—u

Como queriamos mostrar.

Os lemas abaixo e a continuidade da aplicacao t — d(p,y(t)) — t asseguram que a
fungao de Busemann B, estd bem definida. A unicidade vem do fato de que se houver
uma outra geodésica assintética a v partindo de p, ela serd, a menos de parametrizacoes,

igual a ~.
Lema 3.21. A aplicagio t — d(p,~(t)) —t é mondtona decrescente, para p fizado.
Demonstracao. Se t > s, pela desigualdade triangular, temos que
ApA0) < dip,A(s) +d60),()
< d(p,(s)) +t—s.
Portanto, d(p,v(t)) —t < d(p,~v(s)) — s. O
Lema 3.22. A aplicagio t — d(p,~(t)) —t é inferiormente limitada, para p fizado.

Demonstragao. Seja ¢ = v(0) um ponto distinto de p. Pela desigualdade triangular,
temos que d(p,¥(t)) > d(v(t),q) —d(p, ). Portanto, d(p,y(t)) —t > —d(p,q), Vt, o que

prova o lema. O
Vejamos algumas propriedades importantes a respeito das fungoes de Busemann.

Proposicao 3.23. Para qualquer espaco métrico X e qualquer raio geodésico vy :
[0,+00) = X, a funcao de Busemann associada B, : X — R satisfaz as sequintes

propriedades:
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(1) para todo t € [0,+00), temos B, (y(t)) = —t;

(ii) para todo x,y em X, temos
B, (x) = By(y) = lim ([z = ~(t)] = |y = v()]);

(111) B, € 1-Lipschitz.
() B, é conveza.

Demonstracao. Para todo t > 0 e para todo t' > t, temos

By((t) = lim (d(y(t),(t)) — )
= lim (Jy(t') =) = 1)
t'—o0
= lim (¢ —¢t—1t)
t'—o00
= —t, o que prova o primeiro item.

Agora, para todo x e y em X, temos

By(x) = By(y) = lim (d(z,7(t)) —t) = lim (d(y, (1)) =)
= lim (jz =~ ()] =) = lim (Jy —(8)] = 1)

= tlim (|l —~(t)] — |y = (t)|), e assim obtemos o segundo item.
—00

Para todo t > 0, temos |z — y(t)| — |y — v(t)| < |z — y|. Portanto, por (ii), obtemos
B, (z) — B,(y) < |z —y|. Por simetria, também temos B, (y) — B,(z) < |z — y|, o que
mostra que |B,(xz) — B,(y)| < |z — y|. Isto prova (iii). Por fim, seja § : [a,b] — M

uma geodésica. Queremos mostrar que
B,(B(a+s(b—a))) < By(B(a)) + s(By(B(b)) — B,(B(a))), onde a <be s € (0,1).
Mas sendo d convexa, fixado ¢ € R, temos que vale a seguinte desigualdade
d(Ba+s(b—a)),7(t)) < d(B(a),7(t)) + s(d(B(b),7(t)) — d(B(a),¥(1))),
pois a fundo d é convexa (ver Teorema 2.11). Em particular, temos que
d(Ba+s(b—a).v(t) =t < d(B(a),7(t)) =t + s(d(B(b),7(t)) — d(B(a),(t))).

Como t foi tomado arbitrariamente, o resultado segue passando o limite em ¢. Isto

prova (iv). O
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Proposicao 3.24. Se vy € um subraio de y e se v(0) = (o), entao, para todo x € X,
temos B.,(x) = B, (x) + to.

Demonstracao. Com efeito,

By(z) = lim (d(z, () = 1)
= lim (Jz = (t)] = 1)
= lim (|2 = y(t +to)| —t)
— tli)m (|2 = (t +to)| — (t + 1)) + Lo
— }Lm( (x,y(t +to)) — (t+to)) + to

= BV(:E) + o,

O que finaliza a prova da proposicao. m

Defini¢ao 3.25. Sejam X um espago métrico e v : [0,+00) = X ey :[0,+00) = X
e :[0,+00) = X dois raios geodésicos. Entao, a distancia no infinito entre v e 5 é
o elemento em [0, +00) U {oc} definido como 0os(7y,7) = lim, 7, inf d(y(t),7(t)).

Proposicao 3.26. Sejam X um espago métrico, v : [0,+00) — X e 7 :[0,400) = X

dois raios geodésicos, x e T dois pontos em X. FEntdo, temos que
|B,(x) + B5(Z) — By(T) — B5(2)| < 2000(7,7)-

Demonstragao. Considere duas sequéncias de numeros reais (t,) e (t,) que tendem

para +o0o quando n — +oo e tal que

0oo(7,7) = lim d(y(t,),7(tn)) = lim |y(ta) = F(tn)]-

n—oo n—oo

Para todon >0

o que implica
||z = y(t)| =l = F(E)| = 17 = ()] = |7 = E)]] < 2[y(tn) — 3(E)].

Em particular, quando b — +o0, o lado esquerdo converge para |B,(z) + B5(Z) —
B, (%) — Bs(x)|, enquanto que o lado direito converge para 20, (7, 7). O
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Coroléario 3.27. Sejam X um espago métrico, 7 : [0,+00) — X 7 : [0,+00) — X dois

raios geodésicos em X. Se 0oo(7,7) = 0, entdo B, — B é uma aplicagao constante.

Demonstragao. Se doo(7y,7) = 0, entdo a Proposi¢ao 3.26 mostra que para todo x e &

em X, temos

que mostra que a aplicagao B, — B5 é constante. O

Seja M uma variedade de Hadamard. Fixado o € M, para cada v € M(o0) seja
Yo : R — M um raio geodésico tal que 7,(0) = o e 7,(c0) = v. Denotamos por B, a

correspondente funcao de Busemann B, em 7,.

Teorema 3.28. Se M ¢ uma variedade de Hadamard, p € M e B, € uma func¢ao de

Busemann em v € M(00), B, goza de trés propriedades importantes a saber:
(i) B, € de classe C?;
(ii) =V B,(p) determina uma geodésica na classe de v;

(11i) |VB,| = 1.

Demonstragao. (i) ver Proposi¢ao 3.1, pagina 484 de [11]. (ii) ver Proposigao 3.5,
pagina 58 de [5]. (#ii) ver Lema 3.4, pagina 24 de [1]. O

Definicao 3.29. Seja M uma variedade de Hadamard, v, : R — M um raio geodésico
e B, a fun¢ao de Busemann associada. Um horociclo com raio central v, é um conjunto

de nivel da funcao B,.

Esta defini¢ao coincide com a anterior, no caso do disco de Poincaré (ver pagina 23

de [1]). Tal como antes, um v-horoanel é uma regiao entre dois v-horociclos.

Exemplo 3.30. Numa superficie plana um v-horoanel € uma faiza delimitada pelas

linhas perpendiculares a v.

Se B, ¢ uma funcao de Busemann em v € M(c0) e p € M, entdo a esfera limite
em v em torno de p é o conjunto L(p,v) = {q € M;B,(q) = B,(p)}. A bola limite
em v determinada por p é o conjunto N(p,v) = {q € M; B,(q) < B,(p)}. Devido ao
corolario 3.27, estas defini¢oes sao indepedentes da escolha de B, em v. E facil verificar

que L(p,v) é a fronteira topoldgica de N(p,v).



Capitulo 4

GENERALIZACAO PARCIAL DA
CONDICAO ESPECTRAL PARA
SUPERFICIES DE HADAMARD

Nesse capitulo provamos o teorema principal, que de certo modo, generaliza parcial-

mente a condicao espectral no caso de superficies de Hadamard.

4.1 Teorema principal

Teorema 4.1. Seja f : (My,q1) — (M, g2) um difeomorfismo local que preserva
orientacao entre superficies orientadas de Hadamard. Se existe uma aplicagao continua

h : Mi(oo) = Ms(oo) que satisfaz:

i) Para todo v € M;(c0), a folheagcio horociclo H, e a folheacio pull-back f*Hip

s5a0 vagamente transversais.

i) Para todo v € M,(00), o conjunto onde H, e [*Hyu) sio tangentes intersecta

cada v-horoanel em um conjunto compacto.
Entao [ € injetiva.

Demonstragao. Seja Df(x) : T,M; — Ty M, a diferencial de f em z e denote por
(Df(x))" : TyyMy — T, My a transposta de D f(x) definida de maneira usual. No que
se segue, B, indicara a fungao de Busemann correspondente a w € M;(c0) ou My(o0),
para uma escolha de pontos em uma base fixada de M; e M,. Por sua vez, a folheacao
horociclo H, = J g B, '(c) e a folheacao pull-back f*Hjwy = J.cx 9~ '(c), onde g é a

composicao By,) o f 1 My — R, que obviamente é de classe C', e uma submersao, ja
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que Dg(z) = VB - D f(x) # 0 para todo x, pois D f(x) é um isomorfismo e uma vez
que |VBh(U)] = 1, temos que V By, ¢ nao nulo.

Dado o > 1, s € [0,1] e v € M;(00), definimos um campo vetorial G, o em M;
por

G o) — e S DI VB () o

a |Df()*V Buw) (f(2))|

Uma vez que funcoes de Busemann sao de classe C?, o campo vetorial Gyas € de
classe C! e suas trajetérias locais sao unicamente determinadas. Na verdade, uma
vez que |Gyas| < 2 e My é completa, as trajetdrias sao definidas para todo tempo.
Observamos também que G, , s varia continuamente com os parametros v, a e s. Em
particular, o fluxo associado também varia continuamente com estes parametros.

Agora suponha que f(a) = f(b) com a # b e denote por ¢, s a curva integral de
Gy .s Passando por a no tempo t = 0. Dal ¢, 4 () = z(t) resolve o problema de valor

inicial '(t) = Gy s(z(t)) em z(0) = a. Sendo a > 1 e usando que |VB,| = 1 temos:

—Bv(.T) - <VBU(~T)7 .Z'/(t))

= ( VB,(x),VB,(z)

Mas pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

D f(x)'V By (f(2)) >
D f ()" By (f ()]

<VBv<x>

desta forma podemos escrever

1
>1— —, pois s € [0,1].
a

Integrando a expressao anterior de 0 e ¢, obtemos

a—1

Bv<¢v,a,s<t)) - Bv(a) 2 t, (42)

«

que é valido parat > 0, a > 1,0 < s <1, v € My(o0). Paraa > 1,0 < s < 1,
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definimos uma aplicagao continua v, s : M; — M; por

a, wW=a

1/)04,5(111) = { gbv(a’w)vavs(d(waa)), w 75 a

Aqui d representa a distancia Riemanniana e para w # a, v(a, w) representa o ponto
no infinito correspondente a tunica geodésica orientada partindo de a até w. A partir
da definigao de 9,5 € (4.2), temos

Bv(a,w) (wa,s(w)) - Bv(a,w) (a) > d(wv a)' (43)

Para a > 1 consideramos a homotopia K, : [0,1] x M; — M; dada por

K, (s,w) = g s(w).
Sejam s, € [0,1] e w, € M sequéncias e (s,a) € [0,1] x M;, de modo que

(Sn,wy) = 00 < d((sn,wy),(s,a)) = oo
< (d(sp,s) + d(wp,a)) = 00

& d(wy,a) — oo, pois d(s,,s) < 1.

Vamos mostrar que lim d(w,,a) = oo implica lim d(K,(s,,w,),a) = co. De fato,
n—oo n—oo

A(Ko(Sn, W), a) = d(Pa.s, (W), a), e pela defini¢do de fun¢ao de Busemann, para cada

n € N, existe v, partindo de a, tal que 7, (c0) = v(a, w,). Portanto,

By(a,w,) (@) = lim (d(a, (1)) —1) € Byaw,) (Va,s, (Wn)) = }E& (d(Yas, (Wn), Wa(t)) — 1) .

t—o00

Por outro lado, pela desigualdade triangular,

d(Ya,s, (Wn),a) = d(Pas, (wn), 1 (t)) = d(a, Ya(t))
> (d(Yas, (wn), 1n(t)) = 1) = (d(a; m(t)) = 1)

Além disso, quando t — 00, temos d(Ya,s, (Wn), @) > Byawn) (Vays, (Wn)) = Bu(a,w,) (@)

Por (4.3) temos que
a—1

d(a,s, (wn), a) = d(wy, a).

a
Logo lim d(K,(s,,w,),a) = 0o, como querfamos provar. Portanto a homotopia
n—oo
continua K, é prépria. Em particular, as aplicagoes K, (0,.) e K,(1,.) também sao

aplicacoes proprias de M;. Desta forma é possivel definir o seu grau topoldgico, e em
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seguida, a invariancia do grau sob homotopias adequadas nos da

deg(%,l) = d69<¢a,0)' (4'4)

Claramente, 1,0 ¢ uma simetria geodésica sobre o ponto a e portanto um difeo-
morfismo de M;. Consequentemente, deg(1n,1) = deg(a0) ¢ ndo nulo. Em particular,
Y1 € sobrejetiva. Logo, dado b € M, existe u, € M tal que 141(uq) = b. Contudo,

%,1(%) = (bv(a,ua),a,l(d(um a))

Desta forma para todo o > 1, tomando 7, = d(a,u,) > 0 e v, = v(a,u,), temos

¢va,a,l<0) =a, ¢va,a,l(7—a) =b. (45)

Agora analisamos os dois Uinicos casos possiveis.
Caso 1. liminf, ,; 7, < 00.

Seja a,, uma sequéncia que converge para 1, tal que 7,, — ¢ < 00 e v,, — v para
algum ¢ e algum v. A partir da dependéncia continua dos parametros do fluxo e de
(4.5), temos

¢v,1,1(0) =a, ¢v,1,1(0) =b. (46)

Sendo = = ¢, 11(t), temos

d

= Buo) (f(2)) = (VBiw) (f(2)), Df (2)a”) .

agora usando o fato que (v, Df(z)w) = (Df(z)'v,w) para todo v € Ty My e w €
T, M, obtemos

d

2B (@) = (Df(@)'VBy(f(@),' (1))
{

_ <D F(2)' Buy (£(2)), VB, (@) - éjiﬁiiiiiﬁ
(

= (Df(x)'V B (f(x)), VBy(z)) — |Df(x)"'V By
< [Df(x)"V Buw) (f(@)IVBy(2)| = |Df(2)'V By (f(x))] = 0,

onde usamos a desigualdade de Cauchy e o fato de que |[VB,| = 1. Ainda pela desi-
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gualdade de Cauchy, temos que

d

B ((2(2)) = 0

exatamente quando D f(x)"'V By (f(z)) = AVB,(z), para algum A € RT. Isto implica

que

_ Df(2)'VByw(f(x))
[Df (@)Y Bagoy (f(@))]

pois |VBy(z)| =1 e VB (f(x)) # 0, uma vez que f ¢é difeomorfismo local.

Contudo, veremos que (4.7) nao pode ocorrer. De fato, supondo que (4.7) seja

VB,(x)

(4.7)

verdadeiro, entao

Df(@)'V Buw)(f(2)) = B()VB,(z), (4.8)

onde B(z) = |D f(2)"V By (f(x))| > 0. Seja w (respectivamente w') um vetor tangente
orientando positivamente o v-horociclo em x (respectivamente o h(v)-horociclo em
f(x)), de modo que as bases {VB,(z), w} e {VBy)(f(z)), w'} sejam positivas. Sendo

assim, D f(z)"V Bp)(f(x)) e w s@o ortogonais, e como
(Df(2)'V By (f(2)),w) = (VB (f(2)), Df()w),
segue-se que (VB (f(x)), Df(x)w) = 0.

Portanto D f(x)w = pw’ para algum g nao nulo, e além disso, a folheagao pull-back
[*Hp(y) ¢ tangente a folheacao horociclo H, em z. Realmente, sejam w € T, B, !(c) tal
que w orienta T, B, '(c) e w € T,g~'(d). Existe a : (—¢,€) — g~1(d) tal que a(0) = z

e o/(0) = w. Dali,

gla(t)) =d < (VBuw(f(a(), Df(a(t)d(t)) =0
& (Df(2)'VBuw(f(x)), @) = 0.

Mas (D f(z)'V By (f(x)),w) = 0, e como dim T, M; = 2, existe A € R tal que & = Aw.
Isto mostra que T, B, '(c) = T,g'(d). Agora, para 0 <t <1 temos

X, = tDf(2)VB,(x) + (1~ 1)V By (f(x))

e (Xi, VB (f(x))) = 1 =t +tB(x) > min{l, f(z)} > 0. Com isso afirmamos que

{X;,w'} é uma base para 0 < ¢ < 1 e que as orientagoes de {Xo,w'} e {X,w'} sdo
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iguais. Para ver isto, observe que rX; + sw’ = 0 < r = s = 0. Portanto X; e w’ sao
dois vetores linearmente independentes, para 0 < ¢ < 1. Além do mais, escrevendo X;

e w' como uma combinacao linear dos elementos da base { Xy, w'}, temos

X, = aXo+buw
w o= 0Xy+ 1w

e neste caso devemos obter

det [a =a>0.
0

Mas Xo = VB (f(x)) e X; = Df(x)VB,(z), e portanto,
a = (Df(x)VBy(x), VB (f(2))) = (VBy(x), Df(2)'VBuw)(f(2))) = B(z) > 0.

Dai segue-se que { X1, w'} = {Df(z)VB,(x), %Df(x)w} ¢ uma base positiva. Como

f preserva orientacao, temos que > 0. De fato, podemos escrever

Df(z)VBy(x) = aVBuw)(f(z))+ bw'
Df(z)w = O0VByw(f(z))+ pu’

e, portanto, ap > 0, donde segue-se que p > 0. Mas isto contradiz a hipdtese (i) do
teorema, a qual diz que para cada v € M;(00), as folheagoes H, e f*H}(,) sdo vagamente
transversais, isto é, suas folhas sao transversais em um ponto p do dominio comum, ou
sao tangentes mas possuem orientagoes opostas. Portanto, %Bh(v)( f(z)) < 0.
Integrando £ By (f(2)) < 0 entre 0 e ¢ (¢ > 0 tendo em vista (4.6), uma vez que
a # b), temos By (f(b)) < Bhrw)(f(a)) que é uma contradicao para f(a) = f(b). Isto
conclui a prova do teorema sob a suposi¢ao que o primeiro caso prevalece. Analisemos

agora o outro caso.
Caso 2. lim,_,; 7, = 00.

Vamos mostrar que este caso também nao pode acontecer. Seja «,, uma sequéncia

que converge para 1 com 7, = T,, — 00 € U, = U,, — Vg. Afirmamos que

U (bvn,ozn,l([()? Tn]) (49)

n=1

¢ um subconjunto ilimitado de M;. De fato, Suponha por absurdo que a uniao em
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(4.9) estd contida num conjunto compacto fixo K. Sendo z,,(t) = ¢y, a.1(t), temos

d /
Ean(:En(t)) - <Van(xn(t))7xn(t)>

_ <v3vn (2a(1)), V By, (1)) —

LDl VSl |
Qn |Df(xn)tVBh(vn)(f(In))|
D f(2,)"V B, (f(2,)) >

D f(20)'V B, (f (2n))]

1
> 1— —, por Cauchy - Schwarz,
Qp

-t <Van (22)

Qn

além disso, como «,, > 1, entao —ai > —1 e assim,
n

d

ann(xn(t)) > 0.

Suponha que existe uma subsequéncia {«,, } de {a,} tal que

od
i 5B, (20, (1) =0,

e pelo fato de | ¢u,,0,.1([0,7]) C K, fixado um intervalo e a menos de tomarmos
subsequéncia, {x,, (t)} é uniformemente convergente para cada intervalo fixado.

De fato, como ¢y, a,1(t) = x,(t), temos que |Jz,([0,7,]) C K, isto significa que
lz] < A, Vo € K. Assim, sendo I; C [0, 7,], para n > j temos ||z, ||r~;) < A, Vn > j.
Agora, como |Gy, an 1| < 2 (2),(t) = Gy, an1(2a(t))), temos que z,, é 2-lipschitz, para
todo n. Entao {z,} é equicontinua. Agora, podemos usar o Teorema de Ascoli-Arzela

para concluir que existe uma subsequéncia {z,, } tal que
Ty, (t) = (t), em I;.

Como B, ¢ de classe C?, afirmamos que

d

B ((t) =0,

Para ver isto, usaremos o fato que se B, (z,) = B,,(z) entdo 4B, (z,) — 0. Ora,

{B,, (z,(t))} é equilimitada, pois

|[Bu, (xn(t)) = By, (2a(s))| < d(wn(t), 2n(s))
< diametro (K).

Dai, |B,, (z,(t))| < diametro (k) + | By, (a)|. Além do mais, é claro que sup |B,, (a)| <
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400, pois se nao fosse, a menos de tomar subsequéncia, teriamos
liqgn | By, (a)] = +00.

Porém, v, — v, e B, é continua em v. Logo, lim|B,, (a)] = B,,(a), Ya. Portanto,
| By, (a)| = 400 é absurdo, ja que B,, : M7 — R é fungao. Isto mostra que {B,, (z,)} é
equilimitada. E como B,,, (x,) é 2-lipschitz, {B,, (z,)} ¢ equicontinua. Dai, novamente

pelo teorema de Ascoli-Arzela,
By, (7n) = By, (z),

o que nos da

4
dt

Mas isso implica, pela desigualdade de Schwarz,

By, (x,) — 0.

D f(x)'V Ba(wy) (f(x)) = B(x)V By, (2), (4.10)

para algum [B(z) > 0. E ja vimos que (4.10) nao pode ocorrer, logo ndo existe tal

subsequéncia. Dal, existe § > 0 tal que

d

—B >0 .
dt Un (¢vn7an11) - Y Vn S N

Integrando de 0 a 7, temos

Tn d
/ _B'Un(gbvn (679 1)dt Z 57—”’ \V/n E N
0 dt ) )
Pelo teorema fundamental do céalculo,

BU7L(¢vn,0cml(7—n)) - B, (gbvn,an,l(o)) > 01, VneN

E por (4.5), B,,(b) — B,,(a) > 07,, Vn € N. Mas B,, ¢é Lipschitz com constante
igual a 1, entao B,, (b) — B,,(a) < d(a,b), e como 7, - +o0o quando n — +00,
temos que d(a,b) — 400 quando n — +00, 0 que é uma contradigao, ja que d(a,b) é
constante. Isso mostra que (4.9) é ilimitado.

Um truncamento de uma regiao v-horoanel fechada L, é um subconjunto fechado
T, limitado pelos horociclos na fronteira de L, e pelas duas v-geodésicas distintas.
Seja 6 = |B,(a) — B,(b)|. Para todo v € Mj(oc0), considere o v-horoanel L,; =
B, Y([B,(a) — 26, B,(a)+24]). Em particular, a,b € L, s para todo v € M;(00). Seja vy

como antes. Pela hipdtese (ii) no teorema, é possivel encontrar um truncamento 7, s
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de L,,s que contém a e b, e tal que

Ly,,s N {pontos onde H,, e f*Hy,) sao tangentes} C T, ;. (4.11)

Onde Tém 5 ¢ obtido de T, s excluindo as vy-geodésicas na sua fronteira. Como n — oo,
L,,s — Ly, s uniformemente sobre conjuntos compactos. E evidente que também é
possivel encontrar truncamentos 7, s de L,, s que contém a e b e converge para Ty, ;.

Agora seja K a uniao sobre todo v, € M;(0c0) de todos os truncamentos T, 5 de
L,, s dados acima. Uma vez que K ¢é um conjunto limitado, segue-se a partir de (4.9)
que o conjunto (M;\K) N ¢y, a,.1([0,7,]) é ndo-vazio para todos os n suficientemente

grande. Em particular,

(Mi\T,, 5) N Puy 0 a([0,70]) # 0, n > N. (4.12)

Desde que 4B, (¢v,,0,1)(t) > 0, a trajetoria ¢y, a,1([0,7,]) é transversal a fo-
lheagao v,-horociclo, pois se nao fosse, existiria t, € R tal que

(b/ (t0> < T¢un,an,1(to)<B1;1 (C))u para algum ¢ € R.

Un,Qp, 1

Mas VB,,(p) L T,B,(c), para todo p € B;!(c), entéo terfamos uma contradicao

com

d
dt
e por (4.5) temos

an<¢vn:anyl(t))‘t0 = van((bvnyan,l(tO)) : ¢;n,an,1(t0> > 07

¢Un,an,l<[07 Tn]) C Lvn,é‘ (413)

De fato, supondo que ¢y, a,.1(t0) ¢ Lu, s para algum ¢, € (0,7,), entdo temos que
By (Gunani(t0)) & [Bu(a) — 26, B,(a) +26] = L. Agora chame fu(t) = By, (6 ann (1))

Logo, £u(0) = By (@) € fa(ma) = By (b), € como f(t) = & By, (4 a0 (£)) > 0, com
isso temos f,,(0) < fn(7,). Mas f,.(to) ¢ (fn(0), fu(7n)) C I, um absurdo. Portanto,

¢U7L7an71([0’ Tn]) C Ly, s-

Uma vez que a e b pertencem a todos os truncamentos, segue-se a partir de (4.12)
que a trajetéria ¢y, 0,1([0,7.]) # 0, n > N, deve sair e voltar a entrar em T,, ;.

Por (4.13), os pontos de saida e de entrada ndo podem estar na fornteira dos v,-
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horocirclos do truncamento. Ao passar para subsequéncias podemos assumir que a
saida e entrada de pontos estao na mesma componente geodésica 7, na fronteira de
T, s- Em particular, o campo vetorial G,,, o,1 torna-se tangente a uma vy-geodésica
no ponto zy na vy-geodésica que ¢é parte da fronteira de Ly, s\T,,s. Assim, existe ¢ tal

que

Gvo,l,l(lh) = EVBUO (ZL'()), o € ng,(S\T;O,(S- (414)
Dai segue de (4.14) e (4.1) que existe A € R tal que
D f(0)"V Bu(uy) (f (20)) = AV By (20), 20 € Lugs\ Ty 5

Tal como explicado na discussao anterior (4.8), isto implica que as folheagoes H, e
J"Hpy sdo tangentes no ponto zg € Ly, 5\T,, 5 uma contradigao (4.11) e, finalmente,
para o fato que assumimos, f(a) = f(b) com a # b. Portanto o caso 2 também leva a

uma contradicao, e a prova do teorema. O

4.2 A condicao espectral

Recordamos o famoso Teorema de injetividade de Gutierrez [10]: Se um difeomorfismo
local F : R? — R? ¢ tal que [0, +00) N Spec Df(z) = 0, para todo z € R?, entao F é
injetivo.

E natural perguntar se injetividade é uma consequéncia da condicao espectral
[0, +00)NSpec D f(z) = () onde a aplicagao F é agora definida apenas num subconjunto
convexo €2 do plano. Esta questao tem uma resposta negativa, tal como mostrado pelo
seguinte exemplo simples: Tome (2 para ser o semiplano superior aberto em C e con-
sidere a aplicagao real subjacente F' : Q — C, F(z) = 23. Para z € , a derivada
F'(2) = 32? falha em [0, +00) e F ndo ¢ injetiva.

Apesar disso, sob uma condigao espectral adequada um difeomorfismo local definido
em um conjunto convexo pode ser injetivo, por exemplo, se 2 C R? ¢é aberto, convexo
e F': Q — C satisfaz a condi¢ao espectral mais forte R N Spec D f(z) = (), para todo
z € (), entao F é injetiva. Para ver isto, suponha F'(a) = F(b) com a # b, e v = b — a.
A fungao g em [0, 1] dada por g(t) = (F(a+tv),v*) satisfaz g(0) = g(1). Pelo teorema
do valor médio existe z € [a,b] tal que (DF(2)v,vt) = 0. Em particular, v é um
autovetor de DF(z) correspondente para um autovalor real, uma contradigao.

Para entender o teorema de Gutierrez a partir de um ponto de vista geométrico,

temos que perceber que a condic¢ao espectral é equivalente a condicao geométrica de
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que cada folheacao de R? por linhas paralelas é vagamente tranversal a sua folheacao
pull-back sob um difeomorfismo local. Da mesma forma, a condigao espectral mais
forte R N Spec Df(z) = () é equivalente a condi¢ao de que as folheagoes acima sdo

realmente transversais.

4.3 Uma relacao entre o teorema principal e a condi-

cao espectral

No contexto das superficies de Hadamard, linhas paralelas sdo horociclos correspon-
dentes ao mesmo ponto no infinito. Na verdade, o teorema 4.1 é destinado a fornecer
uma geometrizacao do Teorema de injetividade de Gutierrez. Para ver isto, tome
(Mi, g1) = (Ms, g2) = o plano flat e h = identidade. Assim, vemos que a condigao (i)
é equivalente a condigao espectral [0, +00) N Spec(D f(x))! = B, para todo x no plano,
onde A! denota a matriz transposta de A.

De fato, seja {v, v} uma base ortonormal positiva e suponhamos, a titulo de con-
tradigao, que para f nas condigoes do teorema, D f(x)'v = Av, onde A > 0. Segue-se
que Df(z)vt = pvt para algum nimero real pu. A aplicacio f preserva orientacao
de modo que a base {Df(z)v, Df(z)vt} = {Df(x)v, pvt} é positiva. Desde que
(Df(x)v,v) > 0, temos que g > 0, o que é uma contradigao para a definigdo de
transversalidade vaga.

A condicao (ii) significa que o conjunto de pontos em R? que tem v como um
autovetor de (D f(x))! intercepta qualquer faixa no plano com lados perpendiculares a
v em um compacto definido. Na verdade, o resultado central no artigo de Gutierrez
[10] indica que a condicao espectral [0, +00) N Spec(D f(z))" = () basta para provar que
f é injetiva.

Uma consequéncia importante do teorema de Gutierrez (ver também [7] e [9]) é
a solucao afirmativa da conjectura de estabilidade global assintdtica na teoria dos
sistemas dinamicos: se f ¢ um campo vetorial suave em R? com uma singularidade em
p e se as linearizacoes de f sao estdaveis em todos os pontos entao a variedade estavel
de p é o plano inteiro.

Tendo em vista os desenvolvimentos descritos no paragrafo acima, é natural per-
guntar se a condicao (ii) do Teorema é supérflua. Se isto puder ser demonstrado, que é
um caso da teoria, teremos uma generalizacao completa do teorema de Gutierrez para

superficies de Hadamard.
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