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Resumo

7z

Esse trabalho é baseado no artigo The Mean Curvature Cylindrically Bounded
Submanifolds, nele abordaremos uma estimativa para a curvatura média de subvariedades
completas cilindricamente limitadas. Ademais apresentaremos uma relacdo entre uma

estimativa da curvatura média e o fato de M ser estocasticamente incompleta.

Palavras-Chaves:  Problema de Calabi, Principio do Miximo de Omori-Yau,

Subvariedades Cilindricamente Limitadas, Curvatura Média, Completitude Estocdstica.



Abstract

This work is based on the article The Mean Curvature Cylindrically Bounded Submanifolds,
it will discuss an estimate for the mean curvature of complete cylindrically submanifolds
bounded. Furthermore we present a relationship between an estimate of the mean curvature

and the fact that M is stochastically incomplete.

Keywords: Calabi Problem, Omori-Yau Maximum Principle, Cylindrically Bounded

Submanifolds, Mean Curvature, Stochastic completeness.
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Introducao

Eugenio Calabi [7], em meados de 1960, propds duas conjecturas sobre hipersuperficies
minimas completas em R™. Veja também [8]. Na primeira, conjecturou que toda hipersuperficie
minima completa do espago euclidiano R™ € ilimitada, enquanto, na segunda, conjecturou que
as hipersuperficies ndo planares minimas completas do R™ tém projec¢ao ilimitada sobre todo

subespacgo (n —2)-dimensional.
Ambas as conjecturas acabaram por serem falsas para superficies imersas em R>.

Primeiro Jorge-Xavier [17] exibiram um exemplo de uma superficie minima completa
nao-plana compreendida entre dois planos paralelos, mostrando que a segunda conjectura nao é
verdadeira. Utilizando os métodos empregados por Jorge-Xavier, Nadirashvili [20] exibiu um
exemplo de uma superficie minima completa contida na bola unitdria do R3, contrariando assim
a primeira conjectura. Recentemente foi demonstrado por Colding e Minicozzi [9] que ambas

as conjecturas se mantém para superficies minimas mergulhadas.

Como uma aplicagcdo de nosso método, generalizamos os resultados de Markvorsen [18]
e Bessa e Montenegro [6] sobre incompletitude estocdstica de subvariedades minimas para

subvariedades de curvatura média limitada.

Bessa e Montenegro [6] mostraram que subvariedades minimas cilindricamente limitadas
completas de N x R sdo estocasticamente incompletas. Aqui nds estenderemos esses resultados
para subvariedades completas com curvatura média suficientemente pequena dentro de um
cilindro fechado B(r) x R! numa variedade Riemanniana produto N x RY Para isto

provaremos o resultado principal proposto por Alias, Bessa e Dajczer [1]:

Teorema 0.1. Seja @ : M™ — N x RY uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensido m > {+ 1. Seja Bn(1) a bola geodésica de N™
centrada em p com raio v. Dado q € M, assumir que as curvaturas seccionais radiais K’]”\]‘ld

ao longo da geodésicas radiais saindo de p = 1(@(q)) € N sdo limitadas quando K]T\Jacl <b



em BN (7). Suponha que

©(M) C Bn(r) x R

parar < min{injy (‘p),T[/Q\/E}, onde assumiremos 2\7;5 para oo se b < 0.

(@) Se @ : M™ — N™! x RY ¢ prépria, entdo

m—{
sup|H| > Cp(1). (D
M m
(b) Se
m—{
sup[H| < Cyp(r), ()
M m

entdo M € estocasticamente incompleta.

Ademais, apresentaremos uma consequéncia do teorema para hipersuperficies euclidianas:

Corolario 0.1. Seja @ : M™! — R™ uma hipersuperficie completa com curvatura média H.

Se

1
@ (M) C Bpa(r) x R™2 e supH| < T,
M n-—

1

entdo @ ndo é propria.
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Neste capitulo encontraremos os fundamentos bdsicos para a identificacdo das hipéteses
dos nossos resultados e o bom entendimento dos nossos calculos, bem como os enunciados de
alguns resultados cldssicos que usamos no trabalho, destacando a Expressdao do Laplaciano e
o Teorema de Comparacido do Hessiano. Os resultados que ndo demonstraremos conterdo as

referéncias onde tais provas poderdo ser encontradas.
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1.1 Linguagem Basica

Iniciaremos com uma breve exposi¢do sobre variedades Riemannianas para que o texto
fique mais completo. Comecaremos com a definicdo do conceito de variedades diferencidveis,

que generaliza o conceito de superficies em R>.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de

aplicagoes injetivas xy : Uy C R™ — M de abertos do R™ em M tais que:

i Ugxa(Uy) =M.

ii. paratodo par «, 3 comxy(Uyx)Nxg(Ug) =W #0, os conjuntos x '(W)e xgl (W) sdo

1

abertos em R™ e as aplicacoes Xg OXg Sdo diferencidveis.

iii. A familia {(Uy,x)} € maximal relativa ds condi¢des acima.

O par (Uy,xy) é chamado de parametrizagdo(ou sistema de coordenadas) de M em p e

X« (Uy) € chamado uma vizinhaga coordenada em p.

Como nas superficies em R3, também é possivel considerar o espago tangente 2
uma variedade diferencidvel M em um ponto p. Primeiro, estenderemos a nogdo de

diferenciabilidade. Para tanto, precisamos da seguinte defini¢do:

Definicao 1.2. Sejam M| e M, variedades diferencidveis de dimensdo n e m. Uma aplicagdo
@ : M| — M, é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacdoy : V C R™ — M,
em @(p) existe uma parametrizacdo x : U C R™ — M em p tal que @(x(U)) C y(V)

1

e a aplicagdo y ' o@ox : U C R™ — R™ ¢ diferencidvel em x~'(p). Diremos que ¢ é

diferencidvel em um aberto de M se ela é diferencidvel em cada ponto do aberto.

Observacao 1.1. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira natural
uma topologia em M. Dizendo que os abertos de M sdo os conjuntos A C M tais que x&l (AN

xy(Uy)) é aberto em R™ para toda parametrizagcdo, induzimos em M uma topologia.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. ~Uma aplica¢do diferencidvel « :
(—e,e) — M é chamada uma curva(diferencidvel) em M. Suponha que x(0) =p € M, e
seja D o conjunto das funcdes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva x em t =0

é a fungdo o (0) : D — R dada por
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t=0

O vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—e,¢) — M com
o(0) = p. Chamamos de espaco tangente a M em p, identificado por T, M, ao espago vetorial
formado pelos vetores que sdo tangentes a M em p. As operacdes que fazem deste conjunto

espaco vetorial sdo as operacdes usuais em espagos de fungdes.

Sejam M e M, variedades diferencidveis de dimensdio ne me ¢ : M| — M, uma
aplicacdo diferencidvel. Para todo ponto p € M, e para cada v € T, M, escolha uma curva
diferenciavel o : (—e,e) — M| com «x(0) =p e oc/(O) =v. Seja 3 oo A aplicagdo dey :
oMy — Ty(p)M2 dada por dop = B/(O) que € linear e ndo depende da escolha de «, é

chamada a diferencial de @ em p.

Definicao 1.4. (Variedades Riemannianas) Uma variedade Riemanniana é um par composto de
uma variedade diferencidvel e uma métrica Riemanniana. Uma métrica Riemanniana em uma
variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno ( )p no TyM, o qual satisfaz o seguinte: se x : U C R™ — M ¢ uma vizinhanga

coordenada em p, com x(X1,....xn) =q €x(U) e aixi(q) = dx4(0,...,1,...,0), entdo

0 0

<a_>q(q)’a_xj(q)> = gij (X1, Xn)

€ uma funcgdo diferencidvel em U.

O conjunto {a%l (q), aixz(q )y eens %(q)} ¢ uma base para o espaco tangente a M no ponto p,
ToM.

Seja M uma variedade Riemanniana. O campo de vetores X em M € uma correspondéncia
que associa a cada ponto p € Mum vetor X(p) € T,M. Considerando uma parametrizacdo

x: U C R™ — M € possivel escrever

X(p) =) ai(p)s—

9
i=1 X

onde cada a; : U — R é uma funcdo em U e % ¢ a base associada ax, 1 =1,...,n. Também
1
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podemos ver o campo X como sendo uma aplicagdo X : D — D tal que Xf é a fungdo

0(fox)
6xi

Xf(p) =Y ai(p) (p),
i=1

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores em M. No que segue, usaremos
uma operagdo [, ] : X(M) x X(M) — X(M) tal que [X,Y] é o campo XY — YX para todos

X,Y € X(M). Nao € dificil ver que esta operacdo satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1.1. Se X,Y € X(M). sdo campos de vetores diferencidveis em M, a,b niimeros

reais, e f, g funcoes diferencidveis, entdo:
(a) [X,Y]=—1Y,X] (anticomutavidade),
(b) [aX+DbY,Z] = a[X,Z]+blY,Z] (linearidade),
(c) X, YL Z]+ 1LY, Z], X+ [[Z,X],Y] = 0 ( identidade de Jacobi)

(d) [£X,gY] = fg[X, Y] +X(g)Y — gY(f)X.
Demonstragdo. Vide [10] no capitulo O. U

Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R em uma variedade

diferencidvel M chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao 1.5. Um Campo vetorial V ao longo de uma curva c : 1 — M é uma aplica¢do que
a cada t € 1 associa um vetor tangente V(t) € T,y)M. Diz-se que V é diferencidvel se para

toda fungdo diferencidvel f em M , a fungdo t — V (t)f é uma fun¢do diferencidvel em 1.

d d
O campo dc (E>’ indicado por d—i, ¢ denominado campo velocidade(ou tangente)de c.

Restringindo a curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I obtemos um segmento, definimos o

comprimento de um segmento por

eb(c)—Jb de de 1/2dt
arri )\ dtdt ’

Definicao 1.6. Sejam M uma variedade Riemanniana e p,q € M. A distancia d(p, q) = infimo
dos comprimentos de todas as curvas fp q, onde tp, q, é uma curva diferencidvel por partes

ligando p a q.
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1.2 Conexoes Afins e Conexoes Riemannianas

Denotaremos por X(M) a parti de agora o conjunto dos campos de vetores de classe C*®

em M e por D(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.7. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢do

V: M) xX(M) — X(M)
que se indica por (X,Y) — VXY e satisfaz as seguintes propriedades:
. VixpgvZ="1VxZ+gVyZ
ii. Vx(Y+Z)=VxY+VxZ

iii. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Conexdes afins sempre existem, porém em uma variedade Riemanniana a unicidade nado é

garantida. Contudo se uma conexdo afim em M for simétrica,
VxY—=VyX=I[X,Y], X,)Y € X(M)
e compativel com a métrica,
X{Y,Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M)

entdo o Teorema de Levi-Civita(citado abaixo) garante unicidade fornecendo a seguinte

expressao
(Z,VyX) = %{X<Y,Z> +Y(Z,X) = ZXY) = (X, Y1, Z) =([Y, Z],X) = (X, Z. )}

Teorema 1.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma tinica conexdo

afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V ¢ simétrica,

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.
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Demonstragcdo. Vide [10] no capitulo II. O

A conexdo dada pelo teorema acima € denominada conexao de Levi-Civita ou Riemanniana
de M.

Definicao 1.8. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n com conexdo Riemanniana

V. Existe tinica correspondéncia que associa a um campo de vetores V ao longo de uma curva
\Y

diferencidvel correspondéncia que c : I — M outro campo de vetores TS ao longo de c,

denominado derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

DV DV, DV
. D, DV df
i (V) = f—=+ (V)

DV
iii Se'V éuma restrigdo de um campoY € X(M) a uma curva c : 1 — M, entdo el VacatY-

1.3 Geodésicas

Apresentaremos nesta secdo o transporte paralelo, uma técnica muita utilizada.
Introduziremos um dos conceitos fundamentais da Geometria Riemanniana, a saber, geodésicas.
As geodésicas podem ser vistas como curvas com aceleracdo nula ou ainda aquelas que

minimizam distancias.

Definicao 1.9. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim. Um campo vetorial

V longo de uma curva diferencidvel c : 1 — M é chamado paralelo quando ek Oem L.

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim. Sejac:1— M
uma curva diferencidvel em M e Vo um vetor tangente a M em c(tg), to € I (isto é Vo € Tty )m)-
Entdo existe um tinico campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal que V(ty) = Vo, ( V(1)

é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de ¢ ).
Demonstracdo. Vide [10] no capitulo II. [

Agora, afim de generalizar o conceito de retas do R™ introduziremos o conceito de
geodésicas e daremos uma idéia de que, ao menos localmente, elas minimizam a distancia

entre dois pontos

No que se segue, M serd uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Riemanniana
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Definicao 1.10. Uma curva parametrizaday : 1 — M é uma geodésica em ty € 1 se
D /d
(YY) _p
dt \ dt
d

no ponto to. Como o campo <—Y> é tangente a curvay , podemos pensar também que 'y serd

dt

uma geodésica se
!/
V, vy =0

Se v é uma geodésica em t, para todo t € 1 dizemos que 'y é uma geodésica. Se [a,b] C 1 e
Y : I — M é uma geodésica, a restri¢do de y a [a,b] é chamada (segmento de) geodésica

ligando y(a) e y(b).

Apresentaremos dois lemas. O primeiro lema segue para a existéncia e unicidade de
geodésicas e o segundo lema mostra que € possivel aumentar a velocidade de uma geodésica

diminuindo o seu intervalo de definicdo ou vice-versa.

Lema 1.1. Dado p € M, existem um aberto V C M,p € V, niimeros 6 >0 e ¢ > 0 e uma

aplicacdo C*®
Y:i(=8,8) xU—M, U={(q,v);qe V,veTM, |v| < e},

tais que a curvat —y, t € (—9,9), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por

q com velocidade v, para cada € V e cadav € T4M com [v| < €.
Demonstragdo. Vide [10] no capitulo III. 0

O lema acima afirma que se |[v| < €, a geodésica y(t, q,Vv) existe em um intervalo (—5,8) e

¢é Unica.

Lema 1.2. (Homogeneidade de uma geodésica) Se a geodésica y(t,q,v) estd definida no

intervalo (—9,0), entdo a geodésica y(t,q,av), a € R, a > 0, estd definida no intervalo
5 %
(2.2

2
a a

v(t.q,av) =v(at,q,v).
- . 6 o ~
Demonstragdo. Sejah: “4a — M uma curva dada por h(t) =vy(at,q,v). Entdo

h(0)=q e i—};(O) = av.
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Ademais como h/(t) = ay(at, q,v),
D /dh
dt (E) = Vih'(t) = @®Vy i qmy'(at.q.v) =0

onde, na primeira igualdade, estendemos h’(t) a uma vizinhanca de h(t) em M. Portanto, h é

uma geodésica que no instante t = 0 passa por q com velocidade av. Por unicidade,

h(t) =v(at,q,v) =v(t.q,av).

Devido ao lemas anteriores podemos definir uma importante aplicagao.

Definicao 1.11. Seja p € M e U C TM, onde U é um aberto como o do Lema 1. Entdo a
aplicacdo exp : U — M dada por

v
exp(q:v) =(1,qv) = (a2 ) av) €
¢ chamada a aplicacdo exponencial em U

Observacao 1.2. Salve o contrdrio, utilizaremos a restricdo de exp a um aberto do espaco

tangente TqM, isto é, definiremos
expq: Be(0) C TyM — M
por
expq(v) = exp(q,v),

onde B¢(0) é uma bola aberta de centro na origem 0 de TyM e de raio €. Além disso expq é

diferencidvel e expq(0) = q.
Geometricamente, expq(0) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a
lv], a partir de g, sobre a geodésica que passa por q com velocidade igual a ‘¥—|

Proposicao 1.3. Dado q € M existe um ¢ > 0 tal que expq : B¢(0) C TyM — M ¢é um
difeomorfismo de B, (0) sobre um aberto de M.
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Demonstragdo. De fato, temos que:

dlexpglolv) = < (expq(ty))

t=0

d
= Fr(la.w))

t=0

d
= a(’Y(t’ q’v))

= .

t=0

Assim, d(expq)o € a identidade de TqM, donde pelo teorema da fungdo inversa, expq € um

difeomorfismo local numa vizinhanga de 0.

]

Definicao 1.12. Um segmento de geodésicay : [a,b] — M é chamado minimizante se £(7y) <

{(c), onde L() indica o comprimento de uma curva e c é qualquer curva diferencidvel por partes

ligando y(a)y(b)

Lema 1.3. (Gauss) Sejap € M e sejav € T,M tal que expypV esteja definida. Sejaw € T,M ~
Ty (TyM). Entao

((d expplv(v), (d expplv(W)) = (v,w)
Demonstragdo. Vide [10] no capitulo II1. 0

Usaremos a seguinte terminologia:
Se expp € um difeomorfismo em uma vizinhanga V da origem em T, M, exp, V = U € chamada
uma vizinhanga normal de p. Se B¢ (0) é tal que B¢(0) C V chamamos B¢ (0) = B¢(p) a bola
normal (ou geodésica) de centro p e raio €. Pelo Lema de Gauss, a fronteira de uma bola
normal é uma hipersuperficie (subvariedade de codimensdo 1) em M ortogonal as geodésicas
que partem de p, ela é denotada por S¢(p) e denominada por esfera normal ou (ou geodésica).

As geodésicas em B (p) que partem de p sdo chamadas geodésicas radiais.

Agora, para propriedades minimizantes das geodésicas temos o importante teorema a
seguir, que nos diz que as geodésicas minimizam localmente o comprimento de arco em uma

variedade M.

Teorema 1.2. Sejam p € M, U uma vizinhanga normal de p e B C U uma bola normal de

centro p. Sejay :[0,1] — B um segmento de geodésica com y(0) =p. Sec:[0,1] — M ¢
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qualquer curva diferencidvel por partes ligando y(0) ay(1), entdo {(y) < {(c) e se a igualdade
vale entdo y([0,1]) = c([0,1]).

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo III. [

Observacao 1.3. O teorema acima ndo é global. se consideramos um arco suficientemente
grande de geodésica ele pode deixar de ser minimizante. Por exemplo as geodésicas de uma
esfera partem de um ponto p ndo sdo minimizantes depois que passam pelo antipoda de p.

Refinaremos a proposicdo 1.3.

Proposicao 1.4. Para cada p € M existem uma vizinhanga W de p e um niimero & > 0, tais
que, para cada q € W, expq é um difeomorfismo em Bs(0) C TyM e expq(Bs(0)) D W, isto

¢, W é vizinhanga normal de cada um de seus pontos.
Demonstracdo. Vide [10] no capitulo III. [

Apresentaremos agora as variedades completas. A utilidade das variedades completas € o
fato que dado dois pontos quaisquer de uma tal variedade existe uma geodésica minimizante

ligando esses dois pontos, isso se deve ao Teorema-Hopf e Rinow.

Definicao 1.13. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente)completa se para todo p €
M, a aplicagdo exponencial, expy, estd definida para todo p € T,M, isto é, se as geodésicas

Y(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do pardmetro t € R.

Teorema 1.3. (Hopf e Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:
a) expy estd definida em todo o T, M.
b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
¢) M é completa no espaco métrico.
d) M é geodesicamente completa.

e) Existe uma sucessdo de compactos Ky, C M, Ky Cint Ky 4 e UKy =M, tais que se ¢ qnKn

entdo d(p, qn) — oo.

Ademais, cada uma dessas afirmacoes acima implica que:

f) Paratodo q € M existe uma geodésicay ligando p a q com £(y) = d(p,q).
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Demonstragcdo. Vide [10] no capitulo VII. [

Precisamos do conceito de referencial geodésico. Com isto podemos introduzir os conceitos

de gradiente, divergéncia e Laplaciano e demonstrarmos relacdes entre eles.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo m. Entdo, dado p € M,
existe U C M aberto com p € U e uma familia &; € X(U), 1 =1,....,n, de campos de vetores

tais que
i. {Ej(u),....,En(u)}é uma base ortonormal para cada w € U ;
ii. Vg Ei(p)=0
Definicao 1.14. Tal familia é chamada de referencial geodésico em p.
Demonstracdo. Com efeito, seja p € M. Considere {ej, ey, ...,en} uma base ortonormal para
T, M. Seja U uma vizinhanga normal de p. Dado um ponto g € U existe uma dnica geodésica

v :[0,1] — U unindo p a q. Considere E;(q) como o transporte paralelo de e; ao longo de V

em q.

Como (ej,e; = 0) se i # j e os vetores e; sdo transportados paralelamente, temos que em

todo ponto g € M os vetores E;(q) formam uma base ortonormal para TqM.

Agora sejai€{l,2,...,n}, entdo para cadaj €{1,2,...,n} podemos escolher uma geodésica
Y(t) comy(0) =p, ¥'(0) =E;(p). Como o campo E; ¢ paralelo cumpre que 0=V,/E; = Vg, Bi.

O que conclui a demonstracao. [

1.4 Operadores Diferenciais - Gradiente, Divergéncia,

Laplaciano e Hessiano

Nesta secdo apresentaremos os operadores diferencidveis: gradiente, divergente,

Laplaciano e Hessiano. Além disso, algumas de suas principais propriedades.

Definicao 1.15. (Gradiente) Seja M uma variedade Riemanniana e f € D(M). Definimos o

gradiente de f como o campo de vetores grad f em M satisfazendo, parap € M, v € T,M,
(grad f(p),v) = dfp(v).
Para todo X € X(M) temos

(grad f(p),X) = X(f).



1.4 Operadores Diferenciais - Gradiente, Divergéncia, Laplaciano e Hessiano 14

Proposicao 1.6. Se {e,...,en} € um referencial ortonormal local em M entdo,

grad f=Y ei(f)e;. (1.1)

i=1

Demonstragdo. Sendo grad f=Y7" | «ie;, temos que

n
e = (grad f, ej> = (Z oGei, €)) = .

i=1

Assim,

n
grad f = Z ei(f)e;.
i=1

]

Decorre da definicao que se f,g : M — R sdo funcgdes diferencidveis valem as seguintes

propriedades:

i. grad (f+g) =grad f+grad g;
ii. grad (fg) =g(grad f)+f(grad g).

Proposic¢ao 1.7. Seja f: M — R uma fungdo diferencidvel. Dados p € M ev € T,M, seja
v : (—68,8) — M uma curva diferencidvel tal que y(0) =p ey'(0) = v. Entdo

(grad f,v)p = %(foy)(t)
t=0

Em particular, se p é o ponto de mdximo ou minimo local para f, entdo grad f(p) =0.

Demonstracdo. Note que , sendo X uma extensdo local v/, temos

(grad f,v)p = (X(0)(p) = 5 (Foy)(1

t=0
Considere que p é o ponto de maximo para f ( 0 outro caso € andlogo). Entdo existe UL C M uma
vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) paratodo g€ U.Seve T,Mevy: (—¢,e) — Ué

como no enunciado, entdo (fovy) : (—e,e) — R tem um maximo local em 0, donde

(grad f,v)p = %(foy)(t)

t=0
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Proposicao 1.8. Seja f: M — R e ¢ : R — R sdo fungoes diferencidveis, entdo
grad (pof) = ¢@'(f)grad f

Demonstragcdo. Se p € M, ve T,M ey :(—¢,e) — M € uma curva diferencidvel tal que

v(0) =p ey’(0) =v., entdo pela proposi¢do anterior temos que

(grad (pefly) = Slpofoy)(t

t=0

d
S (Fen(v

= (@'(f)grad f,v).

= ¢'(f(p))

t=0

]

Definicao 1.16. (Divergéncia) Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Definimos

a divergéncia de X como uma funcdo div X : M — R dada por
div X(p) =tr(Y(p) — VvX(p)), peM.

Proposicao 1.9. Se {ey,...,en} é um referencial ortonormal local em M entdo,

n
div X =) (Ve X, e5).

i=1
Demonstragcdo. Temos que,
n
Vej X= Z 7\161,
i=1
onde
VeJX ex) Z?\ ei,ex)
Assim,

Ve).X = <Ver, €i>€i

Dai , a matriz da aplicacdo (Y — VyX) nesta base é dada por

<Velx,€1> cee (VenX,eQ

<Vel X, en> M <Venx, en>
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Logo,

n
div X =tr(VX) = ) (Ve X, e1).

i=1

O]
Decorre da defini¢ao que se f : M — R € diferencidvel valem as seguintes propriedades:

i. div (f+g)=divf+gradg;
ii. div (fX) =f(div X)+ (grad f),X).

Proposiciio 1.10. Seja X =Y" | Xie;, onde {ey, ..., en} é um referencial ortonormal local em M

entdo,

div X = i(ei(Xi)—Weiei,Xﬂ. (1.2)

i=1

Demonstragdo. Temos,

gk
g
o
P
D

divX =

,,.
[
_

I
M=
,_‘P
il No

X
HN
k3

,4
Il
—_

I
1=
)

X
o
o

+
™
>
4
o
0
o

,d
NN
Il
_
-
NN
Il
_

Como (ej, ej) = dyj, tem-se que

0= ei(ei,ej> = <Veiei’ej> —+ <61,Vei€j> — <Veiei’ej> = —<61,Veiej>.

Assim,

n n

divX = Ze (Xi) — Z X;(Ve,ei.€;)
i=1 ij=1
n n
= Y (es(X)) =), Velel,ZX &j).

i=1 i=1 =

Logo,

divX = Y (eu(Xs) — (Ve,e1.X)).

i=1
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Definicao 1.17. (Laplaciano). Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o Laplaciano

como o operador A : D(M) — D(M) tal que

Af =div (grad f), feD(M).

Decorre das propriedades do gradiente e de divergéncia que para quaisquer f,g € D(M) o

laplaciano satisfaz as seguintes propriedades:
i. A(f+g)=Af+Ag;
ii. A(fg) =fAg+gAf+2(grad f,grad g).
Proposicao 1.11. Se {ey,...,en} € um referencial ortonormal local em M entdo,

Af=) (eilei(f))—(Veei)(f)).

-

i=1

Demonstragdo. De fato, pela equacdo (1.1)

3

Af=div ( ei(f)ei),

i=1

e por (1.2)

™=

Atf=) (eilei(f))—(Veei)(f))

1

,d.
I

e finalmente pela propriedade que o gradiente satisfaz, temos

Af=

-

Il
—_

(eilei(f)) — (Vee) ().

1

Sef:M" — Re ¢:R— R sido fungdes diferenciaveis, entao

A(dof) = (¢p")||grad f||>+ (¢’ o f)Af.
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Demonstracdo. Segue da defini¢do, das propriedades do laplaciano e da proposicao 1.8 que

A(pof) = div(grad (dpof)
= div((¢p'of)grad f)
= (grad (¢'of),grad f) + (¢’ of)div (grad f)
= ((¢"of)grad f)+ (' o f)Af
= Aldpof) =(¢d")|grad f||*+ (¢’ o f)Af.

Agora daremos duas defini¢des para o hessiano

Definicao 1.18. (Hessiano) Seja f : M. — R uma funcdo diferencidvel. Definimos o Hessiano

de f em p € M como o operador linear Hess f, : T, M — T, M dado por
Hess fp(v) =Vygrad f, veT,M.
Ademais, se X € X(M) for uma extensdo de v numa vizinhanga de p, entdo temos
(Hess f)p(X) = Vxgrad f(p), XeX.

Além disso o (Hess f),, é um operador linear auto adjunto.

Proposicao 1.12. Se f: M — R ¢ uma fungdo diferencidvel, entdo

Af =tr (Hess f).

Demonstragdo. Sejap € M e considere U C M uma vizinhanca de p onde esteja definido um

referencial mével {Eq,...,E,}. Entdo

-

tr (Hess f), = ((Hess f)p(Ei),Eq)

i=1

= Z(VEigrad f,Ei)p

i=1

— div (grad )(p)
= Af(p).

=

O

Uma outra maneira de definir o hessiano seria utilizando a linguagem de tensores em uma

variedade.
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Definicao 1.19. Sejam M uma variedade Riemanniana e f € D(M) Definimos a hessiana de f
emp € M como Hess f(p) : T, M x T,M — R, dada por

Hess f(p)(X,Y) = (Vxgrad f(p),Y).
E fdcil ver que tal forma bilinear é simétrica e que

Hess f(X,Y) = (Vxgradf,Y)
= X(gradf,Y)—(grad f,VxY)
= X(Y(f)) = (VxY)f.

Agora abordaremos algumas consequéncia no caso em que o referencial é geodésico.

Sejam M uma variedade Riemanniana e {E; € X(U);i=1,...,n = dimM} um referencial
geodésicoemp € M. Se f € D(M) e X € X(M) entdo o gradiente de f e a divergéncia de X

podem ser escritos, respectivamente, como

grad f(p) = }_ (Ei(f)Ei(p). (1.3)
i=1
(&
div X(p) = iEi(ﬁ)(p), onde X=) fiX; (1.4)
i=1 i

como graf f é um campo de vetores na vizinhanca coordenada U C M de p, podemos
escrevé-lo como combinacgao linear dos campos do referencial geodésico. Sendo este, em cada
ponto, uma base ortonormal do espago tangente, podemos escrever

n

grad f(p) = Y. (grad f(p).Ex(p) Ei(p)

i=1

por outro temos que

(grad f(p),Ei(p)) = dfp(Ei(p)) = Eif,
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e assim obtemos a equacdo (1.3). Agora verifiquemo que (/.4) acontece. Temos,

M=

divX(p) = (Ve X,Ey)

._.
Il
_

[
M:
u M:

H
I
_

Il
™=
M=

.ﬂ
Il
_
.
Il
_

(Ve (f;E), Ey)

<ijEi (Ej) + Ei(fj )Ej, Ei>

|
™=
™=

ﬂ'
e
—
ey

Il
™=
™=

._.
Il
_
N
Il
_

Ei(f;)(E;, Eq)

donde segue-se o resultado, pois (Ei,Ej> = éij ¢ o delta de Kronecker. Além disso, obtemos

uma nova equacao para o Laplaciano:

(1.5)

o
Il

Il
I

1.5 Curvaturas

Nesta secdo nds introduziremos outro conceito fundamental na teoria de Geometria
Riemanniana, a saber, a curvatura. Apresentaremos a curvatura seccional, curvatura de Ricci

e curvatura escalar. Além disso, definiremos a segunda forma fundamental.

Definicao 1.20. Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a curvatura de M como sendo
uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) a aplicacdo R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ—VxVyZ+ V[X,Y]Z
onde Z € X(M) e V é a conexdo Riemanniana de M.

Temos consequéncia direta das propriedades de conexdes e da operagdo [ , ], os colchetes,

que R é bilinear e, para cada par X, Y, o operador curvatura R(X,Y) é linear.

Proposicdo 1.13. i, R é bilinear em X(M) x X(M), isto é

R(fX1 +gX2, Y1) = fR(X1, Y1) +gR(Xz, Y1),
R(X1,fY1 +gY2) = fR(Xy, Y1) +gR(Xy,Y2),
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f,ge D(M), X1,X2,Y1,Y2 € X(M).

ii. Para todo par, X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear,

isto é,

R(X,Y)(Z+W) =R(X,Y)Z=R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feD(M), Z, W e X(M).
Demonstragcdo. Vide [10] no capitulo I'V. [

Outro resultado interessante que segue diretamente da defini¢do e das propriedades basicas

da curvatura é :

Proposicao 1.14. (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y=0

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo I'V. [

Observacio 1.4. Se romarmos M = R", entdo para todo X,Y,Z € X(R"), teremos que
R(X,Y)Z = 0. De fato, seja Z = (z,...,zn) as componentes naturais do campo Z nas

coordenadas naturais do R™), teremos que
VxZ = (Xzy,...,Xzn),
e, consequentemente,
VvVxZ = (YXzy,...,YX2,),
o que implica que
R(X,Y) =VyVxZ -VxVyZ+VxyZ=0

Portanto, podemos pensar na curvatura de uma variedade Riemanniana como uma maneira de

medir o quanto M deixa de ser euclidiana.

Intimamente relacionado com o o operador curvatura estd a curvatura seccional(ou

Riemanniana), que iremos definir.
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Definicdo 1.21. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e 0 C T,M um subespago

bidimensional de T, M, o niimero real

(R(u,v)u,v)
2 [v][2 = (u,v)

K(o) =

¢ denominado curvatura seccional de ¢ em p, onde {\u,v} é uma base qualquer de ©.

A expressdo acima independe da escolha da base tomada para o

Observacao 1.5. A importancia da curvatura seccional provém do fato de que o conhecimento

de K(0), para todo o, determina completamente a curvatura R de M

A seguir apresentaremos a curvatura de Ricci e a curvatura escalar, que nada mais € do que

médias de curvaturas seccionais.

Definicao 1.22. Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M e x = z,, um vetor unitdrio em
To,M, tomemos uma base ortonormal {z1,z,...,zn—_1} ao hiperplano de T,M ortogonal a x.

Definimos a curvatura de Ricci na direcdo de x como sendo

Ricp(x :—Z (x,zi)%,2¢), i=1,2,.,n—1.

Definimos a curvatura escalar(ou média) em p como

1 .
ZRle z] ( 1) Z(R(zi,zj)zi,zﬁ, 1i=1,2,....n.

As expressoes acima ndo dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais.

Recordemos as defini¢des de imersoes, mergulhos e isometria estamos interessados nas

imersoes isométricas. Por fim abordaremos o conceito da segunda forma fundamental.

Definicao 1.23. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel @ :
M — N é uma imersdo se d@p : TyM — Ty N € injetiva para todo p € M. Se, além disso,
@ é um homeomorfismo sobre (M) C N, onde @ (M) tem a topologia induzida por N, diz-se
que @ é um mergulho. Se para todo compacto X C N tem-se que @~ C M é compacto, diz-se
que @ é propria. Caso M C N e a inclusdo 1 : M — N seja um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de N

Definicao 1.24. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N (isto

é, T é uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria se:

(. vy = (dfp(w). dfp (V).

paratodop € M, u,v € TyM.
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—n+m=k

Se f: M™ — N

variedade Riemanniana M entdo a métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma

¢ uma imersdo de uma variedade diferenciavel M em uma

métrica Riemanniana em M : se vi,v; € T, M, define-se

(vi,v2) = (dfp (v1),dfp(v2)).

Desta maneira, f passa a ser uma imersdo isométrica de M em M . Como, pela forma local
das imersdes, dado p € M existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma

subvariedade de M , é comum identificarmos U ~ f(U).

Para cada p € M , o produto interno em Tpm, decompde Tpm, na soma direta
SV 1

onde (Tpl\/l)L € o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Assim dado v € Tpm, PeEM

podemos escrever
v=vl 4N ,

onde v'(componente tangencial de v) € ToMe vN(componente normal de v) € (TPM)L. A
conexio Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M,

e X,Y sdo extensdes locais a M, definimos
VxY = (VgY)T.
Definicao 1.25. (Segunda Forma Fundamental). A segunda forma fundamental é a aplicacdo

a(X,Y): (M) x X(M) — X(M)* dada por

a(X,Y) = (VgY)E =V Y —VxY e x(M)L. (1.6)

Observacao 1.6. Se X, é uma outra extensdo de X, teremos

(VY —VxY) — (Vg Y= VxY) = Vg _x V.

que se anula em M, pois X—X; =0 em M. Além disto, se Y| é uma outra extensdo de Y,

(VgY —VxY) — (VxY; — VxY) = V¢(Y=Y;) =0,
pois Y —Y| =0 ao longo de uma trajetéria de X. Isto mostra que x(X,Y) ndo depende das
extensoes X,Y. Portanto «(X,Y) estd bem definida. Indicaremos por X(U)* os campos

diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.
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Proposiciio 1.15. Se X,Y € X(U), a aplicacdo o(X,Y) : X(U) x ¥(U) — X(U)*

a(X,Y) = Vi ¥ — VxY

é bilinear e simétrica.

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo VI. [

1.6 Campos de Jacobi e o Cut Locus

Nesta secdo introduziremos os Campos de Jacobi. Os Campos de Jacobi sdo campos
de vetores ao longo de geodésicas, definidos por meio de uma equagdo diferencial que aparece
naturalmente no estudo de aplica¢do exponencial. Ademais apresentaremos o cut locus (lugar

dos pontos minimos).

Definicao 1.26. Sejay : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo diferencidvel de vetores

J ao longo de 'y é um campo de Jacobi se J satisfaz a equagdo

D2
dTZJ +R(Y'(1), JO))Y'(t) =0 (equagdo de Jacobi)
para t € [0, al.
~ . : o D]
Observacao 1.7. Um campo de Jacobi é determinado pelas condigoes iniciais ](0) e E(O).
Demonstragcdo. Vide [10] no capitulo V. [

Definicao 1.27. Considere vy : [0,a] — M uma geodésica. O ponto (ty) é conjugado de y(0)
ao longo de y,ty € (0,al, se existe um campo de Jacobi | ao longo de vy, ndo identicamente
nulo, com J(0) =0 = J(tg). O niimero mdximo de tais campos linearmente independentes é a

multiplicidade do ponto conjugado y(ty)
Observacao 1.8. Se y(tg) € conjugado de y(0), entdo y(0) é conjugado de y(ty).

Definicao 1.28. O conjunto dos (primeiros) pontos conjugados a um ponto p € M, para todas

as geodésicas que saem de p, é denominado o lugar dos pontos conjugados de p e indicado por

Clp)

DZ
De agora, por diante, por simplicidade de notacao, indicaremos T I, le =]" e assim

sucessivamente.
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Proposicao 1.16. Seja | um campo de Jacobi ao longo a geodésica gamma : [0,a] — M.

Entdo
J).v'(t)) = (J'(0),¥'(0))t+(J(0),¥'(0)), te0,al.

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo V. [

Proposicao 1.17. Considere gamma : [0,a] — M uma geodésica, V| € TY(O)M eV, €
Ty(a)M. Se y(a) ndo é conjugado a y(0) existe um iinico campo de Jacobi ] ao longo de v,
comJ(0)=Vie]J(a)=V,.

Demonstragdo. Vide [10] no capitulo V. [

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p € M um ponto de M, e seja gamma :
[0,00) — M uma geodésica normalizada com y(0) = p. Vimos anteriormente que se t > 0
¢ suficientemente pequeno, d(y(0),y(t)) =t, isto é, y([0,t]) é uma geodésica minimizante.
Além disto, se y([0,t;]) ndo é minimizante, 0 mesmo se passa para todo t > t;. Por
continuidade, o conjunto dos nimeros t > 0 para os quais d(y(0),y(t)) =t é da forma [0, to]
ou [0,00). No primeiro caso, y(tg) é chamado o ponto minimo de p ao longo de 'y, no segundo

caso, diz que tal ponto minimo ndo existe.

Definicao 1.29. Definimos o lugar dos pontos minimos de p("cut locus" de p), indicado por
Cut(p), como a unido dos pontos minimos de p ao longo de todas as geodésicas que partem

dep.
Proposicao 1.18. Suponha y(ty) é o um ponto minimo de p =y(0) ao longo de y. Entdo:
(a) ouy(ty) é o primeiro ponto conjugado de y(0) ao longo de vy,

(b) ou existe uma geodésica o #y de p ay(ty) tal que (o) =L(y).

Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, entdo existe t em (0,to] tal que y(t) é o ponto

minimo de p ao longo de y.

Demonstragdo. Vide [10] no capitulo XIII. O

Corolario 1.1. Se q é o ponto minimo de p ao longo de 'y, entdo p é o ponto minimo de p ao

longo de —y. Em particular, q € Cut(p) se e sé se p € Cut(q).

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo XIII. O



1.7 A Expressdo do Laplaciano e o Hessiano da Funcdo Distdncia 26

1.7 A Expressao do Laplaciano e o Hessiano da Funcao

Distancia

Nesta se¢ao obteremos uma importante férmula para o Hessiano e o cdlculo do Laplaciano
de uma fung¢do. Tal férmula foi obtida por Jorge-Koutrofiotis [16]. Além disso abordaremos o

hessiano da func¢do distancia.

Seja @ : M™ — N™ uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana M em uma
variedade Riemanniana completa N. Considere uma fungdo suave g: N — R e f =go @.

Sejam g € M e X € TyM. Identificando X com d¢(X). Entdo temos

(grad f,X) = X(f) = df(X) = dg(X) = X(g) = (grad g, X). (1.7)

Portanto, a proje¢do do vetor grad g no espago tangente a M em ¢, TqM, deve ser o vetor
grad f, isto é,
grad g =grad f+ (grad g)* (1.8)

onde (grad g)* é perpendicular a TyM.

Sejam V e V as conexdes Riemannianas em M e N , respectivamente. Utilizando as
equagdes (1.7) e (1.8), juntamente com as propriedades da conexdo Riemanniana, dados

X,Y € TqM podemos obter o seguinte resutaldo.

Proposic¢io 1.19. (Expressdo do Hessiano) Nas condigdes acimas e para todo X,Y € T,M,

temos

Hess (f)(X,Y) =Hess (g(¢@))(X,Y)+ (grad g, «(X,Y)). (1.9)

Demonstragdo. Como
«(X,grad f) = Vxgrad f— Vxgrad f,
temos

Hess f(q)(X,Y) = (Vxgradf,Y)
= (Vxgrad f—«(X,grad f),Y)
= (Vxgrad f,Y)—(«(X,grad f),Y)
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Lembrando que «(X,Y) iTL(TpM)L para todo X,Y € Ty M, teremos
((X,grad f),Y) =0.
Usando
(X(Y,grad f) = (Vxgrad f,Y) + (VxY,grad ),
aequacgao (1.7) e (1.8) , obtemos que

Hess f(X,Y) = (Vxgradf,Y)
(X(Y,grad f) — (VxY,grad f)

= (X(Y,grad g) — (VxY,grad f)
(Vxgrad g,Y) + (VxY,grad g) — (VxY,grad f)
(Vxgrad g,Y) + (VxY,grad g—grad f)
(Vxgrad g,Y)+ (VxY,(grad g)*)

= Hess g(X,Y)+{((VxY)*,grad g)

= Hess g(X,Y)+(grad g,«(X,Y))

como queriamos demonstrar. [

Pela equagdo que ja deduzimos para o célculo do Laplaciano, na (proposicdo 1.12),
tomando o trago em (/.9) com respeito a uma base ortonormal {ey, ..., e;} do T¢M, temos para

o Laplaciano de f,

Af(q) = tr(Hess f(q)(ei. €j)

— i Hess f(q)(ei,ei)

i=1

= ) Hess(g(@(q)))(ei.e)+(grad g. ) aflei.e)).

i=1

Portanto,

= ) Hess (g(o(q)))(ei.ei) + (grad g. ) a(ei.€))). (1.10)

i=1

Chamamos ao traco em « de vetor curvatura média, denotado por ﬁ Assim obtemos a
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expressdo do Laplaciano citada no inicio da secao:

=} Hess (glo(a)))(er. ;) + (grad g, H). (L11)

O valor Hﬁ ||, que denotaremos por |H|, é denominado curvatura média de M.

Lema 1.4. Seja N uma variedade Riemanniana f: N — R e ¢ : R — R. Entdo

HessN (¢ o f)(X,X) = ¢ (f)(grad™ (),X)%+ ¢’ (f)Hess™ () (X, X).

Demonstracdo. Usando a defini¢cao de Hessiano e a (Proposi¢ao 1.8) temos

HessN(pof)(X,X) = (dof)(X,X)(Vxgrad (¢pof),X)
= (Vx(¢'(f)grad (f)),X)
= (¢'(f)Vxgrad (f)+X(¢d'(f))grad (f),X)
f)(Vxgrad (f),X) +X(¢'(f))(grad (f),X)
= ¢'(f)(Vxgrad (f),X) + " (f)X(f)(grad (),X)
f)(Vxgrad (f),X) +¢"(f)(grad (f),X)?
= ¢"(f){grad (£),X)2+ ¢’ (f)Hess" (f)(X,X)

O]

Agora estudemos o Hessiano da funcdo distancia. Recordemos que o lugar dos pontos
minimos de p(ou "cut locus" de p), indicado por Cut(p), é a unido dos pontos minimos de p
ao longo de todas as geodésicas que partem de p.

Considere M uma variedade Riemanniana. Defina o conjunto E,,
E, ={ve T,M;expp(tv) e M\ Cut(p), V 0 <t <1} (1.12)

Proposicao 1.20. exp;, : E, — M\ Cut(p) é um difeomorfismo.

Demonstragdo. E claro que expp(Ep) = M\Cut(p). Seja agora q € M\Cut(ple y(t) =
expp(tv) a tinica geodésica normalizada e minimizante ligando p =y(0) a q =y(1). Entdo
q ndo € conjugado a p ao longo de y. Portanto, v € T,M ndo € ponto critico de expp, que €
assim um difeomorfismo local M\ Cut(p). Basta, pois, mostrarmos que expy € injetiva em E,.

Suponha que existam v,w € E,;, distintos, tais que

Y(t) =expp(tv) e «at) =expp(tw)
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ligam p a q =7vy(1) =vy(1). Segue de q # Cut(p) que a0 menos uma dentre « ey, digamos v,

ndo é minimizante até q. Logo, existe 0 < to < 1 tal que

expp (tov) =v(to) € Cut(p),
contradizendo o fato de que v (e portanto tyv) pertence a E. [

Observacio 1.9. Fixando p € M denotaremos por p : M\ (Cut(p) U{p}) — R a fungdo
distdncia a partir de p, isto é, p(q) = d(p, q) onde @ € M\ (Cut(p).

Proposicao 1.21. Seja vy : [0,a] — M\ Cut(p) uma geodésica normalizada partindo de p.

Entdo
grad p(y(t)) =v'(t), V 0<t<a. (1.13)

Em particular, |grad p| = 1.

Demonstragdo. Seja
Y(t) =expp(tv), 0<t<a e q=vy(to).

Se w € TqyM, w perpendicular y’(tp). Entdo da proposi¢do anterior e do lema de

Gauss(proposicdo) a existéncia de W € T, (T, M) tal que

(W,v) =0 e (dexpplipW=w.

Consideremos entdo « : (—¢,e) — Ey, tal que
la(s)| =tg, x(0)=1tyv e «’(0)=W.
Segue da unicidade de geodésica minimizante que liga expp(x(s)) a p que
plexpp(x(s))) = to.
Logo,
0= (grad p(q),(d expp)i,wW) = (grad p(q),w).

Como a igualdade acima é valida para todo w ortogonal y’(tg), entdo grad p(q) é mdltiplo de

v'(to). Mas desde que p(y(t)) =t para 0 < t < a, temos

(grad p(y(1)),Y'(t))=1 V 0<t<a,
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e dai consideremos
grad p(y(t)) =v'(t), Y0<t<a.

]

Seja M uma variedade Riemanniana e vy : [0,a] — M uma geodésica de M. Considere V
um campo de vetores diferencidveis por partes ao longo de y. Para todo t( € [0, a, escreveremos

to
jo (VVY — (RO, VY. Ve = Ty (VL V),

Lema 1.5. Seja vy : [0,a] — M uma geodésica sem pontos conjugados a y(0) no intervalo
[0,a]. Considere ] um campo de Jacobi ao longo de y, com (J,y') =0, e seja V um campo
de vetores diferencidvel por partes ao longo de y, com (V,y') = 0. Suponhamos que J(0) =

V(0) =0e que J, = Vy,, to € (0,al]. Entdo
Ito(]’]) S ItO(V,V) (114)

e a igualdade ocorre se e s6 se V =] em [0, o).
Demonstragdo. Vide [10] no capitulo X. [

Agora fixe um ponto p € M . Para x € M\ Cut(p), seja y uma geodésica minimizante
ligando p a X, parametrizada pela distancia, tal que y(0) =p e y(a) = x. Seja X € T, M tal que
(X,=—) = 0. Ja que x ndo é ponto conjugado de p, podemos estender X a um campo de Jacobi

dy
] ao longo de y satisfazendo

0
,—]=0.
Eh/]

J(v(0)) =0, J(v(a))=X e [
- 0 .
Pela (proposicdo 1.21) temos, a =grad pe [],grad p] =0, entdo

Vigrad p = Vgrad o).
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Assim,

Hess p(X,Y) = (Vjgradop,])

= <Vgrad pLJ)
ra d

= Jo agavgrad p])dt

ra
= 0 <Vgrad p]’vgrad p]) + <Ja Vgrad pvgrad p]>

ra

= 0 {|Vgrad p]|2 + <J’Vgrad pvgrad pI>}dt

Como ] € um campo de Jacobi, temos
Vgrad pvgrad p] + RU’ grad p)gT(ld p=0.

Portanto temos que:

a

Hess p(X,Y) = JO ({IVgraa oJ* = (J.R(J,grad p)grad p))}dt = 14(],]) (1.15)

onde R € a curvatura da variedade Riemanniana M e o segundo membro acima € a forma do

indice.

Proposiciao 1.22. Seja M™ uma varieda de Riemanniana completa e vy : [0,a] — M uma
geodésica normalizada partindo de p e que ndo intersecta Cut(p). Se 0 <t <ae X e T, (tp)

é ortogonal ay'(ty), entdo

(Hess p)y ) (X.X) =T, (J,]) = (J.]) (o),

onde | é o campo de Jacobi ao longo de 'y tal que J(0) =0 e J(ty) = X.
Demonstragdo. Vide [24] no capitulo 1. [

Tome M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k. Agora para

calcular o Hessiano da fun¢do distancia de M seja

( .
sulh(t\k/—k) Cse k<0
Si(t) = t, se k=0 (1.16)
M se k > ()
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€

v/—kcoth(tv/—k), se k<0
G 1
Ck(t) = Sc 1) o se k=0 (L.17)

Vkeot(tvk), se k>0.

Sp(t
Defina f(t) = SkEt; . Veja que f satisfaz a equacdo de Jacobi
k
o%f
ot (1.18)

£(0) =0, f(p) = L.

Sejay uma geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco e X € T, M tal
que (X,y¥'(p)) = 0. Denotemos por X(t), t € [0,p] o transporte paralelo de X ao longo de .
Logo o campo de Jacobi ao longo de y com J(0) =0e J(p) = X é dado desta forma:

)
Seja {a—,Xl +-+-» Xn—1} uma base ortonormal de T, ), paralela ao longo de y e J(t) = f(t)X;

campos de Jacobi. Agora analisemos os trés casos para a curvatura seccional.

1° Caso.

Se k < 0 temos pela expressao (1.15):

0.0

a) 3y f(1)X;(t))}dt

re
Hess(p)(Xi,Xi) = O{HV%f(t)xi(t)uz—<R(f(t)xi(t),

o
= [ 0w g Xt 2o —kr )
Pp{—k cosh?(tv/—k) _ksinhz(t\/jc
Joo sinh%(py/—k)  sinhZ(pv/—k

rpP k 2
Jo —W(ZCOS]’I (t\/:() — l)dt

p
— _sinhz(];\/jd Jo cosh(2tv—k)dt
B k sinh(2pv/—k)
_sinhz(p\/jd( 27—k )
vV—k sinh(2pv/—k)

2 sinh?(py—k)

cosh(pv—k)

\/:(sinh(p\/jd
= v/—kcoth(pv—k).

Hdt
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Logo,

Hess(p)(Xi, Xi) = v—kcoth(pvV— (1.19)

20 Caso.

Se k = 0 repetindo 0 mesmo processo temos pela expressao (1.15):

Hess(p)(Xi,Xi) = é (1.20)

3° Caso.
Se k > 0 repetindo 0 mesmo processo temos pela expressao (1.15):
Hess(p)(Xi, Xi) = Vkcot(pVk) (1.21)
Assim o Hessiano da funcao distancia em M satisfaz
Hess(p)(Xi, Xi) = Co(p(x)), (1.22)
onde Cyp(p(x)) € o sistema apresentado na equagio (1.17) em fungdo de outra variavel.

Observacao 1.10. Note que nessas condicoes temos

n—1

Ap =) Hess(p)(Xi,X;) = (n—1)Hess(p) (X, Xi),
i=1
e dai, )
(n—1)v/—kcoth(tv—k), se k<0
—1
Ap= nT se k=0 (1.23)
n—1)vkeoth(tvk), se k>0.

1.8 Teorema de Comparacao do Hessiano

Nesta se¢do apresentaremos o teorema de Rauch e provaremos o Teorema de Comparagdo

do Hessiano.

Teorema 1.4. (Rauch) Sejam M™ e ﬁm, m > n, variedades Riemannianas, 7y : [0,a] — M™

eV :[0,a] — M™ geodésicas com mesma velocidade escalar e tais que

i. Y(t) ndo é conjugado a<y(0) ao longodey, V 0<t< a.
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i. Kmy'(1),X) < Km(’y(t),ﬂ), vV e T,puM, X € Ty(t)Mrespectivamente
perpendiculares ay'(t) e y'(t).

Se J e | sdo campos de Jacobi respectivamente ao longo de y ey , ndo identicamente nulos e

tais que J(0) =7J(0) =0 (J'(0),y'(0)) = (J'(0),7'(0) =), entdo:
J(t)]

(a) =— é uma fungdo ndo-decrescente de t € (0, al.

J(t)]

2
®) (.)) > :%ucn parat € (0.d.

Demonstracdo. Vide [10] no capitulo X. [

Teorema 1.5. (Teorema de Comparagcdo do Hessiano) Sejam M™ e MM variedades
Riemannianas completas e y : [0,a] — M ey :[0,a] — M geodésicas normalizadas que

ndo intersectam respectivamente Cut(y(0)) e Cut(y(0)). Se

Km(y'(t),X) < Kgr (¥'(1),X),

para todos t € [0,a], X € T, yM e X e Ty(t)/l\z ortogonais respectivamente ay'(t) e y'(t), e
p e p denotam respectivamente as fungoes distdncia em M e em M a partir de y(0) e y(0),

entdo, para 0 < t < a tem-se
(Hess p)y (X, X) > (Hess py(y (X, X), (1.24)

para todos X € T, )M e X e TWT\Z unitdrios e ortogonais respectivamente ay'(t) e y'(t).

Demonstragdo. Fixe 0 <t < a. Pela (proposicdo 1.22)

(Hess p)y(to) (X, X) = (J',]) (to),

onde | é o campo de Jacobi ao longo de y tal que J(0) =0 e J(typ) = X. Note em particular que
(J,v") =0 em [0to]. Analogamente,

(Hess p)yr(t) (X, X) = (J',J) (o),

ondeTé o campo de Jacobi ao longo de y tal que T(O) =0 eT(to) =X, com (T,?’) =0em [0tp).

Agora, como Yy nio encontra Cut(y(0)) em (0, ty] temos que y(t) ndo é conjugado a y(0) ao
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longo de 7y, para 0 < t < tg. Portanto, segue do teorema de Rauch que

(Hess p)y(to)(X.X) = (J".])(to)

Nas notacdes e hipéteses do Teorema de Comparagao do Hessiano, tem-se

(Ap)(v(t)) = (Ap(¥(t) VO<t<a (1.25)

Demonstracdo. Basta somar as desigualdades quando X e X percorrem bases ortonormais

respectivamente de (y'(t))*(y’(t)) , observando que

(Hess p)y) (Y. Y") = (V9 VoY) = (Vyv',¥') =0 (1.26)
valendo uma relacé@o andloga para p. 0

Proposicao 1.23. Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante k e

rho(x) = dism (xo,x) fungdo distancia a um ponto xg € M, com x € M\ Cut(xg), entdo
HessM (p(x))(X.X) = Ci(p(x)) (1 — (grad(p(x)).X)?) (1.27)

onde X € M e || X]| = 1.
Demonstragdo. Vide [24] no capitulo 1. [

Pra averiguar a validade do préximo resultado basta realizar em cada caso, b <0, b =0
e b > 0, a comparacdo do Hessiano de p com o hessiano da fun¢do distancia da variedade

Riemanniana de curvatura seccional constante igual a b.

Teorema 1.6. Seja M™ uma variedade Reimanniana e xq, x| € M tal que existe uma geodésica
minimizante 'y ligando x( a x| e seja p(x) = disym(xo,x) funcdo distdncia a um ponto xg € M.
Seja Ky < b a curvatura seccional radial de M ao longo de y. Se b > 0 assumimos p(x) <
i/ 2v/b, onde
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[/ Toeoth(p(x)yb). se b<0
Colp(x)) = —, se b=0
p(x)
Vbeot(p(x)vb),  se b>0ep(x;) <m/2Vb.

Entdo, temos que o Hess p(x)(y',y') =0e
Hess p(x)(X,X) > Co(p(x))[IX]]?

onde X € TyM é perpendicular ay'(p(x)).

Demonstragcdo. Sejam N uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante b

Y : [0,a] — N uma geodésica minimizante com velocidade unitaria.

Temos pela (proposigcdo 1.23)

Hess™ (p(¥(1)))(X.X) = Co(p(¥(1))), te[0.al,
onde

X € TysnNs X[ =1 e (X,grad p(¥(t))) =0.

Notemos que

HessM (p(x)(X,X)) = ||X|*HessM (p(x))(ﬁ’ﬁ)

Aplicando o teorema 1.5(Teorema de Comparaciao do Hessiano) obtemos que

Hess p(x)(X,X) > || X||*Cp (B(x)).
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Neste capitulo demonstraremos o Principio do Maximo de Omori-Yau, uma versao mais
atual proposta por Pigola, Rigoli e Setti, que mostra que o Principio do Maximo independe das
limitagGes da curvatura. Ademais apresentaremos alguns conceitos basicos de completitude

estocastica.

2.1 Principio do Maximo

Nesta secdo apresentaremos alguns versdes bdsicas do principio do maximo e citaremos

algumas generalizacgoes.

Recordemos que se u : [a,b] — R é uma fun¢@o continua, entdo u atinge seu maximo em

algum ponto xq € [a,b]. Se xg € (a,b) e u possui segunda derivada continua em uma vizinhanga
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de xg, entdo

) u'(xg) =0 e (i) u’(xp) <0 2.1)

Segue-se facilmente que, se u € uma desigualdade diferencial do tipo
u”(x) +g(x)u'(x) >0

num intervalo aberto (a,b), onde g é uma fungéo limitada qualquer, entdo xg = a ou xg = b.

Substituindo [a,b] C R por variedade Riemanniana M compacta sem bordo, temos que,

dada qualquer funcdo u € C%(M), existe um ponto xg € M tal que
(1) u(xg) =u*, (i) [grad u(xg)| =0, e (iii) Au(xg) <0, (2.2)
onde u* = suppu < oo, ou mais geralmente ,
(i) ulxo) =u*, (ii) [grad u(xg)| =0, e (iii)’ Vu(xg) <0, 2.3)
no sentido de que
V2u(xg)(v,v) <0 W e T M.

Aqui grad, A e V? denotam respectivamente os operadores gradiente, Laplaciano e o Hessiano
numa variedade Riemanniana M. Seguindo Yau, a validade de (2.2) ou (2.3) é chamado

principio do méximo usual(equivalentemente, o principio do maximo finito)

Note que, quando M ndo é compacta , nem sempre € possivel, para alguma func¢do continua
u: M — R com u* = suppu < oo, encontrar um ponto x tal que u(xg) =u*. Se a variedade
Riemanniana considerada € o espago euclidiano R™ munido com sua métrica usual, temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja u: R™ — R uma fungdo limitada superiormente e de classe C*. Entdo

existe uma sequéncia {xy jxen C R™ tal que

1 1 1
(1) w(xg) >u"— © (i1) [grad u(xy)| < X e (i) Au(xg) < X 2.4)
Demonstragdo. Vide [4] no capitulo 1. 0

Em [21] Omori provou que se M é uma variedade Riemanniana Completa com curvatura

seccional limitada inferiormente, entdio para qualquer funcdo u € C?(M) com u* = suppu <
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oo existe uma sequéncia de pontos {xy xeny C M satisfazendo

(1) ulxg) >u* — %, (i) |grad u(xy)| < % e (iii)’ Vzu(xk) < %(,}, (2.5)

no SentidO de formas quadréticas, iStO é,
C ( v, v) < — ’ \)’ VAY I M
u Xk)( s ) = k € Xk .

Depois através de [25] e [26] Yau estendeu-o para variedades Riemannianas com curvatura de

Ricci limitada inferiormente, substituindo a condicao (ii1)’ pela a condi¢do (iii) do Teorema
2.1.

2.2 Principio do Maximo de Omori-Yau

Nesta secdo apresentaremos e provaremos a versdo do Principio do Maximo de

Omori-Yau que independe das limitacdes da curvatura.

Teorema 2.2. Seja M™ uma variedade Riemanniana e assuma que existe uma funcdo \p :
M — [0,00) de classe C? ndo-negativa satisfazendo as seguintes condicées:

(a.1) P(x) = 400 quando x — +o0

(@.2) 3A > 0 tal que |grad | < AV fora de um conjunto compacto.

(a.3) 3B > 0 tal que AP < B\/ VG (/D) fora de um conjunto compacto.
onde G é uma fungdo diferencidvel em [0,+00) satisfazendo:

(1)G(0) >0, (i1)G'(t) >0 € [0,400),
G(\/’E) (2.6)

¢ L1(0,4+00), (iv)limsupt < 400.

G(t) tstoo  G(t)

Entdo, dada uma funcdo w € C2(M) com u* = supmu < 0o existe uma sequéncia de pontos

{xx ey € M™ tal que

(1) ulxg) >u* — %; (i) |grad u(xy)| < %; (1i1) Au(xy) < % 2.7

Demonstragdo. Primeiro vamos definir a seguinte fun¢do auxiliar

p(t)=e" Vel (2.8)
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Note que @(t) é bem definida para todo t > 0, diferencidvel, positiva e satisfaz
@(t) = +o0 quando t— +oo. (2.9)
Além disso, temos que:
t_ ds
vG(t)  +/G(t)
e
t_ds t_ds /
(p//(_t) — e.[() /G (s) 1 1 _ efO G(s) G (t) L
VG(t) /G(1) 2,/G(t) G(t)
1 G'(t)
= ot — :
o (G(t) 26172
Logo
(¢ 2 ae 't
(@()) _e"(t) G >0, (2.10)
o(t) e(t)  2G(t)3?
Agora utilizando-se as condi¢des satisfeitas por G, também temos que
tG(vt 1
G(\/_) <c= < ve , (2.11)
(t) \/G(t) \/’CG(\/{)
para alguma constante positiva ¢ > 0. Por outro lado temos
!/
t
o’ 2.12)

1 C1
— < ,
@(t) \/G(t) - \/tG(\/JE)

onde ¢ = \/c.

Consideremos agora qualquer fungdo diferencidvel u € C*(M) com u* = suppu < co.

Fixemos um ponto xy € M e defina, para cada k € N, a fun¢do

u(x) —u(xg)+1

W) = i
Entao,
1
'LLk(XO) = W > 0.

Ademais, como u* < 0o e @(\(x)) — +o0o quando x — 400, temos que

limsupuy(x) <O0.

X—+00

(2.13)

(2.14)
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Assim, uy atinge seu maximo absoluto positivo em algum ponto xi € M. Iterando este

procedimento, nés produzimos uma sequéncia {xy fxeny C M. Comegamos mostrando que

limsupu(xy) = u’. (2.15)

k—+o00

Para provar isso, assuma por contradi¢do que existe um ponto X € M tal que
u(x) >u(xg) + 9,

para algum & > 0 e para cada k > kg suficientemente grande.

Se xi estd em um subconjunto compacto de M, entdo passando uma subsequéncia se

necessdrio, xx — x de modo que

~

u(x) > u(x) + & > u(x).

Por outro lado, desde que

u(x) —u(xg) +1

e(P(x))1/k

u(xi) —u(xo) +1
o))k T

para todo k, tomando k — -+oo deduzimos que

u(X) =

W (xg) =

u(x) — u(xg) +1 =limu(xy) = limug(x) = w(X)—u(xg) +1,
k—+o00 k—-+o00

mostrando que
u(x) > u(x),

que é uma contradi¢do.

No caso em que {x Jxen ndo estd em qualquer subconjunto compacto de M entao, de acordo

com a condicdo (a.1), P(xy) — 400 quando k — +o0o em uma subsequéncia, ¢ para cada k tal
que P (xy) >P(X) temos que

U (Q):u(/i)—u(xo)—l—l - u(x)—u(xg)+1
k P((x))1/x @(p(x)/k

contradizendo a definicdo de xy. Isto prova (2./4) e, passando a uma subsequéncia se

= wi(xx)

necessario, podemos assumir que

limu(x) = u*.

k—+o0

Novamente, se {x;} estd em um subconjunto compacto de M, entdo passando a uma
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subsequéncia se necessario, {xx} — X € M e u atinge seu maximo absoluto em X . Portanto, no

ponto X temos

u(X) = u*, lgradu(X) =0 e V>u(x)<O0.

No caso em que a sequéncia Yy = x € constante para cada k, temos que sdo satisfeitas todas
as condigoes de (2.7). Portanto s6 precisamos considerar o caso que {X Jxen nao esta em algum
subconjunto compacto de M, que de acordo com a condigao (a.1), significa que P (xy) — +00

quando k — +o0, passando uma subsequéncia se necessario.

Desde que uy atinge seu mdximo absoluto em Xy, temos que

lgrad w(x)] = 0 e Vuy(xg) <0

Um cdlculo direto de (2.13) nos fornece que

grad ug(x) = m (grad u(x)— %(u(x) —u(xg) + 1)%91‘(@ ) (x)) (2.16)
Portanto, grad uy(xy) = 0 se, e somente se,
grad u(xy) = %(u(xk) — u(xg) + 1)%grad 1|)(xk)> ) 2.17)

Utilizando (2.12) e a condi¢do (a.2) em (2.17), temos, para k suficientemente grande

graduled] < L0 — ulxo) + DAV
V6 G (/D))
< %(u*—u(x(ml) A
G(v/9(xe))

para alguma constante c; > 0. Desde que que o lado direito tende a zero quando k — oo, isto

prova a condicdo (ii) em (2.7).

Por outro lado, um cdlculo direto de (2.16), usando o fato que grad ug(xx) =0 e a

equivaléncia (2.17)nessa ordem, obtemos que para todov € TM

Hess w (xi) (v, v) = V2uy (xg ) (v,v) = W (Vzu(xk)(v,v) — %/\k(v,v)), (2.18)

onde

P =" (xx), o =ulxi) — ulxo) +1,
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€

o' (Py)
@ ()

A(v,v) = @' (i) (cp’(mbk)z " (i)

2 1 2
P )+(k@wwz PRNE <m¢w>)@md¢“”””

Portanto V2uy (xx) < 0 se, e somente se,

V2u(x)(v,v) < %/\k(v,v) (2.19)

para todo v € Ty, M. Agora usando (2./0) em (2.19) obtemos

5 o (@' (W) oo @' (Py)? 2
Vau(xg)(v,v) < . ( o) VAP (xi) (v, v) + X (P(lpk) (grad W (xk),V) ) (2.20)
Tomando o traco em (2.20), temos que
o (@ (Pr) 1o'(Py) 2)
A < — A —— d 2.21
e < 2( LY Ay + L2 graa i) @21)
De (2.12) e (a.2) deduzimos que
(1|)k) 2 C%Az 2
d < ——, 2.22
(P(ll)k) <9TC1 11’(Xk) > = G(\/\E) ’V| ( )
para k suficientemente grande.
A condicao (a.3) e a desigualdade (2.12) implicam
O A (xi) < BV, (2.23)
¢ ()
para k suficientemente grande, e (2.21) implica
Aulxy) < C—k2 (2.24)

para alguma constante positiva c;, onde o lado direito tende a zero quando k — oo. Isto prova a
condicdo (iii) em (2.7). ]

Observacao 2.1. Observe que uma funcdo G que satisfaz as hipoteses acima é
G(t) = (t+2)*(log(t+2))> (2.25)

Esta fungdo serd utilizada durante a demonstracdo do teorema principal apresentado no
proximo capitulo. Exemplos especialmente significativos da funcdo G que satisfacam as

condicoes do Teorema acima podem ser encontrados em [4].
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2.3 Nocoes Basicas de  Variedades Riemannianas

Estocasticamente Completas

Nesta secdo abordaremos o conceitos bédsico de completitude estocdstica e algumas

equivaléncias. Por fim apresentaremos o Principio do Médximo fraco.

Recordemos que a completitude estocdstica € a propriedade que um processo estocdstico
tenha tempo de vida (intrinseco) infinito. Uma condi¢@o analitica cldssica para expressar a

completitude estocdstica é:
Definicao 2.1. Uma variedade Riemanniana M é dita ser estocasticamente completa se para

algum(e portanto, qualquer) (x,t) € M x (0,400)

J px,y,t)dy =1 (2.26)
M
onde p(x, y, t) € o niicleo de calor(minimal) do operador Laplaciano A.

Notemos que na definicdo anterior a variedade Riemanniana M ndo é assumida ser
geodesicamente completa. Na verdade seguindo Dodziuk em [12] podemos construir um nucleo
de calor minimal sobre uma variedade Riemanniana arbitraria como o supremo dos nicleos de
calor de Dirichlet sobre uma sequéncia exaustiva de dominios relativamente compactos com
fronteira diferencidvel. A condic¢do analitica expressa em (2.26) é equivalente a um nimero de

propriedades.
Apresentaremos agora o Principio do Maximo fraco.

Definicao 2.2. Seja M uma variedade Riemanniana(ndo necessariamente completa). O
Principio do Mdximo fraco se verifica para sobre M se, para qualquer funcdo u € C*(M)

com U* = suppmu < 0o existe uma sequéncia de pontos {xy fxen C M satisfazendo

(1) w(xg) >u* —% e (i)Au(xg) < % (2.27)

Em [22] Pigola, Rigoli e Setti encontraram a seguinte caracterizacdo para completitude

estocastica.

Teorema 2.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Entdo as seguintes afirmagcoes sdo

equivalentes:

(1) M é estocasticamente completa.



2.3 Nocdes Bdsicas de Variedades Riemannianas Estocasticamente Completas 45

(2) Para todo fungdo diferencidvel u € C2(M) com u* = supmu < 00, e para todo € > 0,

infAu<o0

Qe

onde Q. ={x € M:u(x) >u*—e}.
(3) Satisfaz o Principio do Mdximo fraco.

(4) Para toda fungdo diferencidvel u € C*(M) com u* = suppu < oo e toda f € CO(R),
se Au > f(u) no subconjunto Q ={x € M : u(x) > u*— ¢}, para algum ¢ > 0, entdo
f(u*) <O0.

Demonstracdo. Vide [4] no capitulo 1. [

Observacao 2.2. Estaremos interessados na equivaléncia (1) - (3) , a qual iremos utilizar na

demonstracdo do teorema principal apresentado no proximo capitulo.

Para uma introducdo detalhada sobre completitude estocdstica € indicado a leitura
Stochastic Calculus on Manifolds de Emeny [13]. Outros resultados semelhantes ao teorema

apresentado acima podem sem encontrados em [14] e [23].
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Neste capitulo apresentaremos o resultado principal da dissertacdo. Abordaremos uma
estimativa para a curvatura média de subvariedades completas cilindricamente limitadas.
Ademais apresentaremos uma relacdo entre uma estimativa da curvatura média e o fato
de M ser estocasticamente incompleta. Tais resultados serdo demonstrados tendo como
ferramentas principais: o Teorema de Comparagdo do Hessiano, o Principio do Mdximo de
Omori-Yau(apresentados e demonstrados anteriormente no capitulo 1 e 2 respectivamente)
e os conceitos de completitude estocdstica apresentados no capitulo anterior. Por fim
apresentaremos uma aplicagdo para hipersuperficies euclidianas e indicaremos alguns trabalhos

semelhantes e extensdes do resultado principal.

3.1 Teorema Principal

Definicao 3.1. Uma aplicagdo p : M — N, entre variedades, chama-se propria quando é

continua e a imagem inversa p~' (K) C M de cada compacto K C N é um conjunto compacto.
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A seguir denotaremos

Vbeot(tvb),  se b>0, t < m/2vb
Co(t) = % se b—0 (3.1)

v—bcoth(tyv—b), se b<O.

Teorema 3.1. Seja @ : M™ — N ¢ x RY uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana completa M de dimensdo m > {+ 1. Seja BN(T) a bola geodésica de N™*
centrada em p com raio . Dado q € M, assumir que as curvaturas seccionais radiais KTN‘1d
ao longo da geodésicas radiais saindo de p =7t(@(q)) € N4 sdo limitadas quando K¢ < b

em BN (7). Suponha que
©(M) C Bn(r) x R

parar < min{injn(p), 7/ 2/b}, onde assumiremos

para oo se b < 0.

7T
2vb

(@) Se @ : M™ — N ! x RY ¢ prépria, entdo

sup|H| > e, (3.2)
M m
(b) Se
m—{
sup/H| < Co (1), (3.3)
M m

entdo M € estocasticamente incompleta.

Demonstragdo. Defina o : NVt x Rt — [0,4-00) por

0(z,y) = pre(y), (3.4

onde pge(y) = |[yl/ge é a fungdo distincia para a origem em RY. Desde que ¢ é prépria e

©(M) C Bn(r) x R, entdo a funcdo P (x) = 0o @(x) satisfaz
P(x) — oo quando pm(x) =distm(q,x) — oo. (3.5)

De fato, quando pp(x) — oo significa que x sai de qualquer compacto em M. Como ¢ é
prépria entdo ¢(x) deve sair de qualquer compacto de N™ ¢ x RY, caso contrario existiria um
compacto K em N™ ¢ x R® ¢ uma sequéncia x, em M com ppm(xn) indo para o infinito e

@(xn) em K para todo n, assim @(xy,) seria um compacto cuja imagem inversa por ¢ seria
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Xn que ndo é compacto contradizendo o fato de ¢ ser propria. Portanto ja que @(x) sai de
qualquer compacto entdo \(x) = o(@(x)) vai para o infinito pois o é uma fungio distdncia em
N RE,

Fora de uma conjunto compacto nés temos

lgradM ¥ (x)] < lgradN" F o(o(x)| = lgrad® pgl (3.6)
= 1 3.7
< Vo). (3.8)

onde a primeira desigualdade acima decorre de (1.8).

Observaciio 3.1. Quando X € X(N xRY) normal aR' e o : (—e, e) — N x R tal que «(0) =
@(x) e a’(0) =X, (t) = () (t), x2(t)) temos &} (0) = 0. Entdo

(gradV® o((x)),X) = dogu(X)

Como
grad™* o(p(x) = grad® pzc+ (grad™ o(e(x))* e (gradV ™ o(e () =0,
entdo

gradNXRe o(p(x)) = gradRe PRe- (3.9)

Para calcular Ayl comecamos com as bases {0/0pn,0/00,,...,0/00, ¢} de TN e
{0/0pRe,0/9v2,...,0/0Y,} de TRY (coordenadas polares) ortonormais em x € M. Entdo

escolhemos uma base ortonormal {ey, e, ..., e } para TyM como segue

e — OC'L + nz_’ea..i + Bi -+ ib i (3 10)
Yo Toen & T08 0 Toppe & oy .

onde

n—{ ¢
el =1 =of + Y aff + Bf + Y b
j=2 t=2
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Portanto, temos

o 0
Hessy, zeo(@(x))(ei,e;) = Hesspeppe (Tpees, Tpee;) = Z bZ Hessgeppe ( )
t=2 a‘y aYt

onde, 7tr¢ denota a proje¢do ortogonal sobre TRY. Usando a igualdade (1.22) obtemos

Hessynreo(@(x)) (e, e) Zb Cro(e wa (3.11)

onde na tltima igualdade estamos usando o fato de R' ser um espago de curvatura seccional

constante k = 0.

Como

n—{ {

l=o+ Y af+B+ )b = Zb2<1
=) t=2 t=2
entao
Hess olp(x))(eei) < ! (3.12)
NxR¢ ® 11 _ll)(X) .

Desde que W(x) — oo quando ppm(x) = distm(g,x) — oo temos que

x)G/WP(x) — oo, onde G(t) = (t+ 2)*>(In(t +2))? satisfaz as 4 condi¢des do
Principio do Méximo de Omori-Yau, como {(x) — oo e G € crescente, logo G é no minimo

limitada e portanto, 4/ (x)G+y/W(x) — oo. Portanto, fora de um conjunto compacto,

!ﬁ( ) =mlH|(x) <4/ (3.13)

Por outro lado, se sup|H| = 400 ndo ha nada mais a provar. Além disso, fora de um conjunto

M
1% <\ PGV, (3.14)

compacto temos também que
Assim, a partir de (1.11), (3.11), (3.12) e da desigualdade de Schwarz temos fora de um

podemos supor que

conjunto compacto que

Hessyyre 0(@(x))(eq,eq) + <gradNXRe O'((p(X)),ﬁ>

-

Apmb(x) =

IN
fi
3 -

<
Rad

+ m[H|(x)

IN
3

+
<
2
!
<
2
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Assim,

Ap(x) < (m+ 1)1/ (x)Gv/b(x). (3.15)
Portanto, pelo Teorema 2.2 o Principio do Maximo de Omori-Yau acontece em M.

Agora defina p : N" ¢ x RY — R por

p(z,y) = pn(z) = distn(p,2),

eu: M™ — R por

u(x) = poe(x).

Como @ (M) C Bn(r) x RY, temos que u* = suppu <1 < co. Portanto, pelo Principio do

Mdximo de Omori-Yau existe uma sequéncia {xy jxery C M™ tal que

1 1 1
u(xg) > u*—E; lgrad u/(xg) < ot Au(xy) < "

Assim,

1

= > Aufu) = Y Hessyze p(o(x0)) (exen) + (grad™ ™ ple(x), Hixi), (.16
i=1

onde {ey, ey, ...,em} € uma base ortonormal para T, M.

Considere {0/0pN,0/005,...,0/00,,_¢} uma base ortonormal para TN e {yi,ysz,...,ye}

coordenadas usuais para R'. Entio escolhemos uma base ortonormal para Tx, M desta forma

d ntoo9 ¢ d
o oy o e 3.17
onde
n—{ 4
lei] =1 = oci2 + Za%j + Zcizt.
j=2 t=1

Usando o mesmo argumento da observagdo 3.1 e o Teorema de Comparagdo do Hessiano um

calculo simples implica que
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Hessyre P(@(xk))(ei,ei) = Hessnpn(z(xk))(tmnei, Tmvei)

n—{ 5 d d
= Y afHessnon(z(xi)) (a—e)a—e])

j=2

n—¢(
Z aizj Cp(r)
= ( Z C%t) Cb

t=1

v

onde 7ty denota a projecao ortogonal sobre TN. Assim,

Y Hessy,pe p(@(xx)) (e e5) > < Zoc — Z clt) Cpl(r

i=1 i,t=1

Em xy por (1.8) temos

4 4
grad™® p(e(x)) = grad u(x) + (grad™® p(e(x))*h
Assim,
4 4
grad u(xi) = grad™® p(e(x)) — (grad™® p(e(x)))™h,
€ portanto
2 n/o N R ]
|gT‘ad 'LLl (Xk) = Z<a_’ei'> — o < —
i=—1 \ 0P i

¢
Levando-se em conta que |grad™N*F" p| = [gradN pn| temos

L
(gradVE p(p(xy)), H) > ~msuplH|

desde que (grad™*® p(@(xi)), H(x)) > —lgradN*E p(e(x))l H (xi).

Assim, substituindo (3.16) e (3.19) em (3.14) obtemos

< Zoc — Z clt> Cop(r msll\lAp!HI.

i,t=1

&=

Segue-se usando (3.18) em (3.20) que

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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que implica

1 Cy(r) LS
E+ % +msup|H|> Z ciy | Col(r).

Note agora que

lgrad™ (yio@)* = Y (grad™ (yio),ei)

o

,_.
Il
_

NxR? 2
d yta ei)

I
s

(gra

d >2
_’el

,ﬂ
Il
—_

QO
«
-

._.
Il
_

I I
™= TMs
:?w T

,ﬂ
I
_

Desde que
4 4
lgrad™® yy| =|grad™ (yio @) + (grad™® yy )t

temos |grad™ (yio @) < |gradRe yt/> = 1. Entio,

m,{ { m {
Y cii=Y Y Zgrad (yrop)* < L
i,t=1 t=11i=1 t=1

Assim,

Portanto, substituindo (3.24) em (3.22) teremos

1 Cy(r)

E—l— 2 +msupIH|>(m—€)Cb(r).

Fazendo k — 400 em (3.25) obtemos
msup|H| > (m—f) Cp(r).
M

Portanto,

—{
sup/H| > ="y (1).
M

Isto conclui a primeira parte da demonstra¢do do teorema.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Para provar a segunda parte do teorema precisaremos dos conceitos de completitude
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estocdstica apresentado no capitulo anterior.

Pelo (Teorema 2.3) temos que uma variedade M € estocasticamente completa se, e somente
se, para toda fungio diferencidvel u € C2(M) com u* = suppu < oo existe uma sequéncia de

pontos {Xy lxeny C M satisfazendo, para cada k € N,

(3.29)

==

(Du(xg) >u* —% e (i)Au(xx) <

Suponha que M € uma variedade Riemanniana estocasticamente completa. Defina g :

Nt x RY — R por

g(x,z) = g(z) = dvlpn(2)), (3.30)
onde
1—cos(tvb), se b>0, t < m/2vb
du(t) = t2, se b=0 (3.31)
cosh(tyv/—b), se b <0.

Como @(M) C BN(r) x R, entdo f = go @ é uma fungio diferencidvel limitada em M. Assim

existe uma sequéncia de pontos {xx} em M tal que

1 1
fxi) > = e Af(a) <. (3.32)

parak > 1, onde f* = suppu < ¢y, (1) < 0o. Repetindo um argumento andlogo a primeira parte
da demonstracdo(para a escolha da base e utilizando novamente a observacao 3.1) e usando o

lema 1.4 obtemos

Hessnyreg(@(xx))(ei,ei) = Hessng(z(x)) (e, mnei)

= Hessndp(pn(z(xk))) (Trves, Tver)

n—{
tema dp () (gradiri e + by () Y aiszeSSN pN(Z(Xk))(

=2

n—{
: o 0
2 pgrod + i X, o Hesswon (2% 5556 )
i= j oY

> oy (nd e + Py (1) Co (T Z

¢
= dp(rdog+dp(nd) Colri (1—06 —ZC%[),

t=2
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onde 1 = pn(z(xk)). Entdo,
0
Hessnreg(@(xi)) (i, e1) > o (A) + by (1) Co (1) (1 -Y c%t) , (3.33)
t=2

tal que Ay = by (1) — by (1) Co (i)

Por outro lado temos que

Vbsen(tVb), se b>0, t < 7w/2vVb
by (t) = 2t, se b=0 (3.34)
v—bsenh(tyv/—b), se b<O.
e
beos(tvb),  se b>0, t < 7/2vVb
by (1) = 2, se b=0 (3.35)
—bcosh(tyv/—b), se b<O.
Logo,
bcos(t\/B), se b>0, t < 7[/2\/5
by (t)Co(t) = 2, se b=0 (3.36)
—bcosh(tyv/—b), se b<O.
Portanto,

dp (rk) — by (k) Cp(ri) =0.

Assim, (3.31) se reduz

¢
Hessy, reg(@(xi))(ei.€1) > b, (11) Cp (1) (1 -Y cizt) (3.37)

t=1
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Assim, a partirde (1.11), (3.27), (3.35) e da desigualdade de Schwarz obtemos

LoAfx) =  VH e dN<ER g H
K K = Z essyxre g(€i.ei) +(gra g, H)
=1
(lemal.4) ¢
> ¢é(Tk)Cb(Tk)(m—ZCizt> +dp (ri) (grad™ ¥ pN,ﬁ>
it
(3.24)

=7 gjna (mt) Calr) - supibl
M
Desde que lim ¢{(ry) > 0, fazendo k — oo temos que
k——+o0

m—{

sup/H| > Co (1), (3.38)
M

que € uma contradi¢do, ja que temos por hipdtese que

m—{
sup/H| < Cp(r). (3.39)
M
Portanto, M € estocasticamente incompleta. O]

Agora apresentemos uma consequéncia do teorema para hipersuperficies euclidianas.

Corolario 3.1. Seja @ : M™! — R™ uma hipersuperficie completa com curvatura média H.

Se

1 1
(M) CBRz(r)xR“*Z e supHl < ——-—,
M n—1r

entdo @ ndo é propria.
Demonstragdo. Note que podemos ver ¢ como
(P . MT‘L—] RZ X Rn—2

Suponha por absurdo, que @ seja propria. Além disso temos que a curvatura seccional KrN‘ld =0

em By (7). Assim do Teorema 10 item (a) temos

1 1
n—1r’

m—1)—(n—-2)
n—1

1
sup[H| > - =
M T

que € uma contradi¢do. Portanto ¢ nao € propria. [
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3.2 Consideracoes Finais

Este trabalho possui algumas extensoes, € estas podem ser vistas nos artigos:

(I - A Mean Curvature Estimate for cylindrically Bounded Submanifolds(Luis J. Alias and
Marcos Dajczer) - 2011.

Neste projeto eles estendem a estimativa obtida nessa dissertacao para a curvatura média de
uma subvariedade propria cilindricamente limitada em uma variedade produto com um espago
euclidiano como um fator para um espaco produto ambiente geral dotado de uma estrutura de

produto warped.

(X) - An Estimate for the Sectional Curvature of Cylindrically Bounded Submanifolds(Luis
J. Alias G. Pacelli Bessa, and J. Fabio Montenegro) - 2012.

Neste artigo os autores apresentam estimativas sharp para a curvatura seccional de
m-subvariedades completas imersas cilindricamente limitadas ¢ : M™ — N xR n4e<
2m — I(extendendo o teorema de Jorge-Koutrofiotis), desde que ¢ € propria com a norma da
segunda forma fundamental com crescimento controlado ou M tem curvatura escalar com
decaimento quadrdtico forte. Os resultados serdo uma aplicacdo do principio do maximo
generalizado de Omori-Yau para a Hessiana de uma variedade Riemanniana, em uma versao

mais atual proposta por Pigola, Rigoli and Setti [23].

(II) - Proper Submanifolds in Product Manifolds.(Hongbing QIU and Yuanlong XIN) -
2012.

Os autores obtém varias versdes do principio do maximo de Omori-Yau em subvariedades
completas propriamente imersas com curvatura média controlada em certas variedades
produtos, em variedades Riemannianas completas cuja curvatura k-Ricci tem decaimento
quadrético forte e também obtém um principio do mdximo para o fluxo da curvatura média
de variedades completas com curvatura média limitada. Utilizando o principio do maximo
generalizado , uma estimativa sobre a curvatura média de subvariedades propriamente imersas
com projecao em N; limitada na variedade produto N; x N, € dada. Esse artigo generaliza o

resultado apresentado em [1].



57

Referéncias Bibliograficas

[1] ALIAS, L.J.; BESSA, G. P.; DAJCZER, M. The mean curvature of cylindrically bounded
submanifolds. Mathematische Annalen, v. 345, p. 367-376, 2009.

[2] ALIAS, L. J.; BESSA, G. P, MONTENEGRO, J. F. An estimate for the sectional
curvature of cylindrically bounded submanifolds. Transactions of the American
Mathematical Society, v. 364, n. 7, p. 3513-3528, 2012.

[3] ALIAS, L. J.; DAJCZER, M. A mean curvature estimate for cylindrically bounded
submanifolds. Pacific Journal of Mathematics, v. 254, n. 1, p. 1-9, 2011.

[4] ALIAS, L. J.; RIGOLI, M. An Introduction to the Omori-Yau maximum principle and its
applications. Sao Carlos: RiMa, 2010. (XVI Escola de Geometria Diferencial)

[5] BESSA, G. P; MONTENEGRO, J. F. On compact of H-Hypersurfaces N x R. Geom.
Dedicata J., v. 127, p. 1-5, 2007.

[6] BESSA, G. P; MONTENEGRO, J. F. Mean time exit and isoperimetric inequalities for
minimal submanifolds of N x R. Bulletin of the London Mathematical Society, v. 41, p.
242-252,20009.

[7] CALABI, E. Problems in Differential Geometry (S. Kobayashi and J. Eells, Jr., eds.) Proc.
of the United States-Japan Seminar in Differential Geometry, Kyoto, Japan, 1965, Nippon
Hyoronsha Co. Ltd., Tokyo p. 170, 1966.

[8] CHERN, S. S. The Geometry of G-structures. Bulletin of the American Mathematical
Society, v. 72, p. 167-219, 1966.

[9] COLDING, T.; MINICOZZI II, W. The Calabi-Yau conjectures for embedded surfaces.
Annals of Math., v. 161, p. 727-758, 2005.

[10] DO CARMO, M. P. Geometria Riemanniana. Rio de Janeiro:IMPA, 2008.(Projeto
Euclides)

[11] DO CARMO, M. P. Superficies minimas. Rio de Janeiro:IMPA, 2011. (Publicacoes
matematicas)

[12] DODZIUK, J. Maximum principle for parabolic inequalities and the heat flow on open
manifolds. Indiana Univ. Math. J., v. 32, p. 703-716, 1983.



Referéncias Bibliogrdficas 58

[13] EMENY, M. Stochastic calculus on manifolds. Berlin:Springer-Verlag, 1989.

[14] GRIGOR’YAN, A. Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion
of the Brownian motion on Riemannian manifolds. Bulletin(New Series) of the American
Mathematical Society, v. 36, p.135-249, 1999.

[15] HOFFMAN, D.; MEEKS, W. The Strong Half-space theorem for minimal surfaces.
Inventiones mathematicae, v. 101, p. 373-377, 1990.

[16] JORGE, L.; KOUTROFIOTIS, D. An estimate for the curvature of bounded submanifolds.
Amer. J. Math., v. 103, p. 711-725, 1980.

[17] JORGE, L.; XAVIER, F. A complete minimal surface in R3 between two parallel planes.
Annals of Math., v. 112, p. 203-206, 1980.

[18] MARKVORSEN, S. On the mean exit time from a submanifolds. J. Differential Geometry,
v. 29, p. 1-8, 1989.

[19] MARTINN, E.; MORALES, S. A complete bounded minimal cylinder in R3. Michigan
Math. J., v. 47, p. 499-514, 2000.

[20] NADIRASHVILI, N. Hadamard’s and Calabi-Yau’s conjectures on negatively curved and
minimal surfaces. Inventiones mathematicae, v. 126, p. 457-465, 1996.

[21] OMORI, H. Isometric immersions of Riemannian manifolds. Journal of the Mathematical
Society of Japan, v. 19, n. 2, p. 205-214, 1967.

[22] PIGOLA, S.; RIGOLI, M.; SETTI, A. A remark on the maximum principle and stochastic
completeness. Proc. Amer. Math. Soc., v. 131, p. 1283-1288, 2003.

[23] PIGOLA, S.; RIGOLI, M.; SETTI, A. Maximum principle on Riemannian manifolds and
applications. Memoirs Amer. Math. Soc., n. 822, 2005.

[24] SCHOEN, R.; YAU, S. Lectures on differential geometry. Conference Proceedings and
Lecture Notes in Geometry and Topology, v. 1, 1994,

[25] YAU, S. T. Harmonic functions on complete Riemannian manifolds. Communications on
Pure and Applied Mathematics, v. 28, p. 201-228, 1975.

[26] YAU, S. T., CHENG, S. Y. Differential equations on Riemannian manifolds and their

geometric applications. Communications on Pure and Applied Mathematics, v.28, n.3, p.
333-354, 1975.





