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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudarmos o primeiro autovalor nao nulo do ope-
rador Laplaciano de hipersuperficies compactas com curvatura média cons-
tante imersas na esfera unitaria contida no espago Euclidiano. Vamos mostrar
que para o caso minimo, teremos uma de trés possiveis estimativas para este
primeiro autovalor e, como consequéncia de um possivel autovalor, esta hiper-

superficie sera isométrica a uma esfera.

Palavras-chave: Hipersuperficies minimas. Autovalores do operador Lapla-

ciano. Curvatura seccional.



ABSTRACT

The aim of this work is we study the first nonzero eigenvalue of the Laplacian
operator compact hypersurfaces with constant mean curvature immersed in the
unit sphere contained in Euclidean space. We will show that for the minimal
case, we will have one of three possible estimates for the first eigenvalue and,
as a consequence of a possible eigenvalue, this hypersurface will be isometric

to sphere.

Keywords: Minimal hypersurfaces. Eigenvalues of Laplacian operator. Sec-

tional curvature.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O estudo do espectro do Laplaciano de variedades Riemannianas compactas
é um problema classico da andlise em variedades. De fato, uma questao inte-
ressante é se variedades isoespectrais sao isométricas. Por outro lado, consi-
derando variedades imersas em formas espaciais este problema se torna mais
simples. Por exemplo, um resultado devido a Takahashi [13] mostra que para
uma subvariedade M"™ minima imersa na esfera euclidiana S*** suas funcoes
coordenadas sao autofungoes do Laplaciano com autovalor respectivo n. Se-
guindo este fato, Yau [14] conjecturou que o primeiro autovalor de uma hiper-
superficie minima compacta M™ mergulhada na esfera euclidiana S"*! deve
ser igual a n. Um primeiro passo na direcao de resolver esta conjectura foi

dado por Choi e Wang [5] onde eles mostraram que A; > g Em seguida, Bar-

ros e Bessa [1] provaram que A\; > g Por outro lado, um resultado cldssico
devido a Obata [10] mostra que uma variedade Riemanniana compacta M™ é
isométrica a uma esfera euclidiana desde que exista uma funcao diferenciavel
f em M satisfazendo VxV f = —fX para todo X € X(M), onde X(M) é a
algebra de Lie dos campos de vetores de M e V sua conexao Riemanniana.
Estes resultados serao de extrema importancia para o desenvolvimento deste
trabalho o qual esta dividido da seguinte maneira. No capitulo 2, teremos as
preliminares, onde serao apresentados alguns resultados basicos. No capitulo
3 provaremos alguns lemas preliminares que serao essenciais para a prova do

teorema principal e no capitulo 4, iremos provar um lema principal tendo como

10
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consequéncia os seguintes resultados:

Teorema 1. Seja M uma hipersuperficie minima compacta imersa na esfera
unitdria S*™, entdo o primeiro autovalor nao nulo A\, do operador Laplaciano

satisfaz uma das sequintes condicoes
(i) \ = n, (ii) M < (14 ko)n, (iii) A > n+ g(nko —(n—1))
onde ko € o infimo das curvaturas seccionais de M.

Teorema 2. Seja M uma hipersuperficie minima compacta imersa na esfera
unitdria S"*, se o primeiro autovalor nao nulo do operador Laplaciano, sa-
tisfaz \y = n, entao M ¢é isométrica a esfera unitdria S™ ou entdao teremos

ko <n t(n—1).



Capitulo 2

PRELIMINARES

Primeiramente, vamos admitir que (M, g) é uma variedade Riemanniana de
dimensao n, onde g denota a métrica Riemanniana e V sua conexao Rie-
manniana. Denotemos por X(M) a élgebra de Lie dos campos de vetores

diferencidveis em M.

2.1 Curvaturas

Definicao 2.1.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma

correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo linear

R(X,Y):X(M) - X(M) dada por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V xy|Z, (2.1)
onde Z € X(M).

Observe que se M = R™, entao R(X,Y)Z = 0 paratodo X, Y, Z € X(R").
Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,..., z,) as componentes do campo Z

nas coordenadas naturais do R", obteremos que
VxZ =(Xz,...,Xz,),
donde

VYVXZ = (YXZl, ce ,YXZn),

12



CAPITULO 2. PRELIMINARES 13

o que implica
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy)Z =0,

como haviamos afirmado.

A seguir veremos uma importante propriedade da curvatura R dada pela

seguinte proposicao
Proposicao 2.1.1 (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Demonstragao. Segue da Defini¢ao e da identidade de Jacobi, (veja
[?](pdg. 93 e 94)) que

R(X,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y

VxVyZ = VyVxZ — VixyZ
VyVzX = VVyX = Vg X

—- -

V2VxY = VxVY = VizxY
Vx|V, Z] + Vy[Z, X] + V4[X,Y]
— Vi Z = VX — VizxY

= X,V 2]+ [Y.[2,X]] + (2, [X,Y]]

= 0.
[l

Como consequéncia da Definicao e da primeira identidade de Bianchi,
temos as seguintes propriedades da curvatura R, da qual uma demonstracao

pode ser vista em [3] (pag. 102)

(i) (R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X, W) + (R(Z,X)Y,W) = 0.
(i) (R(X,Y)Z, W) = —(R(Y,X)Z,W).

(i) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z).

(iv) (R(X,Y)Z W) = (R(Z W)X,Y),

onde X, Y, ZeW € X(M).
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Definicao 2.1.2. Dado um ponto qualquer p € M e um subespago bi-dimensional

o CT,M, o nimero real

(R(z,y)r,y)
2yl = (=, y)*

onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado de curvatura seccional

K(z,y) = (2.2)

de o em p.

Observe que se {ey,...,e,} é um referencial ortonormal local em torno de

p, entdo, a equacao (2.2)) se escreve
K(ei,ej) = (R(ei, €5)e;, €5)

paratodoi # j, 1,7 =1,...,n. Se XY € X(M)e{ey,...,e,} é um referencial
ortonormal local, o tensor de Ricci e a curvatura escalar de M, denotados por

Ric e S sao definidos respectivamente, por

Ric(X,Y) = Y (R(e;, X)Y,e;) (2.3)

=1

n

S = ) (Rleiej)ej er). (2.4)
ij=1
O operador de Ricci de M denotado por () é definido da seguinte forma
Ric(X,Y) =(Q(X),Y), onde @ é um operador simétrico e X,Y € X(M).

2.2 Vetor gradiente

Definicao 2.2.1. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel. O gradiente de

f € um campo de vetores diferenciavel sobre M definido por

(Vf, X) = X(f) (2.5)
para todo X € X(M).

E imediato a partir da definicao que o gradiente de uma funcao diferenciavel
¢ unicamente determinado por (2.5). A existéncia é assegurada pela seguinte

proposic¢ao.
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Proposicao 2.2.1. Seja f: M — R uma fungao diferencidvel e {eq,. .., e,}

um referencial ortonormal em uma vizinhanga U C M. Entdo, temos
i=1

Ademais o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial es-

colhido.

Demonstracao. Veja [2] (pag. 9) O
Proposicao 2.2.2. Sejam f, h: M — R funcades diferencidveis, entao

(i) V(f+h)=V[f+Vh.

(ii) V(fh) = fVh+ V.

Demonstracao. Se X é qualquer campo diferenciavel em M, tem-se

(V(f+h),X) = X(f+h)=X(f)+X(h)
= (Vf,X)+ (Vh,X)
— (Vf+VhX).

e isto prova (i). Por outro lado,

(Vfh,X) = X(fh)=fX(h)+hX(f)
= F(Vh,X)+h(V]X)
= (fVh+hV,X).

O que finaliza a prova da proposicao. O

2.3 O divergente de um campo vetorial

Definicao 2.3.1. Seja X um campo de vetores diferencidvel sobre M. O diver-
gente de X, denotado por divX € uma func¢ao diferencidavel sobre M definido

da sequinte maneira
(divX)(p) = tr{v = (V, X)(p)}, (2.6)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.
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Proposigao 2.3.1. Sejam X € X(M) e {ey,...,e,} um referencial ortonor-

mal em uma vizinhanga U C M. Se X = Z(X, eiye; em U, entdo

=1

divX =) [e;(X, &) = (Ve,e1, X)).

i=1
Demonstragao. De acordo com a definigao, se {ej,...,e,} é um referencial

ortonormal de M, podemos escrever

n

divX = > (VX&)
=1

= S ledX e — (X, Vi)

i=1

]

Em particular, se o referencial ortonormal {ey, ..., e,} for geodésico entao

divX = Z ei(X,e;).

i=1
Proposicao 2.3.2. Suponha que XY € X(M) e f : M — R uma funcao

diferencidvel sobre M, entdo
(i) div(X +Y)=div X + div Y.
(ii) div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstracao. A prova do primeiro item segue da definicao de divergente.
Agora mostraremos o segundo item. Por definicao de divergente e pelas pro-

priedades da conexao Riemanniana V, temos

n

div(fX) = ) (Ve fX e)
=1

= D (VX +a(f)X e

i=1

= fZ(veiX7 ei> + Z<61(f)X7 €i>

= fdivX + (Vf,X).
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2.4 O Laplaciano de uma funcao

Definicao 2.4.1. Seja f : M — R uma func¢ao diferencidvel. O Laplaciano
de f denotado por Af : M — R € definido por

Af = div(VF). (2.7)

Vejamos como fica a expressao do Laplaciano de uma funcao em termos de

um referencial ortonormal.

Proposicao 2.4.1. Seja f: M — R uma fungao diferencidvel e {eq,. .., e,}

um referencial ortonormal em um aberto U C M. Entao
A7 =S leeil ) — (Ve )
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico, deduzimos
Af = zn:ei(ez‘(f))‘
i=1
Demonstragao. Veja [2] (pag. 16). O

Segue das propriedades do vetor gradiente e da Proposicao que o operador

Laplaciano satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 2.4.2. Sejam f,h : M — R funcoes diferencidveis entao
(i) A(f+h)=Af+ Ah.

(ii) A(fh) = fAR+hAf+2(Vf, Vh).

Demonstracao. De fato, segue da definicao do Laplaciano que

A(f+h) = div(V(f+h)) =div(Vf+ Vh)
= div(Vf) + div(Vh)
= Af+ AR

e isto prova (i). Se h = f tem-se A(f + f) = 2Af.
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Por outro lado, tem-se

A(fh) = div(V(fh)) = div(hVf + fVh)
= div(hVf) + div(fVh) = hdiv(Vf) + (Vh, V)
+  fdiv(Vh) + (Vh, V)
= WAf+ fAR+2(Vf,Vh),

0 que prova o segundo item. ]

Em particular se h = f, temos

A(f?) =2fAf +2(Vf,Vf) = 2fAf + 2|V f|* (2.8)

2.5 O Hessiano de uma funcao

Definicao 2.5.1. Seja f : M — R wuma funcao diferencidvel. O Hessiano
de f € o campo de operadores lineares (Hessf), : T,M — T,M, definido para
v € T,M por

(Hessf),(v) = V, V.

Proposicao 2.5.1. O Hessiano de f é um operador simétrico (auto-adjunto).

Demonstragao. Sejam X e Y extensoes locais de x e y € T,M de alguma

vizinhanca de p, entao

((Hessf)y(2),y) = (VxV/[.Y)
= X(VY)—(V[,VxY)
= X(Y(f)) —(Vf,VxY)
= XY (f)) = (VL [X,)Y]+ VyX)
= Y(X(f)+ [X.Y](f) = (VL [X,Y]) = (V[ Vy X)
= Y(V[,X)—(Vf,VyX)
= (z, (Hessf),(y)).
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Como consequéncia da definicao de Hessiano e Laplaciano a seguinte pro-

posicao nos da uma relacao entre esses dois operadores.

Proposicao 2.5.2. Seja f: M — R uma funcao diferencidavel. Entao
tr(Hessf) = Af.

Demonstracao. Basta considerar {ey,...,e,} um referencial ortonormal em
uma vizinhanca de p € M. Entao temos em p,

n

tr(Hessf) = Z((Hessf) (i), ;)

= D (Ve Vi)

i=1

= div(Vf) = Af.
0

Proposicao 2.5.3 (Férmula de Bochner). Seja f : M — R uma fungao

diferencidvel, entao
SA(IVTI?) = [Hessf | + (V£ V(Af)) + Rie(V1, V). (2.9)

Demonstragao. Suponha que {ey, ..., e,} seja um referencial ortonormal local
e geodésico. Pela Proposicao e pela simetria do operador Hessiano, tem-

se
n

1 1
SAIVAP = 5 ele(VE V)
i=1

n

= > aVoV V)

=1

— Z e;{(Hessf)(e;), V)

= Z ei(ei, (Hessf)(Vf))

n

= ) (€1 Ve, Vs Vf).

i=1
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Agora, pela definigao da curvatura R, tem-se

1 2
SAIV]

n

> (R(ei, VAV +VoiVe VI + VievnV S e)

i=1
n

> (Rei, VAV e)+ > (VoVeVie) + > (ViwnVi.e)
i=1 =1

i=1

Ric(Vf,Vf) +VEY (Ve Vi e)+ Y (Hessf) (e, VI]), e:)

i=1 =1

Ric(V [,V [)+ VF(Af) + Y (le Vf], (Hessf)(e:)

i=1

Ric(Vf, V) + (VL V(AS) + Y (Ve Vf, (Hessf)(e:)

i=1

Ric(Vf,Vf) +(Vf,V(Af)) + [[Hessf|

Como queriamos demonstrar.

2.6 A segunda forma fundamental

Definigao 2.6.1. Sejam M™ uma variedade diferencidvel e M uma va-

riedade Riemanniana, dizemos que uma aplicagao ¢ : M — M ¢é uma imersao

S€E!

(1) ¢ € diferenciavel.

(ii) dp, : T,M — Ty, M € injetiva para todo p € M.

Se, além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre a imagem ¢(M) C M, onde

@(M) tem a topologia induzida por M, dizemos que ¢ é um mergulho.

Segue da definicao de imersao que podemos induzir uma métrica em M da

seguinte forma, se v; e vy € T, M, definimos

(1, v2)p = (dipp(v1), dpp(v2)) ()

assim (p passa a ser uma imersao isométrica de M em M.
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Seja ¢ : M — M uma imersdo, entdo para cada p € M, existe uma
vizinhanca U C M de p tal que ¢(U) C M é uma subvariedade de M, ou seja,
¢ ¢ localmente um mergulho. Isto quer dizer que existem uma vizinhanca
U C M de ¢(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R¥ em um aberto V' do
R*, tais que 1 aplica difeomorficamente ¢(U)NU em um aberto do subespaco
R" C RF. Para simplificar a notagao, identificaremos U com ¢(U) e cada
vetor v € T,M, q € U, com dip,(v) € T,qM. Usaremos tais identificagoes
para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores
de M a um campo local (isto é definido em U) de vetores em M; se U é
suficientemente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente

usando o difeomorfismo ).

Para cada p € M, o produto interno em TPM decompoe TPM na soma

direta
TPM = TpM D (TpM)L»

onde (T, M)* é complemento ortogonal de T, M em T,M. Sev € T,M,p € M,

podemos escrever
v=0v"+oN, W eT,M, N e (T,M)*.

Denominamos v’ a componente tangencial de v e vV a componente normal de

v. Tal decomposic¢ao é evidentemente diferenciavel no sentido que as aplicagoes

de TM em TM dadas por

(p,v) = (p,0") e (pv) = (p,o")
sao diferencigveis.

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdao campos

locais de vetores em M, e X, Y sdo extensoes locais a M, definimos
VoY = (V7).

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao ¢ : M — M. Para
isto convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X e Y sao campos

locais em M, entao

a(X,Y) =VgY - VxY
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é um campo local em M normal a M. Além disso a(X,Y) ndo depende das

extensdes X, Y. De fato, se X; é uma outra extensio de X, teremos
(VxY —VxY)— (Vx,Y —VyY) =Vx_ %Y,

que se anula em M, pois X — X; = 0 em M; além disso, se Y; é uma outra

extensao de Y, temos que

(VY = VxY) — (VY| - VxY)=Vx(Y - Y;) =0,

pois Y — Y = 0 ao longo de uma trajetéria de X.

Portanto a(X,Y) estd bem definida. No que segue, indicaremos por X(U)~*
os campos de vetores diferencidveis em U de vetores normais onde ¢ é um

mergulho.

Proposigao 2.6.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio o : X(U) x X(U) — X(U)*
dada por

a(X,Y)=VyxY — VxY
¢ bilinear e simétrica.

Para uma demonstragao veja [3] (pag. 140 e 141).
Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € M e n €

(T,M)*. A aplicacao H, : T,M x T,M — R dada por
Hy(z,y) = (alz,y),n),
x,y € T,M ¢é pela Proposigao , uma forma bilinear simétrica.
Definicao 2.6.2. A forma quadrdtica 3, definida em T,M dada por
() = Hy(, )

¢ chamada a sequnda forma fundamental da imersao ¢ em p sequndo o vetor

normal 7).

E comum considerar o campo «, como sendo a segunda forma fundamental

de ¢ em p € M. Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada uma



CAPITULO 2. PRELIMINARES 23

aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M chamada de operador forma

ou de Weingarten dada por

(Ay(2), y) = Hy(z,y) = (a(z, y), 7).
A proposicao a seguir nos dd uma expressao para o operador de Weingarten.

Proposicao 2.6.2. Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma

extensao local de n normal a M. Entao

Demonstracao. Sejam y € T,M e X, Y extensoes locais de = e y, respectiva-

mente, e tangentes a M. Dali, segue que (N,Y) = 0, e portanto teremos em p

que
<A77(x>7y> = <05(X7Y)7N> = <vXY_VXY?N>
= (VxY,N)=—(Y,VxN)
- <_va7N’ y>7
para todo y € T,M. O]

Se a codimenséo entre M e M for 1, dizemos que M é uma hipersuperficie
imersa em M. Se ¢ for um difeomorfismo, dizemos que ¢ é uma isometria ou
que M é isométrica a M. Se M é uma hipersuperficie imersa de M, entao existe
uma base ortonormal de vetores préprios {es,...,e,} de T,M com valores
proprios A, ..., A\, tal que Ae; = M\e;. Entao denominamos os e; diregoes
principais e os \; = k; curvaturas principais de ¢. O ntimero

M AN,
N n

H

¢ denominado de curvatura média de M.

Definicao 2.6.3. Uma imersdo ¢ : M — M é minima se para todo p € M e
todo n € (T,M)* tem-se trago A, = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal {E1, ..., E,,} de vetores em X(U)*,

onde U é uma vizinhanca de p na qual ¢ é um mergulho, podemos escrever,
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em p,

m

afz,y) = ZHi(x7y)Ei7 r,y e T,M, i=1,...,m,

=1

onde H; = Hp,. Nao é dificil verificar que o vetor normal dado por
7= LS (A,
e

onde A; = Ap,, nao depende do referencial escolhido. O vetor ﬁ ¢ chamado
de vetor curvatura média de ¢. E claro que ¢ é minima se, e somente se

ﬁ(p) =0, para todo p € M.

2.7 Imersoes Umbilicas

.~ . ~ . L. —n+m=k , -
Definicao 2.7.1. Uma imersao isométrica @ : M"™ — M é umbilica em

p € M se, para todo n € (T,M)* — {0}, existir um real \, tal que
Ay = Al (2.10)

onde I € o operador identidade. A imersdo ¢ € totalmente umbilica se for

umbilica em todo p € M.

De acordo com , observe que para qualquer real ¢, A, = A, ou seja,
A = Aep. Portanto, se ¢ for umbilica em p € M, entao o numero real A, ird
depender somente do subespaco (7,M)* gerado por n (pois cn serd também
normal a M) e serd denominado o fator de umbilicidade da imersdo ¢ na

direcao de 7.

Lema 2.1. Seja ¢ : M — M uma imersio isométrica, entdo sao equivalentes:
(i) ¢ € umbilica em p € M.

(i) A, = (H(p),n)I, para todo n € (T,M)*.

(i) ap(X,, Y;) = (X, ;) H (p).

p>-p
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Demonstragio. (i) = (ii): Seja ¢ umbilica em p e n € (T,M)* unitério.

Completando 7 a uma base ortonormal {n; =n,...,n;} de (T,M)*, temos
tr(Ay, )nj,

agora por ([2.10]), temos que

(Hp),n) = <Z %(nkn)m, m>

(ii) = (iii): Seja {m =mn,...,n} uma base ortonormal para (7,M)*. Dali,

temos em p

(a(X, Zk:AXY

a(X)Y) =

—_

- 51

(H, )X, Y); = (X, V) Z m

j=1 J=1

(iii)=-(ii): Seja n € (T,M)*. Entdo temos em p que
((X,Y).m) = (X V) H ) = (H n)(X.7).

Como X, Y sao vetores quaisquer em 1), M, segue que

Logo ¢ é umbilica em p € M. Assim, finalizamos a prova do lema. n



Capitulo 3

IMERSOES NA ESFERA

3.1 O Teorema de Takahashi

A esfera unitéria que vamos denotar por S"** é o conjunto dado por
ntk _ [ ntk+1, 2 2 _
S —{x—(xl,...,xn+k+1)€R ,$1+...+xn+k+1—1}.

Vamos comecar este capitulo com um resultado bastante importante para o

desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 3.1 (Takahashi). Suponha que ¢ : M™ — S™™* ¢ uma imersdo

isométrica. Se ¢ = (p1,. .., Onikt1), entdo
Ap=—np+ nﬁ,

onde Ap = (Apy, ..., Appikr1) € ﬁ ¢ o vetor curvatura média de M™. Em

particular, @ € uma imersao minima se, e somente se, Ap = —np.

Demonstracao. Seja p € M e {ey,...,e,} um referencial mével em uma vizi-
nhanga U C M de p, geodésico em p. Assim, podemos completar {ey, ..., e,}
a um referencial adaptado {ej,...,e,,m1,...,m} para p(U), de modo que
{e1, ... €n, M, M, @} é uma base ortonormal de T,R™™ ! para todo
qg € U. Se a denota a segunda forma fundamental da imersao ¢, V a co-
nexao Riemanniana de M, V a conexdo Riemanniana de S"** e V° a conexao

Riemanniana de R"**+1 entdo temos em p

Ap = (Z eiei(¢1), - - - 726i€i(¢n+k+1)> = Z VgiVSZ@ = Z Vgiei.
=1 =1 =1 =1

26
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Assim, podemos escrever este vetor como

n n n k n
ngiei = Z<ngiei’€j>ej+z<zvgieianl>77l
i=1 =1 i=1

j=1 \i=1
+ <ZV2iei,s@>so-
=1

Como Vgiei = Ve — (e;, e;)p, obtemos que

k n n
A - z<za<ei,@>,m>m+<zvgiei,¢>¢
=1 =1 =1

= ) alene) =Y (e e

i=1 i=1
= nﬁ — ne.
Portanto, concluimos o teorema de Takahashi. O

Vamos supor agora que M é uma hipersuperficie com curvatura média
constante (que denotaremos por CMC) imersa na esfera unitdria S"*!. Vamos
denotar por g := (.,.) a métrica de S"*! bem como a métrica induzida em M.
Seja V a conexao Riemanniana de M e A o operador forma ou de Weingarten
da hipersuperficie M. A curvatura R, o tensor de Ricci Ric e a curvatura

escalar S de M sao dados, respectivamente por

R(X,Y)Z = (Y, 2)X — (X, 2)Y + (AY, Z)AX — (AX, Z)AY,  (3.1)

Ric(X,Y) = (n — 1)(X,Y) + nH(AX,Y) — (AX, AY) (3.2)

S=n(n—1)+n>H>— | A|? (3.3)

onde X, Y e Z € X(M).

A prova da equagao (3.1]), segue do fato que a curvatura seccional norma-
lizada da esfera é 1 e pela equacao de Gauss, veja [3] (pdg. 149). As equagdes

(3.2) e (3.3) segue da definigdo de tensor de Ricci e da curvatura escalar.

Observe que neste caso, o operador de Ricci é dado por

QX)=(n—-1)X+nHAX — A’X. (3.4)
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Os seguintes exemplos mostram a existéncia de hipersuperficies CMC imersas

na esfera unitaria S*+1.

Exemplo 3.1. As esferas S™(r) de raio r, onde 0 < r < 1 sao exemplos de

hipersuperficies CMC ndo nulas compactas imersas na esfera unitdria ST+,

Para provar isto, considere o mergulho S**! < R"*2. Seja a € R™*2 um
vetor unitdrio fixado e defina uma funcao diferencidvel f, : S — R dada
por f,(z) = (a,z). Primeiramente devemos determinar quais os valores de
b € R para que M™ = f.1(b) seja uma hipersuperficie na esfera unitdria S"!.
Para isto, basta verificar que o V f,(z) # 0 para todo z € M™ = f1(b). Seja
X € X(S™*!). Entao, se V° denota a conexao Riemanniana de R"™2, temos

que

(Vfa(z), X) = X(fal2)) = X(a,z)
= (Vxa,z) + (a, Vi)
= (a,X).
E isto nos diz que (Vf,(z) — a, X) = 0 para todo X € X(S"™!). Daf, como
a € R"2 = T,S" @ (T,S"1)+ e dim(T,S")+ = 1, temos que

a=Vf.,(r)+ Az
Por outro lado, temos que

(a,z) = (Vfi(x)+ Az, z)
= (Vfu(z),2) + Mz, 2) = A,

Assim, a = V f,(x) + bz. Logo,

(Vfu(x),Vs(x)) = (a—bxr,a—bx)
= 1-v.

Entao ||V f.(z)|| > 0, desde que, —1 < b < 1. Com esta condicao, segue que
M = f;

1(b) é uma hipersuperficie na esfera unitaria S"*'.

Vamos mostrar agora que M"™ é totalmente umbilica, a aplicacao de Gauss
do mergulho M < S"+1 ¢

V/a(@) - (a — bx).

NO) = Nh@l = Vice
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Dali, o operador de Weingarten A aplicado em Y € T, M é dado por

Portanto segue que M" é totalmente umbilica e a curvatura média de M™ é

dada por
NI
Agora, observe que
M" = {z = (21,...,Tpy1, Tny2) € S fu(x) =0} .

Entao, tomando a = (0,...,0,1) temos que x, 2 = b. Logo M"™ = S"(1 — b?).

Por outro lado, para b = 0, temos H = 0, ou seja, M"™ = S"(1) é minima.

Exemplo 3.2 (Toro de Clifford). O produto de duas esferas FEuclidianas
Sk(r) x S"F(V/1 —12) — S C R™2 tal que 0 < r < 1 € outro ezemplo

de hipersuperficie CMC' imersa na esfera Euclidiana S™*1.

Tome qualquer inteiro 0 < k& < n e defina uma aplicagao diferenciavel

f:S" — R por
f(iU):f(ﬂﬁl,--.,xnﬁ)::L’%—i—...—i—:ciﬂ,

Vejamos agora, que M™ = f~!(r?) é uma hipersuperficie na esfera S***. De

fato, se X = (X1,..., X,11) é qualquer campo diferencidvel sobre S"*!. Entao
X(f) =21 X1+ ... 4+ 20501 Xp 11,
entao,
(Vf,X)=X(f)=(2x1,...,20441,0...,0), X) = (27, X),
onde Z = (x1,...,2541,0...,0). Dai, podemos escrever
7 =7+ (Z x)r,
tal que Z7 é tangente a esfera S"*!, entao

<vaX> = <ZZT7X> = <2(Z - <Zv $>I),X> = <2(Z - f(CL’)ZL’),X>
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Logo

Vi) =2(Z - f(x)z)
para todo x € S, Assim, se z € M™ = f~1(r?), temos que
Vf(x)=2(Z(x) - r’z).
Portanto
(Vf(z),Vf(z)) =4r*(1 -7 > 0.
Observe agora que um ponto T = (Ty,..., Thi1, Thios-- > Ture) € f1(r?)
satisfaz o sistema

2 2 2 _ 2
Tipg T oo X+ 25, = 17

Assim, M™ = Sk(r) x S *(v/1 — r2), onde M™ é chamado Toro de Clifford.

Para mostrar que M" possui curvatura média constante, considere a aplicacao

normal de Gauss

_ Vi) _ 1 x—rzxz; r) —riz
NO = 7@ ~ vy A mra) = D= (Zla) =),

onde (N, N) = 1. Portanto, se X = (X3, X3) é um campo diferenciavel sobre
M, onde X; € X(S¥(r)) e Xy € X(S"*(v/1 — r?)), teremos

AX = —VON = V% (N%(Z@;) _ r2:z:))
_ _ﬁv&(zu) — %)
_ _ﬁ (V% Z(z) - r2V5a)
— s ((N0) = (X, X)
_VI-r r

= " (X1,0) + (X1, Xa).

V1—1r2
Logo, podemos escrever o operador de Weingarten A a matriz
V1—r2

r
0

Iy, 0
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onde Iy e I,,_; denotam as matrizes identidade. Logo concluimos que a curva-

tura média de M™ é constante e dada por

H = %(_@kjL\/liﬁ(”_k))

nr —k

s

Por outro lado, observe que M™ possui duas curvaturas principais distintas,

portanto nao ¢é totalmente umbilica.

3.2 O Hessiano de uma autofuncao do Lapla-

ciano

Seja f : M — R uma autofuncao correspondendo ao primeiro autovalor nao
nulo A\; do operador Laplaciano A dado por Af = —\; f. Vamos agora definir
um operador B = Hessf : X(M) — X(M) por BX = VxVf. As derivadas

covariante do operador B sao definidas da seguinte maneira
(VB)(X,Y)=VxBY — B(VxY)
e ainda

(V*B)(X,Y, Z) = Vx(VB)(Y, Z) - (VB)(VxY, Z) — (VB)(Y,Vx Z).

As propriedades do operador B sao dadas pelo lema a seguir

Lema 3.1. Seja M uma hipersuperficie CMC imersa na esfera unitdria S+
e {e1,...,en,} um referencial ortonormal local de M e X,Y,Z € X(M), entao

o operador B satisfaz as sequintes propriedades:

(i) (BX,Y) = (X, BY).
(i) (VB)(X,Y),Z) = (Y,(VB)(X, 2)).
(iii) TrB = -\ f.

(iv) (VB)(X.Y) - (VB)(Y.X) = R(X.Y)V/.
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(v) Z(W)(ei, e) = ~MVf+Q(V).
(vi) (V?B)(X,Y,Z2) — (V?B)(X,Z,Y) = (VxR)(Y,Z)Vf + R(Y,Z)BX.
(vii) (V?B)(X,Y,Z) — (V?B)(Y,X,Z) = R(X,Y)BZ — B(R(X,Y)Z).

Demonstragao. A propriedade (i) foi provada na Proposicao [2.5.1] para obter-

mos o segundo item, observe que pela simetria do operador B, temos que

(VB)(X,Y),Z) = (VxBY — B(VxY),Z)

{
(VxBY,Z) — (B(VxY), Z)

= X(BY,Z)— (BY,VxZ)— (VxY, BZ)
= X(Y,BZ) — (Y, B(VxZ)) — (VxY, BZ)

= (Y.(VB)(X, 2)).

As provas dos itens (iii) e (iv) seguem da definigao de divergente e da curvatura
R. Agora provaremos o item (v). Suponha que o referencial {ej,... e,} é

geodésico, entao para qualquer campo diferenciavel X em M, temos

X(Af) == f:X(Bei,ei>:2n:(VXBei,ei)
=1 i=1

= Y (VB)(X,e),e),

i=1
agora usando as propriedades (ii) e (iv) e as propriedades do tensor de curva-

tura R, temos que

n n

> (VB)(X,e),ei) = > ((VB)(ei, X)+ R(X,e)V f,e:)

i=1 =1
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assim
n

> (VB)(es, e1) = =MV f +Q(VS).

i=1
Com relagao a propriedade (vi), vamos denotar por D; e Dy as seguintes

diferencas

Dy(X,Y,Z) = (V*B)(X,Y,Z) — (V’B)(X,Z,Y)

Dy(X,Y,Z) = (V?B)(X,Y, Z) — (V’B)(Y, X, Z).

Portanto, segue por definicao da segunda derivada covariante do operador B

e pelas propriedades do tensor de curvatura R

Di(X,Y,Z) = Vx(VB)Y,Z)— (VB)(VxY,Z)— (VB)(Y,VxZ)
Vx(VB)(Z,Y)+ (VB)(VxZ,Y)+ (VB)(Z,VxY)

= Vx[(VB)(Y,Z) = (VB)(Z,Y)] + [(VB)(VxZ,Y)

= (VB)(Y,VxZ)| + [(VB)(Z,VxY) = (VB)(VxY, Z)]

= VxR(Y,Z2)Vf+R(VxZY)Vf+R(ZVxY)Vf

= VxR(Y,Z)Vf—-R(VxY,Z)Vf—R(Y,VxZ)V.

Agora, se W € X(M), entdo

(D\(X,Y,Z),W) = (VxR(Y,Z)Vf—R(VxY,Z)Vf
— R(Y,VxZ)Vf—R(Y,Z)BX + R(Y, Z)BX, W)
+ (R(Y,Z)Vf,NxW) — (R(Y, Z)V [,V x W)
= X(R(Y,Z)Vf, W)~ (R(VxY,Z)Vf,W)
(R(Y,VxZ)Vf, W) — (R(Y, Z)BX, W)
(R(Y, Z)V f,VxW) + (R(Y, Z)BX, W)
— ((VxR)(Y,Z)Vf, W)+ (R(Y,Z)BX,W)
(VxR)(Y,Z)Vf + R(Y,Z)BX,W).

Desta forma, concluimos que

Di(X.,Y,Z) = (VxR)(Y,Z)Vf + R(Y,Z)BX.
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Finalmente, observe que pela segunda derivada covariante do operador B,

temos

Dy(X,Y,Z) = Vx(VB)Y.Z) - (VB)(VxY,Z)— (VB)(Y,VxZ)
— (Vy(VB)(X,Z)— (VB)(VyX,Z)— (VB)(X,VyZ)).
E isto nos diz que
Dy(X,Y,Z) = Vx|VyBZ - B(VyZ)|—Vvy,wBZ
B(Vv,vZ)—VyB(VxZ)

B(VyVxZ) —Vy[VxBZ — B(VxZ)|
Vo, xBZ — B(Ve,xZ) + VxB(VyZ) — B(VxVy 7).

+ o+ o+

Dai,
Do(X,Y,Z) = VxVyBZ—VxB(VyZ)— VyyyBZ + B(Ve,yZ)
— VyB(VXz) + B(Vyvxz) —VyVxBZ + VyB(VXz)
4 Ve,xBZ — B(Ve,xZ) + VxB(VyZ) — B(VxVyZ).

Finalmente, obtemos que

Dy(X,Y,Z) = VxVyBZ—VyVxBZ —Vxy|BZ
— (B(VxVyZ = VyVxZ — Vixy1Z))
= R(X,Y)BZ - B(R(X,Y)Z),

o que conclui a prova do lema. O

3.3 Lemas essenciais

Provaremos agora um conjunto de resultados que serao essenciais para a prova
dos teoremas principais. Um teorema fundamental para obtermos os seguintes

resultados, é dado pelo

Teorema 3.2 (Teorema da divergéncia). Sejam M wuma wvariedade

Riemanniana compacta com fronteira e X € X(M). Entao

/ divX = (X, v),
M oM
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onde v é o campo unitdrio normal a OM apontando para fora de M. FEm

particular se M nao possui fronteira, entdo

/ divX = 0.
M

Daqui em diante M serd uma variedade Riemanniana compacta sem bordo.
Uma consequéncia do teorema da divergéncia no caso em que a variedade é sem
bordo é o seguinte: suponha que A é um autovalor do operador Laplaciano,

entao existe uma funcao f € C*°(M) tal que
Af+Af=0.

Afirmamos que A > 0. De fato, (Af)f = —Af? o que implica pela equacio

B8) que A2 = —1(AF) + IVFI> Dai Afy, > = [y, IVF]% ou seja,

Ll

Iz > 0. Logo, todos os autovalores do operador Laplaciano sao
M,

nao negativos.
Lema 3.2. Sejam M uma hipersuperficie CMC compacta imersa na esfera

unitdria S" e {ey, ..., e } um referencial ortonormal local geodésico de M.

Entao
| SoweQn. ) = [ (o= lBE-n]AVSE)

+ [ (o= nlavp - vy
© ol /M (M — (n— D)){AV, V)
- nH/M{nHHAnyP—2<A2Vf,AVf>}.

Demonstragao. Observe que pela equacao (3.4)), temos que o operador de Ricci
é dado por Q(Vf) = (n—1)Vf+nHAVf — A’V f, entao

n n

> (VeQ(V).Bes) = Y (Ve ((n=D)Vf +nHAVf - A’V ), Be;)
= (n—1) i(VBin, Be;) +nH i(VeiAVf, Be;)
- i(veisz f, Be;).

i=1
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Dai, obtemos

n n

> (VeQ(VS),Bes) = (n—1)) (Be;, Be;)

i=1 i=1

+ nH <Z ei(AV f, Be;) — Z(Avf, (VB)(ez”@i»)

~ YA’V Be) + 3 (V] (VB)(ere)).

i=1
Simplificando a equagao acima, obteremos

n

Dv@-@(v F),Be)) = (n—1)|B|?+ nHdiv(BAV)

— nH(AVf,~\Vf)

— nH{(AVf Q(Vf)) —div(BA®VY)

+ (VI =MVf) + (A2VFQ(V))

= (n—=D|BI* - M[IAV S

— div(BA*Vf) + Ric(A’V f,Vf)

+ nH(div(BAVf) + M{(AVf,V f) — Ric(AVf,Vf)).

Logo, basta integrar a equacao acima para obtermos o resultado desejado, ou

seja
v V= DB — A AV
/ > (V. QAT Bl [ (=B - javsi?y
+ [ o= 1AV - 4y
M
+ nH [ Ou= (0= 1)AVEVS)
M
- nH/ [nH|AVf|? — 2(A>V f, AV ) |
M
Observemos que se M ¢ hipersuperficie minima, obtemos
/ > (V. QUT). Be) = [ (=B - njavsi?y

+ /M {(n = DAV - A2V f]*}.
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O que conclui a demonstragao.

Lema 3.3. Seja{ey,...,e,} um referencial ortonormal local na hipersuperficie
CMC compacta imersa M na esfera unitdria S*™™' que diagonaliza o operador

B com Be; = a;e;. Entao

%/MZ(“i—aj)QZ/M(nHBHz—)\lHVfHQ).

ij=1
Demonstracao.
Z(ai —aj)2 = Z a; — Z 2a,a; + Z a?
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
= Z (Be;, Be;) — 2 Z(Bei, ei) Z(Bej, e;) + Z (Bej, Bej)
ij=1 i=1 j=1 ij=1
= 2n||B|]* - 2(trB)?
= 2n|B|* — 21 f%
Dai,

5 [ w-ar=[ @iBE -2,

i.j=1

Por outro lado, como Af? = 2fAf + 2|V f||? e Af = =\ f, teremos
[var=x [ s
M M
e assim obtemos o resultado desejado. O

Lema 3.4. Seja M wuma hipersuperficie CMC' compacta imersa na esfera
unitdria S e f uma funcdo diferencidvel sobre M tal que Af = —\if.

Entao

[ (U817 = XI5 + Rie(V5.9.0)) = 0.

Demonstracao. Basta definir uma funcao diferenciavel em M por

_ 1 2
o= 51971

e usar a formula de Bochner para concluir o resultado. O
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Lema 3.5. Sejam M uma hipersuperficie CMC compacta imersa na esfera

unitdria S™ e {ey,...,e,} um referencial ortonormal local de M. Entdo
1 n
/ ek7€l>vf Bez> - / {__HRVf||2_ Z<R(ek7€i>BekaBei>} )
M M 2 .
i,k=1 i,k=1
onde || Rys|* = |1R(es e) VI,
ij=1
Demonstragao. Suponha que o referencial {ey,...,e,} é geodésico, entao

(Ve R)(er,e,)Vf,Be;) = VR(eg e, Vf, Beiex)
= en(R(er, €:)V [, Be;
— (R(ex, &)V, (VB)
= ex(R(Be;, Ve, ex

(R(ex, e;) Bey, Be;)

) — (£(

(ex, €:))

) — (R(eg, e;) Bey, Be;)

— (Rlex, &)V [, (VB)(ex, €))

= (V. R(Be;,Vf)eiep) — (R(ex, e;)Bey, Be;)
)

— (R(eg,e;))Vf,(VB)(ex, €)).

Daf, usando o Lema [3.1] temos que

> (Ve R)(er,e)Vf, Bes) = Y (Ve R(Bei, Vf)es, ex)
i,k=1 i,k=1

n

— Y (R(ex, e;)Bey, Be;) — | VB

ik=1
+ > ((VB)(eiex), (VB)(ex,e:)). (3.5)
ik=1
Novamente pelo Lema [3.1] teremos
|Resl* =2 VBI* =2 > (VB)(ex, ), (VB)(ei, ex)). (3.6)
ik=1
Comparando as equagoes (3.5 e (3.6]), obtemos
> (Ve R)(ex,e)V [, Bes) = 5l Bl = > (R(ex, ;) Bey, Bey)
ik=1 ik=1

i=1
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Logo, integrando a equacao acima, deduzimos
D (Ve R)(en,e)Vf, Bey) = —51Bosl® = > (Rlex, ei) Bey, Bey) o .
M k=1 M 2 ik=1

]

Lema 3.6. Seja M wuma hipersuperficie CMC' compacta imersa na esfera

unitdria S*T. Entdo

1
§|!Rw||2 = (n=DVFI*+ (JA]I? = 2)[|AV f]?
— |JA®VF|]? + 2nH(V f, AV f)

Demonstragao. Usando a equagao (3.1)) e o fato de M possuir curvatura média
constante, temos que

n

IResl> = > (R(ei,e;)V [, Rlei, e;)Vf)

_ Z (63,9 )2 en ) 2 (e, V1) e V )len e5)

+ i(ej,Vf>(Aej,Vf>(ei,Aei> - i@j,Vf)(AequMei,Aeﬁ

_ Zil(ei,w)(ej, Vi)ej e + i<€i7vf>2<€j7€j>

- i(ei,VfﬂAej,Vf)(ej,Aei) + il<ei:vf><A€iavf><€j>Aej>
by ij=

' Z (Aes, V1) e,V F){Aeser) — z (A, V£ (e, V1) (Acs )

b (e, V) (A Ae) — 3 (Aey, V) (A V) {Aes, Acy)
i,j=1 6j=1

. Z (Aot 9 1) (61,9 1) (Aesse) + Z<A Ve Vi) Aes ;)

_ i(Aei’Vf><A€j,Vf><Aei>A€j> - i(Aei,VfVMej,Aej)
i1 ij=1

Agora, basta usar as defini¢coes de vetor gradiente e curvatura média para

obtermos que
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n| VP = IVFI? +nH(Vf, AV f) — || AV f||?

— VAP +alVFI? = [AVF? +nH(V f, AV f)

+ nH(Vf,AVf) = |AVfI? + [[AV | A]* — [|A*V £]]?
— |AVFIP +nH(Vf, AV f) = |2V f|* + | AV f[*]| Al]®
= 2(n = D[V = 4|AVf[I* + 2 AV f|*|A]I?

— 2||A*Vf|I? +4nH(V f, AV f).

rells

Logo,

1
§HRwH2 = (n =DV + (JAI* = 2)| AV f|?
— | A2V f|? + 2nH(V f, AV f).

]

Lema 3.7. Seja M uma hipersuperficie CMC imersa na esfera unitdria S™*1.

Entao
2 )‘% 2
IVBI? > v |

Demonstracao. Vamos definir um tensor simétrico C' : X(M) x X(M) — R do

qual é dado por
A
C(X,Y)=(BX,Y)+ ﬁf(X, Y).

Assim, a derivada covariante do tensor C' com respeito a um campo de vetores

X em M é dado por
A
(VONX,Y,Z) = (VB)(X,Y). Z) + - X()(Y. Z). (3.7)
De fato, calculando o valor de VC' temos que

(VO)X.Y.Z) = X(C(Y.2)) - C(VxY. Z) ~ OY,Vx7)
= X(BY.Z)+ (Y. 2)) - (BVY).2)

+ %f(VXY, Z)) = ((BY,VxZ) + %f@é VxZ))
= (VxBY,Z)+ (BY,VxZ) + %Nfo, Z)
4 %UY, VxZ)— (B(VxY),Z) — %ﬂVXYv Z)

— (BY.VxZ) - M pv.vaz)
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E isto implica que

(VO)X.Y.2) = (VB)(X,Y),Z) + LX(H)Y,2) + 2 [V, 2)

+ ﬁ<fYa VxZ)— ﬁf(VXY, Z) — ﬁ<fYa VxZ)
n n n

= (VB)(X,Y),2) + X (f)(Y, 2).

Por outro lado,

n

IVCI* = > [(VO)(eiej,ex))
i,5,k=1

= Z l((VB)(Gi,ej),@k> + %ei(f)<€jvek>

i?j7k:]‘

2

n

B Z ((VB)(ei, e)), ex)?

b 22 S (UB)(ene) (Ve e, en)

i,j,kil

+ > ;;(Vf, ei)*(ej, ex)?
1,7,k=1
2 n n

A
= IVBIP+ 3D (VFe® Y {ejoen)”

i=1 k=

—

A n
+ 2g1 > ((VB)(eie5),e,)(V fe:)
ij=1
2 )‘% - 2 A1 -
= VB +ﬁnZ<Vf,ei) +2- > ((VB)(ei e;), e;)(V f.e:)
i=1 Q=1
2 AT 2, N Y
= IVBIF+ VAP +2-- D ((VB)(ei e)), e;)(V f.e:)
ij=1
2, ML A v
= VB +o 2 > ((VB)(ej 1), e,)(V f,e3)

ij=1

b2 S (Rl e VeV 1),

ij=1

Agora, usando as propriedades do operador B, obtemos
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n

A A
IVCIE = IVBIP+ ZHIVFI? +272 > (MY +QV) eV e)

i=1

P
= 25 SRV es)es, e (Ve

ij=1
> Al > oAl 2, oA o
= IVBI"+ VAT =22 VAF + 2=~ Rie(V £, V f)
A 2 Al 2
= 2RV, V) = [IVB[" = IV
Desde que ||[VC|? > 0, conluimos que

BZ>)\—%V 2
IVBIE > 29,

o que finaliza a prova do lema. O



Capitulo 4

RESULTADOS PRINCIPAIS

Vamos comecar esta secao com o principal resultado que servira para demons-

trar os teoremas principais.

4.1 Lema Principal

Lema 4.1. Se ky € o infimo das curvaturas seccionais de uma hipersuperficie

CMC compacta imersa M na esfera unitdria S***. Entdo

c + (/Mn{(Q(/\1—n)—kon)(AVf,Vf>+2<A2Vf,AVf>}>H

+ (/ —2n2||AVf||2) H*<0
M

onde ¢ € dado por

A? n—
e = [Aivse - 2w 22 [ - s mnon - 0lvee
M M

+ /M(n(nko —(n—=3)) = 2\)[|[AVf|*.

Em particular, se M for hipersuperficie minima, entao ¢ < 0.
Demonstracdo. Defina uma funcao diferenciavel ¢ : M — R por
1
= —|| B>
o=IB

Se {e1,...,e,} for um referencial ortonormal local geodésico, segue pelas pro-
priedades do tensor de curvatura R e pela propriedade (ii) do Lema que
para todo X € X(M) tem-se

43
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(Vp, X)

= X(p) = %ZX(B@, Be;)

n n

= Z(VxBei,B€¢> = Z((VB)(X7 ei)aB€i>

i=1 i=1
n

= ) ((VB)(X, Bey), es)

i=1
n

= Y ((VB)(Be;, X) + R(X, Be;))V [, e;)

=1
n

= Y (VB)(Bei, X), e +Z R(X, Be;)Vf.ei)

i=1
n n

= Z((VB)(BQ, 61'),X> - Z<R(vfa ei)Bei7X>

i=1 =1

= <Z[(VB)(B@Z~, e;) — R(Vf, e;)Bey, X> .

i=1

Assim, o gradiente de ¢, é dado por

n

Vo => [(VB)(Bei,e;) — R(Vf,e:)Bey].

Logo,

Por outro lado, usando as propriedades (vi) e

(V2B)(ex, ex, &)

=1

3 (Ful(VB)(Be ) = RV ) e )
%n_:l er(((VB)(Bey, ei), ex) — (R(V f, e)Bei, ex))
>~ a(TB) B ) ) = (BB e ¥1.c0)
i er((VB)(ex, Be;), e;)

ik=1

IVBI?+ > ((V2B)(ex, ex: €:), Bey).

ik=1

= (V?B)(ex,ei,ex) + (Ve R)(ex, €,)Vf + Rle, e
= (V2B)(es, ex, e) + R(ex, e;)Ber, — BR(ey, ¢;)ey,

+ (VekR) (ek, €Z)Vf + R(ek, ei)Bek.

(vii) do Lema [3.1], temos que

i)Bek
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Portanto,
> (V?B)(exsex i), Be)) = =M Y (Ve Vf Be)+> (Ve,Q(Vf), Bes)
i,k=1 i=1 i=1
+ QZ(R(ek,ei)Bek,Bei>
i k=1
+ > (Ve R)(er,e) VS, Bey)
ik=1

n

- Z (R(ex, ei)ex, B%e;).

ik=1

Agora, usando os Lemas [3.2] e [3.5] obtemos que

/M Ap — /M {IVBI? = MIBIP + (n — DIBJ? — M AV|P)

1
v [ {o-v1avap < - Jiree)

+ A{Z(R(ek,ei)Bek,Bei) — Z(R(Gk,ei)€k732€i>}

ik=1 ik=1

+ (/Mn{()\1 —(n—=1))AVF, V) +2(A Vf,AVf)}) H

+ (/M —n2|yAVf\|2) H? = 0.

Por outro lado, escolhendo um referencial ortonormal local que diagonaliza o

operador B, com Be; = a;e;, temos

n n 1 n
R(ey,e;)Bey, Be;) — R(ex, ei)ey, B*e;) = = a; — ap)* K,
¢;1< (ex, €;) Bex, Be;) i;f (ex, €i)ex ) 21';1( k) K

onde Kj; é a curvatura seccional da segao plana gerada pelos vetores {e;, ex},

1# k,i,k=1,...,n. Usando isto juntamente com o Lema 2.6, obtemos que

0 = /M{IIVBHQ—MIIBIIQHH—1)||B||2—A1||AVf||2}

+ /M{(n—1)HAVf|!2—(n—l)llvf!\2+(2—HAHQ)HAVJ‘HQ}

+ /M{%i(ai—ak)QKi}

ik=1

+ (/Mn{()\l —(n—1) = 2)(AVf, V) +2(A2Vf7AVf>}) H

n (/M—nQHAVfHZ) H.
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Como kg é o infimo das curvaturas seccionais da hipersuperficie M, teremos

> oipmr (@i —ar)? K, > 370 (a; — ax)*ko. Usando esta desigualdade e o Lema

[3-3] teremos
A 2 A 2
o = [ {iwsr - wsph+ (2wt - -} 1971
M
+ / ((kon+n—=1=X)|B|I>+(n—1=Xx +2— ||A|") [AVf]?)
M
+ (/ n{()\l—(n+1))(AVf,Vf>+2<A2Vf,AVf>})H
M

+ (/M—n2HAVfH2) H?.

Assim, pela equagao (3.2)) e o Lema , deduzimos que

2 )\% 2
0 > IVBI[" = =V /]
M n

T N R R N A N T2

4 A;mn+%n—An—HAWWAVﬂP
+ (/Mn{(Q(Al—n)—k:on)<AVf,Vf>+2(A2Vf,AVf>})H

+ (/M—nZHAVfHZ) H?

Agora simplificando a desigualdade acima, obtemos
2 Al 2 n—1 2
0 > IVBII" = —IVfI" ¢ - (A1 = (14 ko)n) (A = n) [V
M n n M

" /<mn+%n—xﬁ—uAWMAVﬂP
M

+ (/Mn{(Q()\l — ) — kon)(AVf, V) + 2(A Vf,AVf>}) H

+ (/M—nQHAVfHQ) H?.

Por outro lado, como

i,k=1 i,k=1

entao

S=n(n—1)+n*H? —||A||*> > n(n — 1)k.
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Logo
(n*H? — [[AIPIAV £ > n(n —1)(k — D||AVF]*.
Portanto,

c + (/Mn{(2()\1—n)—kon)<AVf,Vf>+2<A2Vf,AVf>}>H

+ (/ —2n2||AVf||2) H? <0,
M

como queriamos demonstrar. O

4.2 Teoremas Principais

Finalizamos este trabalho provando os teoremas principais.

Teorema 4.1. Seja M uma hipersuperficie minima compacta imersa na esfera
unitdria S"t, entdo o primeiro autovalor nao nulo A\, do operador Laplaciano

satisfaz uma das sequintes condicoes
(i) \ = n, (ii) M < (14 ko)n, (i#i) A > n+ g(nko —(n—1))
onde ko € o infimo das curvaturas seccionais de M.

Demonstragao. Se M é totalmente geodésica, entao M = S™. Logo segue que
A1 = n. Portanto, no restante da demonstracao vamos assumir que M nao
¢é totalmente geodésica. Observe que a primeira integral do ntimero ¢ é nao

negativa em vista do Lema [3.7, Assim, temos as seguintes possibilidades
(1) M =1 +Ek)n) (A1 —n) >0 (ii) n(nko — (n —3)) —2X; <0.

Assim, para o caso (i), temos que se Ay > (1 + ko)n, entdo Ay > n. Mas
pelo teorema de Takahashi, Ay < n, logo A\; = n. Entao, neste caso \; = n ou

A1 < (14 ko)n. Para o caso (ii) temos que

AL >

|3

(nko — (n —3)) =n + g(nk:o —(n—1))

e isto prova o Teorema O
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Teorema 4.2. Seja M uma hipersuperficie minima compacta imersa na es-
fera unitdria S**tt. Se o primeiro autovalor nao nulo do operador Laplaciano

A\ =n, entdo M € isométrica a esfera unitdria S™ ou ko < n~'(n —1).
Demonstracao. Por hipotese, se Ay = n, entao pelo Lema obtemos que
[ 9B =902} +a [ ko~ 0 - D)4V <0

assim temos duas possibilidades, nky < (n — 1) ou nky > (n — 1). Supondo

ko > (n—1)
o< [ {IVBIE = al V51740 [ (ko — (- 1)AVAP <0
Logo,
IVBI? = n|V£IP.

Afirmamos que AV f = 0. De fato, como temos ||V B||*> = n||V f]|?, temos pelo
Lema que VC = 0. Entao pela equagao (3.7)), teremos

(VB)(X,Y) =-=X(f)Y, para X|Y € X(M).

Assim, temos que

3
3

Y (VB)(eser) = Y —eilf)e

1

=1 7

M-

- <Vf7 €i>6i

= —nVf+Q(Vf).

Dai, —Vf = —nVf + Q(Vf) e isto implica Q(Vf) = (n — 1)V f. Logo
AV f = 0. Entao (A2Vf,Vf) = 0, o que implica |AVf||> = 0. Portanto
AV f =0. Assim,

Ric(Vf,Vf) = (n— 1|V

Agora, usando o Lema [3.4] com \; = n, obtemos que

[ s - ws=o
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Como

JvsE=n | r

| B =npy <o

Ora, mas pelo Lema [3.3] ||B||?> > nf?, assim | B|> = nf? se, e somente se,
B = —fI. Portanto, teremos BX = —fX o que nos da a equacao diferencial
de Obata, (veja [10]) VxVf = —fX, X € X(M) e consequentemente M é

isométrca a esfera S". Portanto concluimos que ky < n~'(n — 1) ou entdao M

temos

é isométrica a esfera S™. Portanto, concluimos a prova do Teorema 4.2 n
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