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Pós-Graduação em Matemática, Fortaleza, 2013.
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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar um teorema que caracteriza os solitons

gradiente ŕıgidos para caso não compacto. Como aplicação provaremos que os solitons

gradiente homogêneos são ŕıgidos e apresentaremos um exemplo de soliton de Ricci que

não pode ser gradiente.

Palavras-chaves: Variedades completas, curvatura escalar constante, solitons de

Ricci, variedades de Einstein.
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Abstract

Our goal in this work is to present a theorem which characterizes the gradient solitons

rigid for non-compact case. As an application we prove that the homogeneous gradient

solitons are rigid and provide an example of the Ricci soliton can not be gradient.

Keywords: Complete manifold, constant scalar curvature, Ricci soliton, Einstein

manifold.
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Introdução

Tem sido tema corrente entre os matemáticos o estudo dos solitons de Ricci. Em parti-

cular, solitons de Ricci gradiente, G. Perelman em [15] provou que todo soliton de Ricci

compacto é um soliton gradiente.

O objetivo desse trabalho é determinar quando solitons gradientes são ŕıgidos. Em [6]

os autores mostram que solitons gradientes compactos são ŕıgidos quando sua curvatura

escalar é constante. Além disso em dimensões 2 e 3 R. Hamilton em [7] e T. Ivey em [8]

mostraram respectivamente, que todos os solitons gradiente compacto são ŕıgidos. Em

[9] N. Koiso construiu um exemplo de soliton gradiente compacto contrátil em dimensão

4 que não tem curvatura escalar constante, isto é, não ŕıgido. Também em [8] T.Ivey

mostra que em qualquer dimensão solitons gradientes compactos estáveis ou expansivos

são ŕıgidos. No caso não compacto G. Perelman em [16] mostrou que em dimensão 3

todo soliton gradiente contrátil com curvatura seccional não-negativa são ŕıgidos. Em

dimensões maiores, é menos claro detectar rigidez. Na verdade, existem solitons de Ricci

expansivos com curvatura escalar constante, que não são ŕıgidos (veja [10]). Isto mostra

que alguma outra hipótese é necessário, em geral, para provar rigidez.

Neste trabalho provaremos o seguinte teorema de caracterização de rigidez devido a

P. Petersen e W. Wylie em [18].

Teorema 0.1. Um soliton gradiente é ŕıgido se, e somente se, possui curvatura escalar

constante e é radialmente plano.

Como aplicação provaremos o seguinte resultado devido a P. Petersen e W. Wylie em

[17].

Teorema 0.2. Todo soliton gradiente homogêneo é ŕıgido.

E exibiremos um exemplo de soliton de Ricci não gradiente devido a Di Cerbo em [5].

2



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espaços tangentes a uma variedade Riemanniana

torna posśıvel visualizar tensores de diferentes maneiras. Veremos isso com o tensor

Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observação fundamental é que uma aplicação bilinear

pode ser interpretada como uma aplicação linear quando se tem uma estrutura de produto

interno, como ensina o lema

Lema 1.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Existe um isomorfismo entre

o espaço dos (l + 1, k)−tensor T l+1
k (V ) e o espaço das aplicações multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Demonstração. Denotando por A(V ) o espaço vetorial das aplicações multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Definindo Φ : A → T l+1
k (V ) que associa cada A ∈ A(V ) ao (l + 1, k)−tensor

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)).

É fácil ver que esta aplicação é linear, note também que Φ é injetiva, pois dados ω, ω1, . . . ,

ωl ∈ V ∗ e X1, . . . , Xk ∈ V quaisquer, se

ΦA (ω, ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0
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então

ω(A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk)) = 0.

Como os vetores e covetores são arbitrários, segue que

A(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = 0,

donde A = 0. Além disso, dimA = dimTl+1
k (V), logo Φ é o isomorfismo procurado.

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (l+ 1, k)−tensor, iremos trabalhar

com este na forma de uma aplicação multilinear como vimos no lema anterior. Além disso,

em todo o texto usaremos a convenção de Einstein para soma, que consiste em omitir o

sinal do somatório quando temos ı́ndices cruzados repetidos, por exemplo

yi =
n∑
j=1

xjiEj

é equivalente a yi = xjiEj.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s, t)−tensor T em M podemos

tornar T um (s− k, t+ k)−tensor para qualquer k ∈ Z tal que s− k e t+ k sejam não ne-

gativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte forma. Sobre uma variedade Riemanniana

(M, g) existe um isomorfismo natural entre X(M) e X∗(M); este isomorfismo é dado pela

aplicação que associa cada X ∈ X(M) a aplicação linear (W 7→ g(X,W )) ∈ X∗(M).

Usando este isomorfismo, podemos substituir X(M) por X∗(M) ou vice-versa, e assim

mudar o tipo de tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {E1, . . . , En} um refe-

rencial em X(M) e {σ1, . . . , σn} ⊂ X∗(M) sua base dual, isto é, σi(Ej) = δij. Os ve-

tores e os covetores podem ser escritos como

v = viEi = σi(v)Ei,

ω = αjσ
j = ω(Ej)σ

j.

O tensor T pode agora ser escrito como

T = T i1...isj1...jt
σj1 ⊗ · · · ⊗ σjt ⊗ Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eis ,

onde T i1...isj1...jt
= T (σi1 , · · · , σis , Ej1 , · · · , Ejt).
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Agora vejamos como podemos mudar Ei num covetor e σj em um vetor. Lembre que

o dual de Ei é o covetor w 7→ g(Ei, w), que pode ser escrito como

g(Ei, w) = g(Ei, Ej)σ
j(w) = gijσ

j(w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor σj. A propriedade

que o define é

g(v, w) = σj(w).

Assim, temos

g(v, Ei) = δji .

Escrevendo v = vkEk, temos que

gkiv
k = δji .

Sendo (gij) a inversa de (gij), temos portanto

v = viEi = gijEi.

Assim,

Ei → gijσ
j,

σj → gijEi.

Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)−tensor, o tensor métrico g é igual

a aplicação identidade I : X(M) → X(M). Com efeito, escrevendo o tensor g na forma

de (1, 1)−tensor

g(Ei) = gjiEj,

e

g = gijEi ⊗ σj.

Assim na forma de (0, 2)−tensor teremos

g = gkjσ
k ⊗ σj = gijgikσ

k ⊗ σj,

e na forma de (2, 0)−tensor temos que

g = gikEi ⊗ Ek = gijg
kjEi ⊗ Ek,
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assim

gijgik = gkj

gijg
kj = gik,

dáı

gijgikg
i
jg
kj = gkjg

ik

gijδ
j
i g
i
j = δij

gij = δij,

implicando que gij = 0 se i 6= j e gjj = 1. Logo g(Ei) = Ei.

Definição 1.2. Sejam V um espaço com produto interno e L : V → V um (1, 1)−tensor,

definimos a norma do tensor L por

|L| =
√

tr (L∗ ◦ L) =
√

tr (L ◦ L∗),

onde L∗ : V → V é a adjunta de L.

Note que, se V tem dimensão finita n e L : V → V é auto-adjunto então existe

uma base de autovetores tais que λ1 ≤ · · · ≤ λn são seus autovalores contados com suas

respectivas multiplicidades, donde |L| =
√
λ2

1 + · · ·+ λ2
n.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotará uma variedade Riemannnina n-dimen-

sional com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das funções dife-

renciáveis (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos

diferenciáveis sobre M será denotado por X(M).

Definição 1.3. Definamos a derivada covariante de um (1, r)−tensor S, como sendo

o (1, r + 1)−tensor ∇S : X(M)r+1 → X(M) dado por

∇S(X, Y1, .., Yr) = (∇XS)(Y1, . . . , Yr)

= ∇X(S(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

S(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).
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Dizemos que um tensor S é paralelo se ∇S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana g é um tensor paralelo, pois

(∇g)(X, Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0,

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).

Definição 1.4. Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f é o campo

diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = DXf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

Proposição 1.5. Sejam f, h ∈ C∞(M), então

(1) ∇(f + h) = ∇f +∇h.

(2) ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Demonstração. Basta ver que, sendo X um campo diferenciável sobre M , temos

g(∇(f + h), X) = DX(f + h) = DXf +DXh

= g(∇f,X) + g(∇h,X)

= g(∇f +∇h,X)

e

g(∇(fh), X) = DX(fh) = hDXf + fDXh

= g(h∇f,X) + g(f∇h,X)

= g(h∇f + f∇h,X).

Proposição 1.6. Seja f ∈ C∞(M). Dados p ∈ M e v ∈ TpM , seja

γ : (−ε, ε)→M uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Então

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.1)

Em particular, se p é um ponto de máximo ou de mı́nimo local para f , então ∇f(p) = 0.
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Demonstração. Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma extensão local

de γ′, temos

g(∇f, v)(p) = DXf(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
.

Suponha agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é análogo). Então

existe U ⊂ M uma vizinhança aberta de p tal que f(p) ≥ f(q) para todo q ∈ U . Se

v ∈ TpM e γ : (−ε, ε)→ U é como no enunciado da proposição, então f ◦ γ : (−ε, ε)→ R

tem um máximo local em 0, donde

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= 0.

Como a igualdade anterior é válida para todo v ∈ TpM , então ∇f(p) = 0.

Corolário 1.7. Se f ∈ C∞(M) e φ : R→ R é uma função diferenciável, então

∇(φ ◦ f) = φ′(f)∇f. (1.2)

Demonstração. Se p ∈ M , v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) → M é uma curva dife-

renciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, então segue da proposição anterior que

g(∇(φ ◦ f), v) =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= φ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= (φ′ ◦ f)g(∇f, v)(p).

Definição 1.8. Dada uma função diferenciável f : M → R, dizemos que p ∈ M é um

ponto cŕıtico de f se ∇f(p) = 0. Em particular, segue da Proposição 1.6 que todo ponto

de máximo ou de mı́nimo local de f é um ponto cŕıtico de f .

Corolário 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R uma função

diferenciável. Se ∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Demonstração. Fixe p ∈ M e seja A = {q ∈ M ; f(q) = f(p)}. A continuidade de f

garante que A é fechado em M . Como A 6= ∅ (pois p ∈M), se mostrarmos que A é aberto

em M seguirá da conexidade de M que A = M , isto é, f será constante. Seja então q ∈ A

e U ⊂ M uma vizinhança coordenada conexa de q. Para todo q′ ∈ U , existe uma curva

diferenciável γ : [0, 1]→ U com γ(0) = q e γ(1) = q′. Segue da Proposição 1.6 que

d

dt
(f ◦ γ)(t) = g

(
∇f, dγ

dt

)
(γ(t)) = 0,
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e dáı a função t 7→ (f ◦ γ)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(q) = (f ◦ γ)(0) = (f ◦ γ)(1) = f(q′),

donde q′ ∈ A. Sendo q′ ∈ U arbitrário, conclúımos que U ⊂ A, ou seja, A é aberto em

M .

Proposição 1.10. Se f ∈ C∞(M) e U ⊂ M é uma vizinhança coordenada, com campos

coordenadas ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, então o gradiente de f é dado em U por

∇f = gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
.

Em particular,

|∇f |2 = gkl
∂f

∂xk
∂f

∂xl
.

Demonstração. Se ∇f = ak ∂
∂xk

, então

∂f

∂xl
= g
(
∇f, ∂

∂xl

)
= ajg

( ∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
,

de maneira que

gkl
∂f

∂xl
= ajgklgjl = ajδkj = ak.

Para o que falta, temos

|∇f |2 = g
(
gkl

∂f

∂xl
∂

∂xk
, gmj

∂f

∂xj
∂

∂xm

)
= gklgmjgkm

∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gklδjk
∂f

∂xl
∂f

∂xj

= gjl
∂f

∂xl
∂f

∂xj
.

Definição 1.11. Seja X um campo vetorial diferenciável em M . A divergência de X

é uma função diferenciável divX : M → R, dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)}, (1.3)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.
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De maneira similar a definição anterior, podemos definir a divergência de um (1, r)−ten-

sor S como sendo o (0, r)−tensor

(divS)(v1, . . . , vr) = tr {w 7→ (∇wS)(v1, . . . , vr)}

=
n∑
i=1

g
(

(∇eiS)(v1, . . . , vr), ei

)
,

onde {ei} é uma base ortonormal de TpM .

Lembre que um referencial ortonormal {E1, . . . , En} em um aberto

U ⊂ M é geodésico em p ∈ U se (∇EiEj)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Para a

construção de um referencial geodésico em uma vizinhança de p, veja Caṕıtulo 3 de [4].

Definição 1.12. Seja f : M → R uma função diferenciável. O Laplaciano de f é a

função ∆f : M → R dada por

∆f = div (∇f). (1.4)

Definição 1.13. Seja f : M → R uma função diferenciável. O Hessiano de f é o

campo de operadores lineares (Hess f)p : TpM → TpM , definido para v ∈ TpM por

(Hess f)p (v) = ∇v∇f.

Segue da definição da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p ∈M , então

(Hess f)p (X) = ∇X∇f.

Proposição 1.14. Se f : M → R é uma função diferenciável e p ∈M , então (Hess f)p :

TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.

Demonstração. Se v, w ∈ TpM e V,W denotam respectivamente extensões de v, w a

campos definidos em uma vizinhança de p ∈M , então

g((Hess f)p(v), w)(p) = g(∇V∇f,W )(p)

= DV g(∇f,W )(p)− g(∇f,∇VW )(p)

= (DV (DWf))(p)− g(∇f,∇WV + [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p) + (D[V,W ]f)(p)

−g(∇f,∇WV )(p)− g(∇f, [V,W ])(p)

= (DW (DV f))(p)− g(∇f,∇WV )(p)
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= DWg(∇f, V )(p)− g(∇f,∇WV )(p)

= g(∇W∇f, V )(p)

= g((Hess f)p(w), v)(p).

Proposição 1.15. Se f : M → R é uma função diferenciável, então

∆f = tr (Hess f). (1.5)

Demonstração. É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p ∈ M . Para

tanto, seja U ⊂ M uma vizinhança de p onde esteja definido um referencial ortonormal

{e1, . . . , en}. Então

tr (Hess f)p =
n∑
i=1

g((Hess f)p(ei), ei)(p) =
n∑
i=1

g(∇ei∇f, ei)(p)

= div (∇f)(p) = ∆f(p).

Proposição 1.16. Seja f : M → R uma função diferenciável.

(a) Se p ∈ M é ponto cŕıtico de f, v ∈ TpM e c : (−ε, ε)→ M é uma curva diferenciável

tal que c(0) = p e c′(0) = v, então

(Hess f)p(v, v) =
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.6)

(b) Se γ : (−ε, ε)→M é uma geodésica de M , então

(Hess f)γ(t)(γ
′(t), γ′(t)) =

d2

dt2
(f ◦ γ)(t). (1.7)

Demonstração. Façamos a prova de (a), sendo a prova de (b) análoga. Basta ver que

(Hess f)p(v, v) = g(∇ dc
dt
∇f, c′)(p)

=
d

dt
g(∇f, c′)

∣∣∣
t=0
−g
(
∇f, Dc

′

dt

)
(p)

=
d

dt
g
(
∇f, dc

dt

)∣∣∣
t=0

=
d2

dt2
(f ◦ c)(t)

∣∣∣
t=0
.
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Agora observe que podemos definir o Hessiano como o (1, 1)−tensor ∇(∇f) = ∇2f

dado por ∇2f(X) = ∇X∇f , a Proposição 1.14 sugere uma definição na forma de um

(0, 2)−tensor simétrico Hess f(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ), tal que

g(∇2f(X), Y ) = g(∇2f(Y ), X).

Diremos que ∇2f ≥ k(≤ k), se todos os seus autovalores forem ≥ k(≤ k).

Definição 1.17. Uma função diferenciável f : M → R é dita convexa, se para cada

geodésica γ : [a, b]→M a função (f ◦ γ) for convexa, isto é

f(γ(s)) ≤ f(γ(b))− f(γ(a))

b− a
(s− a) + f(γ(a)),

ou equivalentemente

f(γ(s)) ≤ f(γ(b))− f(γ(a))

b− a
(s− b) + f(γ(b))

para todo s ∈ [a, b].

Lema 1.18. Seja f : M → R uma função diferenciável. Então ∇2f ≥ 0 se, e somente

se, f é convexa.

Demonstração. Se ∇2f ≥ 0, então para uma geodésica qualquer γ : [0, 1]→M temos

d2

dt2
(f ◦ γ)(t) = (Hess f)γ(t)(γ

′(t), γ′(t)) ≥ 0,

para todo t ∈ [0, 1]. Então, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, quaisquer que

sejam t, t+ h ∈ [0, 1], existe c entre t e t+ h, com

(f ◦ γ)(t+ h) = (f ◦ γ)(t) + (f ◦ γ)′(t)h+
(f ◦ γ)′′(c)

2
h2.

Como (f ◦ γ)′′(c) ≥ 0, temos (f ◦ γ)(t+ h) ≥ (f ◦ γ)(t) + (f ◦ γ)′(t)h. Logo

(f ◦ γ)(t+ h)− (f ◦ γ)(t)

h
≤ (f ◦ γ)′(t),

se h < 0, e
(f ◦ γ)(t+ h)− (f ◦ γ)(t)

h
≥ (f ◦ γ)′(t),

quando h > 0. Equivalentemente: se 0 < s < 1, então

(f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(0)

s
≤ (f ◦ γ)(1)− (f ◦ γ)(s)

1− s
,
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e

(1− s)((f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(0)) ≤ s(f ◦ γ)(1)− s(f ◦ γ)(s)

(f ◦ γ)(s) ≤ (1− s)(f ◦ γ)(0) + s(f ◦ γ)(1).

Portanto, f é convexa.

Reciprocamente, seja γ : [r, t] → M uma geodésica qualquer. Se f é convexa então,

para quaisquer s, a, b ∈ R tais que, s ∈ (a, b) ⊂ [r, t], temos

(f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(a)

s− a
≤ (f ◦ γ)(b)− (f ◦ γ)(a)

b− a
≤ (f ◦ γ)(s)− (f ◦ γ)(b)

s− b
,

fazendo s→ a na primeira desigualdade e s→ b na segunda, obtemos

(f ◦ γ)′(a) ≤ (f ◦ γ)′(b).

Logo (f ◦ γ)′(s) é não-decrescente em [r, t], donde (f ◦ γ)′′(s) ≥ 0 para todo [r, s], mas já

sabemos que

(f ◦ γ)′′(s) = Hess fγ(s)(γ
′, γ′),

assim provando o lema.

Lema 1.19. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e f : M → R uma

função convexa. Se p ∈M é um ponto cŕıtico de f , então p é um mı́nimo global de f .

Demonstração. Suponha que p ∈ M é um ponto cŕıtico de f , isto é, ∇f(p) = 0. Dado

qualquer q ∈ M , seja γ : [0, 1]→ M geodésica tal que γ(0) = p e γ(1) = q (tal geodésica

existe, pois M é completa), como f é convexa, então pelo lema anterior

d2

dt2
(f ◦ γ)(t) = (Hess f)γ(t)(γ

′(t), γ′(t)) ≥ 0.

Integrando e usando o teorema fundamental do cálculo obtemos

d

dt
(f ◦ γ)(t)− d

dt
(f ◦ γ)(0) ≥ 0.

Como
d

dt
(f ◦ γ)(0) = g(∇f(p), γ′(0)) = 0,

integrando novamente temos

(f ◦ γ)(t) ≥ (f ◦ γ)(0),

para todo t ∈ [0, 1]. Consequentemente f(q) ≥ f(p).
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Definição 1.20. Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curvatura de

Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm (X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇2

Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)−tensor,

definido por Rm : X(M)4 → C∞(M)

Rm (X, Y, Z,W ) = g(Rm (X, Y )Z,W ).

Proposição 1.21. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(1) Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm (Y,X,Z,W ) = Rm (Y,X,W,Z).

(2) Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm (X, Y )Z + Rm (Y, Z)X + Rm (Z,X)Y = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇ZRm)(X, Y,W ) + (∇XRm)(Y, Z,W ) + (∇Y Rm)(Z,X,W ) = 0.

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [19].

Definição 1.22. Seja P ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente. A

curvatura seccional de P em p é dada por

sec (X, Y ) =
g(Rm (X, Y )Y,X)

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ P são dois vetores linearmente independentes de TpM . Lembre que esta

definição não depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [4]).

Observe que, se {e1, e2} é uma base ortonormal de P , então

sec (e1, e2) = g(Rm (e1, e2)e2, e1).
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Definição 1.23. O tensor curvatura de Ricci Ric : X(M)2 → C∞(M) é o (0, 2)−tensor

obtido pelo ”traço”do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric (Y, Z) = tr {X 7→ Rm (X, Y )Z},

onde X, Y ∈ X(M).

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

Ric (v, w) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, v)w, ei) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, w)v, ei).

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1, 1)−tensor simétrico

Ric (v) =
n∑
i=1

Rm (v, ei)ei.

Diremos que Ric ≥ k(≤ k) se todos os autovalores de Ric (v) são ≥ k (≤ k). Se (M, g)

satisfaz Ric (v) = kv, ou equivalentemente, Ric (v, v) = kg(v, v), então (M, g) é dita uma

variedade de Einstein com constante de Einstein k.

Definição 1.24. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M → R dada

por

R = tr Ric.

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

R = tr Ric

=
n∑
j=1

g(Ric (ej), ej)

=
n∑

i,j=1

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

sec (ei, ej).

Proposição 1.25. (Segunda Identidade de Bianchi contraida)

dR = 2div Ric.
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Demonstração. Dado um referencial geodésico {Ei}ni=1 em uma vizinhança de p ∈ M

qualquer, X ∈ X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

dR (X) = DXR

=
n∑

i,j=1

(∇XRm)(Ei, Ej, Ej, Ei)

=
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ei, X,Ej, Ei)

−
n∑

i,j=1

(∇EiRm)(Ej, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ei, X,Ej, Ei)

= 2
n∑

i,j=1

(∇EjRm)(Ej, Ei, Ei, X)

= 2
n∑

i,j=1

∇Ej(Rm (Ej, Ei, Ei, X))

= 2
n∑
j=1

∇Ejg(Ric (Ej), X)

= 2
n∑
j=1

g((∇EjRic)(X), Ej).

Usando a definição 1.11 concluimos que

dR (X) = 2div Ric (X),

como queriamos provar.

Definição 1.26. Dizemos que f : U → R, onde U ⊂ (M, g) é aberto, é uma função

distância se |∇f | = 1 sobre U .

Provaremos agora as três equações fundamentais da geometria Riemanniana, onde a

segunda e a terceira são conhecidas como, equação de Gauss e equação de Codazzi-

Mainardi, respectivamente.

Teorema 1.27. (Equação da Curvatura Radial) Se U ⊂ (M, g) é um conjunto aberto e

f : U → R uma função distância, então

∇NS + S2 = −RmN ,
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onde N = ∇f , S = ∇2f e RmN = Rm (·, N)N .

Demonstração. Dado X ∈ X(U) qualquer, então

(∇NS)(X) + S2(X) = ∇N(S(X))− S(∇NX) + S(S(X))

= ∇N∇XN −∇∇NXN +∇∇XNN

= ∇N∇XN −∇[N,X]N

= −Rm (X,N)N +∇X∇NN.

Contudo, já que |N | = 1, então ∇NN = 0, pois para todo Y ∈ X(U)

g(∇NN, Y ) = g(S(N), Y )

= g(N,S(Y ))

= g(N,∇YN)

=
1

2
DY g(N,N)

=
1

2
DY 1 = 0.

Em particular, ∇NN = S(N) = 0 sobre U , isto é, as curvas integrais de N são

geodésicas em U .

Teorema 1.28. (Equação da Curvatura Tangencial)

tan Rm (X, Y )Z = Rmr (X, Y )Z −q(Y, Z)S(X) +q(X,Z)S(Y )

= Rmr (X, Y )Z − g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y ),

onde X, Y, Z ∈ X(Ur) sendo Ur = f−1(r) e Rmr é o tensor curvatura de Riemann de

(Ur, gr), tan (W ) = W−g(W,N)N é a projeção de W sobre TUr, e q(U, V ) = g(S(U), V ).

Teorema 1.29. (Equação da Curvatura Normal)

nor Rm (X, Y )Z = g(−(∇XS)(Y ) + (∇Y S)(X), Z)N,

onde X, Y, Z ∈ X(Ur) e nor (W ) = g(W,N)N é projeção de W sobre N .

Demonstração. As duas equações da curvatura acima, são obtidas calculando Rm (X, Y )Z.

Se X, Y, Z ∈ X(Ur), então

∇r
XY = tan(∇XY )

= ∇XY − g(∇XY,N)N,
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como 0 = g(Y,N), então −g(∇XY,N) = g(Y,∇XN) dáı

∇r
XY = ∇XY + g(S(X), Y )N

= ∇XY +q(X, Y )N.

Assim

Rm (X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X(∇r
YZ − g(S(Y ), Z)N)−∇Y (∇r

XZ − g(S(X), Z)N)

−∇r
[X,Y ]Z + g(S([X, Y ]), Y )N

= ∇X∇r
YZ −∇Y∇r

XZ −∇r
[X,Y ]Z

−∇X(g(S(Y ), Z)N) +∇Y (g(S(X), Z)N)

+g(S([X, Y ]), Z)N

= Rmr (X, Y )Z

−g(S(X),∇r
YZ)N + g(S(Y ),∇r

XZ)N + g(S([X, Y ]), Z)N

−g(∇XS(Y ), Z)N − g(S(Y ),∇XZ)N − g(S(Y ), Z)∇XN

+g(∇Y S(X), Z)N + g(S(X),∇YZ)N + g(S(X), Z)∇YN,

como

g(S(X),∇YZ) = g(S(X),∇r
YZ) + g(∇YZ,N)g(S(X), N)

= g(S(X),∇r
YZ)− g(S(Y ), Z)g(S(X), N).

g(S(Y ),∇XZ) = g(S(Y ),∇r
XZ) + g(∇XZ,N)g(S(Y ), N)

= g(S(Y ),∇r
XZ)− g(S(X), Z)g(S(Y ), N),

e

g(S(X), N) = g(X,S(N)) = 0

g(S(Y ), N) = g(Y, S(N)) = 0,

então

Rm (X, Y )Z = Rm r(X, Y )Z

−g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y )

+(−g(∇XS(Y ), Z) + g(∇Y S(X), Z))N

+(g(S(∇XY ), Z)− g(S(∇YX), Z))N
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= Rmr (X, Y )Z − g(S(Y ), Z)S(X) + g(S(X), Z)S(Y )

+g(−(∇XS)(Y ) + (∇Y S)(X), Z)N.

1.3 Noções básicas sobre Grupos de Lie

Definição 1.30. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G, munida de uma

estrutura de grupo tal que as aplicações

i : G→ G e m : G×G→ G

definidas por i(g) = g−1 e m(g, h) = gh−1 são diferenciáveis.

Doravante, salvo menção em contrário, supomos que G é um grupo de Lie fixado,

com elemento neutro e. Nesse caso, a translação à esquerda por a ∈ G é a aplicação

La : G→ G dado por La(g) = ag. Denotando por ιa : G→ G×G a inclusão ιa(g) = (a, g),

temos La = m ◦ ιa, de sorte que La é diferenciável; mas como La ◦L−1
a = L−1

a ◦La = IdG,

segue que La é mesmo um difeomorfismo de G, tal que (La)
−1 = L−1

a . Analogamente,

a translação à direita por a ∈ G é o difeomorfismo Ra : G → G definido por Ra = ga.

Por fim, observe que La e Rb comutam para todos a, b ∈ G. Uma métrica Riemanniana

g em um grupo de Lie G é invariante à esquerda se Lg : G → G for uma isometria para

todo g ∈ G. Analogamente, uma métrica Riemanniana em G é invariante à direita se

Rg : G → G for uma isometria para todo g ∈ G, e bi-invariante se for simultaneamente

invariante à esquerda e à direita.

Observação 1.31. Observe que todo grupo de Lie invariante à direita (ou a esquerda)

é uma variedade Riemannina homogênea. Com efeito, dados p, q ∈ G quaisquer, basta

tomar g = qp−1, pois Lg(p) = qp−1p = q.

Uma álgebra de Lie (real) é um espaço vetorial real g, munido de uma aplicação

R-bilinear e anti-simétrica [·, ·] : g× g→ g para a qual vale a identidade de Jacobi

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0,

para todos X, Y, Z ∈ g. Tal aplicação é o colchete de Lie de g.
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Uma subálgebra de Lie de uma álgebra de Lie g é um subespaço vetorial h de g tal

que [X, Y ] ∈ h para todos X, Y ∈ h. Em particular, h é ela mesma uma álgebra de Lie

com a restrição do colchete de Lie de g, e a inclusão ι : h → g é um homomorfismo de

álgebras de Lie, ou seja, uma transformação linear que preserva os colchetes de Lie de g

e h, isto é, tal que

ι([X, Y ]) = [ι(X), ι(Y )],

para todos X, Y ∈ g.

Definição 1.32. Se G é um grupo de Lie, a álgebra de Lie de G é a subálgebra de

Lie de X(G) formada pelos campos invariantes à esquerda.

Dada uma álgebra de Lie g sua série central descendente é definida indutivamente

por

g1 = g

g2 = [g, g]

...

gk = [g, gk−1].

Nessas expressões os colchetes tem o seguinte significado: dados subconjuntos U, V ⊂ g

a notação [U, V ] indica o subespaço vetorial gerado por todos os colchetes [X, Y ], com

X ∈ U e Y ∈ V .

Definição 1.33. Uma álgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se

anula em algum momento, isto é,

gk0 = {0}

para algum k0 ≥ 1 (e, portanto, gk = 0 para todo k ≥ k0).

Definição 1.34. Um grupo de Lie conexo é dito nilpotente se sua álgebra de Lie é

nilpotente.

1.4 Campos de Killing sobre variedades homogêneas

Lembre que um campo de vetores X é dito completo se houver um grupo a 1−parâmetro

de difeomorfismos {ϕt} gerado por X.
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Definição 1.35. Seja α um tensor e X um campo completo (esta definição estender-

se ao caso em que X não é completo e somente define um grupo a 1−parâmetro de

difeomorfismos locais), a derivada de Lie de α com respeito a X é dada por

LXα = lim
t→0

1

t
(ϕ∗tα− α) =

d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tα,

onde ϕ∗t é o difeomorfismo induzido pelo ϕt.

Proposição 1.36. A derivada de Lie com respeito a X ∈ X(M) satisfaz as seguintes

propriedades:

(1) Se f ∈ C∞(M), então LXf = DXf .

(2) Se Y ∈ X(M), então LXY = [X, Y ].

(3) Sejam α e β tensores, então LX(α⊗ β) = (LXα)⊗ β + α⊗ (LXβ).

(4) Se α é um (0, r)−tensor, então para quaisquer Y1, . . . , Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, . . . , Yr) = DXα(Y1, . . . , Yr)

−
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yr−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yr)

= (∇Xα)(Y1, . . . , Yr)

+
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yi−1,∇YiX, Yi+1, . . . , Yr).

Para uma prova veja Caṕıtulo 13 de [11].

Agora note que da proposição acima, e do fato que ∇g = 0 temos que

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX), (1.8)

para todo X, Y, Z ∈ X(M). Além disso, se X = ∇f para alguma f ∈ C∞(M), teremos

(LXg)(Y, Z) = 2Hess f(Y, Z). (1.9)

Observação 1.37. Se ϕ : M →M é um difeomorfismo , α um tensor e X ∈ X(M) temos

ϕ∗(LXα) = Lϕ∗X(ϕ∗α).
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Se f : M → R, então

ϕ∗(gradgf) = gradϕ∗g(f ◦ ϕ).

Se ϕ(t) : M →M é uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos e α é um tensor, então

∂

∂t
(ϕ(t)∗α) = LX(t)ϕ(t)∗α,

onde

X(t0) +
∂

∂t

(
ϕ(t0)−1 ◦ ϕ(t)

)∣∣∣
t=t0

=
(
ϕ(t0)−1

)
∗

( ∂
∂t
ϕ(t)

∣∣∣
t=t0

)
.

Definição 1.38. Um difeomorfismo ϕ : (M, g) → (N, h) diz-se uma isometria, se

ϕ∗h = g. Se para cada p ∈ M existe uma vizinhança U de p tal que ϕ|U : U → ϕ(U) é

uma isometria, então este será uma isometria local.

Proposição 1.39. Se ϕ : (M, g) → (N, h) é uma isometria e X, Y ∈ X(M) , então

dϕ(∇XY ) = ∇dϕ(X)(dϕ(Y )).

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [13].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos posteriormente.

Lema 1.40. Seja ϕ : (M, g)→ (N, h) isometria. Então

(1) dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))(dϕ(Z)).

(2) ϕ∗(RN) = RM, isto é, RN ◦ ϕ = RM.

(3) ϕ∗(RicN) = RicM,

onde Rm1 e Rm2 são os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente, RicM

e RicN seus tensores Ricci e RM e RN suas curvaturas escalar.

Demonstração. Para (1), note que dados X, Y, Z ∈ X(M) quaisquer

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = dϕ(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

= dϕ(∇X∇YZ)− dϕ(∇Y∇XZ)− dϕ(∇[X,Y ]Z).

da proposição anterior e usando o fato que [dϕ(X), dϕ(Y )] = dϕ([X, Y ]), obtemos

dϕ(Rm1 (X, Y )Z) = ∇dϕ(X)∇dϕ(Y )dϕ(Z)−∇dϕ(Y )∇dϕ(X)dϕ(Z)

−∇[dϕ(X),dϕ(Y )]dϕ(Z)

= Rm2 (dϕ(X), dϕ(Y ))dϕ(Z).
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Para (2), veja que dados {e1, e2} base ortonormal de P ⊂ TpM , então

sec (dϕ(e1), dϕ(e2)) = gN(Rm2 (dϕ(e1), dϕ(e2))dϕ(e2), dϕ(e1))

= gN(dϕ(Rm1 (e1, e2)e2), dϕ(e1))

= gM(Rm1 (e1, e2)e2, e1).

Assim RN ◦ ϕ = RM. Um raćıocinio análogo leva a (3).

Definição 1.41. Dizemos que um campo X de vetores diferenciável sobre (M, g) é de

Killing se LXg = 0. Se X é um campo de Killing completo, então o grupo a 1−parâmetro

de difeomorfismos ϕt que são gerados por X é um grupo a 1−parâmetro de isometrias de

(M, g).

Lema 1.42. Seja (M, g) uma variedade Riemannina, se X ∈ X(M) é um campo de

Killing e f ∈ C∞(M). Então LXHess f = HessLXf .

Demonstração. Considere {∂i}ni=1 um referencial geodésico em torno de um ponto p ∈M

qualquer. Como X é de Killing LXg = 0, então para quaisquer i, j, k ∈ {1, · · · , n}, temos

0 = (LXg)ij

= g(∇∂iX, ∂j) + g(∂i,∇∂jX)

= xkg(∇∂i∂k, ∂j) + ∂ix
kg(∂k, ∂j) + xkg(∂i,∇∂j∂k)

+ ∂jx
kg(∂i, ∂k)

= ∂ix
j + ∂jx

i

donde

∂k∂ix
j = −∂k∂jxi

= −∂j∂kxi

= ∂j∂ix
k

= ∂i∂jx
k

= −∂i∂kxj

= −∂k∂ixj

dáı

∂k∂ix
j = 0. (1.10)
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Note agora que

(HessLXf)ij = ∂i∂j(LXf)− (∇∂i∂j)LXf

= ∂i∂j(x
k∂kf)

= ∂i(∂jx
k∂kf + xk∂j∂kf)

= ∂i∂jx
k∂kf + ∂jx

k∂i∂kf + ∂ix
k∂j∂kf + xk∂i∂j∂kf.

Por outro lado,

(LXHess f)ij = (∇XHess f)(∂i, ∂j) + Hess f(∇∂iX, ∂j) + Hess f(∂i,∇∂jX)

= DX(∂i∂jf)− Hess f(∇X∂i, ∂j)− Hess f(∂i,∇X∂j)

+ xkHess f(∇∂i∂k, ∂j) + ∂ix
kHess f(∂k, ∂j)

+ xkHess f(∂i,∇∂j∂k) + ∂jx
kHess f(∂i, ∂k)

= xk∂k∂i∂jf − xkHess f(∇∂k∂i, ∂j)− xkHess f(∂i,∇∂k∂j)

+ ∂ix
kHess f(∂k, ∂j) + ∂jx

kHess f(∂i, ∂k)

= xk∂k∂i∂jf + ∂ix
k∂k∂jf − ∂ixk(∇∂k∂j)f + ∂jx

k∂i∂kf

− ∂jx
k(∇∂i∂k)f

= xk∂k∂i∂jf + ∂ix
k∂k∂jf + ∂jx

k∂i∂kf

donde

(HessLXf)ij = ∂i∂jx
k∂kf + (LXHess f)ij.

Portanto pela igualdade (1.10) LXHess f = HessLXf .

Proposição 1.43. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X ∈ X(M) é

um campo de Killing, então X é completo.

Para uma prova veja Caṕıtulo 9 de [13].

Denotaremos por I(M) = Iso(M) o grupo das isometrias de uma variedade Rieman-

niana (M, g), defininamos a ação µ : I(M)×M →M como

µ(φ, p) = φ(p).

Teorema 1.44. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, existe uma única maneira de

tornar I(M) uma variedade tal que:
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(1) I(M) é um grupo de Lie.

(2) A ação µ é diferenciável.

(3) Um homomorfismo β : R→ I(M) é diferenciável se a aplicação R×M →M definida

por (t, p) 7→ β(t)(p) for diferenciável.

Este resultado segue de um teorema mais geral do Caṕıtulo 4 de [14].

Observação 1.45. Seja g(I(M)) a álgebra de Lie do grupo das isometrias I(M), existe

uma relação entre os campos de Killing de M e g(I(M)). Se X ∈ g(I(M)), seja t 7→ ϕt

seu subgrupo a 1-parâmetro. Pelo teorema anterior, a aplicação R ×M → M definida

por (t, p) 7→ ϕt(p) é diferenciável. Para cada p ∈ M , seja X+
p a velocidade inicial da

curva t 7→ ϕt(p). Então X+ é um campo de vetores diferenciável sobre M . Segue da

identidade ϕt(ϕs(p)) = ϕt+s(p), que {ϕt} é o fluxo de X+. Já que o grupo a 1-parâmetro

está definido para todo R, X+ é completo. Além disso como ϕt é uma isometria, então

X+ é um campo de Killing.

Proposição 1.46. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e g(I(M)), g(M) às álgebras

de Lie do grupo das isometrias de M , M respectivamente. Então

(1) O conjunto cg(M) de todos os campos de Killing completos sobre M é uma subálgebra

de g(M).

(2) A aplicação X 7→ X+ é um anti-isomorfismo de Lie g(I(M)) → cg(M), isto é, um

isomorfismo linear tal que

[X+, Y +] = [X, Y ]+,

para todo X, Y ∈ g(I(M)).

Para uma prova veja Caṕıtulo 9 de [13].

Definição 1.47. Uma variedade Riemanniana M é dita homogênea se, dados dois

pontos p, q ∈M quaisquer existir uma isometria ϕ de M tal que ϕ(p) = q, isto é, o grupo

das isometrias I(M) de M age transitivamente sobre M .

Lema 1.48. Uma variedade Riemanniana homogênea é completa.

Demonstração. Suponha M não completa. Então existe p ∈ M e uma geodésica nor-

malizada γ : [0, t0] → M , com γ(0) = p, tal que não pode ser estendida além de t0. Seja
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ε > 0, tal que Bε(p) é uma bola normal, e seja q = γ(t0− ε
2
) ∈M . Seja ϕ : M →M uma

isometria tal que ϕ(p) = q. Existe v ∈ TpM , |v| = 1, tal que dϕpv = γ′(t0 − ε
2
). Consi-

derando a geodésica α : [0, ε) → M dada por α(t) = expptv. Então ϕ ◦ α : [0, ε) → M é

uma geodésica tal que

(ϕ ◦ α)(0) = ϕ(p) = q = γ(t0 −
ε

2
),

e

(ϕ ◦ α)′(0) = dϕpα
′(0) = dϕpv = γ′(t0 −

ε

2
).

Assim, ϕ ◦ α é uma geodésica de M que coincide com γ em [t0 − ε
2
, t0). Por unicidade,

temos que (ϕ ◦ α)(t) = γ(t+ t0 − ε
2
), o que permite estender γ além de t0, contradizendo

o que supomos, logo M é completa.

Lema 1.49. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana homogênea, então sua curvatura

escalar é constante.

Demonstração. Dados p, q ∈ M quaisquer, existe por hipótese ϕ : M → M isometria

tal que ϕ(p) = q, assim pelo Lema 1.40 R(q) = (R◦ϕ)(p) = R(p), logo R é constante.

Proposição 1.50. Sejam G ×M → M uma ação transitiva, com G um grupo de Lie

e H o grupo de isotropia de um ponto p ∈ M , isto é, o conjunto dos pontos g ∈ G tal

que gp = p. Então a aplicação natural j : G
H
→ M que leva aH no ponto ap é um

difeomorfismo. Em particular, a projeção g → gp é uma submersão π : G→M .

Para uma prova deste teorema veja [21].

Corolário 1.51. Para cada vetor tangente a uma variedade Riemanniana homogênea

existe um campo de Killing sobre M que o estende.

Demonstração. Segue da proposição acima, que para cada p ∈ M , a projeção g → gp

é uma submersão π : g(I(M)) → M . Logo, se v ∈ TpM existe ṽ ∈ Te(g(I(M))) tal que

dπ(ṽ) = v. Como ṽ estende-se a um campo de vetores diferenciável invariante à esquerda

V sobre g(I(M)), segue da Proposição 1.46, que V + é um campo de Killing sobre M tal

que V +
p = v.



Caṕıtulo 2

Solitons de Ricci gradiente

Neste caṕıtulo, definiremos solitons de Ricci gradientes exiberemos alguns exemplos clássi-

cos e estabeleceremos algumas fórmulas gerais, que serão utilizadas no próximo caṕıtulo.

Neste caṕıtulo (M, g) denotará uma variedade Riemanniana conexa e completa.

2.1 Definições e fórmulas em solitons gradientes

Definição 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana, um soliton de Ricci (M, g,X, λ)

é uma métrica Riemanniana junto com um campo vetorial X ∈ X(M) e uma constante

λ ∈ R , tal que,

Ric +
1

2
LXg = λg. (2.1)

Este é chamado de expansivo se λ < 0, estável quando λ = 0 e contrátil se λ > 0. Quando

X = ∇f , onde f ∈ C∞(M), pela igualdade (1.9) podemos reescrever a equação (2.1)

Ric + Hess f = λg, (2.2)

e este é chamado soliton de Ricci gradiente, ou simplesmente soliton gradiente.

Observação 2.2. Note que tomando o traço em (2.2) obtemos pela Proposição 1.15

R + ∆f = λn. (2.3)

O estudo dos solitons de Ricci está contido na teoria dos Fluxos de Ricci, teoria esta

utilizada por Grigori Perelman para demonstrar a conjectura de Poincaré, neste trabalho

não trataremos diretamente de sua conexão com a teoria dos Fluxos de Ricci, contudo

esta conexão fica evidenciada pelo
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Teorema 2.3. Se (M, g0, f0,
−λ
2

) é um soliton gradiente com o campo vetorial gradg0f0

completo, então existe uma solução g(t) do fluxo de Ricci, isto é,

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

com g(0) = g0, difeomorfismos φ(t) com φ(0) = IdM , funções f(t) com f(0) = f0, definido

para todo t, tal que τ(t) = λt+ 1 > 0, sastifazendo:

(1) φ(t) : M → M é uma famı́lia a 1 parâmetro de difeomorfismos gerados pelos campos

X(t) = 1
τ(t)

gradg0f0, isto é,

∂

∂t
φ(t)(x) =

1

τ(t)
(gradg0f0)(φ(t)(x));

(2)

g(t) = τ(t)φ(t)∗g0;

(3)

f(t) = f0 ◦ φ(t) = φ(t)∗(f0);

(4)

Ric(g(t)) +∇g(t)∇g(t)f(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0,

onde gradg(t)f(t), é o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Demonstração. Defina τ(t) = λt + 1. Já que o campo gradg0f0 é completo, existe

uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos φ(t) : M → M gerados pelos campos

1
τ(t)

gradg0f0 definido para todo τ(t) > 0. Então defina f(t) = f0◦φ(t) e g(t) = τ(t)φ(t)∗g0.

Assim
∂g(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
λ

τ(t0)
g(t0) + τ(t0)

∂(φ(t)∗g0)

∂t

∣∣∣
t=t0

.

Usando a observação 1.37, temos que

τ(t0)
∂(φ(t)∗g0)

∂t

∣∣∣
t=t0

= τ(t0)L
(φ(t0)−1)∗(

∂φ(t)
∂t
|t=t0 )

φ(t0)∗g0

= Lgradg(t0)f(t0)g(t0),

já que
∂φ(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
1

τ(t0)
gradg0f0 = φ(t)∗(gradg(t0)f(t0)).

Consequentemente
∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t).
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Agora usando a observação 1.37, teremos

−2Ric(g(t)) = φ(t)∗(−2Ric(g0))

= φ(t)∗(λg0 + Lgradg0f0
g0)

=
λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t),

isto é,

Ric(g(t)) +∇g(t)∇g(t)f(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0.

Portanto

∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + Lgradg(t)f(t)g(t)

= −2Ric(g(t)).

O teorema acima, diz que dado um soliton gradiente com ∇f completo, existe uma

solução do Fluxo de Ricci que é igual ao soliton gradiente em algum instante e mais ainda,

a solução é ainda um soliton gradiente para todo t do intervalo de definição da solução.

Agora exibiremos alguns exemplos clássicos de solitons gradiente, no próximo caṕıtulo

obteremos como aplicação do resultado principal um exemplo de soliton de Ricci não

gradiente.

1. Solitons de Einstein. Se (M, g) é uma variedade de Einstein com constante de

Einstein λ, tomando f : M → R constante temos que Hess f = 0, assim

Ric + Hess f = λg.

Portanto, (M, g, f, λ) é um soliton gradiente.

2. Soliton Gaussiano. Seja (Rn, g,∇f, λ) onde f : Rn → R é dado por f = λ
2
|x|2, λ ∈ R

e g é a métrica canônica do Rn. Assim o tensor curvatura Rm = 0 implicando que

Ric(g) = 0. Além disso seja {Ei}i base canônica do Rn, isto é, g(Ei, Ej) = δij e

∇EiEj = 0, então

Hess f(Ei, Ej) = Ei(Ej(f))− g(∇f,∇EiEj) =
∂2f

∂xi∂xj
.
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Logo, Hess f(Ei, Ej) = 0 se i 6= j e Hess f(Ei, Ei) = λ, dáı

Ricij + Hess fij = λgij.

Portanto, (Rn, g, f, λ) é um soliton gradiente chamado soliton Gaussiano.

3. Soliton de Hamilton. Seja (R2, gΣ) uma superf́ıcie Riemanniana, com

gΣ :=
g

1 + x2 + y2
,

onde g é a métrica canônica do R2. Afirmamos que

gΣ(t) =
g

e4t + x2 + y2

é uma solução de
∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)).

Para ver isto lembre que, se (M2, g) é uma superf́ıcie Riemanniana e g = uh, onde

u ∈ C∞(M), então

Rg = u−1(Rh −∆h lnu)

(para uma prova deste fato veja Caṕıtulo 2 de [1] ), e Ricij = R
2
gij quando n = 2,

assim g(t) = u(t)h é uma solução da equação do fluxo de Ricci se, e somente se,

∂u

∂t
= ∆h lnu− Rh.

Verifiquemos a condição suficiente,

∂g(t)

∂t
=
∂u(t)

∂t
h = (∆h lnu(t)− Rh)h,

assim
∂g(t)

∂t
= −Rg(t)u(t)h = −Rg(t)g(t) = −2Ric(g(t)).

Então, como gΣ(t) = u(t)g onde

u(t) =
−1

e4t + x2 + y2
,

basta mostrar que
∂u

∂t
= ∆g lnu− Rg = ∆g log u.

Para isto, veja que
∂u(t)

∂t
=

−4e4t

(e4t + x2 + y2)2
,



Rigidez de Solitons Gradiente 31

e
∂ lnu(t)

∂x
=

−2x

e4t + x2 + y2
.

Assim
∂2 lnu(t)

∂x2
=
−2(e4t + x2 + y2) + 4x2

(e4t + x2 + y2)2
,

analogamente obtemos

∂2 lnu(t)

∂y2
=
−2(e4t + x2 + y2) + 4y2

(e4t + x2 + y2)2
.

Logo

∆g lnu =
−4e4t

(e4t + x2 + y2)2
=
∂u(t)

∂t
.

Assim,

Ric(gΣ) = −1

2

∂g(t)

∂t

∣∣∣
t=0

= −1

2

−4

(e0 + x2 + y2)2
g

=
2

(1 + x2 + y2)2
g.

Seja Y ∈ X(R2) definido por Y = −2(x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

), onde { ∂
∂x
, ∂
∂y
} é a base canônica

do R2. Mostremos que

LY gΣ =
−4

(1 + x2 + y2)2
g.

Com efeito, como gΣ = ug onde u = (1 + x2 + y2)−1, então

LY gΣ = LY (ug) = (LY u)g + uLY g.

Sendo

LY u = DY u = −2x
∂u

∂x
− 2y

∂u

∂y
,

então

DY u = −2x
−2x

(1 + x2 + y2)2
− 2y

−2y

(1 + x2 + y2)2

=
4x2 + 4y2

(1 + x2 + y2)2
.

Observe que

LY dxi = d(LY xi) = d(DY x
i) = dY i,
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assim

LY g = LY (gijdx
i ⊗ dxj)

= LY gijdxi ⊗ dxj + gij(LY dxi)⊗ dxj + gijdx
i ⊗ (LY dxj)

= DY gijdx
i ⊗ dxj + gijdY

i ⊗ dxj + gijdx
i ⊗ dY j

= (DY gij + gkj
∂Y k

∂xi
+ gik

∂Y k

∂xj
)dxi ⊗ dxj.

Dáı

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= DY gij + gkj

∂Y k

∂xi
+ gik

∂Y k

∂xj
,

onde { ∂
∂xi
}2
i=1 é a base canônica do R2, então

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= 0

e

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= 2

∂Y i

∂xi
.

Como

Y = Y i ∂

∂xi
= −2(x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
),

então

(LY g)
( ∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= −4.

Donde

LY g = −4g,

e portanto

LY gΣ =
4x2 + 4y2

(1 + x2 + y2)2
g +

−4

1 + x2 + y2
g

=
−4

(1 + x2 + y2)2
g.

Logo

Ric(gΣ) +
1

2
LY gΣ = 0,

isto é, (R2, Y, gΣ, 0) é um soliton de Ricci estável. Note ainda que Y = ∇f , onde

f : R2 → R é dada por f(x, y) = − ln(1 + x2 + y2). Com efeito, escrevendo

∇f = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
,
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obtemos

−2x

1 + x2 + y2
=

∂f

∂x

= gΣ(∇f, ∂
∂x

)

= axug(
∂

∂x
,
∂

∂x
) + ayug(

∂

∂x
,
∂

∂y
)

= axu,

assim ax = −2x, analogamente obtemos ay = −2y. Logo na métrica gΣ

∇f = −2x
∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Portanto (R2, gΣ, f, 0) é um soliton gradiente estável.

Agora estabeleceremos uma fórmula geral que conduz às fórmulas de Bochner para

campos de Killing e campos gradiente.

Lema 2.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M) qualquer, então

div (LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric (X,X) +DXdivX. (2.4)

Quando X = ∇f é um campo gradiente e Z ∈ X(M), então

(divLXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdivX (2.5)

ou na notação de (1, 1)−tensor

div (∇2f) = Ric(∇f) +∇∆f. (2.6)

Demonstração. Dado um referencial geodésico {Ei}ni=1 em vizinhança de p ∈ M qual-

quer e X ∈ X(M), temos que

(divLXg)(X) =
n∑
i=1

(∇EiLXg)(Ei, X)

=
n∑
i=1

∇Ei(LXg(Ei, X))−
n∑
i=1

LXg(∇EiEi, X)

−
n∑
i=1

LXg(Ei,∇EiX)

=
n∑
i=1

∇Ei(g(∇EiX,X) + g(Ei,∇XX))
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−
n∑
i=1

g(∇EiX,∇EiX)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiXX)

=
n∑
i=1

∇Ei(g(∇EiX,X)) +
n∑
i=1

∇Ei(g(Ei,∇XX))

−
n∑
i=1

g(∇EiX,∇EiX)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiXX).

Agora note que, sendo ∇1
2
|X|2 = αjEj temos

αj = g(∇1

2
|X|2, Ej)

= DEj(
1

2
|X|2)

= g(∇EjX,X).

Assim

∇1

2
|X|2 =

n∑
j=1

g(∇EjX,X)Ej,

donde

∆
1

2
|X|2 = div (∇(

1

2
|X|2))

=
n∑
i=1

g(∇Ei∇
1

2
|X|2, Ei).

Além disso,

∇Ei∇
1

2
|X|2 = ∇Ei(

n∑
j=1

g(∇EjX,X)Ej)

=
n∑
j=1

g(∇EjX,X)∇EiEj +
n∑
j=1

∇Ei(g(∇EjX,X))Ej

=
n∑
j=1

∇Ei(g(∇EjX,X))Ej.

Dáı,

∆
1

2
|X|2 =

n∑
i=1

∇Ei(g(∇EiX,X)).

Agora lembre que |∇X|2 =
∑n

i=1 g(∇EiX,∇EiX). Então

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 +

n∑
i=1

∇Ei(g(Ei,∇XX))

− |∇X|2 −
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiXX)
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= ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(∇EiEi,∇XX)

+
n∑
i=1

g(Ei,∇Ei∇XX)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiXX)

= ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(Ei,∇2
Ei,X

X).

Note ainda que,

Ric (X,X) =
n∑
i=1

g(Rm (Ei, X)X,Ei)

=
n∑
i=1

g(∇2
Ei,X

X −∇2
X,Ei

X,Ei),

assim

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X)

+
n∑
i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei).

Usando que X = xjEj ⇒ ∇XEi = xj∇EjEi = 0, calculemos DXdivX

DXdivX =
n∑
i=1

∇X(g(∇EiX,Ei))

=
n∑
i=1

g(∇X∇EiX,Ei) +
n∑
i=1

g(∇EiX,∇XEi)

=
n∑
i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei) +
n∑
i=1

g(∇∇XEiX,Ei)

+
n∑
i=1

g(∇EiX,∇XEi)

=
n∑
i=1

g(∇2
X,Ei

X,Ei).

Logo,

(divLXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric (X,X) +DXdivX.

Quando X = ∇f , então para todo Z, Y ∈ X(M)

g(∇ZX, Y ) = Hess f(Z, Y ) = Hess f(Y, Z) = g(Z,∇YX),
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assim

(divLXg)(Z) =
n∑
i=1

∇Ei(g(∇EiX,Z) + g(Ei,∇ZX))

−
n∑
i=1

g(∇EiX,∇EiZ)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiZX)

=
n∑
i=1

∇Ei(g(∇ZX,Ei) + g(Ei,∇ZX))

−
n∑
i=1

g(∇∇EiZX,Ei)−
n∑
i=1

g(Ei,∇∇EiZX)

= 2
n∑
i=1

g(∇Ei∇ZX,Ei) + 2
n∑
i=1

g(∇EiEi,∇ZX)

− 2
n∑
i=1

g(∇∇EiZX,Ei)

=
n∑
i=1

2g(∇2
Ei,Z

X,Ei)

= 2Ric (Z,X) + 2g(∇2
Z,Ei

X,Ei).

Logo,

(divLXg)(Z) = 2Ric (Z,X) + 2DZdivX.

Como 1
2
LXg = ∇2f, então na forma de (1, 1)−tensor teremos

div∇2f = Ric (∇f) +∇∆f.

Observação 2.5. Dado um referencial geodésico {Ei}ni=1 numa vizinhança de p ∈ M

qualquer, temos que:

trLXg =
n∑
i=1

LXg(Ei, Ei) = 2
n∑
i=1

g(∇EiX,Ei) = 2divX. (2.7)

Corolário 2.6. Se X ∈ X(M) é um campo de Killing sobre uma variedade Riemanniana,

então

∆
1

2
|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X). (2.8)

Demonstração. Como X ∈ X(M) é um campo de Killing, então LXg = 0 e da igualdade

(2.7) temos que divX = 0, além disso da igualdade (2.4) obtemos

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X).
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Corolário 2.7. Se X = ∇f com f ∈ C∞(M), então

∆
1

2
|X|2 = |∇X|2 +DXdivX + Ric (X,X). (2.9)

Demonstração. Basta fazer Z = X em (2.5) e igualar a (2.4), para obtermos

1

2
∆|X|2 = 2Ric (X,X) + 2DXdivX

+ |∇X|2 − Ric (X,X)−DXdivX

= |∇X|2 +DXdivX + Ric (X,X).

As igualdades (2.8) e (2.9), constituem às fórmulas de Bochner mencionadas anterior-

mente.

Lema 2.8. Um soliton de Ricci satisfaz:

1

2
(∆−DX)|X|2 = |∇X|2 − λ|X|2. (2.10)

Demonstração. Tomando o traço na equação (2.1), obtemos

R + divX = λn,

assim

DZR +DZdivX = 0 ∀Z ∈ X(M),

pela segunda identidade de Bianchi contraida Proposição 1.25, temos que

DZR = 2div Ric (Z) ∀Z ∈ X(M).

Fazendo Z = X e como div g = 0, tomando o divergente na equação (2.1) e usando a

equação (2.4), obtemos

−DXdivX = 2div Ric (X)

= −div (LXg)(X)

= −(
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric (X,X) +DXdivX).

Assim

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X)

= |∇X|2 +
1

2
(LXg)(X,X)− λ|X|2,
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como (LXg)(X,X) = 2g(∇XX,X) = DX |X|2 temos que

1

2
(∆−DX)|X|2 = |∇X|2 − λ|X|2.

Agora consideremos a equação (2.2) na forma de um (1, 1)−tensor, isto é,

Ric +∇2f = λI,

ou na forma condensada

Ric + S = λI, S = ∇2f. (2.11)

Com esta notação podemos obter algumas identidades que fornecem informações sobre

a curvatura escalar dos solitons gradientes.

Lema 2.9. Um soliton gradiente satisfaz as seguintes igualdades:

∇R = 2Ric (∇f) (2.12)

∇∇fS + S ◦ (S − λI) = −Rm (·,∇f)∇f − 1

2
∇.∇R (2.13)

∇∇fRic + Ric ◦ (λI − Ric) = Rm (·,∇f)∇f +
1

2
+∇.∇R (2.14)

1

2
∆fR =

1

2
(∆−D∇f )R = tr (Ric ◦ (λI − Ric)). (2.15)

Demonstração. Para provar (2.12) note que

div (∇2f) = Ric (∇f) +∇∆f.

Mas, R + ∆f = λn para todo soliton gradiente. Assim ∇R + ∇∆f = 0, tomando o

divergente na equação (2.2) teremos,

div Ric + div (∇2f) = div (λg) = 0.

Assim,

∇R = 2div Ric

= −2div (∇2f)

= −2Ric (∇f)− 2∇∆f

= −2Ric (∇f) + 2∇R,
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dáı

∇R = 2Ric (∇f).

Para (2.14) considere E ∈ X(M) qualquer e calculemos

Rm (E,∇f)∇f = ∇2
E,∇f∇f −∇2

∇f,E∇f.

Primeiro note que,

∇2
∇f,E∇f = ∇∇f∇E∇f −∇∇∇fE∇f

= ∇∇f (S(E))− S(∇∇fE)

= (∇∇fS)(E),

e ainda

∇2
E,∇f∇f = ∇E∇∇f∇f −∇∇E∇f∇f

= ∇E(S(∇f))− S(∇E∇f)

= −∇E(Ric (∇f)) +∇E(λ∇f) + Ric (∇E∇f)− λ∇E∇f

= −∇E(Ric (∇f)) + λ∇E∇f + Ric (∇E∇f)− λ∇E∇f

= −1

2
∇E∇R + Ric ◦ S(E)

= −1

2
∇E∇R + Ric ◦ (λI − Ric)(E).

Assim

Rm (E,∇f)∇f = −1

2
∇E∇R + Ric ◦ (λI − Ric)(E)− (∇∇fS)(E)

como

(∇∇fλI)(E) = ∇∇f (λI(E))− λI(∇∇fE) = 0

então

(∇∇fRic)(E) + Ric ◦ (λI − Ric)(E) = Rm (E,∇f)∇f +
1

2
∇E∇R.

Agora note que multiplicando (2.14) por −1, e notando que

−Ric ◦ (λI − Ric)(E) = (S − λI) ◦ S(E)

= S ◦ S(E)− λI ◦ S(E)

= S ◦ S(E)− λS(E)

= S ◦ (S − λI)(E),
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obtemos

(∇∇fS)(E) + S ◦ (S − λI)(E) = −Rm (E,∇f)∇f − 1

2
∇E∇R.

Para obtermos (2.15) tomemos um referencial geodésico {Ei}ni=1 em torno de um ponto

p ∈M qualquer, então

tr {E 7→ (∇∇fRic)(E)} =
n∑
i=1

g((∇∇fRic)(Ei), Ei)

=
n∑
i=1

g(∇∇fRic (Ei), Ei)−
n∑
i=1

g(Ric (∇∇fEi), Ei),

como ∇f = αjEj ⇒ ∇∇fEi = αj∇EjEi = 0 ⇒ Ric (∇∇fEi) = 0, então

tr {E 7→ (∇∇fRic) (E)} =
n∑
i=1

D∇f (g(Ric (Ei), Ei))

−
n∑
i=1

g(Ric (Ei),∇∇fEi)

= D∇f (
n∑
i=1

g(Ric (Ei), Ei))

= D∇fR,

e ainda

tr {E 7→ Rm (E,∇f)∇f} = Ric (∇f,∇f),

tr {E 7→ 1

2
∇E∇R} = tr

1

2
Hess R =

1

2
∆R,

Ric (∇f,∇f) =
1

2
D∇fR.

Assim, tomando o traço em (2.14) obteremos

D∇fR + tr (Ric ◦ (λI − Ric)) = Ric (∇f,∇f) +
1

2
∆R

D∇fR + tr (Ric ◦ (λI − Ric)) =
1

2
D∇fR + +

1

2
∆R

1

2
∆fR =

1

2
(∆−D∇f )R = tr (Ric ◦ (λI − Ric)).

Observação 2.10. Podemos reescrever (2.15) da seguinte forma

1

2
∆fR = −|Ric− 1

n
Rg|2 + R(λ− 1

n
R). (2.16)
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Com efeito, como Ric é auto-adjunto, então pelo Teorema Espectral, existe uma base de

autovetores {Ei}ni=1, tais que, Ric (Ei) = λiEi, note que

R =
n∑
i=1

λi

e

|Ric|2 = tr (Ric(Ric)∗) =
n∑
i=1

λ2
i ,

onde (Ric)∗ é a adjunta do tensor de Ricci na forma de um (1, 1)−tensor, assim

1

2
∆fR = tr (Ric ◦ (λI − Ric))

=
n∑
i=1

λi(λ− λi)

= −|Ric|2 + λR,

além disso denotando a adjunto do tensor métrico na forma de um (1, 1)−tensor por (g)∗,

teremos

−|Ric− 1

n
Rg|2 = −tr

(
(Ric− 1

n
Rg)(Ric− 1

n
Rg)∗

)
= −tr (Ric(Ric)∗) +

1

n
R.tr (Ric(g)∗)

+
1

n
R.tr (g(Ric)∗)− 1

n2
R2.tr (g(g)∗)

= −|Ric|2 +
1

n
R

n∑
i=1

λi +
1

n
R

n∑
i=1

λi −
1

n2
R2n

= −|Ric|2 +
1

n
R2,

assim,
1

2
∆fR = −|Ric− 1

n
Rg|2 + R(λ− 1

n
R).

2.2 Alguns resultados sobre solitons gradientes

Agora provaremos alguns resultados gerais à cerca de solitons gradiente, que motivarão

a prova do teorema sobre a rigidez de solitons gradiente para o caso de variedades não-

compactas.

Proposição 2.11. Se um soliton gradiente (M, g, f, λ) é de Einstein, então ou o soliton

é o Gaussiano, ou Hess f = 0.
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Demonstração. Por hipótese Ric = µg, assim

µg + Hess f = λg.

Se µ = λ, então Hess f = 0. Se µ 6= λ, temos

Hess f = (λ− µ)g.

Isto é suficiente para provarmos queM é isométrico ao espaço Euclidiano Rn, veja Teorema

2 de Tashiro em [20]. Mas por conveniência vamos apresentar uma prova deste resultado.

Com efeito, considere f̄ = 1
λ−µf , assim

Hess f̄ = g.

Dáı, temos que f̄ é estritamente convexa, pois na forma de (1, 1)−tensor ∇2f̄ = I, isto

é, os autovalores de ∇2f̄ serão estritamente positivo, dáı f̄ possui no máximo um ponto

cŕıtico. Além disso, f é própria. Com efeito, fixado p ∈ M , seja x ∈ M qualquer, como

M é completo, existe uma geodésica normalizada minimizante γ : [0, d(x, p)] → M tal

que γ(0) = p e γ(d(x, p)) = x, onde d(x, p) é a distância de x a p, logo pela Proposição

1.16 para todo t ∈ [0, d(x, p)]

d2

dt2
(f̄ ◦ γ)(t) = Hess f̄γ(t)(γ

′(t), γ′(t)) = g(γ′(t), γ′(t)) = 1,

integrando e usando o teorema fundamental do cálculo

d

dt
(f̄ ◦ γ)(t)− d

dt
(f̄ ◦ γ)(0) = t, (2.17)

integrando novamente e usando a Proposição 1.6

(f̄ ◦ γ)(t) = f̄(p) +
t2

2
+ g(∇f̄(p), γ′(0))t. (2.18)

Assim se {xi}i∈N é uma sequência emM que escapa de qualquer compacto, então d(xi, p)→

∞, da igualdade (2.18) segue que {f̄(xi)}i∈N é uma sequência em R que escapa de qualquer

compacto, logo f̄ é própria.

Afirmamos ainda que f̄ possui ponto cŕıtico. De fato, supondo |∇f̄ | 6= 0 sobre M .

Considere o campo X = ∇f̄
|∇f̄ | sobre M , como M é completo e |X| = 1, então X é completo

(veja Caṕıtulo 7 de [4]). Seja γ : R → M uma curva integral de X, isto é , X(γ) = γ′.
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Para qualquer Y ∈ X(M), temos

g(∇γ′γ
′, Y ) =

1

|∇f̄ |
g(∇∇f̄γ′, Y )

=
1

|∇f̄ |2
g(∇∇f̄∇f̄ , Y ) +

1

|∇f̄ |
D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
g(∇f̄ , Y )

=
1

|∇f̄ |
g(∇γ′∇f̄ , Y ) +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
g(γ′, Y )

=
1

|∇f̄ |
Hess f̄(γ′, Y ) +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
Hess f̄(γ′, Y ) = 0,

pois como ∇2f̄ = I e |X| = 1, teremos

∇∇f̄X =
1

|∇f̄ |
∇∇f̄∇f̄ +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
∇f̄

=
1

|∇f̄ |
∇f̄ +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
∇f̄ ,

assim

g(∇∇f̄X,∇f̄) = g(X,∇f̄) +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
g(∇f̄ ,∇f̄),

multiplicando a igualdade anterior por 1
|∇f̄ |2 , obtemos

0 = g(∇XX,X) =
1

|∇f̄ |
g(X,X) +D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
g(X,X),

dáı

D∇f̄

( 1

|∇f̄ |

)
= − 1

|∇f̄ |
.

Portanto, γ é uma geodésica. Da igualdade (2.17) (f̄◦γ)′(t0) = 0, quando t0 = −(f̄◦γ)′(0),

assim

0 = (f̄ ◦ γ)′(t0) = g(∇f̄(γ(t0)), γ′(t0))

=
|∇f̄(γ(t0))|2

|∇f̄(γ(t0))|
= |∇f̄(γ(t0))| 6= 0,

contradição. Além disso como f̄ é estritamente convexa e própria segue do Lema 1.19 que

f̄ possui um único ponto de mı́nimo global.

Da igualdade (2.18) e do fato que existe único p ∈ M tal que ∇f̄(p) = 0, a menos de

uma constante podemos assumir que

f̄ =
r2

2
, (2.19)

onde r : M → R é uma função distância.
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Agora note que das igualdades (2.18) e (2.19), e como p ∈ M é o único ponto cŕıtico

de M , segue que para todo x ∈ M \ {p} a função distância d(x, p) é diferenciável,

dáı do teorema (densidade de Bishop) tem-se que cut(p) = ∅ (cut locus de p), donde

expp : TpM ' Rn → M é um difeomorfismo (veja Proposição 3.9 de [3]). Introduzindo

coordenadas polares geodésicas sobre TpM , isto é, (r, θ) ∈ (0,+∞)×Sn−1. Considerando

{Ei}ni=2 referencial ortonormal local de Sn−1 e {θi}ni=2 seu referencial dual, e estendendo-os

radialmente. Então pelo Lema de Gauss (veja Caṕıtulo 5 de [19])

g = dr ⊗ dr + gij(r, θ)θ
i ⊗ θj, (2.20)

onde gij = g(Ei, Ej), como a métrica é localmente Euclidiana,

gij = r2δij +O(r2). (2.21)

Já que ([0,∞)×Sn−1, dr⊗dr+ r2
∑n

i=2 θ
i⊗ θi) é isométrico ao Rn munido com a métrica

canônica (veja Caṕıtulo 2 de [19]), para o proposto basta mostrar que

gij = r2δij.

Sendo ∇r = ∂
∂r

da igualdade (2.20)

2Hess r(Ei, Ej) = (L∇rg)(Ei, Ej)

= 2dr ⊗ (L∇rdr)(Ei, Ej) + (L∇rgij)θi ⊗ θj(Ei, Ej)

+ gij(L∇rθi)⊗ θj(Ei, Ej) + +gijθ
i ⊗ (L∇rθj)(Ei, Ej)

=
∂gij
∂r

.

Da igualdade (2.19) e do Corolário 1.7, temos que ∇f̄ = r∇r implicando

∇r =
∇f̄
|∇f̄ |

,

assim dados Ei, Ej ∈ ∇r⊥, teremos

Hess r(Ei, Ej) = g(∇Ei∇r, Ej)

= g(∇Ei

∇f̄
|∇f̄ |

, Ej)

=
1

|∇f̄ |
g(∇Ei∇f̄ , Ej) +DEi

( 1

∇f̄

)
g(∇f̄ , Ej)

=
1

r
Hess f̄(Ei, Ej)

=
1

r
gij.
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Logo gij satisfaz 
∂gij
∂r

= 2
r
gij

gij = r2δij+ O(r2).
(2.22)

Agora observe que podemos resolver o sistema (2.22), usando o método de separação

de variáveis, pois para gij > 0 o sistema (2.22) é equivalente a

∂gij
gij

= 2
∂r

r
,

isto é,

∂(ln gij) = 2
∂r

r
,

assim integrando obteremos

ln gij = ln r2.

Portanto gij = r2δij, donde M é isométrica a Rn, o que prova a proposição.

Teorema 2.12. Um soliton de Ricci compacto e orientável com Ric (X,X) ≤ 0 é de

Einstein, com constante de Eisntein λ dado pela equação do soliton. Em particular, um

soliton gradiente compacto com curvatura escalar constante é de Einstein.

Demonstração. Pelo Lema 2.8 temos que

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 +

1

2
DX |X|2 − λ|X|2,

como

(LXg)(X,X) = 2g(∇XX,X) = DX |X|2

Ric +
1

2
LXg = λg,

então
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric (X,X) ≥ 0.

Além disso pelo teorema da divergência∫
M

1

2
∆|X|2 = 0,

pois ∂M = ∅, dáı 1
2
∆|X|2 = 0, implicando que

|∇X|2 = Ric (X,X) ≤ 0,
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donde |∇X| = 0, assim tomando um referencial geodésico {Ei}ni=1 em uma vizinhança de

p ∈M arbitrário, tem-se ∇EiX = 0 e dados Y = yiEi,Z = ziEi Y, Z ∈ X(M) quaisquer,

obtém-se

(LXg)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX)

=
n∑
i=1

yig(∇EiX,Z) +
n∑
i=1

zig(Y,∇EiX) = 0.

Portanto, Ric = λg. Se X = ∇f e R for constante, então ∇R = 2Ric (∇f) implica que

Ric (∇f,∇f) = 0 e o resultado segue-se do provado acima.

Proposição 2.13. Um soltion gradiente com Ric ≥ 0 (≤ 0) possui curvatura escalar

constante se, e somente, se Ric (∇f,∇f) = 0.

Demonstração. Lembre que para um operador auto-adjunto T ≥ 0 (≤ 0), se

g(T (v), v) = 0 ⇒ T (v) = 0.

Com efeito, pelo Teorema Espectral existe uma base ortonormal {Ei}ni=1 de autovetores

tais que T (Ei) = λiEi com λi ≥ 0 para cada i, se

v = αiEi ; g(T (v), v) = 0,

então

(αi)2λi = 0 ⇒ (αi)2 = 0 ⇒ v = 0 ⇒ T (v) = 0.

Como o tensor Ricci é simétrico, então Ric na forma de (1, 1)−tensor é auto-adjunto,

assim a proposição segue de ∇R = 2Ric (∇f).

Lema 2.14. Se (M, g, f, λ) = (M1 × M2, g1 + g2, f, λ) é um soliton gradiente, então

f(x1, x2) = f1(x1) + f2(x2) e cada (Mi, gi, fi, λ) é um soliton gradiente

Ricgi + Hess fi = λgi.

Demonstração. Primeiro note que, se usarmos coordenadas locais {xj} onde x1, . . . , xm

são coordenadas sobre M1 e xm+1, . . . , xn são coordenadas sobre M2. A métrica produto

implica que

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= 0, (2.23)
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se i ≤ m e j ≥ m+ 1 ou i ≥ m+ 1 e j ≤ m. Se escrevermos ∇f = αj ∂
∂xj

, então

∇ ∂

∂xi
∇f = ∇ ∂

∂xi
αj

∂

∂xj

= αj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+
( ∂

∂xi
αj
) ∂

∂xj
.

Se assumirmos que i ≤ m, então

∇ ∂

∂xi
∇f ∈ X(M1),

αj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
∈ X(M1),

mostrando que ∂
∂xi
αj = 0 par j ≥ m+ 1. De forma análoga ∂

∂xi
αj = 0 quando i ≥ m+ 1

e j ≤ m. Isto mostra que

∇f = X1 +X2, (2.24)

onde Xi ∈ X(Mi), gi é a métrica de Mi.

Pela Proposição 1.10

∇f = glk
∂f

∂xl
∂

∂xk

= gij1
∂f

∂xi
∂

∂xj
+ grs2

∂f

∂xr
∂

∂xs
,

onde i, j ≤ m e r, s ≥ m+ 1.

Agora note que a igualdade (2.24) significa que, para r ≥ m+ 1 e i ≤ m

∂

∂xr

(
gij1

∂f

∂xi

)
= 0 e

∂

∂xi

(
grs2

∂f

∂xr

)
= 0,

assim, pela igualdade (2.23), temos

gij1
∂

∂xr

( ∂f
∂xi

)
= 0,

logo
∂f

∂xi
: M1 × {q} → R,

para algum q ∈M2. Analogamente

∂f

∂xr
: {p} ×M2 → R,

para algum p ∈M1.

Definindo f1 : M1 → R pondo f1(x1) = f(x1, q) e f2 : M2 → R pondo f2(x2) =

f(p, x2)− f(p, q), teremos

∇f1 = gij1
∂f1

∂xi
∂

∂xj
= gij1

∂f

∂xi
(x1, q)

∂

∂xj
,
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∇f2 = grs2

∂f2

∂xr
∂

∂xs
= grs2

∂f

∂xr
(p, x2)

∂

∂xs
,

definindo agora f1 + f2 : M1×M2 → R por (f1 + f2)(x1, x2) = f1(x1) + f2(x2), temos que

∇f1 +∇f2 = ∇(f1 + f2) = ∇f, (2.25)

logo, pelo Corolário 1.9 f = f1 + f2.

Para concluir a prova, note que a decomposição obtida em 2.24 pode ser feita para

todo Z ∈ X(M), como T(p,q)(M1 ×M2) ∼= TpM1 ⊕ TqM2 (veja Caṕıtulo 1 de [13]) esta

decomposição é única, e a conexão Riemanniana de M é ∇ = ∇1 +∇2 (veja Caṕıtulo 6

de [4]), onde ∇i é a conexão Riemanniana de Mi, dáı

Ric = Ric1 + Ric2,

e da igualdade (2.25)

Hess f = Hess f1 + Hess f2,

logo dados Xi, Yi ∈ X(Mi)

Ric (Xi, Yi) + Hess f(Xi, Yi) = λg(Xi, Yi),

reduz-se

Rici (Xi, Yi) + Hess fi(Xi, Yi) = λgi(Xi, Yi).

O que prova o lema.

Note que, o lema acima implica

Rm (·,∇f)∇f = Rm1 (·,∇f1)∇f1 + Rm2 (·,∇f2)∇f2,

assim se, por exemplo M2 for plano, então a curvatura radial de M e M1 são iguais.

Agora provaremos um lema sobre funções distância que permite decompor uma va-

riedade Riemannina.

Lema 2.15. Se f : (M, g)→ R é uma função distância tal que ∇2f = 0, então (M, g) é

isométrica a (M ′, g̃) = (N × R, g′ + g0), onde g0 é a métrica canônica do R.

Demonstração. Primeiro observe que sendo ∇2f = 0, então ∇f é um campo paralelo,

dáı para todo X ∈ X(M) temos que

g
(
∇
(1

2
|∇f |2

)
, X
)

= DX

(1

2
|∇f |2

)
= g(∇X∇f,∇f)

= g(∇∇f∇f,X)
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pois ∇2f é um (0, 2)−tensor simétrico, assim

∇
(1

2
|∇f |2

)
= ∇∇f∇f, (2.26)

donde,

0 = ∇
(1

2
|∇f |2

)
= ∇∇f∇f,

logo as curvas integrais de ∇f são geodésicas. Além disso da definição de derivada de Lie

temos que para quaisquer X, Y ∈ X(M)

(L∇fg)(X, Y ) = g(∇X∇f, Y ) + g(X,∇Y∇f)

= 2∇2f(X, Y )

= 0.

Portanto ∇f é um campo de Killing completo, pois M é completo, mas ainda supondo

N = f−1(0) 6= ∅, então (Nn−1, g′) é uma subvariedade Riemanniana completa, onde g′ é

a métrica induzida por g e totalmente geodésica, pois tendo este condimensão igual a 1,

sua segunda forma fundamental coincide com o hessiano de f , mas por hipótese ∇2f = 0.

Desta forma, definamos h : N × R→M por

h(x, t) = ϕt(p),

onde ϕt é o fluxo associado ao campo ∇f com N × R munida da métrica produto g̃ =

g′ + g0, onde g0 é a métrica canônica do R, pela diferenciabilidade do fluxo temos que h

é diferenciável. Além disso observe que

d

dt
f(ϕt(p)) = g(∇f, d

dt
ϕt(p)) = |∇f |2 = 1,

implicando que

h(N, t) ⊂ {x ∈M ; f(x) = t}. (2.27)

Afirmamos que h é bijetiva. Com efeito, se h(p1, t1) = h(p2, t2), então ϕt1(p1) =

ϕt2(p2), contradizendo o fato de ϕt serem curvas integrais de ∇f , assim h é injetiva.

Para a sobrejetividade, observe que dado q ∈ M qualquer, se q ∈ N é claro que q =

ϕ0(q) = h(q, 0), se q ∈ M \ N , então existe p ∈ N tal que d(p, q) = d(q,N), pois

N = f−1(0) fechado, como M é completa existe uma geodésica minimizante unitária

γ : [0, d(p, q)]→M ligando p a q, além disso γ é normal a N , donde γ coincide com ϕt(p)

e a sobrejetividade segue.
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Provemos que h define uma isometria, desta forma lembre que para qualquer (p, l) ∈

N × R, T(p,l)(N × R) ∼= TpN ⊕ TlR.

Se {1} é uma base de TlR, tomando a curva γ : I → N ×R dada por γ(s) = (p, s+ l),

isto é, γ(0) = (p, l) e γ′(0) = 1, então

dh(p,l)(1) =
d

ds
ϕs+l(p)

∣∣∣
s=0

= ∇f(ϕs(p))

pois ϕt(p) é curva integral do campo ∇f , assim

g(dh(p,l)(1), dh(p,l)(1)) = g(∇f(p),∇f(p)) = 1 = g̃(1, 1).

Se v, w ∈ TpN , então

g(dh(p,l)(v), dh(p,l)(w)) = g′(v, w) = g̃(v, w),

segue do fato que sendo ∇f um campo de Killing e N é uma subvariedade totalmente

geodésica, h(p, l) com l ∈ R fixo é o fluxo do campo ∇f , portanto uma isometria.

Se v ∈ TpN e w ∈ TlR, suponha por simplicidade g0(w,w) = 1, assim segue de (2.27)

g(dh(p,l)(v), dh(p,l)(w)) = g(dh(l,p)(v),∇f) = 0 = g̃(v, w).

Portanto para quaisquer v, w ∈ T(p,l)(N × R) e (p, l) ∈ N × R

g(dh(p,l)(v), dh(p,l)(w)) = g̃(v, w).

Proposição 2.16. Todo soliton gradiente (M, g, f, λ) com λ = 0 e curvatura escalar

constante é Ricci plano, isto é, Ric = 0. Além disso, se f não é constante, então M =

N × R com N Ricci plano.

Demonstração. Como R é constante e λ = 0, temos que

0 =
1

2
∆fR = −|Ric− 1

n
Rg|2 + R

(
λ− 1

n
R
)

= −|Ric− 1

n
Rg|2 − 1

n
R2.

Portanto R = 0 e Ric = 0. Além disso, da equação dos solitons gradientes

Hess f = −Ric = 0,
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donde ∇Y∇f = 0 para todo Y ∈ X(M), isto é, ∇f é paralelo. Se f não for constante,

então ∇f é paralelo não nulo, pelo mesmo argumento utilizado no Lema 2.15, temos que

M = N × R e como R é Ricci plano, então N também será Ricci plano.

Proposição 2.17. Seja (M, g, f, λ) um soliton gradiente com curvatura escalar constante

e λ 6= 0. Quando λ > 0 tem-se 0 ≤ R ≤ nλ, se λ < 0 então nλ ≤ R ≤ 0. No caso em

que a curvatura escalar é igual a um dos extremos, (M, g) é de Einstein.

Demonstração. Como R é constante, então

0 =
1

2
∆fR = −|Ric− 1

n
Rg|2 + R

(
λ− 1

n
R
)
,

monstrando que

0 ≤ |Ric− 1

n
Rg|2 = R

(
λ− 1

n
R
)
.

Assim quando λ > 0, supondo R ≥ 0 (o caso R ≤ 0 se faz de modo análogo) temos que

λ− 1

n
R ≥ 0,

isto é, 0 ≤ R ≤ nλ, em particular quando R = 0, então

Ric− 1

n
Rg = 0,

isto é, a métrica é de Einstein com constante de Einstein igual a zero, se R = nλ,

novamente

Ric− 1

n
Rg = 0,

e dáı a métrica é de Einstein com constante de Einstein igual a λ. O caso λ < 0 se faz de

maneira análoga.

O próximo resultado oferece condições fracas, para que solitons gradientes com curva-

tura escalar constante sejam radialmente plano, isto é, sec (·,∇f) = 0.

Proposição 2.18. Cada uma das condições abaixo implica que um soliton gradiente

(M, g, f, λ) com λ > 0 (< 0) é radialmente plano.

(1)Curvatura escalar constante e sec (·,∇f) ≥ 0 (sec (·,∇f) ≤ 0).

(2)Curvatura escalar constante e 0 ≤ Ric ≤ λg (λg ≤ Ric ≤ 0).
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Demonstração. Para (1), tome um referencial ortonormal {Ei}ni=1 em torno de um ponto

p ∈M , e note que R constante implica

0 =
1

2
∇∇fR = Ric (∇f,∇f)

=
n∑
i=1

g(Rm (Ei,∇f)∇f, Ei).

Sendo sec (E,∇f) ≥ 0 (≤ 0) para todo E ∈ X(M) e

sec (E,∇f) =
g(Rm (E,∇f)∇f, E)

|X|2|∇f |2 − g(E,∇f)2
,

segue que g(Rm (Ei,∇f)∇f, Ei) = 0 para cada i, dáı sec (E,∇f) = 0.

Para o que falta, primeiro observe que

0 =
1

2
∆fR = tr (Ric ◦ (λI − Ric)).

Segue da hipótese sobre o tensor Ricci que Ric ◦ (λI −Ric) é um operador não-negativo.

Assim,

Ric ◦ (λI − Ric) = 0.

Se E ∈ X(M) é um autovetor, isto é, Ric (E) = µE, temos que

λµE − µ2E = 0,

donde µ = 0 ou µ = λ, analogamente para ∇2f .

Assim a igualdade (2.14) reduz-se a

Rm (·,∇f)∇f = (∇∇fRic)(·)

= −∇2
∇f,·∇f.

Se E ∈ X(M) é tal que ∇2f(E) = ∇E∇f = 0, então

g(∇2
∇f,E∇f, E) = g(∇∇f∇E∇f, E)− g(∇∇∇fE∇f, E)

= −g(∇E∇f,∇∇fE) = 0,

e quando ∇2f(E) = λE

g(∇2
∇f,E∇f, E) = g(∇∇f∇E∇f, E)− g(∇∇∇fE∇f, E)

= λg(∇∇fE,E)− g(∇E∇f,∇∇fE)

= λg(∇∇fE,E)− λg(E,∇∇fE) = 0.

Assim g(Rm (E,∇f)∇f, E) = 0 para todos os autoespaços. Isto mostra que a métrica é

radialmente plana, isto é, sec (·,∇f) = 0.
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Proposição 2.19. Se (M, g, f, λ) é um soliton gradiente com curvatura escalar constante,

λ 6= 0 e f não constante, então existe uma constante α ∈ R, tal que

f + α =
λ

2
r2,

onde r é uma função diferenciável quando ∇f 6= 0, e satisfaz |∇r| = 1.

Demonstração. Lembre que pela igualdade (2.26)

∇(
1

2
|∇f |2) = ∇∇f∇f.

Logo

1

2
∇(R + |∇f |2) =

1

2
∇R +∇1

2
|∇f |2

= Ric (∇f) +∇∇f∇f

= λ∇f,

dáı, pelo Corolário 1.9

∇(R + |∇f |2 − 2λf) = 0,

implicando que

R + |∇f |2 − 2λf = c, (2.28)

onde c ∈ R é uma constante. Como R é constante e λ 6= 0, tome

α =
R− c

2λ
,

e defina f̄ : M → R pondo

f̄ = f −
(R− c

2λ

)
,

assim ∇f̄ = ∇f ⇒ R + |∇f̄ |2 − 2λf̄ − R + c = c. Dáı

|∇f̄ |2 = 2λf̄ .

Portanto, λ e f̄ tem o mesmo sinal e f̄(p) = 0 ⇔ ∇f(p) = 0. Como f é não constante,

defina r : M → R pondo

f̄ =
λ

2
r2,

então pelo Corolário 1.7

∇f̄ = λr∇r,
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e ainda

2λf̄ = |∇f̄ |2

= λ2r2|∇r|2

= 2λf̄ |∇r|2.

Portanto, quando ∇f 6= 0 teremos |∇r| = 1, o que finaliza a prova da proposição.



Caṕıtulo 3

Rigidez de solitons gradiente

Neste caṕıtulo provamemos o teorema que caracteriza os solitons gradientes ŕıgidos e como

aplicação provaremos a rigidez dos solitons gradientes homogêneos. Neste caṕıtulo (M, g)

sempre denotará uma variedade Riemanniana conexa e completa, suponha ainda na seção

3.2 que a métrica g possui curvatura escalar limitada.

3.1 Solitons gradiente ŕıgido

Definição 3.1. Um soliton gradiente (M, g, f, λ) é ŕıgido, se ele é isométrico a um

quociente N ×Γ Rk, sendo N uma variedade de Einstein com constante de Einstein λ e

f(x) = λ
2
|x|2 sobre Rk, isto é, um soliton Gaussiano, onde a ação Γ age livremente sobre

N e pelas transformações ortogonais sobre Rk(fora as componentes translacionais).

Agora vamos provar o teorema principal do trabalho, que caracteriza os solitons gra-

dientes ŕıgidos sobre variedades não-compactas, como dito na introdução deste trabalho

o caso compacto foi provado em [6].

Teorema 3.2. Um soliton gradiente (M, g, f, λ) é ŕıgido se, e somente se, possui curva-

tura escalar constante e é radialmente plano.

Demonstração. Supondo (M, g, f, λ) ser ŕıgido, então M = N × Rk onde N é uma

variedade de Einstein, note ainda que pelo Lema 2.14 e da definição de rigidez f é tal que

f(x1, x2) = f1(x1) + f2(x2),
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com f1 constante sobre N e f2(x2) = λ
2
|x2|2 sobre Rk, se Rm1 é o tensor de Riemann de

N e Rm2 é o tensor de Riemann do Rk, então para todo E ∈ X(M)

Rm (E,∇f)∇f = Rm1 (E1,∇f1)∇f1 + Rm2 (E2,∇f1)∇f2

= Rm1 (E1,∇f1)∇f1 = 0,

pois f1 é constante e Rm2 = 0. Logo sec (E,∇f) = 0, isto é, M é radialmente plano,

agora lembre que pela igualdade (2.3)

R + ∆f = λn,

como f = f1 + f2, temos que ∆f = ∆f1 + ∆f2, mas por hipótese (Rk, go, f2, λ) é um

soliton Gaussiano (onde go é a métrica canônica do Rk), mas todo soliton Gaussiano

satisfaz Hess f2 = λgo, donde tomando o traço , tem-se ∆f2 = λk, logo R = λ(n − k) é

constante.

Reciprocamente, se um soliton gradiente (M, g, f, λ) é tal que, R é constante e para

todo E ∈ X(M) sec (E,∇f) = 0 , então:

Se λ = 0, aplicando a Proposição 2.16 e o Lema 2.14 sucessivas vezes, M será isométrica

a N × Rk, com N de Einstein e f = λ
2
|x|2 sobre Rk, donde M é ŕıgido.

Se λ 6= 0, suponha por simplicidade λ > 0, o caso λ < 0 prova-se de forma análoga.

Usando a equação dos solitons na forma de (1, 1)−tensor

Ric + S = λg, S = ∇2f

das igualdades (2.13) e (2.14), obtemos

∇∇fS + S ◦ (S − λI) = 0, (3.1)

∇∇fRic + Ric ◦ (λI − Ric) = 0.

Note que podemos assumir que f é não constante, pois do contrário teŕıamos Hess f =

0, dáı

Ric = λg,

donde pelo teorema de Bonnet-Myers (veja caṕıtulo 9 de [4]) M seria compacta. Logo

pela Proposição 2.19, a menos de uma constante podemos assumir que

f =
λ

2
r2,
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onde r é uma função distância não negativa. Assim, o conjunto mı́nimo da f será

N = {x ∈M ; f(x) = 0}.

Ainda pela Proposição 2.19, teremos

N = {x ∈M ;∇f(x) = 0}.

Assim da igualdade (3.1) para todo x ∈ N , tem-se

S ◦ (S − λI) = 0. (3.2)

Considere a função µmin : M → R, onde µmin(p) é o menor autovalor de S. Se

E ∈ TpM é tal que |E| = 1 e S(E) = µminE, podemos obter uma base ortonormal de

TpM {Ei}ni=1 tal que E1 = E, a partir dáı podemos obter um referencial geodésico em

torno de p, isto é, ∇EiEj(p) = 0 para isto basta tomar uma uma bola normal em torno de

p e para cada ponto desta bola, tomar o transporte paralelo da base pela única geodésica

que liga p a cada ponto da bola. Assim da igualdade (3.1), temos que

(∇∇fS)(E) + S ◦ (S − λI)(E) = 0

∇∇f (S(E))− S(∇∇fE) + S2(E)− λS(E) = 0

µmin∇∇fE −D∇fµminE −∇∇∇fE∇f + µ2
minE − λµminE = 0,

como ∇f = ajEj, então ∇∇fE = aj∇EjE = 0 em p, assim(
−D∇fµmin − µmin(λ− µmin)

)
E = 0,

de |E| = 1 temos

D∇fµmin = µmin(λ− µmin).

Quando r > 0, e usando um sistema de coordenadas tal que ∂
∂x1

= ∇f e lembrando que

∇f = λr∇r, a igualdade anterior torna-se

∂µmin
∂r

=
µmin
λr

(λ− µmin). (3.3)

Afirmamos que µmin ≥ 0. Com efeito, se µmin < 0 para algum ro, temos da igualdade

(3.3) que ∂µmin
∂r

< 0 , donde µmin será decrescente numa vizinhança de r0, mas observe que

µmin será decrescente para r > r0, pois do contrário µmin se tornará crescente a partir de
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algum r̄, donde existirá r̄ tal que ∂µmin
∂r

= 0 e necessariamente µmin(r̄) < 0, pois µmin < 0

numa vizinhança de r0, dáı a igualdade (3.3) implicará que em r̄

µmin(λ− µmin) = 0,

pois λ, r > 0, assim ou µmin(r̄) = 0, ou µmin(r̄) = λ, contradição. Logo µmin → −∞, pois

do contrário µmin seria convexa, mas da igualdade (3.3)

∂2µmin
∂r2

= −µmin
λr2

(λ− µmin) +
(λ− µmin)

λr

∂µmin
∂r

− µmin
λr

∂µmin
∂r

= −µmin
λr2

(λ− µmin) +
1

r

∂µmin
∂r

− 2

λr
µmin

∂µmin
∂r

.

Novamente pela igualdade (3.3), temos

−µmin
λr2

(λ− µmin) = −1

r

∂µmin
∂r

,

assim
∂2µmin
∂r2

= − 2

λr
µmin

∂µmin
∂r

< 0

contradizendo pelo Lema 1.18 o fato de µmin ser convexa, mas µmin → −∞ contradiz a

diferenciabilidade da f . Logo µmin ≥ 0, donde pelo Lema 1.18 f é convexa.

Isto mostra que N é totalmente convexa, isto é, para quaisquer dois pontos de N ,

qualquer geodésica que liga estes pontos está contida em N . Com efeito, para quaisquer

p, q ∈ N e γ : [0, 1]→ R geodésica tal que γ(0) = p e γ(1) = q, como f é convexa, então

para todo s ∈ [0, 1]

f(γ(s)) ≤ (1− s)f(γ(0)) + sf(γ(1)),

como f(γ(0)) = f(γ(1)) = 0 e f ≥ 0, segue que f(γ(s)) = 0 para todo s ∈ [0, 1].

Da igualdade (3.2) segue que sobre N os únicos autovalores de S = ∇2f são 0 e λ.

Com efeito, se E ∈ X(M) é tal que S(E) = ξE e E 6= 0, então da igualdade (3.2) temos

que sobre N

S ◦ (S − λI)(E) = 0

S(S(E))− λS(E) = 0

ξ2E − λξE = 0

(ξ2 − λξ)E = 0,
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como E 6= 0, então ξ = 0 ou ξ = λ. Já que a curvatura escalar é constante suas

multiplicidades são constantes. Usando que o posto de ∇2f é constante, então pelo

teorema do posto para conjuntos de ńıvel, N será uma subvariedade (veja Caṕıtulo 8

de [11]), cujo espaço tangente é dado pelo Ker (∇2f). Donde segue que N é totalmente

geodésica. Além disso N é compacta e de Einstein, pois como N é totalmente geodésica

o tensor Ric de N coincide com o tensor de Ricci de M , assim da equação dos solitons

gradiente

Ric = λg,

implicando que N é de Einstein, com constante de Einstein igual a λ, e pelo teorema de

Bonnet-Myers N é compacta.

Seja υ(N) = {v ∈ TpM ; p ∈ N, v ∈ (TpN)⊥ ⊂ TpM}, e considere a aplicação expo-

nencial normal

expp : υ(N)→M.

Segue as curvas integrais de ∇f ou ∇r, pois N é totalmente geodésica, e assim um

difeomorfismo.

Usando as equações fundamentais contidas no Teorema 1.27, tem-se que a métrica é

completamente determinada pelo fato que por hipótese M é radialmente plano, e N é

totalmente geodésica, donde M e N×ΓRk satisfazem a mesma equação diferencial parcial

assim por unicidade de solução M é do tipo N ×Γ Rk.

3.2 Rigidez de solitons gradientes homogêneos

Proposição 3.3. Se X é um campo de Killing sobre um soliton gradiente (M, g, f, λ),

então ∇DXf é paralelo. Além disso, se λ 6= 0 e ∇DXf = 0, então DXf = 0.

Demonstração. Como X é um de Killing, então

LXg = 0,

da definição de derivada de Lie e pelo Lema 1.40

LXRic = 0.
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Pelo lema 1.42 e como Ric + Hess f = λg, então

0 = LXHess f

= HessLXf

= HessDXf,

donde para todo Y ∈ X(M) tem-se ∇Y∇DXf = 0, implicando que ∇DXf é paralelo.

Se λ 6= 0 e ∇DXf = 0, então DXf é constante. Afirmamos que DXf = 0, pois do

contrário DXf = c 6= 0 implica que f é sobrejetiva. Com efeito, seja γ : R → M uma

curva integral de X (lembre que pela Proposição 1.43 γ está definida em todo R, pois X

é um de Killing), isto é, γ′(t) = X(γ(t)), então para todo t ∈ R teremos,

c = DXfγ(t) = g(∇f, γ′(t)) = dfγ(t)(γ
′(t)) = (f ◦ γ)′(t).

Assim, dado a ∈ R qualquer, tome to = a−(f◦γ)(0)
c

. Então,

(f ◦ γ)(to)− (f ◦ γ)(0) = cto

= c
(a− (f ◦ γ)(0))

c

= a− (f ◦ γ)(0).

Portanto, (f ◦γ)(to) = a, isto é, f é sobrejetiva. Da igualdade (2.28) e como λ 6= 0, temos

f =
R + |∇f |2 − c1

λ
,

c1 ∈ R constante. Como por hipótese a curvatura escalar R é limitada e 0 ≤ |∇f |2, então

f será limitada inferiormente, contradizendo o fato da f ser sobrejetiva. Portanto, se

λ 6= 0 e ∇DXf = 0, então DXf = 0.

Com esta proposição obtemos um critério para decompor um soliton gradiente, através

da análise dos campos de Killing sobre os solitons gradiente.

Corolário 3.4. Se X é um campo de Killing sobre um soliton gradiente, então ou DXf =

0, ou M é isométrico a N × R onde N é um soliton gradiente com a mesma curvatura

radial de M .

Demonstração. Pela Proposição 3.3 ou DXf = 0, ou ∇DXf é um campo paralelo não

nulo com HessDXf = 0, dáı pelos Lemas 2.14 e 2.15 o soliton gradiente é isométrico a

M = N × R, onde N tem a mesma curvatura radial de M , pois R é plano.
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Agora estamos em condições de provar a rigidez dos solitons gradientes homogêneos.

Teorema 3.5. Todos os solitons gradiente homegêneos são ŕıgidos.

Demonstração. Seja (M, g, f, λ) um soliton gradiente homogêneo, quando λ = 0, como

M é homogênea então pelo Lema 1.49 sua curvatura escalar é constante, então pela

Proposição 2.16 temos que M é Ricci plano, donde do Teorema 3.2 segue que M é um

soliton ŕıgido.

Quando λ 6= 0, aplicando o Corolário 3.4 sucessivamente e usando o Lema 2.14 con-

clúımos que

(M, g) = (N × Rk, g1 + g2)

com f = f1 + f2, onde DXf1 = 0 para todo campo de Killing X ∈ X(N) e (N, g1, f1, λ),

(Rk, g2, f2, λ) são solitons gradiente . Além disso como M é uma variedade homogênea,

N também será uma variedade homogênea.

Afirmamos que f1 é constante. Com efeito, dados p ∈ N e v ∈ TpN quaisquer, como N

é uma variedade homogênea pelo Corolário 1.51 existe um campo de Killing X ∈ X(N),

tal que, X(p) = v. Dáı

0 = DXf1

= g1(∇f1, X)

= g1(∇f1(p), v),

onde g1 é a métrica de N , donde ∇f1 = 0, pois p ∈ N e v ∈ TpN são arbitrários, logo

f1 é constante, desta forma N é de Einstein com constante de Einstein λ. Além disso

(Rk, g2, f2, λ) é um soliton Gaussiano, pois como g2 é a métrica canônica, então Ric = 0,

assim a igualdade (2.2) torna-se Hess f2 = λg2, como λ 6= 0, então a Proposição 2.11

garante o afirmado. Note ainda que sendo Rk um soliton Gaussiano ∇f é não constante

e

Rm (·,∇f)∇f = Rm1 (·,∇f1)∇f1

= 0

onde Rm1 é o tensor de Riemann de N , donde sec (·,∇f) = 0. Portanto M é radialmente

plano e possui curvatura escalar constante, assim pelo Teorema 3.2 é um soliton gradiente

ŕıgido.
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3.3 Soliton de Ricci não gradiente

Definição 3.6. Um soliton de Ricci com métrica invariante à esquerda sobre um grupo

de Lie nilpotente é chamado nilsoliton.

Observação 3.7. Em [10], J. Laurent prova a existência de nilsolitons.

Teorema 3.8. Um Nilsoliton não pode ser do tipo gradiente.

Demonstração. Seja (h, g) nilsoliton, pela Observação 1.31 este é um soliton gradiente

homogêneo. Se este fosse do tipo gradiente , então pelo Teorema 3.5 (h, g) seria isométrico

a um produto Riemanniano N×Rk, onde N é uma variedade de Einstein. Implicando que

seu tensor de Ricci é semi-definido, o que contradiz o fato que qualquer métrica invariante

à esquerda sobre um grupo de Lie comutativo nilpotente deve ter curvatura de Ricci misto

(para uma prova deste fato veja Teorema 2.4 em [12]).
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