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Resumo

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar um teorema que caracteriza os solitons
gradiente rigidos para caso nao compacto. Como aplicacao provaremos que os solitons
gradiente homogéneos sao rigidos e apresentaremos um exemplo de soliton de Ricci que

nao pode ser gradiente.

Palavras-chaves: Variedades completas, curvatura escalar constante, solitons de

Ricci, variedades de Einstein.



Abstract

Our goal in this work is to present a theorem which characterizes the gradient solitons
rigid for non-compact case. As an application we prove that the homogeneous gradient

solitons are rigid and provide an example of the Ricci soliton can not be gradient.

Keywords: Complete manifold, constant scalar curvature, Ricci soliton, Einstein

manifold.
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Introducao

Tem sido tema corrente entre os matematicos o estudo dos solitons de Ricci. Em parti-
cular, solitons de Ricci gradiente, G. Perelman em [15] provou que todo soliton de Ricci
compacto é um soliton gradiente.

O objetivo desse trabalho é determinar quando solitons gradientes sao rigidos. Em [6]
os autores mostram que solitons gradientes compactos sao rigidos quando sua curvatura
escalar é constante. Além disso em dimensoes 2 e 3 R. Hamilton em [7] e T. Ivey em [8§]
mostraram respectivamente, que todos os solitons gradiente compacto sao rigidos. Em
[9] N. Koiso construiu um exemplo de soliton gradiente compacto contrétil em dimensao
4 que nado tem curvatura escalar constante, isto é, nao rigido. Também em [8] T.Ivey
mostra que em qualquer dimensao solitons gradientes compactos estaveis ou expansivos
sao rigidos. No caso ndo compacto G. Perelman em [16] mostrou que em dimensao 3
todo soliton gradiente contratil com curvatura seccional nao-negativa sao rigidos. Em
dimensoes maiores, € menos claro detectar rigidez. Na verdade, existem solitons de Ricci
expansivos com curvatura escalar constante, que nao sao rigidos (veja [10]). Isto mostra
que alguma outra hipdtese é necessario, em geral, para provar rigidez.

Neste trabalho provaremos o seguinte teorema de caracterizacao de rigidez devido a

P. Petersen e W. Wylie em [18].

Teorema 0.1. Um soliton gradiente € rigido se, e somente se, possui curvatura escalar

constante e € radialmente plano.

Como aplicacao provaremos o seguinte resultado devido a P. Petersen e W. Wylie em

[17].
Teorema 0.2. Todo soliton gradiente homogéneo é rigido.

E exibiremos um exemplo de soliton de Ricci nao gradiente devido a Di Cerbo em [5].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

A estrutura de produto interno sobre os espagos tangentes a uma variedade Riemanniana
torna possivel visualizar tensores de diferentes maneiras. Veremos isso com o tensor
Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observacao fundamental é que uma aplicacao bilinear
pode ser interpretada como uma aplicacao linear quando se tem uma estrutura de produto

interno, como ensina o lema

Lema 1.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensdao finita. Existe um isomorfismo entre
0 espaco dos (I + 1,k)—tensor T, (V) e o espago das aplicagdes multilineares
ViX oo X VEXV X x V= V.

g

~
l k

Demonstragao. Denotando por A(V) o espaco vetorial das aplicagoes multilineares

V*><---><V’i><j/><---><V—>V.

N

l k

Definindo @ : A — T4 (V) que associa cada A € A(V) ao (I + 1, k)—tensor
DA (w,wy, . w, Xy, Xg) = w(A(wryeyw, Xy, Xi)).

E facil ver que esta aplicagao é linear, note também que ® é injetiva, pois dados w, wy, .. .,

wy € V*e Xq,..., X € V quaisquer, se

DA (w,wy,. .., w, Xq,..., X)) =0
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entao

w(A(wy, .. w, Xy, ..., X)) = 0.

Como os vetores e covetores sao arbitrarios, segue que
A(wl,. .. ,(JJl,Xl, c. ,Xk) = O,
donde A = 0. Além disso, dimA = dimT}™ (V), logo ® é o isomorfismo procurado. m

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (I + 1, k) —tensor, iremos trabalhar
com este na forma de uma aplicacao multilinear como vimos no lema anterior. Além disso,
em todo o texto usaremos a convencao de Einstein para soma, que consiste em omitir o

sinal do somatorio quando temos indices cruzados repetidos, por exemplo

Yi = Zn: iEzEg
j=1

é equivalente a y; = ] E;.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, dado um (s,t)—tensor 7' em M podemos
tornar 7" um (s — k, t 4+ k)—tensor para qualquer k € 7Z tal que s — k e t + k sejam nao ne-
gativos. Abstratamente, isto é feito da seguinte forma. Sobre uma variedade Riemanniana
(M, g) existe um isomorfismo natural entre X(M) e X*(M); este isomorfismo é dado pela
aplicacdo que associa cada X € X(M) a aplicacdo linear (W — ¢g(X,W)) € X*(M).
Usando este isomorfismo, podemos substituir X(M) por X*(M) ou vice-versa, e assim
mudar o tipo de tensor.

Vejamos como mudar o tipo de um tensor. Seja {Ey,...,E,} um refe-
rencial em X(M) e {¢',...,0"} C X*(M) sua base dual, isto é, ¢'(E;) = d;. Os ve-

tores e os covetores podem ser escritos como

v = v'E;=d"(v)E;,

— o Ngd
w = ajo’) =w(kj)o’.
O tensor T' pode agora ser escrito como

T=T} 50" ® ©"®E,® 0K,

J1---Jt

onde T:' % =T(g", .-+ 0" E

J1-je Jis T

Ejt)'
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Agora vejamos como podemos mudar E; num covetor e o7 em um vetor. Lembre que

o dual de E; é o covetor w +— g(FE;, w), que pode ser escrito como
9(Ei,w) = g(Ei, Ej)o’ (w) = gijo’ (w).

Por outro lado, temos que encontrar o vetor v correspondente ao covetor o7. A propriedade

que o define é
g9(v,w) = o’ (w).
Assim, temos

(2

Escrevendo v = v*E},, temos que

gkﬂ)k = 55

Sendo (g*) a inversa de (g;;), temos portanto
v=0v'E; = gijE,-.

Assim,

E; = gi07,

ol — gV E;.

Para exemplificar, provemos que na forma de (1, 1)—tensor, o tensor métrico g é igual

a aplicacao identidade I : X(M) — X(M). Com efeito, escrevendo o tensor g na forma

de (1,1)—tensor
9(E:) = gE;

g :g;-Ei@aj.

Assim na forma de (0,2)—tensor teremos
— k J— k J
9= gkjo" @0 = g;gik0" & 07,
e na forma de (2,0)—tensor temos que

9=9"E ® By = gig" E; ® Ey,
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assim
g;'gik = Gkj
99" = g*,
dai
9i9x9,9" = grig™

v I A 7
9;0i95 = 9;

g; = 0j,

implicando que gj- =0sei#£je gj = 1. Logo g(E;) = E;.

Definigao 1.2. Sejam V' um espago com produto interno e L -V — V um (1,1)—tensor,

definimos a norma do tensor L por

|L| = v/tr (L* o L) = \/tr (Lo L*),
onde L* :'V — 'V € a adjunta de L.

Note que, se V tem dimensao finita n e L : V — V é auto-adjunto entao existe

uma base de autovetores tais que A\ < --- < ), sao seus autovalores contados com suas

respectivas multiplicidades, donde |L| = /A2 + -+ + A2.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M,g) denotard uma variedade Riemannnina n-dimen-
sional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das funcoes dife-
rencidveis (ou de classe C*) sobre M sera denotado por C*(M). O espago dos campos

diferencidveis sobre M serda denotado por X(M).

Definigao 1.3. Definamos a derivada covariante de um (1,r)—tensor S, como sendo

o (1,7 4+ 1)—tensor V.S : X(M)™* — X(M) dado por

VS(X,Yi,..Y,) = (VxS)(Vi....Y))

= VxSV Y) = SO S(Yire ViYL Y).
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Dizemos que um tensor S é paralelo se V.S = 0. Observe que uma métrica Rieman-

niana ¢g é um tensor paralelo, pois
(Vg)(X,Y1,Ya) = Vx(9(Y1,Y2)) — g(VxY1,Y2) — g(Y1, VxY2) = 0,
para quaisquer X, Y7, Y, € X(M).

Definicao 1.4. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel. O gradiente de f é o campo
diferencidvel V f, definido sobre M por

9(Vf, X) = Dxf = df(X),
para todo X € X(M).

Proposigao 1.5. Sejam f,h € C*(M), entdo
(1) V(f+h)=Vf+Vh.

(2) V(fh) = hV f + fVh.

Demonstragao. Basta ver que, sendo X um campo diferenciavel sobre M, temos

g(V(f+h),X) = Dx(f+h)=Dxf+ Dxh
= g(Vf,X)+g(Vh, X)
= g(Vf+Vh, X)

9(V(fh),X) = Dx(fh)=hDxf+ fDxh
= g(hV [, X) +g(fVh, X)
— g(hVf+ fVh,X).

O
Proposicao 1.6. Seja f € C>*(M). Dados p € M e v € T,M, seja

v (—€,e) = M uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e v'(0) = v. Entado

d

9V 1.0)(p) = 2 (fom)(B)] . (11)

Em particular, se p é um ponto de mdzimo ou de minimo local para f, entao V f(p) = 0.
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Demonstracao. Para a primeira parte basta observar que, sendo X uma extensao local

de v/, temos
o(V1.0)(p) = DxS(0) = (f o))

Suponha agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo). Entao

t=0

existe U C M uma vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo ¢ € U. Se
veT,Me~:(—¢e,e) — U écomo no enunciado da proposicao, entdo foy: (—e,e) - R

tem um méximo local em 0, donde

o(VS. ) = S (o] =0

Como a igualdade anterior é vélida para todo v € T,M, entdo V f(p) = 0. O

Coroldrio 1.7. Se f € C*(M) e ¢ : R — R ¢ uma funcao diferencidvel, entao

Vigo f) = (f)VF (1.2)

Demonstracao. Se p € M, v € T,M e v : (—c,¢) - M é uma curva dife-

rencidvel tal que v(0) = p e 7/(0) = v, entéo segue da proposigao anterior que
d
o(V(po o) = (60 fom
t=0

= GO o)
(¢"0 fg(Vf,v)(p)-

t=0

]

Definicao 1.8. Dada uma funcdo diferencidvel f : M — R, dizemos que p € M é um
ponto critico de f se Vf(p) =0. Em particular, seque da Proposi¢ao 1.6 que todo ponto

de mdzimo ou de minimo local de f é um ponto critico de f.

Corolario 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M — R uma func¢ao

diferencidvel. Se Vf =0 em M, entao f é constante em M.

Demonstragao. Fixe p € M e seja A = {q € M; f(q) = f(p)}. A continuidade de f
garante que A é fechado em M. Como A # () (pois p € M), se mostrarmos que A é aberto
em M seguird da conexidade de M que A = M, isto é, f serd constante. Seja entao g € A
e U C M uma vizinhanca coordenada conexa de ¢. Para todo ¢’ € U, existe uma curva
diferencidvel 7 : [0,1] — U com 7(0) = ¢ e 7(1) = ¢’. Segue da Proposigao 1.6 que

L (remw =o(v£. )2 =0
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e daf a fungao t — (f o)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f(p) = f(a) = (fe)(0) = (foy)(1) = f(d),

donde ¢’ € A. Sendo ¢’ € U arbitrdrio, concluimos que U C A, ou seja, A é aberto em

M. O

Proposicao 1.10. Se f € C*(M) e U C M € uma vizinhan¢a coordenada, com campos

coordenadas %, ey %, entdo o gradiente de f é dado em U por
af o
_ w9l 9
Vi=g Oxt Oxk’
Em particular,
of of
2 w9 9]
Demonstragao. Se Vf = aka%k, entao
af aN_ ;190 0
5 = (Y 5) = ?9(55 5)
de maneira que
kl% = ajgklgjl = aj5kj =a".
Para o que falta, temos
of 0 cOf 0
2 _ kl~J mj
V7l g(g 9t 0z’ B &zcm)
g, 208
Ol O
s 2008
B % Ol §ad
_ 295 90f

oxl Oxi”

]

Definicao 1.11. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X

¢ uma fungao diferencidvel div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) = tr{v — (V,X)(p)}, (1.3)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.
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De maneira similar a definigao anterior, podemos definir a divergéncia de um (1, r)—ten-

sor S como sendo o (0, r)—tensor

(divS)(v1,...,v,) = tr{w (VyuS)(v1,...,00)}

_ ﬁ:g((veisxvl,...,vr),ei),

i=1
onde {e;} é uma base ortonormal de T, M.

Lembre que wum referencial ortonormal {Fi,...,FE,} em um aberto
U C M é geodésico em p € U se (Vg,Ej)(p) = 0 para todo 1 < 4,5 < n. Para a

construgao de um referencial geodésico em uma vizinhanga de p, veja Capitulo 3 de [4].

Definicao 1.12. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de f é a
funcao Af : M — R dada por
Af =div(Vf). (1.4)
Definicao 1.13. Seja f : M — R uma funcgao diferencidvel. O Hesstano de f € o
campo de operadores lineares (Hess f), : T,M — T,M, definido para v € T,M por
(Hess ), (v) = V, V.

Segue da definicao da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao de v a uma
vizinhanca de p € M, entao
(Hess f), (X) = VxV/.
Proposigao 1.14. Se f : M — R € uma fungdo diferencidvel e p € M, entao (Hess f), :

T,M — T,M é um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao. Se v,w € T,M e V,W denotam respectivamente extensoes de v,w a

campos definidos em uma vizinhanca de p € M, entao

g((Hess f),(v), w)(p) = g(VvVf,W)(p)
= Dyg(Vf,W)(p) —g(Vf,VvW)(p)
= (Dv(Dw))(p) —9(Vf, VwV + [V, IW])(p)
= (Dw(Dv[))(p) + (D f)(p)
=9V, VwV)(p) = g(Vf, [V, W])(p)
= (DwDv 1)) —9(VI, VwV)(p)
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= Dwg(Vf,V)(p) —g(Vf, VwV)(p)
= g((Hess f),(w),v)(p).

Proposicao 1.15. Se f: M — R é uma funcao diferencidvel, entao
Af = tr (Hess f). (1.5)

Demonstracgao. E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada p € M. Para
tanto, seja U C M uma vizinhanga de p onde esteja definido um referencial ortonormal

{e1,...,e,}. Entao

tr (Hess f), = Zg((HeSSf)p(ei),ei)(p)ZZQ(VeNﬁez)(p)
= div(Vf)(p) = Af(p).

Proposicao 1.16. Seja f: M — R uma funcao diferencidvel.

(a) Sep e M é ponto critico de f, v € T,M ec: (—e,e) = M é uma curva diferencidvel

tal que ¢(0) = p e ¢(0) = v, entdo

(Hess f),(v,v) = %(f oc)(t) o (1.6)
(b) Se v :(—e,e) = M € uma geodésica de M, entdo
(Fless oo (3 (),7/(8)) = (7 07)(1). (1.7

Demonstragao. Fagamos a prova de (a), sendo a prova de (b) andloga. Basta ver que

(Hess f)p(v,v) = g(VaeVf,¢)(p)

= %Q(Vf ) o —Q(Vf, Z—f)(p)
- (oY),

d2
= @(fOC)(t) Y
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Agora observe que podemos definir o Hessiano como o (1,1)—tensor V(Vf) = V2f
dado por V2f(X) = VxV/f, a Proposi¢gao 1.14 sugere uma definicio na forma de um
(0,2)—tensor simétrico Hess f(X,Y) = g(VxVf,Y), tal que

g(V2f(X),Y) = g(Vf(Y), X).
Diremos que V2f > k(< k), se todos os seus autovalores forem > k(< k).

Definicao 1.17. Uma funcao diferencidvel f : M — R é dita convexa, se para cada

geodésica vy : [a,b] — M a funcao (f o~y) for convexa, isto é

f(v()) — f(v(a))
b—a

f(r(s)) < (s —a) + f(v(a)),

ou equivalentemente

IA
=
=
o

|
=
=
S~—
SN—

f(v(s))

para todo s € [a, b].

Lema 1.18. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. Entao V*f > 0 se, e somente

se, f € convexa.

Demonstragao. Se V2f > 0, entdo para uma geodésica qualquer v : [0,1] — M temos

%U o )(t) = (Hess f)y (7' (£),7'(t) > 0,

para todo ¢ € [0, 1]. Entao, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange, quaisquer que
sejam t,t + h € [0, 1], existe ¢ entre t e t + h, com

(f o)) 2

(fom(t+n) = (fom)t) + (f o) (B)h+—

Como (f ov)"(c) >0, temos (foy)(t+h) > (fovy)(t)+ (f o) (t)h. Logo

(fo,}/)(t—i_h])l_ (fOV)(t) < (fO'Y)/(t),
se h<0,e

quando h > 0. Equivalentemente: se 0 < s < 1, entao

(foy)(s) = (fo7)(0) < (foy)(1) = (fov)(s)

S 1—s

Y
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(L =8)((fo)(s) = (fon(0) < s(foy)(1)—=s(for)(s)
(fon)(s) < (L=5)(for)(0)+s(for)().

Portanto, f é convexa.
Reciprocamente, seja 7 : [r,t] — M uma geodésica qualquer. Se f é convexa entao,

para quaisquer s, a,b € R tais que, s € (a,b) C [r, t], temos

(foy)(s) = (fov)(a) < (foy)(b) = (fov)(a) < (foy)(s) = (foy)(b)

s—a b—a s—b ’

fazendo s — a na primeira desigualdade e s — b na segunda, obtemos

(foy)(a) < (for)(b).

Logo (f ov)'(s) é ndo-decrescente em [r,t], donde (f o~)"(s) > 0 para todo [r, s|, mas ja
sabemos que

(f ©7)"(s) = Hess f,(7, %),

assim provando o lema. O

Lema 1.19. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e f : M — R uma

funcao convexa. Se p € M € um ponto critico de f, entao p € um minimo global de f.

Demonstragao. Suponha que p € M é um ponto critico de f, isto é, V f(p) = 0. Dado
qualquer ¢ € M, seja v : [0,1] — M geodésica tal que v(0) = p e v(1) = ¢ (tal geodésica
existe, pois M é completa), como f é convexa, entdo pelo lema anterior

%(f o y)(t) = (Hess f),)(v'(),7'(£)) = 0.

Integrando e usando o teorema fundamental do céalculo obtemos

ST o) — 57 o)(0) 20
Como
(7 0)(0) = (VA (p).7(0)) =0,
integrando novamente temos
(f o)(t) = (f o 7)(0),

para todo t € [0,1]. Consequentemente f(q) > f(p). O
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Definicao 1.20. Seja (M,g) uma variedade Riemannina. O temsor curvatura de

Riemann € o (1,3)—tensor Rm : X(M)* — X(M) dado por

Rm(X,Y)Z = ViyZ-Vi,Z

= VAVWZ - VyVxZ — Vi Z
para todo XY, 7Z € X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,

definido por Rm : X(M)* — C>=(M)
Rm (X,Y, Z,W) = g(Rm (X, Y)Z, W).
Proposicao 1.21. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
(1) Rm (X,Y, Z,W) = —Rm (Y, X, Z,W) = Rm (Y, X, W, Z).
(2) Rm (X,Y, Z,W) = Rm (Z, W, X, Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
Rm(X,Y)Z+Rm (Y, Z2)X + Rm (Z,X)Y =0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VZzZRm)(X,Y, W) + (VxRm)(Y, Z, W) + (VyRm)(Z, X, W) = 0.
Para uma prova veja Capitulo 3 de [19].

Definicao 1.22. Seja P C T,M um subespacgo bi-dimensional do espaco tangente. A

curvatura seccional de P em p € dada por

g(Rm (X, Y)Y, X)
X.Y) =
sec(XY) = XPIYP — g%, v

onde X,Y € P sao dois vetores linearmente independentes de T,M. Lembre que esta

definicao nao depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [4]).

Observe que, se {e1, ez} é uma base ortonormal de P, entao

sec (e1,e2) = g(Rm (e, e9)eq, €1).
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Definigao 1.23. O tensor curvatura de RicciRic : X(M)? — C®(M) é 0 (0,2)—tensor

obtido pelo "traco”do tensor curvatura de Riemann, isto €,
Ric(Y,Z) =tr{X — Rm (X,Y)Z},
onde X, Y € X(M).

Se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de T,M, entao

Ric (v, w) = Zg (Rm (e, v)w, €;) Zg (Rm (e;, w)v, €;).
=1

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1,1)—tensor simétrico

Ric (v ZRm (v,€;)e

Diremos que Ric > k(< k) se todos os autovalores de Ric (v) sdo > k(< k). Se (M, g)
satisfaz Ric (v) = kv, ou equivalentemente, Ric (v,v) = kg(v,v), entdo (M, g) é dita uma

variedade de Einstein com constante de Einstein k.

Definicao 1.24. A curvatura escalar de uma variedade é a funcao R : M — R dada

por
R = trRic.
Se {ei,...,e,} é uma base ortonormal de T,M, entao
R = trRic

= ZQ(RiC (ej),€;)

= Z g(Rm (e;, €5)ej, €;)

i,j=1

= 2) g(Rm (e e;)es ;)

1<j

= 2 Z sec (e;, €;).

1<j

Proposicao 1.25. (Sequnda Identidade de Bianchi contraida)

dR = 2div Ric.
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Demonstragao. Dado um referencial geodésico {E;}"_; em uma vizinhanca de p € M

qualquer, X € X(M), usando a segunda identidade de Bianchi, temos que

dR (X)

DxR

n

> (VxRm)(E;, Ej, B}, E;)

i,j=1
n

> (Ve Rm)(E;, X, E;, E;)

ij=1

— > (VeRm)(E;, X, E;, E;)

4,j=1

2 Z (VE]Rm>(Eza Xv Ej? EI)

ij=1

2> (Vp,Rm)(E;, E;, E;, X)

1,j=1

ij=1

2 "V, g(Ric(E;), X)

=1

23" (Vi Ric)(X), E)

J=1

Usando a definicao 1.11 concluimos que

CcOo1mo queriamos provar.

dR (X) = 2div Ric (X),

]

Definigao 1.26. Dizemos que f : U — R, onde U C (M, g) € aberto, € uma funcao

distancia se |Vf| =1 sobre U.

Provaremos agora as trés equagoes fundamentais da geometria Riemanniana, onde a

segunda e a terceira sao conhecidas como, equagao de Gauss e equagao de Codazzi-

Mainardi, respectivamente.

Teorema 1.27. (Equagio da Curvatura Radial) Se U C (M, g) é um conjunto aberto e

f:U —= R uma funcao distancia, entdo
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onde N=Vf, S=V2f e Rmy=Rm(,N)N.
Demonstragao. Dado X € X(U) qualquer, entao
(VaS)(X)+ S*(X) = Va(S(X))—S(VyX)+S(S(X))
= VNVxN — Vg, xN + Vg, vN
= VNVXN—V[NJQN
— _Rm (X, N)N + VxVyN.
Contudo, ja que |N| =1, entdo VyN = 0, pois para todo Y € X(U)
= g(N,S(Y))
= g<N7 VYN)
1
= _DYg(Na N)

2

1
= —Dyl=0.
2 Y

[]

Em particular, VNN = S(N) = 0 sobre U, isto é, as curvas integrais de N sao

geodésicas em U.
Teorema 1.28. (Equacdo da Curvatura Tangencial)
tanRm (X,Y)Z = Rm' (X,Y)Z —IL(Y, Z)S(X) + II(X, Z)S(Y)
= Rm" (X,Y)Z - g(5(Y), 2)5(X) + g(5(X), 2)S(Y),

onde X,Y,Z € X(U,) sendo U, = f~1(r) e Rm" é o tensor curvatura de Riemann de

(Ur, gr), tan (W) = W—g(W, N)N € a proje¢ao de W sobre TU,, e II(U, V') = g(S(U), V).
Teorema 1.29. (Equagdo da Curvatura Normal)

nor Rm (X, Y)Z = g(—(VxS)(Y) + (VyS)(X), Z)N,
onde X,Y, 7 € X(U,) e nor (W) = g(W,N)N € projecao de W sobre N.

Demonstragao. As duas equagoes da curvatura acima, sdo obtidas calculando Rm (X, Y")Z.

Se X,Y,Z € X(U,), entao

VLY = tan(VyY)
== VXY—g(VXY,N)N,
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como 0 = g(V, N), entio —g(VxY, N) = g(Y, VxN) dai
VY = ViV +g(S(X),Y)N
— VxY +1I(X,Y)N.
Assim
Rm (X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ
= Vx(VyZ - g(S(Y),Z)N) = Vy(VxZ — g(S(X), Z)N)
~VixyZ +9(S(X,Y]),Y)N
= VxVyZ ~ VyViZ — ViyyZ
~Vx(9(S(Y), Z)N) + Vy(9(S(X), Z)N)
+9(S([X,Y]), Z)N
= Rm' (X,Y)Z
—9(S(X), V3 Z)N + g(S(Y), VX Z)N + g(S([X,Y]), Z)N
~9(VxS(Y), Z)N = g(S(Y), VxZ)N — g(S(Y), Z)Vx N
+9(VyS(X), Z)N + g(5(X), Vy Z)N + g(S(X), Z)Vy N,

9(S(X),VyZ) = g

g(S(Y), VxZ) = g

entdo
Rm (X,Y)Z = Rm"(X,Y)Z
—9(S(Y), 2)S(X) + g(S(X), Z2)S(Y)
+(=9(VxS(Y),Z) + g(VyS(X), Z))N
+(9(S(VxY), Z) — g(S(VyX), Z))N
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= Rm"(X,Y)Z - g(5(Y), 2)S(X) + g(5(X), 2)S(Y)
+9(=(Vx9)(Y) + (Vy5)(X), Z)N.

1.3 Nocoes basicas sobre Grupos de Lie

Definicao 1.30. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G, munida de uma

estrutura de grupo tal que as aplicagoes
1:G—>G e m:GxG—G
definidas por i(g) = g~ e m(g,h) = gh™! sao diferencidveis.

Doravante, salvo mengao em contrario, supomos que G é um grupo de Lie fixado,
com elemento neutro e. Nesse caso, a translagao a esquerda por a € G é a aplicagao
L, : G — G dado por L,(g) = ag. Denotando por ¢, : G — G x G ainclusao t,(g) = (a, g),
temos L, = m o4, de sorte que L, ¢ diferencidvel; mas como L,o L' = L' o L, = Idg,
segue que L, é mesmo um difeomorfismo de G, tal que (L,)"! = L;! . Analogamente,
a translacao a direita por a € G é o difeomorfismo R, : G — G definido por R, = ga.
Por fim, observe que L, e R, comutam para todos a,b € G. Uma métrica Riemanniana
g em um grupo de Lie G ¢ invariante a esquerda se Ly : G — G for uma isometria para
todo g € GG. Analogamente, uma métrica Riemanniana em G ¢é invariante a direita se
R, : G — G for uma isometria para todo g € G, e bi-invariante se for simultaneamente

invariante a esquerda e a direita.

Observagao 1.31. Observe que todo grupo de Lie invariante a direita (ou a esquerda)

¢ uma variedade Riemannina homogénea. Com efeito, dados p,q € G quaisquer, basta

tomar g = gp~*', pois Ly(p) = gp~'p = ¢

Uma &lgebra de Lie (real) é um espago vetorial real g, munido de uma aplica¢ao

R-bilinear e anti-simétrica [-,:] : g X g — g para a qual vale a identidade de Jacobi
(X, Y], Z1+ [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0,

para todos X,Y, Z € g. Tal aplicacao é o colchete de Lie de g.
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Uma subalgebra de Lie de uma algebra de Lie g é um subespaco vetorial §) de g tal
que [X,Y] € b para todos X,Y € h. Em particular, h é ela mesma uma dlgebra de Lie
com a restricao do colchete de Lie de g, e a inclusao ¢ : h — g é um homomorfismo de
algebras de Lie, ou seja, uma transformacao linear que preserva os colchetes de Lie de g
e b, isto é, tal que

([XY]) = [u(X), (V)]
para todos X, Y € g.

Definicao 1.32. Se G ¢ um grupo de Lie, a dlgebra de Lie de G € a subdlgebra de

Lie de X(G) formada pelos campos invariantes a esquerda.

Dada uma algebra de Lie g sua série central descendente ¢é definida indutivamente

por

g = g
g = [g.0]
g = [g.0"].

Nessas expressoes os colchetes tem o seguinte significado: dados subconjuntos U,V C g

a notacao [U, V] indica o subespago vetorial gerado por todos os colchetes [X, Y], com

XeUeY ecV.

Definicao 1.33. Uma dlgebra de Lie € nilpotente se sua série central descendente se

anula em algum momento, isto €,
g = {0}

para algum ko > 1 (e, portanto, g& = 0 para todo k > k).

Definicao 1.34. Um grupo de Lie conexo é dito milpotente se sua dlgebra de Lie é

nilpotente.

1.4 Campos de Killing sobre variedades homogéneas

Lembre que um campo de vetores X ¢é dito completo se houver um grupo a 1—parametro

de difeomorfismos {p;} gerado por X.
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Definigao 1.35. Seja o um tensor e X um campo completo (esta defini¢ao estender-
se ao caso em que X nao € completo e somente define um grupo a 1—parametro de

difeomorfismos locais), a derivada de Lie de o com respeito a X € dada por

Lxo = 15% Z(Spta —a) = IR

onde p; € o difeomorfismo induzido pelo ;.

Proposicao 1.36. A derivada de Lie com respeito a X € X(M) satisfaz as sequintes

propriedades:

(1) Se f € C>®(M), entio Lxf = Dxf.
(2) SeY € X(M), entio LxY = [X,Y].
(3) Sejam «v e 5 tensores, entio Lx(a® ) = (Lxa)®@ B+ a® (Lxp).

(4) Se a € um (0,r)—tensor, entdo para quaisquer Y7, ...,Y, € X(M)

(Lxa)(Yi,...,Y,) = Dxa(Yy,....Y,)
=Y aYi, .Y, (XY Vi, oY)
=1
+> a(,. Y, Vy X Vi, .. V).
=1

Para uma prova veja Capitulo 13 de [11].

Agora note que da proposicao acima, e do fato que Vg = 0 temos que
(Lxg)(Y,Z) = g(VyX,Z)+g(Y,VzX), (1.8)
para todo X,Y,Z € X(M). Além disso, se X = V f para alguma f € C®(M), teremos
(Lxg)(Y,Z) = 2Hess f(Y,Z). (1.9)
Observacao 1.37. Se ¢ : M — M é um difeomorfismo , a um tensor e X € X(M) temos

*

¢ (Lxa) = Lox (g ).
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Se f: M — R, entao
¢*<gradgf) = gra’dgo*g(f © 90)
Se ¢(t) : M — M é uma familia a 1—parametro de difeomorfismos e o é um tensor, entao

0

a(@(t)*a) = Lxue(t) a,

onde

o (™) (el )

Definigao 1.38. Um difeomorfismo ¢ : (M,g) — (N,h) diz-se uma isometria, se

X(t0) = - (olte) ™ o 0(1)

¢*h = g. Se para cada p € M existe uma vizinhanca U de p tal que ¢, : U = o(U) €

uma sometria, entao este serd uma isometria local.

Proposicao 1.39. Se ¢ : (M,g) — (N,h) € uma isometria e X,Y € X(M) , entdo
do(VxY) = Vigx)(dp(Y)).

Para uma prova veja Capitulo 3 de [13].

Com este resultado, podemos verificar alguns resultados que usaremos posteriormente.
Lema 1.40. Seja ¢ : (M, g) — (N, h) isometria. Entao
(1) de(Rmy (X,Y)Z) = Rmy (dp(X), dep(Y))(dp(2)).
(2) ¢*(Rx) = R, isto €, Rx o = R

(3) QD* (RICN) = RiCM,
onde Rmy e Rmsy sao os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente, Ricy

e Ricy seus tensores Ricci e Ry e Ry suas curvaturas escalar.

Demonstragao. Para (1), note que dados X,Y, Z € X(M) quaisquer

dp(Rmy (X,Y)Z) = do(VxVyZ—VyVxZ —VxyZ)

da proposigao anterior e usando o fato que [dp(X),dp(Y)] = dp([X, Y]), obtemos

dp(Rmy (X,Y)Z) = de(X)vdw(Y)dSD(Z)_Vdcp(Y)Vdgp(X)dSO(Z)
—Vap(x),dp(v))d(Z)
= Rmy (do(X),de(Y))de(Z).



Rigidez de Solitons Gradiente 23

Para (2), veja que dados {ey, e2} base ortonormal de P C T,M, entao

sec (dp(e1),dp(ez)) = gn(Rmy (dp(er), dp(ea))dp(e2), dp(er))
= gn(dp(Rmy (€1, e2)ez), dp(er))

= gu(Rmy (e1, e2)er, €1).
Assim Ry o ¢ = Ry. Um raciocinio analogo leva a (3). O

Definigao 1.41. Dizemos que um campo X de vetores diferencidvel sobre (M,q) € de
Killing se Lxg = 0. Se X é um campo de Killing completo, entao o grupo a 1—parametro

de difeomorfismos @, que sao gerados por X é um grupo a 1—parametro de isometrias de

(M, g).

Lema 1.42. Seja (M, g) uma variedade Riemannina, se X € X(M) é um campo de
Killing e f € C*°(M). Entao LxHess f = HessLx f.

Demonstragao. Considere {0;}_; um referencial geodésico em torno de um ponto p € M

qualquer. Como X é de Killing £xg = 0, entao para quaisquer 7, j, k € {1,--- ,n}, temos

0 = (£x9)i

= 9(Vy,X,0;) + 9(0;, Vo, X)

= 2*g(Vy,0k, 0;) + 02" g(0k, 0;) + 2*9(8;, V 5,0k

+ 0;2%9(0;, 01

= i) + 0;a

donde
OR0sx? = —&ﬁjxi

= —0,007"
= @»@mk
= (9i8jxk
= —0,0p2’
= —0,0;a7

dai

O0ix? = 0. (1.10)
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Note agora que
(HessLx f)i; = aza](‘CXf) - (Vaz’aj)[’Xf
= 0,(8;2" Oy f + 2*0;04.f)

Por outro lado,

(LxHess f);; (VxHess f)(0;, 0;) + Hess f(V,X, 0;) + Hess f(0;, Vo, X)

DX(aZa]f) — Hess f(VX@, 8]) — Hess f(@l, VXZ?]-)
a"Hess (V,0,0;) + Oix"Hess f (O, 0;)

~ -

x*Hess f(0;, Vo, 01) + 0;2"Hess f(0;, Ok)
xkakaiajf — z*Hess f(Vo,0i,0;) — z*Hess f(0;, V,0;)

+  O"Hess f(Oy, 0;) + 0,2 Hess f(9;, O

= 2%0,0,0,f + 0" 0, f — 0" (V,0;) f + 0;2% 0,0k f
— 0;2%(V,00) f

= 20,00, f + 0:2* 040, f + 0,270, 0). f

donde
(Hess ﬁXf)z‘j = &ajxkakf + (ﬁxHeSS f)zj
Portanto pela igualdade (1.10) LxHess f = Hess Lx f. ]

Proposicao 1.43. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X € X(M) é

um campo de Killing, entao X é completo.

Para uma prova veja Capitulo 9 de [13].
Denotaremos por (M) = Iso(M) o grupo das isometrias de uma variedade Rieman-

niana (M, g), defininamos a agao p: (M) x M — M como

(9, p) = o(p).

Teorema 1.44. Se (M, g) € uma variedade Riemanniana, eziste uma unica maneira de

tornar I(M) uma variedade tal que:
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(1) I(M) é um grupo de Lie.
(2) A agao p € diferencidvel.
(3) Um homomorfismo B : R — I(M) € diferencidvel se a aplicagio R x M — M definida

por (t,p) — B(t)(p) for diferencidvel.

Este resultado segue de um teorema mais geral do Capitulo 4 de [14].

Observacao 1.45. Seja g(/(M)) a algebra de Lie do grupo das isometrias I(M), existe
uma relagao entre os campos de Killing de M e g(I(M)). Se X € g(I(M)), seja t — ¢,
seu subgrupo a 1l-parametro. Pelo teorema anterior, a aplicacao R x M — M definida
por (t,p) + @(p) é diferenciavel. Para cada p € M, seja X,/ a velocidade inicial da
curva t — ¢(p). Entdo X é um campo de vetores diferencidvel sobre M. Segue da
identidade ¢:(ps(p)) = @irs(p), que {¢:} é o fluxo de X*. J& que o grupo a 1-pardmetro
estd definido para todo R, X é completo. Além disso como ; é uma isometria, entao

X T é um campo de Killing.
Proposicao 1.46. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e g(I(M)), g(M) as dlgebras
de Lie do grupo das isometrias de M, M respectivamente. Entao

(1) O congunto cg(M) de todos os campos de Killing completos sobre M é uma subdlgebra
de g(M).

(2) A aplicagao X — X é um anti-isomorfismo de Lie g(I(M)) — cg(M), isto €, um
1somorfismo linear tal que

(XY =X, Y],
para todo X,Y € g(I(M)).
Para uma prova veja Capitulo 9 de [13].

Definicao 1.47. Uma variedade Riemanniana M ¢é dita homogénea se, dados dois
pontos p,q € M quaisquer existir uma isometria ¢ de M tal que p(p) = q, isto é, o grupo

das isometrias 1(M) de M age transitivamente sobre M.
Lema 1.48. Uma variedade Riemanniana homogénea é completa.

Demonstragao. Suponha M nao completa. Entao existe p € M e uma geodésica nor-

malizada v : [0, %] — M, com v(0) = p, tal que ndo pode ser estendida além de ty. Seja
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e > 0, tal que B.(p) ¢ uma bola normal, e seja ¢ = y(to — 5) € M. Seja ¢ : M — M uma
isometria tal que (p) = ¢q. Existe v € T,M, |v| = 1, tal que dp,v = 7/(to — 5). Consi-
derando a geodésica « : [0,e) — M dada por a(t) = exp,tv. Entao poa:[0,e) — M é

uma geodésica tal que

(poa)(0) = p(p) = 4 =t — 5).
(p0.a)'(0) = dpy’(0) = dpp = /(b — 5).

Assim, ¢ o a é uma geodésica de M que coincide com 7 em [ty — §,%0). Por unicidade,
temos que (¢ o a)(t) = y(t +to — 5), o que permite estender v além de t,, contradizendo

o que supomos, logo M é completa. O

Lema 1.49. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana homogénea, entdo sua curvatura

escalar é constante.

Demonstracao. Dados p,q € M quaisquer, existe por hipétese ¢ : M — M isometria

tal que p(p) = ¢, assim pelo Lema 1.40 R(q) = (Ro¢)(p) = R(p), logo R é constante. [

Proposicao 1.50. Sejam G x M — M wuma acdao transitiva, com G um grupo de Lie
e H o grupo de isotropia de um ponto p € M, isto é, o conjunto dos pontos g € G tal
el

que gp = p. FEntao a aplicagao natural j : 7 — M que leva aH no ponto ap € um

difeomorfismo. Em particular, a projecao g — gp € uma submersao w: G — M.
Para uma prova deste teorema veja [21].

Corolario 1.51. Para cada vetor tangente a uma variedade Riemanniana homogénea

existe um campo de Killing sobre M que o estende.

Demonstracao. Segue da proposicao acima, que para cada p € M, a projecao g — gp
¢ uma submersao 7 : g(I(M)) — M. Logo, se v € T,M existe v € T.(g(I(M))) tal que
dm(v) = v. Como v estende-se a um campo de vetores diferencidvel invariante a esquerda
V sobre g(I(M)), segue da Proposi¢ao 1.46, que V't é um campo de Killing sobre M tal
que V,F = w. m



Capitulo 2

Solitons de Ricci gradiente

Neste capitulo, definiremos solitons de Ricci gradientes exiberemos alguns exemplos cléssi-
cos e estabeleceremos algumas férmulas gerais, que serao utilizadas no préximo capitulo.

Neste capitulo (M, g) denotard uma variedade Riemanniana conexa e completa.

2.1 Definicoes e féormulas em solitons gradientes

Definigao 2.1. Seja M uwma variedade Riemanniana, um soliton de Ricci (M, g, X, \)
€ uma métrica Riemanniana junto com um campo vetorial X € X(M) e uma constante
A€ R, tal que,

Ric + %Exg = \g. (2.1)

Este € chamado de expansivo se A < 0, estdvel quando X = 0 e contrdtil se A > 0. Quando

X =Vf, onde f € C°(M), pela igualdade (1.9) podemos reescrever a equagdo (2.1)
Ric + Hess f = Ag, (2.2)
e este ¢ chamado soliton de Ricci gradiente, ou simplesmente soliton gradiente.
Observagao 2.2. Note que tomando o trago em (2.2) obtemos pela Proposigao 1.15
R+Af=Mn. (2.3)

O estudo dos solitons de Ricci esta contido na teoria dos Fluxos de Ricci, teoria esta
utilizada por Grigori Perelman para demonstrar a conjectura de Poincaré, neste trabalho
nao trataremos diretamente de sua conexao com a teoria dos Fluxos de Ricci, contudo

esta conexao fica evidenciada pelo
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Teorema 2.3. Se (M, go, fo, ’7’\) ¢ um soliton gradiente com o campo vetorial grad, fo

completo, entao existe uma solugao g(t) do fluro de Ricci, isto €,

aga—it) — _9Ric(g(t)),

com g(0) = go, difeomorfismos ¢(t) com ¢(0) = Idyy, fungoes f(t) com f(0) = fo, definido
para todo t, tal que T(t) = Xt + 1 > 0, sastifazendo:

(1) p(t) : M — M ¢é uma familia a 1 parametro de difeomorfismos gerados pelos campos

X(t) = %gradgofo, isto €,

570(0)(0) = —erad, o) (9(0) )
©)
g(t) = 7()o(t)" go;
®)
£(6) = foo 9l6) = 6(0)* ()
()

Rie(g(0) + V#0V0 £(t) + alt) =0

onde grad,, f(t), € o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Demonstragao. Defina 7(t) = At + 1. Ja que o campo grad, fo é completo, existe
uma familia a 1—parametro de difeomorfismos ¢(t) : M — M gerados pelos campos
%gradgofo definido para todo 7(t) > 0. Entao defina f(t) = foop(t) e g(t) = 7(t)d(t)* go-
Assim

A 9(o(t)"90)

Usando a observacao 1.37, temos que

9(¢(1)"go)
ot

7(to)

= T(t0)£(¢(t0)71)*(8¢(t)|t=t0)¢(t0)*go

ot

t=to

Lgrady,, £(t0)9(t0),

ja que
99(t)

= %gradgo fo = 6(t). (grady, f(to)).

Consequentemente

A
7 = mg(t) + ﬁgradg(t)f(t)g(t)'
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Agora usando a observacao 1.37, teremos

—2Ric(g(t)) = o¢(t)"(—2Ric(go))
= ¢(t)*()\go =+ EgradgofogO)

A
= %g(t) + Lerad,, 10)9(t),

isto é,
Ric(g(1) + V4OV 0) + 3 0(t) =0
27(t)
Portanto
Jg(t A
% = mg(t> _'_ Lgradg(t)f(t)g(t>

—  —2Ric(g(t)).
O

O teorema acima, diz que dado um soliton gradiente com V f completo, existe uma
solugao do Fluxo de Ricci que ¢ igual ao soliton gradiente em algum instante e mais ainda,

a solugao é ainda um soliton gradiente para todo ¢ do intervalo de definicao da solucao.

Agora exibiremos alguns exemplos classicos de solitons gradiente, no préximo capitulo
obteremos como aplicacao do resultado principal um exemplo de soliton de Ricci nao

gradiente.

1. Solitons de Finstein. Se (M,g) ¢ uma variedade de Einstein com constante de

Einstein A, tomando f : M — R constante temos que Hess f = 0, assim
Ric + Hess f = \g.
Portanto, (M, g, f, \) é um soliton gradiente.

2. Soliton Gaussiano. Seja (R™, g,V f, A) onde f : R" — R é dado por f = %|x|2, AeR
e g é a métrica canodnica do R™. Assim o tensor curvatura Rm = 0 implicando que
Ric(g) = 0. Além disso seja {E;}; base canonica do R", isto é, g(E;, Ej) = d;; e
Vg, E; =0, entao

0 f

Hess f(E;, Ej) = Ei(E;(f)) — 9(V [, VE,E)) = 1. 01
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Logo, Hess f(E;, E;) = 0 se i # j e Hess f(E;, E;) = A, dai
RiCij + Hess fij = )\gU
Portanto, (R", g, f, A) é um soliton gradiente chamado soliton Gaussiano.

3. Soliton de Hamilton. Seja (R?, gs) uma superficie Riemanniana, com

9

gs ‘= 1+x2+y27

onde g é a métrica canonica do R2. Afirmamos que

g
gZ(t) = €4t+ﬂf2 +y2
¢ uma solucao de
t
8%_55) = —2Ric(g(t)).

Para ver isto lembre que, se (M?, g) é uma superficie Riemanniana e g = uh, onde
u € C*(M), entao

R, = u'(Ry — ApInu)
(para uma prova deste fato veja Capitulo 2 de [1] ), e Ric;; = £g;; quando n = 2,
assim ¢(t) = u(t)h é uma solucao da equagao do fluxo de Ricci se, e somente se,

ou
E = Ah Inu — Rh.

Verifiquemos a condicao suficiente,

dg(t) _ Ou(t)

h = (Ah In u(t) — Rh>h,

ot ot
assim
dg(t .
90 _ Ryu(t)h = —Ryg(t) = ~2Ric(g(1)).
Entao, como gx(t) = u(t)g onde
—1
ult) = et + 12 + 2’

basta mostrar que
ou

5 Aylnu—R, = Aylogu.

Para isto, veja que
Ju(t) —4ett

ot (et 4 22+ y2)?’
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Olnu(t) —2z

or  eft 42492

Assim
Plnu(t) —2(e + 22 + y?) + 4a?

or2 (et + 22 4 y2)2

)
analogamente obtemos

PInu(t) —2(e* + 2% +9?) + 4y?

y? o (et 4 22 + ¢y2)2
Logo
—4ett du(t)
s T e a2 2 T ot
Assim,
: 10g(t) 1 —4
R —— ] ==
ic(gz) 2 0t li=o  2(e"+ 22+ y2)2g
2

- (14 22+ y2)2g'

Seja Y € X(R?) definido por ¥ = —2(z& + y(%), onde {2, a%} é a base canonica

do R?. Mostremos que

—4
Lygs = ( g.

1+ 22 +y?)?

Com efeito, como gs = ug onde u = (1 + x* + y?)~', entao

Lygs = Ly(ug) = (Lyu)g +ulyg.

Sendo

ou ou

Lyu = Dyu=—-2r— — 2y—

v v Tor yay’
entao

—2x —2y
Dyu = -2 —2
yu x(1+x2—|—y2)2 y(1+x2+y2)2
4x% + 492

(1422 +y?)?
Observe que
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assim
Lyg = Ly(gijds' ® da?)
= ﬁYg@]d.CCZ & dx’ + Gij (Eydl’l) X da’ + gljdl-l ® (ﬁydl‘j)
= Dygijdr' @ da’ + g;;dY" ® da’ + gyda' @ dY
oYk ) ,

= .. . . % j

= (Dygij + 9j Oy + Gik i Ydx' @ da’.
Dai

g 0 oYk oYk

(ﬁyg)<%, %>= Dy gi; + g; o + Gik EIR

onde {32 }?_, é a base canonica do R?, entdo

o 0
(£v9) (5, 527)=
e
o 0 oY
£v9) (5 70) = 2
Como
) 0 0
Y=Y"—=2(x— —_—
ox? <x8x y@y)’
entao
0 0
(Lyg) <8$“ 8:151)
Donde
Lyg = —4g,
e portanto
422 + 49 —4
Lygs = (1+$2+y2)29+ 1+$2+y2g
—4
= T2 .Y
(1+ 22+ y?)
Logo

. 1
Ric(gs) + §£Ygz =0,

isto é, (R%Y, gs;,0) é um soliton de Ricci estavel. Note ainda que Y = Vf, onde
f:R* = R é dada por f(z,y) = —In(1 + 22 + y?). Com efeito, escrevendo

0 0
Vf = ax% + aya—y,
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obtemos
—2x _of
L+a2+y2  Ox
0
= gs(Vf 8_)
( o 0 )+ 2 o 0 9,
= azug(=—,=—)+ a,u
Noz oz’ T~ W'9Gz ay
= azu,
assim a, = —2x, analogamente obtemos a, = —2y. Logo na métrica gs,
0 0
Vf=-2r— —2y—.
/ Y or y@y

Portanto (R?, gs;, f,0) é um soliton gradiente estavel.

Agora estabeleceremos uma férmula geral que conduz as férmulas de Bochner para

campos de Killing e campos gradiente.

Lema 2.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) qualquer, entdo
div (Lxg)(X) = %A|X|2 — |[VX|? + Ric (X, X) + Dxdiv X. (2.4)
Quando X =V f € um campo gradiente e Z € X(M), entao
(div Lxg)(Z) = 2Ric (Z, X) + 2D zdiv X (2.5)
ou na notagao de (1,1)—tensor
div (V%f) = Ric(Vf) + VAF. (2.6)

Demonstragao. Dado um referencial geodésico {F;}" ; em vizinhanca de p € M qual-

quer e X € X(M), temos que

n

(div Lxg)(X) = 3 (Vi Lxg)(Ei X)

=1
= Y Vu(Lxg(Ei, X)) =Y Lxg(VpEi, X)
i=1 =1
- ZEXg(EhinX)
=1

- Z Vi (9(Ve X, X) + g(Ei, Vx X))
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- Zg(szXa VEZX) -

i=1

>l
i=1
- ZVE (Ve X, X)) +ZVE (Ei, Vx X))

=1

Ei? VVEZXX)

- Zg(inX’ szX) - Zg(EiavaiXX)~

i=1 i=1

Agora note que, sendo V3| X|* = o/ E; temos

. 1
o = 9(V§!X\2»Ej)

1
= Dy, (51XP)
Assim
1o -
V§|X\ = ;g(ijX7X>EJ7
donde

1 . 1
AZIXP = div(V(IXP)
= Zg(inv§‘X| s Ei).
i=1
Além disso,

1 n
VEZ-V§|X|2 = VE(Z1 9(VE, X, X)Ej)
iz

= Zg (Vie, X, X)Vi,E, +ZVE (9(Ve, X, X))E;

Jj=1 7j=1
= ) Vil (9(Ve X, X))E;.
Dali,
1
A§|X|2 ZVE (VEX, X)).
Agora lembre que |[VX|? =", g(VE.X Vg, X). Entao

(div Lxg)(X) = A= |X|2+ZVE (E;, VxX))

— VX[ - Zg(Ei,VinXX)

i=1
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1 n
= AQ‘XIQ — VX + Zg(inEi, VxX)

i=1

+ ZQ(EuVEiVXX) - Zg(Ez', Vs, xX)

=1 =1

1 n
— A§|X|2 —|[VX*+ Zg(Ei,V%Z_’XX).

i=1

Note ainda que,

Ric (X, X) = Zn:g(Rm (Bi, X)X, E))

=1
= D (VX — Vi X ),
=1
assim
1
(divLxg)(X) = A§|X|2 — |[VX? + Ric(X, X)

=1

Usando que X = 2’E; = VxE; = 2/Vg, E; =0, calculemos Dxdiv X
DxdivX = Y Vx(9(VeX E))
i—1

= > 9(VxVX,E)+> 9(ViX,VxE)

i=1 i=1

= Zg(v?)(,EiX7 EZ) + Zg(vvinX> EZ)
=1

i=1

+ ZQ(VEZ-X, VxE;)

i=1

= S (Vi X B
i=1
Logo,
(div Lxg)(X) = %A\X!Q ~|VX[? + Ric (X, X) + Dydiv X.
Quando X = Vf, entdo para todo Z,Y € X(M)

g(VzX,Y)=Hess f(Z,Y) =Hess f(Y,Z) = g(Z,VyX),
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assim
(divLxg)(Z) = ZVE (Ve X, Z) + g(Ei, VX))
- Zg(inX, Ve Z) =Y 9(Ei, Vy,,2X)
=1 =1
= ZVE (V2 X,E) + g(Ei, VX))
- ZQ(VVEZ.Z)Q E) =Y 9(E;, Vv, 2X)
=1 =1
= 2Zg (Ve VX, E;) +2Zg Vi Ei, VzX)
=1 =1
— 2Zg<vai2X, E;)
=1
=1
= 2Ric(Z,X)+29(V3 X, E;).
Logo,

(divLxg)(Z) = 2Ric(Z,X)+2Dydiv X.
Como %Exg = V2, entao na forma de (1,1)—tensor teremos
divV2if = Ric(Vf)+ VAY.
O
Observacao 2.5. Dado um referencial geodésico {E;}!, numa vizinhanca de p € M
qualquer, temos que:

trlxg =Y Lxg(E,E)=2Y g¢(VpX, E)=2divX. (2.7)

i=1 =1

Corolario 2.6. Se X € X(M) € um campo de Killing sobre uma variedade Riemanniana,

entao

A= |X|2 IVX|* — Ric (X, X). (2.8)

Demonstragao. Como X € X(M) é um campo de Killing, entdo Lxg = 0 e da igualdade
(2.7) temos que div X = 0, além disso da igualdade (2.4) obtemos

1
§A\X]2 = |VX|* - Ric (X, X).
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Corolério 2.7. Se X =V f com f € C*(M), entao
A%|X|2 = |VX|? + Dxdiv X + Ric (X, X). (2.9)
Demonstragao. Basta fazer Z = X em (2.5) e igualar a (2.4), para obtermos
%A|X\2 = 2Ric(X, X) + 2Dxdiv X

+ |VX]? - Ric (X, X) — Dxdiv X

= |VX|? + Dxdiv X + Ric (X, X).
O

As igualdades (2.8) e (2.9), constituem as férmulas de Bochner mencionadas anterior-

mente.

Lema 2.8. Um soliton de Ricci satisfaz:

%(A _ D)X = [VX]? = A X] (2.10)
Demonstragao. Tomando o trago na equagao (2.1), obtemos

R 4 div X = An,

assim

D;R+ DzdivX =0 VZ e X(M),
pela segunda identidade de Bianchi contraida Proposicao 1.25, temos que

DzR = 2divRic(Z) VZ € X(M).

Fazendo Z = X e como divg = 0, tomando o divergente na equacao (2.1) e usando a

equagao (2.4), obtemos
—DxdivX = 2divRic(X)
= —div (Lxg)(X)
= —(%A\XF — |[VX|? + Ric (X, X) + Dxdiv X).
Assim
%A]X]Q = |VX]* - Ric(X, X)

1
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como (Lxg)(X, X) =29(VxX,X) = Dx|X|* temos que

1
S(A = D)X = [VXP - XX

O
Agora consideremos a equagao (2.2) na forma de um (1, 1)—tensor, isto é,
Ric + V2f = M,
ou na forma condensada
Ric+ S =\, S=V?f. (2.11)

Com esta notagao podemos obter algumas identidades que fornecem informagoes sobre

a curvatura escalar dos solitons gradientes.

Lema 2.9. Um soliton gradiente satisfaz as sequintes igualdades:

VR = 2Ric(Vf) (2.12)
1
VyiS+So(S—M) = —Rm(-,Vf)Vf—év,VR (2.13)
1
VysRic+ Rico (Al —Ric) = Rm(-,Vf)Vf+ 5t V.VR (2.14)
1 1 : .
§AfR = §(A — Dys)R = tr(Rico (A — Ric)). (2.15)

Demonstracao. Para provar (2.12) note que
div (V2f) = Ric (Vf) + VAL
Mas, R + Af = An para todo soliton gradiente. Assim VR 4+ VAf = 0, tomando o
divergente na equagao (2.2) teremos,
div Ric + div (V2f) = div (A\g) = 0.

Assim,

VR = 2divRic
= —2div (V?f)
= —2Ric(Vf) —2VAf
= —2Ric(Vf)+ 2VR,
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dai
VR = 2Ric(Vf).
Para (2.14) considere E € X(M) qualquer e calculemos
R (E,.VVf = Vi VS~ Vi ,VF.
Primeiro note que,

VeV = Vo VEVf =V, 5V /f
= Vs (S(E)) = S(VesE)

= (VysS)(E),
e ainda
V3o, VS = VeVe,Vf - VvV
= Vg(S(V[)) = S(VEV/)
= —Vg(Ric(Vf)) + Ve(AVf) + Ric (VEV[) = AVEV f
— Vu(Ric(V) + AVEVf + Ric (VaVS) — AVV/
= —LV5VR+Rico S(B)
- —%VEVR + Rico (A — Ric)(E).
Assim
Rm (E,V)Vf = —%VEVR + Rico (M — Ri¢)(E) — (V;S)(E)
como
(VorAI)(E) = Vys(AM(E)) = M(VysE) =0
entao

1
(VyRic)(E) 4+ Rico (Al —Ric)(E) = Rm(E,Vf)Vf+ §VEVR.
Agora note que multiplicando (2.14) por —1, e notando que
—Rico (M —Ric)(E) = (S—A)oS(FE)
= SoS(E)—AMoS(E)
= SoS(E)—AS(FE)
= So(S—=A)E),
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obtemos
(VyrS)E)+So(S—=A)(E) = —Rm(E,VHVf - %VEVR.

Para obtermos (2.15) tomemos um referencial geodésico {E;}!" ; em torno de um ponto

p € M qualquer, entao

tr{E — (VyRic)(E)} = Zg(<VVfRiC)(Ei>in)

— Zg(VVfRiC (E), E;) — Zg(RiC (VvrEs), Ep),

i=1 i=1

como Vf=a/E; = Vyg;E; = ajVEjEi =0 = Ric(VysE;) =0, entao
tr {E — (VysRic) (B)} = > Dys(g(Ric(E;), E;))
i=1
— Y g(Ric(Ey), Vv E)
i=1

= Dys()_g(Ric(E), Ey))

i=1

= Dy¢R,
e ainda

tr{F— Rm(E,Vf)Vf} = Ric(Vf,Vf),
1 1 1
tr{F — QVEVR} = tr éHessR = QAR,

1
Ric (Vf, Vf) = §vaR.

Assim, tomando o trago em (2.14) obteremos

1
Dy R +tr (Rico (Al —Ric)) = Ric(Vf,Vf)+ §AR
1 1
Dy R + tr (Rico (M — Ric)) = §vaR + +§AR

1 1
§AfR = §(A — va)R = ftr (RIC o (/\I — RIC))

Observacao 2.10. Podemos reescrever (2.15) da seguinte forma

1 S T 1
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Com efeito, como Ric é auto-adjunto, entao pelo Teorema Espectral, existe uma base de

autovetores { E;}" ,, tais que, Ric (E;) = A\;E;, note que

|Ric|? = tr (Ric(Ric)* Z)\

onde (Ric)* é a adjunta do tensor de Ricci na forma de um (1, 1)—tensor, assim

1
§AfR = tr(Rico (A — Ric))
= > M= N)
=1
= —|Ric|* + AR,

além disso denotando a adjunto do tensor métrico na forma de um (1, 1)—tensor por (g)*,

teremos
N .1 N
—|Ric — =Rg|* = —tr ((RIC — —Ryg)(Ric — —Ryg) )
n n n
1
= —tr(Ric(Ric)*) + ER.tr (Ric(g)")
1 ok 1 .
+ ER'M (g(Ric)*) — ER?tr (9(9)")
= —|Ric]* + len:/\A + le”: A — iR2n
ni:ll nz‘:1l n?
1
= —|Ric|* + —R?,
n
assim,

1 1 1
~A;R = —|Ric — —Rg|? — —R).
AR = —[Ric — ~Rg" + R(A ~ ~R)

2.2 Alguns resultados sobre solitons gradientes

Agora provaremos alguns resultados gerais a cerca de solitons gradiente, que motivarao
a prova do teorema sobre a rigidez de solitons gradiente para o caso de variedades nao-

compactas.

Proposicao 2.11. Se um soliton gradiente (M, g, f,\) € de Einstein, entao ou o soliton

¢ o Gaussiano, ou Hess f = 0.
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Demonstragao. Por hipétese Ric = pg, assim
g + Hess f = Ag.
Se i = A, entao Hess f = 0. Se u # A, temos

Hess f = (A — p)g.

Isto é suficiente para provarmos que M é isométrico ao espaco Euclidiano R™, veja Teorema
2 de Tashiro em [20]. Mas por conveniéncia vamos apresentar uma prova deste resultado.

. . T . 1 .
Com efeito, considere f = pu f, assim
Hess f = g.

Dai, temos que f é estritamente convexa, pois na forma de (1,1)—tensor V2f = I, isto
é, os autovalores de V2f serdo estritamente positivo, dai f possui no maximo um ponto
critico. Além disso, f é prépria. Com efeito, fixado p € M, seja x € M qualquer, como
M é completo, existe uma geodésica normalizada minimizante v : [0,d(x,p)] — M tal
que 7(0) = p e y(d(z,p)) = x, onde d(z,p) é a distancia de = a p, logo pela Proposicao
1.16 para todo t € [0,d(z,p)]

B2

2 ([ o)1) = Hess f10)(v/(£), 7' (1)) = 9(v/(8),4'(1)) = 1,

integrando e usando o teorema fundamental do calculo

—(fon)(t) = —(fo)(0) =t, (2.17)

integrando novamente e usando a Proposi¢ao 1.6

t2

(foy)(t) = f(p)+ 5 +9(VIP) 7 (). (2.18)

Assim se {z; };en é uma sequéncia em M que escapa de qualquer compacto, entao d(z;, p) —

00, da igualdade (2.18) segue que { f(z;) }iew é uma sequéncia em R que escapa de qualquer
compacto, logo f é prépria.

Afirmamos ainda que f possui ponto critico. De fato, supondo |V f| # 0 sobre M.
\i

Considere o campo X = oA sobre M, como M é completo e | X| = 1, entao X é completo

(veja Capitulo 7 de [4]). Seja v : R — M uma curva integral de X, isto é , X(v) = 7.
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Para qualquer Y € X(M), temos

1
gV Y) = ~ 7 9(Vyi,Y)
1 1 1 _
1 !
= ,Vﬂ 9(V VT, Y>+Dv,f(|vﬂ)gw,y>
1 1 o
— Nf‘Hessf(’y Y)—i—va(lvf‘)Hessf(fy,Y)—O,

pois como V2f =1 e | X| = 1, teremos

1 _
VyiX = —=Vy¢iVf+D \Y
v \Vf| VI + Dor(f) V7
1 _
= —Vf+ Vf,
IVf| Vf<|Vf|)
assim
VoiX,Vf)=g(X,Vf)+ D Vf,Vf
9(VerX,Vf) = (X, V) + Vf(w)( F.95),
multiplicando a igualdade anterior por ﬁ, obtemos
0=g(VxX,X) —Lg(X X)+ D -<L)g(X X)
XAy ’Vf‘ ) \i ’vf‘ ) )

dai
1 1
Dof(o )=~
ANV
Portanto, v é uma geodésica. Da igualdade (2.17) (fo7y)/(tg) = 0, quando to = —(fov)'(0),

assim

0= (fo)(te) = g(Vf(r(t)), 7 (tn))

contradicdo. Além disso como f é estritamente convexa e prépria segue do Lema 1.19 que
f possui um tnico ponto de minimo global.
Da igualdade (2.18) e do fato que existe tinico p € M tal que V.f(p) = 0, a menos de

uma constante podemos assumir que

7= % (2.19)

onde r : M — R é uma funcao distancia.
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Agora note que das igualdades (2.18) e (2.19), e como p € M é o tinico ponto critico
de M, segue que para todo z € M \ {p} a fungao distancia d(x,p) é diferencidvel,
dai do teorema (densidade de Bishop) tem-se que cut(p) = 0 (cut locus de p), donde
exp, : T,M ~ R" — M é um difeomorfismo (veja Proposicao 3.9 de [3]). Introduzindo
coordenadas polares geodésicas sobre T,M, isto é, (r,6) € (0,+00) x S"~!. Considerando
{E;}1_, referencial ortonormal local de S™~! e {#'}"_, seu referencial dual, e estendendo-os

radialmente. Entao pelo Lema de Gauss (veja Capitulo 5 de [19])
g=dr®dr+ g;(r,0)0 @ ¢, (2.20)
onde g;; = g(E;, E;), como a métrica é localmente Euclidiana,
gij = 7205+ O(r?). (2.21)

J& que ([0,00) x S" 1 dr@dr 41231, 0'®6") é isométrico ao R™ munido com a métrica

canbnica (veja Capitulo 2 de [19]), para o proposto basta mostrar que
Gij =T 25ij-
Sendo Vr = 2 da igualdade (2.20)

2Hess T(EZ', E]) = (ﬁvrg) (El, E])
= 2dr & (,Cvrdr)(Ei, EJ) + (Ewgw)Hl & Hj(Ei, Ej)
+ Gij (ﬁvrtgz) ® ¢9j (Ei, Ej) + —i—gijﬂi ® (ﬁvrej)(Ei, Ej)
or
Da igualdade (2.19) e do Coroldrio 1.7, temos que V f = rVr implicando

Vr=——,
IVf]

assim dados E;, E; € Vrt, teremos

Hessr(E;, E;) = ¢(VEVr, E;)
vf
= Vg —=.,F;
g( Ez|vf|’ ])
1 . 1 3
= WQ(VEZVJ‘} Ej) + Dp, (v—f>9(va Ej)
- e (5. 5)

1
= Y-
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Logo g;; satisfaz

O9ii _ 2,
or rJii (2.22)
gij = T26ij+ O(T2).

Agora observe que podemos resolver o sistema (2.22), usando o método de separagao

de varidveis, pois para g;; > 0 o sistema (2.22) é equivalente a

G 0
Ogij _ o0r
Gij T

isto é,
a(lngw) = 27,

assim integrando obteremos
)
Ing;; =Inr”.

Portanto g;; = r?d;;, donde M é isométrica a R™, o que prova a proposigao. O

Teorema 2.12. Um soliton de Ricci compacto e orientdvel com Ric (X, X) < 0 ¢ de
FEinstein, com constante de Fisntein A dado pela equagao do soliton. Em particular, um

soliton gradiente compacto com curvatura escalar constante é de Einstein.

Demonstracgao. Pelo Lema 2.8 temos que
1 1
FAXP = [VXP + S Dx [ X[ = AIXP,

CcOoImo

(Lxg)(X,X) = 29(VxX,X) = Dx|X]’

1
Ric+§£Xg = g,

entao

1
5A|X\2 = |VX|* = Ric (X, X) > 0.

Além disso pelo teorema da divergéncia
1
/ —AIX]* =0,
M2
pois OM = ), daf LA|X|* = 0, implicando que

IVX]* = Ric (X, X) <0,
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donde |VX| = 0, assim tomando um referencial geodésico { F;}_; em uma vizinhanga de
p € M arbitrdrio, tem-se Vg; X =0 e dados Y = ¢'E;,Z = 2'E; Y, Z € X(M) quaisquer,

obtém-se

(Lxg)(Y,Z) = g(VyX,Z)+g(Y,VzX)

= Y Yg(VeX,Z)+> 2g(Y,VpX)=0.

i=1 i=1
Portanto, Ric = Ag. Se X = V[ e R for constante, entao VR = 2Ric (V f) implica que

Ric (Vf,Vf) =0 e o resultado segue-se do provado acima. O

Proposicao 2.13. Um soltion gradiente com Ric > 0(< 0) possui curvatura escalar

constante se, e somente, se Ric(Vf,Vf)=0.

Demonstragao. Lembre que para um operador auto-adjunto 7' > 0 (< 0), se
g(T(v),v) =0 = T(v)=0.

Com efeito, pelo Teorema Espectral existe uma base ortonormal {E;}! ; de autovetores

tais que T(E;) = \;E; com \; > 0 para cada i, se
v=0a'E; ; g(T(v),v) =0,

entao

(@)X =0 = (a)=0 =v=0 = T(v)=0.

Como o tensor Ricci é simétrico, entdo Ric na forma de (1,1)—tensor é auto-adjunto,

assim a proposigao segue de VR = 2Ric (V). ]

Lema 2.14. Se (M,q,f,\) = (My x My, g1 + go, f, \) € um soliton gradiente, entdo
f(x1,22) = fi(xr) + fo(z2) e cada (M;, g;, fi, N) € um soliton gradiente

Ricgy, + Hess f; = Ag;.

Demonstragao. Primeiro note que, se usarmos coordenadas locais {27} onde z', ... 2™

sao coordenadas sobre M; e 2™*! ... 2" sao coordenadas sobre M,. A métrica produto

implica que
Vii =0, (2.23)

227 Od
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sei<mej>m+1loui>m+1ej<m. Seescrevermos Vf = o2 entdo

Oz’
VaVf =V ozji
ot N R oxd
0 0 0
v L (L)
VN o + ox? ox7
Se assumirmos que ¢ < m, entao
V.o VfeX(M),
ozt
o’V 9 € X(My)
347 Od 1’
mostrando que 6‘; o =0 par j > m + 1. De forma andloga 6‘; ol =0 quando i > m + 1

e 7 < m. Isto mostra que

V=X +X, (2.24)

onde X; € X(M;), g; é a métrica de M,;.
Pela Proposigao 1.10
wOf 0

Ozl Ok
gij af a grs af 8
L 9z 9 2 Qar Oxs’

Vf =

ondei,j <mer,s>m+ 1.

Agora note que a igualdade (2.24) significa que, parar > m+1ei <m

d (ijaf)_o . 9 <7«s(9f>_0

9z \IL ggi )~ oxi \"? 9zr)
assim, pela igualdade (2.23), temos
9 /Of
ij _
I g <8xi>_ 0,
logo
of
- M R
8377’ 1 X {Q} — )
para algum ¢ € M,. Analogamente
of
: M. R
8I'r {p} X 2 —7 K,

para algum p € M;.
Definindo f; : M; — R pondo fi(z1) = f(x1,q9) e fo : My — R pondo fo(xs) =
f(p,xz2) — f(p,q), teremos

z’jafli: ijaf(x )i
U oz oni I g\ Vg

Vhi=g
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_ TSan 0 _ rsaf 9
vf2_92 axr 83:5 = 0s amr(p7x2)axsa

definindo agora fi + fo : My X My — R por (f1 + f2)(x1, x2) = fi(z1) + fo(22), temos que
Vi+Vfa=V(fi+ f) =V, (2.25)

logo, pelo Corolario 1.9 f = f; + f.

Para concluir a prova, note que a decomposi¢ao obtida em 2.24 pode ser feita para
todo Z € X(M), como Ty, q(M; x My) = T,M; ® T,M, (veja Capitulo 1 de [13]) esta
decomposigao é tnica, e a conexao Riemanniana de M é V = V! + V2 (veja Capitulo 6
de [4]), onde V' é a conexdo Riemanniana de M;, daf

Ric = Ric; + Rics,
e da igualdade (2.25)
Hess f = Hess f; + Hess fs,

logo dados X;,Y; € X(M;)

Ric (Xza }/;) + Hess f(X’L7 }/;) = )‘g(Xh }/;)7
reduz-se

Ric; (X, Vi) + Hess fi(X;,Y;) = Agi( X3, V7).
O que prova o lema. O

Note que, o lema acima implica
Rm ('7 Vf)Vf = le ('7 vfl)vfl + Rm? ('7 Vfg)sz,

assim se, por exemplo M for plano, entao a curvatura radial de M e M; sao iguais.
Agora provaremos um lema sobre funcées distancia que permite decompor uma va-

riedade Riemannina.

Lema 2.15. Se f: (M, g) — R é uma fungdo distancia tal que V*f =0, entdo (M, g) é

isométrica a (M',g) = (N xR, ¢ + go), onde gy é a métrica candnica do R.

Demonstracao. Primeiro observe que sendo V2f = 0, entdao Vf ¢ um campo paralelo,

daf para todo X € X(M) temos que
1 2 _ 1 2
9(V(519/1).x) = Dx(5V1P)
= g(VxV[,Vf)
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pois V2f é um (0,2)—tensor simétrico, assim
1
V(5IV/12)= Vorvi, (2.26)

donde,
_ 1 2\ _
0= V(5IV/1)= VsV 1.

logo as curvas integrais de V f sao geodésicas. Além disso da definicao de derivada de Lie

temos que para quaisquer X,Y € X(M)

(Lvsg)(X,Y) = g(VxV[]Y)+g(X,VyVY)
= 2V3f(X,Y)

= 0.

Portanto Vf é um campo de Killing completo, pois M é completo, mas ainda supondo
N = f710) # 0, entao (N" !, ¢') é uma subvariedade Riemanniana completa, onde ¢’ é
a métrica induzida por g e totalmente geodésica, pois tendo este condimensao igual a 1,
sua segunda forma fundamental coincide com o hessiano de f, mas por hipétese V2f = 0.

Desta forma, definamos h : N x R — M por

h(z,t) = @i(p),

onde ¢; é o fluxo associado ao campo V f com N x R munida da métrica produto g =
g + go, onde go é a métrica canonica do R, pela diferenciabilidade do fluxo temos que h

é diferenciavel. Além disso observe que

@ o)) = o(V 1, o)) = V1P = 1,

implicando que

h(N,t) C {z € M; f(z) = t}. (2.27)

Afirmamos que h é bijetiva. Com efeito, se h(pi,t1) = h(ps,t2), entdo ¢y, (p1) =
©1,(p2), contradizendo o fato de ¢, serem curvas integrais de Vf, assim h é injetiva.
Para a sobrejetividade, observe que dado ¢ € M qualquer, se ¢ € N ¢é claro que ¢ =
vo(q) = h(q,0), se ¢ € M \ N, entao existe p € N tal que d(p,q) = d(q, N), pois
N = f710) fechado, como M é completa existe uma geodésica minimizante unitéria
v :10,d(p,q)] = M ligando p a ¢, além disso v é normal a N, donde ~y coincide com ¢;(p)

e a sobrejetividade segue.
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Provemos que h define uma isometria, desta forma lembre que para qualquer (p,l) €
N xR, Ty (N x R) = T,N & TiR.

Se {1} é uma base de T)R, tomando a curva v : I — N x R dada por y(s) = (p, s +1),
isto é, v(0) = (p,1) e v/(0) = 1, entao

d

dhpn (1) = %(psH(p) o V f(es(p))

S=

pois ¢ (p) é curva integral do campo V f, assim

9(dhy (1), dhgn (1) = g(Vf(p), VI(p) =1=g(1,1).

Se v,w € T,N, entao

9(dhp)(v), dhy(w)) = ¢'(v,w) = g(v, w),

segue do fato que sendo V f um campo de Killing e N é uma subvariedade totalmente
geodésica, h(p,l) com [ € R fixo é o fluxo do campo V f, portanto uma isometria.

Se v € T,N e w € T)R, suponha por simplicidade go(w,w) = 1, assim segue de (2.27)

9(dhpy(v), dhgp(w)) = g(dhay (v), V) =0=g(v,w).

Portanto para quaisquer v, w € T, (N x R) e (p,1) € N xR

9(dhp(v), dhp(w)) = g(v, w).
]

Proposicao 2.16. Todo soliton gradiente (M, g, f,\) com X = 0 e curvatura escalar
constante € Ricci plano, isto €, Ric = 0. Além disso, se f nao é constante, entao M =

N xR com N Ricci plano.

Demonstragao. Como R ¢ constante e A = 0, temos que

1 R T 1

1 1
= —|Ric — —Rg|* — —R%
n n

Portanto R = 0 e Ric = 0. Além disso, da equagao dos solitons gradientes

Hess f = —Ric =0,
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donde VyVf = 0 para todo Y € X(M), isto é, V[ é paralelo. Se f nado for constante,
entao V f é paralelo nao nulo, pelo mesmo argumento utilizado no Lema 2.15, temos que
M = N x R e como R é Ricci plano, entao N também sera Ricci plano.

]

Proposigao 2.17. Seja (M, g, f, \) um soliton gradiente com curvatura escalar constante
e X # 0. Quando A > 0 tem-se 0 < R < n\, se A <0 entdo n\ < R < 0. No caso em

que a curvatura escalar € igual a um dos extremos, (M, g) € de Einstein.
Demonstragao. Como R é constante, entao
1 1 1
0=-AR = —|Ric— ~Rg|?+ R()\ . —R),
2 n n
monstrando que
. 1, 1
0 < [Ric — —Rg|? = R<)\ - —R).
n n
Assim quando A > 0, supondo R > 0 (o caso R < 0 se faz de modo anélogo) temos que
1
A——-R >0,
n
isto é, 0 < R < nA, em particular quando R = 0, entao
. 1
Ric — —Rg =0,
n

isto é, a métrica é de Einstein com constante de Einstein igual a zero, se R = nA,
novamente
Ric — le =0,
n
e dai a métrica é de Einstein com constante de Einstein igual a A. O caso A < 0 se faz de

maneira analoga. O

O préximo resultado oferece condigoes fracas, para que solitons gradientes com curva-

tura escalar constante sejam radialmente plano, isto é, sec (-, Vf) = 0.

Proposicao 2.18. Cada uma das condigcoes abaizo implica que um soliton gradiente
(M, g, f,\) com A > 0(< 0) € radialmente plano.

(1) Curvatura escalar constante e sec (-, Vf) > 0 (sec (-, Vf) <0).

(2) Curvatura escalar constante e 0 < Ric < A\g (Ag < Ric <0).
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Demonstragao. Para (1), tome um referencial ortonormal { F;}_; em torno de um ponto

p € M, e note que R constante implica

1
0=;VeR = Ric(V/ Vf)

= > g(Rm(E;, Vf)V} E).

i=1
Sendo sec (E,Vf) >0 (< 0) para todo E € X(M) e

9(Rm (E, V)V, E)
[XPIVfI? = g(E,V[)*
segue que g(Rm (E;, V)V f, E;) = 0 para cada ¢, dai sec (E,V f) = 0.

sec(E,Vf) =

Para o que falta, primeiro observe que

1
0= §AfR = tr (Ric o (A — Ric)).

Segue da hip6tese sobre o tensor Ricci que Ric o (Al — Ric) é um operador ndo-negativo.
Assim,
Ric o (Al — Ric) = 0.
Se E € X(M) é um autovetor, isto é, Ric (F) = pF, temos que
MeE — i*E =0,
donde i = 0 ou p = A, analogamente para V2f.
Assim a igualdade (2.14) reduz-se a

Rm (-, VAV = (VysRic)()
= -V V.
Se E € X(M) é tal que V2f(E) = VgV f =0, entdo
9(VereVEE) = 9(VesVeVf E) = g(Vee,sVf, E)
= —9(VeV/f,Vy,E) =0,
e quando V2f(E) = AE

9V 5V E) = g(VviVeVf, E)—g(Vyy,eVf E)
= M(VysE, E) —g(VEV S, VyiE)
= )\g(vaE, E) — )\g(E, vaE) =0.

Assim g(Rm (E,Vf)V f, E) = 0 para todos os autoespagos. Isto mostra que a métrica é
radialmente plana, isto é, sec (-, Vf) = 0. O
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Proposicao 2.19. Se (M, g, f,\) € um soliton gradiente com curvatura escalar constante,

A # 0 e fndo constante, entdao existe uma constante o € R, tal que
f+a= %TQ,
onde r € uma func¢do diferencidvel quando Vf # 0, e satisfaz |Vr| = 1.
Demonstracao. Lembre que pela igualdade (2.26)
V(I = Ve,V
Logo

1 1 1
§V(R +|VFA) = §VR + V§|Vf|2
= Ric (Vf) + vaVf
= AV/,
dai, pelo Corolario 1.9
V(R + |Vf]?—2)\f) =0,
implicando que
R+ |Vf]?—2)\f =¢, (2.28)

onde ¢ € R é uma constante. Como R ¢é constante e A # 0, tome

a—R_C
o222
e defina f : M — R pondo
- R—-c
f:f_(QA)’

assim Vf=Vf = R+|Vf]?—2\f — R +c=c. Daf
VI = 2AF.

Portanto, A e f tem o mesmo sinal e f(p) =0 < Vf(p) =0. Como f é ndo constante,
defina r : M — R pondo

_

f = 57“2,
entao pelo Corolario 1.7

Vf=MVr,
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e ainda
2Af = V[
= A% Vr?
= 2X\f|Vr|%.
Portanto, quando V f # 0 teremos |Vr| = 1, o que finaliza a prova da proposicao. O



Capitulo 3

Rigidez de solitons gradiente

Neste capitulo provamemos o teorema que caracteriza os solitons gradientes rigidos e como
aplicagao provaremos a rigidez dos solitons gradientes homogéneos. Neste capitulo (M, g)
sempre denotara uma variedade Riemanniana conexa e completa, suponha ainda na se¢ao

3.2 que a métrica g possui curvatura escalar limitada.

3.1 Solitons gradiente rigido

Definigao 3.1. Um soliton gradiente (M, g, f,\) € rigido, se ele é isométrico a um
quociente N xp R¥, sendo N uma variedade de Einstein com constante de Einstein \ e
f(x) = %\x|2 sobre R¥, isto é, um soliton Gaussiano, onde a acio I' age livremente sobre

N e pelas transformagoes ortogonais sobre R (fora as componentes translacionais).

Agora vamos provar o teorema principal do trabalho, que caracteriza os solitons gra-
dientes rigidos sobre variedades nao-compactas, como dito na introducao deste trabalho

o caso compacto foi provado em [6].

Teorema 3.2. Um soliton gradiente (M, g, f,\) é rigido se, e somente se, possui curva-

tura escalar constante e € radialmente plano.

Demonstragao. Supondo (M, g, f,\) ser rigido, entdo M = N x R* onde N é uma

variedade de Einstein, note ainda que pelo Lema 2.14 e da definicao de rigidez f é tal que

f(@r,22) = fi(xr) + fa(a),



Rigidez de Solitons Gradiente 56

com f; constante sobre N e fo(z3) = %]x2|2 sobre R¥, se Rm; é o tensor de Riemann de

N e Rmy é o tensor de Riemann do R”, entao para todo E € X(M)

Rm (E,Vf)Vf = Rm (E,Vfi)Vfi+Rmy (Ey, Vi)V
= Rmy (Ebvfl)vfl =0,

pois f; é constante e Rmy = 0. Logo sec (E,Vf) = 0, isto é, M é radialmente plano,
agora lembre que pela igualdade (2.3)

R+ Af = \n,

como f = fi + fa, temos que Af = Af, + Afs, mas por hipétese (R¥, g,, f2,A) é um
soliton Gaussiano (onde g, ¢ a métrica canonica do R*), mas todo soliton Gaussiano
satisfaz Hess fo = Ag,, donde tomando o trago , tem-se Afy = Ak, logo R = A(n — k) é
constante.

Reciprocamente, se um soliton gradiente (M, g, f, \) é tal que, R é constante e para
todo £ € X(M) sec (E,Vf) =0, entao:
Se A = 0, aplicando a Proposicao 2.16 e o Lema 2.14 sucessivas vezes, M serd isométrica
a N x R*, com N de Einstein e f = 3|z|* sobre R¥, donde M é rigido.
Se A # 0, suponha por simplicidade A > 0, o caso A < 0 prova-se de forma andloga.

Usando a equacao dos solitons na forma de (1, 1)—tensor
Ric+ S =)\g, S=V?*f
das igualdades (2.13) e (2.14), obtemos
VyiS+So(S—A)=0, (3.1)

VyRic + Ric o (A — Ric) = 0.
Note que podemos assumir que f é nao constante, pois do contrario teriamos Hess f =
0, dai
Ric = Mg,
donde pelo teorema de Bonnet-Myers (veja capitulo 9 de [4]) M seria compacta. Logo

pela Proposigao 2.19, a menos de uma constante podemos assumir que
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onde r é uma funcao distancia nao negativa. Assim, o conjunto minimo da f sera
N ={x € M, f(x) = 0}.
Ainda pela Proposicao 2.19, teremos
N ={x e M;Vf(x)=0}.
Assim da igualdade (3.1) para todo = € N, tem-se
So(S—=A)=0. (3.2)

Considere a fun¢ao fimin : M — R, onde fimin(p) é o menor autovalor de S. Se
E € T,M é tal que |E| =1 e S(E) = pminF, podemos obter uma base ortonormal de
T,M {E;}, tal que E; = E, a partir dai podemos obter um referencial geodésico em
torno de p, isto é, Vg, E;(p) = 0 para isto basta tomar uma uma bola normal em torno de
p e para cada ponto desta bola, tomar o transporte paralelo da base pela tinica geodésica

que liga p a cada ponto da bola. Assim da igualdade (3.1), temos que

(VorS)(E)+So(S—M)E) = 0
Ve (S(E)) — S(VysE) + SXE) — AS(E) = 0

tmin Vv E — Dy ppiminE — Vo, 5V f + pinin B — Mimin 8 =0,

como Vf = a’E;, entdo VysE = a’Vg, E =0 em p, assim

de |E| =1 temos
Quando r > 0, e usando um sistema de coordenadas tal que 8%1 = Vf e lembrando que

Vf = MVr, aigualdade anterior torna-se

i, — (3 — i) (33)

Afirmamos que i, > 0. Com efeito, se i, < 0 para algum r,, temos da igualdade
(3.3) que a“a%m < 0, donde i, serd decrescente numa vizinhanca de rg, mas observe que

[min Sera decrescente para r > rg, pois do contrario fi,,;, se tornara crescente a partir de



Rigidez de Solitons Gradiente 58

_ . Otbmin . _ .
algum 7, donde existira 7 tal que “8—7, = 0 e necessariamente fi,;,(7) < 0, pois fimin < 0

numa vizinhanga de rg, daf a igualdade (3.3) implicard que em 7
ﬂ'mzn(/\ - ;umm) - 07

pois A, 7 > 0, assim ou iy (7) = 0, 0U L (T) = A, contradigdo. Logo fimm — —00, pois

do contrario fi,, seria convexa, mas da igualdade (3.3)

or? Ar2 ( Hamin) + Ar or Ar Or
N 9 >\ - Mmin T T N _Mmin .
Ar2 ( Hamin) + or Ar” or

Novamente pela igualdade (3.3), temos

Ar2 r or '
assim
82 min 2 a min
or? AT or

contradizendo pelo Lema 1.18 o fato de i, ser convexa, mas fi,,;, — —00 contradiz a
diferenciabilidade da f. Logo tmin > 0, donde pelo Lema 1.18 f é convexa.

Isto mostra que N é totalmente convexa, isto é, para quaisquer dois pontos de NN,
qualquer geodésica que liga estes pontos estd contida em N. Com efeito, para quaisquer
p,q € N e~v:[0,1] — R geodésica tal que v(0) = p e y(1) = ¢, como f é convexa, entao
para todo s € [0, 1]

f((s)) < (1 =) f(7(0)) + sf(v(1)),

como f(v(0)) = f(y(1)) =0e f >0, segue que f(y(s)) = 0 para todo s € [0, 1].
Da igualdade (3.2) segue que sobre N os tnicos autovalores de S = V2f sdo 0 e .

)
Com efeito, se £ € X(M) é tal que S(F) = £E e E # 0, entao da igualdade (3.2) temos

que sobre N

So(S—A(E) = 0
S(S(E)) = AS(E) = 0
EE—NE = 0
(E-X)E = 0,
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como E # 0, entao & = 0 ou & = A. J4 que a curvatura escalar é constante suas
multiplicidades sao constantes. Usando que o posto de V2f é constante, entdo pelo
teorema do posto para conjuntos de nivel, N serd uma subvariedade (veja Capitulo 8
de [11]), cujo espaco tangente é dado pelo Ker (V2f). Donde segue que N é totalmente
geodésica. Além disso N é compacta e de Einstein, pois como N é totalmente geodésica
o tensor Ric de N coincide com o tensor de Ricci de M, assim da equacao dos solitons
gradiente

Ric = Mg,

implicando que N ¢é de Einstein, com constante de Einstein igual a A, e pelo teorema de
Bonnet-Myers N é compacta.

Seja v(N) = {v € T,M;p € N,v € (T,N)* C T,M}, e considere a aplicagao expo-
nencial normal

exp, : v(N) — M.

Segue as curvas integrais de Vf ou Vr, pois N é totalmente geodésica, e assim um
difeomorfismo.

Usando as equacgoes fundamentais contidas no Teorema 1.27, tem-se que a métrica ¢é
completamente determinada pelo fato que por hipétese M é radialmente plano, e N é
totalmente geodésica, donde M e N xpRF satisfazem a mesma equacao diferencial parcial

assim por unicidade de solucdo M é do tipo N xp RF.

3.2 Rigidez de solitons gradientes homogéneos

Proposicao 3.3. Se X € um campo de Killing sobre um soliton gradiente (M, g, f, \),
entdo VDx f € paralelo. Além disso, se A\ 0 e VDxf =0, entao Dxf = 0.

Demonstragao. Como X é um de Killing, entao
L X9 = 0,
da definicao de derivada de Lie e pelo Lema 1.40

EXRiC =0.
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Pelo lema 1.42 e como Ric + Hess f = A\g, entao

0 = LxHessf
= HessLxf

= HessDx f,

donde para todo Y € X(M) tem-se VyVDx f = 0, implicando que VDx f é paralelo.

Se A #0e VDxf =0, entao Dxf é constante. Afirmamos que Dy f = 0, pois do
contrario Dx f = ¢ # 0 implica que f é sobrejetiva. Com efeito, seja v : R — M uma
curva integral de X (lembre que pela Proposigao 1.43 v esta definida em todo R, pois X
é um de Killing), isto é, +/(t) = X(v(t)), entao para todo t € R teremos,

¢ = Dx [y = 9(VA (1) = dfyy (V') = (f o) (1).

a—(fov)(0)

Assim, dado a € R qualquer, tome ¢, = . Entao,

(Font) ~ (Fo(O) = e,
(a=(fon)(0))

= a—(fo)(0).

Portanto, (fov)(t,) = a, isto é, f é sobrejetiva. Da igualdade (2.28) e como A # 0, temos

_ R+|Vf’2—01
— ) ,

f

c1 € R constante. Como por hipétese a curvatura escalar R é limitada e 0 < |V f]?, entdo
f sera limitada inferiormente, contradizendo o fato da f ser sobrejetiva. Portanto, se

A#0eVDxf =0, entao Dxf =0. H

Com esta proposicao obtemos um critério para decompor um soliton gradiente, através

da analise dos campos de Killing sobre os solitons gradiente.

Corolario 3.4. Se X ¢ um campo de Killing sobre um soliton gradiente, entao ou Dx f =

0, ou M € isométrico a N X R onde N € um soliton gradiente com a mesma curvatura

radial de M.

Demonstracgao. Pela Proposicao 3.3 ou Dxf =0, ou VDxf é um campo paralelo nao
nulo com Hess Dy f = 0, dai pelos Lemas 2.14 e 2.15 o soliton gradiente é isométrico a

M = N x R, onde N tem a mesma curvatura radial de M, pois R ¢ plano. O



Rigidez de Solitons Gradiente 61

Agora estamos em condigoes de provar a rigidez dos solitons gradientes homogéneos.
Teorema 3.5. Todos os solitons gradiente homegéneos sao rigidos.

Demonstragao. Seja (M, g, f,\) um soliton gradiente homogéneo, quando A = 0, como
M ¢é homogeénea entao pelo Lema 1.49 sua curvatura escalar é constante, entao pela
Proposicao 2.16 temos que M ¢ Ricci plano, donde do Teorema 3.2 segue que M ¢é um
soliton rigido.

Quando A\ # 0, aplicando o Corolario 3.4 sucessivamente e usando o Lema 2.14 con-
cluimos que

(Mag) = (N X Rkagl+g2>

com f = fi + fa, onde Dy f; = 0 para todo campo de Killing X € X(N) e (N, g1, f1,A),
(R*, g9, f2,\) sdo solitons gradiente . Além disso como M é uma variedade homogénea,
N também serd uma variedade homogénea.

Afirmamos que f; é constante. Com efeito, dadosp € N e v € T, N quaisquer, como N
¢ uma variedade homogénea pelo Corolario 1.51 existe um campo de Killing X € X(N),

tal que, X (p) = v. Dai

0 = Dxfi
= gl(vflaX)
= 90(Vfi(p),v),

onde g; é a métrica de NV, donde V f; = 0, pois p € N e v € T,N sao arbitrérios, logo
f1 é constante, desta forma N é de Einstein com constante de Einstein A. Além disso
(R*, gy, f2, ) é um soliton Gaussiano, pois como g, é a métrica canonica, entao Ric = 0,
assim a igualdade (2.2) torna-se Hess fo = Age, como A\ # 0, entao a Proposigao 2.11
garante o afirmado. Note ainda que sendo R* um soliton Gaussiano Vf é nao constante

e
Rm (', Vf)Vf = le (', Vfl)Vfl
= 0
onde Rm; ¢é o tensor de Riemann de N, donde sec (-, Vf) = 0. Portanto M é radialmente

plano e possui curvatura escalar constante, assim pelo Teorema 3.2 é um soliton gradiente

rigido.
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3.3 Soliton de Ricci nao gradiente

Definicao 3.6. Um soliton de Ricci com métrica invariante a esquerda sobre um grupo

de Lie nilpotente € chamado nilsoliton.
Observacao 3.7. Em [10], J. Laurent prova a existéncia de nilsolitons.
Teorema 3.8. Um Nilsoliton nao pode ser do tipo gradiente.

Demonstragao. Seja (h, g) nilsoliton, pela Observagao 1.31 este é um soliton gradiente
homogéneo. Se este fosse do tipo gradiente , entao pelo Teorema 3.5 (b, g) seria isométrico
a um produto Riemanniano N x R*, onde N é uma variedade de Einstein. Implicando que
seu tensor de Ricci é semi-definido, o que contradiz o fato que qualquer métrica invariante
a esquerda sobre um grupo de Lie comutativo nilpotente deve ter curvatura de Ricci misto

(para uma prova deste fato veja Teorema 2.4 em [12]). H
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