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ticamente (tendo até uma certa inveja dos seus brilhantismos), os quais tenho orgulho de

conhecer e sei que darão muitos frutos à Matemática: Adenilson, Ramom, Luiz Paulo,
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à dissertação e pela prontidão que os mesmos tiveram de estar nessa banca.
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Resumo

O Teorema Espectral é um dos teoremas mais famosos da Análise Funcional, principal-

mente pelo grande número de versões dadas ao mesmo. Existem versões para operadores

limitados, ilimitados, autoadjuntos, compactos, em espaços de dimensão finita ou infi-

nita. A versão geral do teorema foi provada independentemente por Stone e Neumann no

peŕıodo de 1929-1932, mas outras provas surgiram ao longo dos anos. A prova contida

neste trabalho é de Edward Brian Davies(1994), o qual conseguiu, na prova da versão

do teorema para cálculos funcionais, explicitar uma fórmula para f(H) (onde H é um

operador não-limitado e autoadjunto) para uma grande classe de funções e não apenas

mostrar a existência do mesmo. A principal ideia foi originalmente dada por Helffer e

Strojand(1989) e utiliza em sua prova teoremas conhecidos como a Fórmula Integral de

Cauchy Generalizada, Teorema da Divergência, Stone-Weierstrass, Teorema de Liouville,

além de fatos conhecidos da teoria dos operadores lineares em espaços de Hilbert.

Palavras-chaves: Operadores não-limitados, espectro, cálculo funcional, análise fun-

cional.



Abstract

The Spectral Theorem is one of the most famous theorems in Functional Analysis,

particularly because of the large number of proofs given to it. There are versions for

bounded operators, unbounded operators, self-adjoints operators, compacts, on finite-

dimensional spaces, on infinite-dimensional spaces. The general version was proved by

Stone and Weierstrass during the period 1929-1932, but another proofs emerged over the

years. The proof in this monography was given by Edward Brian Davies(1994), which

gives an explicity formula for the functional calculus f(H) (where H is an self-adjoint

operator) and not only proof its existence. The main idea was originally given by Helffer

and Strojand(1989) and in its proofs it used well-knows theorems like Stokes’ Theorem,

Cauchy’s Integral Formula Generalized, Stone-Weierstrass, Liouville’s Theorem, besides

facts of the theory of linear operators on Hilbert spaces.

Keywords: Unbounded operators, spectra, functional calculus, functional analysis.
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Introdução

O Teorema Espectral é um dos teoremas com os quais alunos ainda da graduação já

têm um primeiro contato no curso de Álgebra Linear, que ocorre normalmente ainda no

primeiro ano da faculdade de Matemática e de áreas afins. Sua importância não fica tão

clara num primeiro momento, porém, ao vermos um bom curso de Análise Funcional, ve-

mos algumas versões deste teorema, de modo que não existe um único teorema espectral,

mas sim uma série de versões para o mesmo. A versão aqui encontrada é uma versão

que envolve um Cálculo Funcional, uma parte da matemática destinada a nos dizer sobre

quais circunstâncias podemos calcular f(H), onde f é uma função e H é um operador.

A maior parte do texto está contido no livro Spectral Theory and Differential Operators,

de E. B. Davies. Num primeiro momento, estudaremos algumas propriedades básicas dos

Operadores Lineares Não-limitados e demonstraremos alguns fatos centrais desta teoria.

Sua importância reside no fato de que operadores diferenciais como o rotacional ou o

laplaciano são operadores deste tipo e é importante saber sobre o seu comportamento.

Desenvolvemos, então, o Cálculo Funcional para funções em um determinado conjunto e

depois estendemos para o conjunto C0(R. O Teorema principal é:

Teorema 0.1. Seja H um operador não-limitado e autoadjunto definido num subconjunto

denso de um espaço de Hilbert H. Então, existe uma única aplicação linear δ : C0(R) −→

L(H) que leva f em f(H) tal que:

(1) δ é multiplicativo.

(2) Temos f̄(H) = f(H)∗, para toda f ∈ C0(R).

(3) Temos ‖f(H)‖ ≤ ‖f‖∞, para toda f ∈ C0(R).

(4) Se w /∈ R e rw(s) := (w − s)−1 e então rw(H) = (w −H)−1.

(5) Se f ∈ C0(R) é tal que suppf ∩ Spec(H) = ∅, então f(H) = 0.
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A beleza desta prova está em explicitarmos o nosso cálculo funcional, pois na maioria

das provas desta versão do Teorema Espectral, o que é provado é apenas a existência do

mesmo, mas aqui encontramos a fórmula

f(H) := − 1

π

∫
C

∂f̃(z)

∂z̄
(z −H)−1dxdy.



Caṕıtulo 1

Operadores Lineares Não-limitados

A teoria dos operadores lineares não-limitados começou a ser estudada por John von

Neumann e Marshall Stone, por volta de 1920, principalmente para dar fundamentos ma-

temáticos à teoria da Mecânica Quântica. Na verdade, a maioria dos operadores estudados

na f́ısica não são limitados. A importância dos mesmos vem do fato de que os Operadores

Diferenciais são, em geral, lineares e não-limitados. Existem algumas caracteŕısticas que

tais operadores lineares não herdam dos operadores limitados como, por exemplo, o fato

de um operador simétrico ser autoadjunto.

Neste caṕıtulo, nós vamos abordar o contexto apropriado no qual poderemos definir

e analisar o espectro de alguns operadores lineares não-limitados, particularmente os que

são fechados e os auto-adjuntos. É de suma importância a boa definição do espaço onde

o operador está definido, porque o espectro de um operador muda dependendo do seu

domı́nio. Faz-se necessário, portanto, deixarmos claro que utilizaremos no texto apenas

espaços de Banach ou de Hilbert complexos.

Há ainda um outro problema: os operadores diferenciais são não-limitados quando de-

finidos nos usuais espaços de Banach ou de Hilbert. Devido a isso, não podemos começar

nosso estudo sem dar uma definção mais geral para um operador linear qualquer. Para

isso, na nossa definição, não exigiremos que o domı́nio do nosso operador seja todo o

espaço de Banach ou de Hilbert, mas o mesmo consistirá de um subespaço linear denso.

A especificação deste espaço na definição do operador é de extrema importância, pois esco-

lhas de domı́nios diferentes correspondem a aplicações de diferentes condições de fronteira

para o mesmo operador, o que frequentemente nos dá um espectro totalmente diferente.

Por isso, quando o termo “operador diferencial”aperecer, entenderemos que as condições
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de fronteira já foram dadas. Compreender estes operadores é ainda importante quando

desejamos resolver Equações Diferenciais Parciais ou quando desejamos saber como um

operador age numa variedade Riemaniana.

Definição 1.1. Um operador linear num espaço de Banach B é um par consistindo de um

subespaço linear denso L ⊂ B, junto com um operador linear A : L −→ B. Nós chamamos

L de domı́no do operador A e escrevemos Dom(A) := L. Se L̃ é um subespaço linear de

B que contém L e Ãf = Af , para todo f ∈ L, então dizemos que Ã é uma extensão de

A.

Umas outras noções bem importantes e que aparecerão várias vezes no texto são os

termos autovalor e autovetor, este último, quando o operador estiver agindo num espaço

de funções, denominaremos autofunção.

Definição 1.2. Um número complexo λ é dito ser um autovalor de um operador A

se existe um elemento f ∈ Dom(A) diferente de zero tal que Af = λf . Se o espaço

de Banach no qual A está definido é um espaço de funções, então chamaremos f de

autofunção. Em geral, a f associada ao λ é chamada de autovetor, já que esta noção é

comum em espaços vetoriais.

Exemplo 1.3. Para o nosso primeiro exemplo, tomemos

Af = −f ′′

Caso B = C([a, b]) e Dom(A) = C∞([a, b]), veja que, dado λ ∈ C, f(x) = e
√
λix é

uma autofunção associada a λ, e, portanto, λ é um autovalor desse operador. Logo, todo

número complexo é um autovalor desse operador. Porém, para este mesmo operador, caso

B = CP ([a, b])- que são as funções cont́ınuas e periódicas - e Dom(A) = C∞P ([a, b]), então

o conjunto dos autovalores seria um conjunto enumerável.

Exemplo 1.4. Ainda tomando o operador Hf = −f ′′ com domı́nio C2[a, b] ⊂ L2[a, b], po-

demos considerar as condições de contorno de Dirichlet agindo no domı́nio deste operador

e chamaremos de HD o operador acima definido com domı́nio

LD = {C2[a, b] / f(a) = f(b) = 0}

ou tomar as condições de contorno de Neumann, sendo chamado de HN o operador acima

definido com domı́nio

LN = {C2[a, b] / f ′(a) = f ′(b) = 0}.
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Devido a essa simples mudança de domı́nios, podemos perceber que 0 é um autovalor de

HN , porém não é um autovalor de HD, portanto, o conjunto dos autovalores destes dois

operadores(que essencialmente são um mesmo operador, mudando apenas um detalhe no

domı́nio) são diferentes.

A continuidade de operadores lineares é extremamente útil para nós, pois podemos

usar passagens de limites, estimar a norma de um operador e usar muitos dos teore-

mas vistos num primeiro curso de Análise Funcional. Devido a isso, seria muito bom

se tivéssemos uma espécie de “continuidade”para operadores não-limitados ou pelo me-

nos uma propriedade boa o suficiente que pudesse substitúı-la. Tal propriedade aparece

quando temos a noção de fecho. No texto sempre usaremos lim
n→∞

fn = f significando que

‖fn − f‖ vai para zero quando n vai para o infinito.

Definição 1.5. Seja A um operador linear em B com domı́nio L. Dizemos que A é

fechado quando, para toda sequência (fn) em L com limite f ∈ B e g ∈ B tal que

lim
n→∞

Afn = g, tenhamos que f ∈ L e Af = g.

Alternativamente, podemos dizer que um operador é fechado se, e somente se, o seu

gráfico for fechado, ou seja, se o conjunto

Graf(A) = {(f, g); f ∈ L, g ∈ B e Af = g}

é um subconjunto fechado de B × B. Dados dois espaços de Banach B1 e B2, podemos

definir algumas normas de modo que o espaço B1×B2 possa tornar-se também de Banach.

Porém, para a norma definida abaixo

‖(f, g)‖ = (‖f‖2 + ‖g‖2)
1
2

temos que se B1 e B2 são espaços de Hilbert, então B1×B2 (com a norma acima) também

é um espaço de Hilbert(basta ver que a mesma satisfaz a lei do paralelogramo).

O Teorema do Gráfico Fechado diz que se um operador fechado tem domı́nio igual a todo

o B, então tal operador é limitado. Então fica aqui claro o porquê de na nossa definição

1.1 considerarmos o domı́nio do operador apenas como um subespaço denso e não todo o

espaço de Banach. Conceitualmente, o Teorema do Gráfico Fechado é muito útil, porém

o mesmo não nos dá estimativa alguma da norma. Veremos mais adiante que o valor da

norma do operador resolvente nos ajudará a estimar o espectro de A.
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Definição 1.6. Seja A um operador linear em B com domı́nio L. Dizemos que um número

complexo z pertence ao resolvente de A, o qual denotaremos por ρ(A), se o operador

(z − A) : L −→ B for bijetivo e se o operador inverso (z − A)−1 : B −→ B, chamado

operador resolvente, for limitado. O espectro de A, que denotaremos por Spec(A), é

definido como Spec(A) := C\ρ(A).

Note que, como L não é um espaço de Banach, não podemos usar o Teorema da

Aplicação Aberta para conseguir de graça que (z−A)−1 é limitado, por isso a definição é

um pouco diferente da definição usual para operadores limitados e um pouco mais longa

também. Denotaremos por R(z, A) = (z − A)−1 o resolvente de z com relação a A. O

lema abaixo nos mostra um pouco da importância dos operadores fechados nesta teoria.

Dizemos que uma função f : U ⊂ C −→ X, X espaço vetorial normado, é anaĺıtica na

norma se sua norma, |f | : U −→ R pode ser representada localmente por uma série de

Taylor.

Lema 1.7. Se o operador A não tem o espectro igual a todo o plano complexo C, então

A é fechado. O espectro Spec(A) de um operador linear é sempre fechado. Mais especi-

ficamente, seja z 6∈ Spec(A) e sendo c = ‖R(z, A)‖. Então o espectro não intersecta o

conjunto aberto de C:

{w ∈ C; |w − z| < c−1}

Ou seja, ρ(A) é um conjunto aberto. Además, o operador resolvente é uma função

anaĺıtica na norma de z e satisfaz:

i) R(z, A)−R(w,A) = (w − z)R(z, A)R(w,A)

ii) R(z, A)R(w,A) = R(w,A)R(z, A)

iii) d
dz
R(z, A) = −R(z, A)2

Prova: Suponha z /∈ Spec(A) e defina B := (z − A)−1. Por definição, B é limitado.

Seja, então (fn) ∈ Dom(A) uma sequência tal que lim
n→∞

fn = f e tal que exista lim
n→∞

Afn =

g. Para mostrar que A é fechado, devemos mostrar que Af = g. Tomando hn = (z−A)fn,

veja que

lim
n→∞

hn = lim
n→∞

(zfn − Afn) = zf − g

Aplicando B, vem que

B(zf − g) = lim
n→∞

B(hn) = limn→∞(z − A)−1(z − A)fn = lim
n→∞

fn = f
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Dáı,

B(zf − g) = f ⇒ (z − A)B(zf − g) = (z − A)f ⇒ zf − g = zf − Af

Logo, Af = g, e, então, A é fechado.

Agora, considere o operador limitado

C :=
+∞∑
n=0

(−u)nBn+1

Note que se |u| < ‖B‖−1, então

‖C‖ <
∑
|u|n.‖B‖n+1 = ‖B‖

∑
(|u|.‖B‖)n

e como |u|.‖B‖ < 1, temos que C converge. Da definição, segue que:

−uBC =
+∞∑
n=0

(−u)n+1.Bn+2 e C =
+∞∑
n=0

(−u)n.Bn+1

Logo,

B = C − uBC (1.1)

Analogamente,

−uCB =
+∞∑
n=0

(−u)n+1.Bn+2 e C =
+∞∑
n=0

(−u)nBn+1

Então,

B = C − uCB ⇒ C = B + uCB (1.2)

Por (1.1), Ker(C) ⊆ Ker(B) e Im(B) ⊆ Im(C).

Por (1.2), Ker(B) ⊆ Ker(C) e Im(C) ⊆ Im(B).

Como Ker(B) = {f ∈ B; (z − A)−1f = 0} = {0}, já que

(z − A)−1f = 0⇔ (z − A)(z − A)−1 = 0⇔ f = 0

e Im(B) = Dom(A), temos que C é um operador linear e que leva B em Dom(A). Se

f ∈ Dom(A) e g = (z − A)f , aplicando B à esquerda, vem:

Bg = B.(z − A)f = f

Por (1.2),

Cg = f + uCf ⇒ C(z − u− A)f = C(z − A)f − uCf

Mas,

C(z − A)f = C(B−1f) = Cg = f + uCf ⇒ C(z − u− A)f = f, ∀f ∈ B
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Logo, C = (z − u− A)−1, e, dado u /∈ Spec(A) com |u| < ||(z − A)−1||, temos

(z − u− A)−1 =
+∞∑
n=0

(−u)n(z − A)n+1

e localmente esta série converge na norma.

Agora, sejam z,w /∈ Spec(A). Vamos calcular

(z − A)[R(z, A)−R(w,A) + (z − w)R(z, A)R(w,A)] = H

Aplicado a algum f ∈ B :

Hf = (z − A)R(z, A)f − (z − A)R(w,A)f + (z − w)(z − A)R(z, A)R(w,A)f =

= f − (z − A)R(w,A)f + (z − w)R(w,A)f (1.3)

Dáı, como

[−(z − A) + (z − w)]R(w,A) = −(w − A)R(w,A)⇒ (1.3) = f − f = 0

Mas, por hipótese, se z /∈ Spec(A), (z − A) é injetivo, então:

(R(z, A)−R(w,A) + (z − w)R(z, A)R(w,A)) = 0

e (i) está provado. Temos que, para z, w /∈ Spec(A) :

R(z, A)−R(w,A) = (w − z)R(z, A)R(w,A) (1.4)

Trocando z por w:

R(w,A)−R(z, A) = (z − w)R(w,A)R(z, A)

Multiplicando esta última equação por (-1) e usando (1.4):

R(z, A)−R(w,A) = (w − z)R(w,A)R(z, A)⇒ R(z, A)R(w,A) = R(w,A)R(z, A)

e (ii) está provado.

Para o item (iii), utilizaremos o conceito de derivada de Frechet (ver [11]). Por (i),

R(z + w,A)−R(z, A) = −(w)R(z + w,A)R(z, A)

Dividindo por w

R(z + w,A)−R(z, A)

w
+R(z + w,A)R(z, A) = 0

Tomando o limite quando w −→ 0:

lim
w→0

|R(z + w,A)−R(z, A)|
|w|

+ lim
w→0

R(z + w,A)R(z, A) = 0 ⇒ d

dz
R(z, A) + R(z, A)2 =

0⇒ d

dz
R(z, A) = −R(z, A)2 e (iii) está provado.
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Definição 1.8. Seja A um operador linear em B com domı́nio L. Dizemos que A é

fechável se existe uma extensão fechada Ã de A.

É natural pensarmos que sempre existem extensões fechadas, tendo a simples ideia de

tomar o Graf(A) em B×B, mas pode haver uma falha sutil nisso, pois o fecho do gráfico

pode não ser o gráfico de nenhum operador.

Exemplo 1.9. Seja H um espaço de Hilbert separável e {φn} uma base ortonormal para

H. Considere ainda e∞ =
∞∑
i=1

eiφi e seja ainda D o conjunto das combinações lineares

finitas dos {φn} contendo também e∞. Definamos em D o operador:

H(be∞ +
N∑
i=1

ciφi) = be∞

Deste modo, temos que Graf(H) contém (e∞, e∞)(por definição) e (e∞, 0), pois podemos

tomar a sequência eN =
N∑
i=1

eiφi e sabemos que eN → e∞ quando N →∞. Logo, o fecho

do gráfico de H não pode ser gráfico de nenhum operador linear.

Precisaremos agora de uma ferramenta muito utilizada em análise, o famoso Lema de

Zorn. Para tal resultado, vamos apresentar algumas definições. Seja M um conjunto com

uma ordem parcial ≤. Nós dizemos que um subconjunto N ⊂M é totalmente ordenado

se para qualquer par (a, b) em N × N tenhamos a ≤ b ou b ≤ a(ou ambos). Dizemos

que c ∈ M é uma cota inferior para o conjunto N se c ≤ n, qualquer que seja n ∈ N .

Dizemos ainda que c ∈M é um elemento minimal de M se, para todo elemento m ∈M

satisfazendo m ≤ c, tenhamos m = c.

Com isso em mãos, podemos definir um conjunto minimamente indutivo como um con-

junto no qual todo subconjunto N ⊂ M totalmente ordenado tem uma cota inferior.

Assim sendo, temos uma versão “minimal”do Lema de Zorn:

Lema 1.10. Todo conjunto ordenado não-vazio e minimamente indutivo possui um ele-

mento minimal.

Agora, usaremos o fato acima para mostrarmos a proposição:

Proposição 1.11. Seja A um operador fechável, então A possui a menor das suas ex-

tensões fechadas. Tal extensão é chamada de fecho do operador A e é denotada por

Ā.
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Prova : Seja M = {Ai; Ai é uma extensão fechada de A } com a seguinte relação de

ordem:

Ai ≤ Aj ⇔ D(Ai) ⊂ D(Aj)

e Aj estende Ai. Inicialmente, vemos que M 6= ∅, já que A admite uma extensão fechada(é

fechável). Agora, veja também que M munido dessa ordem(parcial) é um conjunto mi-

nimamente indutivo, pois, dado um subconjunto N = (Ai)i∈I totalmente ordenado basta

escolhermos Ã ∈ N para ser uma extensão de A tal que Ãf = Akf para todo x ∈ D(Ak)

e D(Ã) =
⋂
i∈I

D(Ai) e, a partir disso, note que toda extensão fechada de A deve pertencer

a N ser uma extensão de Ã. De fato, se Ak é uma extensão fechada de A, por definição,

devemos ter D(Ã) ⊂ D(Ak). Logo, toda extensão fechada de A em N é também uma

extensão de Ã, e, portanto, Ã é uma cota inferior de N . Dáı, M é minimamente indutivo.

Portanto, pelo Lema minimal de Zorn(lema 1.10), temos que M possui um elemento

minimal, o qual é o fecho de A. Podemos concluir da própria relação que foi colocada

acima a unicidade do fecho.

Definição 1.12. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que um operador H: L −→ H,

com L ⊂ H subconjunto denso, é simétrico se, para todos os f, g ∈ L:

〈Hf, g〉 = 〈f,Hg〉

Lema 1.13. Seja H um espaço de Hilbert e H : L ⊂ H −→ H um operador simétrico.

Então, H é fechável e H̄ é simétrico.

Prova: Pela proposição anterior, se H é fechável, então existe H̄. Desta forma, basta

mostrarmos que H tem uma extensão fechada. Para tal, mostraremos que sempre que

tivermos fn → f , com (fn) ∈ L, existirá um único g ∈ H tal que Hfn → g. Deste

modo, poderemos definir H̄f = g. Suponhamos que existem (fn) e (hn) em L tais que

fn, hn → f , mas Hfn → g e Hhn → g′ com g 6= g′. Dáı, dado um k ∈ L, temos que:

〈g, k〉 = 〈 lim
n→∞

Hfn, k〉 = lim
n→∞
〈Hfn, k〉 = lim

n→∞
〈fn, Hk〉 = 〈f,Hk〉 =

= 〈 lim
n→∞

hn, Hk〉 = lim
n→∞
〈Hhn, k〉 = 〈 lim

n→∞
Hhn, k〉 = 〈g′, k〉

Assim, como k é qualquer em L e o mesmo é denso em H, devemos ter g = g′, e, portanto,

dada f , g tal que H̄f = g está unicamente determinado. Agora, se tomarmos fn → f e g

tal que lim
n→∞

Hfn = g, veja que, para qualquer h ∈ L, vale:

〈g, h〉 = lim
n→∞
〈Hfn, h〉 = lim

n→∞
〈fn, Hh〉 = 〈f,Hh〉
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Logo, para qualquer h ∈ L, temos

〈g, h〉 = 〈f,Hh〉

Tomando (hn) ⊂ L tal que hn → h, lim
n→∞

Hhn = k e f como acima, temos que:

〈H̄f, hn〉 = 〈f,Hhn〉

Passando o limite quando n→∞:

lim
n→∞
〈H̄f, hn〉 = 〈H̄f, h〉 = lim

n→∞
〈f,Hhn〉 = 〈f, k〉 = 〈f, H̄h〉

e H̄ é simétrico.

Definição 1.14. Se A é um operador linear num espaço de Hilbert H, então, o operador

adjunto de A será denotado por A∗, seu domı́nio Dom(A∗) é definido como o conjunto

dos g ∈ H tais que existe um k ∈ H tal que

〈Af, g〉 = 〈f, k〉

para todos os f ∈ Dom(A). Verifica-se que k é único e definimos A∗g = k. Dizemos que

A é autoadjunto se A=A∗, isto é, Dom(A∗)=Dom(A) e Af = A∗f , ∀f ∈ Dom(A).

Podemos definir também o adjunto do adjunto, denotado por (A∗)∗ = A∗∗, e, na

verdade podemos operar “adjuntando”operadores. Como exemplo, veja que, da própria

definição, se A e B são dois operadores tais que A ⊂ B(no sentido de B estender A),

então B∗ ⊂ A∗. É importante mencionar que nem todo operador simétrico é autoadjunto.

Exemplo 1.15. Vamos a um exemplo de um operador que é simétrico, mas não é au-

toadjunto. Seja H = L2[0, 1] e definamos H : Dom(H) −→ H por Hf = if ′, onde

Dom(H) = {f ∈ AC[0, 1] / f(1) = f(0) = 0}. Note que H é simétrico, pois, para

quaisquer f ,g ∈ Dom(H)

〈Hf, g〉 =

∫ 1

0

if ′ḡ = if ḡ

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

if ḡ′ =

∫ 1

0

fig′ = 〈f,Hg〉

Usamos acima integração por partes e o fato de f(1) = f(0) = 0. Porém, sabemos da

definição que

Dom(H∗) = {f ∈ Dom(H) / existe k ∈ H tal que 〈Hf, g〉 = 〈f, k〉}

Agora veja que para 〈Hf, g〉 = 〈f, k〉, basta que f(1)ḡ(1) = f(0)ḡ(0) e usarmos integral

por partes da mesma forma. Logo, Dom(H) 6= Dom(H∗).
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Lema 1.16. Se A é um operador fechado com domı́nio denso num espaço de Hilbert H,

então A∗ é também um operador fechado com domı́nio denso em H.

Prova:

Afirmação: A∗ é um operador fechado.

Prova da afirmação: De fato, mostraremos que Graf(A∗) = G é fechado. Seja (g, k) ∈ G.

Então, temos que 〈Af, g〉 = 〈f, k〉. Tomando o produto interno em H×H, veja que

〈(Af,−f), (g, k)〉 = 0

para todo f ∈ Dom(A). Logo, definimos

M := {(Af,−f) ∈ H ×H ; f ∈ Dom(A)}

Agora, note que (g, k) ∈ G se, e somente se, (g, k) ⊥ M , e, como M⊥ é um subespaço

linear fechado de H×H, então G é fechado, e, portanto, a afirmação acima é verdadeira.

Seja Dom(A∗) = D. Vamos olhar para o conjunto D⊥. Se h ∈ H é tal que

〈g, h〉 = 0, ∀g ∈ D,

veja que

〈(g, A∗g), (h, 0)〉 = 0,∀g ∈ D.

Logo, (h, 0) ∈ G⊥ = M⊥⊥ = M̄ . Dáı, existe uma sequência (fn) em Dom(A) tal que

lim
n→∞

fn = 0 e lim
n→∞

Afn = h,

e, como A é fechado, h = A0 = 0. Portanto, D⊥ = 0, ou seja, D é um subespaço linear

denso em H.

Exemplo 1.17. A hipótese de A ser fechado no lema acima é crucial. De fato, considere

uma função f mensurável e limitada tal que f /∈ L2(R). Seja

Dom(A) = {φ ∈ L2(R);

∫
|f(x)φ(x)|dx <∞}.

É claro que Dom(A) contém todos as funções em L2 com suporte compacto, logo, Dom(A)

é denso em L2(R). Agora, seja φ0 uma função dada em L2(R) e definamos Tφ = 〈f, φ〉φ0.

Dada uma ϕ ∈ Dom(A∗), por definição:

〈φ, T ∗ϕ〉 = 〈Tφ, ϕ〉 = 〈〈f, φ〉φ0, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉〈φ0, φ〉 = 〈φ, 〈f, ϕ〉f〉

para todos os φ ∈ Dom(A). Logo, chegamos que A∗ϕ = 〈f, φ〉f . Mas, como f /∈ L2(R),

isso só ocorre quando 〈f, φ〉 = 0, e, portanto, qualquer φ ∈ Dom(A∗) é ortogonal a φ0,

dáı, Dom(A∗) não pode ser denso.
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Se H é um operador simétrico, então é claro que o operador adjunto H∗ é uma extensão

de H. Então, alternativamente, podemos dizer que um operador H é autoadjunto se é

simétrico e Dom(H∗) = L, então H = H∗, e, como consequência da afirmação provada

no lema acima, H é fechado. Se H é simétrico e fechado, temos que H = H̄ ⊂ H∗.

Definição 1.18. Dizemos que um operador simétrico H definido num subespaço linear

denso L de um espaço de Hilbert H é essencialmente autoadjunto se seu fecho é

auto-adjunto.

A importância do estudo dos operadores essencialmente autoadjuntos é que os mesmos

possuem uma única extensão autoadjunta.

Lema 1.19. Se H é essencialmente autoadjunto, então H possui apenas uma extensão

autoadjunta.

Prova: Como o fecho de H já é autoadjunto, ao supormos que exista uma outra

extensão autoadjunta H̃ de H, teremos que H ⊂ H̃. Dáı, tomando o adjunto dos dois

lados, temos que H̃ = H̃∗ ⊂ H
∗

= H. Logo, H = H̃.

A rećıproca do lema acima também é verdadeira(ver [2]). Lembramos aqui que um

conjunto (ξi)i∈I é dito ser um conjunto ortonormal completo se 〈ξi, ξj〉 = 0 sempre que

i 6= j, ‖ξi‖ = 1 e H é gerado(como espaço vetorial) pelos (ξ)i’s. Sabemos também que

todo espaço de Hilbert complexo separável H é isomorfo a Cn, se dimH = n ou a l2, caso

dim(H) = +∞

Lema 1.20. Seja H um operador simétrico em H com domı́nio L e seja {fn}∞n=1 um

conjunto ortonormal completo em H. Se cada fn pertencer a L e existirem λn ∈ R tais

que Hfn = λnfn, para todo n, então H é essencialmente autoadjunto. Além disso, o

espectro de H̄ é o fecho do conjunto dos λn.

Observação: veja que o lema acima é um critério para sabermos se um operador é

essencialmente autoadjunto. Porém, tal critério não é muito bom, pois precisaŕıamos

saber explicitamente as autofunções do operador e isso nem sempre é posśıvel.

Prova do lema: Seja f ∈ L e sejam (αn) ∈ C números complexos tais que

f =
∞∑
n=1

αnfn.
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Dessa forma,

g := Hf =
∞∑
n=1

βnfn.

Note que, para um m ∈ N qualquer:

βm = 〈g, fm〉 = 〈Hf, fm〉 = 〈f,Hfm〉 = λm〈f, fm〉 = λmαm

Como H é separável, então é isomorfo ao l2 e devemos ter ‖f‖2 < +∞, mas

‖f‖2 = 〈f, f〉 = 〈
∞∑
n=1

αnfn,
∞∑
n=1

αnfn〉 =
∞∑
n=1

〈αnfn,
∞∑
n=1

αnfn〉.

Então, para cada m ∈ N, temos que:

〈αmfm,
∞∑
n=1

αnfn〉 = αm〈fm,
∞∑
n=1

αnfn〉 = αm

∞∑
n=1

〈fm, αnfn〉 =

= αm

∞∑
n=1

αn〈fm, fn〉 = αmαm = |αm|2

Logo,
∞∑
n=1

|αn|2 = ‖f‖2 < +∞ e, analogamente,
∞∑
n=1

|βn|2 < +∞

Então, chegaremos que:

∞∑
n=1

|αn|2 + |βn|2 =
∞∑
n=1

(1 + λn
2)|αn|2 < +∞

Agora, para a construção de uma extensão H̃ de H, tomemos

L̃ =

{
f ∈ H/f =

∞∑
n=1

αnfn, onde
∞∑
n=1

(1 + λn
2)|αn|2 < +∞

}
e definamos H̃ : L̃ −→ H como H̃f =

∑∞
n=1 αnλnfn. Desse modo, é claro que H̃ é uma

extensão de H. Seja S = {λn / 1 ≤ n <∞}. Sabemos que cada λn é um autovalor de

H̃, e, como Spec(H̃) é fechado, então S ⊂ Spec(H̃). Tomemos z /∈ S. Definimos um

operador A em H por:

A

( ∞∑
n=1

αnfn

)
=
∞∑
n=1

αn(z − λn)−1fn

Assim, A é limitado e injetivo. Como {fn}∞n=1 é um conjunto ortonormal completo,

podemos escrever todos os elementos de H como combinações lineares dos (fn)’s, de

modo que encontraremos que a imagem do operador A acima definido é o próprio L̃ e que
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(z − H̃)Af = f , para todo f ∈ H. Então z /∈ Spec(H̃) e A = (z − H̃)−1, o que implica

que S = Spec(H̃).

Agora, como Spec(H̃) não é todo o conjunto C, o lema 1.7 nos diz que H̃ é um operador

fechado. Se

g =
∞∑
n=1

αnfn ∈ Dom(H̃), definamos gm :=
m∑
n=1

αnfn.

Portanto,

lim
m→∞

gm = g

e temos que

lim
m→∞

Hgm = lim
m→∞

m∑
n=1

αnλnfn =
∞∑
n=1

αnλnfn = H̃g

o que nos diz que H̃ é o fecho de H. Precisamos ainda mostrar que H̃ é auto-adjunto.

Seja f ∈ Dom(H̃∗) e H̃∗f = k. Temos então:

〈k, fn〉 = 〈H̃∗f, fn〉 = 〈f, H̃fn〉 = λn〈f, fn〉.

Por outro lado,

〈f, H̃fn〉 = 〈f, λnfn〉 = λ̄〈f, fn〉.

Ainda mais, se

f =
∞∑
n=1

αnfn, podemos tomar k =
∞∑
n=1

λnαnfn

Dáı, f ∈ Dom(H̃) e então H̃∗ = H̃.

Vamos ver alguns exemplos de operadores que têm conjuntos ortonormais como auto-

funções e que satisfazem o lema acima, de modo que possamos concluir que os mesmos

são essencialmente auto-adjuntos.

Exemplo 1.21. O operador HD definido no exemplo 1.4 é essencialmente auto-adjunto

no seu domı́nio LD. De fato, definamos a seguinte sequência de funções:

fn(x) =

(
2

b− a

) 1
2

sen

(
nπ(x− a)

(b− a)

)
com n ∈ N

É claro que

f ′n =
nπ

b− a

(
2

b− a

) 1
2

cos

(
nπ(x− a)

b− a

)
e

f ′′n = − n2π2

(b− a)2

(
2

b− a

) 1
2

sen

(
nπ(x− a)

b− a

)
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Portanto, tomando λn := n2π2

(b−a)2
, os mesmos são os auto-valores da sequência de funções.

É fácil ver que ‖fn‖L2 = 1 e temos também:

〈fn, fm〉 =

∫ b

a

|fn(x)|2|fm(x)|2dx =

∫ b

a

sen2

(
nπ(x− a)

b− a

)
.sen2

(
mπ(x− a)

b− a

)
= 0

Exemplo 1.22. Um outro exemplo aparece quando olhamos para a equação de Legendre:

− d

dx

(
(1− x)2 df

dx

)
= λf

Seja H um operador simétrico em L2(−1, 1) definido por:

Hf := − d

dx

(
(1− x2)

df

dx

)
E então H é essencialmente auto-adjunto no domı́nio C2(−1, 1). De fato, considere

os polinômios de Legendre:

Pn :=
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

Note que os mesmos satisfazem a equação de Legendre com autovalores λn = n(n+1).

Fazendo algumas contas, usando integração por partes, chegamos que as funções

fn(x) =

(
2n+ 1

2

) 1
2

Pn(x)

são um conjunto ortonormal em L2(−1, 1). O conjunto gerado pelos fn’s coincide com o

conjunto de todos os polinômios em [−1, 1], e, como tal conjunto é uniformemente denso

em C[−1, 1](Stone-Weierstrass), o mesmo é denso na norma em L2(−1, 1). Dáı, (fn)∞n=1

é um conjunto ortonormal completo em L2(−1, 1). Assim, podemos aplicar o lema 1.20

para concluir que H é essencialmente auto-adjunto.

Exemplo 1.23. Um dos mais importantes operadores diferenciáveis é o Laplaciano, o

qual é usualmente denotado por −∆, e também é um dos mais antigos. Tal operador

começou a ser estudado por Laplace(1749-1827) em conexão com a teoria da gravitação

e, ainda hoje, temos muitos trabalhos buscando encontrar o espectro do Laplaciano em

variedades Riemannianas. Seja Ω uma região no RN e C∞0 (Ω) o conjunto das funções

infinitamente diferenciáveis em Ω, que é o fecho de Ω, as quais se anulam no bordo, a

simetria de −∆ vem da seguinte identidade:∫
Ω

((∆f)ḡ − f(∆g))dx = 0
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a qual nos é assegurada pelo teorema de Green. Pode-se provar também que numa varie-

dade Riemanniana completa, o ∆ agindo em funções, formas ou tensores é um operador

essencialmente auto-adjunto(ver [9]).

Existem muitos operadores simétricos que não são essencialmente autoadjuntos, ou

seja, não tem uma única extensão autoadjunta. Porém, é importante também saber

quando determinado operador possui extensão autoadjunta pelo fato de que existem al-

gumas propriedades inerentes apenas a este tipo de operador. Dessa forma, ainda que

tal operador não seja autoadjunto(ou seja, não goze da propriedade desejada), pode ser

que consigamos uma extensão do operador que seja autoadjunta, e, assim, apliquemos

a propriedade desejada. O próprio operador citado acima é um exemplo deste tipo de

operador. Seja H um operador simétrico. Podemos definir a transformada de Cayley de

H por U = (H − i)(H + i)−1 a qual é uma bijeção de Im(H + i) em Im(H − i) e satisfaz,

para todo f ∈ L:

‖(H + i)f‖2 = ‖Hf‖2 + ‖f‖2 = ‖(H − i)f‖2

Perceba que, com este conceito, conseguimos transferir um problema de operador não-

limitado para um operador unitário, e, portanto, limitado. Na verdade, algumas versões

do teorema espectral foram provadas para operadores limitados e estendidas para opera-

dores não-limitados utilizando-se este conceito. Além disso, o lema abaixo mostra outra

importância desta definição.

Definição 1.24. Dizemos que um operador H é isométrico se o mesmo preserva distância.

Isso é equivalente à relação 〈Hf,Hg〉 = 〈f, g〉 quando estamos em um espaço de Hilbert.

Lema 1.25. Existe uma correspondência 1-1 entre as extensões simétricas de H e as

extensões isométricas de U , que é a sua transformada de Cayley. Além disso, as extensões

estão relacionadas da seguinte maneira:

Ũ = (H̃ − i)(H̃ + i) e H̃ = i(I + Ũ)(I − Ũ)

Prova: (i) Se H̃ é uma extensão simétrica de H, então Ũ -a transformada de Cayley

de H̃- é uma extensão isométrica de U .

De fato, se f ∈ L, então

‖(H̃ + i)f‖2 = ‖H̃f‖2 + 〈H̃f, if〉+ 〈if, H̃f〉‖x‖2
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Como H é simétrico , temos

‖x‖2 ≤ ‖(H̃ + i)f‖ = ‖H̃f‖2 + ‖f‖2

Logo, para que tenhamos (H̃ + i)f = 0, devemos ter f = 0. Note que, como Ũ =

(H̃ − i)(H̃ + i)−1, o problema de existência de Ũ está atrelado à existência de (H̃ + i)−1.

Pelo que mostramos acima, Ũ está bem definida. Agora, sabemos que

Ũ(H̃ + i)f = (H̃ − i)f, ∀f ∈ L⇒ Dom(Ũ) = Im(H̃ + i) e Im(Ũ) = Im(H̃ − i)

De modo que, dado g ∈ Im(H̃ + i) = Dom(Ũ), existe f tal que Hf + if = g, dáı

Ũg = (H̃ − i)f e ‖Ũg‖2 = ‖(H̃ − i)f‖2 = ‖(H̃ + i)f‖2 = ‖g‖2

Logo, Ũ é isometria e (i) está provado. Reciprocamente, seja Ũ uma extensão isométrica

de U

Ũ : M+ ⊇ Im(H + i) −→M− ⊇ Im(H − i)

Vamos encontrar uma extensão simétrica H̃ de H a qual está relacionada com Ũ . Suponha

que exista f ∈M+ tal que Ũf = f . Seja g = (H + i)h, com h ∈ L. Temos:

2i〈f, (H − i)h− (H + i)h〉 = 〈f, Ug − g〉 = 〈f, Ug〉 − 〈f, g〉 = 〈Ũf, Ũg〉 − 〈f, g〉 = 0

Porém, L é subespaço linear denso em H, logo, f = 0. Então, o operador Ũ −1 é injetivo.

Definamos H̃, com domı́nio (Ũ − 1)M+ de modo que:

(H̃ + i)−1 =
1

2
i(Ũ − 1) ou H̃f =

1

2
(Ũ + 1)g, se f =

1

2
i(Ũ − 1)g, com g ∈M+

Sejam f1, f2 tais que

H̃fj =
1

2
i(Ũ + 1)gj, fj =

1

2
(Ũ − 1)gj, com gj ∈M+

Dáı,

〈H̃f1, f2〉 = 〈1
2

(Ũ + 1)g1,
1

2
i(Ũ − 1)g2〉 = −1

4
i〈(Ũ + 1)g1, (Ũ − 1)g2〉 =

−1

4
i(〈Ũg1, Ũg2〉 − 〈Ũg1, g2〉+ 〈g1, Ũg2〉 − 〈g1, g2〉)

Como Ũ é isométrica

〈H̃f1, f2〉 = −1

4
i(〈g1, Ũg2〉 − 〈Ũg1, g2〉) =

1

4
i(〈Ũg1, g2〉 − 〈g1, Ũg2〉) =
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=
1

4
i〈(Ũ − 1)g1, (Ũ + 1)g2〉 = 〈1

2
i(Ũ − 1)g1,

1

2
(Ũ + 1)g2〉 = 〈f1, H̃f2〉

Logo, H̃ é uma extensão(por definição) simétrica de H.

O lema acima faz com que possamos tratar de um problema de extensões simétricas

de operadores simétricos, como um problema equivalente de extensões de isometrias o

que, em geral, é mais fácil de ser trabalhado. Basicamente, o que teremos que fazer agora

para estender uma transformada de Cayley é conseguir uma bijeção entre os subespaços

de deficiência Im(H + i)⊥ e Im(H − i)⊥. Podemos citar ainda que toda isometria U

estende-se unicamente a uma isometria cujo domı́nio é o fecho do Dom(U).

Definição 1.26. Dizemos que um operador H é unitário se vale a relação H−1 = H∗ a

qual é equivalente a H∗H−1 = H−1H∗ = I. Note que H é isométrico se, e somente se ele

é unitário.

Definição 1.27. Seja H um operador simétrico. Definimos os subespaços de de-

ficiência de H como os conjuntos:

L+ := {f ∈ Dom(H∗);H∗f = if} = {f ∈ H; 〈Hh, f〉 = −i〈h, f〉, ∀h ∈ Dom(H)}

e

L− := {f ∈ Dom(H∗);H∗f = −if} = {f ∈ H; 〈Hh, f〉 = i〈h, f〉, ∀h ∈ Dom(H)}.

Os ı́ndices de deficiência de H são as dimensões dos espaços L+ e L− e serão denotados

por i+ = dimL+ e i− = dimL−.

Teorema 1.28. Seja H um operador simétrico e fechado em H. Existem extensões

autoadjuntas de H se, e somente se, seus ı́ndices de deficiência são iguais. Além disso,

as seguintes condições são equivalentes:

(1) H é essencialmente autoadjunto;

(2) Os ı́ndices de deficiência de H são ambos iguais a zero;

(3) H tem exatamente uma extensão autoadjunta.

Prova: Inicialmente, provaremos um lema que será muito útil na prova deste teorema.

Lema 1.29. Seja H um operador simétrico e fechado como acima e U a sua transformada

de Cayley. Então uma extensão H̃ de H é autoadjunta se, e somente se, Ũ - que é a

transformada de Cayley de H̃ - é unitária. Em particular U é unitária se, e somente se,

H é autoadjunto.
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Prova do lema: Se H̃ é uma extensão autoadjunta, em particular, é uma extensão

simétrica e dáı Ũ é uma extensão isométrica de U , logo, Ũ é unitária. Reciprocamente, seja

Ũ uma extensão unitária, e, portanto, isométrica de U . Temos, pelo lema acima, associada

a ela uma extensão H̃ simétrica e devemos mostrar que a mesma é autoadjunta. Também

pelo lema acima, temos a relação H̃ = i(I − Ũ)(I − Ũ)−1. Seja, então, f ∈ Dom(H̃∗),

logo, existe um k ∈ H tal que

〈H̃g, f〉 = 〈g, k〉

para todo g ∈ Dom(H̃). Veja que podemos escrever g = (I − Ũ)h e k = H̃∗g, com h

qualquer em Dom(Ũ). Substituindo na relação acima, temos:

〈i(I + Ũ)h, f〉 = 〈(I − Ũ)h, k〉 = 〈h, k〉 − 〈Ũh, k〉

logo,

〈ih, f〉+ 〈iŨh, f〉 = i〈h, f〉+ i〈Ũh, f〉 = 〈h, k〉 − 〈Ũh, k〉

Como Ũ é isometria, podemos escrever 〈h, k〉 = 〈Ũh, Ũk〉 e 〈h, f〉 = 〈Ũh, Ũf〉. Ficamos

com a seguinte equação:

i〈h, f〉+ i〈Ũh, f〉 − 〈h, k〉+ 〈Ũh, k〉 = 0

= i〈Ũh, Ũf〉+ i〈Ũh, f〉 − 〈Ũh, Ũk〉+ 〈Ũh, k〉 = 〈Ũh,−iŨf − if − Ũk + k〉 = 0

Dáı, como h é qualquer e Dom(Ũ) é denso, temos que

−iŨf − if − Ũk + k = 0 = −(Ũ + I)f + (Ũ − I)k

isolando f :

−i(Ũ + I)f = −(Ũ − I)k ⇒ f = −i(Ũ + I)−1(I − Ũ)k

Agora, comparando com a expressão do lema 1.25, vem que H̃f = k e então f ∈ Dom(H̃),

demonstrando que H̃ é autoadjunto.

Prova do teorema: (⇒) Suponha que exista H̃ ⊃ H extensão autoadjunta, em particular,

simétrica. Dáı,

Ũ : Im(H̃ + i) −→ Im(H̃ − i)

é uma extensão isométrica e como H é fechado, então Im(H + i) é um conjunto fechado,

de modo que podemos escrever

Im(Ũ + i) = Im(H + i)⊕ Im(H + i)⊥
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Agora, note que Ũ ⊃ U e Ũ é isometria, então

Ũ : Im(H + i)⊥ −→ Im(H − i)⊥ bijetivamente

Vamos mostrar que Im(H + i)⊥ = Ker(H∗ − i).

De fato, seja g ∈ Im(H + i)⊥. Dado f ∈ Im(H + i) qualquer, existe h ∈ Dom(H) tal que

(H + i)h = f . Temos que:

0 = 〈(H + i)h, g〉 = 〈Hh, g〉+ i〈h, g〉 = 〈h,H∗g〉+ 〈h,−ig〉 = 〈h, (H∗ − i)g〉

Como Dom(H) é denso, f ∈ Ker(H∗ − i).

Reciprocamente, se f ∈ Ker(H∗ − i), então (H∗ − i)f = 0 e vale 〈g, (H∗ − i)f〉 = 0 para

todo g ∈ Dom(H + i). Dáı,

0 = 〈g, (H∗−i)f〉 = 〈g,H∗f〉+〈g,−if〉 = 〈fg,H∗f〉+i〈g, f〉 = 〈Hg, f〉+〈ig, f〉 = 〈(H+i)g, f〉

para todo g ∈ Dom(H + i) = Dom(H), portanto, f ∈ Im(H + i)⊥.

De modo análogo podemos mostrar que Im(H − i)⊥ = Ker(H∗ + i). Da bijeção obtida

acima vem que i+ = i−.

(⇐) Segue do lema anterior.

(1) ⇒ (2) : Se H é autoadjunto e f ∈ L+, então Hf = H∗f = if e dáı

i〈f, f〉 = 〈Hf, f〉 = 〈f,Hf〉 = −i〈f, f〉

Logo, f = 0 e L+ = {0} e como vale a mesma conta para o L−, temos que L− = {0}.

(2) ⇒ (1) : O operador (H + i) : Dom(H) −→ M+, onde M+ := Im(H + i) ⊂ H.

Agora, o operador inverso (H + i)−1 é uma contração e como H é fechado, o operador

inverso é fechado e limitado e dáı o subespaço M+ é fechado. Veja que o complemento

ortogonal de M+ é L+ = 0 (por hipótese) e dáı M+ = H. Então, dado f ∈ Dom(H∗),

existe g ∈ Dom(H) tal que (H + i)g = (H∗+ i)f . Mas, H∗ é uma extensão de H e então

(H∗ + i)(f − g) = 0 e então (f − g) ∈ L− = {0}. Isso nos dá que f ∈ Dom(H) e que

H∗ = H.

(2) ⇒ (3) : Segue do lema 1.25.

(3) ⇒ (1) : Por hipótese, existe H̃ extensão autoadjunta de H e por (2), ĩ+ = ĩ− = 0,

onde os ı́ndices estão sendo vistos com respeito a H̃. Pelo lema 1.25, a transformada

de Cayley Ũ é uma extensão unitária de U , transformada de Cayley com respeito a H.

Então, Ũ : L+ −→ L− é uma bijeção e dáı i+ = i−. Se i+ 6= 0 podemos conseguir uma
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extensão unitária de U para cada extensão isométrica de L+ em L− o que nos dá mais de

uma extensão autoadjunta, contradizendo nossa hipótese. Logo, i+ = i− = 0 e o resultado

segue.

Lema 1.30. Seja X um subconjunto mensurável do RN e seja H = L2(X). Seja H um

operador simétrico em H real, ou seja, dado f ∈ Dom(H), então o conjugado de f , f̄ ,

também pertence a Dom(H) e:

H(f) = H(f̄).

Então, H tem pelo menos uma extensão autoadjunta.

Prova: Inicialmente, vamos provar que H∗ é real. De fato, seja g ∈ Dom(H∗). Então,

para todo f ∈ Dom(H), vale que

〈Hf, g〉 = 〈f,H∗g〉

Tomando o fecho, vem que:

〈Hf, g〉 = 〈Hf, ḡ〉 = 〈f,H∗g〉 = 〈f̄ , H∗g〉

Como H é real, chegaremos a

〈Hf̄, ḡ〉 = 〈f̄ , H∗ḡ〉 = 〈f̄ , H∗g〉

Como f é qualquer em Dom(H), o qual é denso, segue que H∗g = H∗ḡ e H∗ é real.

Dáı, veja que, ao tomarmos o operador conjugação, o qual leva f −→ f̄ , o mesmo leva

bijetivamente L+ em L−. De fato, se f ∈ L+, então H∗f = if . Tomando o fecho e

lembrando que H é real, vem que H∗f = if o que nos dá H∗f = −if , ou seja, f ∈ L−.

De modo análogo podemos concluir que, dado f ∈ L−, existe f ∈ L+ relacionado ao

mesmo. Como o operador conjugação é bijetivo, então dimL+ = dimL−, e, então, H tem,

pelo menos, uma extensão autoadjunta.

O teorema acima não diz exatamente quantas extensões autoadjuntas o operador pos-

sui. Se tomarmos H em L2(a, b) como no exemplo 1.4, mas com domı́nio

L := LN ∩ LD = {f ∈ C2(a, b)/f(a) = f(b) = f ′(a) = f ′(b) = 0},

então H é real e possui duas extensões autoadjuntas distintas, HN e HD. Ao identificarmos

explicitamente os subespaços de deficiência, podemos usar o lema 1.25 para classificar to-

das as extensões autoadjuntas de um operador simétrico dado. Porém, isso normalmente
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só é posśıvel para operadores diferenciais ordinários, para os quais os subespaços de de-

ficiência tem dimensão finita.

Exemplo 1.31. Seja H o operador simétrico em L2(0,∞) dado por

Hf := if ′

de modo que Dom(H) = C∞c (0,∞). Pode-se mostrar que H∗f = ±if se, e somente se,

f, f ′ ∈ L2 e f ′ = ±f . Essas condições fazem com que tenhamos f(x) = ce±x. Portanto,

dimL+ = 0 e dimL− = 1, e, então, H não tem extensões autoadjuntas. Tomando agora o

mesmo operador, só que em L2(0, 1) com domı́nio C∞c (0, 1), H tem ı́ndices de deficiência

iguais e iguais a 1, logo, possui pelo menos uma extensão autoadjunta, e, na verdade, este

operador possui infinitas extensões autoadjuntas.

Teorema 1.32. O espectro de qualquer operador autoadjunto é real e não-vazio. Se z /∈ R,

então

‖(z −H)−1‖ ≤ |Imz|−1. (1.5)

Além disso,

(z̄ −H)−1 = ((z −H)−1)∗ (1.6)

Prova: Vamos supor que Spec(H) 6= ∅ e suponha λ ∈ C tal que exista f 6= 0 tal que

Hf = λf . Assim,

λ〈f, f〉 = 〈λf, f〉 = 〈Hf, f〉 = 〈f,H∗f〉 = 〈f, λf〉 = λ〈f, f〉

Logo, λ ∈ R. Seja K = (H−x)
y

, onde z = x+ iy, com y 6= 0. Veja que K = K∗ e sabemos

também que ±i /∈ Spec(H) e ‖(K ± i)−1‖ ≤ 1. Logo, z /∈ Spec(H) e (1.5) segue-se. Se

f1,f2 ∈ Dom(H), então:

〈(H − z)f1, f2〉 = 〈f1, (H − z)f2〉

Fazendo g1 = (H − z)f1 e g2 = (H − z)f2, vem que:

〈g1, f2〉 = 〈f1, g2〉

Donde temos (1.6). Suponhamos agora que Spec(H) = ∅. Então, para quaisquer φ,ϕ

∈ H, a função f : C −→ R dada por:

f(z) := 〈(z −H)−1φ, ϕ〉
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é anaĺıtica em C, a qual vai a zero quando |z| → ∞. Pelo teorema de Liouville temos

que f deve ser identicamente nula, e, como φ e ϕ foram dados arbitrariamente, temos que

(z −H)−1 é identicamente nula. O que contradiz a hipótese de Spec(H) = ∅. Portanto,

Spec(H) 6= ∅.

O Operador Multiplicação

Uma classe de operadores autoadjuntos muito importante para a teoria espectral são os

chamados operadores multiplicação, os quais descreveremos abaixo. Na verdade, todo

operador autoadjunto é unitariamente equivalente a um operador multipllicação. Seja E

um subconjunto de Borel do Rn e µ uma medida de Borel não-negativa e enumeravelmente

aditiva a qual é limitada em todos os subconjuntos de Borel do Rn. Seja ainda H :=

L2(E, dµ) o espaço de todas as funções mensuráveis f : E −→ C tais que:

‖f‖ :=

(∫
E

|f(x)|2dµ
) 1

2

<∞

Seja a : E −→ R uma função mensurável tal que a restrição de a a qualquer subconjunto

de E é uma função limitada e D o conjunto das funções f ∈ H tais que∫
E

(1 + a(x)2)|f(x)|2dµ <∞

Definamos agora o operador A : D −→ H dada por

(Af)(x) := a(x)f(x)

para cada x ∈ E. Veja que A está bem definida, já que

‖Af‖2 =

∫
E

|Af(x)|2dµ =

∫
E

|a(x)|2|f(x)|2dµ ≤ supess|a|2
∫
E

|f(x)|2dµ <∞

e ainda ganhamos que ‖Af‖ ≤ supess|a|‖f‖.

Lema 1.33. A é um operador linear densamente definido e fechado.

Prova: É claro que D é um espaço vetorial e que A é linear. Vamos tomar f ∈ H

qualquer e definamos

fn(x) =

{
f(x), se |a(x)| ≤ n

0, caso contrário

Então, veja que |fn(x)| ≤ f(x), para todo n ∈ N e para quase todo ponto x ∈ E. Pelo

Teorema da Convergência Dominada, segue que fn −→ f em H, e dáı D é denso. Tendo

esta mesma sequência (fn), seja g = lim
n→∞

Afn. Vamos mostrar que g ∈ H e que Af = g.∫
E

|Afn(x)|2dx ≤
∫
E

n2|fn(x)|dx <∞
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Logo, g ∈ H.

Lema 1.34. Seja A como definido acima. Então, vale que:

(I) ‖A‖ = supess|a|

(II) A∗ = A

Aqui, usamos um abuso de notação, já que A significa o operador A como o definido

acima, mas, ao invés de a na definição do mesmo, usamos a.

Prova: Sejam f , g ∈ H, então:

〈Af, g〉 =

∫
E

a(x)f(x)g(x)dµ =

∫
E

f(x)a(x)g(x) = 〈f, Āg〉

Logo, A∗ = Ā.

Lema 1.35. O operador A é autoadjunto no domı́nio D. Se L2
c é o conjunto das funções

f ∈ H as quais se anulam fora de um subconjunto limitado de E, então A é essencialmente

autoadjunto em L2
c.

Prova: Inicialmente, veja que A é simétrico no seu domı́nio. Seja z /∈ R e consideremos

o operador Rz em H definido por

(Rzf)(x) := (z − a(x))−1f(x)

Se f ∈ D é claro que

(z − A)Rzf = f

Portanto, z /∈ Spec(A) e Rz é o resolvente de A. Logo, A é fechado. Os subespaços de

deficiência de A são ambos nulos, o que nos dá que A é autoadjunto. Agora, seja f ∈ D

e para qualquer n ∈ N, definamos

fn(x) :=

{
f(x), caso |x| < n

0, caso contrário

Como |fn(x)| ≤ |f(x)|, para todo x ∈ E, temos que fn(x) ∈ L2
c ⊂ D para todo n.

Podemos agora usar o teorema da convergência dominada para concluir que

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0, lim
n→∞

‖Afn − Af‖ = 0

Logo, A é o fecho da sua restrição a L2
c

A imagem essencial de uma função é o conjunto mais próximo do conjunto de valores

que a função pode assumir, ou seja, os valores que a função assume a menos de um

conjunto de medida nula, onde a mesma pode sofrer alguma alteração.
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Lema 1.36. O espectro de A é igual à imagem essencial de a, a qual é o conjunto de

todos os λ ∈ R tais que

µ({x/|a(x)− λ| < ε}) > 0

para todo ε > 0. Se λ /∈ Spec(A), então

((λ− A)−1f)(x) = (λ− a(x))−1f(x)

para todo x ∈ E e f ∈ H e ainda

‖(λ− A)−1‖ = (dist(λ, Spec(A)))−1

Prova: Se λ não está na imagem essencial de a, então a função rλ(x) := (λ−a(x))−1 é

limitada fora de um conjunto de medida nula, logo o operador multiplicação Rλ é limitado

em L2. É fácil ver que seu domı́nio é igual ao domı́nio de A e que Rλ(λ−A) = 1, 1 visto

como a identidade no espaço L2. Da mesma forma, podemos mostrar que (λ−A)Rλ = 1

também ocorre, logo, λ /∈ Spec(A). Reciprocamente, se λ estiver na imagem essencial de

a, então os conjuntos

Sm := {x; |λ− a(x)| < 2−m}

tem medida diferente de zero para todo m. Se a medida de Sm é infinita, então nós

trocaremos Sm por um conjunto de medida finita e positiva. Se φm é a função caracteŕıstica

de Sm, então 0 6= φm ∈ L2 e

‖(λ− A)φm‖ ≤ 2−m‖φm‖

Dáı, veja que o operador (λ − A) não pode ter inverso limitado, então λ ∈ Spec(A).

Agora, como

‖(λ− A)−1‖ = Supess{|λ− a(x)|−1;x ∈ E}

Segue que vale

‖(λ− A)−1‖ = (dist(λ, Spec(A)))−1

Com essas ferramentas a mão, desejamos agora provar a versão do teorema espectral

para cálculos funcionais. No próximo caṕıtulo, nos deteremos a encontrar um conjunto

onde faça sentido desenvolvermos o cálculo funcional.



Caṕıtulo 2

O Cálculo Funcional e a Fórmula de

Helffer-Strödjand

Dado um polinômio de grau n, p : C −→ C

p(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n

sabemos calcular o valor de p(z), qualquer que seja z ∈ C. Na verdade dada uma função

complexa f com uma lei de formação, sempre tem sentido perguntar o valor de f(z).

A mesma coisa não ocorre para um operador linear. Por exemplo, seja T : R2 −→ R

dada por T (x, y) = x + y, qual o valor de f(T ), onde f(x) = 1
1+x2

? É sempre posśıvel

calcular f(T ) para um operador definido em um domı́nio qualquer? O cálculo funcional

é uma teoria que busca propriedades que uma determinada função deve possuir para que

faça sentido falar sobre o valor de f(T ) para qualquer operador(ou determinada classe de

operadores). Quando temos uma matriz quadrada Mn×n e a função g(x) = x2, é claro que

faz sentido encontrar o valor de g(M)(note que tal valor ainda é uma matriz). Seguindo

um racioćınio indutivo, podemos calcular o valor de p(M), onde p é o polinômio citado

acima. Ainda com essa matriz, sabemos que faz sentido

eM =
∞∑
k=0

Mk

k!

Agora, veja que a função exponencial acima pode ser aproximada por polinômios, o que

nos leva a pensar que se f satisfaz

lim
n→∞

pn(M) = f(M)

37
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então herdará também as mesmas propriedades e fará sentido falar no valor de f(M).

Podemos usar o mesmo racioćınio caso, no lugar de uma matriz M , tivermos um operador

linear T .

Neste caṕıtulo, H será um operador autoadjunto qualquer (limitado ou não), definido

num espaço de Hilbert separável. Uma propriedade que já foi provada no caṕıtulo anterior

e que será crucial para nosso estudo neste caṕıtulo é a desigualdade:

‖(z −H)−1‖ ≤ |Im(z)|−1 (2.1)

para todo z ∈ R. Se z ∈ C, então denotaremos 〈z〉 := (1 + |z|2)
1
2 .

Lema 2.1. Para todos x,y ∈ Rn, vale que

〈x+ y〉 ≤ 2〈x〉〈y〉

Prova: Se x ∈ Rn, sabemos que 〈x〉 := (1 + |x|2)
1
2 , onde |x| denota a norma usual do

Rn. O que queremos provar é equivalente (basta elevar ambos os membros ao quadrado)

a: (
1 +

n∑
i=1

(xi + yi)
2

)
≤ 4

(
1 +

n∑
i=1

x2
i

)(
1 +

n∑
i=1

y2
i

)
Veja que a equação acima ocorre se, e somente se:

1 +
n∑
i=1

x2
i +

n∑
i=1

y2
i + 2

n∑
i=1

xiyi ≤ 4 + 4
n∑
i=1

x2
i + 4

n∑
i=1

y2
i + 4

( n∑
i=1

x2
i

)( n∑
j=1

y2
j

)
o que ocorre já que

2
n∑
i=1

xiyj ≤ 4

( n∑
i=1

x2
i

)( n∑
j=1

y2
j

)
onde xi’s e yi’s são números reais.

Se β ∈ R, então, definimos Sβ por

Sβ :=

{
f : R −→ C, f ∈ C∞; |f (n)(x)| =

∣∣∣∣dnfdxn

∣∣∣∣≤ cn〈x〉β−n
}

para algum cn < ∞, todo x ∈ R e todo n inteiro não-negativo. Definamos também uma

classe de funções dada pela famı́lia

A :=
⋂
β<0

Sβ (2.2)

A famı́lia de funções A, como definido acima, é uma álgebra sobre a “multiplicação

pontual”e contém toda função racional cujo denominador não se anula em R, o qual
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tem maior grau do que o seu numerador(basta notar que tais funções têm o tipo de

decrescimento pedido na definição do nosso A).

Em A, podemos definir a norma

‖f‖n :=
n∑
r=o

∫ +∞

−∞
|f (r)(x)|〈x〉r−1dx (2.3)

para todos os inteiros n ≥ 1. Note que se ‖f‖n <∞, então f ′ ∈ L1(R) e dáı f ∈ C0(R).

A fórmula de Helffer-Ströjand

Vamos agora introduzir um conceito que nos ajudará a provar o teorema espectral de

uma maneira mais elegante. Seja f : R −→ C uma função infinitamente diferenciável.

Definimos uma extensão de f (a qual também é infinitamente diferenciável), f̃ : C −→ C

dada por

f̃(z) :=

( n∑
r=0

f (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y) (2.4)

onde n ≥ 1 e

σ(x, y) := τ

(
y

〈x〉

)
para alguma função τ : R −→ R que se comporta do seguinte modo

τ(s) =

{
1, se |s| < 1

0, se |s| > 2

Veremos que a escolha de um n natural e uma função τ com essa propriedade não será

relevante.

Lema 2.2. A função f̃ é uma extensão de f e é infinitamente diferenciável quando vista

como uma função de (x, y), mas não anaĺıtica.

Prova: Caso y = 0, vemos que z = x ∈ R. Além disso, σ(x, y) = τ(0) = 1 e fazendo

r = 0 em (2.4), veja que f̃(z) = f(x), logo, f̃ é uma extensão de f . Como a expressão

(2.4) vale para todo n ≥ 1, segue que f̃ é infinitamente diferenciável.

Com isso em mãos, temos

∂f̃(z)

∂z̄
:=

1

2

(
∂f̃

∂x
+ i

∂f̃

∂y

)
=

=
1

2

( n∑
r=0

f (r)(x)
(iy)r

r!

)
(σx + iσy) +

1

2
f (n+1)(x)

(iy)n

n!
σ (2.5)
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A expressão acima ainda nos dá que∣∣∣∣∂f̃∂z̄
∣∣∣∣= O(|yn|), quando y −→ 0

para todo x ∈ R. Em particular

∣∣∣∣∂f̃∂z̄ ∣∣∣∣= 0 para todo z ∈ R. Agora, dado um operador H

autoadjunto e f qualquer em A, definamos

f(H) := − 1

π

∫
C

∂f̃(z)

∂z̄
(z −H)−1dxdy (2.6)

Com o lema abaixo, conseguiremos mostrar que f(H) é limitado na norma ‖.‖n+1 para

todo n e, assim, poderemos transferir nosso problema de um operador a priori não neces-

sariamente limitado para um operador limitado.

Lema 2.3. O operador f(H), como descrito acima, é limitado e

‖f(H)‖ ≤ c‖f‖n+1

para toda f ∈ A e todo n ≥ 1.

Prova: Se z /∈ R, então z /∈ Spec(H). Portanto, (z −H)−1 é anaĺıtica na norma(lema

1.7) e tem norma limitada, segundo (2.1) acima. Considere os conjuntos:

U := {(x, y); 〈x〉 < |y| < 2〈x〉} e V := {(x, y); 0 < |y| < 2〈x〉}

Como ‖(z −H)−1‖ ≤ |y|−1 e usando (2.5), vemos que∥∥∥∥∂f̃(z)

∂z̄
(z −H)−1

∥∥∥∥≤ 1

2

n∑
r=0

|f (r)(x)|
∣∣∣∣(iy)r

r!

∣∣∣∣|y|−1|σx + iσy|+
1

2
|f (n+1)(x)|

∣∣∣∣(iy)n

n!

∣∣∣∣|y|−1|σ|

Sempre que posśıvel, incorporaremos a uma constante c todas as constantes que não

dependem de n. Veja que só faz sentido avaliar |τ ′| em U . Para a primeira parcela,

considerando que (x, y) ∈ U , então |y|n < 2n〈x〉. Para a segunda parcela, como não

aparece τ ′, basta avaliarmos a expressão em V , o que nos dá |y|n < 2n〈x〉. Lembrando

que lim
n→∞

2n

n!
= 0, podemos limitar esta parcela por uma constante que não depende de n:

dado ε > 0, ∃n0 ∈ N tal que , ∀n ≥ n0 tenhamos |2
n

n!
| < ε

e basta esolhermos a constante C = max{ε, 1, 2, ..., 2n0
n0!
}. Agora, veja que, para qualquer

λ ∈ R e todo x ∈ Rn, temos

∂

∂xi
〈x〉λ =

∂

∂xi
(1 + x2

1 + ...+ x2
n)

λ
2 =

λ

2
.2.xi〈x〉λ−2
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Como xi < 〈x〉, vem que

| ∂
∂xi
〈x〉λ| < |λ|C〈x〉λ−1 (2.7)

Dáı, veja que

|σx + iσy| ≤ |σx|+ |σy|

Mas, ao derivarmos σ, precisamos usar a regra da cadeia e (2.6), a qual nos dará

|σx| = |τ ′||y|(〈x〉−1)′ = |τ ′||y|| − 1|〈x〉−2 = |τ ′||y|〈x〉−1〈x〉−1 < 2|τ ′|〈x〉−1

com relação à variável y, temos

|σy| = |τ ′|〈x〉−1 < 2|τ ′|〈x〉−1

como podemos escrever |τ ′| = |τ ′|χU(x, y), chegamos à expressão:

|σx + iσy| ≤ C〈x〉−1χU(x, y)

Logo, substituindo na estimativa da norma acima∥∥∥∥∂f̃(z)

∂z̄
(z −H)−1

∥∥∥∥≤ c
n∑
r=0

|f (r)(x)|〈x〉r−2χU(x, y) + c|f (n+1)(x)||y|n−1χV (x, y)

para todo n ≥ 1. Podemos então integrar em y de modo a aparecer o que queremos:

‖f(H)‖ ≤ c‖f‖n+1

e o resultado segue.

Continuando nossa busca por um bom conjunto onde consigamos desenvolver um cálculo

funcional, para o qual A é o nosso principal candidato, temos uma certa dificuldade em

lidar com os elementos deste conjunto explicitamente, mas conseguimos enxergar que o

mesmo é um pouco mais “gordo”que o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis

com suporte compacto. Na verdade, vale o lema abaixo:

Lema 2.4. O espaço C∞c (R) é denso em A com a norma ‖‖n+1, para todo n.

Prova: Seja f ∈ Sβ para algum β < 0. Dada φ ∈ C∞c tal que φ(s) = 1, se |s| < 1

e φ(s) = 0, se |s| > 2. Façamos φm(s) = φ( s
m

) e fm = φmf . Assim, constrúımos uma

sequência de funções C∞c e vamos mostrar que, para todo n ≥ 1, fm converge a f na

norma ‖‖n+1:

‖f − fm‖n+1 =
n+1∑
r=0

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ drdxr (f(x))(1− φm(x))

∣∣∣∣〈x〉r−1dx.
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Usando a regra de Leibnitz para derivação do produto e que∣∣∣∣ dkdxkφm(x)

∣∣∣∣≤ ckm
−kχm(x) ≤ c′k〈x〉−kχm(x)

para todo k ≥ 1, onde χ é a função caracteŕıstica do conjunto {x;m < |x| < 2m} Dáı,

chegamos que

‖f − fm‖n+1 ≤ c

n+1∑
r=0

∫
2m>|x|>m

∣∣∣∣drfdxr
∣∣∣∣〈x〉r−1dx

e como o lado esquerdo vai a 0 quando m −→∞, segue que fm converge a f .

Lema 2.5. Se F ∈ C∞c e F (z) = O(y2) quando y −→ 0 para cada x ∈ R, então vale

I = − 1

π

∫
C

∂F

∂z̄
(z −H)−1dxdy = 0 (2.8)

Prova: Seja suppF = {z = x + iy; |x| < N e |y| < N} e definamos, para cada δ > 0

bem pequeno, Ωδ = {z = x + iy; |x| < N e δ < |y| < N}. Inicialmente, veja que F está

definida num quadrado de lado N . Ao olharmos para o conjunto Ωδ, conseguimos dois

domı́nios distintos(retângulos abertos) e fazendo δ ir a zero, os dois retângulos cobrirão o

nosso domı́nio, logo, podemos escrever:

I = − lim
δ→0

Iδ = − lim
δ→0

1

π

∫
Ωδ

∂F

∂z̄
(z −H)−1dxdy

Sabemos que ∂F
∂z̄

= 1
2
(∂F
∂x

+ i∂F
∂y

), então podemos separar a integral Iδ em duas:

Iδ =
1

2π

∫
Ωδ

∂F

∂x
(z −H)−1dxdy +

i

2π

∫
Ωδ

∂F

∂y
(z −H)−1dxdy (2.9)

Agora, considere os campos

~X =
F (z)

(z −H)
~e1 e ~Y =

F (z)

(z −H)
~e2

e note que os normais aos campos são ηx = ~e2 e ηy = −~e2. Calculando os divergentes,

chegamos a:

Div ~X =
∂F

∂x
(z −H)−1 + F (z)(z −H)−2 e Div~Y =

∂F

∂y
(z −H)−1 + iF (z)(z −H)−2

Vamos somar e subtrair a parcela F (z)(z−H)−2 em (2.9), pondo uma parcela na primeira

integral e a mesma multiplicada por i na segunda integral, de modo que aparecerá:

Iδ =
1

2π

∫
Ωδ

Div ~Xdxdy +
i

2π

∫
Ωδ

Div~Y dxdy
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Usando o Teorema da Divergência:

Iδ =
1

2π

∫
∂Ωδ

~Xηxdz +
i

2π

∫
∂Ωδ

~Y ηydz

Com os normais em mãos, vemos que a primeira integral vai a zero e então:

I = lim
δ→0

i

2π

∫
∂Ωδ

F (z)

(z −H)
dz

Sendo esta última uma integral sobre 8 segmentos de reta(lados dos dois retângulos), dos

quais apenas dois são suporte da F . Utilizando (2.1), temos uma estimativa que pode

juntar as duas integrais restantes numa só:

‖I‖ ≤ lim
δ→0

i

2π

∫ N

−N

(
|F (x+ δy)|+ |F (x− iδy)|

)
δ−1dx

Tal limite vai a zero, pelas condições satisfeitas por F no lema e então o resultado segue.

Veja que o teorema da divergência acima utilizado é na verdade uma extensão do

teorema da divergência que conhecemos, considerando operadores como vetores.

Lema 2.6. Se f ∈ A e n ≥ 1, então o operador f(H) independe da escolha de σ e n.

Prova : Como C∞c é denso em A, basta provarmos para esta classe de funções. Seja

f ∈ C∞c e com o intuito de simplificar a notação, definamos

f̃σ,n := f̃(z) =

( n∑
r=0

f (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y)

Sejam σ1 e σ2 duas funções como no ińıcio do caṕıtulo. Para |y| bem pequeno, temos que

essas funções coincidem e são iguais a 1 e dáı, f̃σ1,n− f̃σ2,n = f̃σ,n = 0 e, pelo lema anterior,

f̃σ,n(H) = 0 o que mostra a independência do parâmetro σ. Agora, para m > n ≥ 1,

f̃σ,m − f̃σ,n = O(y2) quando |y| → 0 e então, pelo lema anterior, f̃σ,n(H) independe da

escolha de n.

Lema 2.7. Se f ∈ C∞c (R) é tal que suppf ∩ Spec(H) = ∅, então f(H) = 0.

Prova : Como suppf é compacto, existe uma quantidade finita de bolas {Br}kr=1 tais

que suppf̃ ⊂
⋃k
r=1Br e não tocam o Spec(H). Dáı, existe um número finito de curvas

{γr}nr=1 que são a fronteira de uma região U que contém o suporte da f̃ e que não tocam

o espectro de H. Podemos então usar novamente o teorema da divergência como no lema

(2.5) e chegar na seguinte expressão:

f(H) = − 1

π

∫
U

∂f̃(z)

∂z̄
(z −H)−1dxdy =

i

2π

n∑
r=1

∫
γr

f̃(z)(z −H)−1dz

A qual é zero, pois f̃ é zero em cada γr.
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Lema 2.8. Para quaisquer f ,g ∈ A, vale que

(fg)(H) = f(H)g(H)

Prova : Sejam r, h ∈ Sβ para algum β < 0, dada φ ∈ C∞c tal que φ(s) = 1 se |s| < 1

e φ(s) = 0 se |s| > 2, defina φm(s) = φ(s/m). Se hm = φmh, rm = φmr e pm = φ2
mhr,

então como elas pertencem a C∞c , vale que

pm(H) = hm(H)rm(H)

e por passagem de limite, já que vale o lema (2.4) e como hr é limitado(lema 2.3), temos

(hr)(H) = h(H)r(H)

Logo, basta fazermos a análise para funções cont́ınuas com suporte compacto. Tomemos

f e g em C∞c . Sejam ainda L := supp(g̃) e K := supp(f̃), então K e L são subconjuntos

compactos de C e ainda:

f(H)g(H) = − 1

π

∫
K×L

∂f̃

∂z̄

∂g̃

∂w̄
(z −H)−1(w −H)−1dxdydudv

Como vale (i) em (1.7):

(z −H)−1(w −H)−1 = (z − w)−1(w −H)−1 − (z − w)−1(z −H)−1

dáı, podemos separar a integral acima em duas integrais distintas:

f(H)g(H) = − 1

π

∫
K×L

∂f̃

∂z̄

∂g̃

∂w̄
(z − w)−1(w −H)−1dxdydudv

+
1

π

∫
K×L

∂f̃

∂z̄

∂g̃

∂w̄
(z − w)−1(z −H)−1dxdydudv

Agora, podemos utilizar uma versão da fórmula integral de Cauchy para funções infinita-

mente diferenciáveis(mais detalhes em [12]) e simplificar as equações, já que

− 1

π

∫
K

∂f̃

∂z̄
(z − w)−1dxdy = f̃(w) e − 1

π

∫
L

∂g̃

∂w̄
(z − w)−1dudv = g̃(z)

Dáı,

f(H)g(H) = − 1

π

∫
K∪L

(
f̃(z)

∂g̃

∂z̄
+
∂f̃

∂z̄
g̃(z)

)
(z −H)−1dxdy

= − 1

π

∫
K∪L

∂f̃ g̃

∂z̄
(z −H)−1dxdy.
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Por definição, temos

(fg)(H) =
1

π

∫
C

∂(̃fg)

∂z̄
(z −H)−1dxdy

Logo, o que precisamos mostrar é que

− 1

π

∫
C

∂k

∂z̄
(z −H)−1dxdy = 0

onde k(z) := f̃(z)g̃(z) − (̃fg)(z). Agora, como f e g ∈ C∞c , k ∈ C∞c e o resultado segue

do lema 2.5.

Lema 2.9. Se w /∈ R e rw := (w − z)−1, para todo z 6= w, então rw ∈ A e

rw(H) = (w −H)−1

Prova : Como f(H) é independente da escolha de n e σ, podemos escolher n = 1.

Vamos ainda assumir que Im(w) > 0 e

σ(z) := τ

(
λ|y|
〈x〉

)
,

onde λ ≥ 1 é suficientemente grande para que w /∈ supp(σ). Param > 0 grande, definamos

Ωm := {(x, y); |x| < m e m−1〈x〉 < |y| < 2m}

A fronteira de Ωm é formada por duas curvas fechadas e orientadas no sentido anti-

horário, as quais são 6 segmentos de reta e duas curvas. Logo, podemos usar o teorema

da divergência da mesma forma como no lema (2.5)(para o campo ~X = r̃w(z)(z−H)−1~e1),

de modo a concluir que

rw(H) = − 1

π
lim
m→∞

∫
Ωm

∂r̃w
∂z̄

(z −H)−1dxdy

=
i

2π
lim
m→∞

∫
∂Ωm

r̃w(z)(z −H)−1dz

Agora, vamos calcular

lim
m→∞

‖
∫
∂Ωm

(rw(z)− r̃w(z))(z −H)−1dz‖

Veja que ∂Ωm é composta por seis segmentos de reta e duas curvas. Vamos então separar

em casos.

1o Caso : Quando z está em uma linha vertical γ, então 〈z〉 = O(m) e 〈x〉 = O(m).
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Usando uma extensão r̃w com n = 1 para a função rw : R −→ C dada por r(x) :=

rw(x+ iy), temos que r̃w(x) = rw(x) + r′w(x)iy, o que nos dá:

|rw(z)− r̃w(z)| ≤ |(1− σ(z))rw(z)|

+σ(z)|rw(z)− rw(x)− r′w(x)iy|

≤ cχW (z)〈x〉−1 + c
|y2|
〈x〉3

onde

χW (z) :=

{
1, se 〈x〉 < λ|y|

0, caso contrário

Então,

‖
∫
γ

(rw(z)− r̃w(z))(z −H)−1dz‖

≤ c

∫ 2m

λ−1〈m〉

dy

my
+ c

∫ 2m

λ−1〈m〉

ydy

m3

= O(m−1)

2o Caso: Se γ′ é uma das curvas y = ± 〈x〉
m

, então σ(z) = 1 para todo z ∈ γ′ e

|rw(z)− r̃w(z)| ≤ c
|y|2

〈x〉3
.

Chegamos a seguinte expressão:

‖
∫
γ′

(rw(z)− r̃w(z))(z −H)−1dz‖

≤ c

∫
γ′

|y|2

〈x〉3
1

|y|
|dz|

= cm−1

∫
γ′
〈x〉−2|dz| = O(m−1)

3o Caso : Se z está em um dos segmentos horizontais γ′′, então σ(z) = 0, já que |y| e 〈z〉

são de ordem m. Dáı,

‖
∫
γ′′

(rw(z)− r̃w(z))(z −H)−1dz‖ ≤ c

∫
γ′′

dx

m2
= O(m−1).

Agora, considerando as limitações que nós já temos

rw(H) =
i

2π
lim
m→∞

∫
∂Ωm

rw(z)(z −H)−1dz.
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A integração é holomórfica em ∂Ωm e em int(Ωm)∩R−, onde R− é o semiplano negativo.

Pelo Teorema de Cauchy, essa integral é zero. Porém, em R+- que é o semiplano positivo-

a integração é meromórfica com um pólo simples em z = w. Portanto,

rw(H) = −Resz=w(rw(z)(z −H)−1) = (w −H)−1

e o lema segue-se.

Lema 2.10. Para todos os f ∈ A, vale que

f̄(H) = f(H)∗ e ‖f(H)‖ ≤ ‖f‖∞

Prova : Como H é autoadjunto, podemos usar o teorema 1.32, que nos diz que

(z̄ −H)−1 = ((z −H)−1)∗.

Inicialmente, sabemos que

f̃(z) :=

( n∑
r=0

f (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y).

Tomando o conjugado:

¯̃f(z) =

( n∑
r=0

f (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y) = ¯̃f(z) =

( n∑
r=0

f̄ (r)(x)
(−iy)r

r!

)
σ(x, y)

e ainda

¯̃f(z̄) =

( n∑
r=0

f̄ (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y).

Agora, veja que, por definição,

˜̄f(z) =

( n∑
r=0

f̄ (r)(x)
(iy)r

r!

)
σ(x, y)

Então vale a relação ˜̄f(z) = ¯̃f(z̄). Derivando com respeito a z̄:

∂ ˜̄f

∂z̄
(z) =

∂ ¯̃f

∂z̄
(z̄).

Logo,

f̄(H) := − 1

π

∫
C

∂ ˜̄f(z)

∂z̄
(z −H)−1dxdy = − 1

π

∫
C

∂ ¯̃f(z̄)

∂z̄
(z −H)−1dxdy

= − 1

π

∫
C

(
∂f̃

∂z

)
(z̄)(z −H)−1dxdy
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Fazendo a mudança de variável z −→ z̄ (a qual tem jacobiano = 1), vem:

f̄(H) = − 1

π

∫
C

(
∂f̃

∂z

)
(z)(z̄ −H)−1dxdy

podemos agora usar o teorema 1.32 citado no ińıcio da prova

f̄(H) = − 1

π

∫
C

(
∂f̃

∂z

)
(z)((z −H)−1)∗dxdy = − 1

π

∫
C

(
∂f̃

∂z
(z)(z −H)−1

)∗
dxdy.

Um fato que vem da definição das integrais de Bochner é que se H : L −→ H é µ-Bochner

integrável e T : E −→ F um operador linear limitado, então Tf é µ-Bochner integrável

e vale

T

∫
L

fdµ =

∫
L

Tfdµ

Sendo assim, temos que (
∫
f)∗ =

∫
f ∗ (mais detalhes no apêndice). Aplicando o mesmo

à expressão acima, temos que f̄(H) = f(H)∗ e o resultado segue. Seja agora c > ‖f‖∞ e

definamos

g(s) := c− (c2 − |f(s)|2)
1
2 , para cada s

então g ∈ A e, desenvolvendo, vale pontualmente que

ff̄ − 2cg + g2 = 0

E como A é uma álgebra sobre a multiplicação pontual, em particular vale que

f(H)∗f(H)− cg(H)− cg(H)∗ + g(H)g(H)∗ = 0.

Dáı,

f(H)∗f(H)−cg(H)−cg(H)∗+g(H)∗g(H)+c2 = c2 = f(H)∗f(H)+(c−g(H)∗)(c−g(H))

= f(H)∗f(H) + (c− g(H))∗(c− g(H)).

Logo, para v qualquer em H, temos que

‖f(H)v‖2 ≤ ‖f(H)v‖2 + ‖(c− g(H))v‖2 = c2‖v‖

e então |f(H)| ≤ ‖f‖∞ e o resultado segue.

Passamos agora à parte mais importante desta dissertação. Até agora, mostramos que

o operador definido no ińıcio deste caṕıtulo satisfaz algumas propriedades que precisamos

que sejam satisfeitas pelo cálculo funcional, para funções definidas no nosso conjunto
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A. Quanto mais abrangente a definição deste conjunto de funções, maior a gama de

funções onde poderemos definir nosso cálculo funcional. Desse modo, o que fazemos

agora é estender a definição de A para C0(R). Para isso, vamos precisar de uma certa

generalização do Teorema de Stone-Weirstrass:

Teorema 2.11. Suponha que X é um espaço de Hausdorff localmente compacto e A uma

sub-álgebra de C0(X,R). Então A é denso em C0(X,R) se, e somente se, A separa pontos

e se nem todos os elementos de A zeram num mesmo ponto.

Usando o teorema para o nosso conjunto A e C0(R), temos que A é denso em C0(R).

Logo, podemos estender os resultados obtidos em A, mas precisamos ainda verificar a

unicidade do homomorfismo.

Teorema 2.12. Seja H um operador não-limitado e autoadjunto definido num sub-

conjunto denso de um espaço de Hilbert H. Então, existe uma única aplicação linear

δ : C0(R) −→ L(H) que leva f em f(H) tal que:

(1) δ é multiplicativo.

(2) Temos f̄(H) = f(H)∗, para toda f ∈ C0(R).

(3) Temos ‖f(H)‖ ≤ ‖f‖∞, para toda f ∈ C0(R).

(4) Se w /∈ R e rw(s) := (w − s)−1 e então rw(H) = (w −H)−1.

(5) Se f ∈ C0(R) é tal que suppf ∩ Spec(H) = ∅, então f(H) = 0.

Prova: Já sabemos, pelos lemas anteriores, que a aplicação δ existe, está bem definida

e valem as propriedades, caso estivéssemos tomando como domı́nio o nosso conjunto A.

Porém, como A é um subespaço linear de C0(R), podemos usar o Teorema de Stone-

Weierstrass para concluir que a nossa aplicação δ pode ser definida no domı́nio C0(R),

herdando as mesmas propriedades, pois a boa definição da mesma vem de (3). Falta

ainda mostrarmos a unicidade desta extensão. Suponhamos que δ e δ̃ sejam duas dessas

extensões. Seja

M :=

{ n∑
i=1

λirwi ;λi ∈ C e wi /∈ R
}

e veja que, como vale (4), δ = δ̃ em M , o qual é um sebuspaço linear denso em C0(R) e

então por (3) na verdade as duas aplicações se coincidiram em C0(R), logo, δ é única.

Um teorema muito importante, também conhecido como Teorema Espectral, nos

dá uma correspondência interessante entre operadores autoadjuntos e operadores mul-

tiplicação do L2.
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Teorema 2.13. Seja H um operador autoadjunto num espaço de Hilbert H o qual tem

espectro S e suponha que H tem um vetor ćıclico v. Então existe uma medida finita µ em

S e um operador unitário

U : H −→ L2 := L2(S, dµ)

com as seguintes propriedades:

(i) Se h : S −→ R é a função h(s) = s, então o elemento ξ ∈ H é tal que ξ ∈ Dom(H)

se, e somente se, h.U(f) ∈ L2.

(ii) UHU−1ϕ = hϕ, para todo ϕ ∈ U(Dom(H)).

Prova: Considere o funcional linear φ : C0(R) −→ C dado por:

φ(f) := 〈f(H)v, v〉

Temos do teorema 2.12 que f̄(H) = f(H)∗. Então, φ(f̄) = φ(f), para todo f . Se f ≥ 0,

com f ∈ C0(R), fazendo g = f
1
2 , veja que:

φ(f) = ‖g(H)v‖2 ≥ 0.

Agora, podemos usar o teorema da representação de Riesz para encontrar uma medida

de Radon µ em R tal que:

〈f(H)v, v〉 =

∫
R
f(x)dµ(x)

para todo f ∈ C0(R). Vimos pelo teorema anterior que se Suppf ∩S = ∅, então f(H) = 0

e dáı, µ deve ter suporte em S. Definamos agora o operador inclusão T : C0(R) −→ L2.

Dáı, veja que

〈Tf, Tg〉 =

∫
S

f(x)g(x)dµ(x) = φ(fḡ) =

= 〈g(H)∗f(H)v, v〉 = 〈f(H)v, g(H)v〉

e isso ocorre ára quaisquer f, g ∈ C0(). Definamos agora o subespaço linear

M =

{
f(H)v ∈ H; f ∈ C0(R)

}
Com a conta que fizemos acima, constrúımos uma isometria linear U que leva M em

C0(R) ⊂ L2 o qual satisfaz

U(f(H)v) = f
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para todo f ∈ C0(R). Porém,M é denso em H já que v é ćıclico e também sabemos que

C0(R é denso em L2. Logo, U pode ser estendido a um mapa unitário Ũ : H −→ L2.

Sejam fi, f ∈ C0(R), para i= 1, 2 e seja ψi = fi(H)v ∈ H. Note que:

〈f(H)ψ1, ψ2〉 = 〈(ff1)(H)v, f2(H)v〉

=

∫
S

ff1f̄2dµ(x) = 〈mfUψ1, Uψ2〉

Como f ∈ L2 e vimos que os rw são uma espécie de polinômios em C0(R), podemos tomar

rw := f , pois se isso não acontece, podemos trabalhar com um argumento de densidade.

Assim, o teorema acima nos dá que:

Urw(H)U−1ξ = rwξ (2.10)

para todo ξ ∈ L2 e todo w /∈ R. Fica claro pela equação acima que U leva a imagem

de rw(H) bijetivamente na imagem do operador multiplicação de rw, ou seja, U é uma

bijeção entre Dom(H) e Q = {x ∈ L2;xφ(x) ∈ L2}. Se ξ ∈ L2 e se ϕ = rwξ, então

ϕ ∈ Dom(h) e como

Hrw(H)U−1ξ = wrw(H)U−1φ− U−1ξ

chegamos a

UHU−1ϕ = UHU−1rwξ = UHrw(H)U−1ξ

= wrwξ − ξ = hϕ

e o resultado segue-se.

Integral de Bochner

Para que a integral

f(H) = − 1

π

∫
C

∂f̃

∂z̄
(z)(z −H)−1dxdy

faça sentido, precisamos saber como ”integrar“ operadores e entender o porquê de tal

integral ser ainda um operador. Para isso, vamos ver alguns resultados nessa direção.

Já foi provado que o integrando da integral acima converge, e, portanto, faz sentido a

integral acima, uma vez que sabemos o que significa integrar um operador. Começamos

com uma função f : [a, b] −→ E, onde E é um espaço de Banach.

Definição 2.14. Dizemos que A é uma σ-álgebra em A se A ⊂ P (A) se : (i) A ∈ A ;

(ii) Se B ∈ A, então Bc ∈ A ;
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(iii) Se B1, B2, B3, ...Bk ∈ A, então
∞⋃
n=1

Bi ∈ A.

Um espaço mensurável é um par (A,A), onde A é um conjunto e A é uma σ-álgebra

de A. Se definimos uma medida µ neste espaço, a tripla (A,A, µ) é chamada de um

espaço de medida. A σ-álgebra de Borel de A é denotada por B(A) é a menor σ-álgebra

que contém todos os subconjuntos de A. Os elementos desta σ-álgebra são chamados de

conjuntos de Borel de A.

Definição 2.15. Uma função f : A −→ C é dita ser A-mensurável se f−1(B) ∈ A, para

todo B ∈ B(C).

Seja E um espaço de Banach e (A,A) um espaço mensurável. Uma função f : A −→ E

é dita ser Asimples se

f =
m∑
n=1

χAn .xn

, onde An ∈ A, χAn é a função caracteŕıstica de An e xn ∈ E,∀1 ≤ n ≤ m.

Definição 2.16. Uma função f : A −→ E é fortemente A-mensurável se existe uma

sequência de funções A-simples fn : A −→ E tal que lim
n→∞

fn = f .

Podemos acrescentar ao nosso espaço mensurável (A,A) uma medida σ-finita, ou seja,

existem A1, A2, A3, ...Am tais que A =
m⋃
n=1

An e µ(An) < +∞. De modo análogo podemos

definir uma função f : A −→ E µ-simples por:

f =
m∑
n=1

χAn .xn

, onde An ∈ A e µ(An) < +∞. Dizemos que uma propriedade vale em µ-quase todo ponto

(ou µ-q.t.p.) se a propriedade não é válida apenas em um subconjunto B ∈ P (A) tal que

µ(B) = 0.

A integral de Bochner é a generalização natural da familiar integral de Lebesgue ao

contexto de funções vetoriais. Em toda esta seção, (A,A, µ) é um espaço de medida

σ-finita.

Definição 2.17. Uma função f : A −→ E é uma função -Bochner integrável se existe

uma sequência de funções µ-simples fn : AE tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. limn→∞ fn = f µ quase sempre
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2. limn→∞

∫
A

||fn − f ||dµ = 0

Note que f é fortemente µ-mensurável. As funções ||fn − f || são µ-mensuráveis pelo

cololário 1.13

Segue trivialmente das definições que toda função µ-simples é µ-Bochner integrável.

Para f =
∑N

n=1 1Anxn, definimos

∫
A

fdµ :=
N∑
n=1

µ(An)xn

É rotineiro checar que esta definição é independente da representação de f . Se f é

µ-Bochner integrável, o limite

∫
A

fdµ := lim
n→∞

∫
A

fndµ

existe em E e é chamado a integral de Bochner de f com respeito a µ. Novamente,

é rotineiro checar que esta definição não depende da aproximação (fn)∞n=1.

Se f é µ-Bochner integrável e g é uma µ-versão de f , então g é µ-Bochner integrável,

e as integrais de Bochner de f e g coincidem. Em particular, na definição da integral

de Bochner a função f não precisa ser definida em todo ponto; é suficiente que f esteja

definida µ-quase sempre.

Se f é µ-Bochner integrável, então para todo x∗ ∈ E∗ temos a identidade

〈∫
A

fdµ, x∗
〉

=

∫
A

〈f, x∗〉

Para funções µ-simples isto é trivial, e o caso geral segue por aproximação por funções

µ-simples.

Proposição 2.18. Uma função fortemente µ-mensurável f : AE é µ-Bochner integrável

se e somente se

∫
A

||f ||dµ <∞

e neste caso temos

∥∥∥∥∫
A

fdµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
A

‖f‖dµ
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Demonstração. Assuma inicialmente que f é µ-Bochner integrável. Se as funções µ-

simples fn satisfazem as duas hipóteses da definição, então para n suficientemente grante

teremos

∫
A

‖f‖dµ ≤
∫
A

‖f − fn‖dµ+

∫
A

‖fn‖dµ <∞

Reciprocamente, seja f uma função fortemente µ-mensurável que satisfaz
∫
A
‖f‖dµ <

∞. Sejam gn funções µ-simples tais que limn→∞ gn = f µ-quase sempre, e defina

fn = 1(‖gn‖≤2‖f‖)gn

Então fn é µ-simples, e claramente nós temos limn→∞ fn = f µ-quase sempre. Já

que temos ‖fn‖ ≤ 2‖f‖ pontualmente, o teorema da convergência dominada pode ser

aplicado, e obtemos

lim
n→∞

‖fn − f‖dµ = 0

A desigualdade final é trivial para funções µ-simples, e o caso geral segue por apro-

ximação.

Como uma aplicaçãop simples, note que se f : A −→ E é uma função µ-Bochner

integrável, então para cada B ∈ A a função truncada 1Bf : A −→ E é µ-Bochner

integrável, a função restrição f |B : B −→ E é µ|B-Bochner integrável e temos

∫
A

1Bfdµ =

∫
B

f |Bdµ|B

De agora em diante, ambas as integrais serão denotadas por
∫
B
fdµ.

Via de regra, os resultados da teoria de integração a Lebesgue podem ser obtidos para a

integral de Bochner dado que não haja hipóteses sobre não negatividade envolvidas. Por

exemplos, não há análogos do Lema de Fatou e do teorema da convergência monótona,

mas nós temos o seguinte análogo do teorema da convergência dominada:

Proposição 2.19. (Teorema da convergência dominada) Seja fn : A −→ E uma sequência

de funções, cada uma delas µ-Bochner integrável. Assuma que existe uma função f :

A −→ E e uma função µ-Bochner integrável g : A −→ K tal que

1. limn→∞ fn = f µ-quase sempre.
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2. ‖fn‖ ≤ |g| µ-quase sempre.

Então f é µ-Bochner integrável e temos

lim
n→∞

∫
A

‖fn − f‖dµ = 0

Em particular temos

lim
n→∞

∫
A

fndµ =

∫
A

fdµ

Demonstração. Temos ‖fn − f‖ ≤ 2|g| µ-quase sempre, e portanto o teorema segue do

teorema da convergência dominada escalar.

É imediato da definição de integral de Bochner que se f : A −→ E é µ-Bochner

integrável e T é um operador linear limitado de E para um outro espaço de Banach F ,

então Tf : A −→ F é µ-Bochner integrável e

T

∫
A

fdµ =

∫
A

Tfdµ

Essa identidade tem uma extensão útil para uma classe de operadores ilimitados. Um

operador linear T , definido num subespaço D(T ) de E e tomando valores um outro espaço

de Banach f , é dito fechado se seu gráfico

G = {(§, T §) : § ∈ D(T )}

é um subespaço fechado de E×F . Se T é fechado, então D(T ) é um espaço de Banach

com respeito a norma do gráfico,

‖x‖D(T ) = ‖x‖+ ‖Tx‖

e T é um operador limitado de D(T ) para E. O teorema do gráfico fechado diz que se

T : E −→ F é um operador fechado e o domónio D(T ) é o espaço E, então T é limitado.

Teorema 2.20. (Hille) Seja f : A −→ E uma função µ-Bochner integrável e seja T

um operador linear fechado com domı́nio D(T ) em E, tomando valores num espaço de

Banach F . Assuma que f toma seu valores em D(T ) µ-quase sempre e a função definida

em µ-quase todo ponto Tf : AF é µ-Bochner integrável. Então
∫
A
fdµ

∫
D(T ) e
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T

∫
A

fdµ =

∫
A

Tfdµ

Demonstração. Começamos com uma simples observação que é consequência da pro-

posição 1.16 e do fato que as funções coordenadas comutam com integrais de Bochner: se

E1 e E2 são espaços de Banach e f1 : A −→ E1 e f2 : A −→ E2 são µ-Bochner integráveis,

então f = (f1, f2) : A −→ E1 × E2 é µ-Bochner integrável e

∫
A

fdµ =

(∫
A

f1dµ,

∫
A

f2dµ

)
Pela observação anterior, a função g : A −→ E × F , g(ξ) = (f(ξ), T f(ξ)) é uma

função µ-Bochner integrável. Mais ainda, já que g toma valores no gráfico G(T ), temos∫
A
g(ξ)dµ(ξ) ∈ G(T ). Por outro lado,

∫
A

g(ξ)dµ(ξ) =

(∫
A

f(ξ)dµ(ξ),

∫
A

Tf(ξ)dµ(ξ)

)
O resultado segue combinando estes dois fatos.
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