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Resumo

O Teorema Espectral é um dos teoremas mais famosos da Anélise Funcional, principal-
mente pelo grande nimero de versoes dadas ao mesmo. Existem versoes para operadores
limitados, ilimitados, autoadjuntos, compactos, em espagos de dimensao finita ou infi-
nita. A versao geral do teorema foi provada independentemente por Stone e Neumann no
periodo de 1929-1932, mas outras provas surgiram ao longo dos anos. A prova contida
neste trabalho é de Edward Brian Davies(1994), o qual conseguiu, na prova da versao
do teorema para célculos funcionais, explicitar uma férmula para f(H) (onde H é um
operador nao-limitado e autoadjunto) para uma grande classe de fungdes e nao apenas
mostrar a existéncia do mesmo. A principal ideia foi originalmente dada por Helffer e
Strojand(1989) e utiliza em sua prova teoremas conhecidos como a Férmula Integral de
Cauchy Generalizada, Teorema da Divergéncia, Stone-Weierstrass, Teorema de Liouville,

além de fatos conhecidos da teoria dos operadores lineares em espacos de Hilbert.

Palavras-chaves: Operadores nao-limitados, espectro, calculo funcional, analise fun-

cional.



Abstract

The Spectral Theorem is one of the most famous theorems in Functional Analysis,
particularly because of the large number of proofs given to it. There are versions for
bounded operators, unbounded operators, self-adjoints operators, compacts, on finite-
dimensional spaces, on infinite-dimensional spaces. The general version was proved by
Stone and Weierstrass during the period 1929-1932, but another proofs emerged over the
years. The proof in this monography was given by Edward Brian Davies(1994), which
gives an explicity formula for the functional calculus f(H) (where H is an self-adjoint
operator) and not only proof its existence. The main idea was originally given by Helffer
and Strojand(1989) and in its proofs it used well-knows theorems like Stokes” Theorem,
Cauchy’s Integral Formula Generalized, Stone-Weierstrass, Liouville’s Theorem, besides

facts of the theory of linear operators on Hilbert spaces.

Keywords: Unbounded operators, spectra, functional calculus, functional analysis.
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Introducao

O Teorema Espectral é um dos teoremas com os quais alunos ainda da graduacgao ja
tém um primeiro contato no curso de Algebra Linear, que ocorre normalmente ainda no
primeiro ano da faculdade de Matematica e de areas afins. Sua importancia nao fica tao
clara num primeiro momento, porém, ao vermos um bom curso de Anélise Funcional, ve-
mos algumas versoes deste teorema, de modo que nao existe um tinico teorema espectral,
mas sim uma série de versoes para o mesmo. A versao aqui encontrada é uma versao
que envolve um Calculo Funcional, uma parte da matematica destinada a nos dizer sobre
quais circunstancias podemos calcular f(H), onde f é uma fun¢ao e H é um operador.
A maior parte do texto estd contido no livro Spectral Theory and Differential Operators,
de E. B. Davies. Num primeiro momento, estudaremos algumas propriedades basicas dos
Operadores Lineares Nao-limitados e demonstraremos alguns fatos centrais desta teoria.
Sua importancia reside no fato de que operadores diferenciais como o rotacional ou o
laplaciano sao operadores deste tipo e é importante saber sobre o seu comportamento.
Desenvolvemos, entao, o Calculo Funcional para fungdes em um determinado conjunto e

depois estendemos para o conjunto Co(R. O Teorema principal é:

Teorema 0.1. Seja H um operador nao-limitado e autoadjunto definido num subconjunto

denso de um espaco de Hilbert H. Entdo, eziste uma tinica aplicacao linear § : Co(R) —

L(H) que leva f em f(H) tal que:

(1) § é multiplicativo.

(2) Temos f(H) = f(H)*, para toda f € Cy(R).

(3) Temos |[f(H)|| < |[flloc, para toda f € Co(R).

(4) Sew ¢ R ery(s):=(w—s)"" eentior,(H)=(w—H)"
(5) Se f € Co(R) € tal que suppf N Spec(H) =0, entao f(H) = 0.

11
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A beleza desta prova esta em explicitarmos o nosso calculo funcional, pois na maioria
das provas desta versao do Teorema Espectral, o que é provado é apenas a existéncia do

mesmo, mas aqui encontramos a férmula

f(H) := ! /c 9J(2) (z — H) 'dxdy.

T 0z



Capitulo 1

Operadores Lineares Nao-limitados

A teoria dos operadores lineares nao-limitados comegou a ser estudada por John von
Neumann e Marshall Stone, por volta de 1920, principalmente para dar fundamentos ma-
tematicos a teoria da Mecanica Quantica. Na verdade, a maioria dos operadores estudados
na fisica nao sao limitados. A importancia dos mesmos vem do fato de que os Operadores
Diferenciais sao, em geral, lineares e nao-limitados. Existem algumas caracteristicas que
tais operadores lineares nao herdam dos operadores limitados como, por exemplo, o fato
de um operador simétrico ser autoadjunto.

Neste capitulo, nés vamos abordar o contexto apropriado no qual poderemos definir
e analisar o espectro de alguns operadores lineares nao-limitados, particularmente os que
sao fechados e os auto-adjuntos. E de suma importancia a boa definicao do espaco onde
o operador esta definido, porque o espectro de um operador muda dependendo do seu
dominio. Faz-se necessario, portanto, deixarmos claro que utilizaremos no texto apenas
espacos de Banach ou de Hilbert complexos.

H& ainda um outro problema: os operadores diferenciais sao nao-limitados quando de-
finidos nos usuais espacgos de Banach ou de Hilbert. Devido a isso, nao podemos comegar
nosso estudo sem dar uma defingdo mais geral para um operador linear qualquer. Para
isso, na nossa definicao, nao exigiremos que o dominio do nosso operador seja todo o
espaco de Banach ou de Hilbert, mas o mesmo consistird de um subespaco linear denso.
A especificagao deste espaco na definicao do operador é de extrema importancia, pois esco-
lhas de dominios diferentes correspondem a aplicagoes de diferentes condicoes de fronteira
para o mesmo operador, o que frequentemente nos d4 um espectro totalmente diferente.

Por isso, quando o termo “operador diferencial” aperecer, entenderemos que as condigoes

13
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de fronteira ja foram dadas. Compreender estes operadores é ainda importante quando
desejamos resolver Equacoes Diferenciais Parciais ou quando desejamos saber como um

operador age numa variedade Riemaniana.

Definicao 1.1. Um operador linear num espaco de Banach B é um par consistindo de um
subespaco linear denso L C B, junto com um operador linear A : L — B. Nos chamamos
L de domino do operador A e escrevemos Dom(A) := L. Se L ¢ um subespaco linear de

B que contém L e Af = Af, para todo f € L, entio dizemos que A é uma extensio de

A.

Umas outras nocoes bem importantes e que aparecerao varias vezes no texto sao os
termos autovalor e autovetor, este tltimo, quando o operador estiver agindo num espaco

de funcgoes, denominaremos autofuncao.

Definicao 1.2. Um numero complexo A é dito ser um autovalor de um operador A
se existe um elemento f € Dom(A) diferente de zero tal que Af = \f. Se o espago
de Banach no qual A estd definido € um espaco de funcgoes, entao chamaremos f de
autofuncao. Em geral, a f associada ao A\ é chamada de autovetor, jd que esta nogao é

comum em espacos vetoriais.

Exemplo 1.3. Para o nosso primeiro exemplo, tomemos

Af==f"

Caso B = C([a,b]) e Dom(A) = C(|a,b]), veja que, dado A € C, f(x) = eV ¢
uma autofuncao associada a A, e, portanto, A é um autovalor desse operador. Logo, todo
numero complexo é um autovalor desse operador. Porém, para este mesmo operador, caso
B = Cp([a,b])- que sao as fungdes continuas e periddicas - e Dom(A) = C¥([a,b]), entdo

o conjunto dos autovalores seria um conjunto enumeravel.

Exemplo 1.4. Ainda tomando o operador Hf = — f" com dominio C*[a,b] C L?[a,b], po-
demos considerar as condi¢oes de contorno de Dirichlet agindo no dominio deste operador

e chamaremos de Hp o operador acima definido com dominio

Lp ={C?a,b] / f(a) = f(b) = 0}

ou tomar as condi¢oes de contorno de Neumann, sendo chamado de Hy o operador acima

definido com dominio

Ly ={C%a,b] / f'(a) = f'(b) = O}.
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Devido a essa simples mudanca de dominios, podemos perceber que 0 é um autovalor de
Hy, porém nao é um autovalor de Hp, portanto, o conjunto dos autovalores destes dois
operadores(que essencialmente sao um mesmo operador, mudando apenas um detalhe no

dominio) sao diferentes.

A continuidade de operadores lineares é extremamente util para nds, pois podemos
usar passagens de limites, estimar a norma de um operador e usar muitos dos teore-
mas vistos num primeiro curso de Andlise Funcional. Devido a isso, seria muito bom
se tivéssemos uma espécie de “continuidade” para operadores nao-limitados ou pelo me-
nos uma propriedade boa o suficiente que pudesse substitui-la. Tal propriedade aparece
quando temos a nocao de fecho. No texto sempre usaremos nh—{{olo fn = f significando que

| fn — f|| vai para zero quando n vai para o infinito.

Definicao 1.5. Seja A um operador linear em B com dominio L. Dizemos que A é
fechado quando, para toda sequéncia (f,) em L com limite f € B e g € B tal que
lim Af, = g, tenhamos que f € L e Af = g.

n—oo

Alternativamente, podemos dizer que um operador é fechado se, e somente se, o seu

grafico for fechado, ou seja, se o conjunto

Graf(A) ={(f,9);f € L,geBe Af =g}

¢ um subconjunto fechado de B x B. Dados dois espacos de Banach B; e By, podemos
definir algumas normas de modo que o espago B; X By possa tornar-se também de Banach.

Porém, para a norma definida abaixo

I ) = (LI + lgl?)?

temos que se B; e B; sao espagos de Hilbert, entao By x By (com a norma acima) também
¢ um espago de Hilbert(basta ver que a mesma satisfaz a lei do paralelogramo).

O Teorema do Grafico Fechado diz que se um operador fechado tem dominio igual a todo
o B, entao tal operador ¢ limitado. Entao fica aqui claro o porqué de na nossa definicao
1.1 considerarmos o dominio do operador apenas como um subespaco denso e nao todo o
espaco de Banach. Conceitualmente, o Teorema do Grafico Fechado é muito til, porém
o mesmo nao nos da estimativa alguma da norma. Veremos mais adiante que o valor da

norma do operador resolvente nos ajudara a estimar o espectro de A.
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Definicao 1.6. Seja A um operador linear em B com dominio L. Dizemos que um nimero
complexo z pertence ao resolvente de A, o qual denotaremos por p(A), se o operador
(z— A) : L — B for bijetivo e se o operador inverso (z — A)~' : B — B, chamado
operador resolvente, for limitado. O espectro de A, que denotaremos por Spec(A), é

definido como Spec(A) := C\p(A).

Note que, como L nao é um espaco de Banach, nao podemos usar o Teorema da
Aplicacao Aberta para conseguir de graga que (z — A)~! ¢ limitado, por isso a definigao é
um pouco diferente da definicao usual para operadores limitados e um pouco mais longa

também. Denotaremos por R(z,A) = (z — A)™!

o resolvente de z com relagao a A. O
lema abaixo nos mostra um pouco da importancia dos operadores fechados nesta teoria.
Dizemos que uma funcao f : Y C C — X, X espago vetorial normado, é analitica na
norma se sua norma, |f| : U — R pode ser representada localmente por uma série de

Taylor.

Lema 1.7. Se o operador A ndo tem o espectro igual a todo o plano complexo C, entao
A ¢ fechado. O espectro Spec(A) de um operador linear é sempre fechado. Mais especi-
ficamente, seja z & Spec(A) e sendo ¢ = ||R(z,A)||. Entdo o espectro nao intersecta o
conjunto aberto de C:

{w € C; |lw— 2| <c_1}

Ou seja, p(A) € um conjunto aberto. Ademds, o operador resolvente é uma fungdao
analitica na norma de z e satisfaz:
i) R(z,A) — R(w,A) = (w — z)R(z, A) R(w, A)
it) R(z, A)R(w, A) = R(w, A)R(z, A)
iii) LR(z,A) = —R(z, A)*

Prova: Suponha z ¢ Spec(A) e defina B := (2 — A)~!. Por defini¢do, B ¢é limitado.
Seja, entdo (f,) € Dom(A) uma sequéncia tal que lim f, = f e tal que exista lim Af, =
n—oo n—oo

g. Para mostrar que A é fechado, devemos mostrar que Af = ¢g. Tomando h,, = (z—A) f,,,
veja que

lim h, = lim (2f, — Af,) =z2f — ¢
n—oo

n—oo

Aplicando B, vem que

B(zf —g) = lim B(h,) = limy_e(z — A) 1z — A) f, = li_>m fa=1f

n—oo
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Dai,
B(zf=g9)=f=(=-ABEf-g)=(z-A)f=z2f—g==2f - Af
Logo, Af = g, e, entao, A é fechado.

Agora, considere o operador limitado
+00
C:= Z(—u)”B"+1
n=0
Note que se |u| < ||B|| ™!, entdo
IOl <> ™ B = B _(ulIB])"

e como |u|.||B]| < 1, temos que C' converge. Da definigao, segue que:

+00 +oo
—uBC = 2:(—10"“.3’”r2 e C= Z(—u)”.B"H
n=0

n=0
Logo,
B=C—-uBC (1.1)
Analogamente,
+oo +oo
—uCB =) (—u)""'B"? e C =) (-u)"B""
n=0 n=0
Entao,
B=C-uCB=C=B+uCB (1.2)

Por (1.1), Ker(C) C Ker(B) e Im(B) C Im(C).
Por (1.2), Ker(B) C Ker(C) e Im(C) C Im(B).
Como Ker(B)={f€B; (z—A)~'f =0} = {0}, j4 que

(z—A)'f=02E-A)E-A) =0 f=0

e Im(B) = Dom(A), temos que C' é um operador linear e que leva B em Dom(A). Se

f € Dom(A) e g=(z—A)f, aplicando B a esquerda, vem:
Bg=B.(z-A)f=f

Por (1.2),
Cg=f+uCf=Clz—u—-A)f=C(z—A)f —uCf

Mas,

Clz—A)f=C(Bf)=Cg=f+uCf=Clz—u—A)f=f VfeB
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Logo, C' = (z —u — A)7! e, dado u ¢ Spec(A) com |u| < ||(z — A)7|, temos
+oo

(s —u—A) = Y () (e — A

n=0

e localmente esta série converge na norma.

Agora, sejam z,w & Spec(A). Vamos calcular
(2 — A)[R(z, A) — R(w, A) + (2 — w)R(z, A)R(w, A)] = H
Aplicado a algum f € B
Hf=(z=A)R(z,A)f = (z = AR(w,A) f + (z —w)(z = A)R(z, A)R(w, A) f =
=f=(=A)Rw,A)f + (z = w)R(w, A) f (1.3)
Dai, como
(2 = A) + (2 — w)|R(w, A) = —(w — A)R(w, A) = (13) = f = f =0
Mas, por hipétese, se z & Spec(A), (z — A) ¢ injetivo, entdo:
(R(z, A) — R(w, A) + (z — w)R(z, A)R(w, A)) = 0
¢ (i) esté provado. Temos que, para z, w ¢ Spec(A) :
R(z, A) — R(w, A) = (w — 2)R(z, A)R(w, A) (1.4)
Trocando 2 por w:
R(w, A) — R(z, A) = (= — w)R(w, A)R(z, A)
Multiplicando esta tiltima equacdo por (-1) e usando (1.4):
R(z, A) — R(w, A) = (w — 2)R(w, A)R(z, A) = R(z, A)R(w, A) = R(w, A)R(z, A)

e (11) estd provado.

Para o item (i), utilizaremos o conceito de derivada de Frechet (ver [11]). Por (i),
R(z+w,A) — R(2,A) = —(w)R(z + w, A)R(z, A)

Dividindo por w

Rz +w, qu "R L R tw, AR 4) =0

Tomando o limite quando w — 0:

lim 0 A) = R A lim R(= + w, A)R(z, 4) = 0 = dilzR(z,A) 4 R(z, A)? =

w—0 |’w|

d
0= d—R(z,A) = —R(z, A)* e (iii) est4 provado.
z
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Definicao 1.8. Seja A um operador linear em B com dominio L. Dizemos que A é

fechével se existe uma extensio fechada A de A.

E natural pensarmos que sempre existem extensoes fechadas, tendo a simples ideia de
tomar o Graf(A) em B x BB, mas pode haver uma falha sutil nisso, pois o fecho do grafico

pode nao ser o grafico de nenhum operador.

Exemplo 1.9. Seja H um espaco de Hilbert separdvel e {¢,,} uma base ortonormal para

H. Considere ainda ey = g e;0; e seja ainda D o conjunto das combinacgoes lineares

i=1
finitas dos {¢,} contendo também ey,. Definamos em D o operador:
N
H(beo + Y _ cithi) = beo
i=1

Deste modo, temos que Graf(H) contém (eoo, €o) (por definicio) e (es,0), pois podemos
N

tomar a sequéncia ey = Zeigbi e sabemos que ey — eo, quando N — oo. Logo, o fecho
do grdfico de H nao podezzsler grafico de nenhum operador linear.

Precisaremos agora de uma ferramenta muito utilizada em anadlise, o famoso Lema de
Zorn. Para tal resultado, vamos apresentar algumas defini¢oes. Seja M um conjunto com
uma ordem parcial <. Noés dizemos que um subconjunto N C M é totalmente ordenado
se para qualquer par (a,b) em N X N tenhamos a < b ou b < a(ou ambos). Dizemos
que ¢ € M ¢é uma cota inferior para o conjunto N se ¢ < n, qualquer que sejan € N.
Dizemos ainda que ¢ € M é um elemento minimal de M se, para todo elemento m € M
satisfazendo m < ¢, tenhamos m = c.

Com isso em maos, podemos definir um conjunto minimamente indutivo como um con-
junto no qual todo subconjunto N C M totalmente ordenado tem uma cota inferior.

Assim sendo, temos uma versao “minimal”do Lema de Zorn:

Lema 1.10. Todo conjunto ordenado nao-vazio e minimamente indutivo possui um ele-

mento minimal.
Agora, usaremos o fato acima para mostrarmos a proposicao:

Proposicao 1.11. Seja A um operador fechdvel, entao A possui a menor das suas ex-

tensoes fechadas. Tal extensio € chamada de fecho do operador A e é denotada por

A.
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Prova : Seja M = {A;; A; é uma extensao fechada de A } com a seguinte relagao de

ordem:
Ai < Aj e D(Ay) € D(4))

e A; estende A;. Inicialmente, vemos que M # (), ja que A admite uma extensao fechada(é
fechével). Agora, veja também que M munido dessa ordem(parcial) é um conjunto mi-
nimamente indutivo, pois, dado um subconjunto N = (A4;);c; totalmente ordenado basta
escolhermos A € N para ser uma extensao de A tal que Af = A, f para todo z € D(Ag)
e D(A) = ﬂ D(A;) e, a partir disso, note que toda extensao fechada de A deve pertencer
a IN ser urf; extensao de A. De fato, se A, é uma extensdo fechada de A, por definicao,
devemos ter D(A) € D(Ay). Logo, toda extensdo fechada de A em N é também uma
extensdo de A, e, portanto, A é uma cota inferior de N. Daf, M é minimamente indutivo.
Portanto, pelo Lema minimal de Zorn(lema 1.10), temos que M possui um elemento

minimal, o qual é o fecho de A. Podemos concluir da proépria relagao que foi colocada

acima a unicidade do fecho.

Definicao 1.12. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que um operador H: L — H,

com L C H subconjunto denso, é simétrico se, para todos os f,g € L:

(Hf,g)=(f,Hg)

Lema 1.13. Seja ‘H um espago de Hilbert e H : L C H — H um operador simétrico.

Entao, H € fechavel e H € simétrico.

Prova: Pela proposicao anterior, se H é fechavel, entdo existe H. Desta forma, basta
mostrarmos que H tem uma extensao fechada. Para tal, mostraremos que sempre que
tivermos f,, — f, com (f,) € L, existird um tnico g € H tal que Hf, — g. Deste
modo, poderemos definir Hf = g. Suponhamos que existem (f,) e (h,) em L tais que

fo,hy — fymas Hf, = ge Hh, — ¢ com g # ¢'. Dai, dado um k € L, temos que:
(9,k) = (lim Hf, k) = lim (Hf,, k) = lim (f,, Hk) = (f, Hk) =
n—o00 n—o00 n—00

= (lim hy, HK) = lim (Hhy, k) = (lim Hh,, k) = (¢, k)
n—oo

n—o0 n—o0

Assim, como k é qualquer em L e o mesmo é denso em H, devemos ter g = ¢, e, portanto,
dada f, ¢ tal que Hf = g estd unicamente determinado. Agora, se tomarmos f,, — f e g

tal que lim Hf, = g, veja que, para qualquer h € L, vale:
n—oo

(9,h) = N (Hfo, h) = lim (fo, Hh) = (f, Hh)

n—oo
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Logo, para qualquer h € L, temos

{9:h) = (f, Hh)

Tomando (h,) C L tal que h,, — h, lim Hh,, = ke f como acima, temos que:
n—oo

(Hf hn) = (f, Hhy)

Passando o limite quando n — oo:

lin (Hf.h,) = (Hf.B) = lim (f. Hh,) = (f.k) = (f. Hh)

n—0o0
e H é simétrico.
Definicao 1.14. Se A € um operador linear num espaco de Hilbert H, entdo, o operador

adjunto de A serd denotado por A*, seu dominio Dom(A*) é definido como o conjunto

dos g € H tais que existe um k € H tal que

(Af,g) = (f. k)

para todos os f € Dom(A). Verifica-se que k € unico e definimos A*g = k. Dizemos que

A ¢ autoadjunto se A=A*, isto é, Dom(A*)=Dom(A) e Af = A*f,Vf € Dom(A).

Podemos definir também o adjunto do adjunto, denotado por (A*)* = A** e, na
verdade podemos operar “adjuntando” operadores. Como exemplo, veja que, da prépria
definigao, se A e B sao dois operadores tais que A C B(no sentido de B estender A),

entao B* C A*. E importante mencionar que nem todo operador simétrico é autoadjunto.

Exemplo 1.15. Vamos a um exemplo de um operador que é simétrico, mas nao € au-
toadjunto. Seja H = L?[0,1] e definamos H : Dom(H) — H por Hf = if’, onde
Dom(H) = {f € ACI[0,1] / f(1) = f(0) = 0}. Note que H é simétrico, pois, para
quaisquer f,g € Dom(H)

L /Olifg’:/olfi_¢=<faﬂg>

0

1
(H,g) = / if'g = ifg

Usamos acima integragao por partes e o fato de f(1) = f(0) = 0. Porém, sabemos da

definicao que
Dom(H*) ={f € Dom(H) / existe k € H tal que (Hf,g) = (f,k)}

Agora veja que para (Hf,g) = (f, k), basta que f(1)g(1) = f(0)g(0) e usarmos integral
por partes da mesma forma. Logo, Dom(H) # Dom(H*).
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Lema 1.16. Se A ¢ um operador fechado com dominio denso num espaco de Hilbert H,

entao A* € também um operador fechado com dominio denso em H.

Prova:
Afirmacao: A* é um operador fechado.
Prova da afirmagao: De fato, mostraremos que Graf(A*) = G é fechado. Seja (g, k) € G.
Entao, temos que (Af,g) = (f, k). Tomando o produto interno em H X H, veja que

((Af,=1): (g, k) =0
para todo f € Dom(A). Logo, definimos
M ={(Af,—f) e HxH;f e Dom(A)}

Agora, note que (g,k) € G se, e somente se, (g,k) L. M, e, como M+ é um subespaco
linear fechado de H x H, entao G é fechado, e, portanto, a afirmacao acima é verdadeira.

Seja Dom(A*) = D. Vamos olhar para o conjunto D+. Se h € H é tal que
(9,h) =0,Yg € D,
veja que
((9,A%9), (h,0)) = 0,Yg € D.
Logo, (h,0) € G+ = M*+ = M. Dai, existe uma sequéncia (f,) em Dom(A) tal que

lim f, =0e lim Af, = h,
n—o0 n—oo

e, como A é fechado, h = A0 = 0. Portanto, D+ = 0, ou seja, D é um subespaco linear

denso em H.

Exemplo 1.17. A hipdtese de A ser fechado no lema acima € crucial. De fato, considere

uma funcgdao f mensurdvel e limitada tal que f ¢ L*(R). Seja

Dom(4) = {0 € L(R); [ |f()o(a)ids < o0}
E claro que Dom/(A) contém todos as fungoes em L* com suporte compacto, logo, Dom(A)

¢ denso em L*(R). Agora, seja ¢o uma fungio dada em L*(R) e definamos Tp = (f, $)o.
Dada uma @ € Dom(A*), por defini¢ao:

para todos os ¢ € Dom(A). Logo, chegamos que A*o = (f, ) f. Mas, como f ¢ L*(R),
isso so ocorre quando (f,¢) = 0, e, portanto, qualquer ¢ € Dom(A*) é ortogonal a ¢y,

dat, Dom(A*) nao pode ser denso.
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Se H é um operador simétrico, entao ¢é claro que o operador adjunto H* é uma extensao
de H. Entao, alternativamente, podemos dizer que um operador H ¢é autoadjunto se é
simétrico e Dom(H*) = L, entao H = H*, e, como consequéncia da afirmacao provada

no lema acima, H é fechado. Se H é simétrico e fechado, temos que H = H C H*.

Definicao 1.18. Dizemos que um operador simétrico H definido num subespago linear
denso L de um espaco de Hilbert H ¢ essencialmente autoadjunto se seu fecho é

auto-adjunto.

A importancia do estudo dos operadores essencialmente autoadjuntos é que os mesmos

possuem uma unica extensao autoadjunta.

Lema 1.19. Se H ¢ essencialmente autoadjunto, entao H possui apenas uma extensao

autoadjunta.

Prova: Como o fecho de H ja é autoadjunto, ao supormos que exista uma outra
extensao autoadjunta H de H, teremos que H C H. Dai, tomando o adjunto dos dois
lados, temos que H = H* ¢ H = H. Logo, H = H.

A reciproca do lema acima também é verdadeira(ver [2]). Lembramos aqui que um
conjunto (&;)ier € dito ser um conjunto ortonormal completo se (§;,&;) = 0 sempre que

)

i # j, & = 1 e H é gerado(como espago vetorial) pelos (£);’s. Sabemos também que

todo espaco de Hilbert complexo separdvel H é isomorfo a C*, se dimH = n ou a [?, caso

dim(H) = +oo

Lema 1.20. Seja H um operador simétrico em H com dominio L e seja {f,}o>, um
conjunto ortonormal completo em H. Se cada f, pertencer a L e existirem A\, € R tais
que Hf, = A\, fn., para todo n, entdo H € essencialmente autoadjunto. Além disso, o

espectro de H é o fecho do conjunto dos \,.

Observacao: veja que o lema acima é um critério para sabermos se um operador é
essencialmente autoadjunto. Porém, tal critério nao é muito bom, pois precisariamos
saber explicitamente as autofuncoes do operador e isso nem sempre é possivel.

Prova do lema: Seja f € L e sejam (ay,) € C nimeros complexos tais que

F=Y anfn



24

Dessa forma,
g=Hf =) Bufu
n=1

Note que, para um m € N qualquer:

Bm:<gafm> = <Hf>fm> = <faHfm> = /\m<f7fm>:)‘mam

Como H é separavel, entdao é isomorfo ao I? e devemos ter || f||* < +oo, mas

o0

AP =CF ) = O anfus Yy anfa) = D {anfn, Y anfa).
n=1 n=1 n=1 n=1

Entao, para cada m € N, temos que:

<amfmyzanfn> :am<fmazanfn> - Olmz<fm;anfn> =
n=1 n=1 n=1

oo

= G Y Gl s fu) = s = |

n=1

Logo,

o0 o0
Z lon|? = || fII? < +oc e, analogamente, Z |B.]? < +o0

Entao, chegaremos que:

oo o0

S lanl 4 18a = S0(1 + A2 ewl? < +oo

n=1 n=1
Agora, para a construcdo de uma extensao H de H, tomemos
L= {f eEH/f = Zanfn,ondeZ(l + D) ) < —l—oo}
n=1 n=1

e definamos H : L —» H como Hf = > L&A fn. Desse modo, é claro que H é uma

extensao de H. Seja S = {\, /1 <n < oo}. Sabemos que cada A, é um autovalor de
H, e, como Spec(H) é fechado, entdo S C Spec(H). Tomemos z ¢ S. Definimos um
operador A em H por:

A(Z anfn): Zan(z =)

Assim, A ¢é limitado e injetivo. Como {f,}>%, é um conjunto ortonormal completo,

podemos escrever todos os elementos de H como combinagoes lineares dos (f,)’s, de

modo que encontraremos que a imagem do operador A acima definido é o préprio L e que



25
(z — fI)Af = f, para todo f € H. Entao z ¢ Spec(H) e A = (z — H)™', o que implica
que S = Spec(H).
Agora, como Spec(H) néo é todo o conjunto C, o lema 1.7 nos diz que H é um operador

fechado. Se
g= Z O fn € Dom(H), definamos g, := Z@nfn.
n=1 n=1

Portanto,
lim 9m = 9

m—r o0

e temos que

lim Hg,, = lim Zan)\nfn = Zan)\nfn = PN[g
n=1 n=1

m— 00 m—00

o que nos diz que H é o fecho de H. Precisamos ainda mostrar que H é auto-adjunto.

Seja f € Dom(H*) e H*f = k. Temos entao:

<kvfn> = <1£I*fafn> = <faI:Ifn> = )‘n<f>fn>

Por outro lado,
(foHfn) = (o Man) = M fa)-
Ainda mais, se

f= Z Qp frn, podemos tomar k = Z AnQip fn
n=1 n=1

Dai, f € Dom(H) e entdao H* = H.
Vamos ver alguns exemplos de operadores que tém conjuntos ortonormais como auto-
funcoes e que satisfazem o lema acima, de modo que possamos concluir que os mesmos

sao essencialmente auto-adjuntos.

Exemplo 1.21. O operador Hp definido no exemplo 1.4 € essencialmente auto-adjunto

no seu dominio Lp. De fato, definamos a sequinte sequéncia de funcoes:

= (72 ) sen (M= com e

,  nm 2 \? nm(x — a)
f”_b—a(b—a) COS( b—a )

"o n?m? 2 2 mr(x—a)
f““(b—a>2(b—a> ”( b—a )

E claro que
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2.2 ~ A . ~
Portanto, tomando A, := %, 0s mesmos sao 0s auto-valores da sequéncia de funcaoes.

E facil ver que ||fo|2 = 1 e temos também:

U@ﬁ»:Lﬂh@WM&MWw:l:m%?%%%@)wﬁ(ﬂ%éiﬂ):o

Exemplo 1.22. Um outro exemplo aparece quando olhamos para a equacdo de Legendre:

4l
(a2 )=u

Seja H um operador simétrico em L*(—1,1) definido por:

d d
Hf = —%((1 - x%%)

E entao H ¢ essencialmente auto-adjunto no dominio C*(—1,1). De fato, considere

0s polinomios de Legendre:

o 1 d
T ol dan

Note que os mesmos satisfazem a equacao de Legendre com autovalores A, = n(n+1).

(z* = 1)"

n

Fazendo algumas contas, usando integracdao por partes, chegamos que as funcoes

mm:(%+ﬂzmw

2

s@o um conjunto ortonormal em L*(—1,1). O conjunto gerado pelos f,’s coincide com o
conjunto de todos os polinomios em [—1,1], e, como tal conjunto € uniformemente denso
em C[—1, 1] (Stone- Weierstrass), o mesmo € denso na norma em L*(—1,1). Dai, (f,)°,
¢ um conjunto ortonormal completo em L*(—1,1). Assim, podemos aplicar o lema 1.20

para concluir que H € essencialmente auto-adjunto.

Exemplo 1.23. Um dos mais importantes operadores diferencidveis é o Laplaciano, o
qual € usualmente denotado por —A, e também é um dos mais antigos. Tal operador
comegou a ser estudado por Laplace(1749-1827) em conexdo com a teoria da gravitag¢ao
e, ainda hoje, temos muitos trabalhos buscando encontrar o espectro do Laplaciano em
variedades Riemannianas. Seja Q uma regigo no RN e C(Q) o conjunto das fungies
infinitamente diferencidveis em Q, que € o fecho de Q, as quais se anulam no bordo, a

simetria de —A vem da sequinte identidade:

A«Aﬂg—ﬂzwazo
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a qual nos € assequrada pelo teorema de Green. Pode-se provar também que numa varie-
dade Riemanniana completa, o A agindo em funcoes, formas ou tensores é um operador

essencialmente auto-adjunto(ver [9]).

Existem muitos operadores simétricos que nao sao essencialmente autoadjuntos, ou
seja, nao tem uma Unica extensao autoadjunta. Porém, é importante também saber
quando determinado operador possui extensao autoadjunta pelo fato de que existem al-
gumas propriedades inerentes apenas a este tipo de operador. Dessa forma, ainda que
tal operador nao seja autoadjunto(ou seja, nao goze da propriedade desejada), pode ser
que consigamos uma extensao do operador que seja autoadjunta, e, assim, apliquemos
a propriedade desejada. O préprio operador citado acima é um exemplo deste tipo de
operador. Seja H um operador simétrico. Podemos definir a transformada de Cayley de
H por U = (H —)(H +1i)~! a qual é uma bijecao de Im(H +1) em Im(H — 1) e satisfaz,
para todo f € L:

ICH + ) fIIF = [HFI*+ 117 = I(H =) fI

Perceba que, com este conceito, conseguimos transferir um problema de operador nao-
limitado para um operador unitario, e, portanto, limitado. Na verdade, algumas versoes
do teorema espectral foram provadas para operadores limitados e estendidas para opera-
dores nao-limitados utilizando-se este conceito. Além disso, o lema abaixo mostra outra

importancia desta definigao.

Definicao 1.24. Dizemos que um operador H € isométrico se o mesmo preserva distancia.

Isso € equivalente a relagao (H f, Hg) = (f,g) quando estamos em um espago de Hilbert.

Lema 1.25. Existe uma correspondéncia 1-1 entre as extensoes simétricas de H e as
extensoes isométricas de U, que € a sua transformada de Cayley. Além disso, as extensoes

estao relacionadas da sequinte maneira:

Prova: (i) Se H é uma extensdo simétrica de H, entdo U-a transformada de Cayley
de H- é uma extensio isométrica de U.

De fato, se f € L, entao

I(H + D)1 = | HAP + CHfif) + (if, )]
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Como H é simétrico , temos
1> < |(H + i) fI| = [1HFI? + 1 1

Logo, para que tenhamos (lf[ +1)f = 0, devemos ter f = 0. Note que, como U =
(H —i)(H 4 i)~", o problema de existéncia de U est4 atrelado & existéncia de (H 4 i)'

Pelo que mostramos acima, U estd bem definida. Agora, sabemos que

UH+i)f = (H —i)f,Yf € L= Dom(U) = Im(H +1i) e Im(U) = Im(H — 1)
De modo que, dado ¢ € Im(H + i) = Dom(U), existe f tal que Hf +if = g, dai
Ug=(H—i)f e|Ugl* = |(H—=dflI> = I(H+d)fI* = llgll®

Logo, U é isometria e (i) estd provado. Reciprocamente, seja U uma extensio isométrica
de U
U:M*YDIm(H+i) — M~ D Im(H —1)

Vamos encontrar uma extensao simétrica H de H a qual esta relacionada com U. Suponha

que exista f € M* tal que Uf = f. Seja g = (H 4 i)h, com h € L. Temos:

Porém, L é subespaco linear denso em H, logo, f = 0. Entao, o operador U—-16 injetivo.

Definamos H, com domnio (U — 1)M* de modo que:

1 - . i 1
(H+1i) ' = 5z'(U— HouHf = §(U+1)g, se f = 5z'(U— 1)g, comg € M+

Sejam f1, fo tais que

Hf; = %i(UJr Lgj, fi= %(U —1)g;, com g; € M*
Dai,
(L, f2) = (50 + g, 530 = )gah = =730 + D, (0 = )ga) =

—}li(<0917092> — ((791792> + <91,Ug2> — (91, 92))

Como U é isométrica

<F[f1,f2> = —%Z«gl, Ug?) - <(~]91,92>) = %i(<091,92> - <917092>) =
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1 =~

= }12«0 — 1)1, (U+1)go) = <%Z((~] - g1, §(U+ 1)g2) = (f1, H fo)

Logo, H é uma extensio(por defini¢do) simétrica de H.

O lema acima faz com que possamos tratar de um problema de extensoes simétricas
de operadores simétricos, como um problema equivalente de extensoes de isometrias o
que, em geral, é mais facil de ser trabalhado. Basicamente, o que teremos que fazer agora
para estender uma transformada de Cayley é conseguir uma bijecao entre os subespacos
de deficiencia Im(H + i)+ e Im(H — i)t. Podemos citar ainda que toda isometria U

estende-se unicamente a uma isometria cujo dominio é o fecho do Dom(U).

Definicao 1.26. Dizemos que um operador H € unitdrio se vale a relagio H™' = H* a
qual é equivalente a H*H-' = H-YH* = I. Note que H ¢é isométrico se, e somente se ele
€ unitdrio.

Definicao 1.27. Seja H um operador simétrico. Definimos os subespagos de de-

ficiéncia de H como os conjuntos:

LT :={fe€Dom(H");H*f =if} ={f € H;(Hh, f) = —i(h, ), Yh € Dom(H)}

L™ :={feDom(H*);H f=—if}y={f € H;(Hh, f) =ilh, ), Yh € Dom(H)}.

Os indices de deficiéncia de H sdo as dimensoes dos espacos Lt e L™ e serao denotados

por i, =dimLt ei_ =dimL™.

Teorema 1.28. Seja H um operador simétrico e fechado em H. Existem extensoes
autoadjuntas de H se, e somente se, seus indices de deficiéncia sao iguais. Além disso,
as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) H € essencialmente autoadjunto;

(2) Os indices de deficiéncia de H sao ambos iguais a zero;

(3) H tem exatamente uma extensio autoadjunta.
Prova: Inicialmente, provaremos um lema que sera muito util na prova deste teorema.

Lema 1.29. Seja H um operador simétrico e fechado como acima e U a sua transformada
de Cayley. Entio wma extensio H de H é autoadjunta se, e somente se, U - que € a
transformada de Cayley de H - ¢ unitdria. Em particular U ¢ unitdria se, e somente se,

H ¢ autoadjunto.



30

Prova do lema: Se H é uma extensao autoadjunta, em particular, é uma extensao
simétrica e daf U é uma extensdo isométrica de U, logo, U é unitdria. Reciprocamente, seja
U uma extensao unitdria, e, portanto, isométrica de U. Temos, pelo lema acima, associada
a ela uma extensdo H simétrica e devemos mostrar que a mesma é autoadjunta. Também
pelo lema acima, temos a relacio H = i(I — U)(I — U)~". Seja, entdo, f € Dom(H*),
logo, existe um k& € H tal que

(Hg, f) = {(g.k)

para todo g € Dom(H). Veja que podemos escrever g = (I — U)h e k = H*g, com h

qualquer em Dom(U). Substituindo na relagdo acima, temos:
(i(1 + U)h, f) = (I = U)h, k) = (h,k) — (Uh, k)

logo,

(ih, f) + (iUh, f) = ik, ) + (U, f) = (h, k) = (Uh, k)
Como U é isometria, podemos escrever (h, k) = (Uh,Uk) e (h, f) = (Uh,Uf). Ficamos
com a seguinte equacao:

i(h, ) +i(Uh, f) = (h, k) + (Uh, k) = 0
= i(Uh,Uf) 4+ i(Uh, f) — (Uh,Uk) + (Uh, k) = (Uh, —iUf —if — Uk + k) =0
Dai, como h é qualquer e Dom(U ) é denso, temos que
—iUf —if —Uk+k=0=—U+1)f+(U-1k

isolando f:

—i(U+Df=-U~-Dk=f=—i(U+D)I -0k

Agora, comparando com a expressao do lema 1.25, vem que H f = k e entdo f € Dom(f[ ),
demonstrando que H é autoadjunto.

Prova do teorema: (=) Suponha que exista H D H extensao autoadjunta, em particular,
simétrica. Dali,

U:Im(H+1i) — Im(H —1)

¢ uma extensao isométrica e como H ¢ fechado, entdo Im(H + i) é um conjunto fechado,

de modo que podemos escrever

Im(U +i) = Im(H +1i) ® Im(H +14)*
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Agora, note que U D U e U é isometria, entdo

U:Im(H +i)*" — Im(H — )" bijetivamente

Vamos mostrar que Im(H +i)* = Ker(H* — ).
De fato, seja g € Im(H +1i)*. Dado f € Im(H + i) qualquer, existe h € Dom(H) tal que
(H +i)h = f. Temos que:

0= ((H +i)h,g) = (Hh,g) +i(h,g) = (h, H"g) + (h, —ig) = (h, (H" —i)g)

Como Dom(H) ¢ denso, f € Ker(H* —1).
Reciprocamente, se f € Ker(H* — i), entao (H* —i)f = 0 e vale (g,(H* — 1) f) = 0 para
todo g € Dom(H +1i). Dali,

0= (g, (H"=i)f) = (9, H" [)+(g, —if) = (fg, H [)+ilg, f) = (Hg, [)+(ig, f) = (H+1i)g, f)

para todo g € Dom(H + i) = Dom(H), portanto, f € Im(H +i)*.

De modo andlogo podemos mostrar que Im(H — i)t = Ker(H* + i). Da bijecdo obtida
acima vem que %4 = 1_.

(<) Segue do lema anterior.

(1) = (2) : Se H é autoadjunto e f € LT, entao Hf = H*f =if e dai

Logo, f =0e L™ = {0} e como vale a mesma conta para o L™, temos que L~ = {0}.

(2) = (1) : O operador (H + i) : Dom(H) — M*, onde M+ := Im(H +1i) C H.
Agora, o operador inverso (H + i)~ ¢ uma contragao e como H ¢ fechado, o operador
inverso ¢ fechado e limitado e dai o subespaco M™ é fechado. Veja que o complemento
ortogonal de M+ é L™ = 0 (por hipdtese) e dai M+ = H. Entao, dado f € Dom(H*),
existe g € Dom(H) tal que (H +1)g = (H* +1)f. Mas, H* é uma extensao de H e entdo
(H*+1i)(f —g) =0eentao (f —g) € L~ = {0}. Isso nos dd que f € Dom(H) e que
H*=H.

(2) = (3) : Segue do lema 1.25.

(3) = (1) : Por hipédtese, existe H extensio autoadjunta de H e por (2), iy = i_ = 0,
onde os indices estdo sendo vistos com respeito a H. Pelo lema 1.25, a transformada
de Cayley U é uma extensio unitdria de U, transformada de Cayley com respeito a H.

Entao, U : L™ — L~ é uma bijecao e dai iy = i_. Se i, # 0 podemos conseguir uma
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extensao unitaria de U para cada extensao isométrica de L™ em L~ o que nos d4 mais de
uma extensao autoadjunta, contradizendo nossa hipétese. Logo, i, =i = 0 e o resultado

segue.

Lema 1.30. Seja X um subconjunto mensurdvel do RY e seja H = L*(X). Seja H um
operador simétrico em H real, ou seja, dado f € Dom(H), entdo o conjugado de f, f,

também pertence a Dom(H) e:
H(f) = H(f).

Entao, H tem pelo menos uma extensao autoadjunta.

Prova: Inicialmente, vamos provar que H* é real. De fato, seja g € Dom(H*). Entao,

para todo f € Dom(H), vale que

(Hf,g) = (f,H"g)

Tomando o fecho, vem que:

(Hf,g) = (Hf,g) = (f,H*g) = (f,H*g)

Como H é real, chegaremos a

Como f é qualquer em Dom(H), o qual é denso, segue que H*g = H*G e H* é real.
Dai, veja que, ao tomarmos o operador conjugacio, o qual leva f — f, o mesmo leva
bijetivamente LT em L~. De fato, se f € LT, entao H*f = if. Tomando o fecho e
lembrando que H é real, vem que H*f = if o que nos dd H*f = —if, ou seja, f € L.
De modo anglogo podemos concluir que, dado f € L~, existe f € LT relacionado ao
mesmo. Como o operador conjugacao ¢ bijetivo, entao dimL™ = dimL~, e, entdo, H tem,
pelo menos, uma extensao autoadjunta.

O teorema acima nao diz exatamente quantas extensoes autoadjuntas o operador pos-

sui. Se tomarmos H em L*(a,b) como no exemplo 1.4, mas com dominio

L:=LyNLp={f€C*ab)/fla)=[(b)=f(a) = f(b) =0}

entdo H é real e possui duas extensdes autoadjuntas distintas, Hy e Hp. Ao identificarmos
explicitamente os subespacos de deficiéncia, podemos usar o lema 1.25 para classificar to-

das as extensoes autoadjuntas de um operador simétrico dado. Porém, isso normalmente
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sO é possivel para operadores diferenciais ordinarios, para os quais os subespacos de de-

ficiéncia tem dimensao finita.

Exemplo 1.31. Seja H o operador simétrico em L?(0,00) dado por

de modo que Dom(H) = C2°(0,00). Pode-se mostrar que H*f = +if se, e somente se,
f,f € L? e f = +f. Essas condi¢oes fazem com que tenhamos f(x) = ce*®. Portanto,
dimLt =0 edimL™ =1, e, entdo, H nao tem extensoes autoadjuntas. Tomando agora o
mesmo operador, sé que em L*(0,1) com dominio C>°(0,1), H tem indices de deficiéncia
1guais e tquais a 1, logo, possui pelo menos uma extensao autoadjunta, e, na verdade, este

operador possui infinitas extensoes autoadjuntas.

Teorema 1.32. O espectro de qualquer operador autoadjunto € real e nao-vazio. Se z ¢ R,
entao

I(z = H) | < [Tmz| . (1.5)

Além disso,

(z—H)"'=((z—H)") (1.6)

Prova: Vamos supor que Spec(H) # () e suponha A € C tal que exista f # 0 tal que
Hf = \f. Assim,

M) = L) = f) = (FH ) = (FM) = M f)

Logo, A € R. Seja K = (Hy_m), onde z = z + iy, com y # 0. Veja que K = K* e sabemos

também que i ¢ Spec(H) e ||[(K +4)7!|| < 1. Logo, z ¢ Spec(H) e (1.5) segue-se. Se
f1,f2 € Dom(H), entao:

(H =2)f1, f2) = (f1, (H = 2) f2)
Fazendo g1 = (H — 2)f1 e go = (H — Z) f2, vem que:
(91, f2) = {f1, 92)

Donde temos (1.6). Suponhamos agora que Spec(H) = (). Entao, para quaisquer ¢,¢

€ H, a funcao f : C — R dada por:

f(2) = ((z = H)"',%)
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¢ analitica em C, a qual vai a zero quando |z| — oo. Pelo teorema de Liouville temos
que f deve ser identicamente nula, e, como ¢ e ¢ foram dados arbitrariamente, temos que
(2 — H)™! é identicamente nula. O que contradiz a hipStese de Spec(H) = (). Portanto,
Spec(H) # 0.

O Operador Multiplicagao

Uma classe de operadores autoadjuntos muito importante para a teoria espectral sao os
chamados operadores multiplicagao, os quais descreveremos abaixo. Na verdade, todo
operador autoadjunto é unitariamente equivalente a um operador multipllicacao. Seja E
um subconjunto de Borel do R" e ;4 uma medida de Borel nao-negativa e enumeravelmente
aditiva a qual é limitada em todos os subconjuntos de Borel do R™. Seja ainda H :=

L*(E,du) o espaco de todas as fungoes mensurdveis f : E — C tais que:

=/ If(x)|2dﬂ)%< -

Seja a : E — R uma fungao mensuravel tal que a restricao de a a qualquer subconjunto

de E é uma funcao limitada e D o conjunto das fungoes f € H tais que

[+ atlsfan < o

Definamos agora o operador A : D — H dada por

(Af)(x) := alz)f(2)

para cada x € E. Veja que A esta bem definida, ja que

AFE = [ 14f@Pdn = [ fa@PLr@)Pdn < supesslal [ 17@)Fdu < o0
e ainda ganhamos que ||Af|| < supess|al|| f]|-
Lema 1.33. A ¢ um operador linear densamente definido e fechado.

Prova: E claro que D é um espaco vetorial e que A é linear. Vamos tomar f € H
qualquer e definamos
o) { f@), se (@) <n
0, caso contrario
Entao, veja que |f,(x)| < f(z), para todo n € N e para quase todo ponto z € E. Pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, segue que f, — f em H, e dai D é denso. Tendo

esta mesma sequéncia (f,), seja ¢ = lim Af,,. Vamos mostrar que g € H e que Af = g.
n—oo

Af,(2)de < | n?|f,(x)|dz
/E| fulz)d </E fal2)lda < 00
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Logo, g € H.

Lema 1.34. Seja A como definido acima. Entao, vale que:

(1) || All = supess|al

(II) A* = A

Aqui, usamos um abuso de notacdo, jd que A significa o operador A como o definido

acima, mas, ao invés de a na definicdo do mesmo, usamos a.

Prova: Sejam f, g € H, entao:

(41.9) = [ alo)f@)glaldn = [ f@ialoig(o) = (1. Ag)
E E
Logo, A* = A.
Lema 1.35. O operador A é autoadjunto no dominio D. Se L? € o conjunto das fungies

f € H as quais se anulam fora de um subconjunto limitado de E, entao A € essencialmente

autoadjunto em L?.

Prova: Inicialmente, veja que A é simétrico no seu dominio. Seja z ¢ R e consideremos

o operador R, em H definido por

(R.f)(z) = (2 = a(z)) " f(2)
Se f € D é claro que
(z—AR.f=f
Portanto, z ¢ Spec(A) e R, é o resolvente de A. Logo, A é fechado. Os subespagos de
deficiéncia de A sao ambos nulos, o que nos da que A é autoadjunto. Agora, seja f € D
e para qualquer n € N, definamos
f(z),caso x| <n
fn<x) = { L.
0, caso contrario

Como |f,(z)] < |f(x)|, para todo x € E, temos que f,(z) € L? C D para todo n.

Podemos agora usar o teorema da convergéncia dominada para concluir que
lim ”fn - f” =0, lim HAfn - Af” =0
n—oo n—oo
Logo, A é o fecho da sua restrigao a L2
A imagem essencial de uma funcao é o conjunto mais proximo do conjunto de valores

que a funcao pode assumir, ou seja, os valores que a funcao assume a menos de um

conjunto de medida nula, onde a mesma pode sofrer alguma alteracgao.
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Lema 1.36. O espectro de A € igual a imagem essencial de a, a qual € o conjunto de

todos 0os A\ € R tais que
p{z/la(z) = Al <e€}) >0

para todo € > 0. Se A & Spec(A), entio

(A =A) ")) = (A= al2)"" f(z)
para todo = € E ¢ f € H ¢ ainda

I = A)7H = (dist(X, Spec(A))) ™

Prova: Se A nao estd na imagem essencial de a, entao a fungao ry(z) := (A —a(z))™' é
limitada fora de um conjunto de medida nula, logo o operador multiplicacao R, é limitado
em L2. E facil ver que seu dominio é igual ao dominio de A e que Ry(A — A) =1, 1 visto
como a identidade no espago L?. Da mesma forma, podemos mostrar que (A — A)Ry =1
também ocorre, logo, A ¢ Spec(A). Reciprocamente, se A estiver na imagem essencial de

a, entao os conjuntos

Sy = A{z; [N —alx)] <27}

tem medida diferente de zero para todo m. Se a medida de S, é infinita, entao nos

trocaremos .S, por um conjunto de medida finita e positiva. Se ¢,, é a funcao caracteristica

de S,,, entao 0 # ¢,, € L* e

A = A)mll < 27|

Dai, veja que o operador (A — A) ndo pode ter inverso limitado, entdo A € Spec(A).
Agora, como
(A = A)7H| = Supess{|]A —a(z)| ;2 € E}
Segue que vale
(A = A)~H| = (dist(), Spec(A))) ™

Com essas ferramentas a mao, desejamos agora provar a versao do teorema espectral
para calculos funcionais. No préoximo capitulo, nos deteremos a encontrar um conjunto

onde faca sentido desenvolvermos o calculo funcional.



Capitulo 2

O Calculo Funcional e a Formula de

Helffer-Strodjand

Dado um polinémio de grau n, p: C — C
p(z) = ap+ a1z + ... + aa”

sabemos calcular o valor de p(z), qualquer que seja z € C. Na verdade dada uma fungao
complexa f com uma lei de formacdo, sempre tem sentido perguntar o valor de f(z).
A mesma coisa nao ocorre para um operador linear. Por exemplo, seja T : R? — R
dada por T'(z,y) = = + y, qual o valor de f(T), onde f(z) = =7 E sempre possivel
calcular f(7T) para um operador definido em um dominio qualquer? O calculo funcional
é uma teoria que busca propriedades que uma determinada funcao deve possuir para que
faga sentido falar sobre o valor de f(T') para qualquer operador(ou determinada classe de
operadores). Quando temos uma matriz quadrada M,,, e a funcao g(x) = 22, é claro que
faz sentido encontrar o valor de g(M)(note que tal valor ainda é uma matriz). Seguindo

um raciocinio indutivo, podemos calcular o valor de p(M), onde p é o polindémio citado

acima. Ainda com essa matriz, sabemos que faz sentido

Agora, veja que a fungdo exponencial acima pode ser aproximada por polinémios, o que

nos leva a pensar que se f satisfaz

lim pn(M> = f(M)

n—oo
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entdo herdard também as mesmas propriedades e fara sentido falar no valor de f(M).
Podemos usar o mesmo raciocinio caso, no lugar de uma matriz M, tivermos um operador
linear 7.

Neste capitulo, H serda um operador autoadjunto qualquer (limitado ou nao), definido
num espaco de Hilbert separavel. Uma propriedade que ja foi provada no capitulo anterior

e que sera crucial para nosso estudo neste capitulo é a desigualdade:
I(z = H)7|| < [Im(2)| " (2.1)
para todo z € R. Se z € C, entao denotaremos (z) := (1 + |z[?)2.

Lema 2.1. Para todos x,y € R", vale que

(z +y) < 2(z)(y)

Prova: Se x € R", sabemos que (z) := (1 4 |z[?)2, onde |z| denota a norma usual do
R™. O que queremos provar é equivalente (basta elevar ambos os membros ao quadrado)

a: (1+i1(“fi+yi)2)§4(l+i1x?)(1+i1yi2)

Veja que a equagao acima ocorre se, e somente se:
L+ a2+ ) 2 +2) i <A4+4) al 44> yf +4(Zx§> <Zy§>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=1
0 que ocorre ja que
2> e <4( X at) (L 2)
i=1 i=1 j=1
onde z;’s e y;’s sa0 nimeros reais.
Se 3 € R, entdo, definimos S? por
arf

dan

§% = {f :R—C, feC%|fM ()| =

< cn<x>5‘”}

para algum ¢, < 0o, todo z € R e todo n inteiro nao-negativo. Definamos também uma
classe de fungoes dada pela familia
A:=)5" (2.2)
5<0
A familia de funcoes A, como definido acima, é uma algebra sobre a “multiplicagao

pontual”’e contém toda funcao racional cujo denominador nao se anula em R, o qual
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tem maior grau do que o seu numerador(basta notar que tais fungdes tém o tipo de
decrescimento pedido na defini¢do do nosso A).

Em A, podemos definir a norma

=S / O @) () e (2.3)

para todos os inteiros n > 1. Note que se ||f]|, < oo, entdo f' € L'(R) e dai f € Cy(R).
A férmula de Helffer-Strojand

Vamos agora introduzir um conceito que nos ajudara a provar o teorema espectral de

uma maneira mais elegante. Seja f : R — C uma funcao infinitamente diferenciavel.

Definimos uma extensao de f (a qual também ¢é infinitamente diferencidvel), f:C—C

dada por

r

para alguma funcao 7 : R — R que se comporta do seguinte modo

I,sels| <1
7(s) =
0,se |s| > 2

= (2 108 Yot 24

onden>1e

Veremos que a escolha de um n natural e uma funcao 7 com essa propriedade nao sera

relevante.

Lema 2.2. A funcio [ é uma extensio de f e é infinitamente diferencidvel quando vista

como uma fungao de (z,y), mas nao analitica.

Prova: Caso y = 0, vemos que z = x € R. Além disso, o(z,y) = 7(0) = 1 e fazendo
r =0 em (2.4), veja que f(z) = f(x), logo, f é uma extensdo de f. Como a expressao
(2.4) vale para todo n > 1, segue que f ¢ infinitamente diferenciavel.

Com isso em maos, temos

o) 1o, of
0z '_2<8x+zﬁy)

= 1<i f(T)(x) (iy)r) (02 +i0,) + %f("H)(ﬁ) (iy)"a (2.5)

n!
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A expressao acima ainda nos da que

‘ O(|y"|), quandoy — 0

5 |= 0 para todo z € R. Agora, dado um operador H

para todo x € R. Em particular ‘—

autoadjunto e f qualquer em A, definamos

F(H) = ——[Cagi)( — H) dzdy (2.6)

Com o lema abaixo, conseguiremos mostrar que f(H) ¢é limitado na norma ||.||,41 para
todo n e, assim, poderemos transferir nosso problema de um operador a priori nao neces-

sariamente limitado para um operador limitado.

Lema 2.3. O operador f(H), como descrito acima, € limitado e

IFCE) < el flln
para toda f € A e todon > 1.

Prova: Se z ¢ R, entao z ¢ Spec(H). Portanto, (z — H)™! é analitica na norma(lema

1.7) e tem norma limitada, segundo (2.1) acima. Considere os conjuntos:

U:={(z,y);{z) < |yl <2(x)} e V = {(,9);0 < |y < 2(x)}

Como [|(z — H)7Y| < |y|™' e usando (2.5), vemos que

° BE %glf‘%v)! :

Y| - : 1
Yyt + iy + L0
r! 2
Sempre que possivel, incorporaremos a uma constante ¢ todas as constantes que nao

e

dependem de n. Veja que sé faz sentido avaliar |7/| em U. Para a primeira parcela,
considerando que (x,y) € U, entdo |y|” < 2"(x). Para a segunda parcela, como nao

aparece 7', basta avaliarmos a expressao em V| o que nos dé |y|" < 2"(z). Lembrando
n

que lim -~ = 0, podemos limitar esta parcela por uma constante que nao depende de n:
n—oo N!

n

2
dado € > 0,dng € N tal que , Vn > ng tenhamos |—|| <€
n!

e basta esolhermos a constante C' = max{¢, 1,2, ..., ZL—O?} Agora, veja que, para qualquer

A € Retodo x € R”, temos

0 0
az'(@)‘ = 8:6-(1 + 22 .+ 2?)

2
2
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Como z; < (x), vem que

| 0
(91:2-

(@) < O™ (2.7)

Dai, veja que

o2 + wy’ < |og| + ‘Uy|
Mas, ao derivarmos o, precisamos usar a regra da cadeia e (2.6), a qual nos dara
lou] = [7]lyl({2) ™) = |7 llyl| = 1{z) = = [7'[lyl{z) " (@) " < 2|7 {x) "

com relagao a variavel y, temos

oyl = 17| {@) ™ < 27| (z)
como podemos escrever |7'| = |7’|xuy(z,y), chegamos a expressao:

|0y +ioy| < Clz) yu(z,y)
Logo, substituindo na estimativa da norma acima

0f(2)

ot

< e 1@ ) xw (@, y) + el FO @) [y X (2, )
r=0
para todo n > 1. Podemos entao integrar em y de modo a aparecer o que queremos:

IFCEDIF< el fllnsa

e o resultado segue.

Continuando nossa busca por um bom conjunto onde consigamos desenvolver um célculo
funcional, para o qual A é o nosso principal candidato, temos uma certa dificuldade em
lidar com os elementos deste conjunto explicitamente, mas conseguimos enxergar que o
mesmo é um pouco mais “gordo” que o conjunto das funcoes infinitamente diferenciaveis

com suporte compacto. Na verdade, vale o lema abaixo:
Lema 2.4. O espaco C*(R) € denso em A com a norma ||||n+1, para todo n.

Prova: Seja f € SP para algum 8 < 0. Dada ¢ € C° tal que ¢(s) = 1, se |s| < 1
e ¢(s) = 0, se [s| > 2. Facamos ¢,,(s) = ¢(3) e fin = & f. Assim, construimos uma
sequéncia de fungoes C'° e vamos mostrar que, para todo n > 1, f,, converge a f na
norma ||{[,11:

d?“
dx”

(f(@))(1 = dp(2))|{z)" da.

n+1 +00
15 = Fullasi = [
r=0 Y~
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Usando a regra de Leibnitz para derivacao do produto e que

dk

dak aem” " Xm () < d(x) X ()

Pm(7)|<

para todo k£ > 1, onde y é a fungao caracteristica do conjunto {z;m < |z| < 2m} Dali,

chegamos que
n+1

1 = Flluss < cz/

e como o lado esquerdo vai a 0 quando m — oo, segue que f,, converge a f.

>T_1d$

dac

>lz|>m

Lema 2.5. Se ' € C° e F(z) = O(y*) quando y — 0 para cada x € R, entdo vale

I=—— 88]:(2 — H) Ydzdy =0 (2.8)

Prova: Seja suppF = {z =z +iy;|z| < N e |y| < N} e definamos, para cada § > 0
bem pequeno, Qs = {z =z +iy; |z| < N e d < |y| < N}. Inicialmente, veja que F' estd
definida num quadrado de lado N. Ao olharmos para o conjunto €25, conseguimos dois
dominios distintos(retangulos abertos) e fazendo § ir a zero, os dois retangulos cobrirao o

nosso dominio, logo, podemos escrever:

1 OF
I=—liml;=—lim— | —(z— H) 'dzdy
6—0 0—0 7T Qs 82
Sabemos que 8F = %(%—5 + i%—g), entao podemos separar a integral I; em duas:

1 oF 1 or
I — (2 — H) 'dzdy + — — H) 'dad 2.9
5= 2ﬂﬂéax(2 )" dady + 5 Q(s(f)y(z )" dxdy (2.9)
Agora, considere os campos
> F(z) - F(z) _
X=—" Y= ———
-1 T -
e note que os normais aos campos sao 1, = €; e 1, = —é;. Calculando os divergentes,

chegamos a:

DivX = ZF(Z —H)'+ F(2)(z — H) % ¢ DivY = g—F(z —~H) '+ iF(2)(z— H)?
T Y

Vamos somar e subtrair a parcela F'(z)(z— H)™2 em (2.9), pondo uma parcela na primeira

integral e a mesma multiplicada por ¢ na segunda integral, de modo que aparecera:

1 > ' -
Is = o DivXdxdy + . DivYdzxdy
™ Qs 2 Qs
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Usando o Teorema da Divergéncia:

1 = ' -
Iy = — Xn.dz + L Yn,dz
27 Joq, ™ Joos

Com os normais em maos, vemos que a primeira integral vai a zero e entao:

= imi —F(Z) z
I=} /8525 (Z—H)d

Sendo esta tultima uma integral sobre 8 segmentos de reta(lados dos dois retangulos), dos
quais apenas dois sao suporte da F. Utilizando (2.1), temos uma estimativa que pode

juntar as duas integrais restantes numa so:

o0y . _
i< im o= | (|F<x+5y>| P - wy>|)6 e

0 -N

Tal limite vai a zero, pelas condicoes satisfeitas por F' no lema e entao o resultado segue.
Veja que o teorema da divergéncia acima utilizado é na verdade uma extensao do

teorema da divergéencia que conhecemos, considerando operadores como vetores.
Lema 2.6. Se f € A en > 1, entdo o operador f(H) independe da escolha de o e n.

Prova : Como C2° é denso em A, basta provarmos para esta classe de funcoes. Seja

f € C e com o intuito de simplificar a notagao, definamos

n

o= 1) = (2 59 ot

r=0

Sejam o7 e 09 duas fungdes como no inicio do capitulo. Para |y| bem pequeno, temos que
essas fungoes coincidem e sao iguais a 1 e dai, fam — fom = fg,n = 0 e, pelo lema anterior,
fan(H) = 0 o que mostra a independéncia do parametro . Agora, para m > n > 1,
faym — fg,n = O(y?) quando |y| — 0 e entdo, pelo lema anterior, fayn(H ) independe da

escolha de n.
Lema 2.7. Se f € C°(R) € tal que suppf N Spec(H) =0, entao f(H) = 0.

Prova : Como suppf é compacto, existe uma quantidade finita de bolas {B, }*_, tais
que suppf C Ule B, e nao tocam o Spec(H). Dai, existe um numero finito de curvas
{7 }_; que sdo a fronteira de uma regidao U que contém o suporte da f e que nao tocam
o espectro de H. Podemos entao usar novamente o teorema da divergéncia como no lema

(2.5) e chegar na seguinte expressao:

T 0z

g =2 [ 2B iy anay = Y [ e

A qual é zero, pois f é zero em cada 7,.
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Lema 2.8. Para quaisquer f,g € A, vale que

(fg)(H) = f(H)g(H)
Prova : Sejam r, h € SP para algum 3 < 0, dada ¢ € C° tal que ¢(s) = 1 se |s| < 1
e ¢(s) = 0se [s| > 2, defina ¢,,(s) = ¢(s/m). Se h,, =

entao como elas pertencem a C'2°, vale que

¢mh7 'm = ¢m7ﬁ € Pm = ¢$nh7“a

pm(H)

han (H )1 (H)

e por passagem de limite, j& que vale o lema (2.4) e como hr é limitado(lema 2.3), temos
(hr)(H) = h(H)r(H)

Logo, basta fazermos a andlise para fungoes continuas com suporte compacto. Tomemos

fegem C®. Sejam ainda L := supp(j) e K := supp(f), entdo K e L sao subconjuntos
compactos de C e ainda:

df 07
f(H)g(H) = 1 /K ; a—f% z— H) Y(w — H) 'dedydudv
Como vale (i) em (1.7):

(z—H)w—H)" =E-w) (w-H)" = (z—w) (= H)™

dai, podemos separar a integral acima em duas integrais distintas

- (z —w) Hw — H) 'dzdydud
KM@Z@U‘J(Z w) (w ) dedydudv

1 aof 0g L |
ﬂ(/;XL 3zé%u(z w) (2 — H)™ drdydudv

Agora, podemos utilizar uma versao da formula integral de Cauchy para fungoes infinita-
mente diferencidveis(mais detalhes em [12]) e simplificar as equagoes, ja que
of

(- >1w@=fww—-§2<—m1mm=ma

s =2 [ (72 + Uge) ) - mtaay

1 (9fg -1
—— — H) “dxdy.
/KUL 0z ( ) Y

Dali,
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Por definicao, temos

(fg)(H) = %/Ca(a“};g) (z — H) 'dxdy

Logo, o que precisamos mostrar é que

1 [ Ok
—— | =(z—H) Ydady =0
T Caz(z )" dudy

onde k(z) == f(2)§(2) — (fg)(z). Agora, como f e g€ C®, k € C e o resultado segue
do lema 2.5.

Lema 2.9. Sew ¢ R er, := (w— 2)~', para todo z # w, entior, € A e
ro(H) = (w—H)™

Prova : Como f(H) é independente da escolha de n e o, podemos escolher n = 1.

Vamos ainda assumir que Im(w) > 0 e

onde A > 1 é suficientemente grande para que w ¢ supp(c). Param > 0 grande, definamos
Q= {(2,y)s 2] <mem™Hz) <y < 2m}

A fronteira de 2,, é formada por duas curvas fechadas e orientadas no sentido anti-
horario, as quais sao 6 segmentos de reta e duas curvas. Logo, podemos usar o teorema
da divergéncia da mesma forma como no lema (2.5)(para o campo X = 7,(2)(z— H)te1),

de modo a concluir que

ro(H) = ! lim aﬂ(z — H) 'dxdy

T m=oo Jo 0z
_ % Jim_ N Fo(2)(z — H)\dz
Agora, vamos calcular
lim | [ (ru(2) = 7u(2))(z — H)"'dz]|

m—00 om

Veja que 0f,, é composta por seis segmentos de reta e duas curvas. Vamos entao separar
em casos.

1° Caso : Quando z estd em uma linha vertical v, entao (z) = O(m) e (z) = O(m).
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Usando uma extensao 7, com n = 1 para a fun¢do r, : R — C dada por r(z) :=

ro(x 4 1y), temos que 7, (z) = ry(x) + 7., (z)iy, o que nos da:
rw(2) = Tw(2)] < (1 —0(2))rw(z)|

+0(2)[rw(2) = rw(z) — 1y, (2)iy]
< exw(2){(x) "+ e
onde

xw(z) =

1, se(x) < Ayl
0, caso contrario

Entao,

I [ ule) = Fulo) — 1) 1|
Y
2m 2m
d d
< c/ Y9 + c/ y_3y
A-L(m) Y A—L(m) M
=O0(m™)
2° Caso: Se v/ é uma das curvas y = j:%, entdo o(z) = 1 para todo z € ¥ e

ITw(2) — Tu(2)] < CM.

(z)?

Chegamos a seguinte expressao:

I [ o) = Fule)c = 1) ]

WE L,
<]
=cm™! /,<$)_2|dz| =O0(m™)

3° Caso : Se z estd em um dos segmentos horizontais 7", entao o(z) = 0, ja que |y| e (z)

sao de ordem m. Dai,

N _ dx N
I [ Gule) =l = ) sl < [ 55— O
o o m
Agora, considerando as limitacoes que nds ja temos
ro(H) = " lim rw(2)(z — H) 'dz.

QT m—oo o,
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A integracao é holomérfica em 952, e em int(£2,,) NR™, onde R~ é o semiplano negativo.
Pelo Teorema de Cauchy, essa integral é zero. Porém, em R*- que é o semiplano positivo-

a integracao ¢ meromérfica com um polo simples em z = w. Portanto,
Tw(H) = —Res,—y(ry(2)(z — H) ™) = (w— H)™*
e o lema segue-se.

Lema 2.10. Para todos os f € A, vale que

FH) = f(H) e |[f(H)] < [l fll

Prova : Como H é autoadjunto, podemos usar o teorema 1.32, que nos diz que

Inicialmente, sabemos que

Tomando o conjugado:

iz = (Z @

(iy)"
rl

Yot = e = (2770 " Yot

e ainda

rl

o= (X100 Yote.)

Agora, veja que, por definicao,
i) = (3 720 Y oa,
— r! Y
Entao vale a relacao f (2) = f (2). Derivando com respeito a z:

E(z) = 5(5)-

Logo,




Fazendo a mudanca de varidvel z — Z (a qual tem jacobiano = 1), vem:

fun -1 [ (g—f) (2)(z — H) dady

™

podemos agora usar o teorema 1.32 citado no inicio da prova

-+ [ (g—f) (e~ ) sy = - [ (g—fwz - H)l)*dmy.

™
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Um fato que vem da defini¢ao das integrais de Bochner é que se H : L — H é u-Bochner

integravel e T': E — F um operador linear limitado, entao T'f ¢ u-Bochner integravel

e vale

T/Lfdu:/Ldeu

Sendo assim, temos que ([ f)* = [ f* (mais detalhes no apéndice). Aplicando o mesmo

A expressdo acima, temos que f(H) = f(H)* e o resultado segue. Seja agora ¢ > || f]|o €

definamos

g(s) i=c—(* — |f(s)]2)%, para cada s

entao g € A e, desenvolvendo, vale pontualmente que

ff—2cg+¢°=0

E como A é uma &lgebra sobre a multiplicacao pontual, em particular vale que

fH) f(H) = cg(H) — cg(H)" + g(H)g(H)" = 0.

Dali,

FOH)" f(H)=cg(H)—cg(H)"+g(H)*g(H)+c* = ¢* = f(H)"f(H)+(c—g(H)")(c—g(H))

= J(H)"f(H) + (¢ — g(H))"(c — g(H)).

Logo, para v qualquer em H, temos que
LA )oI? < |f(H)I* + (e = g(H))oll* = ¢|lv]

e entao |f(H)| < || f]le € 0 resultado segue.

Passamos agora a parte mais importante desta dissertacao. Até agora, mostramos que

o operador definido no inicio deste capitulo satisfaz algumas propriedades que precisamos

que sejam satisfeitas pelo cdlculo funcional, para fungoes definidas no nosso conjunto
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A. Quanto mais abrangente a definicao deste conjunto de fungoes, maior a gama de
fungoes onde poderemos definir nosso calculo funcional. Desse modo, o que fazemos
agora é estender a definicao de A para Cy(R). Para isso, vamos precisar de uma certa

generalizacao do Teorema de Stone-Weirstrass:

Teorema 2.11. Suponha que X ¢ um espaco de Hausdorff localmente compacto e A uma
sub-dlgebra de Cy(X,R). Entao A € denso em Cy(X,R) se, e somente se, A separa pontos

e se nem todos os elementos de A zeram num mesmo ponto.

Usando o teorema para o nosso conjunto A e Cy(R), temos que A é denso em Cy(R).
Logo, podemos estender os resultados obtidos em A, mas precisamos ainda verificar a

unicidade do homomorfismo.

Teorema 2.12. Seja H um operador nao-limitado e autoadjunto definido num sub-
conjunto denso de um espaco de Hilbert H. Entao, existe uma unica aplicacao linear
§:Co(R) — L(H) que leva f em f(H) tal que:

(1) § é multiplicativo.

(2) Temos f(H) = f(H)*, para toda f € Cy(R).

(3) Temos || f(H)|| < || fll, para toda f € Co(R).

(4) Sew ¢ R ery(s):=(w—s)"" eentior,(H)=(w—H)"

(5) Se f € Co(R) € tal que suppf N Spec(H) =0, entao f(H) = 0.

(
(

Prova: Ja sabemos, pelos lemas anteriores, que a aplicacao o existe, estda bem definida
e valem as propriedades, caso estivéssemos tomando como dominio o nosso conjunto .A.
Porém, como A é um subespaco linear de Cy(R), podemos usar o Teorema de Stone-
Weierstrass para concluir que a nossa aplicacao d pode ser definida no dominio Cy(R),
herdando as mesmas propriedades, pois a boa definigao da mesma vem de (3). Falta
ainda mostrarmos a unicidade desta extensao. Suponhamos que ¢ e 5 sejam duas dessas

extensoes. Seja

M = {Z)\’Lr’wﬂ)\l E(Cewi ¢R}

i=1

e veja que, como vale (4), § = 6 em M, o qual é um sebuspaco linear denso em Co(R) e

entao por (3) na verdade as duas aplicagoes se coincidiram em Cy(R), logo, 0 é unica.
Um teorema muito importante, também conhecido como Teorema Espectral, nos

da uma correspondéncia interessante entre operadores autoadjuntos e operadores mul-

tiplicacao do L2.
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Teorema 2.13. Seja H um operador autoadjunto num espago de Hilbert H o qual tem
espectro S e suponha que H tem um vetor ciclico v. Entao existe uma medida finita . em

S e um operador unitdrio
U:H — L? = L*(S,du)
com as sequintes propriedades:
(i) Se h: S — R € a funcao h(s) = s, entdo o elemento & € H € tal que § € Dom(H)
se, e somente se, h.U(f) € L*.
(ii) UHU Y = he, para todo ¢ € U(Dom(H)).

Prova: Considere o funcional linear ¢ : Cp(R) — C dado por:

o(f) == (f(H)v,v)

Temos do teorema 2.12 que f(H) = f(H)*. Entdo, ¢(f) = ¢(f), para todo f. Se f >0,
com f € Cy(R), fazendo g = f%, veja que:

o(f) = llg(H)v]* = 0.

Agora, podemos usar o teorema da representacao de Riesz para encontrar uma medida

de Radon p em R tal que:
) = [ Fa)inte)
para todo f € Cy(R). Vimos pelo teorema anterior que se Suppf NS = 0, entdo f(H) =0
e daif, y deve ter suporte em S. Definamos agora o operador inclusdo T : Cy(R) — L2
Dai, veja que
(T1.79) = [ f@alaluta) = o(13) -
= (g(H)"f(H)v,v) = (f(H)v,g(H)v)

e isso ocorre ara quaisquer f, g € Cy(). Definamos agora o subespaco linear

M = {f(H)v e fe CO(R)}

Com a conta que fizemos acima, construimos uma isometria linear U que leva M em

Co(R) C L? o qual satisfaz
U(f(H)v) = f
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para todo f € Cy(R). Porém, M é denso em H ja que v é ciclico e também sabemos que
Co(R é denso em L?. Logo, U pode ser estendido a um mapa unitario U:H — L2

Sejam f;, f € Co(R), para i= 1, 2 e seja ¢, = f;(H)v € H. Note que:
(f(H)br, v2) = ((f f1)(H)v, f2(H)v)

— /Sfflfgdu(x) = (myUtby, Utha)

Como f € L* e vimos que os 1, sdo uma espécie de polinomios em Cy(R), podemos tomar
rv = f, pois se isso nao acontece, podemos trabalhar com um argumento de densidade.

Assim, o teorema acima nos da que:
Ury(HYU '€ =1, (2.10)

para todo £ € L? e todo w ¢ R. Fica claro pela equacao acima que U leva a imagem
de r,(H) bijetivamente na imagem do operador multiplicagao de r,, ou seja, U é uma
bijecao entre Dom(H) e Q = {x € L*x¢(x) € L*}. Se £ € L? e se ¢ = r,&, entdo
¢ € Dom(h) e como

Hro(H)U™'E = wr,(H)U ¢ — U™'¢

chegamos a

UHU Yo =UHU ‘r ¢ = UHr,(H)U ¢

=wryé — &= hyp
e o resultado segue-se.
Integral de Bochner
Para que a integral
1 [of
H)y=——|[| —= — H) 'dxd
fH) =~ | L)z~ 1) dady

faca sentido, precisamos saber como ”integrar“ operadores e entender o porqué de tal
integral ser ainda um operador. Para isso, vamos ver alguns resultados nessa direcao.
Ja foi provado que o integrando da integral acima converge, e, portanto, faz sentido a
integral acima, uma vez que sabemos o que significa integrar um operador. Comecamos

com uma fungao f : [a,b] — E, onde E é um espaco de Banach.

Defini¢ao 2.14. Dizemos que A € uma o-dlgebra em A se A C P(A) se: (i) A€ A;
(i) Se B € A, entio B¢ € A ;
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(iii) Se By, By, Bs,...By, € A, entio | ] B; € A.

n=1

Um espago mensurdvel é um par (A, A), onde A é um conjunto e A é uma o-algebra
de A. Se definimos uma medida p neste espaco, a tripla (A, A, u) é chamada de um
espago de medida. A o-dlgebra de Borel de A é denotada por B(A) é a menor o-algebra
que contém todos os subconjuntos de A. Os elementos desta o-dlgebra sao chamados de

conjuntos de Borel de A.

Definigao 2.15. Uma funcio f: A — C € dita ser A-mensurdvel se f~1(B) € A, para
todo B € B(C).

Seja E um espago de Banach e (A, .A) um espago mensuravel. Uma fungdo f : A — E

é dita ser Asimples se
m
n=1

,onde A, € A, xa, é afuncao caracteristica de A, e x, € E,V1 <n <m.

Definigao 2.16. Uma funcao f : A — E € fortemente A-mensurdvel se existe uma

sequéncia de funcoes A-simples f, : A — E tal que lim f, = f.
n—oo

Podemos acrescentar ao nosso espago mensuravel (A, .A) uma medida o-finita, ou seja,

existem A, As, Az, ... A,, tais que A = U A, e u(A,) < +oo. De modo andlogo podemos
n=1

definir uma fungao f : A — E pu-simples por:

f = Z XAp - Tn
n=1

,onde A, € Ae u(A,) < +o00. Dizemos que uma propriedade vale em p-quase todo ponto
(ou p-q.t.p.) se a propriedade nao é valida apenas em um subconjunto B € P(A) tal que
u(B) =0.

A integral de Bochner é a generalizacao natural da familiar integral de Lebesgue ao
contexto de fungoes vetoriais. Em toda esta segao, (A4, A, ) é um espago de medida

o-finita.

Definicao 2.17. Uma funcao f : A — E € uma funcao -Bochner integrdvel se existe

uma sequéncia de funcoes p-simples f, : AE tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. limy, o0 fn = f 1 quase sempre
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2, limn_mo/ £ — flldp =0
A

Note que f € fortemente p-mensurdvel. As fungoes ||f, — f|| sao pu-mensurdveis pelo
cololdrio 1.13

Seque trivialmente das definigoes que toda fungao p-simples € p-Bochner integrdvel.

Para f = 22;1 La,x,, definimos

N
/A Fdp =" u(An)en

E rotineiro checar que esta definicao € independente da representagao de f. Se f €

w-Bochner integravel, o limite

/fd,u = lim/fndu
A n—oo A

existe em E e € chamado a integral de Bochner de f com respeito a . Novamente,
€ rotineiro checar que esta defini¢ao ndao depende da aprozimacgao (f,), ;.

Se f é pu-Bochner integravel e g € uma p-versao de f, entao g € p-Bochner integrdvel,
e as integrais de Bochner de f e g coincidem. Em particular, na defini¢cao da integral
de Bochner a fun¢ao f nao precisa ser definida em todo ponto; € suficiente que f esteja
definida j1-quase sempre.

Se f é u-Bochner integrdvel, entao para todo x* € E* temos a identidade

< / fdu,w*> - [t

Para fungoes p-simples isto € trivial, e o caso geral seque por aproximagao por fungoes

p-simples.

Proposicao 2.18. Uma fungao fortemente p-mensurdvel f: AE é p-Bochner integrdvel

se e somente se

/ £l < oo
A

H/AfduH S/Allflldu

e neste caso temos
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Demonstra¢ao. Assuma inicialmente que f é p-Bochner integravel. Se as fungoes -
simples f, satisfazem as duas hipéteses da defini¢cao, entao para n suficientemente grante

teremos

d — fulld ld
/AI\fHMS/AHf fHqu/AHfH 4 < oo

Reciprocamente, seja f uma funcéo fortemente y-mensurdvel que satisfaz [, || f|ldp <

00. Sejam g, fungoes p-simples tais que lim,, , g, = f p-quase sempre, e defina

Jo = L(gnli<2 11 9n

Entao f, é p-simples, e claramente nés temos lim,,_, f, = f p-quase sempre. Ja
que temos ||f.|| < 2||f|| pontualmente, o teorema da convergéncia dominada pode ser

aplicado, e obtemos

lim || f, — flldp =0
n—oo
A desigualdade final é trivial para fungoes p-simples, e o caso geral segue por apro-

ximagao. [

Como uma aplicacaop simples, note que se f : A — E € uma func¢ao p-Bochner
integrdvel, entao para cada B € A a funcdo truncada 1gf : A — FE € u-Bochner

integrdvel, a fungdo restri¢io f|gz : B — E € p|g-Bochner integrdvel e temos

/A sy = /B fladuly

De agora em diante, ambas as integrais serao denotadas por fB fdu.

Via de regra, os resultados da teoria de integracao a Lebesgue podem ser obtidos para a
integral de Bochner dado que nao haja hipoteses sobre nao negatividade envolvidas. Por
exemplos, nao ha andlogos do Lema de Fatou e do teorema da convergéncia mondtona,

mas nos temos o sequinte andlogo do teorema da convergéncia dominada:

Proposicao 2.19. (Teorema da convergéncia dominada) Seja f, : A — E uma sequéncia
de funcoes, cada uma delas p-Bochner integrdvel. Assuma que existe uma func¢ao f :

A — E e uma funcdao p-Bochner integrdvel g : A — K tal que

1. lim, , fn = [ p-quase sempre.
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2. 1 fall < 19| p-quase sempre.

Entao f é u-Bochner integrdvel e temos

mﬂ/Hh—fMu:O

Em particular temos

lim nwz/?m

Demonstragao. Temos || f, — fll < 2|g| p-quase sempre, e portanto o teorema segue do

teorema da convergéncia dominada escalar. O

E imediato da definicdo de integral de Bochner que se f : A — E é u-Bochner
integrdvel e T' é um operador linear limitado de E para um outro espago de Banach F,

entao Tf: A — F ¢é u-Bochner integrdavel e

T/Afdu:/Adeu

Essa identidade tem uma extensao til para uma classe de operadores ilimitados. Um
operador linear T, definido num subespaco D(T) de E e tomando valores um outro espago

de Banach f, € dito fechado se seu grdfico

G={(7T8:8eD(T)}

¢ um subespaco fechado de Ex F. SeT € fechado, entdo D(T) é um espago de Banach

com respeito a norma do grdfico,

[zl pery = Izl + 17|

e T € um operador limitado de D(T) para E. O teorema do grdfico fechado diz que se

T :E — F éum operador fechado e o domdnio D(T) € o espago E, entao T € limitado.

Teorema 2.20. (Hille) Seja f : A — E uma fun¢ao p-Bochner integrdvel e seja T
um operador linear fechado com dominio D(T) em E, tomando valores num espago de
Banach F. Assuma que f toma seu valores em D(T) p-quase sempre e a fungdo definida

em p-quase todo ponto T'f : AF é u-Bochner integrdvel. Entao fA fdu [ D(T) e
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T/Afdu:/Adep

Demonstracao. Comecamos com uma simples observagao que é consequéncia da pro-
posicao 1.16 e do fato que as fungoes coordenadas comutam com integrais de Bochner: se
E1 e F5 sao espacos de Banach e f; : A — FEje fy: A — FEs sao u-Bochner integraveis,

entao f = (f1, f2) : A — E; X Ey é p-Bochner integrével e

/A fdu = ( /A fadp, /A fzdu)

Pela observagao anterior, a funcdo g : A — E X F, g(&§) = (f(£),Tf(&)) é uma
fungao p-Bochner integréavel. Mais ainda, ja que g toma valores no grafico G(T), temos

L4 9(&)du(&) € G(T). Por outro lado,

[ straute) = ([ r@auto), [ Tr0ao)

O resultado segue combinando estes dois fatos.
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