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RESUMO

O problema de Bernstein classico, resolvido por S. Bernstein em 1915-1917 em seu
artigo [12], pergunta se existe um grafico minimo completo em R? além do plano. Berns-
tein mostrou que a resposta para este problema ¢é nao, utilizando métodos analiticos para
o estudo de equacoes de curvatura prescrita. Veremos aqui como este problema esta
relacionado com a aplicacao de Gauss deste grafico, e como consequéncia desta relagao
iremos generalizar este teorema para uma classe de superficies maior (ndo necessariamente
graficos), seguindo a prova dada por R. Osserman em [51]. Veremos a seguir generalizagoes
deste teorema em dimensoes maiores, seguindo essencialmente os métodos introduzidos
por W. Fleming em [31], e refinados posteriormente por E. De Giorgi, em [20], F. Almgren,
em [0], e J. Simons, em [62], que resolvem o problema para gréficos em R™, n < 9 mos-
trando que o tnico grafico minimo completo nesses espacos é o hiperplano. Mostraremos
também que em dimensao n > 9, é possivel construir graficos minimos completos em R”,
seguindo a prova apresentada por E. Bombieri, E. Di Giorgi, e E. Giusti em [14]. Por fim,
concluimos com uma extensao do teorema de Bernstein para a classe das subvariedades
estaveis com respeito a segunda variacao de volume, sob certas condi¢oes de crescimento
de curvatura ou volume, e investigaremos ainda o caso que a variedade ambiente nao é o

espaco euclidiano.

Palavras-chave: Subvariedades Minimas, Estabilidade, Conjuntos de perimetro fi-

nito



ABSTRACT

The classical Bernstein problem, solved by S. Bernstein in 1915-1917 in his article
[12], asks if there is a complete minimal graph in R? besides the plane. Bernstein showed
that the answer to this question is no using analytical methods for study of equations of
prescribed curvature. We will see here how this problem is related to the Gauss map of
the graph, and as a consequence of this relationship we generalize this theorem to a larger
class of surfaces ( not necessarilly graphs), following the proof given by R. Osserman in
[51]. We will see next generalizations of this theorem in higher dimensions, following
essentially the methods introduced by W. Fleming in [3I], and later refined by E. De
Giorgi, in [20], F. Almgren, in [6], and J. Simons, in [62]. In fact, they solve the problem
for graphs in R”, n < 9, namely they prove that the only complete minimal graph in these
espaces is the hyperplane. Following the proof given by E. Bombieri, E. De Giorgi, and E.
Giusti, in [I4], we also show that, in dimension n > 9, it is possible to construct complete
minimal graphs in R”. At last, we conclude with an extension of Bernstein’s Theorem
to the class of submanifolds stable with respect to the second variation of volume, under
certain conditions of curvature and volume growth, and yet we investigate the case in

which the ambient manifold is not the Euclidean space.

Keywords: Minimal Submanifolds, Stability, Sets of finite perimeter.
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Introducao

Em 1915, S. Bernstein demonstrou que se f é uma solugao da equacao da superficie
minima em todo o plano R2, entdao o grafico de f em R?® ¢ um plano. A partir daf,
o problema de mostrar que nao existem solugdes nao triviais (i.e, cujos gréficos nao sao
planos) da equagao da superficie minima em todo o espago R™ passou a ser conhecido como
problema de Bernstein. Vérios matematicos importantes trabalharam neste problema,
como R. Courant, J. Nitsche, R. Osserman, W. Fleming, F. Almgren, J. Simons, E.
Bombieri, E. Giusti, e E. De Giorgi, e ainda assim a solugao definitiva para esta questao
so foi apresentada em 1969. O objetivo principal deste trabalho é fazer um compéndio dos
resultados obtidos por estes matematicos, e apresentar uma solucao completa do problema
de Bernstein em R™.

J& que todos os graficos minimos sao estdveis com respeito a segunda variacao de
area, € natural nos perguntarmos se um resultado de tipo Bernstein é valido na classe das
hipersuperficies estdaveis e completas em variedades Riemannianas. Respostas parciais
para este problema tém sido obtidas desde o trabalho pioneiro de J. Simons em 1968.
R. Schoen, L. Simon e S. T. Yau deram uma solucao para este problema no caso em
que a variedade ambiente é o espaco euclidiano, mostrando que hipersuperficies minimas
estaveis e completas do espacgo euclidiano R™, n < 6 que satisfazem certas condigoes
de crescimento de volume sao hiperplanos. D. Fischer-Colbrie e R. Schoen mostraram
em 1980 que estas condigoes de crescimento de volume eram naturalmente satisfeitas no
caso de hipersuperficies estaveis de dimensao 2, mostrando que a tnica hipersuperficie
estavel e completa de R™ é o plano. Fischer-Colbrie e Schoen mostraram ainda um
resultado tipo Bernstein no caso em que a variedade ambiente tem curvatura seccional
positiva. Independentemente, os resultados de Fischer-Colbrie e Schoen foram obtidos por
Do Carmo e Peng em 1982. A questao da existéncia de hipersuperficies minimas estéveis e

completas nao triviais em R paran = 7, 8, ainda é um problema em aberto. Finalizamos

11
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o trabalho com uma discussao dos resultados de Schoen, Simon e Yau e Fischer-Colbrie,

Schoen acima mencionados.

Capitulo 1: Subvariedades Minimas

Neste capitulo estabelecemos as técnicas basicas necessarias para o estudo de sub-
variedades minimas. A partir da primeira variagdo da area, derivamos a equagao da
superficie minima, e mostramos uma série de exemplos. Ainda como consequéncia da
primeira variagao no espago euclidiano, mostramos a harmonicidade de fungoes coorde-
nada, a propriedade do fecho convexo e a monotonicidade. A férmula de representacao de
Enneper-Weierstrass é apresentada a seguir, e finalizamos com uma discussao da segunda

variacao e do conceito de estabilidade.

Capitulo 2: O problema de Bernstein Classico

No capitulo dois, apresentamos trés demonstracoes do problema de Bernstein, devidas
a J. Nitsche, L. Simon e R. Osserman. A prova de Nitsche é a mais elementar que o
autor tem conhecimento, e utiliza somente técnicas de funcgoes de varidveis complexas,
especificamente, o teorema de Liouville. A prova de L. Simon tem cardter mais analitico,
e da uma base para a demonstracao da conjectura de Bernstein generalizada em dimensao
menor que ou igual a 6, devida a Schoen, Simon e Yau. A prova de R. Osserman de fato
generaliza o problema de Bernstein, através de um estudo da aplicagdo normal de Gauss
de superficies minimas em R3. Osserman mostra que toda superficie minima completa de

R3 cuja aplicacdo de Gauss omite uma vizinhanca de um ponto da esfera S? é um plano.

Capitulo 3: Conjuntos de Perimetro finito

Neste capitulo introduzimos a nocao de conjuntos de perimetro finito e conjuntos
minimais em R", essencialmente desenvolvida por E. De Giorgi. Com estas tecnicas,
provamos o Teorema de Fleming, que associa a cada solucao da equacgao da superficie
minima em R™ um cone singular minimizante em R"™. Concluimos com o Teorema de
De Giorgi, que mostra que o cone de Fleming se escreve como um cilindro sobre um cone
de dimensao menor, provando assim que a cada solucao da equacao da superficie minima

em R" esta associado um cone singular minimizante em R".

Capitulo 4: O teorema de Bernstein em dimensao n < 7.

Aqui seguimos as técnicas introduzidas por J. Simons para o estudo de hipersuperficies
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minimas em espacos de curvatura seccional constante. Mostramos a equagao de Simons,
que calcula o laplaciano do quadrado da norma da segunda forma fundamental em fungao
da norma do gradiente da segunda forma, e provamos uma desigualdade de tipo Kato
para o laplaciano do quadrado da norma da segunda forma em espagos de curvatura sec-
cional constante. Aplicamos estes resultados a imersoes minimas em esferas, e obtemos
resultados de rigidez e quantizacao da norma da segunda forma fundamental. Relacio-
namos a estabilidade de um cone minimizante singular somente em 0, com o indice de
sua intersecao com a esfera, e aplicamos os resultados obtidos anteriormente para mostrar
que nao existem tais cones em dimensao menor que ou igual a 7. Por fim, mostramos um

bom candidato a cone singular estdvel em R®, o cone de Simons.

Capitulo 5: O contraexemplo de Bombieri - De Giorgi - Giusti. Neste capitulo
mostramos que o cone de Simons ¢é de fato estavel, e concluimos com a prova da existéncia

de uma solucao global da equacao da superficie minima em RS,

Capitulo 6: Generalizagoes Revisitamos a nocao de estabilidade, apresentando
diversas formulagoes equivalentes a este conceito, e utilizamos estas formulagoes para
mostrar resultados de rigidez de hipersuperficies minimas estaveis em variedades tridi-
mensionais de curvatura seccional constante. Por fim, mostramos estimativas para a
norma [P do quadrado da segunda forma fundamental de uma hipersuperficie minima
estavel em R™, n < 6, e a partir destas estimativas mostramos que as unicas hipersu-
perficies minimas estaveis que satisfazem certas condic¢oes de crescimento de volume em

R™ sao os hiperplanos, se n < 6.



Capitulo 1

Subvariedades Minimas

Neste capitulo, introduziremos as ferramentas necessarias para o estudo do problema
de Bernstein Cléssico. E assumido que o leitor tem familiaridade com os conceitos bésicos
de geometria diferencial, como a nocao de superficies no espaco euclidiano, a aplicacao
de Gauss de uma superficie, e o conceito de curvatura, além de ferramentas basicas como
os teoremas da divergéncia e Gauss-Bonnet. Assumimos também certa familiaridade
com conceitos de geometria riemanniana, especificamente, da geometria de subvariedades.
Tudo de geometria riemanniana que ¢ necessario para entendr este capitulo pode ser

encontrado em [23].

1.1 Motivacao

O estudo de superficies minimas data do século XVIII, sendo iniciado por J. L. La-
grange, em seu trabalho ’Essai d'une nouvelle méthode pour determiner les maxima et
les minima des formules intégrales indéfinies’, em 1760, [39]. Neste artigo, Lagrange in-
troduziu as técnicas que hoje sao base para o Célculo das variagoes, e um dos problemas
estudados por ele foi o que hoje é conhecido como problema de Plateauﬂ dada uma curva
fechada, suave e retificavel no espago euclidiano tridimensional, encontrar a superficie
orientavel, com tipo topolégico do disco e de menor area que tem esta curva como bordo.

Seja v : S! — R? um difeomorfismo que parametriza esta curva e seja D? o disco

unitdrio centrado na origem de R2. A ideia de Lagrange era considerar a classe de todas

1Apés o fisico belga Joseph Plateau, que realizou diversos experimentos com filmes de sabdo que
indicaram que sob certas hipdteses, sempre existia solucao. Este fato foi confirmado independentemente

por J. Douglas e T. Radd, no inicio da década de 1930.
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as funcoes suaves u : D2 — R que satisfazem ulg: = 7. Os gréficos destas fungdes sao
superficies em R? (que podem admitir singularidades em seu interior), cujo bordo é .

Sabemos que a area de tal grafico é dada por

A(Graph,) = /D V1+|Vul? (1.1)

Se este grafico ¢ um minimizante de area com respeito a sua fronteira, ao produzirmos
variagoes que fixam a fronteira, em particular ele deve ser minimizante entre todas as
superficies geradas na variacao.

Considere uma funcio suave n : D2 — R? que se anula na fronteira do disco, i. e.,
n(z) =0, se z € S'. Se t 6 um parametro real, t € (—¢,¢), iremos considerar as aplicagoes

U(t,u,n): D2 — R3, dadas por
U(t,u,m) =u+tn

Ja& que 7 se anula na fronteira do disco, os graficos das aplicacgoes V(¢, u, n) sao superficies

cujo bordo é 7. A area de tais superficies, vista como funcao do parametro ¢, vale

A(Graphyii,) = A(t) = / V14 |Vu + tVn)? (1.2)
D

J& que queremos que Graph, seja minimizante de drea, devemos ter A’(0) = 0, para

cada variacao que fixa o bordo. Temos entao,

=0=
t=0

4 (/\/1+|Vu+tVn|2>:0:>< (Vu + 1V, V) >
dt li=0 Q

o \/1+|Vu+tVn)?

(Vu, Vn)

—_ = ()=
Q\/1+|VU|2

. Vu
—/Qn - div (W) =0 (1.3)
Onde a ultima igualdade segue do teorema da divergéncia, ja que n se anula na fronteira
do disco.
Como a equagao (1.3 é valida para qualquer n suave que se anula na fronteira, con-

cluimos que
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giv [ Y% ) _ (1.4)

V14 |Vul?
A equacao é conhecida como equacao da superficie minima, e é condicao necessaria
para que um grafico seja um minimizante de area com relagao a sua fronteira. Observe
entretanto que esta condigao garante tao somente que este grafico é um ponto critico do

funcional de area, nao garante a minimalidade.

Observagao 1.1. Nao utilizamos em nenhum momento o fato de ) ser um dominio de
R2. Desta forma, a equacio do grdfico minimo para uma funcdo u: Q CR" — R € a

equagao [1.4)

Veremos que restringindo um pouco a classe de graficos admissiveis como solugao do

problema, uma superficie que satisfaz ¢ realmente um minimizante de area.

Lema 1.2. Seja u : Q@ — R uma funcdo que satisfaz a equagao da superficie minima
e assuma que Graph,, estd orientada. Se ¥ C ) X R € outra superficie orientada, que é

cobordante a Graph,, no cilindro], entdo

A(Graph,) < A(Y)

Demonstracao. Considere a 2-forma definida no cilindro 2 x R dada por
wp(X,Y) = det(X, Y, N(wo n(p)))

onde 7 :  x R é a projegao sobre e N(u o m(p)) é o vetor normal unitario de R que

define a orientagao de Graph, no ponto m(p),

1
—— (—Uy, —uy, 1)
V1+[Vul?
Se {E1(p), Ex(p), E3(p)} sdo os vetores coordenados de R? no ponto p, isto é,
Ei(p) = (0i1, 6i2, 0i3) € Tp(2 X R), tem-se

N(p) = (1.5)

2 Dizemos que duas superficies orientadas, M; e M, de dimensdo k sdo cobordantes no cilindro se
existe uma (k+1)-variedade orientada N C € xR cuja fronteira é a unido disjunta destas duas superficies,
OM = M; U M,, e a orientacdo induzida no bordo de N coincide com a orientacdo de M; e reverte a

orientacao de Ms.
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1
wp( B, Bp) = — s
V14 |Vul?
By, By) = ——2
wy(Er, E3) = m
Uy
WP(EQ’ 3)_

Assim,

dr ANdy +uy - dv Ndz — ugdy N dz

V14| Vul?

—u —Uu
do=Fy | —Lt—= | + B | ———— 1.7
2(«/1+|Vu|2> 1<\/1+|Vu|2> (.7

Donde dw = 0, ja que a u € solucao da equagao da superficie minima.

w

Consideramos a restricao da 2-forma w a superficie 3. Observe que se X e Y sao

vetores unitérios em 7,3, temos |w,(X,Y")| < 1. Temos portanto,

w< [ dS = A®D) (1.8)
L=

Por outro lado, o Teorema de Stokes nos da,

O:/dw:/ w—/w (1.9)
M Graph,, b

Por fim, como w restrita a Graph,, é a forma de area do grafico, temos

A(Graph,) = /

w= / w < AX) (1.10)
Grapha, b))

]

Observacao 1.3. Jd que o unico fato que utilizamos para demonstrar o foi que a
2-forma w era fechada, podemos generalizar o resultado para dimensdo n, simplesmente

definindo a n-forma em 2 x R dada por

wp(X17X27' T 7Xn) - det(X17X27' o aXnaN)
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Corolario 1.4. Seja 2 C R™ convero e u : 0 — R uma funcao que satisfaz a equacao

da superficie minima em Q. Se X C R"" € uma superficie tal que 0¥ = 0Graph,,, entdo
A(Graph,) < A(%)
Demonstracao. Considere a projecao sobre o cilindro 7 : R? — Q x R, dada por

(z,y,2) = (p(x,y), 2)

Onde p : R? — Q ¢ a projecao do ponto mais préximo ao convexo 2. Observe que 7 é

uma aplicacao Lipschitz, que é a identidade restrita a 2. Mais ainda,

7 (@) =7 (y)] < |z -y

Deste modo, 7 possui derivada em quase todo ponto, e vale o teorema de mudanca de

A(W(Z)):/(E)dw(E):/E|det(d7r)|dZ (1.11)

A(r()) < / 4 = A(X) (1.12)

s
Note ainda que On(X) = 0%, pois m é a identidade em 2 x R, donde On(¥) =
dGraph,. Pelo Lema temos

A(Graph,) < A(m(%))

Em vista de|1.12] o resultado segue.
m

Observagao 1.5. A hipdtese de convexidade do dominio Q no (1.4 é necessdria. De fato,
¢ possivel construir exemplos de dominios nao convexos em que o grdfico minimo nao €

o minimizante de drea, utilizando solucoes do problema de Plateau.

O préximo corolario nos da uma estimativa de extriseca de quanto a area de uma
superficie minima pode crescer. Estimativas deste tipo serao tteis na prova do teorema
de Bernstein. Denotamos o disco de raio R centrado na origem de R™ por Dy e por Bpr

a bola de R"*! centrada na origem.
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Corolario 1.6. Se u : Q2 — R satisfaz a equacdo da superficie minima em Q C R™, e

Dpr C Q, entao

nVol,(S™)

Vol,(Br N Graph,) < 5

R" (1.13)

Demonstracao. Note que S™ N Graph,, divide S em duas componentes, as partes abaixo
e acima do gréfico, de modo que uma delas, vamos assumir a parte acima do gréfico (o
outro caso é similar), possui drea no maximo MR”, e fronteira Graph, NS". Pela
observacao [1.3] a superficie Graph, N Bg é a superficie de menor area com esta fronteira

no cilindro 7(Graph, N Br) x R, o que prova o resultado. O

1.2 A primeira variacao da area

Queremos generalizar a nocao de superficies minimas para o caso de uma imersao
isométrica ¢ : M™ — N", onde M e N sao variedades riemannianas. Em todo o que
segue, identificaremos sempre um ponto p de M com sua imagem ¢(p), e vetor tangente a
M em p com sua imagem pela diferencial da imersao em ¢(p), de modo que consideramos
M uma subvariedade de V.

Precisamos fazer precisa a nocao de variagao introduzida por Lagrange ja que nao

podemos somar pontos em N. Isto é feito da seguinte forma:

Definicao 1.7. Seja ¢ : M™ — N™ uma imersao isométrica. Uma variagao de M é
uma aplicacao

F:Mx(—e,+e) — N

tal que F(p,0)=p,Vpe M e F(-,t): M — N € uma imersao para cada t € (—¢,+¢).
Dizemos que esta variacao tem suporte compacto se existe um compacto K € M tal que
F(p,t) =p,Vpe K. Se M possui bordo, OM, dizemos que F fiza a o bordo se F(p,t) =p
VpeoM.

Assim como no caso de graficos em R"™, queremos que a subvariedade M seja um
ponto critico do funcional de volume para toda variacao com suporte compacto e que fixa o
bordo. Denote por g e V a métrica e a conexdo de Levi-Civita de N, respectivamente. Seja
F uma variagao de M com suporte compacto e que fixa o bordo. Seja { E;} um referencial

ortonormal em U C M. Talvez reduzindo U, podemos completar este referencial a um
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referencial ortonormal em N, {E;, E,}. Defina E;(t) = dF(-,t)(E;). Considere ainda o
referencial {F;, F;} um referencial ortonormal em M x (—¢,¢e) (com a métrica produto),

e denote por Fy = dF(FE).
Definicao 1.8. O campo F, definido acima € dito o campo variacional da variagao F'.

Denote ainda

gij(x’t) = g(FEi(I7t)’ FEj(x7t))

Assim, o volume de cada subvariedade F'(M,t) é dado por

Viim VIFOL) = [ fdet(a0)

Vejamos qual é a condicao necessaria para que M seja um ponto critico de cada

variagao.

Proposicao 1.9. Seja F : M x (¢,e) — N wuma varia¢do com suporte compacto que

fixa o bordo, cujo campo variacional € F;. Temos entao

V(o) = —m [ gFhm

Demonstragdo. Denote por ¢g"(t) a inversa da métrica g;;(t). Definimos entdo a fungao

v:(—e,e) — R por

v(p,t) = y/det (gij)(p,t)\/ detg’ (p,0) (1.14)

Note que v esta bem definido, isto é, nao depende do sistema de coordenadas escolhido

na vizinhanga de um ponto p € M. Podemos entao reescrever o volume de F'(M,t) por

v, — /M v(t)\/det (g:;)(0)

Diferenciando V; temos

V= [ (Gv.0) it (0)0) (1.15)
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Fixamos um referencial ortonormal na vizinhanca U € M de um ponto p, isto é,

{E;}7, tal que g;(z,0) = g(E;, E;)(x) = 6;5, Vo € U. Temos entao

(det (gi5)(p,t))\/det(g)(p,0) (1.16)

L op.t) =
at”\r 2\/det (gi5)(p, 1) dt

Vamos calcular 4 (det (g;;(p,t))). Seja Sp, o grupo das permutacoes de {1,2,--- ,m},

e denote por |o| o sinal da permutacao o € S,,. Da defini¢gao de determinante temos

det (gi;(1) = > 101910(1)920(2) * * - Gimer(om) (£)

UGSm

Portanto, pela regra de Leibniz,

d d
o [det gl] Z Z |U|g10 1)920(2) (dtgla > gma(m)(t) (117)

=1 c€Sm,

J& que tomamos um referencial ortonormal na vizinhanca U de p, temos que a parcela

d
J10(1)920(2) " - (dtgla ) * Oma(m) (0)

¢é nula para toda permutacgao o exceto a identidade, donde a soma fica somente

et (0,10 = Y- (G ) ©)

Portanto,

Pelo lema de Gauss, temos
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VieE —~VpF=[E,F]=0

Donde,

ldet (9))(0) =2 (9(V o, o)
=2 [0(VeF E) +5(Ve ' E)
2[divy (FL) — Em: (F Vg E)]
= 2[divy (FF) — g zm:
L tdet (0,))(0) = 2ldivsa () — mg(E-, 1) (118)

Substituindo e na equagcao temos

V'(0) :/deM m/ (F* H)

J& que a variagdo F possui suporte compacto, F ¢ um campo tangente a M com

suporte compacto, e pelo teorema de Stokes,

/ divy (FF) =0
M

Donde segue o resultado. O

Proposicao 1.10. Uma subvariedade M C N €é um ponto critico para o funcional de

volume se e somente se o vetor curvatura média H se anula em todos os pontos H = 0.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, se H = 0 entao M ¢é ponto critico para cada
variacao F'. Reciprocamente, se M é ponto critico para toda variacao F', e assuma que
H(p) # 0. Pela continuidade de H, existe uma vizinhanga U € M de p tal que H(q) # 0,
Vg € U. Considere uma funcao n € C§°(U) tal que n > 0, n(p) = 1. Defina o campo
Y € T(TM™) por Y(x) = n(z)H(x). Temos supt(N) C U. Definimos entao a variacio

F(z,t) = exp,(tY(z)), onde exp é a aplicagao exponencial de N. Para esta variagao,
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V() = —m [ g(vi) = - / plH|P <0

um absurdo. O
A proposicao acima justifica a seguinte

Definicao 1.11. Uma subvariedade M C N ¢é dita minima se seu vetor curvatura média

se anula em todos os pontos, H = 0.
Encerramos esta secao explorando um pouco mais o resultado da proposigao (1.9

Corolério 1.12. (Férmula da primeira varia¢io) Seja M C N uma imsersao minima.

Entao para todo campo X € T'(T'N) com suporte compacto em M temos

/ divy X =0 (1.19)
M

Demonstracao. Temos

M M M

A primeira parcela do lado direito é nula pelo teorema de Stokes, enquanto a segunda

é nula pois,

div XL:/ 9(E;, Vg, X+
/M M M; (Ei, Vg, X7)
—— [ Y a(VrEL X
Moy
M

Observacao 1.13. E suficiente que tenhamos

M

para cada campo normal X com suporte compacto em M, ja que a integral da parte

tangente é sempre nula pelo teorema de Stokes.

Veremos nas segoes seguintes consequencias desta féormula.
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1.3 Exemplos de superficies minimas

Vimos na secao anterior que superficies minimas sao superficies cuja curvatura média
se anula em todos os pontos. Os exemplos mais basicos de tais superficies sao os exemplos
nos quais a segunda forma fundamental é identicamente nula, isto é, superficies cuja
aplicacao normal de Gauss é constante. Isto significa que a tnica superficie minima em
R3 com segunda forma fundamental nula é o plano. Este foi o tinico exemplo apresentado
pelo préprio Lagrange em [39], j4 que em sua época os conceitos de curvatura principal,
aplicagao de Gauss, e segunda forma fundamental ainda nao estavam desenvolvidosﬂ

Em 1776, Mesnieur mostrou em [46] que a equagao da superficie minima era equivalente
a H = 0 para graficos. Desde entao, passou-se a chamar de minima qualquer superficie
cujo vetor curvatura média se anula identicamente. No mesmo trabalho, ele mostrou dois

exemplos nao triviais de superficies minimas, que veremos abaixo.

Exemplo 1.14. (O Helicdide)

O helicdide € dado na forma paramétrica como o conjunto

X(s,t) = (scos(t), ssin(t),t) (1.20)

Onde os parametros t e s variam em R. Mostraremos a sequir que o helicoide é

minimo.

Figura 1.1: O helicéide. Créditos: Matthias Weber, www.indiana.edu/ minimal

3As curvaturas principais foram introduzidas por Euler no mesmo ano que Lagrange publicou seu

artigo sobre o calculo das variagoes.
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Temos

X; = (—ssin(t), scos(t), 1)

X = (cos(t),sin(t),0)

Portanto o normal ao helicoide é

1

N(S,t) = m

(—sin(t), cos(t), —s)

Temos ainda

Xyt = (—scos(t), —ssin(t),0)

Xss = <07 07 0)

Deste modo,

(Ny, X)) = — (N, X,) =0

ﬁ(s sin(t) cos(t) — s sin(£) cos(t)) = 0

<Nt, Xt> - — <N, Xtt) -

Portanto, o traco de dN ¢é nulo, e o helicoide ¢ minimo.

Observamos ainda que o helicoide € completo, mergulhado, periédico na varidvel t e
simplesmente conexo. Além disso, ele € uma superficie regrada, isto €, pode ser parame-
trizado na forma X (s,t) = a(t) + sd(t).

Mesnieur mostrou que o helicoide era minimo assumindo que havia uma superficie
minima regrada, e transformando a equacdo H = 0 que envolve derivadas parciais de
sequnda ordem, em uma equacdo diferencial ordindria. Em 1842, Catalan mostrou em
[16] que o helicdide € a tinica superficie minima regrada e nao planar.

Na figura[1.1], as retas a(t) + s6(t) para t fizado, estio demarcadas.

Exemplo 1.15. (O Catendide)
No mesmo trabalho, Mesnieur procurou por exemplos de superficies minimas de re-
volugao. FEle mostrou que a equacdo H = 0 reduzia-se neste caso a uma equacao dife-

rencial ordindria sobre a curva geratriz, e concluiu que a unica solu¢ao que poderia ser
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obtida nesta forma era a superficie de revolucdo da catendria, o catendide. O catendide

¢ completo, mergulhado, e topologicamente um anel. Sua parametrizacao é dada por

X(s,t) = (cosh(s) cos(t), sinh(s) sin(t), s) (1.21)

Figura 1.2: O Catendide. Créditos: Matthias Weber, www.indiana.edu/ minimal

Mostremos que o catendide € minimo.

Temos

X, = (sinh(s) cos(t), cosh(s) sin(t), 1)

X; = (— cosh(s) sin(t), sinh(s) cos(t), 0)

Portanto, o normal em X (s,t) € dado por

_(_cos(t) sin(t) sinh(s)
N(s,t) = < cosh(s)’ cosh(s)’ COSh(S))

Temos ainda

Xss = (cosh(s) cos(t), sinh(s) sin(t), 0)

Xu = (— cosh(s) cos(t), — sinh(s) sin(t), 0)

Deste modo,

(Ng, X,) = — (N, X,,) = (cos(t))* — tanh(s)(sin(t))?
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(Ny, X;) = — (N, Xy) = —(cos(t))? + tanh s(sin(t))?
Portanto, o traco de dN € nulo, e o catendide é minimo.
Exemplo 1.16. (A superficie de Scherk biperiddica) Apesar de muito trabalho de Monge,

Legendre e Poisson, o proximo exemplo de superficie minima so foi descoberto quase 70

anos depois da descoberta do helicdide e do catendide por Mesnieur.

Figura 1.3: A superficie de Scherk biperiddica. Créditos:  Matthias Weber,

www.indiana.edu/ minimal.

Em 1835, Scherk descobriu o proximo exemplo de superficie minima completa assu-
mindo que a equacao da superficie minima era satisfeita para uma funcdo cujas varidveis

eram separdveis, isto €, u(z,y) = f(x)+ g(y). Para uma u deste tipo, a equag:doﬁca

1+ (o' )1 () + [1+ (f'(2))?]g" () = 0

Ou seja,

L(x) - _L(y) = constante
1+ (f'(z))? 1+(d'(y)?

Integrando estas equacoes, obtemos

f(z) =logcosx ¢g(y) = —logcosy

Portanto, u(x,y) = log (222;) Esta solucao esta definida no quadrado (—g, g) X
(—g, g) E/'possz”vel provar, utilizando o principio de reflexao de Schwarz, que esta solugao
se estende uma periodicamente aos quadrados alternados da lattice determinada pelo qua-

drado fundamental no plano.
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Exemplo 1.17. (Enneper) A superficie de Enneper, descoberta em 1864 utilizando uma
formula de representacao para superficies minimas em termos de fungoes holomorfas (que

veremos adiante), tem parametriza¢ao

3 3

t
X(s,1) = (s—%+st2,t—§+t52,s2—t2)

Figura 1.4: A superficie de Enneper. Créditos: Matthias  Weber,

www.indiana.edu/ minimal.

Temos

X, = (1— 8412 2st,25)
X, = (2st,1 —t* 4 5%, —2t)

Portanto, o normal em X (s,t) é dado por

—2s 2t 1— 2 —¢2
14+s24+12" 1482412714+ s2+¢2

Vs, = (

Note que

X, = (—2s,2t,2)
Xtt = (28, —2t, —2)

Deste modo,

452 42 2 — 252 — 212
Nsts =
< ) 1+s2+t2+1+52+t2+ 1+ s2+1¢2
C2(1 482+ 7)

14 52 +t2
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<Nt7 Xt> =

452 4¢2 2 — 252 — 212
_<1+52+t2+1+s2+t2+ 1+ s+ 12 )
2(1 4 s* +t%)

Portanto, o traco de dN € nulo e a superficie de Enneper é minima.

Exemplo 1.18. (O problema de Bjorling) Considere um intervalo aberto I C R, uma
curva analitica v : I — R3 e um campo vetorial analitico unitdrio e normal a esta curva,
n: I — R |n(t)| =1, e (y(t),n(t)) =0. O problema de Bjirling consiste em encontrar
uma superficie minima X : Q CR* — R3, com [ x {0} C Q, que satisfaz as sequintes

condicoes:

1. X(t,0)=~(t), tel

2. N(t,0) =n(t), tel

Observamos que o teorema de Cauchy—Kavalewskaycﬁ implica que o problema de Bjorling
sempre possui solugao e que esta solugao € (localmente) inica. De fato esta solugao possui
uma representacao integral em termos dos dados de v e n, e isto possibilitou a descoberta
de varios exemplos, dentre os quais destacamos o exemplo de Catalarﬂ obtido ainda antes

da descoberta da formula de representacao.

Figura 1.5: A superficie de Catalan, obtida resolvendo o problema de Bjorling para a

cicléide. Créditos: Matthias Weber, www.indiana.edu/ minimal.

427] p. 239
5Ver ﬁgura
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Exemplo 1.19. (A superficie D de Schwarz)

A superficie D de Schwarz é obtida em seu dominio fundamental resolvendo o problema
de Plateu para uma fronteira constituida de dois triangulos distintos, faces de um tetraedro
reqular. Entao esta superficie é refletida ao longo de suas linhas de simetria, formando
uma superficie triplamente periédica em R3. A superficie de Schwarz tem papel importante

na ciéncia dos materiais [43].

4
Figura 1.6: O dominio fundamen- Figura 1.7: O dominio fundamental
tal da superficie de Schwarz. da superficie de Schwarz apods 6 re-
Créditos: Danny  Calegari, flexdes. Créditos: Matthias Weber,
http://lamington.files.wordpress.com/. www.indiana.edu/ minimal.

Figura 1.8: A superficie D de Schwarz triplamente preiédica. Créditos: Matthias weber,

www.indiana.edu/ minimal.

Para mais exemplos, referimos o leitor aos textos [19], [45], e ao Minimal Surface

Archive, da universidade de Indiana, [37]. Uma discussdo abrangente sobre o problema



31

de Bjorling pode ser encontrada em [21].

1.4 Consequéncias da primeira variacao

Teorema 1.20. (Harmonicidade das fungoes altura) A imersdao ¢ : M* —s R™ é minima
se e somente se as fungoes altura e, : M — R, definidas por e,(z) = (v, p(x)) sao

harmonicas, para cada direcao v € R™.

Demonstra¢ao. Considere um referencial geodésico F; em p, e ortonormal em uma vizi-

nhanca U de p.

Anrey(p) = Vde,(E;, Ei)(p) = Y Ei(dey(E,))(p) — Z dew(Vg,E:)(p)

i=1
Como o referencial é geodésico em p, cada parcela da soma S°F | de,(V g, E;)(p) é nula.

Donde,

AMev(p) = Z <szEZ(p)> U> + <Ei’inU>

i=1

Aprey(p) = Z (Ve Ei(p),v) + (A(E;, E)(p),v) + (Ei, Vi,v)

i=1

Anrey(p) = (H(p),v) + divyv(p) (1.22)

Ja que v é um campo constante, divyv = 0, portanto Ayse,(p) = (H(p),v). Com isto,
vemos que se toda funcao e, ¢ harmonica, entao o vetor curvatura média H é ortogonal a
qualquer direcao de R™ em cada ponto p. Assim, H = 0. Reciprocamente, se H se anula
em todo ponto, entao toda funcao e, é harmonica.

]

Corolario 1.21. Se ¢ : M¥ — R"™ € uma imersio minima e M ¢é conexa sem fronteira,

entao M nao é compacta.

Demonstracao. Com efeito, se M fosse compacta, cada fungao altura e,, v € R™ admitiria
um ponto de maximo global. Mas e, é harmonica, e pelo principio do maximo forte, e, é
constante, de modo que M esta contido no hiperplano H, = {z € R"; (z,v) = ¢}, para

algum ¢ € R. Mas isto acontece para cada v € R", donde M deve ser um ponto. O
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Como aplicacao deste resultado, Osserman mostrou em [53] que uma superficie minima
deve estar contida no fecho convexo de sua fronteira. Apresentaremos uma prova curta
deste resultado aqui. Relembre que o fecho convexo de um conjunto é definido da seguinte

maneira;:

Defini¢ao 1.22. Seja U um subconjunto de R™. Definimos o fecho convexo de U, C(U),

como o menor convexo que contém o conjunto U

cm- N

H convezo
H DU

Note que se o conjunto U é compacto, o fecho convexo de U ¢ a intersecao de todos

os semiespagos que o contém. Com isso, podemos mostrar o teorema de Osserman:

Teorema 1.23. (Propriedade do fecho convero) Se M C R"™ é uma superficie minima

compacta com fronteira OM. Entdao M C C(OM).

Demonstracao. Considere a familia F, de todos os semiespagos H (¢, v) = {x € R™; (x,v) >
¢} que contém OM. Se H(c,v) € F, consideramos a restrigao da funcao altura com relagao
a este hiperplano, e,, a superficie M. Ja que esta funcao 4 harmonica, o seu maximo ¢
atingido em OM, deste modo, e,(p) < ¢,V p € M, donde M C H(c,v). Concluimos assim
que M esta contida em qualquer hiperplano que contenha a sua fronteira, e em particular,

M esta contida no fecho convexo da fronteira C(9M). O

Uma das consequéncias mais importantes da primeira variacao da area e da harmo-
nicidade das funcgoes altura é a férmula de monotonicidade, que provaremos a seguir.

Veremos nos capitulos seguintes as aplicagoes deste teorema.

Teorema 1.24. (Monotonicidade) Seja M* um superficie minima em R", xy € R" e

B, (xo) a bola de R™ centrada em xo de raio r. A fungado 0 :[0,00) — R, definida por

_ Volp(M N By(xg))

rk

o(r) (1.23)

€ nao decrescente. Ademais, para 0 < r < R wvale a sequinte igualdade

1,2

6(R) — 0(r) > / e =zo) | (1.24)

k12
(Br(20)\Br(z0))NM |T — o
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Demonstra¢ao. Considere a fungdo f : M — R definida por f(z) = |r —zo|. Seja
x € M, e considere E; um referencial ortonormal de M numa vizinhanca do ponto z e
geodésico em z. Considere ainda um referencial ortonormal de TM*, (E,)"Z%. Observe

que

k

Vau(f?) =D 20" = 2))E; = 2(x — x)" (1.25)

i=1

o k i n—k o o k i n—k o
ondex =) o'E;+ ) " _Ja*Eqexg= ) . x4E; + > . x5 E,. Deste modo,

A (f?) = 2diva (Var(f2) = 2k (1.26)

Assim, denotando por M, = M N B,.(zg) temos

2%V ol (M,) = 2 / divy(z — zo)"

r

Pelo teorema de Stokes,

2kVoly(M,) = 2 {(z —x0)", V)

oM,

Onde v é o vetor normal a dM, induzido pela orientacao de M,. Note que OM, se
decompoe em duas partes, OM, = (OM N B,) U (0B, N M) com interse¢cao OM N IB,.

Portanto, a integral acima se escreve

<(I —z0)7, V>—2/ <(x —x0)7, 1/>

OMNOB;

o0B-NM

{(z — )", 1/>+2/

OMNB,

T

Note que as duas tltimas integrais se anulam, j& que (r — o) e v sdo ortogonais em

OM . Deste modo, temos somente

2V oly(M,) = 2 / (& — 20)", )

oB.NM

Mas o vetor v é unitdrio e normal a fronteira de 0B,(xg) N M em x e tangente a M

em x, portanto, v = m(:c — x0)7, assim a integral fica
WV ol (M,) = 2 / (2 — 20)] (1.27)
8B,NM
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Por outro lado, temos M, = {z € M; f(z) < r}. Portanto,

Vol({f < r}) = /{f< ar= [ 9]

Deste modo, a férmula da codrea aplicada a |V, f|~! nos dé

Vol <rj)= ' \Y ~1d 1.28
== [ [ wusa (129
Donde,

d d

Da equagao [1.25| concluimos que em = # x

1

Vuf= (z —x0)"
|z — x|
_ |z — x|
\% = _— 1.30
Temos entao
d, _ 1 1 |z — x0]
o' (r)=— leMT:——/ = T—/ 4
(r) 0 (r~"*Voly(M,)) { I |z — 20|" + 7 S Tl
Como em {f = r} temos |z — xy| = r, podemos reescrever a equacao acima
1 |z — 20)?
«9/(7“)——{—/ |x—x0]T—l—/ —
L Jin tr=r} (@ = z0)7]|
sy L[ el = (= )P
(AR (2 — 20)7|
1 |(z — zo)|?
0 (r) = —/ =0 L~ (1.31)
rktl {f=r} (7 — 20)7|

O que mostra que a func¢ao 6(r) é ndao descrescente. Mostraremos agora a igualdade

Integrando a equacao [1.31} temos
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o) — 80— /TR (s)ds — /TR {/{fs} Sk1+1 ||(($x__3;30>;||2 } ds

Notando que em {f = s} temos |x — 2| = s, reescrevemos a equagao acima como

O(R) — 0(r) = /TR {/{f:s} g} ds

Onde g : M \ {x¢o} — R é definida por

1 (& — 20) 2
w— o[t [(z — o)

Aplicando a férmula da coarea a g temos

g(r) = |

O(R) — 0(r) > / gV f]

Mpr—M,

L (G Vil O Gt

z— ol (@ —w)T[ o — ]

O(R) — 0(r) > /

Mpr—My,

Onde a desigualdade segue do fato que g nao é necessariamente L'. Isto nos di a

desigualdade
]

Corolario 1.25. Se M ¢ uma superficie minima tal que a funcdo theta em torno de
um ponto xy € constante, entao M € conica em torno de xg, isto €, M ¢é invariante por

dilatacoes centradas em x.

Demonstragcao. Da equacao vemos que se 0(r) é constante, entdo (z — x9)* = 0 em
M. Tsso nos diz que (x — xy) é sempre tangente a M no ponto z, donde M é invariante

por dilatacoes centradas em x. O

1.5 A representacao de Enneper-Weierstrass

Iniciamos esta secao relembrando um teorema classico de analise complexa:

Teorema 1.26. (Teorema de Uniformizagao) Seja M? uma superficie de Riemann sim-

plesmente conexa. Entdo uma (e somente uma) das afirmacoes abaizo € verdadeira:

1. M € conformemente equivalente ao plano complexo C
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2. M é conformemente equivalente ao disco unitdario D C C

3. M ¢é conformemente equivalente ¢ esfera de Riemann CP' ~ S?

A prova deste resultado foge ao objetivo deste texto, e pode ser encontrada em [1],
capitulo 10.

A ferramenta que apresentaremos agora foi um marco na teoria de superficies minimas,
pela imensa gama de novos exemplos que ela forneceu. Vale lembrar, que quando Weiers-
trass encontrou esta parametrizacdo em seu artigo [63], poucas superficies além do plano,
o helicéide e o catendide tinham suas parametrizagoes conhecidas, somente os exemplos

de Catalan, Enneper e Scherk.

Teorema 1.27. (Enneper-Weierstrass) Seja M* C R? uma superficie minima orientdvel,
simplesmente conexa e sem fronteira. Erxistem um dominio 2 = C ou D, uma func¢ao
holomorfa  f : Q@ — C, e uma fungdo meromorfa g : Q@ — CU {00}, tais que se £ €
um polo de ordem m de g entao, & € um zero de ordem no minimo 2m de f e M pode ser

representada por uma aplicagdo x : Q — R3, definida por

1(€) = Re {/j ¢k(z)dz} + o (1.32)

onde as funcoes ¢ sao definidas por

b= Sf0-g) (133
o = 5f1+g) (1.34)
s = fg (1.35)

Reciprocamente, se f e g sao fungoes como acima, as fungoes ¢ sao holomorfas e as

equagoes definem uma superficie minima em R3.

Demonstracao. Ja que M C R? é minima, ndao é compacta, e pelo Teorema de Unifor-
mizacgao, é conformemente equivalente ao plano ou ao disco unitario. Existe portanto uma
aplicacao conforme z : Q@ — R3, Q = C ou D, isto é,

ot _| oo

oul | v
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ka aZL‘k —0
ou’ ov |
onde z = u + iv é a variavel em {2 . Pelo teorema [1.20] as funcoes coordenada de zj sao

harmonicas na varidvel z. Definindo

estas funcoes sao holomorfas em €2, com efeito, temos

0 Re ¢k . 32xk . _82:L‘k . o Im st
ou  ou: o v

pois x; é harmonica, enquanto que

0 Re ¢, 0%z,  O%ay, _ 0 Im ¢y

v Oudv  Ovdu ou

pelo teorema de Schwarz.

Portanto, as fungoes ¢ definem 1-formas diferenciais fechadas ¢rdz em €2, e como este

dominio é simplesmente conexo, a integral

/0E or(z)dz

nao depende do caminho escolhido entre 0 e £ = (&,,&,). Escolheremos entao o caminho
que é a justaposigao dos caminhos v;(t) = (t&,,0) e o = (&, t&,), 0 <t < 1.

Teremos entao

ordz = (% - z%) (du + idv)

ou ov
o oxy, oxy, [ Oxy, Oxy,
ordz = (au du + B dv) +1 <8u dv — e du)
Donde
3
Re {/ gbk(z)dz} = Re {/ qﬁk(z)dz} + Re {/ qﬁk(z)dz}
0 ol 72
Note que
! a’Ek ! alL‘k
Re / or(2)dz ¢ = —(&us,0)du(&y, 0)ds + —(&us,0)dv(&,, 0)ds
1 0 6“ 0 @U
- ! 8Ik

(5“87 O)guds = l’k(fu, 0) - xk(()? 0)

o Ou
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e ainda

Re{ / ¢k<z>dz}: 0 (%’“(fu,au )du(0,6,)ds + ax’“(su,&, )do(0,,)ds
Y2

0

axk (fua 51} )gvds = mk(fua 51}) - xk(gua O)

0

Logo,

Re {/06 ¢k(2)dz} = 21(&u, &) — 24(0,0)

Tomando as constantes ¢, = xx(0), obtemos a equagao m
Resta mostrar que as fungoes ¢ podem ser definidas como nas equacoes [1.33] - 1.35.

Para isto utilizamos a estrutura conforme da aplicacao x. Note que

8xk 8xk8mk 5 c%k 2
oot Z<—> —22<au av) (%)

k=1

2 R - __®

Entao,

O1 + 65 + ¢ =0 (1.37)

Observe que desde que as fungoes ¢, sao holomorfas, seus conjuntos de zeros sao
isolados a menos que sejam identicamente nulas. Portanto, exceto no caso em que ¢3 = 0

e ¢1 = i¢g9, que corresponde ao caso em que a superficie ¢ um plano, podemos definir as

funcoes:

b3

f=¢1—1dy e gzm

(1.38)

Se escrevermos a equacao |[1.37 na forma

(¢1 — i) (1 + igha) = —

¢2
3

O1 + iy = —m

=—fq
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Resolvendo as equagoes para ¢; e ¢, encontramos as equagoes [1.33}1.18. Note que o
produto fg? nao tem pdlos, ja que ¢; + igo é holomorfa.

Reciprocamente, se f e g sao fungoes que satisfazem o enunciado, temos que as ¢, sao
holomorfas em € e satisfazem a equagao [L.37] Definido z; como na equagao [1.32] temos
que estas funcoes satisfazem [1.36] e portanto as coordenadas x; sao harmonicas em (2,
donde M é uma imersao minima, pelo teorema |1.20]

]

Observacao 1.28. A parametrizacao de Enneper-Weierstrass € isotérmica, isto €, se

X : Q — R? € a representacio de Ennerper-Weierstrass de M, entao

X, =X, e (Xu X)) =0

Defini¢ao 1.29. Dada uma superficie minima, e uma tripla (2, f,g) tal que a repre-
sentagao de Enneper-Weierstrass € satisfeita, dizemos que esta tripla ¢ um dado de
Enneper- Weiestrass de M.

Exemplo 1.30. (Representacoes das superficies cldssicas) No que seque, ) é sempre um

dominio simplesmente conexo do plano C. As superficies dos exemplos|[1.14,[1.15,[1.16 e

tém os sequintes dados de Enneper- Weierstrass:

Helicoide:
1
QcC\{0}, g(z) ==, f(z):§
Catendide:
1
Qc C\{0}, g(2) == f(Z):§
Superficie de Scherk:
4
Q:BlC(C, g(Z)ZZaf(Z): 1 — 4

Superficie de Enneper:

Q=C, g(z) =2 f(2) =1
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Veremos agora que a representacao de Enneper-Weierstrass esta profundamente ligada

a geometria da superficie.

Proposicao 1.31. Seja x : M — R3 uma imersio minima que nao é um plano, M
simplesmente coneza, e suponha que M tem dados de Weierstrass (X, f,g). Se m de-
nota a projecdo estereogrdfica em relagao ao pdlo norte (0,0,1), 7 : S* — C U {oo},

7((0,0,1)) =00 e N: M — S? € a aplicagio de Gauss de M, entdo

g=moN

Demonstragao. Se X : Q — M, X (u+ iv) = (x1, 2, x3) é a representacao de Enneper-

Weierstrass de M, temos a partir das equacoes que

0X
25 = 2(¢1, P2, ¢3)
0X 0X :
S i = 2Re(¢1), Re(@n), Re(@s)) + 2i(Im(er), Im(@2), Im(¢s))
Logo,
f;_f = 2(Re(¢1), Re(gs), Re(és)) (1.39)
O = —aIm(6), Im(6), Tm(6y)) (1.40)
Assim,
@_f 8 %—X> = 4[Re(3)Im(¢2) — Re(¢2)Im(¢3)]
<5’8_f y %_f,@> — 4[Re(1) Im(@s) — Re(¢s)Im(¢y)]
@_f . 88_X3> = 4[Re(¢) Im(e1) — Re(é1)Im(¢2)]

Denotando por ¢, a conjugada de ¢y, temos
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0X 0X — - e
S X 5o = 4Im(é26s), Im(6361), Im(6162))

A partir das equacoes 1.34 temos

ilf1?

oty = —5-(G+°9)

s = L 1i9)

oitn = U g @ - ()
mm(os7) = L (Re(g) + ol Relo))
(o) = L (Img) ~ ol 1m(@)
mm(ods) = L g

Desde que Re(g) = Re(g), Im(g) = —Im(g), e [@ — (¢%)] é imaginario puro, temos

X 0X 21 £12 2 _
T30 < 5e = LT 9DIIF(2Re(g). 2Im(g), 91" — 1)
(§
6X 8X o 2 2\2
S x S| =11+ g (141
Donde
N = —(2Re(g). 2Im(g), g — 1)
_]__|_|g|2 €lg), mig), 19

7o N = (Re(g), Im(g))

]

Observagao 1.32. A métrica em M escreve-se ds®> = |X,||X,|dz*. Da equagio [1.41]

temos entao que

ds® = |fI*(1 + |g|*)*d="
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A curvatura Gaussiana fica

Definicao 1.33. Considere uma superficie minima M C R3, com dados de Enneper-
Weierstrass (2, f,g). Definimos a familia associada a M como a familia de superficies

M; cujos dados de Enneper-Weierstrass sao (2,€f, g), com parametro t € [0, 27].

Podemos ver a partir do exemplo que o Helicdide e o Catendide pertencem a
mesma familia associada. Este é um caso especial de superficies associadas, pois o angulo
de rotagao de f ¢ 7. Estas superficies sao chamadas superficies conjugadas, pois suas
fungoes coordenadas sdo conjugadas harmonicas, isto é, se M tem coordenadas (z1, g, 3)
e Mz tem coordenadas (y1, Y2, y3), entdo as fungodes z; + iy; sdo holomorfas. Note ainda
que as superficies de uma mesma familia associada sao isométricas, de acordo com a

observagao [1.32]

Corolério 1.34. Seja M C R? uma superficie minima simplesmente coneza com dados
de Weierstrass (X, f,q). Se M, é uma superficie da familia associada a M, entdo My e

M possuem a mesma aplicacao de Gauss.

Demonstracao. Isto segue da proposicao anterior, ja que na variacao nao ha alteracao na

fungao meromorfa g. O

1.6 A segunda variacao e o conceito de estabilidade

Na secao 1.2, vimos que superficies minimas sao definidas como pontos criticos do fun-
cional de volume. Queremos estudar agora aquelas superficies que sao realmente minimos
deste funcional, ou pelo menos minimos relativos. Para isto, examinaremos as subvarie-

dades M C N para as quais se tem

d2
v = [ (50 yer(aio) = o
v\ dt?
para toda variacao normal de M com suporte compacto e que fixa o bordo.

Calculando v (t) temos

T (t) = Vet (gT)(0) 0 (\fdet(g,) (1)

Mas
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2

d
33 det(a)(0) = ( Wdt (detgs >>)

3

N 1 {_ 1(det(g;;)(t)) "3

N|=

dtg( det(gi;)(t)) = 5 9

2 [%det(gzj)] + (detgy;(t))~ %(det(gm))(t)}

Em ¢ = 0, temos det(g;;)(0) = 1, ja que o referencial tomado é ortonormal, de modo

que a equagao acima se escreve

2

d det(gij(t))} + % L_O(det(gu))(t)}

dt? li=

(det(g)(0) = {—% E

Ja que M é minima, pela equacao temos

t=0

(Jdet(g,)(0) = ~[divn (B + 3 o

d2

dt2 li=o (det(gij))(t) (1.42)

t=0

Derivando a equagao temos

d2

— det (g;:)|(t) =1

dt2 t:O[ € (913)]( ) +J
onde

d2
I = Z o] Zgla(l ( tggla(l)) " Gmo(m)
TESM

e

d
J = Z |U| Z J10(1) " < gla(l)) <%gka(/€)> * Gmo(m)

UESm ll’;kl

Note que em t = 0, as parcelas

d2
Jie(1) " " (ﬁgzg(n) * Gmo(m)

sao nulas para qualquer permutacao o, exceto a identidade, donde



I =Tr(g"(0))

Onde T'r denota o trago do operador. Ja que g¢;;(0) = d;;. As parcelas

d d
Jio(1) dtgla ’ Egko(k) * Omo(m)

Anulam-se exceto para as permutagoes 0 = Id e 0 = (lkz)ﬁ Deste modo

S () (20 5 () 2

k=1 l=1

Observe que desde que M é minima,

d
0 [det(gi5)] Zgll

dt

Donde

d
t=0

Somando as equacoes e obtemos

k=1
1#£k

J = Z g;l(o)g;ck(o) - Z QZk(O)g;cl(O) - 2921(0)921(0) -

l,k=1 1,k=1
1#k 1#k

Z glk

1,k=1

J=—lg'0)

Vamos calcular agora Tr(g" (0)) e |g (0)]2.

SDenotamos por (Ik) a permutacdo que troca [ por k e deixa todos os outros termos fixos.

[det(g,;j)](t)) Z gu(0))* + Z 91(0)g1, (0

=0

Z 921(0)9@(0)

k=1
1#£k

44

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)
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Lema 1.35. Se M C N é uma imersao minima e F' é uma variagao normal de M com

suporte compacto e que fiza o bordo, cujo campo variacional é Fy, temos

/

g (0)* = 4[g(A(, ), F)I” (1.47)

"

tr(g (0)) =2{[g(A(-,"), )| + IV By + tr(G(Ry (-, F)Fy,-)) + diva (Vi Fy)) } (1.48)

Demonstracao. Comecamos com a equacao Denotando por F; = Fg,, Fiy = Vi Iy

temos

g;j(t) = g(thFl, F]) =+ g(anthFj>

95;(t) = —9(F,, Vi Fy) = 9(F, Vi, F)

Em t =0, temos I} = E; e I; = I, portanto

92;’(0) = _E(FtainEj) - !_J(Ft?ijEi)

Ja que ambos E; e E; sao tangentes, também é [E;, E;], e desde que F; é normal a M,

temos

’

gij(o) = —g(Fr, A(E;, Ej)))

Assim,

/

|9ij(0)|2 = 4[g(A(-,-), Ft>|2
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Passemos agora a equacao [1.48

2
”

Gilt) = (@R, F)

"

d, -
gii(t) = %(2g<thE7Fi))
9;;(()) =29(VpVrE;, E) +29(VRE, Vi E)

9::(0) = 26(V Vg, Fy, E)) 4+ 2G(V 5, Ei, Vi, E;)

Pela definigao do tensor de curvatura de Riemann, e ja que [E;, Fy| = 0, temos

9::(0) = 2g( R (Ei, F)Fy, E) + 2§(V 5,V 5, Fy, Ey) + 2G(V i, Bi, Vi, E))

O dltimo termo desta soma se escreve

9(VrE, VEE) =g9(VRE)", (Ve E)") +9(VrE)", (VEE)")

Observe que

I(VRE) . (VrE)") =3(VrE,> g(VrE; E))E))

j=1

g(th Ei> E])§<th Ei7 EJ)

[
NE

1

<.
Il

(G(VRE;, E;))?

[
NE

1

<.
Il

(=9(Ve,E;, F))*

I
NE

1

<.
I

(—9(A(E;, By), y))?

[
NE

<.
Il
i

Enquanto que

H(VrE) " (TrE)Y) = 3 @(Tr B  Ea))

a=1
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n—m

(VeE)P =) @(VeF)" Ed))

a=1

=1
- ‘inFt|2

Portanto,

17

tr(g (0)) = 2tra(g(Bn (-, Fi) Fy, +)) + 2divy (Fy)
m m B m 1
+2) Y (GAELE), F) +2) ViRl
i=1 j=1 i=1
Onde tr); denota o traco da aplicagao restrita ao espaco tangente de M. Finalmente,

obtemos

1"

tr(g (0)) =2{[g(A(-,-), F)]> + [V Bl + trae(G(RN (-, F) F, -)) + 2divyg (VR F)) }
Il

Substituindo as equacoes do lema [1.35] na equacao e utilizando o fato que a

varia¢ao ¢ normal obtemos

S et(9,)(0) = 2~ [GA( ), )P + [V B

+ trar @Ry (-, F)Ey ) + divg (Vi 1)) )

Utilizando que g(Ry(X,Y)Z, W) = —g(Ry(X, Y)W, Z) temos

S\ aet(9,)(0) = 2~ [GA( ), )P + [V B

— tra(G(Bu (-, 1) F)) + divy (VR 1))} (1.49)
Ja que F fixa o bordo, tem suporte compacto e M é minima, temos

/M div(Fy) = /M divar(FL) + / divy (FiF)

M

:/aMg(Fg,y)—Lg(F;,H)zo (1.50)
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Temos ainda

— .
/ VuFil* = —/ g(Fy, Ay Fy) (1.51)
M M
onde Ay é o laplaciano do fibrado normal de M,
S —
Aj\_/IX = Z(ininX) - (VVEiEiX)

i=1

Por fim,

[G(A(E;, E)), Fy)]” = 9(A(E;, E;), F)g(A(E;, E;), Fy)
= 9(9(A(Ei, Ey), F)A(E;, Ej), F)

Definimos entao o operador de Simons,

Donde obtemos

[G(A(E;, E;), F))* = G(A(F), F) (1.52)

Definicao 1.36. Se M C N ¢ uma subvariedade definimos o operador de estabilidade
(ou operador de Jacobi) de M, L : T'(TN) — I'(T'N) por

LX = —Ay X —try[Ry(-, X)] — A(X) (1.53)
Um campo X para o qual se tem LX = 0 € dito campo de Jacobi de M.
Estamos agora em posicao de enunciar o resultado principal dessa se¢ao

Teorema 1.37. (Férmula da segunda variagdo)
Seja M C N uma subvariedade minima. Entdo para toda F variacao normal de M

com suporte compacto e que fixa o bordo vale,

1"

Vo) = [ gL F) (1.54)
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Demonstracao. Basta combinar a equacao [1.42] com as equacoes([1.50| [1.51] [1.52, [1.53] [

O teorema acima motiva a seguinte definigao:

Definicao 1.38. Uma subvariedade minima M C N é dita estavel se para toda varia¢ao

normal F com suporte compacto em M e que fixa o bordo tem-se

/ G(LE, Fy) > 0 (1.55)

Veremos nos capitulos seguintes que esta desigualdade possui consequéncias impor-
tantes quando se assume uma condicao sobre a curvatura do espaco ambiente.

Deste ponto em diante, iremos assumir que M™ C N™*! é uma subvariedade minima
compactam com fibrado normal trivial, e N é orientavel. Nesta situacao, podemos iden-
tificar campos normais a M com funcgoes, bastando para isto fazer uma escolha de uma
direcao normal positiva, isto ¢, um campo vetorial v € I'(T'N) tal que v(z) € T, M+ para
cadax € M, e |v(z)| =1V x € M. Identificamos entdao um campo X normal a M com a

funcao f : M — R definida por

Deste modo, variagoes normais de M com suporte compacto induzem fungoes com suporte
compacto em M, e variagoes que fixam o bordo induzem func¢oes que se anulam no bordo.

Faz sentido entao considerar o operador L : C3°(M) — C§°(M) definido por

Ly = —Aym — |A’n — Riex(v,v)n (1.56)

Note que este operador é uniformemente eliptico, deste modo consideramos a sua

forma bilinear associada I : Hj (M) x H}(M) — R definida por

I(u,v) = /Mg(VMu, V) — (|A? + Riey(v,v))uv do (1.57)

Note que I é uma forma autoadjunta e portanto sua forma quadratica associada
Q(v) = I(v,v) tem espectro ¥ C R. Ademais, X consiste de uma sequéncia estrita-
mente crescente de autovalores reais {\A}, tais que A\, — +oo, e a dimensdo de cada

autoespaco é finita.

"Possivelmente com bordo.
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Definigao 1.39. O indice de Morse (ou simplesmente indice) uma subvariedade minima
compacta M € definido como a soma das dimensoes dos autoespacos correspondentes aos
autovalores negativos de I. Se 0 é um autovalor de QQ, definimos a nulidade como a

dimensao do autoespaco correspondente, caso contrario dizemos que a nulidade € 0.

Observacgao 1.40. A nulidade € o nimero de campos de Jacobi linearmente independentes

de M que se anulam em OM.

Note que se M™ C N™! é uma imersao minima estdvel com fibrado normal trivial
entdo a forma bilinear I é positiva semidefinida, isto ¢, I(v,v) > 0. Deste modo, uma
imersao minima estavel tem indice de Morse nulo, pois se A fosse um autovalor negativo

A e u uma autofuncao teriamos

I(u,u):/ Lu-udx:)\/ u? dr < 0
M M

O que contraria a hipétese de estabilidade. Finalizamos este capitulo com uma versao

quantitativa desta observagao.

Lema 1.41. (A desigualdade de estabilidade) Seja M C N wma hipersuperficie minima

e estdvel com fibrado normal trivial. Entao para cada fungdo n € Hi (M) tem-se

| (int Ricy + APy < [ VainP (1.58)
M M

Demonstracao. Ja que M é estavel,
/ nln = —/ (A + [A*n + Ricy(v,v)n) > 0
M M

/ nAym + |A*n? + Riey(v,v)n* <0
M

/ (Ricx(v,v) + | AP < / Vo
M M

O resultado segue tomando o infimo sobre o tensor de Ricci. O]

Veremos nos capitulos seguintes que esta desigualdade possui consequéncias impor-

tantes quando se assume uma condicao sobre a curvatura do espaco ambiente.



Capitulo 2

O problema de Bernstein Classico

No capitulo 1, vimos que até a desoberta da formula de representacao por Weierstrass
em 1866, havia uma pequena quantidade de exemplos de superficies minimas completas,
dentre as quais apenas o plano era um grafico. E embora a férmula de representagao
de Weierstrass tenha ajudado a encontrar um grande nimero de exemplos de superficies
minimas completas desde entao, nenhuma delas é um grafico e isto nao é coincidéncia.

Em 1915 Bernstein provou em seu artigo [12] o seguinte teorema

Teorema 2.1. (Bernstein) Se u : R? — R ¢ uma fungdio de classe C* que satisfaz a
equacao da superficie minima em todo o plano, entao u(x,y) = ax + by + ¢, para

constantes a,b,c € R.

H& uma grande quantidade de provas do teorema de Bernstein classico, dentre as quais
destacam-se quatro: a prova original de Bernstein, que pode ser encontrada em [12] ou
[13], com algumas modiﬁca(;éesﬂ devidas a E. Hopf [36]; a prova dada por J. Nitsche em
[48], baseada em um teorema de K. Jorgens [38] sobre solugoes da equagao de Monge-
Ampere; a prova dada por L. Simon em [55]; a prova de R. Osserman em [52]. Veremos
ainda uma outra prova do teorema classico nos capitulos seguintes, esta dada por W.
Fleming.

A prova original de Bernstein decorre de um teorema geométrico para superficies de
curvatura nao positiva. Essencialmente, o resultado consiste em provar um principio

do maximo para equagoes do tipo Monge-Ampere. Com uma pequena modificacdo na

INa prova original, havia um erro de natureza topolégica na prova deste teorema. FEste erro foi

corrigido independentemente por E. Hopf [36] e K. J. Mickle [47].
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equacao da superficie minima, conseguimos transforméa-la em uma equacao de Monge-
Ampere, e com ajuda de técnicas de varidaveis complexas, o resultado de Bernstein é
obtido. O leitor pode consultar as referéncias [13], [36] e [47], que juntas formam um
relato completo da prova original deste teorema.

A prova de Nitsche impressiona pela simplicidade. Ela baseia-se essencialmente em
uma mudanca de coordenadas adequada de R?, introduzida por H. Lewy, que associa a
cada solugao da superficie minima uma solugao da equagao de Monge-Ampere. Utilizando
o teorema de Jorgens para solucoes inteiras desta iltima equacao, prova-se o teorema de
Bernstein. A prova de Simon tem a vantagem de nao depender de métodos de variaveis
complexas, e sugerir generalizacoes para outras dimensoes, enquanto a prova de Osser-
man trata o problema de maneira mais geométrica, através de uma analise da aplicagao
de Gauss de uma superficie minima. De fato, o resultado de Osserman responde a uma
questao mais geral, a Conjectura de Niremberg, que veremos nao se¢ao 2.3. Apresentare-

mos estas ultimas 3 provas a seguir.

2.1 A solucao de J. Nitsche

Nesta secao apresentaremos a prova de Nitsche para o teorema de Bernstein. Comecaremos
reescrevendo a equagao [1.4]
. p g
div (—, —) =0
w'w
Onde W (z,y) = \/1 +uZ +u2, p = u, e ¢ = u,. Temos entdo que

o (p 9 (4

— (L — (=) =0 2.1

a r) 3 () @)
Denotando as derivadas de segunda ordem de u por ug, = 7, Uyy = Uyy = 5 € Uyy =1

esta equacao fica

ro_plrtas) t_dlpstat)
W W3 W W3

1
W(TWQ —p*r — pgs +tW? — ¢*t — pgs) =0
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(1+p*)r + (1+¢*)t —2pgs =0 (2.2)

Esta é uma condicao necessaria e suficiente para que o grafico de u seja uma superficie

minima. Examinaremos agora a equacao [2.2] sob um outro ponto de vista.

Seja

p q 1
N:(a>bac): (_W>_W7W)

o vetor normal ao grafico no ponto (z,y,u(x,y)), e dX = (dz,dy, pdz + qdy) uma 1-
forma diferencial vetorial, e denote por conveniéncia dz = pdx + qdy. Considere a 1-forma

diferencial vetorial N A dX = (£, 1, (), definida por

& =bdz — cdy
n = cdr — adz
¢ = ady — bdx

Substituindo os valores de a,b e ¢, obtemos

1 2
¢ =M —(%Wd (2.3)
1 2
- %dzx + %dy (2.4)
q p

Proposigao 2.2. As 1-formas &, n e  definidas acima sao fechadas.

Demonstrag¢ao. Vejamos primeiramente a 1-forma (. Da equagao temos.

__JOoay, 0 (p _
Portanto, ¢ é fechada.

Passemos agora a forma £. Temos,

{2 (15) - £ ()

:{ %_ (1;/32)(pr+q3)} - [M—ﬂ(pqut)]}dx/\dy

w w3
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1
A6 = o5 (2W2as — (L+ ) (pr + as) = W(sq + pt) + pa(ps + qt)} dw A dy

1

~ws {W?gqs — (1+ ¢*)gs — W?pt — (1 + ¢*)pr + pq(ps + qt) } dz A dy
1

= 773 (P°as = Wopt = (14 ¢*)pr + pa(ps + qi) } dw A dy

= % {pas — [(1+p")t + ¢*t] = (1 + ¢*)r + pgs + ¢t} dw A dy

= _% {(1 + )t + (1 +¢*)r — 2pqs} de Ndy =0

J& que u satisfaz a equagdo [2.2] Analogamente, concluimos que

dn = _% {1+t + (1 +¢*)r —2pgs}da Ady =0

]

Deste modo, concluimos que se o dominio €2 de u é simplesmente conexo, N A dX é

exata. Em particular, existem funcgoes

F:Q0—R G:Q—R

tais que £ = dF e n = dG. Definimos a 1-forma 6 = Fdxr + Gdy em (2, que também ¢é

fechada. Com efeito,

0G OF

6 — <—%+%>dz/\dy:0

Como 2 é simplesmente conexo,  é exata, donde existe uma funcao v : 2 — R tal

que 6 = dv. Deste modo, v satisfaz v, = F', v, = G, donde temos

(1+p%

! W (2:6)
bq

Vpy = Fy = W (27)
(1+¢%

/Uyy = Gy = W (28)

Ademais, temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.3. A funcao v definida acima satisfaz a equacdao de Monge-Ampére

det(D*v) =1

Demonstracao. Um célculo simples mostra que

o (+p)(A+4¢)  (pg)?

Veelyy = Yoy = "y T Ty
14+ (pe)® (p9)?
B W2 e
oW

[]

Deste modo, se temos uma solu¢ao da equacao da superficie minima definida em todo
o plano R2, temos a ela associada uma solucao da equacao de Monge-Ampere, também
definida em todo o R%. J4 que a curvatura Gaussiana do grafico de v é dada por

det(D?v) 1

(1+|Vo|2):  (1+]|Vof?)2
Concluimos que Graph, é uma superficie completa de curvatura estritamente positiva

e limitada por cima, K < 1. O préximo teorema, devido a K. Jorgens [3§], classifica os

graficos com esta propriedade.

Teorema 2.4. (Jorgens) Suponha que v € C?*(R?) € solu¢io da equacio de Monge-

Ampére,

det(D*v) = V00, — Vg)° = 1 em R? (2.9)
entdo v(z,y) € um polinémio quadrdtico.

~ ~ . . _ 2 A
Demonstrag¢ao. A equagao implica que 3,0y, = Vgy 1 >0, e portanto vy, € vy, tém o
mesmo sinal. Assumiremos entao que v é uma funcao convexa. Aplicando a desigualdade
das médias, temos Av = vUyy + Vyy > 2, /VUggUyy > 2.

Considere a aplicacao ¢ : R?> — R?, definida por

oz, y) = (u(z,y),v(z,y))
Onde



26

Wz, y) =x+v.(2,y) e vz, y) =y+uv,(z,y)

Veremos que ¢ ¢ um difeomorfismo de R?. Note primeiramente que o determinante

da mudanca de coordenadas é

1 + xrx X
deta(u’ v) = det ’ to
8<5L‘, y) Ugy 1+ Vyy
Op,v)
deta(%7 ) = (14 ve) (1 +vyy) — (vgy)> =2+ Av > 4

Pelo teorema da funcao inversa, concluimos que ¢ ¢é localmente invertivel em torno de
cada ponto de R?. E suficiente entdo mostrar que ¢ ¢ injetiva. Para isto, vamos estimar

a diferenca
|p(x1,91) — ¢($2,y2)|2

Note que ¢ se escreve
o(x,y) = (z,y) + Vo(z,y)

Assim,

p(w1,11) — P(@2,y2)|* = |(21 — T, Y1 — Y2) + Vu(21,91) — Vo(m, 1) |?

Denotando por S = Vu(z1,y1) — Vu(xa, y2), temos

|6(z1, 1) — (w2, 12)° = (21, 51) — (22, 92) [P + 2 (21, 11) — (22, %2), S) +|S]?

Note que pelo teorema de Taylor, o fato de D?v ser positiva definida implica que v é

fortemente convexa, isto é,

((x1,91) — (72,92),5) >0

Assim,

|p(z1, 1) — ¢(9€2,y2)\2 > |(w1,91) — ($2ay2)‘2

Donde ¢ é injetiva, e portanto, um difeomorfismo C* de R? em si mesmo.

Denote por v a inversa de ¢,
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Y, v) = (x(p,v), y(p,v))

Cuja matrix jacobiana é

et )

oz, y) 1 L+wyy  —vay
op,v) 24+ Av

—Vgy 1+ Uy

Introduzimos a funcao h : R? — R2, definida por

h(,LL, V) = (I - Uz(xvy)7 —y+ Uy(l’,y))

onde (z,y) = ¥(u,v). A funcdo h, vista como aplicagdo de C, com coordenadas

2z = pu + v, é holomorfa. Com efeito,

Oh Oh  0(x,y)
INp,v)  O(z,y)d(u,v)

oh o 1 1 — vy —Uzy 1+ Uyy ~Uzy
op,v) 24+ Av

Ugy —1+ vy, —Vzy 1+ Vg

Ja que v satisfaz Monge-Ampere, temos

8h . 1 Uyy — Uy _2vccy
op,v) 2+ Av 20y,

Uyy — Uzz

Portanto, h = hy 4 ths satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann,

Ohy  Ohy vy — Vg

o Ov 24 Av

Ohy  0Ohs
o ou
O que mostra que h é holomorfa. Ora, mas isto implica que sua derivada complexa

h'(z) também é holomorfa. Da expressao de h'(z),




o8

Temos

- () ()

Ohy Ohy  Ohy Ohy O(hy, hs)
l 2 _ _ — )
(=) ou Ov Ou Ov det o, v)

5 (Av)2—4_Av—2<
T2+ Av)2 Av+2 T

|7 (2)]

Portanto, h/(z) é uma funcao inteira e limitada, que pelo teorema de Liouville deve

ser constante. Assim,

_Av—2

MR =C= X5

implica que Av é constante. Além disso, de %—’E constante temos v,, — v, constante,

o que combinado a Awv constante implica que cada uma das derivadas v, e v,, sao
constantes. Por fim, de %—f:f constante, obtemos v,, constante, o que mostra que a hessiana

de v é constante e portanto v é um polinomio quadratico.

]

Concluimos esta secao com uma prova do Teorema de Bernstein

Demonstragdo. (do Teorema de Bernstein) Seja u : R? — R uma solugao da equagao da
superficie minima em R?, e considere a solucao inteira da equacao de Monge-Ampere
v : R? — R associada a u. Pelo Teorema de Jorgens D?v é uma matriz constante. Em
particular, a partir das equacoes 2.6 e 2.8, temos

1+p* 14¢ 1

AV = Vg + vy = TR + W —W+W:cost.

V(Av) = VW - (1 — %) =VW - (|Vu]*) =0

Donde concluimos que, nos pontos em que Vv # 0 (ou equivalentemente W = 1),
VW = 0. Pela continuidade de W, ou W = 1 em R?, ou W = ¢ # 1 em R?. Em todo
caso, p> +¢* = const. Por outro lado, v,, — vy, = const, donde p* — ¢* = const e portanto
ambas as fungoes p e ¢ sao constantes. Ora, mas isto diz que Uy, = Pz, Uzy = Py € Uyy = Gy

se anulam em todo o R?, portanto u é uma funcao linear. O
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Observacao 2.5. A hipotese de u estar definida em um dominio bidimensional é essencial
nesta prova. Com efeito, utilizamos a estrutura da equacdo da superficie minima em R3
de maneira substancial, e além disso, no teorema de Jorgens utilizamos o fato que uma
solugao da equacdo de Monge-Ampére em dimensdao 2 € concava ou convexa, o que nao €

verdade em dimensao mais alta.

2.2 A estimativa de curvatura de E. Heinz e a prova
de L. Simon

A prova do teorema de Bernstein apresentada nesta se¢ao é devida a L. Simon, [55], e
se baseia numa estimativa de curvatura que foi provada por E. Heinz, em [35]. Tal método
nao depende de técnicas de variaveis complexasﬂ, e ilustra uma maneira de generalizar
este resultado em dimensoes superiores, e para imersoes em espacos mais gerais que o

espaco euclidiano. Veremos que estas técnicas serao tteis nos capitulos seguintes.

Lema 2.6. (Heinz) Sejam u : @ C R?* — R uma solugao da equagio da superficie
minima em €2, e f uma funcdo nao negativa e Lipschitz com suporte contido em €2 x R.

Ezxiste uma constante C' que depende somente de u para a qual se tem

/G ) AP f? < C/ IV Graph f|* (2.10)
raphqy

Graph,
Demonstracao. Denote por w a 2-forma de volume de M = Graph,, e n a 2-forma de
volume da esfera S?. Observe que a aplicacao normal de Gauss, N, de Graph,, tem imagem
contida num hemisfério. Podemos entdo tomar um ponto p € S tal que p ¢ N(Graph,,).
Como S? — {p} é contratil, e n é fechada, pelo Lema de Poincaré existe uma 1-forma «
definida em S? — {p}, tal que da = 1. Note ainda que a imagem da aplicagao de Gauss
estd compactamente contida em S? — {p}, de modo que a 1-forma « é uniformemente
limitada por uma constante C,, em N(Graph,). Como u satisfaz a equagao da superficie

minima temos,

2A prova original de Heinz se baseia em técnicas de varidveis complexas para provar esta estimativa.

Nao obstante, o leitor pode ver aqui que estas técnicas nao sao necessarias.
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|Al*w = —2Kw = —2det(dN)w = —2(N*n)

— —2(N*da) = —2d(N*a)

Note ainda que

IN*a| < ColdN| = Cy|A|

Denotando por M = Graph,,, temos pelo teorema de Stokes

| Prapo=—2 [ pamy
=2 /M fPd(N*a)

- (/Md(f2N*a)—/Md(f2)/\N*a)

= -2 ( f*N*a —/ 2fdf A N*a)
oM M

Donde

/ FIAPw < 4C, / IV 1l Al
M M

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

2A2 Ca 2A2 5_ v 2)2
[ sapo <4 (/Mf| |w) (/Mr i

Elevando ao quadrado e dividindo por [, f?|A[* obtemos o resultado. O

Observagao 2.7. Este resultado pode ser estendido a qualquer superficie minima conexa
M cuja imagem da aplicacdo de Gauss omite a vizinhanca de um ponto de S%. De fato,
para uma tal superficie a imagem da aplicacao de Gauss esta contida num aberto U
relativamente compacto de S* —{p} e assim como no lema, existe uma 1-forma a definida
em S? com do = n que tem norma uniformemente limitada em U, portanto o argumento
anterior aplica-se ipsis litteris. Omitimos esta prova aqui por que G apresentaremos, com

um argumento diferente, na prorima secao.
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Proposicao 2.8. Seu: Q C R? — R € uma solucdo da equacao da superficie minima,

k>1eQ D Dyg, entao

/ ap< < (2.11)
B\/ERﬂGraphu lOg k

Demonstragao. Consideramos para cada R > 0 a funcao ng : R® — R, definida por

1, se || <+VvR

nr(r) = 2—2?}?2‘, se VR<|z| <R

0, se |z|>R
Se VR < 1|z| < R temos

2z
Vir(w) = - |z|2log R
4
2 _
VIR = o Gios

Usando as ng como fungoes teste na desigualdade concluimos que

4
aps [ -
/B\/EﬂGraphu (Br\B, /z)NGraphy |$|2(10g R>2

Para calcular a integral da direita, iremos dividir o conjunto (Bg \ B z) N Graph,
em pedacos de acordo com a inclinagao da fungao nr. A ideia é tomar pedacos menores
onde a inclinacao é maior, e pedacos maiores onde a inclinagao é menor, de modo que as
integrais em cada pedaco se equilibrem. Tomaremos R tal que logv/R seja um nimero

inteiro positivo. Temos entao

log R

2 4 1
/B\/ﬁﬂGraphu A7 < IZIZ%QR (log R)? /(Bem\Bei)ﬂGmphu |22
log R 4 )
: l:;g,q (log R)? /(BeiH\Bei)ﬂGraphu €2
o
Y gV (Bes \ B Graph)
<y Tog ez OUBesn N Graphy)

.__log R
=73
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Da estimativa [[.13] temos

log R

4 )
AP < ——————Voly(S?)e*t?
/B\/EﬂGraphu | | ,;gR (log R)262Z 2( )
=T
S e
0 e
“on (log R)? 2
4 log R
< Voly(S?*)e* ——
(log R)? o (S) 2
C
log R

Onde C = 2e*Voly(S?).

O
Como corolario, obtemos uma nova prova do teorema de Bernstein:
Demonstragao. (do teorema de Bernstein) Pela proposicao para todo R > 1 temos
C
[ ops
B\/EﬂGraphu IOg R
Fazendo R — oo, concluimos que |A|*> = 0, donde Graph,, é um plano. O

2.3 A geometria da aplicacao de Gauss e a Conjec-
tura de Niremberg

De acordo com a observacao podemos reescrever o teorema de Bernstein provado

na secao 2.2 em termos da aplicacao normal da superficie da seguinte forma

Teorema 2.9. (Bernstein) Se M C R® é uma superficie minima completa cuja imagem

da aplicagao normal de Gauss esta contida em um hemisfério, entao M é um plano.

Foi conjecturado por Niremberg que este teorema poderia ser generalizado da seguinte

maneira;:

Conjectura 2.10. (Niremberg) As normais de uma superficie minima completa em R?

que nao é um plano sao densas em S>.
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Este teorema foi provado por Osserman em 1959, [51], e generalizado para superficies
minimas bidimensionais em R"™ por Chern e Osserman em 1967, [I7]. Aqui, apresentare-

mos a prova em R3.

Lema 2.11. Seja M C R?® uma superficie minima simplesmente conexa conformalmente
equivalente ao plano complexo C, isto €, uma superficie com com representacao de Wei-
erstrass X : C — R3. Entdo ou M ¢é um plano, ou a aplicacao normal de Gauss de M

omite no mdximo 2 pontos de S?.

Demonstracao. Caso M nao seja um plano, podemos definir a fungao g da representacao
de Weierstass, e g é entao uma funcao meromorfa definida em todo o plano complexo.
Pelo Pequeno Teorema de Picard, ou ¢ omite no maximo dois pontos de S?, ou g é
constante. Pela proposigao [1.31} isto implica que ou N omite no méximo dois pontos, ou

N ¢é constante, e neste tltimo caso M é um plano. m

Lema 2.12. Seja f : D — C uma funcao holomorfa que tem no mdzximo uma quantidade

finita de zeros. Entao existe um caminho divergente C' C D tal que

[ 1£1kdz] < o0
c

Demonstra¢do. Suponha inicialmente que f nunca se anula em D. Definimos entao a

funcao F': D — C por

z
Fe) = [

Assim, F' é um difeomorfismo conforme entre D e F(D). Parametrizando F(D) pelo
teorema de uniformizacao, podemos obter uma funcao GG : D — D inversa de F tal que
G(0) = 0 (observe que G nao pode estar definida em todo o plano complexo, pois neste
caso, seria uma fungao inteira e limitada, portanto constante pelo teorema de Liouville).
Podemos ainda extender analiticamente G' a um disco {w : |w| < R} de raio maximo
R < 00. Ora, mas isto quer dizer que existe um ponto wy, |wy| = R, tal que G nao pode
ser extendida a uma vizinhanca de wy. Seja L o segmento de reta twy, 0 <t < 1. Se
C' = G(L) entao C' é um caminho divergente, caso contrario existiria uma sequéncia de
pontos x, = G(t,wp), com t, — 1 sobre o caminho C' que convergiria para um ponto
xo em D. Mas isto implicaria F'(z9) = wo, e ja que F'(z)) = f(z0) # 0, a fungao G se

estenderia a uma vizinhanca de wy.



Por outro lado,

/O ()= = / (G (two)) |d=(G (tw)) dt
- / |F(G(tuwo))| G (two)| ot

_ /01 I(F o G (two)| Rdt

1
:/ Rdt =R < o0
0

Para o caso em que f possui um conjunto finito de zeros {z1, 22, - - -

sao, respectivamente, aq, as, - - - , ay, definimos a funcao

Fo -] (2)

=1

64

, 2k}, cujas ordens

que nunca se anula no disco. Pelo argumento acima, existe um caminho divergente de

comprimento finito para ]? Note que

2_ 1—72,z2 1— 2.2
N 2 — 2k Z—Z

1 — 2z — Zxz + |2]?] 22

1 -7,z

Z — Zk

12|12 — 22k — 2xZ + |21|?

Note ainda que para |z| < 1

2
1—72.2

Z — Zk

1—2zpz

2
Com efeito, se |— = < 1 teriamos

1 — 22 — Zrz + |z |22 < 12)? — 22 — 22 + |2
L—[2* < fzl” = |zl

(1= [)(1 =]z’ <0

Como |zx| < 1, deveriamos ter |z| > 1, contradigao.

Deste modo, concluimos que |f| < |f] em D, e o resultado segue.



65

Teorema 2.13. (Osserman) Se X : M — R3 ¢ uma superficie minima completa que

nao € um plano, entao a imagem da aplicacio de Gauss de M é densa em S2.

Demonstra¢ao. Consideramos o recobrimento universal de M, p : M — M. J& que M
é completa, seu recobrimento universal também é. Ademais, a composta X o p também
¢ uma imersao minima, ja que a aplicacao de recobrimento é localmente uma isometria.
Temos entao que M é minima e simplesmente conexa, e pelo teorema , existe uma
aplicacao conforme X:Q—M , onde 2 é o disco unitario D ou o plano complexo C.
Suponha que €2 é o disco unitario. Ja que g nao possui pélos, da definicao de f,
equacao [I.38, vemos que f nao possui zeros. Em particular, pelo lema [2.12] existe uma
curva divergente C' de comprimento finito em M , 0 que contraria a hipotese de M ser
completa. Se 2 = C, entao pelo lema ou a imagem da aplicacao de Gauss de M
omite no maximo 2 pontos de S? ou M é um plano. No primeiro caso, a aplicacao de
Gauss de M é densa em S?, e assim é a aplicacao de Gauss da projecao M. No segundo
caso, a segunda forma fundamental é nula, donde a aplicacao normal de Gauss de M é
constante, e por conseguinte, a aplicagao normal de Gauss de M ¢ constante, e portanto

M é um plano. O

A titulo de informagcao, Osserman provou em [52] que se as normais de uma superficie

/. . . . h d d. ~ 82 ~ 1 . . d _
minima omitem a vizinhanga de uma diregao v € S* entao vale uma estimativa de curva
tura pontual, andloga a estimativa do Lema de Heinz, que possibilita ver este resultado
sob um outro angulo. Referimos o leitor a [54] para uma prova simples deste resultado.
Posteriormente, Chern e Osserman generalizaram esta estimativa para imersoes minimas
M? em R"™ cuja aplicacao de Gauss generalizada omite uma vizinhanca de uma direcao.

Para a prova, consulte [17].



Capitulo 3

Conjuntos de perimetro finito

Numa tentativa de resolver o problema de Plateau em um contexto mais amplo do que
as solugoes que foram dadas por J. Douglas, [25], e T. Radd, [56], em meados do século XX
surgiram novos métodos para tratar o problema, todas eles baseadas em definicoes fracas
de superficies minimas. Federer e Fleming definiram em [29] uma superficie minima como
uma corrente, um funcional linear limitado agindo no espago das k-formas definidas sobre
as superficies. Almgren e Allard posteriormente introduziram o conceito de varifolds. Os
trabalhos de Almgren e Allard podem ser encontrados em [7], [8] e [4]. Uma introducao
mais moderna ao estudo de varifolds, orientada para o contexto de superficies minimas,
pode ser encontrada em [19].

Aqui, adotaremos o ponto de vista introduzido por R. Cacciopoli e E. De Giorgi, no
qual uma hipersuperficie é vista como a fronteira de um conjunto aberto de R™, pois esta
formulacao foi a que impulsionou a solu¢ao do problema de Bernstein na década de 60.
Observamos que embora as idéias de Cacciopolli e De Giorgi tenham sido fundamentais na
solucao do problema de Bernstein, sua formulacao sé serve para hipersuperficies, sendo
ambos os conceitos de correntes e varifolds mais adequados para tratar o problema de
Plateau em codimensao arbitraria.

Neste sentido, veremos que a existéncia de uma solucao para o problema de Bernstein
em R" ¢é equivalente a existéncia de um cone minimizante singular em R”, seguindo os

trabalhos de Fleming e Di Giorgi.

66
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3.1 Conjuntos de perimetro finito e funcoes de va-
riacao limitada

Nesta secao listaremos os resultados que iremos utilizar sobre funcoes de variacao
limitada. Os mais importantes deles serao provados, enquanto os resultados auxiliares

terao suas referéncias indicadas.

Definigao 3.1. Seja Q um aberto de R™ e considere uma fungdio f € L'(Q). Definimos

a variagao de f em §Q por

/]Df|:sup{/f-divgdx;g € Cy(LR") e |g($)|§1x€§2} (3.1)
0 Q

Exemplo 3.2. Seja f € WH(Q). Calcularemos a variagdo de f. Denotando por ;—;; a
derivada fraca de f na dire¢do xy., temos para um campo g = (g, g%, .-+, g") € CL(Q,R")

: - af .
f-div g dr=— /— dx
/Q ; o Oxy,

[ o= [ 1951 < o (3.2)

Onde V f denota o gradiente de f no sentido fraco.

Defini¢ao 3.3. Uma funcio f € L'(Q) € dita de variagao limitada se [, |Df| < oo.

Denotamos o espaco das funcoes de variagao limitada em £ por BV(Q).EI

Como vimos no exemplo Wh(Q) c BV(Q). O préximo exemplo mostra que esta

inclusdo é estrita.

Exemplo 3.4. Considere um aberto U de R™ com fronteira C?, e um aberto limitado
Q. A restricao da funcao caracteristica de U a §, xula (que de agora em diante serd

denotada somente por xy ) estd em L' (), jd que

/XU:|UﬂQ|<oo
Q

IFacilmente se mostra que BV (2) é um espago vetorial com as operagoes naturais de soma e produto

pontuais.
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Mostraremos que xy nao estd em WH(Q). Como OU é uma hipersuperficie compacta

de classe C?, existe uma vizinhanca tubular

Vs(0U) ={p+dv eR": pedU ew € (T,0U)*, |v] <1} (3.3)

e uma proje¢ao natural w: Vs(OU) — R que associa a cada ponto de Vs(OU) o ponto
de menor distancia sobre OU, p + v + p.

Definimos fungoes g, : Vs(OU) — R da segquinte forma. A cada ponto q de Vs(OU)
associamos a sua proje¢ao w(q) = p sobre OU. Temos entao ¢ = p + v, onde |v| < 1.
Consideramos entao uma fung¢ao suav n: R — R que vale 1 no intervalo —|[3, 3],
decresce de maneira C* em [—1,3) U (3,1] e vale 0 fora do intervalo [—1,1]. Definimos
entao gn(q) = n(nlv|). Tais fungioes estao em C§°(2). Observe ainda que g,(p) = 1,
Vp €9U, egn(q) = 0,VqgeQ\oU.

Suponha por contradicio que xy € WH(Q). Eriste entdo a derivada fraca na diregao

xy, fr € LY(Q), isto é, para cada g € C$(Q) tem-se

0
/XU-a—gdwz—/fk-gdaf
Q Lk Q
99
/—dx:—/fk~gdx
UaI’k Q

/div(of"a g 707"'70) d‘f:—/fkgdl'
U ~ Q

k

/ g U d?—[n_lz—/fk-gdx (3.4)
U Q

Onde v(p) = (v1(p), -+ ,vn)(p) € 0 vetor normal a T,(OU) unitdrio, que induz ori-

entacao em OU. Se substituirmos na equacao as funcgoes teste g, : 0 — R definidas

porf] G (q) = vi(w(q)) - gn(q) teremos

/ (1e)? dHpy = —/ lim fy -G, dv =0 (3.5)
ouU Q

n—oo

Assim,

2 A construcio de uma tal fungao pode ser encontrada em [43], p. 430-432
3Note que onde 7 nio esté definida g,, é nula, de modo que esta definicdo faz sentido
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Mo 1 (OU) = Zn: /6 ) i =0 (3.6)

Um absurdo. Provaremos a sequir que xy estd em BV ().

Considere g € C3(Q,R™). Pelo teorema da divergéncia,

/XU-divgdx:/divgdx:/ (g,v) dH, 4
Q U ouU

Observe que como |v(x)| =1 para todo x € U, se |g(x)| < 1 tem-se

/ (g, v) dH" ' < H,_1(0U N Q)
(2104

Donde

1w :sup{/ o -div g de: ge CHQLRY, [g(x)] < 1} < H, 1 (0UNQ) < o0
Q Q

Portanto xy € BV (Q2). De fato, podemos dizer um pouco mais. Considere o campo
vetorial N(q) = g1(q) - v(m(q)), definido e suave em todo o R™, além disso, |[N(q)] <1 em

R™. Temos que se g € CP() e |g(z)| < 1, entdo para o campo gN temos

/ div (gN) dzx = / g dH, 1
U ouU

De modo que

/ Dyw| > sup{/ gdH, 1 geCRQ), || < 1} M, L (0U N Q)
Q ouU

Donde [, |Dxu| = Hn—1(0U N Q)

Observacao 3.5. De fato, o exemplo acima decorre do fato de as funcoes caracteristicas
dos abertos nao serem absolutamente continuas em quase toda direcao de R™. Mais deta-

lhes sobre isto podem ser encontrados em [2§], se¢ao 5.1, exemplo 2.
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Iremos introduzir no espago BV (€2) uma norma. Se f € BV () definimos

1l = 11l + / D)

Vejamos que |||z, €é realmente uma norma. Claramente, se ||f||z, = 0 temos
| fll;: = 0, donde f = 0 em quase todo ponto. A homogeneidade é trivialmente veri-
ficada, enquanto a desigualdade triangular segue da desigualdade triangular de L!.

Veremos a seguir que fungdes BV sao bem comportadas com respeito a convergéncia

de L'.

Proposicao 3.6. (Semicontinuidade inferior) Seja Q@ C R™ um aberto e (fu)nen uma

1
loc

sequéncia de fung¢oes em BV (Q) que converge em Lj, () para uma fungao f. Entao

[ 1p#1 < tmint [ Dy (3.7)
Q J=oo Ja

Demonstracao. Seja g € C3°(Q,R") um campo com |g(z)| < 1. Entao,

/f ~div gdr = lim / [ - div gdr < liminf/ |D f;|
Q J—= Jo Jj—o0 Q

Onde a tultima desigualdade segue do Lema de Fatou. Portanto, o resultado segue tomando

o supremo sobre todas as g que satisfazem as propriedades acima.

]

Observacao 3.7. Observe que a proposigdo nao prova que a fungao f esta em BV ().

Para isto, é preciso limitar o conjunto das variagoes das funcoes f;.

E f4cil ver entretanto, que na proposicao a igualdade nao precisa ser atingida,

como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. Considere Q = (0,27) C R, e defina fj:% -sinjx para x € ). Todas as
f; estio em L' (), e mais ainda,
1 [ 2
/]fj|dx——,/ |sinja:|dx§—,7r—>0
Q J Jo J

De modo que f; — 0 em L'. Por outro lado, como as f; sao suaves, temos

27
[1psi= [ Jeosial =1
Q 0
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Veremos adiante casos em que é possivel garantir a igualdade. Antes, mostremos que
o espaco BV é completo.

Proposicao 3.9. BV (Q) munido da norma ||-|| g, € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em BV(Q). Pela definicao da
norma BV ¢ claro que f,, é de Cauchy em L'(2) e portanto converge em L' para uma
aplicacao f. Como f, é de Cauchy em BV, em particular é limitada, e a proposicao
garante que f € BV (Q).

Resta mostrar a convergéncia neste espago. Para isto, é suficiente mostrar que

/]D f)] = 0 quando j — oo

Observe que f; — f em L}, e portanto f; — fr — f; — f em Lj,.(Q). Assim, j& que

fj € de Cauchy em BV, temos que dado um € > 0, existe um N € N tal que

Gk <N = |fi = fillpy <e
Em particular,
[ipti- )<
Q

Aplicando a proposicao a sequéncia (f; — fi)jen, temos

/|D |<11m1nf/|D fr—f)l <e

Ja que € ¢é arbitrario, temos f; — f em BV ().

]

Teorema 3.10. (Aprozimagao por funcgoes suaves) Seja f € BV (QQ). Existe uma sequéncia

{f;} € C>®(Q) tal que f; — [ em L}(Q), e

tm [ 1051 = [ 101 (3.8

Demonstra¢ao. Vide [34], teorema 1.17. O

Teorema 3.11. (Relich-Kondrachov para fungoes BV) Seja Q@ C R™ um aberto limitado
com fronteira Lipschitz. A inclusao BVq C LY(2) € compacta, isto é, toda sequéncia

uniformemente limitada em BV () € relativamente compacta em L'().
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Demonstragao. Suponha que f; é uma sequéncia em BV () tal que || f;|| sy < M. Pelo te-
orema , para cada j podemos escolher uma funcao E € C™(Q) tal que || f; —EHLl(Q) <
% e ||f; lBv) < M+2. Pelo teorema de Relich-Kondrachov para fungoes suave, f; éuma
sequéncia relativamente compacta em L'(Q), portanto existe uma subsequéncia conver-
gindo para uma funcao f. Pela proposicao , f € BV(Q). E ja que as f; aproximam as

i, a subsequéncia associada em f; converge em L'(Q) para f. O
Provaremos agora um teorema estrutural sobre o espaco das fungoes BV,..

Teorema 3.12. (Teorema FEstrutural) Seja f € BV,.(2), Q@ C R". Ezistem uma tnica
medida de Radon i em Q e um campo mensurdvel v : 0 — R", com |v(x)| =1 p-quase

sempre, tal que

- [ taiv gaz = [ tg.0)dn
Q Q
Para toda g € C§(Q2,R™).

Demonstragdo. Considere a aplicagao ||Df||q : C5(,R") — R, dada por
D1 lale) = ~ [ fdiv g da
Q

Esta aplicagao é claramente linear em C} (2, R"). J& que f € BV,.(Q), temos

sup{|| Dfl|(¢); ¢ € Co(UsR™), |¢] < 1} = C(U) < o0 (3.9)

Para todo aberto U CC €. Portanto, L(¢) < C(U)||¢|| 1=, para ¢ € Ca(U;R"). Este
funcional extende-se por continuidade a um funcional linear limitado em Cy(V;R™) de

maneira tnica. O teorema de Riesz—Markovﬂ nos da o resultado desejado. n

Definigao 3.13. O gradiente no sentido BV de uma funcdo f € BV,.(2) é definido por

Df =vpu

Denotaremos por Dg(y) a bola de raio R centrada em y em R"'. Quando y = 0,

utilizaremos somente Dg. Sejam C}(y) = Dgr(y) x (0, R) e C}; = D x (0, R).

4Vide [27], cap. 5
Vide [f], teorema 1.54
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Teorema 3.14. (Massari-Miranda - Teorema da divergéncia para fungoes BV) Seja f €

BV (C}). Ewxiste uma fungio f* € LY(Dg) tal que H,_1 quase sempre em Dpg vale

p—0

lim " / () = (y)ldz =0 (3.10)
CF (y)

Mais ainda, se Cr = Dp X (—R, R) entdo para cada g € Cj(Cgr;R™) tem-se

fdivgdx = —/ (9, Df)dx + ftg.dH,_, (3.11)
C+

+
Cr R Dpg

Demonstragao. Vide [34], lema 2.4. O
Definicao 3.15. A funcao f* do teorema acima é chamada de traco de f em Dp.
Mais geralmente, temos o seguinte

Teorema 3.16. (Existéncia do trago) Assuma que U € um aberto limitado de R™ com
fronteira Lipschitz, denote por v o normal exterior a fronteira. Fxiste um operador linear

limitado

T:BV(U)— L'Y(0U; H, )

Tal que

/ fdivgdx = —/ (9,Df)dx +/ Tf{g,v)dH, (3.12)
U U ou

Para toda f € BV(U) e g € CY(U,R™).
Demonstracao. Veja [28], segao 5.3, teorema 1. ]

Provamos ainda um lema,

Lema 3.17. Suponha que f € BVj,.(R™) e seja Q um aberto limitado de R"™'. Temos

entao

/szx(T,T) Dl < /Z {/ﬂ |th|} di (3.13)

onde fi(y) = f(y,t) e a igualdade ocorre se f nao depende de x,,.
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Demonstracao. Vide [34], lema 9.8. O

Deste ponto em diante, o estudo de fungoes BV serd orientado na direcao de conjuntos
de perimetro finito. Para mais detalhes sobre a estrutura analitica destas funcoes, o leitor
pode consultar as excelentes referéncias [5] e [28].

Vimos no exemplo [3.5] que se U é um aberto de R™ com fronteira suave, a variagao
da fungao caracteristica de U em (2, fQ |Dxyl, é uma medida de quanto a fronteira de
U intersecta ). Queremos extender esta nocao de medida para conjuntos mais gerais de
R". Observe que na definigao [3.1} para que a integral faga sentido é necessério apenas
que ) seja um conjunto mensuravel de R”. Embora uma definicao desta medida em
todo conjunto mensuravel de R™ seja possivel, iremos nos restringir ao caso de conjuntos

borelianos.

Definicao 3.18. Seja E um conjunto boreliano e € um aberto de R™. Definimos o

perimetro de E em € por

P(E.Q) = / D)

Se E tem perimetro finito em qualquer aberto limitado 2 de R™, dizemos que E € um
conjunto de perimetro localmente finito, ou conjunto de Cacciopoli. Isto € equivalente a

dizer que Xp € BVj,.(R™).
Provaremos agora a existéncia de conjuntos que minimizam este perimetro

Teorema 3.19. (De Giorgi) Seja Q um aberto limitado de R™ e L C R™ um conjunto de

perimetro finito. Entao existe um conjunto E, coincidindo com L fora de €2 tal que

/|DXE|§/ | Dxr| (3.14)

Para cada conjunto F' com F = L fora de ).

Demonstragao. Ja que € é limitado, existe um nimero R tal que Q@ CC B = {z €

R™; |z| < R}. J& que F' = L fora de €,

/ De| = / D + / Dys (3.15)
R™ Bgr "—Br
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E suficiente entao mostrar a existéncia de um conjunto £ em Bg que coincide com L

fora de €2 tal que

/|DXE|§/ | Dxrl (3.16)
Br Br

Desde que [ B |Dxr| é limitado inferiormente por 0, e L é um conjunto admissivel,

temos

inf{ [ |Dxp|; F é um conjunto boreliano e F' = L fora deQ)} < oo (3.17)
Br

Portanto, se {E;}52, é uma sequéncia minimizante, entao a sequéncia |, B, | DXE;| €
uniformemente limitada. Além disso, j& que Bp ¢ limitada a sequéncia xg, ¢ uniformem-
mente limitada em L'(Bg). Portanto, g, ¢ uma sequéncia limitada em BV(Bg), e pelo
teorema converge em L'(Bg) para uma fungao f. J& que XE; — [ para quase todo
T € Bg e xg, ¢ igual a 0 ou 1 podemos assumir que f ¢ uma fungao caracteristica de um
conjunto E que coincide com L fora de ). Pela semicontinuidade, temos a desigualdade

desejada. O

Definicao 3.20. Um conjunto boreliano E é dito minimal em um aberto limitado € se

para todo conjunto F' que coincide com E fora de € temos

/|DXE| S/’DXF| (3.18)
Q Q

Definimos agora a no¢ao de quanto um conjunto difere de um conjunto minimal.

Definigao 3.21. Seja f € BV(R2). Definimos

6(£,9) = inf{ / Dgl:g € BV(Q), spilg— f) C Q) (3.19)

B(f,Q) = /Q Df|— 6(.9) (3.20)

Se f = xg, denotamos as fungoes acima por O(E,Q) e Y(E, Q). Se Q = Bg, denota-
mos por 0(f, R) e v(f, R).
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Observacao 3.22. Note que se E € um conjunto minimal em 2, entao Y(E, ) = 0.
Definimos também a fronteira reduzida de um conjunto de perimetro finito,

Definicao 3.23. Um ponto x pertence a fronteria reduzida de um conjunto de perimetro

finito E, O*E, se as sequintes condigoes sao satisfeitas

1. fB(xp) |Dxg| > 0 para todo p > 0;

2. 0 limite v(x) = limv,(x) eziste, onde

. fB(z,p) DXE

vol(e) =
8 fB(x,p) DXl
3. v(z)| =1

Um ponto que satisfaz as condigoes acima € dito reqular. Se o ponto nao satisfaz,

dizemos que ele € singular.

Listamos agora alguns resultados auxiliares similares aos que ja temos para superficies

minimas.

Teorema 3.24. (Formulas de monotonia para conjuntos minimais) Seja E um conjunto

minimal em Bgr. Temos para cada p <r < R

([ o —ratmns} = { [ (o)} -
< Z/TBP Fdla {rl_" /BT |Dxg| —p'™" /Bp |DXE|}

(3.22)

Em particular, para cada p < r < R, temos

P / Dxe| <" / D) (3.23)
B

P r

Demonstracao. Vide [34], observagao 5.13 O
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Observacao 3.25. Note que a igualdade nas formulas acima ocorre se e somente se U
difere em um conjunto de medida nula de um cone com vértice na origem. Com efeito,

se ocorre igualdade, entao tem-se

Ixe(px) — xp(rz)| =0 em 0B (3.24)

Para cada r,p < R. Deste modo, se x € E entao px € E, para quase todo p < R,

donde a afirmagao seque.

Lema 3.26. Seja Q um aberto de R" e seja {E;} uwma sequéncia de conjuntos minimais
em (). Suponha que existe um conjunto E tal que Xg; — Xg em L .(Q). Entio E ¢ um

loc

congunto minimal em 2. Além disso, se L CC ) € um aberto tal que

oL

, entao
i [ [Dxs| = [ 1Dxel (3.25)
Demonstracao. Vide [34], lema 9.1 O

3.2 Os teoremas de Fleming e De Giorgi

Teorema 3.27. (Fleming) Suponha que existe f solugcdo nao trivial da equa¢ao da su-
perficie minima em todo o R™. Entdo existe um cone minimo C C R""! estdvel e singular

em 0.

Demonstra¢ao. Suponha sem perda de generalidade que f(0) = 0. Considere o conjunto
U= {(z,t) € R" x R;t < f(z)}. J& que f satisfaz a equagdo da superficie minima,
OU = Graph(f) é uma superficie minima, donde U é um conjunto minimal em R"*!  isto

é, ¥(U, K) = 0 para cada compacto K C R"™!. Considere para ¢t > 0 os conjuntos

1
U={yeR"tycU} = gU

Fixe R > 0. Mostraremos que as fungoes x; = Xy, sao uniformemente limitadas em

BV (Bg). Note que
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vou(@)div gz) de; g € CX(Br), lg(x)]| < 1}

yu(tz)div g(z) dz; g € Cy(Br), |g(z)] <1
[ xuteiv o(z) £z g € B lola)] < 1} (3.26)

o [ by (3.27)
Brt

Onde na equacao |3.26| utilizamos a substituicao z = tx. Deste modo, concluimos que

U, é minimal em Bg. Ademais, ja que U é minimal, temos

/ D] = £ / Dxu|
Br Brt

< —nw, R"! (3.28)

1
2
A desigualdade [3.28] implica a limitagao uniforme, assim tomando uma subsequéncia

1

loc

tr — 00 as xi, convergem em L, .(Bpg) para uma funcao xc¢,. Ja que xi(z) =0oul, a
funcao x¢, também é uma fungao caracteristica de um conjunto Cr C Bg. Aplicando o
lema [3.26] temos para cada R um conjunto C'r minimal em Bg.

Considere agora uma sequéncia estritamente crescente R, — oo, Ry > 0. Conside-

remos as fungoes yp = Xcg, €m Bg,. Passando a uma subsequéncia, podemos afirmar

1

que esta sequéncia converge para uma funcao ¢; em L; .

(Bpg,). Consideramos esta sub-

sequéncia em BV (Bpg,), e novamente passando a uma subsequéncia temos a convergéncia

1

loe(Br,). Continuando este processo diagonal, teremos ao fim

para uma funcao ¢, em L
uma subsequéncia que converge em L} (R"') para uma funcio ¢ € BVj,.(R"*!). Como
limite de fungoes caracteristicas, a propria ¢ é uma funcao caracteristica de um conjunto
C. Mostraremos a seguir que C' é um cone. Ainda pelo lema [3.26] para quase todo R e

para X, = Xu,, & sequéncia que converge para C' temos
J

/ [Dxs;| = [ |Dxcl (3.29)
Bgr Bgr

Assim, se definirmos

p(t) = 1 [ |Dxol = / Dyu| (3.30)
By

By
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Temos para quase todo R > 0

fim p(s,R) = B [ |Dxel (3:31)
R

j—00
Pela férmula de monotonia para fun¢oes BV, p(t) é crescente em t. Se p > R, entdo

para cada j existe um m; > 0 tal que
$ip < Sjym; R

Entao,
p(siR) < p(Sjtm;p) < P(Sjtm; 1Y)

De modo que
i p(s;p) = lim p(s %) = B [ |Dxel (3:32)
Jj—00

Jj—00 Br
1-n
p / |Dxcl
B

P

Assim provamos que

E independente de p, e assim, da férmula de monotonia para funcoes BV, , concluimos

que

/a Inelpr) = xelra)ldH, -1 =0 (3.33)

Para quase todo p,r > 0. Portanto o conjunto C' difere somente num conjunto de
medida nula de um cone com vértice na origem. Note também que de e existe

uma constante ¢ tal que

nwy,

0<<«%—1§Q§

/ |Dxel =qp'™" (3.34)
B

P

Provaremos agora que este cone deve ser nao trivial. Suponha que através de todo
processo de limite como o processo acima o cone resultante seja um semiespaco. Note que

para todo R > 0,
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wnr < (Rrp)l /

B

|Dxv| = Rl‘”/ [ Dxu,, | — Rl‘”/ |Dxc¢| (3.35)
Rrj BR BR

Note ainda que como C' é um semiespaco,

R / |Dxc| = wn_1 (3.36)
Br

Usando a monotonicidade de R*™™ [ 5, |IDXUL, , temos de @ que

R / |Dxv| = wn1 (3.37)
Br

Donde concluimos que U é um cone, portanto seu cone tangente no infinito é U
mesmo, donde C' = U, o que conclui que U é um semiespago. Assim, o grafico de f é um
hiperplano.

O

Definicao 3.28. Um cone obtido pelo processo acima € dito cone tangente no infinito a

U.

Mostraremos agora que tal cone nio existe em R? provando assim o teorema de Berns-

tein em dimensao 2.

Teorema 3.29. (Fleming) Suponha que C? C R3 é um cone minimizante reqular, com

vértice na origem 0. Entao C' € um plano.

Demonstragdo. Como C' é regular, a intersecio com a esfera S? é uma curva de Jordan I’
regular, sem autointersegoes. Ja que o cone é minimo, e tem o tipo topolégico de um disco,
¢ uma solucao do problema de Plateau para I'. Pela regularidade interior de solucoes do
problema de Plateau, 0 € C' deve ser um ponto regular, assim, I" deve ser um grande

circulo, e C' deve ser um disco. O

Observagao 3.30. Seja C' um cone minimo com vértice em 0 e seja g € 0C —{0}. Para

t >0, seja xg € IC — *C' um ponto singular de C'. Entao toda a semireta {txg;t > 0} é

composta de pontos singulares.
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Teorema 3.31. (De Giorgi) Suponha que C' é um cone minimizante em R™, com vértice
em 0, singular em xo # 0. Entao existe um cone minimizante QQ C R, com vértice em

0, tal que Q@ = A xR, onde A C R"! é um cone minimizante com vértice em 0.

Demonstracao. Podemos supor, a menos de uma rotagao do espago ambiente, que xy =

(0,0,---,0,1). Considere os conjuntos

Cy={r e R";z9+t(x — x) € C} (3.38)

Iremos fazer um processo de blow up destes conjuntos. Note que

Xa, (%) = xe(wo + H(z — 2)) (3.39)

Portanto, com a substituicao Ti(z) = zo + (@ — o) temos

/ |Dxc,| =" / |Dxc|
B(zo,p) B(zo,pt)

<p"! / |Dxcl (3.40)
B(zo,1)

Desta forma, a sequéncia

Pl / Dyai| (3.41)
B(zo,p)

E uma sequéncia cresncente. Além disso, ja que o lado direito da equacgao nao
depende de ¢, podemos escolher uma sequeéncia t; — 0 tal que C; := Cy; converge para
um cone minimo (), com vértice em xy. Note que desde que 0 € C; para todo t, entao
0 € Q. Desta forma, pelo lema anterior toda a semireta partindo de xq e passando por 0
é composta de pontos singulares deste cone. Mostraremos que () se escreve como A x R.

Seja x # xy € C;. Como C' é um cone com vértice em 0, temos (z, Dx¢) = 0, portanto

Dy xc = — (x — x9, Dx¢), portanto,

X X
L) (oW (3.42)

|DnXC| S —
|zo]
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Donde,

/ |DnXCt| = tln/ |DnXC|
B(wo,p) B(zo,pt)

t27np
< |—/ |Dxc|
.To| B(zo,pt)

NP4 (3.43)

2|zl

Deste modo concluimos que Dy, xq = lim;_,« Dantj =0.
Por outro lado, utilizando o teorema do valor médio aplicado a funcoes suaves que

aproximam F(h) = Xj,(y) = Xo(y,h),y € Dr C R"™!, temos

/ X — XnaldHor < / Duxol = 0 (3.44)
Dg Dgx[h1,h2]

Portanto, existe um conjunto A € R"~! tal que para quase todo h; e hy temos

XQ (¥, ha) = xq(y, h1) = xa(y) (3.45)

Para quase todo y € R"™!. Portanto, Q = A x R. Note ainda que A é um cone, pois

xa(ty) = xq(ty, ts) = xq(v, s) = xa(y) (3.46)

Mostraremos a seguir que A é minimo. Suponha por contradi¢cao que A nao é minimo.
Entao existem ¢, R > 0 e um conjunto F, coincidindo com A fora de um conjunto compacto

H C Dpg tal que

/!DXEIS/ |Dxal — € (3.47)
DR DR

Seja T' > 0 e defina o conjunto

Ex (=T,T), em |z,|<T

Q, em|z,|>T

M =

Deste modo, temos M = @ fora de H x [—T,T]. Assim,
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/ |Dxq g/ |Dx | = ZT/ |Dx gl (3.48)
DRX[T,T] DRX[—T,T] DR

O que contradiz a equagao para R suficientemente grande. Note ainda que se A

¢ trivial, entao o ponto xy é regular.



Capitulo 4

O teorema de Bernstein em

dimensao n < 7.

Em seu artigo [62], J. Simons derivou uma equagao eliptica envolvendo a segunda
forma fundamental para imersoes minimas de codimensao arbitraria em espagos de cur-
vatura qualquerf] Esta poderosa ferramenta tem sido utilizada em larga escala desde
entao, para mostrar resultados importantes na teoria de subvariedades, vide [18], [41], [3],
[59]. Em particular, foi fundamental na extensao do teorema de Bernstein em dimensao
n < 8 devida ao préprio Simons no mesmo artigo, como veremos neste capitulo, e na
generalizacao deste resultado para superficies estaveis, como veremos no capitulo 6.

Na secao 4.1, estabeleceremos uma versao da equacao de Simons para hipersuperficies
minimas em espacos de curvatura constante, e mostraremos uma desigualdade envolvendo
o laplaciano e o gradiente da norma da segunda forma fundamental neste contexto. Na
secao 4.2, utilizaremos esta equacao para examinar o indice de imersoes minimas na es-
fera, e a partir desta andlise provaremos alguns resultados de rigidez para estas imersoes.
Motivados pelos teoremas de Fleming e De Giorgi provados no capitulo anterior, faremos
na secao 4.3 uma analise da estabilidade de cones minimos em R"*! sobre subvariedades
fechadas da esfera S™ com codimensao um. Veremos que esta questao esta relacionada
ao indice destas subvariedades de S™, e a partir dos resultados de rigidez da secao 4.2,
estabeleceremos critérios para a existéncia de um cone singular estdvel em R"*! e mos-
traremos que estes nao podem existir se n < 7, provando assim o teorema de Bernstein

nestas dimensoes.

Vide teorema 4.2.1 em [62]

84
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4.1 A equacao de Simons

Denotaremos por ¢g,V, R a métrica, a conexao de Levi-Civita e a curvatura de M,
e por ¢,V, R, a conexdo, e a curvatura de N. Se {El}fjll ¢ um referencial ortonormal
numa vizinhanga de * € M, com E,; = v normal a T,M, denotaremos por {#"}'*! o
coreferencial dual a E;, i.e, 0'E; = §;;, e "' = a. Com esta notagdo, a segunda forma

fundamental, a, é um tensor simétrico de tipo (2,0) em M, dado por

a(X,Y)=—g(Vxv,Y)

Relembramos dois resultados sobre variedades de curvatura seccional constante. O

leitor pode encontrar suas provas em [23], capitulo 4.

Lema 4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina a aplica¢ao

trilinear R' : T,M x T,M x T,M — T, M por
g(R(X,Y, Z),W) = g(X,W)g(Y, Z) = g(Y,W)g(X, Z) (4.1)

para todo X,Y,Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se

e s0 se R = KyR'.

Corolario 4.2. Seja M"™ uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante, e

{E;}?_, uma base ortonormal de T,M. Denotando por R = g(R(E;, E;)Ey, E;), temos

Ky, sei=k, j=1i1#]

Riju =1 —Ko, sei=1, j=k i#] (4.2)
0, caso contrdrio
Estudaremos as derivadas covariantes do tensor a. Denotando a;; = —g(Vg,v, E;),
podemos escrever
a=> a;t @0 (4.3)

ij=1

Seja a._ o tensor definido por a(X,Y,Z) = Vza(X,Y), e escreva

a.,= Y agb etk (4.4)

2,5,k=1
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J& que a é um tensor simétrico, a_ ¢ simétrico nas duas primeiras entradas.

Note ainda que

aijr = (Vg,a)(E;, Ej)
= Ey(a(E;, E;j)) —a(VE B, E;) —a(E;, Vi, E;)
= —E(9(Vev, E)) + (Vv 5.0, Ej) + 9(Vg,v, Vi, Ej)
= —9(Ve,Vev, E}) = 9(Vev, Ve, Ej) + (Vv 6.v: Ej) + 9(Vev, Vi, E))

= _g(kain% EJ) + g(vakEiV7 E]) (45)

aijk = {g(R(Ey, E))v — Vg, Vv — Vg, gv, E))
+ 9(Vop 50 + Vipmav By |
= g(R(Ex, Ei)v, E;) + 9(=VE VeV + Vv, 5V, E))
= Rei(nr1)j + Qi (4.6)

Ja que 1, 7,k < n, o corolario garante que }_%ki,(nﬂ),j = 0, portanto o tensor a__ ¢

simétrico em todos os indices.

Definimos agora o tensor a__, por a_ = Va..,. ou
n
a..= Z aiind @60 20" 0 (4.7)
i7j7k7l:1

Calculamos a;; k-

aij = Vg(a_ (E;, Ej, Ey))
= El (aij,k:) - CL,,,,(VElEZ', Ej7 Ek) - a’.‘,.<Ei7 vElEjy Ek) - a,.,,<Ei, E], VElEk)
= Ei(aiji) — a x (Vi Ei, E;) — a1 (Ei, Vi Ej) — Vv ga(E;, Ej) (4.8)

Vejamos como o indice [ se relaciona com os outros. Aplicando a regra de Leibniz a

equagao [4.8] temos
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amkl = {ElEk(a(Ei, Ej)) — Ela(kaE,;, EJ) — EZG(EZ', VEkEj>

- Eka(szEiv E]' + a(kaszEiv E]') + a(szEi7 kaEj)

)
— Eya(Ei, Vg Ej) +a(Vp Ei, Vg Ej) + a(Ei, Vg, Vi Ej)

=V Ea(Ei, Ej) + a(Vey, 5 B, Ej) + a(E;, VinEkEj)}
Reagrupando os termos simétricos em [ e k, reescrevemos a equagao acima da seguinte

forma:

Qijl = {-[Ea(VE,E;, Ej) + Era(Vg E;, E])] — [Eja(E;, VEkEj) + Exa(Vg E;, E])]
+ [a(V g, E:, Vi, E)) + a(Vg, Ei, Vi, E;) + [EEwa(E;, E;) — Vi, Eya(E;, E;)]
Ha(V e, Vi B Ey) + a(Vyy, 5B By + [a( B, Vi, Vi Ey) + alE,, valEkEj)]}
(4.9)

Os trés primeiros termos em colchetes sao simétricos em k e [, entao calculamos so-

mente os 3 ultimos:

ElEk(Ei7 EJ) — vElEka(Eia EJ) = (ElEk — VElEk)a(Ei, EJ)
= (ExE, + [E), Ex] — (Vg E, + [E, Ey]))a(E;, Ej)

== (EkEl - kaEl)(l(Ei, E]) (410)

Portanto, o 4° termo entre colchetes na equagcao |4.9| é simétrico. O proximo termo é

a(kaszEi + VVElEkEi> Ej) = {G(R(Eb Ek’)EZ + szkaEi - V[EhEk}Ei’ Ej)
+ a/<v(VEkEl+[El,Ek])E’i7 E])}
= a(R(El,Ek)EZ- +VEZVE,€E¢ +VVEkElEi7Ej) (411)

O dltimo termo é andlogo,

CL(EZ‘, kavElEj + VVElEkEj) = a(E,', R(El, Ek)E] + vElkaEj + VVEkElEj) (412)

Usando as equacoes [4.10] {.11] e [4.12] na equacao temos
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aijm = {—[Exa(Vg Ei, E;) + Eia(Vg, E;, E;)| — [Exa(E;, VEE;) + Eja(Vg Ei, Ej))
+ [a(Vg,Ei, Vi E;) +a(Vg E;, Vi E;)| + [(ExE — Vi, E)a(E;, Ej))
+ [a(+VEVEE + Vyg.gEi E))] + [a(E;, VEVE E; + Vv, 5 E;)]
+ a(R(Ey, Ey)E;, Ej) + a(E;, R(E), Ey)E))}

= a; + a(R(Ey, Ey)E;, E;) + a(E;, R(Ey, Ex)Ej)

= Qjj 1k + Z Rypisag; + Z Ryyjsas; (4.13)

s=1 s=1

Podemos ainda reescrever a equagio utilizando a equagao de Gauss

Qij kil = Qij ik + Z(Ekis — (arius — ajiags))as; + Z(Ekg’s — (wsarj — ajjags))as; (4.14)

s=1 s=1

De posse destes resultados, provaremos agora uma versao simplificada da equacgao

original de Simons.

Teorema 4.3. Seja M™ C N™' uma subvariedade minima de um espago de curvatura

seccional constante c. Entao

1
SAulAP = [Va AP + [AP (ne — |AP) (4.15)

Onde |V A| denota a norma do tensor VA, |V A2 =30, a?

igk=1 Yij -

Demonstracao. Vamos calcular a;; p:

Qi kk = Qik, jk

n n
= Qg kj + Z(Rkﬁs — (ajiaks — agiajs)) Qs + Z(Ekjks — (Agsjp — Qrajs))as;

s=1 s=1
(4.16)
= Qkk,ij — Z(ajiaks — (ks ) Ast — Z(aksajk — QkkQjs) Qs + Z(Ekjisask + Ekjksasi)
s=1 s=1 s=1
(4.17)

Na igualdade [4.16] utilizamos a equagao Observe que pelo coroldrio [.2] temos
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n
E Ryjisask = Ryjijajr + Rijinai
s=1

n
g Ryjrsasi = Ryjrjaj
s=1

Desta forma a equacao 4.17 se escreve

Qijkk = ki + Rijijaje + Rijikarr + Rpjrjagq
n n

=) (jiths — ki) ase — Y (arajp — Ajs) s (4.18)

s=1 s=1

Temos entao

n

Ayai; = g @ij ok

k=1
= {Z Qfkij + Z[Ekjijajk + Ekjikakk + Ekjkjaji]}
k=1 k=1
— { Z (ajiaks — akiajs)ask + Z (Cbk;sajk - akkajs)asi} (419)
k,s=1 k,s=1

Novamente pelo lema [£.2] temos

n n n
E [Rijijae + Rijivark + Rijrjagzil = Rijijagi + ( Rkijkakk) + E Ryjrjaji
k=1 k=1 k=1

k#3j

= ncaji + (Z Ekijkakk;> (420)
k=1

Substituindo na equagao [4.19, e usando o fato que ), arrx = 0 (M é minima)

temos,

n n n
Apra;; = neaj; + ( Rkijkakk> — { E (ajiars — ag;ajs)as; + E (agsajp — akkajs)asi}

k=1 k,s=1 k,s=1

(4.21)
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Iremos calcular o laplaciano de |AJ?.

1 1

ij=1
n
1
_ 2: 2
—5 AMGZ]
i.j=1
n n
Z Z 2
= aijAMaij + ‘VM(IZ'J'| (422)
ij=1 ij=1
Note que
n n n
E ajz'AMaijZE @jj  NCaj; + E Ryijra
,5=1 4,j=1 k=1
n n n
—E ai; E (ajins — arijs)agy, + E (Ars@jr — Aprajs)as;
i,7=1 k,s=1 k,s=1
[AI* + R
=nc akk kijk
i,k=1
n
- § aij ajiaks_akiajs)ask+ E (Ars@jr — Qi) ag;
4,7=1 k,s=1 k,s=1
n
2
= nc|A|” + E akkE Ry, | — E Qi ks,
i:jzk7szl
n n
+ E Qi Qi Qs Qsly — E ;5 0ksQjkGs; + E QRG5O
igk,s=1 ijk,s=1 ijk,s=1
n n n
2 4
= nc|A|* + E ape[(1 —n)le | — |A]* + E Q;jQjsQs; E Ak
k=1 ij,s=1 k=1
n
—|— E aijaks [akiajs — ajkasi] (423)

i7j7k7l:1
J& que a é um tensor simétrico, a ultima soma é nula. Com efeito, se associarmos ao

par ordenado (i, j, k, s) o termo

U<i7j7 k? S) = aijaks[akiajs - ajkasi]
Podemos ver que o(i,j,k,s) = —o(j,1,k,s) e (i, j, k,s) = —o(i, ], s, k). Deste modo,
ao tomar a soma sobre todos os pares ordenados, eles se cancelam aos pares. Além disso,

as duas somas envolvendo ), ay, se anulam, j& que M é minima. Concluimos entao que

> aiAyag; = |AP(ne — |AP) (4.24)

ij=1
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Substituindo a equacao na equacao [£.22], obtemos o resultado desejado. O

Observagao 4.4. A equagdo original de Simons nao assume nenhuma condi¢do sobre o
espaco ambiente, e € provada em codimensao arbitrdria. Chern, Do Carmo, e Kobayashi
reescreveram a formula de Simons em seu artigo [18], para o caso que o espago ambiente
era a esfera. Nomizu e Smyth provaram uma formula andloga para hypersuperficies de
curvatura média constante em [50]. Alencar e Do carmo provaram em [3] uma formula
para hipersuperficies de curvatura média constante em esferas que pode facilmente ser
modificada para o caso em que a variedade ambiente tem curvatura seccional constante
c. Dentre as vdrias aplicacoes destas formulas, gostariamos de citar o artigo de Lawson,
[41]. Veremos nas se¢oes sequintes como aplicar esta formula para resolver o problema

de Bernstein.

Finalizamos esta secdo com uma desigualdade envolvendo o laplaciano da segunda
forma fundamental. O contetdo original desta desigualdade foi provado por Simons, para
imersdes minimas de codimensao aribtraria em [62]. Aqui, provaremos uma versao para

hipersuperficies minimas de espacgos de curvatura constante.

Lema 4.5. (Desigualdade de Simons) Suponha que M™ C N é uma hipersuperficie

minima. Entao

2
Ap|AP? > 2| AP (ne — |A]?) + 2 (1 + ﬁ) VAP (4.25)

Ou, de forma equivalente,

2
[AlAu] Al = [AP(ne = [AF) =~V Al (4.26)

Demonstracao. Mostremos primeiramente que as desigualdades e sao equivalen-

tes. Com efeito, temos

2
BurlAP 2 +214Pne — [AP)+2 (14 2 ) |9l
4
2V AN+ 2141 Au|A] 2 +21A4 e - [AP) + 2w AP + V0l

4
2| A[Au Al = 2|AF (ne = [AF) = —[Vu Al



Donde a afirmacao segue. Pela equacao [4.15| é suficiente mostrar que

- 2
>z (142 [Tulalf

i k=1
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(4.27)

Seja x € M, e escolha um referéncial F; de que diagonalize a segunda forma funda-

mental em z, isto é, a;j(x) = \;(2)d;;. Observe que

2| AV | A = Var| AP
AAPIVuIA[? = (VulAPP)

=> (Ve |AP)
k=1
n n 2
)
k=1 1,5=1
n 2
= Z (Z 2aijaz~j’k)

n
k=1 \ij=1

Como o referencial diagonaliza a segunda forma fundamental em z,

n 2
AAPIV AR = 0 (Z m)

k=1 =1

n n 2
AAPIVa AR = 43 (Z A)
k=1 =1
APV AP <3 ( A?) (Z )
k=1 =1 i=1

APVl AP < AP ) (Z a?i,k)
k=1 =1

n
IVarlAlPP < ) aiy

ik=1

(4.28)

(4.29)

Na equacao [4.28| utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Como M é minima,

podemos reescrever a equagcao |4.29
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n

[ValAl]? < Z az?i,k + Za?i,i

i,k=1 =1

n

BT Z Qjj,i (4.30)

i,k=1 =1 k
i#k J#i

IA

n n

Yoai+ =1 | > a, (4.31)

ik=1 i=1 j=1
ik j#i

n
<n E a?ik

i,k=1

n
<n E a?ki

i k=1
ik

IA

IN

g i a?k,z‘ + i &zi,i (4.32)

i,k=1 i,k=1

A minimalidade foi usada em .30t >~ a;;; = 0. Na desigualdade utilizamos o
fato algébrico: (3°1, b;)* <n)_ i, b?. Das equagdes e concluimos que

(14 2) TP < 3 it 3 bt 3

ik=1 ik=1 i k=1
ik ik
n
2
< D
Z‘7j7k:1

Como queriamos mostrar.

4.2 Hipersuperficies minimas fechadas em esferas

Nesta secao, se M é uma subvariedade de S", denotaremos a conexdes de R"*! S»
e M por %, V, e V, respectivamente. O fibrados tangente e normal de M em S serao
denotados por TM e vM. A segunda forma fundamental de M, como subvariedade de S”
sera denotada por A, enquanto a segunda forma fundamental de S™ como subvariedade

de R™! serd denotada por A.
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Iniciaremos estudando a hipersuperficie minima fechada mais simples de S", a esfera

S"~! totalmente geodésica.

Proposicao 4.6. Seja S*~' C S™ o mergulho totalmente geodésico de S*~1. O indice de

Morse de S ! é 1, e a nulidade € n.

Demonstragao. Seja {E;}?_; um referencial ortonormal de M numa vizinhan¢a U de um
ponto p, de tal sorte que os E;(q) e T,M,1<i<n-1,e E,(q) € vy,M,V g € U. Note

que para qualquer hipersuperficie minima M de S™ e qualquer campo X € ['(T'S™) vale

n—1
tTM[RSn(', X)] = Z RSn(Ei, X)EZ
=1

n—1 n
— Z Z g(X, Ej)RSn(EZ', EJ)EZ

i=1 j=1
n—1 n

=> ) 4(X E)E, (4.33)
i=1 j=1

= (n—1)X (4.34)

Onde na equacao utilizamos que S™ tem curvatura seccional constante 1 (lema
. Ja que estamos admitindo que A = 0, temos A= 0, e a forma bilinear associada ao

operador de Jacobi de M = S"~! agindo nas se¢oes normais de M é

[V, W) = / G(—AnV — (n— DV, W)da (4.35)

M

Portanto os autoespagos da forma quadrética associada Q(V) = I(V, V) sao exata-
mente os mesmos que os do laplaciano —Aj;, e se A é um autovalor de —A,;, entao
A — (n — 1) é o autovalor correspondente de (). Como a codimensao é 1, podemos iden-
tificar campos normais a M e fungoes, como vimos anteriormente. Observe que ja que
M é fechada e conexa, as fungdes harmonicas em M sao constantes, portanto —Aj; tem
um autoespaco 1-dimensional associado ao autovalor 0. O préximo autovalor de —A,,
em S"! ¢ (n — 1), cujo autoespago associado é o espago das restrigoes dos funcionais
lineares de R™ a S"!, cuja dimensao é n. Todos os autovalores restantes de —Aj; siao
maiores do que n. Deste modo, () tem um autovalor —n, cujo autoespaco associado é
1-dimensional, e o autovalor 0, cujo autoespago associado tem dimensao n, e todos os

autovalores restantes sao positivos, portanto o indice de ) é 1, e a nulidade é n. O
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Nosso proximo objetivo é comparar o indice e a nulidade de uma hipersuperficie
minima fechada M em S"™ aos valores obtidos para o mergulho totalmente geodésico.

Para isto, iremos precisar de alguns resultados preliminares.

Definicao 4.7. Definimos & como o espaco vetorial dos campos sobre S™ que sao projecoes

sobre S™ de campos paralelos de R !

¢ ={Z e (TS"); Z =WT; W € I(TR™), YW =0} (4.36)

Lema 4.8. Seja Z € £. Dado p € S™, existe uma funcdao X\ : S™ — R tal que para todo
X € T,S" vale

VxZ =AX (4.37)

Demonstracao. Suponha que Z = W7, onde W é um campo paralelo de R"*! e T denota
a projecao sobre o fibrado tangente de S”.

Temos entao

VxZ = (Vx2)" = (VxWh)T = —(VxWHT = AX

Onde a ultima igualdade segue do fato de a segunda forma fundamental de S em
S™ é a matriz identidade, e A = <WN , 1/> onde v é o campo normal unitario que da a

orientacao de S™. O

Lema 4.9. Seja Z € £. Sejam ZT e Z+ as projecoes de Z sobre TM e vM, respectiva-

mente. Os campos ZT e Z+ em M satisfazem

Vizt = —A(X, 2Z7)

B (4.38)
VxZT = -VxZ++AX

para cada campo X em M. Ademais, a funcao A ndao depende do campo X .

Demonstragao. Usando o lema [4.§] temos

VxZt = (VxZ5)t = (VxZ -VxZ")*
=(A\X —VxZH)t=0-A(X,2Z")



O que prova a primeira igualdade. Temos ainda

VxZ' = (VxZ"' = (VxZ = VxZH)T = X - VxZ*

Lema 4.10. Se Z € £, entao
Ay Z+ = —|APPZ+

Demonstragao. Tome {E;},_; um referencial geodésico de M. Temos

n—1
AyZt = V'V 2"

i=1

- _nz:[sz( EZ’ZT)‘l’A(vE E“ZT)—{—A( Zva ZT)]
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(4.39)

O segundo termo da igualdade acima é nulo, ja que o referencial é geodésico. O

primeiro termo é nulo por que S™ tem curvatura seccional constante, donde a derivada

covariante do tensor segunda forma fundamental é simétrica, e M é minima. O ultimo

termo é

A(E,VEZ") = A(E;, \E; =V, Z7+)
= \NA(E;, E;) — A(E;, Vi, ZF)

n—1
j=1
n—1
= \A(E,,E)) + Y A(E;, E;)g(Z*, Vi, Ey)
j=1
n—1 o
= MA(E;, E)) + Y A(E;, Ej)g(v.V5,E)g(Z*,v)

j*l

Esz +Zg EZ7E ) (I/?inEj)g(ZLal/)y

A(E;, E;) +Z A(E; E)),v)?Z+

(4.40)
(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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O primeiro termo é anulado ao somarmos em 7 pela minimalidade de M, enquanto a

soma em i do segundo termo é |A[>?Z+, o que conclui a prova. ]
Da discussao acima, o corolario abaixo é imediato.

Corolario 4.11. Seja Z € £. O operador de Jacobi de M (como subvariedade de S™),
LX = —Ay; X — |APX — (n— 1X

agindo em Z+ se escreve

LZ+=—(n—-1)Z*+ (4.47)
A forma bilinear associada €

J(ZL,WL):(1—n)/ g(Z+ Wh)de (4.48)

Definicao 4.12. Denotaremos por £+ o espago vetorial das secoes de vM consistindo de

elementos Z+, onde Z € €.

¢={2% Zeg}
Com esta definigao e o coroldrio [£.11], vemos facilmente que

Corolario 4.13. A forma bilinear associada ao operador de Jacobi de M (como subvari-

edade de S™) restrita ao espago vetorial £+ € negativa definida.

Lema 4.14. A dimensdo do espaco vetorial £+ € maior que ou igual a 1. A igualdade

ocorre se e somente se M é difeomorfa a S*™', e M € totalmente geodésica.

Demonstragao. Ja que os vetores de { geram o espaco 1,S" em cada ponto, e M tem
codimensdao um em S", a dimensao de £+ é no minimo 1. Suponha que dim(¢) = 1.
Considere o homomorfismo T : £ — £+ que a cada campo Z € ¢ associa a sua projecao
sobre vM, T(Z) = Z*. Se um campo Z € ker(T) entdao Z = ZT em cada ponto de M.

Fixado p € M, consideramos o homomorfismo S, : £ — v, M, definido por

Sp(Z) = ZL(p)
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Claramente, ker(7") C ker(S,). Por outro lado, dim(ker(S,) = (n+1)—(n—(n—1)) =1,
e de acordo com a nossa hipétese, ker(7") = ker(S,).
Desta forma, dado Y € T,M, existe Z € £ tal que Z(p) =Y, e ZT = Z em M. Assim,

de acordo com o lema [£.9] temos

AX,Y)(p) = -VxZ+ =0 (4.49)

Como p, X e Y sao aribtrarios, A = 0 e M ¢é totalmente geodésica. Mas a tnica

hipersuperficie totalmente geodésica de S™ é S™ 1. O

Teorema 4.15. Seja M™' C S"™ uma hipersuperficie minima fechada. O indice de Morse
de M ¢é maior ou igual a 1, e a igualdade ocorre se e somente se M é difeomorfa a S**

e M ¢ totalmente geodésica.
Demonstragao. Isto é consequéncia direta do lema O

Teorema 4.16. Seja M uma hipersuperficie fechada de S™. Entao a sua seqgunda forma

fundamental satisfaz

/MUA|2 (- 1)]|Al2dz > 0 (4.50)

Demonstracao. Note que em S™ a desigualdade de Simons fica

n+1
AurlAP 2 24Pl - 1) - |47+ 2 (L) 1Vl
211 412 2 n+1 2
2JAPIAF = (n = 1] 2 —Ay| AP +2{ —— | [Varl4]] (4.51)
(4.52)
Integrando a ultima equacao sobre M temos
211 A2 2 n+1 2
2 [ |AF]JA]F — (n = 1)]dz > —Apy|Alfdz + 2 |V Al|7dx
M M n—1/Ju
> 9 (”+ ) / V0| Al[2dz > 0 (4.53)
n—1) Ju

]
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Naturalmente a igualdade na estimativa acima é atingida no caso de um mergulho
de S"~! totalmente geodésico. Entretanto, hd exemplos nao triviais de hipersuperficies

que atingem o infimo, por exemplo, os produtos de esferas S™(r) x S™(r) em S*™*! com

_ 1
T—\/;.

Finalizamos esta se¢ao com um corolario do teorema anterior

Corolario 4.17. Seja M uma hipersuperficie minima fechada em S*'. Entdo ou M é

um S"! totalmente geodésico, ou |A|> = (n — 1), ou |A]*(p) > (n — 1), em algum ponto

p e M.

Demonstragdo. Suponha que |A|> < (n — 1) em todo ponto de M. Entao a desigualdade
[4.50 nos dé

/M AR(AR — (n—1) =0 (4.54)

Neste caso, temos |A|*(]A|> — (n — 1)) = 0, e pela continuidade de |A|?, ou temos
|A|> =0, e M ¢é totalmente geodésica (e portanto é S*71), ou |[A]*> = (n — 1).

Caso contrdrio, |A]* > (n — 1) em algum ponto de M. O

4.3 Estabilidade de variedades conicas

Definicao 4.18. Seja M uma subvariedade de S™. O cone sobre M, C'M, é o conjunto

CM = {tp;t €[0,1], pe M}

Para € € (0,1), o cone e-truncado sobre M, CM,, € o conjunto

CM = {tp;t € [e,1], pe M}

Proposicao 4.19. Suponha que M ¢é uma hipersuperficie minima de S, e F'(m,t) € uma
fung¢ao C* em CM ou CM.. Denote por Fi(p) a fun¢ao em M definida por F,(p) =
F(p,t). Entao

n—10F 0*F

1
AcuF(p,t) = t_QAMFt(p> +
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Demonstracao. Isto é simplesmente a férmula do laplaciano em coordenadas polares. [

Proposigao 4.20. Seja M uma hipersuperficie minima fechada orientdvel em S™. Entdo
CM — {0} € uma hipersuperficie minima orientdvel de R"™'. Para cada € € (0,1), CM,

é uma hipersuperficie minima orientdvel compacta de R* 1.

Demonstracao. Sejam x; as fungdes coordenadas numa vizinhanca U C M de um ponto
p € M. J& que o cone C'M é invariante por dilatagdes, definimos a funcao Fj(q,t) = tx;(q),
para g € U, e observamos que estas fungoes sao funcgoes coordenada de C'M no aberto

U x (0,1). Pela proposigao anterior, temos

1 n—10tr; 0%zt

(4.56)

Ja que z; nao depende de ¢, o 1iltimo termo da igualdade acima é nulo. Denotando

por H o vetor curvatura média de N em R™*!, temos ainda que
Da equagcao [4.56] temos

1 n—1
ACMxi(p; t) = ;(1 — n)xz -+ Tl’z =0

Pelo teorema [1.20, CM é minimo. O mesmo se aplica a C'M,. n

Proposicao 4.21. Seja M uma hipersuperficie minima fechada em S™. Seja N(p,t)
o campo normal unitirio em CM,. Seja F(p,t) uma fun¢do suave em CDM, tal que
F(p,e) = F(p,1) = 0 para todo p € M. Entao V(p,t) = F(p,t)N(p,t) € um campo

normal a CM, que se anula na fronteira, e temos

2
V)= [ gtulB) = AWPF — ttn - 05— 2520 (450)
M x[e,1] ot ot?

Onde a integracao € tomada com respeito a medida produto.

Demonstracao. Como a variedade ambiente é o espaco euclidiano, o termo de curvatura
no operador de Jacobi de C'M, se anula, e em codimensao um o operador de Simons é
simplesmente A(X) = |A]?X. Desta forma, a forma bilinear associada ao operador de

Jacobi é
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1(V.V) = /C g(=Beu F(put) = A PP F)ds (4.58)

A proposicao e o fato que [A(p,t)|* = %|A(p)|* nos dao,

OF  ,0*F 1
I(V,V) = /CM g(—=Acu Fy — |APPF — t(n — 1)5 - t2ﬁ, t—QF)d:v (4.59)

J4 que a forma de volume em C'M, é t"~! vezes a forma de volume em M x [¢,1], o

resultado segue.

Esta proposicao nos motiva a definir dois operadores,

Definicao 4.22. Definimos os operadores Ly : C*(M) — C*(M) e Ly : C*®[e, 1] —>
C>[e, 1] por

Li(f) = —Amf — |APf (4.60)
Ly(g) = —t¢" — (n — D)tg (4.61)
Ja que M é compacta e L; é uniformemente eliptico, podemos tomar uma sequéncia

de autofungoes em C*(M) ortogonais em L?(M), as quais correspondem os autovalores

i, de modo que temos

M< A< <A < o0

Ademais, para cada f € C°°(M) temos uma decomposigao (unica) f = > .=, b;f;. O

préximo lema mostra que o operador Ly também pode ser diagonalizado em C§°([e, 1]).

Lema 4.23. Ezistem fungoes g; em C§([e, 1]) que diagonalizam o operador Lo neste
espaco, e a cada g; corresponde um autovalor &;, e os 0; formam uma sequéncia estrita-

mente crescente que diverge. De fato,

. ke log ¢
ge = £~ sin <_ T8 > (4.62)

() ()
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Ademais, se i # j, entao

1
/ gigit" *dt =0 (4.64)

E se g € C5°(le,1]), entdo existem constantes unicamente determinadas ¢; tais que

g= Zfi1 CiGi-

Demonstracao. Mostraremos que as g; sao autofuncoes. Para simplificar a notagao, con-

sideraremos a fungdo g € C§°([e, 1]) dada por

g(t) = t*sin(blogt)

Ondea=%"eb= lfge. Denote ainda p = (n — 1).

Assim, temos

Ly(g) = —t*q" — ptg (4.65)

Vamos calcular as derivadas de g.

g = at* 'sin(blogt) + t* 'bcos(blogt)] (4.66)
= %[ta sin(blogt)] 4+t *bcos(blogt)

= %g +t* 'hcos(blogt) (4.67)

Da equagao temos

1" ab b2
g = (a—1)t"?asin(blogt) + bcos(blogt)] + t*~* " cos(blogt) — " sin(blogt)

-1,
= %g + bt*?[a cos(blogt) — bsin(blogt)] (4.68)

Sustituindo as equacoes e na equacao [4.65} temos



103

Ly(g) = —t* [(a ; 1)9,] — t%[acos(blogt) — bsin(blogt)] — ptg’

= —t[(a — 1) + plg’ — bt*[acos(blogt)] + b*t*sin(blog t)

= atg — abt® cos(blogt) + b%g (4.69)
=at [%g + bt* ' cos(blog t)} — abt® cos(blogt) + b%g (4.70)
= (a*+b*)g (4.71)

Na equacao utilizamos que (@ — 1) +p = ”T_Q = —a, enquanto na equacao m
substituimos g/ pOT sua expressao m

Desta forma, cada g é autofungao, com autovalor associado

—2\? kr \?
5k:a2+b2: n + ~
2 log e

Um calculo simplesﬂ porém extenso, mostra que as g formam um sistema completo

em C3°([e, 1]). O

Lema 4.24. Com as hipdteses da proposicdao podemos escolher F(m,t) tal que
I(V,V) <0 em CM, se e somente se Ay + 01 < 0.

Demonstragao. J& que F(p,t) se anula na fronteira do cone, temos uma decomposi¢ao

Unica para F,

F(p,t) = Z hi; fi(p)g;(t) (4.72)

ij=1

Pela proposi¢ao temos
20 procedimento é andlogo & demonstracao que hy(z) = sin(kmx) forma um sistema completo em

L2([0,1])
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I(V,V) = / Q(Z(hile(fi)gj + hij faLa(g;)), t"° Z hij fig;)
Mx[el] ;=1 ij=1
= / g(z haj[ i + 65 figy, "7 Z hij f:95)
Mx[el] ;-1 ij=1
= Z hijhia[Ai + 6] / fifegigt? ™
ik l=1 M x[e,1]
1
= Z h”hkl )\ + 5 |:/ fszdl‘:| |:/ gjgltp_?’dt] (473)
,5,k,1=1 €

Utilizando o fato que as funcoes f; sao ortogonais, e as funcoes g; satisfazem a equagao

podemos reescrever a equagao

Z hi [ + 6] { /M ffdx} { / 1g]2-tp3dt} (4.74)

i,7=1
Se I(V,V) < 0, entao alguma soma [\; + ;] < 0. Mas ja que Ay < \;, e §; < J;, isto
implica [A\; + d1] < 0. Por outro lado, se A\; + d; < 0, entdo basta tomarmos a variagao

F(p.t) = fi(p)g1(t), que da I(V, V) = Ay + 61 O

Portanto, a forma bilinear () associada ao operador de Jacobi do cone C' M, possui
indice positivo se e somente se A\; + d; < 0. Ja calculamos d; no lema [4.23] iremos agora

estimar ;.

Lema 4.25. Seja M uma hipersuperficie minima fechada de S™. Entao \y < (1 —n) a

menos que M seja uma esfera S*~' totalmente geodésica, e neste caso, A\ = 0.

Demonstragao. Se M é uma esfera S"~! totalmente geodésica, entdao L; = —Aj,, donde
A1 = 0 e todos os outros autovalores sao estritamente positivos.
Suponha que M nao seja totalmente geodésica. Em geral, temos a carcaterizacao

variacional de \; como infimo dos quocientes de Rayleigh,

fM f)fdz

)\1 = n
oo 2
fec}zo(M) f f2dx

(4.75)

Provaremos o teorema escolhendo uma sequéncia de f;’s e passando ao limite de seus
quocientes de Rayleigh. Considere as funcdes f. € C*°(M) dadas por f. = (JA]> + ¢)2.

Note que no limite quando ¢ — 0 temos
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lim ffd:z::/ |A2dz # 0 (4.76)
e—0 M M

Considere {E;}!'~}' um referéncial geodésico de M em p. Vamos calcular o laplaciano

de f.. Note que

E AiQijk

’Lj 1
Desta forma,
n—1
Ayfe=> Ep(Ei(f.))
k=1
n—1 1 n—1
= ZEk <7 Z GUCLZ] k:)
k=1 €ij=1
n—1 1 n—1 1 n 2
= Z ? (Z [azzj,k + az’jaij,kk]> f3 (Z aijaij,k>
k=1 € \4,j=1 ij=1
1
( Z al]alj kk) + — ( Z a@] k) 3 (Z CL”CL” k) (477)
i,5,k=1 1,5,k=1 6 k=1 \i,j=1

Note que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

n—1 2 n—1 n—1
2 2
E aiiair | < § A E Ak
ij=1 ij=1 ij=1
n—1
2 2
< |4 E @i ke

ij=1

Substituindo a desigualdade acima em temos

n—1 n—1 n—1
1 1
A fe > 7 Z aij@ij,kk) + 7 ( Z a; k) |AJ? ( Z a?j7k>
€ \4,jk=1 € \i,jk=1 i,j, k=1
n—1
1
> = Z Qg Kk o [f VA2 = [APIV i AP
fe i5,k=1 f
n—1
1 6|VMA’2
> z Z aijaij,kk> +

€

i’j’kzl
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Portanto,

1 n—1 n—1
Ay fe> ? [Z @ ( aij,kk)]

1,j=1 k=1
1 n—1
€ \ij=1

Substituindo a equagao [4.24] na desigualdade acima, obtemos

Anif. > SIAP[(n — 1) — |AP]

Desta forma,

Li(fo) fe < A" = (n = 1)|AP — |A]*(fo)?
< A" = (n = 1)|A]? — JA]* — €A
< —(n—1)|AP (4.80)

Por fim, concluimos que

lim [/Mffda;}/MLl(fe)fédxg(l—n) (4.81)

e—0

O que prova o resultado. O

Teorema 4.26. (Simons) Seja M"~' C S™ uma subvariedade minima fechada. Suponha
que M ndo é uma esfera S*~! totalmente geodésica. Entdo, sen < 6, o cone CM C R

nao € estavel.

Demonstragao. Ja que M nao é totalmente geodésica, os lemas e mostram que

[n2—8n+8]+< u )2 (4.82)

As raizes do polinémio P(x) = 2 — 8z + 8 sdo
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8+ V32
=——<

T B 7
8 — /32
x2:T>1

Portanto, é possivel escolher € pequeno o suficiente para que \; + 9; < 0 se e somente
se 2 <n <6. O lema implica que para e pequeno o suficiente o cone C'M, nao é
estavel. Desta forma, o cone C'M nao é estavel, pois caso fosse, cada subdominio de C'M

seria também estavel. O

Mostraremos agora o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.27. Seja f : R® — R uma funcao que satisfaz a equag¢do da superficie

minima em R™. Entao, se n <7, f € uma funcao linear.

Demonstracao. Parte 1: Suponha que exista uma solucao da equacao da superficie minima
em todo o R", n < 6. Pelo teorema de Fleming, |3.27 existe entao um cone singular estavel
C' em R*™!. H4 2 casos,

Caso a: Suponha que C' é regular fora da origem.
Entao, o conjunto M = S" N C é uma subvariedade de S, e C'= CM é o cone sobre M.
Pelo teorema de Simons, [£.26] tal cone ndo pode existir se 2 < n < 6.

Caso b: C' é singular em um ponto zy # 0.
Pelo teorema de Di Giorgi, existe um cone estavel Q; C R, com vértice em 0 tal que
Q1 = A; x R, onde A; é um cone minimizante em R", com vértice em 0. Se A é regular
fora de 0, o Teorema de Simons mostra que A é um hiperplano de R", donde )7 é um
hiperplano de R™"! um absurdo, ja que toda a reta contendo 0,x, € R*™! é composta
de pontos singulares de (J;. Desta forma, A; deve ser singular em um ponto x; € R",
x1 # 0.
Repetindo o argumento anterior, mostramos que existe um cone minimizante A, C R"71,
singular em algum ponto x5 # 0. Apds no maximo 4 passos, chegamos a um cone estavel
A, C R3, com vértice em 0. Pelo teorema de Fleming, , Ay, deve ser um plano. Assim,
todos os cones anteriores devem ser hiperplanos, o que mostra que o cone inicial C' nao é
singular em g, um absurdo.

Parte 2: Resta mostrar o caso n = 7. Note que se C' é um cone estavel em R® com
vértice em 0, e C' possui um ponto singular, xq # 0, o teorema de Di Giorgi, [3.31], implica

que existe um cone estével A C R7, com vértice em 0, o que contradiz a parte 1.
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Resta estudar o caso em que o cone C' é regular. Neste caso o cone C' é o subgrafico

de uma quasi—solu(;édﬂ v. Sejam

P={zx cR":v(x) = +oo}
N ={z cR":v(x) = —o0}

Note que P e N sao cones, ja que C' é um cone e v é uma funcao homogénea. Ademais,
P e N sao minimos, estaveis e com vértice em 0. Se ambos P e N sao nao vazios, entao
ambos sao hiperplanos, pelo que foi mostrado na parte 1, logo C' é um hiperplano, absurdo.
Desta forma, um destes cones deve ser vazio. Suponha sem perda de generalidade, que
P=10.

Neste caso, v é localmente limitada por cima em R", donde a funcao f(z) satisfaz:

sup f(z) <77
D, (x)

Da estimativa a priori do gradiente, temos

sup |Df] < exp {05 <1+7_ f(O))}
Dr

r

Tomando R — oo, concluimos que sup |D f| < K, onde K é uma constante, e portanto

f é uma funcao afim. O]

Observe que a anélise feita no teorema implica que podem existir cones minimos
estaveis em R”, para n > 8. Isto sugere que o teorema de Bernstein pode falhar em
dimensao n > 9.

Para finalizar este capitulo, veremos o exemplo de uma hipersuperficie minima M C S”

tal que para todo € > 0 o cone C'M, sobre M ¢ estavel em RS.

Teorema 4.28. (O cone de Simons) Considere a variedade M = S*(¥2) x $3(¥2) C §7.

Para todo € > 0, o cone C'M, é estdvel com respeito a sua fronteira.

Demonstragio. Em M, temos |A|> = 6, donde Li(f) = —An(f) — 6f, e claramente

A1 = —6. Para todo ¢ > 0 temos

A+ 0, = —6+ 52+ ™\, L
PR 2 loge/) — 4

3 Vide cap. 16 em [34]
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Portanto nao é possivel escolher uma variacao V' de C'M, tal que I(V,V) < 0, donde
C M. é estavel. O

Note que o argumento acima nao é suficiente para concluir a estabilidade do cone
de Simons. Com efeito, ha campos admissiveis em C'M que nao sao limite de campos

admissiveis em C'M,, quando € — 0.



Capitulo 5

O contraexemplo de Bombieri- De

Giorgi- Giusti

O teorema no capitulo anterior deixa aberta a questao da existéncia de um cone
singular estavel em dimensao maior que 7. O teoremal4.28nos indica que o cone de Simons
¢ um bom candidato, ja que cada cone truncado C'M, é estavel. De fato, Bombieri, De
Giorgi e Giusti contornaram esta dificuldade mostrando em [I4] que C'M é a fronteira de
um conjunto minimal de R®. Na secdo 5.1 motivados pela estabilidade do cone de Simons,
iremos procurar um grafico minimo completo e nao trivial em R?. Este resultado também

¢ devido a Bombieri, De Giorgi, e Giusti, e pode ser encontrado no mesmo artigo.

5.1 Graficos minimos completos

Suponha que f : R® — R ¢ uma solucao da equacao da superficie minima, e f nao é

linear. A estabilidade do cone de Simons,
S ={r e R® ]+ a5+ 5 + a5 > 22 + 2% + 22 + 23}

mostra que é natural esperar certa simetria do grafico desta fungao. Iremos portanto

procurar solugoes que tenham as mesmas simetrias que o cone de Simons,

flzy, - x8) = F(u,v)

1 1 . ~
Onde u = (2% + 23 + 23 + 27)2 e v = (22 + 2§ + 27 + 23)2. Vejamos como a equagao

da superficie minima fica para uma f desta forma.
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Se i < 4, temos

af ou ov

€
= F=

u

Analogamente, para 5 <1 < 8, temos

af F X

o0x; Y

Portanto

" ) *i(ax)

(2

_1+ZF2( )+ZF ( )

=5

4
2 _
1+ |Vf] _1+Z<a

=1+ F>+F?
=1+ |VF)?

Definindo o campo V = (V4,---, Vi) = WV, onde W = (1 + |[VF|?)"2, temos para
1<i<4

ov; 0 af
or; Oz, (Wﬁxl)

= {8WF Gyt g O (x—>}

or; u ox; u “Or; \u

At Loy R w R R 2 S wr, | o L
2 ox; U U

0x; ox; | u u? u
oF, OF, N\ 2 u? — z?
_ T3 u i i
_{ W {FuaxiJroaxJ W2 WFW(U) +WFU< — )}

du Jv ou ov ox;
3 (2
{ W {FFWa —l—FFm,a + FyFy, “ B +FFU8£L‘Z:|FU_8U,

e

Analogamente, se 5 <1 < 8.
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o {we [re () e mm (2] e [ () £ (C5)])

Portanto,

div X = Z 0% Z amz

= {-W3[F)Fyu + F,F,Fy, + F.F,, + F,F,F,]

42_ 2 42_ 2
[ (B ) e ()
u (%

F, F,
= —W3[F2F,, + F2F,, + 2F,F,F,0] + W [Fuu + Fy+3 (— + —)
u v

= 3{_[FfFuu—i-Fwa—l—QFquFuv] + W2 |:Fuu+Fvv+3 (

3]

E,
U

|
)

74
W{ [F2F, + FyFyy + 2F,F F,) 4+ (1 + F2 + F?) {Fuu+Fvv+2(

F,
W _
Uu

\/@|'~q

= W3 {_FgFuu — F?F,, — 2F,F\,Fyy + Fuy + Fy, + 3(1 + F2 + F?) (
+ FlFu+ F2Fy+ F2Fu + F2F}

F, F,
=[(1+ F3)Fy + (1 + F?)F,, — 2F,F,F,] +3(1 + F? + F?) (— + —)
u v

Definimos portanto o operador

F, F
O(F) = [(1+ F})Fo + (1 + F)Fuu — 2FuF,F] + 3(1 + F) + F7) (;“ + —”> (5.1)

v

Iremos utilizar o método de subsolugoes-supersolugoes para encontrar uma solugao da

equagao O(f) = 0. Considere os dominios

T = {(u,v) € R* u, v >0}
Ty = {(u,v) €R?* 0<v < u}

Ty = {(u,v) € R*}0 < u < v}

A estratégia é construir funcoes Fy e F; em T tais que
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O(F1) >0 em Int(7))

(5.2)

O(F1) <0 em Int(73)
E

O(Fy) <0 em Int(Ty) (5.3)

O(Fy) >0 em Int(73) '
Além disso, iremos pedir

(
0< FI < Fy em T}
Fy<F <0 em 715 (54)

Fi=F,=0 se u = v
Fl(U,U> = _F1<U7u)

\
Podemos entao construir fungoes f; e fo em R®, definidas por f;(z) = Fj(u,v), para

1 = 1,2, de modo se denotamos o operador da superficie minima por @), temos

Q(fl) >0 em S
Q(f2) <0 em S (5.5)
O0< fi<fo emS

Ademais,

Q(f1) <0 em R®\ S
Q(f2) >0 em R®\ S (5.6)
fo<fi<0 emR®\S

Além disso, f; = fo = 0 em 0S. Considere agora R > 0, denote por Dg a bola de raio

R centrada na origem de R8, e seja f% a (tinica) solugdo do problema de Dirichlet

Q(f)=0 em Dp
f=/fi emdDg



114

Note que j& que f; é invariante pela agao de SO(3) x SO(3), a solugao f# também

deve ser, pela unicidade da solucao. Deste modo podemos escrever

fR(x) = FR(u,v) (5.8)

Note ainda que desde que Fy(u,v) = —Fi(v,u), devemos ter, F®(u,v) = —F%(v,u),
ja que o operador © é simétrico com relacao a u e v, e a solucio f% é unica. Desta forma,

devemos ter f% =0 em 9S. Pelo principio de comparacao,

0< fi(z) < f(z) < fo(x) em SN Dpg (5.9)

De modo analogo mostramos que

fo(z) < f(x) < fi(z) <0em Dg\ S (5.10)

Desta forma concluimos que

[fu(@)] < [f*(@)] < [fo(2)] em Dp (5.11)

Consideramos agora a sequéncia {f"}, h = 1,2,---, e p > 0 fixado. Da estimativa a

priori do gradienteﬂ temos

C

IA

exp

sup |DfM(x)] < exp {C <1 + sup Ifh(w)|> }

1+ gup |f2(I)|> }
< (p) (512

Desde que a estimativa[5.12|é independente de h, pelo teorema de Ascoli-Arzela pode-
mos extrair uma subsequéncia que ainda denotaremos por {f"}, convergendo uniforme-

mente em conjuntos compactos de R® para uma funcao f, solucao da equacao da superficie

Vide [34], teorema 13.5
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minima em R®, e a funcao f satisfaz |f(x)| > |fi(z)| em R®. Agora basta tomarmos f;
com um crescimento adequado para mostrarmos que o grafico de f nao é um hiperplano.
Veremos como fazer todas estas construgoes a seguir.

Sera util decompor o operador © em dois operadores mais simples, © = £ + D, onde

F, F,
E(F) = F}Fy + FlFy — 2F,F,Fyy +3 (— + —> (F%+ F?) (5.13)
U )
F, F,
U v
Definimos em T as coordenadas
r=u®+ 0 (5.15)
w2 — 2
tl=—— 5.16
U2 ‘I‘Uz ( )

Note que estas coordenadas sao 'quase’ coordenadas polares, r é a raiz quadrada do
raio, enquanto ¢t é o cosseno do dobro do argumento de (u,v). As coordenadas r e t sdo
invariantes por homotetias. Observe ainda que t > 0 em Int(7}), ¢t < 0 em Int(73), et =0

em u = v. Escrevendo G(r,t) = F(u,v), obtemos

E(F) =8(1—1) {QGfGM —4G,G, Gy + 2G2Gy + gGrGf — %G? +7rG? — SthGE}
(5.17)
D(F) = 64 (GT — ;Gt> + 167 {GW + 2 ;tQ Gtt} (5.18)
A anélise do operador £ feita na segdo 3 de [14], nos motiva a tomar a fungao
G(r,t) = trs

Substituindo esta funcao nas equagoes e temos
%E(F) _ %St?’ (5.19)
%D(F) = %r%t (5.20)
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Deste modo a funcao Fy(u,v) = trz = (u® — v?)(u2 + v2)2 satisfaz as condigoes ,
Fy =0seu=wv,e F(u,v) = —F(v,u). Note ainda que f;(x) = Fj(u,v) possui crescimento

cibico em 4 direcoes de RS,

3
2

[fi(@)] _ |r?cos(20)|r

i 3 =1,se 0 =0,

(5.21)

77T7

b |

Deste modo, se |f(z)| > |fi(x)|, entdo o grafico de f ndo é um hiperplano. Falta
somente mostrar a existéncia da funcao Fs.

Consideramos a funcao G(r,t) = rt + r2¢(t), onde g ¢ uma funcio a ser determi-
nada. Por simplicidade, iremos considerar g uma funcao impar de t: isto reduz nossos
calculos pela metade, ja que s6 temos que provar uma das desigualdades em [5.3] e temos

imediatamente G(r,t) = 0 em ¢ = 0. Com G como acima, obtemos

éé’(F) — M) + P2V (E) + S My (t) — 1t (5.22)
Onde
My(t) = (1 - t?) (69(9')2 —6t(g)° + 2929") + %gg’ — 18tg*g (5.23)
My(t) = (1 —t*)(15g9 — 15t(g )% + 6tgg”) + %th — 24t%gq (5.24)
Ms(t) = (1 —t*)(9g — 10tg + 2t%¢") — 8t3¢' + 12—51529 (5.25)

Tomando g(t) = t(1 + C|t|* 1), C > 0, temos uma funcio fmpar de t. Tomando C

grande o suficiente, e % <A< %, podemos estimar M, My, e M3, de modo que

éé’(F) < —G(rip (5.26)

em Int(77). Uma estimativa semelhante mostra que

%D(F) <Cr

N|=

2 (5.27)

Note que estas duas ultimas estimativas dependem da constante A escolhida. Para eli-
minar a dltima dependéncia, faremoz o seguinte truque. Seja H(z) uma fun¢ao monétona

crescente em R. Temos assim
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E(H(F)) = [H (F)PE(F) (5.28)

D(H(F)) = [H (F)D(F)] + 16rH (F) (Gi + 1;—2{2G§> (5.29)

Em nosso caso, temos

1 —¢?
7’2

T(GE—F

Portanto, se tivermos H'(2) > 1 e H"(z) <0, a equacio nos da

Gf) >+’ (5.30)

1

D(H(F)) < Cr2t* 2H'(F) + 16(r + r*)H"(F) (5.31)

Donde

17

O(H(F)) < —=C(rit* + rt)[H (P} + Cr2t* 2H (F) + 16(r + r)H"(F)  (5.32)

Se r22 > C = % obtemos O(H (F)) < 0 da equagao acima. Nos restringimos entao ao
caso r%t2 < C. Para mostrar que O(H(F)) < 0 neste dominio, é suficiente mostrar que
D(H(F)) < 0. Para fazer isto, mostraremos que a expressao no lado direito de isto

€,

H (F C
HCHRN Lt (5.33)
H (F) (7"2 + rz)
Note que se r > 1, temos F' < C'gr%t e portanto,
FP7 4 FP71 < Cy(r2 42 )27 (5.34)
Para r < 1, temos uma desigualdade analoga,
F> 4 P21 < Oy(r2 +r2) 02 (5.35)

Jaque2—\> % Concluimos assim que se
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_H”(Z) > C5
H'(z) = 2272 4 2221

(5.36)

Entao a desigualdade [5.33| é satisfeita, para uma constante C5 grande o suficiente. A

equacao [5.36[ é valida se tomarmos

t27)\ + t2)\71

H'(z) = exp (05 / h ;dt) (5.37)

E uma escolha admissivel, ja que notando que 2 — A <1le2\A—1>1,

o 1

e H(z) = [} H'(w)dw. Com esta escolha, a funcao F satisfaz todas as desigualdades
que queremos, e completamos o processo de construgao.

Provamos assim que

Teorema 5.1. (Bombieri, De Giorgi, Giusti) Sen > 8, entdo existem solugoes da equagao

da superficie minima em R" cujos grdficos nao sao hiperplanos.

Demonstra¢ao. Construimos acima tal fungao f paran = 8. Para n > 8, basta tomarmos

a funcao

'LL(iUl,.CI?Q,"' axn) = f(xlwx%“' ,.I'g)



Capitulo 6

Generalizacoes

Nos capitulos anteriores examinamos imersoes minimas em R™ e S", espacos de cur-
vatura constante em que podiamos simplificar em muito a andlise do operador de esta-
bilidade. Nesta ultima parte do trabalho iremos tratar de imersoes em condigoes mais
gerais.

Na secao 6.1, mostraremos uma série de condigoes equivalentes para a estabilidade, e
na secao 6.2 utilizaremos estes resultados para mostrar um teorema de classificacao para
imersoes minimas estaveis em variedades com condigoes de curvatura prescrita. Na secao
6.3, utilizando a desigualdade de Simons, provaremos uma estimativa LP para a norma
da segunda forma fundamental de uma imersao minima estavel em R™. Utilizaremos
esta estimativa para mostrar a versao de Schoen-Simon-Yau do teorema de Bernstein em

subvariedades estaveis de R™, n < 6, com um controle de crescimento de volume.

6.1 Estabilidade revisitada

Em toda essa secao, a menos que especificado o contrario, M C N é uma subvariedade
minima com codimensao um e fibrado normal trivial, L seu operador de Jacobi, e I e ()

as formas bilinear e quadratica associadas, respectivamente.

Definigcao 6.1. Seja Q2 C M um aberto. O tom fundamental do operador de Jacobi em
Q ¢ definido por

M(L,Q) = inf{Q(u): ue HYQ), [[uloi@ =1} (6.1)

Observagao 6.2. Para simplificar a notagdao, sempre que nao houver perigo de confusao

escreveremos simplesmente \p.
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Veremos agora que o tom fundamental esta ligado ao espectro de L no sentido classico.

Lema 6.3. O tom fundamental pode ser calculado por

Al(L,Q):inf{M ; u;é()eHg(Q)} (6.2)
[l r o)
Além disso, se u € Hy(Q) € tal que

QM _ o

[l o)

Entao u € suave e Lu = A\u no sentido cldssico.

Demonstracao. A primeira afirmacao segue simpesmente da homogeneidade do termo
Q(u)
HuHLl(Q)

A1n. Novamente iremos assumir que 7 estd normalizada, |[1|/z2@) = 1. Consideramos

. Iremos mostrar que toda fungao que atinge este infimo é suave e satisfaz Ln =

uma funcdo ¢ € C§°(£2) que satisfaz

/Q¢n dx =0 (6.3)

Entao vale

d 2
— to)“dx =0 6.4
o [+ oy (6.4
Ja que 1 é um minimizante de Q) , temos
||u||L2(Q)

d
0= to/ﬂ IVar(n +t)]” — (JAP® + Ricy (v,v))(n + t¢)* d
= Q/QE(VMU, Vo) — (JA]> + Ricn (v, v))n - ¢ d (6.5)

J& que C§°(2) é denso em HJ (), a equagio vale para qualquer ¢ € H{ () que
satisfaz Em particular, dada uma v # 0 € H}(Q) qualquer, a equagao é valida
para a fungao ¢ = 1 — n(v, 77>L2(Q). Portanto,

/Q G(Vam, Vard) — (1A + Riex (v, v))n - édda = 0
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[ 873, (95 = (31 2 V) = (AP + Ricx (w0} (0 = (6. s = 0
/QE(VMm Var) — (JAP? + Riex(v,v))n - do = (1,0) 12y Q1)
/Qg(an’va) — (AP + Ricn (v, v))n - ¢ dw = J (4, 1) 12

I(na W = JW, 77>L2(Q)

J& que a dltima equagao vale para toda ¢ € HZ(€2), n é uma solucao fraca de

Ln=—Jn (6.6)

Pela regularidade de solugoes de equagoes elipticas, 1 deve ser suave e satisfazer a

equagao [6.6] no sentido cldssico. O

Lema 6.4. Se u € uma funcdo suave em € que se anula em 02 e Lu = \u, entdo u nao

se anula no interior de €.

Demonstragdo. Note que se u é suave e satisfaz Lu = \u, entao |u] € H} () satisfaz
Jo lul* =1 e Q(Ju]) = A1, donde, pelo lema anterior |u| é suave e satisfaz L|u| = A;|ul.
Como |u| > 0, e |u| ndo é identicamente nula (ja que u é uma autofuncao), pela desigual-

dade de Harnack temos |u| > 0. O

Proposigao 6.5. (Fischer-Colbrie, Schoen; [32]) Se M C N é uma subvariedade minima
completa, nao compacta e com fibrado normal trivial, entdo as condi¢oes abairo sio equi-

valentes:

1. M(L,2) > 0 para cada dominio limitado 2 C M.
2. M (L, Q) > 0 para cada dominio limitado Q@ C M.

3. Eziste uma funcdo suave e positiva u em M tal que Lu = 0.

Demonstragdo. 1= 2: Tome um dominio 0y C M e escolha um dominio €4 com Qy C €.
Pelo lema [6.3] Ai(L, Q) > A\ (L, )} Seja ug a primeira autofungio de L em € (que é
suave pelo lema[6.3), e defina u; € C5°(§) por

LClaramente hd uma inclusio de H}(Q0) em H}(Q1), de modo que o fnfimo em A1 (£2;) é tomado sobre

um conjunto maior de funcoes.
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up(x), sex €y

0, sex €\

uy(z) =

Se A1(L, Qo) = A1 (L, ) entdo uy é uma autofuncao associada a A;(L, ), o que con-
traria o lema , ja que u; se anula em € \ Q. Isto mostra que A\;(L, €)) é estritamente
maior que A\(L,§;) > 0, e em particular é positivo. Assim, (L, ) é positivo para

qualquer €2 aberto limitado em M.

2 = 3: Se A (L, Q) > 0 para cada dominio limitado Q2 em M, entao 0 nao é autovalor

de L e portanto o problema de Dirichlet
Lu=0em ()

com u € Hj(§) possui apenas a solugdo trivial. Pelo teorema de existéncia para
equagoes elipticas para cada f € L*(Q) existe uma tinica fungdo v € H}(f2) solucio fraca

do problema de Dirichlet

Lu= fem () (6.7)

Consideramos o aberto Q = B,.(p) = {q € M;disty(p,q) < r}, e a funcao nele definida
f(x) = |A*(z) + Ricn(v,v)(z). Seja v, € H}(B,(p)) a tnica solugao fraca do problema

6.7 Deste modo, u, = v, + 1 é uma solugao fraca de

Lu =0 em B,(p)

(6.8)
u =1 em 0B,(p)

Onde a igualdade u = 1 em 0f2 deve ser entendida no sentido do trago.
Considere o aberto A, = {x € B,(p);u,(x) < 0} e suponha que A, é ndo vazio. Ja
que A, C B,(p) é um aberto limitado, para cada componente conexa V de A, temos

A (L, V) > 0, por hipétese. Por construcao, Lu =0 em V e u = 0 em 9V, donde

/uLu:O
1%

o que implica que 0 é um autovalor de ) em V| contradicao, ja que A;(L,V) > 0. Isto
mostra que u > 0 em B,(p), e novamente a desigualdade de Harnack implica que u > 0

em B,.(p).
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Definimos para cada r > 0 a funcao w, : B,.(p) — R por w,(q) = (u,(p))  u.(q).
Claramente, w, € é uma solu¢ao de Lw, = 0, e além disso w,(p) = 1, w, > 0 em M. Seja

K € Bpg,(p) um compacto, e assuma que 7 > 4Ry. Pela desigualdade de Harnack,

sup w, < sup w,
K Br,

< Cinf w,

Br,

<C (6.9)

A desigualdade segue de w,(p) = 1, e a constante C' depende somente de Ry. Pela

estimativa de Schauder interior,

1w, || c2o k) < C (6.10)

E novamente a constante C' nao depende de r. Portanto, temos estimativas C*¢
uniformes em K para cada w,, r > 4R,. Assim, pelo teorema de Ascoli-Arzeld podemos
escolher uma subsequéncia de fungoes {w;,, }3°, que converge uniformemente em C**(K)
para uma func¢ao wg, com wx > 0 e wg(p) = 1. Novamente, a desigualdade de Harnack
implica que wg > 0.

Como K é arbitrario, podemos tomar uma exaustao de M por compactos K; C Ky C
.-+ C K, C --- e passar a uma subsequéncia tal que as wg convergem uniformemente
para uma funcao w em subconjuntos compactos de M. As estimativas elipticas garantem
que Lw =0 em M, e ja que cada wg > 0, temos w > 0, e além disso w(p) = 1. Por fim,
o principio do maximo forte implica que w > 0 em M, j& que w nao é identicamente nula
em M.

3 = 1: Sejau € C*°(M) a solu¢ao de Lu = 0 em M, u > 0. J& que u > 0, a fungao
w = log u estd bem definida e é suave em M. Se {E;} é um referencial ortonormal numa

vizinhanca de p e geodésico em p, temos

&@MMZ%EWMﬂj

Vau(p) = - Varu(p) (6.11)
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e ainda

Eu(dwE)(p) = Ei(=duFy)(p)

u

= Bi()du(E) () + 5 B du(E)(p)

= L[ du(E)P(p) + - Vau(E:, B (p)

S u?
Onde a tltima igualdade segue do fato de du(Vg, E;)(p) = 0, ji que o referencial é

geodésico em p. Deste modo, temos

1 1
Apw(p) = __2|VMU|2 + —Apu
u u
1
= —|Vyuwl + a(—|A\2u — Ricy (v, v)u)

= —|Vyw|? = (|A]? + Riex(v,v)) (6.12)

A segunda igualdade segue da equacao e do fato que Lu = 0.
Considere entdo um dominio limitado 2 e f € C§°(€2). Multiplicando a equagao m

por f2 e integrando sobre 2 temos

/(|A|2 + Ricn (v, v)) f2 + 2| Vyw|?de = —/ FPAywdz
0 Q

= /Q 9(Var(f?), Varw)de — / divar(F*Varw)de

Q

:/ng(VMf,VMw)dx— 29(Vyw, N)dz
Q 09

Onde N é o vetor normal a 0f2, e tangente a M que concorda com a orientacao induzida
no bordo. Note que faQ f?9(Vyw, N)dx = 0, jd que f possui suporte compacto. Tomando
o valor absoluto no termo do lado esquerdo e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

temos

/Q (AP + Ricx(v,v)) f2dz + / PVl < / (VRIS st ) (V2| e £t

1
< 5/2f2|va|2+2|va|2dx
Q
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Por fim, rearranjando os termos da desigualdade acima temos

[ 19 = 147 + Rient ) 2 0

/ —fAuMf = (JA]? + Rien(v,v)) f> > 0
Q

/fo >0 (6.13)
Q

Como a desigualdade é vélida para toda fungao f € C§°(2), entao a forma bilinear
associada I é definida semipositiva em €2, donde A\ (L, Q) > 0.
[

Observagao 6.6. A prova acima repete-se, ipsis litteris, para o caso de um operador

L=—-A+V,ondeV éuma fung¢io suave em M, e \{(L,Q) € definido de acordo com a

equagao [6.1]

Proposicao 6.7. Se M™ C R""' € uma subvariedade minima tal que sua aplicacdo de

Gauss G : M — S" estd contida em um hemisfério, entao M ¢ estavel.

Demonstragao. Considere um vetor fixo W € R"*!, e considere M orientada. Seja N :
M — R™! um campo normal unitdrio e defina v : M — R por v(p) = (N(p), W).
Vamos calcular Ayv(p). Considere um referencial geodésico { E;}?_; numa vizinhanga de

p. Com esse referencial, o laplaciano de v se escreve

= E;((VgN,W))
= (Vg VN, W)

Ja que inN ¢ um vetor tangente, temos

Portanto,
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Apo(p Z{WE (Ve,N), W)+ (Vg VgN,N) N, W)}
:Z{<VE (VEN),W) = (VEN,VgN) v}
= i {<in(VEiN), W) —wv <in]\/, i (VEN,E;) EJ>}

:Z{WE (Vi,N —UZ<VENE }
:i{wﬂ.( —UZ (E;, E)) }

= {Z <VEi(inN)7W>} —v[AP(p) (6.14)

Novamente usando que (Vg N) é um vetor tangente, temos

Ve (VeN) = VEi(zn: (Ve,N, E;) Ej)

j=1

= {(VeN,E;) -V E}+ > {E((VeN,E;))}- E;

j=1 j=1

Ja que o referencial é geodésico em p, o primeiro somatorio é nulo, donde

Vi, (Vg N) = E(—(N,Vg,E;))E;

—(<inN,inEj> + <N; ininEj»Ej

Ja que Vg, N é tangente e Vg, E; é normal, temos <inN,7EiEj> = 0. Temos entao

(VE,(VE,N),E;) = (N,VE,VEgE;) (6.15)

Iremos mostrar que o termos do lado direito da equagao [6.15] é nulo.
De M minima sabemos que > ., <inEZ-,N > = 0 em M. Derivando esta equacao

com respeito a I; temos

S (T, T8 B V) + (T, B, T, V) — 0 6.16)

i=1
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Novamente usando o fato que Vg, E; é normal e ijN é tangente, temos

> (Ve VEE,N)=0 (6.17)

=1

Como em R"! a curvatura é nula, R(E}, E;)E; = 0,

Ve Ve E—Vg Vg E — Vg gE =0 (6.18)

Somando sobre ¢ na equacao [6.18) e utilizando a equagao [6.17] obtemos

Z <szvEJEZ — v[Ej,Ei]Eiv N> =0

i=1

Z <VE1 (inEj + [Eja Ez]) - v[Ejin]E’“ N> =0
i=1

> (Ve VeE+ (VilEj, E] — Vg, e E),N) =0
=1

> (Vs B + B, By, E]LN) =0

i=1

Mas ja que E; e E; sao tangentes, [E;, [E;, E;]] também é, e a equagao acima implica

> (Ve VeE,N)=0 (6.19)
=1

Combinando as equagoes e [6.19, concluimos a prova da afirmagao, donde segue
da equacao m que Ayv(p) = —|Al*v(p), Lv = 0. Finalmente, desde que a imagem da
aplicacao de Gauss de M esta contida num hemisfério aberto, existe um W para o qual a

aplicagao v ¢é positiva em M, e a proposicao [6.5| conclui a prova.

Como consequéncia imediata, temos o

Corolario 6.8. Seu : QQ CR" — R € uma solucdo da equacao da superficie minima,

entao Graph,, € estdvel.
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Corolario 6.9. (Simons) Se M™ C N"™! ¢ uma subvariedade minima fechada e estdvel,

e Ricy >0, entao M é totalmente geodésica e Ricy(v,v) =0 em M.

Demonstracao. Como M é compacta sem bordo, podemos utilizar a funcao constante

n = 1 na desigualdade de estabilidade, [1.5§ para obter
/ (Ricx (v, ) + |AP)dz < 0
M
Donde a conclusao segue imediatamente. O]

Os corolarios acima justificam considerar o seguinte problema: Sobre quais condigoes
uma subvariedade minima M™ C N"!, completa estével e com fibrado normal trivial é
totalmente geodésica? Sob que condigoes podemos classificar as subvariedades com essas
caracteristicas?

Vimos no capitulo anterior que mesmo em R™ ha restricoes. Veremos nas proximas
secoes algumas condigoes sobre as variedades M e N que dao respostas a estas perguntas,
e obteremos resultados de tipo Bernstein.

Como aplicagao da proposicao [6.5 finalizamos esta secdo com um teorema que re-
laciona a area da aplicagao de Gauss de uma imersao minima com a sua estabilidade,
generalizando o resultado da proposicao em R3. Este resultado é devido a Barbosa e

do Carmo, e aqui seguimos a prova sugerida por Fischer-Colbrie e Schoen em [32].

Teorema 6.10. (Barbosa, do Carmo; [9]) Seja x : M — R3 uma imersio minima e
denote por G : M — S? sua aplicacdo de Gauss. Se Q0 é um dominio em M e a drea de

G(Q) C S? € menor que 27, entdo ) € estdvel.

Demonstragao. Seja A1 o primeiro autovalor do laplaciano Asz em G(f2), e f; a primeira
autofuncao. Considere a fungao h : {0 — R definida por h = f; o . Esta funcao é
positiva (ja que a primeira autofungao do laplaciano esférico é positiva). Note ainda que
pela minimalidade, a aplicagao G : (M?,g) — (S?, (,)s) é uma aplicagdo conforme.

Consideramos entdao a métrica g em M, definida por G*(S?, (, )¢2). Temos assim,

Portanto,
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1
——A(fi0 G) = Ag(fi 0 G)
M
= (Ag2f1) oG
= —)\1(f1 o G)
Assim,
—Ayh+MKyh=0 (6.20)

Desde qud \; > 2, concluimos por um célculo semelhante ao da proposicao [6.5que

M (—Apy + MK, Q) >0, donde 2 é estavel. O

6.2 Imersoes minimas em 3-variedades de curvatura

escalar nao negativa

Em 3-variedades, podemos reescrever o operador de Jacobi de modo que a curvatura

escalar aparega seguindo um truque introduzido por Schoen e Yau em [61].

Lema 6.11. Se M C N ¢ uma subvariedade minima orientdvel de uma 3-variedade N

orientada, entao

Ricn(v,v) + |A]? = = - (Scaly + |A]?) — Ky (6.21)

N | —

Demonstragao. Considere um referencial ortonormal em M, Ey(p), Ex2(p) € T,M ¢ E5(p) =

v(p). Vamos calcular a curvatura de Ricci em p € M. Note que

Ricy(Er, Er) = Rig12 + Risis
Ricyr(Eo, E2) = Roya1 + Rosas

Ricy (v, v) = Rizis + Ragos

Ja que R2121 = R12127 temos

2Vide proposigao 3.10, em [10]
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Scaly = Ricy(Ey, Ey) + Ricy(Es, Es) + Ricy (Es, E3)
= 2(Ri212 + Ri313 + Ro323)

= ZRiCM(V, V) + 2R1212

Aplicando a equacao de Gauss para a curvatura Gaussiana, Ky (p), temos

Ku(p) = Kn(Ey, Es)
= Kn(E1, Ea) + g(A(EL, Er), A(Es, Es)) — g(A(EL, Ea), A(Ey, Es))
= R1212 + det(A)

1
= Riz12 — §|A\2

Deste modo, concluimos que

1
Ricy(v,v) = E(ScalM —|AP) — Ky (6.22)
Somando |A|? em cada lado obtemos a equagao [6.21] O

Antes de prosseguirmos para o resultado central desta secao, faremos um estudo sobre

a estabilidade de métricas completas no disco unitario D C C.

Lema 6.12. (Fischer-Colbrie, Schoen; [32]) Seja D C C o disco unitdrio, e denote por

M, o disco D munido de uma métrica ds* = u(z)|dz|?. Se ds* é uma métrica completa,

Ky = —% log it a curvatura Gaussiana nesta métrica, a > 1, e P: D — R é uma fun¢ao
nao negativa, entao nao existe uma solug¢ao positiva de Lu = —Apyu + aKyu — Pu =0
em D.

Demonstra¢ao. Denote por dv o elemento de area de M, dv = udxdy. Suponha que existe
uma solugao positiva v € C§°(M) de Lu = 0. Entao, de acordo com a observacao ,

para toda u € C§°(M), temos

/ \Vau? + aKpu® — Pu® dv >0
M
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Em particular, ja que P é uma funcao nao negativa,
/ IV u)? + aK pu*do > 0
M

Além disso, ja que a > 1,

1 1
/ |V aru)® + KyuPdo > / (—\vMuF + KMu2) dv = —/ (|Varul® + aKpu?)dv > 0
M M \a a Ju

Deste modo, se existe uma solucao positiva para o operador L, o operador —A,; + Ky
agindo em fungoes suaves com suporte compacto em M é positivo semidefinido, entao de
acordo com a proposicao , para cada dominio limitado Q, A\j(—Ay + K,) > 0.

Considere um dominio limitado Q@ C M e & € C§°(§2). Defina h : M — R por

h = ,u_%. Da defini¢ao de Ky, temos

Auh  |[Varh]?
- D =
Aph = Kyh + IVthIQ (6.23)
Denotando por J(v) = [}, |Vayv|* + Kyv?dv, temos
a@h) = [ (eh(Bugh) + Kun(€h))
M
— [ (-EBME = 268 (Vash. T) — (€hdarh + Koy (eh Pl
M
_ / (—EAME)D ——<VM52 Varh?) — E(Kyrh? + [Varh|?) + Ky (€h))dv
M
—/ [(—=EAMER* — —<VM£ Vuh?)] — €|V arh|*dv
/ IV et h2dv—/ IV s h[2E2du (6.24)
Da definigao de A\ (—Ayr + Ky, 2) e da equagao temos
_ 2 2727 242
A AM+KM,Q)/M(§h) dvg/M|VM§| B2dv /M|th| Sdv (6.25)

Seja p: M — R a fungao que mede a distancia a 0 na métrica ds?, e Br(0) = {p €
M:;p(p) < R} a bola geodésica centrada na origem. Considere ainda uma fungao suave

¢ :R — [0,4+00) que satisfaz
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1
I, ser < 3R,

0, ser>R

¢(r) =

E ainda |¢'(r)] < %, para todo r. Definimos entdo a fungao Lipschitz £ por £(q) =

C(p(q)). Por um argumento de aproximacao, a desigualdade ¢ valida para &, portanto

Al(—AMJrKM,BR(O))/ (fh)zdvg/ vag\Qthv—/ IV ah 262 dv (6.26)
M M M

Por fim, note que

[ VPR < [ (¢ pdedy < 5 [ dody = g

Deste modo, escolhendo R suficientemente grande, o lado direito da desigualdade
serd negativo, pois jd que a métrica ds? é completa, u nao pode ser constante,
donde |Vj/h|? nao é identicamente nulo. Entao, A\(—Ay + Ky, Br(0)) < 0, para R

suficientemente grande, um absurdo.

[]

O proximo teorema da respostas a pergunta que fizemos no fim da secao passada,
classificando as imersoes minimas estaveis e completas em 3-variedades com curvatura

escalar positiva.

Teorema 6.13. (Fischer-Colbrie, Schoen; [32]) Seja N uma 3-variedade completa, ori-
entada, com curvatura escalar nao negativa. Seja M uma subvariedade minima de N,

orientada, completa e estdvel. Entao hd duas possibilidades

1. Se M ¢é compacta, entao M é conformemente equivalente a esfera S* ou M é um toro

flat T? totalmente geodésico. Se Scaly > 0, entdo M é conformemente equivalente

aS?.

2. Se M nao é compacta, entao M é conformemente equivalente ao plano complexo C,
ou ao cilindro A. Se M ¢é um cilindro e sua curvatura total € finita, entao M € flat
e totalmente geodésico. Se a curvatura escalar de N € positiva, entao M nao pode

ser um cilindro de curvatura total finita.
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Se a curvatura de Ricci de N € nao negativa, entdo a hipdtese de curvatura total finita

em 2 pode ser removida.

Demonstra¢ao. Caso 1: Utilizando o lema |6.11] reescrevemos a desigualdade de estabili-

dade

1
/ {ﬁ(ScalM + AP — KM} n* dr < / |Van|? do (6.27)
M M

Ja que a desigualdade acima vale para qualquer n € C§°(M), e M é compacta, podemos

tomar n = 1 em M, de modo que

/M {%(ScalM + |A|2)} dzx < /M Kypdx = 2mx (M)

Ja que Scaly, > 0, temos 27y (M) > 0, e ja que M é compacta e orientavel, M é

homemomorfa a S* ou T?. Se M é um toro, entao x(M) =0 e

1
/ —(Scaly; + |A*)dz =0
M2

Donde, Scaly, = |A]* = 0 em M, e M é flat e totalmente geodésica. Se Scaly, > 0,
entao 2mx(M) > 0, e M ¢ topologicamente uma esfera S2.

Caso 2: Mostraremos inicialmente que o recobrimento universal de M é o plano com-
plexo C. Suponha, por contradi¢cdo, que o recobrimento universal de M seja o disco

unitario D. Ja que M é estavel, existe uma solucao positiva de em M da equagao
1 2
—Apu+ Ky — §(ScalM + A )u=0

Passando ao recobrimento universal, existe uma solucao positiva de —Apu + Ky —
$(Scalyr + [AP)u = 0 em (D,ds?), onde ds® é a métrica induzida, o que implica que
a métrica ds? nao é completa, pelo lema m

Deste modo, o recobrimento universal de M é o plano complexo C, e desde que M
¢ parabdlica M ¢ conformemente equivalente ao plano C ou ao cilindro A (Vide [I1]).
Mostraremos que se o ultimo caso ocorre entao M é flat e totalmente geodésica. Seja
|dz|? a métrica flat de C, ds* = u(z)|dz?| a métrica induzida de M, e dv = udxdy o
elemento de volume. Considere um ponto zy € C e p(z) a distancia a zy na métrica

induzida ds?. Denote por Bgr(z) a bola geodésica de centro R e raio zy na métrica ds?,
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e por Dg(z) a bola de C na métrica flat. Considere para cada R o cut off logaritmico

nr : C — R, definido por

1, se p(z) <VR
nr(z) =4 2 — 2%’ se VR < p(x) <R

0, se p(x)>R
Utilizando a funcao ng na desigualdade de estabilidade temos

1
/ {—ScalM—l— ]A\Q—KM}CZU < / |V vmg|*do
Br(zo) 2 Br(20)\B./5(20)

< |VMnR\2d:cdy

/DR(ZO)\D\/E(ZO)
Onde a tltima desigualdade segue da invariancia conforme da integral de Dirichlet.

Através de calculos semelhantes aos da proposicao [2.8] temos

1
/ {—ScalM+|A|2—KM}dv§ ¢
Br(z0) 2 IOgR

1 C
/ {—ScalM + |A|2} dv < / Kydv + —— (6.28)
BR(ZO) 2 BR(Z()) logR

Desde que a curvatura total de M ¢ finita, podemos utilizar o teorema da convergéncia

dominada e fazer R — 0o, o que nos da

1
/{—ScalM—|—|A|2}dv§/ Kpydv (6.29)
M (2 M

Ja que M é topologicamente um cilindro, a desigualdade de Cohn-Vossen nos da
il 1 Kurdv < 0, donde concluimos que Scaly = 0 e M é totalmente geodésica. Deste modo,
o operador de estabilidade de M se reduz a —A 4+ K. Ja que M é estavel, de acordo com
a proposic¢ao [6.5], existe uma fungdo w positiva em M satisfazendo —Apw + Kyw = 0.

Considere a funcao w = logw. Calculando o laplaciano de w temos

~ 1 1
w w
Escolhendo ng como acima, podemos multiplicar a iltima equagao por (nz)? e integrar

por partes para obter
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/‘VMM%WPm”i/OMFKWM+2/7M“Mmva®dU
M M M
1 -
Si/OMPKMWP¥Z/|VMwFWM2+4/|VMm$mJ
M M M

Onde a tultima desigualdade segue das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder,

(nr)? |V a@]? + 4|V ymrl?

1 =

2Ine|| (Vung, Vyw) | <

Portanto,

3 ~
Z/ |VMw|2(nR)2dv§/(nR)ZKMdv—I—Zl/ Vgl (6.30)
M M M

Usando novamente a invariancia da integral de Dirichlet, e o fato que a energia do cut

off logaritmico decresce com ——, temos
log R

3 -
é_l/ ]VMw|2§/ Kydv
M M

Novamente pela desigualdade de Cohn-Vossen, concluimos que w é constante, donde
w é constante e ja que w uma solugao positiva de —Ay;w + Kyw = 0, concluimos que
Ky =0, donde M ¢é flat.

Por fim, suponha que M é conformemente equivalente a um cilindro e que Ricy > 0.

Aplicando a desigualdade de estabilidade, [I.58] ao cut off logaritmico temos

| Biextv.) +14R) o) < [ [Faenal?

Fazendo R — oo concluimos que M é totalmente geodésica. Ademais, Ricy(v,v) =0

em M. Ja que

Ricy(Ey, Ey) + Ricy (B, Ey) = 2Ky > 0

A curvatura Gaussiana de M é nao negativa, e ja que M é um cilindro, Ky; =0. [

Coroldrio 6.14. A 4inica superficie minima orientada, estdvel e completa em R? € o

plano.
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Observacao 6.15. Todas as quatro possibilidades do teoremal6.15 ocorrem; Por exemplo,
S? x R tem cuvatura escalar positiva e tem uma esfera S* estdvel. T? x R? ¢ flat e tem
um toro T? estdvel. Podemos tomar em C uma métrica de curvatura Gaussiana positiva
e tomando o produto com R construir uma métrica de curvatura escalar positiva em R3

tendo um plano C estdvel. Similarmente, A X R tem uma métrica flat com A estdvel.
Observacao 6.16. O caso 1 no teoremafoi provado por Schoen e Yau em [61)].

Observacgao 6.17. Em [32], foi conjecturado que a hipdtese do cilindro ter curvatura total
finita no caso 2 do teorema[6.15 era desnecessdria. Em [11], teorema 1.3, esta conjectura

foi provada.

6.3 Estimativas I’ e o Teorema de Schoen-Simon-

Yau

Teorema 6.18. (Schoen, Simon, Yau; [59]) Suponha que M™' C R™ é uma hipersu-
perficie minima orientdvel e estdvel. Para todo p € 2,2+, /(nQTU) e cada fungao Lipschitz

¢ com suporte compacto temos

/ APP$de < C(n, p) / Vard? (6.31)
M M

Demonstracao. Ja que M é estavel, hd uma estimativa natural para a expressao do lado
esquerdo. Utilizamos a funcao teste n = |A|'*f na desigualdade de estabilidade, para
g > 0 (caso contrario n ndo é Lispchitz), onde f é uma func¢ao de suporte compacto a ser

determinada, e obtemos

[ 1ape e < [ 1alAP A P
M M
< [ 10+ QAT AL+ AP P
M
< [ AP+ 0 Tl Al + AT P
M
< { [ ARG+ Q2 PIT AP 4+ AP 0P
M

+ [ 20 +q>rA\2qu<vM\A|,va>dx} (6.32)
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O préximo passo € estimar a expressao do lado direito de [6.32] Utilizamos a desigual-

dade de Simons, para limitar o termo envolvendo |V ]A[|?,

2
2 VAl < |AJAw]Al + A
2
—IVaJAIPIAPLS < AP Al A + [APT 2
Integrando sobre M, obtemos
2
[ VuAPAP e < [ plapts s [ pape syl
n—»141Ju M M
<{ [ a2 [ AP0 VulaDde
M M
~g+1) [ PIAPIT A (6.33)
M

Onde na ultima equagao utilizamos o teorema da divergeéncia:

/FGAMdez—/ Fg(VMG,VMH)d:E—/ Gg(VyF,VyH)dz
M M

M

2

—<_ obtemos
n—1

Combinando as estimativas [6.32] e [6.33] para 0 < ¢ <

2__¢p / APV | A2 2 < / A2y — 2 / FIA216(V 0, . V| Al
n—1 M M M
2 [ fQ\APqIVMIAH?d:v} ; { [ 1
M M
L (1429 / LAY | Al P+ / AP, f2da
M M
r20+0) | f|AP+2q9<vavM|A|>dx}
M
< / APV R + 2 / FIA[2g(5 31 . Varl Al e
M M

Aplicando a desigualdade das médias, 22y < ex? + %, obtemos

2
(2= ) [ arivulaipras < { [ ApesusPce [ Pap@ar
M M M

n
[ )
€ Jm

( - —QQ—GQ)/ F2APV Al Pde < (1+§)/ VafPIAPT 2 de (6.34)
M M

n—1
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A desigualdade nos d4 uma estimativa do termo envolvendo |V|A|> em fungao
de algo que nao depende de derivadas de |A|. O passo final é eliminar a dependencia
de |A] no lado direito da desigualdade. Aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na

equacao [6.32}, obtemos

[rarepas < {ava? [ PAPIglaPa s [ 1APEIT Pl
M M M
2(1-40) [ FAPHITu IVl
M
{2 [ Papivalapas v [ japee i
M M
[ 2 QAT AL - AP Va1
M
§2(1+q)2/ f2\A|2q|vM|A|\2dx+2/ | AP |V fIPdz (6.35)
M M
Onde na desigualdade [6.35] utilizamos a desigualdade das médias. Utilizando a de-

sigualdade para limitar a primeira parcela do lado direito de [6.35, temos para

2 2
—-q
n—1
€< =,

-1
4+29 12 9., < 2 q n / 2| A12q+2
/M|A| frdx < (2(1+q) (1+ E) D T +2) MIVMfI | A2 2 dy

(6.36)
Tomandop=qg+2, f =¢P, entao 2 < p < 2+ %, e a desigualdade de Holder nos
da
/ | AP d < C(n,p)/ |A[PP2*P 72|V 0| Pd
M M
p=1 1
<cloun ([ 1) " ([ 19uorar)”
M M
( / |A|2p¢2pdx) " < C(n,p) ( / |VM¢|2pda:> p (6.37)
M M

O que nos da o resultado. O

Concluimos esta secao com a seguinte geneneralizacao do teorema de Bernstein:
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Teorema 6.19. (Schoen, Simon, Yau; [59]) Suponha que M™' C R™ é uma hipersu-

perficie minima completa com fibrado normal trivial e estavel, n < 6 e que ezrista uma

constante V < oo tal que

VOZ(BR N M)

sup ——————= <V 6.38
R>Ig Rt - ( )

Onde By denota a bola centrada na origem e com raio R em R™. Entao M € flat.

Demonstracao. Para cada r > 0 seja ¢, : R" — R a funcao definida por

1, se |z|<r
or(z) = 2—@, se r<|z|]<2r
0, se |z|>2r
Consideramos a restricao de ¢, a M, e utilizamos a estimativa aplicada a esta

funcao teste

/ APP6%dz < C(n, p) / VardPde
Bo.NM

(Bar\ B, )NM

Ja que V¢ é a projecao de V¢ sobre o espago tangente, temos |V | < |Vy¢| < %,

portanto

/ | AP dr < C’(n,p)/ 7 *dx
BorNM (B2r\Br)NM

< C(n,p)r *Vol(By N M)

< C(V,n,pyr='-2% (6.39)

Onde na tltima desigualdade utilizamos a estimativa [6.38, Fazendo 2p = 4 + \/g <

sl

Donde o termo do lado direito da desigualdade [6.39] vai para zero quando r — oo.

4 4 %, temos

Concluimos assim que f Y |A|?P = 0, e portanto tal superficie é totalmente geodésica.
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