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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria dos sélitons de Ricci com-
pactos, os quais correspondem as solucgoes auto-similires do fluxo de Ricci.
Além disso, essas variedades podem ser vistas como uma generalizacao das
métricas de Einstein. Neste trabalho, mostraremos que todo séliton de Ricci
compacto tem curvatura escalar positiva. Além disso, mostraremos que o seu
grupo fundamental é sempre finito. Em particular, apresetaremos uma prova

feita por Perelman [19] que todo séliton de Ricci compacto é do tipo gradiente.

Palavras-chave: Sélitons de Ricci, métricas de Einstein, Fluxo de Ricci.



Abstract

The aim of this work is to study the geometry of the compact Ricci soliton,
which correspond to self-similar solution of the Ricci flow. These manifolds
are natural generalization to Einstein metrics. Here we shall prove that every
compact Ricci soliton has positive scalar curvature. Moreover, we show that
its fundamental group is finite. Finally, we prove that every compact Ricci

soliton must be gradient.

Keywords: Ricci solitons, Einstein metrics, Ricci flow.
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Introducao

Em 1982, Hamilton introduzia o conceito de fluxo de Ricci em [13]. Mais
precisamente, Hamilton definiu o fluxo de Ricci

99 _ apic(g(r)

para estudar variedades tridimensionais compactas com curvatura de Ricci
positiva. Nas ultimas décadas, Hamilton provou varios teoremas importantes
sobre fluxo de Ricci e langou os fundamentos para o método de abordagem da

conjectura de Poincaré e a conjectura de geometrizagao de Thurston via fluxo
de Ricci.

Nas equacoes diferenciais parciais existe um conceito fundamental que é
o de reescalonar e aplicar a féormula da monotonicidade para obter solugoes
auto-similares. No fluxo de Ricci, tais solugoes sao chamadas de sélitons de
Ricci.

Neste trabalho iremos estudar a geometria dos sélitons de Ricci compactos.
O primeiro resultado que apresentaremos foi provado por G. Perelman [19]

através do seguinte teorema.
Teorema 0.1 Todo soliton de Ricci compacto € gradiente.

O Teorema acima mostra que existe uma funcao diferencidvel f : M" — R
chamada de potencial de Perelman tal que o campo que define o séliton pode
ser dado pelo gradiente de f.

Na sequéncia, considerando tal teorema, demonstraremos a seguinte pro-

posicao.

Proposicao 0.1 Todo soliton de Ricci compacto estaciondrio ou expansivo

tem curvatura escalar constante.

Através desta proposicao chegaremos a conclusao de que todo séliton de

Ricci compacto estacionario ou expansivo é trivial.
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Dando prosseguimento ao nosso estudo sobre os sélitons de Ricci com-
pactos, demonstraremos através de uma proposicao que todo séliton de Ricci
contratil em variedades de dimensao dois (Hamilton [12]) é trivial.

Além disso exibiremos alguns exemplos se sélitons de Ricci e entao conclui-
remos que sélitons de Ricci compactos nao triviais existem apenas em dimensao
maior ou igual a quatro (Cao [5]).

Também encontramos uma relagao entre o campo inicial X e o campo V f
obtido por Perelman. Para chegarmos a essa relagao usaremos o Teorema da

decomposicao de Hodge-de Rham em [I] e provaremos o seguinte teorema.

Teorema 0.2 Seja (M", g, X, ) um séliton de Ricci compacto. Entdo o po-
tencial de Perelman € igual ao pontencial de Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Finalmente, mostraremos que o grupo fundamental de um séliton de Ricci

compacto ¢ finito (Fernandez-Lopes [11]).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria
Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura

complementar [2], [7] e [9)].
1.1 Alguns conceitos sobre tensores

Consideremos V um espaco vetorial de dimensao finita e V* o espaco dual de

V. Denotaremos os valores da aplicacao V* x V' — R por
(W, X) = (W, X) ou (w,X)— w(X)
paraw e V*, X e V.

Definicao 1.1 Um k—tensor covariante em V' é uma aplicacio multilinear
F:Vx..xV =R

Similarmente, um [—tensor contravariante é uma aplicacao multilinear
F:V*x . xV*=R.

E um tensor do tipo (I,k), também chamado de um tensor k—covariante e

[—contravariante, € uma aplicacao multilinear

F:Vix. .. xV*xVx..xV—=R.

14



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

A estrutura de produto interno sobre os espacos tangentes a uma variedade
Riemanniana torna possivel visualizar tensores de diferentes maneiras. Ve-
remos isso com o tensor Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observacgao
fundamental é que uma aplicacao bilinear pode ser interpretada como uma
aplicagao linear quando se tem uma estrutura de produto interno, como mostra

o seguinte lema, cuja demonstragao pode ser vista em [2].

Lema 1.1 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Existe um isomor-
fismo entre o espago dos (I + 1,k)—tensor Tyt (V) e o espaco das aplicages
multilineares

\V*><-~-><V*><V><---><VJ—>V.

l k

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (I+1, k) —tensor, iremos
trabalhar com este na forma de uma aplicacao multilinear como vimos no
lema anterior. Além disso, em todo o texto usaremos a convencao de Einstein
para soma, que consiste em omitir o sinal do somatoério quando temos indices

cruzados repetidos, por exemplo
n .
Yi = Z z E
j=1

¢ equivalente a y; = ! Ej.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotard uma variedade Riemannnina n-dimen-
sional com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel comutativo das

fungoes diferenciaveis (ou de classe C*°) sobre M serd denotado por C*(M).

Definigao 1.2 Definamos a derivada covariante de um (1,7)—tensor S,

como sendo o (1,7 + 1)—tensor V.S : (M) — X(M) dado por

VS(X,Y1,..Y,) = (VyS)(Yi,....Y))

r

= Vx(S(M,....%,) = Y S(Vi,.... VxYi,....Y,).

=1

15



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Dizemos que um tensor S é paralelo se VS = 0. Observe que uma métrica

Riemanniana g ¢ um tensor paralelo, pois
para quaisquer X, Y7, Yy € X(M).

Definigao 1.3 Seja f: M — R uma func¢ao diferencidvel. O gradiente de f
é o campo diferencidvel V f, definido sobre M por

para todo X € X(M).

Proposicao 1.1 Sejam f,h € C*(M), entdio
(1) V(f+h)=Vf+Vh.

(2) V(fh) =hV f + fVh.
Além disso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2 Seja f € C®(M). Dados p € M e v € T,M, seja
v i (—g,e) = M uma curva diferencidvel tal que v(0) = p e 7'(0) = v.
Entao

o(V,0)(p) = S o] (1)

t=0

Em particular, se p € um ponto de mdrimo ou de minimo local para f, entdo

Vf(p)=0.

Para uma prova da proposi¢ao acima, veja [2].

Agora, observe que, se tomarmos p € M, v € T,M e considerarmos
feC®M), ¢ : R - R uma fungao diferenciavel e v : (—£,6) — M uma
curva diferencidvel tal que v(0) = p e 7/(0) = v, pela proposigao acima temos

que

o600 Nv) = Soofor)d)]

= GU) ST o)

= (¢'o f)g(Vf,v)(p).

16



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Portanto, V(¢ o f) = ¢'(f)Vf.

Definicao 1.4 Dada uma fung¢do diferenciavel f : M — R, dizemos que
p € M é um ponto critico de f se Vf(p) = 0. Em particular, seque da
Proposi¢ao[1.3 que todo ponto de mdzimo ou de minimo local de f é um ponto

critico de f.

Corolario 1.1 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M — R

uma funcgao diferenciavel. Se Vf =0 em M, entao f é constante em M.

Proposicao 1.3 Se f € C*(M) eU C M é uma vizinhanga coordenada, com

campos coordenados %, cee %, entdo o gradiente de f é dado em U por
Vf= gklﬁi
Oxt Ok’
Em particular,
Vi =gt O
Oxk Oxt’

Definicao 1.5 Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia

de X € uma funcao diferencidvel div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) =tr{v— (V,X)(p)}, (1.2)

onde v € T,M e tr denota o tragco do operador linear entre chaves.

De maneira similar a definicao anterior, podemos definir a divergéncia de
um (1, r)—tensor S como sendo o (0, r)—tensor

(div S)(v1,...,v,) = tr{ww— (Vyu,9)(v1,...,0.)}

n

- Zg((veiS)(Ul, o ,Ur),ez)v

i=1
onde {e;} é uma base ortonormal de T,M. Lembre que um referencial or-
tonormal {Fi,...,E,} em um aberto U C M ¢é geodésico em p € U se
(Vg E;)(p) = 0 para todo 1 < i,j < n. Para a constru¢do de um referencial

geodésico em uma vizinhanca de p, veja Capitulo 3 de [9].

17



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Definicao 1.6 Seja f : M — R uma funcao diferencidavel. O Laplactano de
f € a fungio Af : M — R dada por

Af = div (V). (1.3)

Definicao 1.7 Seja f : M — R uma funcao diferenciavel. O Hessiano de
f € o campo de operadores lineares (Hess f), : T,M — T,M, definido para
v e T,M por

(Hess f), (v) = V, V.

Segue da definicao da conexao Riemanniana que se X é qualquer extensao

de v a uma vizinhanca de p € M, entao

(Hess f), (X) = Vx V.

Proposicao 1.4 Se f: M — R é uma funcao diferenciavel e p € M, entao
(Hess f)p : T,M — T,M ¢é um operador linear auto-adjunto.

Proposicao 1.5 Se f: M — R é uma funcao diferencidvel, entao
Af =tr(Hessf). (1.4)

Prova: E suficiente provar a igualdade do enunciado em cada
p € M. Para tanto, seja U C M uma vizinhanca de p onde esteja definido um

referencial ortonormal {ey, ..., e,}. Entao

tr (Hess f), = Zg ((Hess f)p(ei), ei) Zg (Ve, Vi e)lp)
= dw(Vf)( ) = Af(p).

O

Defini¢ao 1.8 Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O temsor curva-

tura de Riemann é o (1,3)—tensor Rm : X(M)* — X(M) dado por

Rm(X,Y)Z = VxyZ—-V3y,Z
= VxVvZ —VyVxZ —VixyZ,

para todo X,Y,Z € X(M).

18



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,

definido por Rm : X(M)* — C>(M)

Rm (X,Y,Z W) =g(Rm (X,Y)Z,W).

Proposicao 1.6 O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propri-

edades
(1) RBm (X,Y,Z, W) = —Rm (Y, X, Z,W) = Rm (Y, X, W, Z).
(2) Rm (XY, Z,W)=Rm(Z,W,X,Y).
(3) Primeira identidade de Bianchi
Rm (X,Y)Z + Rm (Y, Z)X + Rm (Z, X)Y = 0.
(4) Segunda identidade de Bianchi
(VZzBRm)(X,Y, W)+ (VxRm)(Y,Z, W)+ (VyRm)(Z, X, W) = 0.
Para uma prova veja Capitulo 3 de [20].

Definicao 1.9 Seja P C T,M um subespago bi-dimensional do espago tan-

gente. A curvatura seccional de P em p € dada por

g(Rm (X,Y)Y, X)
X.Y)=
see(XY) = PV = g(X, V)7

onde X,Y € P sao dois vetores linearmente independentes de T, M. Lembre

que esta defini¢ao nao depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [9]).
Observe que, se {e1, es} é uma base ortonormal de P, entao

sec(eq,e2) = g(Rm (e1,e2)eq, €1).

Definicao 1.10 Definimos o  tensor curvatura de Riccr
Ric: X(M)? — C>(M) como sendo o trago do tensor curvatura de Riemann,
1.e.,

Ric(Y,Z) = tr {X — Rm (X,Y)Z},
onde X,Y,Z € X(M).

19



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de 7,M, entao

Ric(v,w) = Zg (Rm (e;,v)w, ¢;) Zg (Rm (e;, w)v, e;) = Ric(w,v).

=1
Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido
como o (1, 1)—tensor simétrico

n

Ric (v) = Z Rm (v, e;)e;.

i=1
Se (M,g) satisfaz  Ric(v) = kv, ou equivalentemente,
Ric(v,v) = kg(v,v) onde k : M" — R ¢é uma funcdo em M, entao (M, g)

¢ dita uma variedade de Einstein.

Definicao 1.11 A curvatura escalar de uma variedade ¢ a func¢ao

R: M — R dada por

R = tr Ric.
Se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de 7,M, entao
R = tr Ric

= ZQ(RZ'C (ej),€;)

= Z g(Rm (e;, ej)e;, e;)

ij=1

= 2 Z g(Rm (e;, e;)e;, ;).

i<j
Portanto,

R= QZSGC (e, €5). (1.5)

i<j
A proposicao seguinte mostra alguns resultados importantes que serao bas-

tante uteis no decorrer deste trabalho.
Proposicao 1.7 Em uma variedade Riemanniana M™, vale.

1. Segunda Identidade de Bianchi contraida 2 vezes

dR = 2div Ric. (1.6)

20



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

2. Quando n = 2, vale
R

3. Identidade de Ricci

ViV Zk — V;ViZi = RijisZs. (1.8)

Prova: Para uma prova do item 1 veja [2].

Para o segundo item, vamos considerar {e;, e} uma base ortonormal para

T,Me XY € X(M), assim
Ric(X,Y)(p) = Ric(Xie1 + Xaea, Yier + Yoes)
= XjYiRic(er,e1) + X1YsRic(er, e5) + XoYi Ric(ea, e1) + XoYa Ric(ea, €3).
Como Ric(ey, e2) = (Rm(ey, e1)ea, e1) + (Rm(eq, e1)es, e2) = 0, logo

Ric(X,Y)(p) = X1Y1Ro112 + XoYoRioo1

E, pela equagao (1.5, teremos

Ric(X,Y)(p) = (X1Y1+ XoYs)sec(eq,eq)
R
= (X1Y1 + XZ}/Z)E

R

= 59(X7 Y)(p).

Como queriamos demonstrar.
E para obtermos a Identidade de Ricci, basta considerarmos

X,Y,Z € X(M) e usarmos a definigao (1.8) em coordenadas, ou seja
VZV]Zk — v]vlzk = RijksZs-

Assim, finalizamos a demonstracao da proposicao.

21



1.3 Campos de Killing

1.3 Campos de Killing

Defini¢ao 1.12 Seja a um tensor e X um campo completo (esta definigao
estende-se ao caso em que X nao € completo e somente define um grupo a
1—parametro de difeomorfismos locais), a derivada de Lie de o com respeito

a X € dada por
d

Lya=lm-(gja—a)=—| via,

onde p; € o difeomorfismo induzido pelo ;.

Proposicao 1.8 A derivada de Lie com respeito a X € X(M) satisfaz as

sequintes propriedades:

(1) Se f € C>°(M), entio Lxf = Dxf.
(2) SeY € X(M), entio LxY = [X,Y].
(3) Sejam «v e [ tensores, entio Lx(a® B) = (Lxa)®@ B+ a® (Lxp).

(4) Se a € um (0,r)—tensor, entdo para quaisquer Y7,...,Y, € X(M)

_Za(}/lw"vY;—L [Xa}/;]v}/;-‘rl)-“ayr)
i=1
= (Vxa)(V1,....Y})

+Za<}/17' .. a}/ithYiXa}/i«Fl?' e 7}/;”)
i=1

Para uma prova veja Capitulo 13 de [17].

Observagao 1.1 Se ¢ : M — M é um difeomorfismo, o um tensor e X €
X(M) temos

*

P (Lxa) = Lox(0a).
Se f: M — R, entao

Qp*(vgf) = V«p*g(f 0 ).

22



1.4 Variedades Kahler

Se p(t) : M — M é uma familia a 1—parametro de difeomorfismos e a é um

tensor, entao

9 (pltya) = Lxielt)'o,

onde

t=t0: (SD(tO)il) *%gp(t)

Definigao 1.13 Dizemos que um campo X de vetores diferencidvel sobre (M, g)

X(ty) = %(@(to)l o s@(t))

t=to

é de Killing se Lxg = 0. Se X é um campo de Killing completo, entao o
grupo a 1—parametro de difeomorfismos @, que sao gerados por X é um grupo

a 1—parametro de isometrias de (M, g).

Proposicao 1.9 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X €

X(M) € um campo de Killing, entao X é completo.

Para uma prova veja Capitulo 9 de [18].

1.4 Variedades Kahler

No capitulo seguinte, veremos alguns exemplos de sélitons de Ricci compac-
tos, os quais sao definidos em variedades Kahler. Para entendermos tais
exemplos, primeiro, precisamos entender como é caracterizada esta classe de

variedades.

Definicao 1.14 Uma variedade complexa M" de dimensao complexa n
¢ uma variedade suave de dimensao (real) 2n munida de um atlas formado
por cartas @, : Uy, — C" = R*™, satisfazendo a condigao de que sempre que

UoNUs # @ a mudanga de coordenadas

03 09" pa(Us NUs) = 03(Us N Up)

¢ uma func¢ao holomorfa de n variaveis complexas. Neste caso, cada ¢ : U, —
C € uma carta coordenada holomorfa, ou ainda um sistema de coor-
denadas coplexas em M™ e o conjunto das ¢ s € um atlas complexo para

M™.

23



1.4 Variedades Kahler

Como toda funcao holomorfa é analitica, entao toda variedade complexa
é, de fato, uma variedade real analitica, ou seja, se ¢ : U — C™ é uma carta
coordenada holomorfa em M", com ¢ = (21,...,2,) € z; = x; + 1y; para
1 < j <mn,entdo ¢ = (x1,Y1, ..., Tn,Yn) € uma carta coordenada analitica de

M™, vista como variedade analitica real.

Exemplo 1.1 O n-espaco euclidiano complezo C", com o atlas formado pela

aplicacao identidade, é uma variedade complexa de dimensdao n.

Exemplo 1.2 Se M ¢ uma variedade complexa de dimensao (compleza) n e
U C M é um aberto nao-vazio, entao U também ¢é uma variedade complexa

de dimensao n, quando munido do atlas induzido.

Definicao 1.15 Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade di-
ferencidvel de dimensdao 2n M € a escolha, para cada p € M, de uma estru-
tura complexa J, : T,M — T,M, a qual é diferencidvel no sequinte sentido:
para cada p € M existem coordenadas locais (x1, ..., %2,) definidas numa vizi-

nhanga U dep em M e tais que a matriz de J, com respeito a base coordenada

{ 0 0 } de T,M tem a forma

(9551’.“’ 0$2n
0 0
Ip (@)p = Ju(p) <%)p,

com Jiy € C®(U) para todos 1 < k < mn, 1 <1 < 2n. Nesse caso, dire-
mos que M é uma variedade quasi-complexa e que as funcoes Jy sdo as

componentes de J com respeito as coordenadas (xq, ..., Zap).

Observagao 1.2 Se M™ ¢ uma variedade diferencidvel de dimensao n, o fi-

brado tangente complexificado de M" ¢ o produto tensorial
TM® =TM ®g (M x C),

com espaco de secoes claramente isomorfo a complezificacio X(M)® de X(M).

Observacao 1.3 Suponha agora que M™ € quasi-complexa com estrutura quasi-

compleza J. Para X € X(M), pondo (JX), = J,X, para cada p € M obtemos
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1.4 Variedades Kahler

um campo JX € X(M) tal que a aplicagdo

J o X(M)— X(M)
X—=JX

define uma estrutura complexa no espago vetorial real X(M).

A proposicao a seguir garante que toda variedade complexa é uma varie-

dade quasi-complexa, cuja demonstragao encontra-se em [3].

Proposicao 1.10 Se M ¢é uma variedade compleza de dimensao (complexa)
n e (z1,...,2,) € um sistema de coordenadas complexas para M definido em

um certo V. C M, entao, para p € V, o operador linear J, : T,M — T,M tal

0 0 0 0
2(an),~ (o), « #(am),~(a0),

independe das coordenadas z, = xp + 1y, escolhidas e define uma estrutura

ue

quasi-complexa em M.

Agora, ao longo dessa secao, M denotara uma variedade complexa de di-

mensao (complexa) n e estrutura quasi-complexa .J.

Uma métrica Riemanniana (.,.) em M é Hermitiana se
(JX,JY) = (X,Y),

para todo X,Y € X(M).

Toda variedade complexa M pode ser munida de uma métrica Hermitiana
qualquer (.,.) em M. Para isto, basta denirmos um (0, 2)—tensor g em M da
seguinte maneira.

g(X,Y)=(X,Y)+ (JX,JY),

temos ¢ claramente suave, simétrico e positivo definido, além disso

g(JX,JY) = (JX,JY)+ (J?X, J?Y)
= (JX,JY)+(-X,-Y)
= g(X7Y)
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1.4 Variedades Kahler

assim, g ¢ Hermitiana.

Uma variedade Hermitiana é uma variedade complexa munida de uma

métrica Hermitiana. Nesse caso, se w é o 2-tensor em M dado para X,Y €
X(M) por
w(X,Y)=(JX,Y),

entao w é uma 2-forma em M, denominada a forma Kahler de M.

Observacao 1.4 Como w € claramente suave, basta mostrarmos que w € al-
ternada, isto €, w(X,X) = 0. De fato,
wX,X) = (JX,X)=(J?X,JX) = (—X,JX)
= —w(X,X).

Logo, w(X, X) — 0.

Definicao 1.16 Se M é uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa
J, uma métrica Kahler em M ¢ uma métrica Hermitiana g em M cuja forma

Kibhler € fechada. Nesse caso, (M, J,g) € uma variedade Kdhler.

Proposicao 1.11 Se M ¢ uma variedade Hermitiana com estrutura quasi-

complexa J e conexao de Levi-Ciwita V, entao M é Kdhler se e so se VxJ =0

para todo X € X(M).
Para uma prova, veja capitulo 2 de [3].

Observagao 1.5 Sendo M wma variedade Kdhler, temos que w € paralela,
logo (Vxw)(Y,Z) =0 para quaisquer X,Y,Z € X(M). Por outro lado, temos
que
(Vxw)(V,2) = X(w(Y,2)) —w(ViY, Z) —w(Y,VxZ)
= X(JY,Z)—(JVxY,Z)—(JY,VxZ)
= (VxJY,Z)+(JY,VxZ) — (JVxY,Z) — (JY,VxZ)
= (VxJY, Z) — (JVxY, Z).

Logo,
(VxJY,Z) = (IJVxY,Z).
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1.4 Variedades Kahler

Portanto,

VxJY = JVxY.
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Capitulo 2

Solitons de Ricci compactos

2.1 Definicoes e formulas em sélitons de Ricci

O conceito de séliton de Ricci foi introduzido por Hamilton [12] por volta dos
anos 80. Os sélitons de Ricci sao generalizagoes naturais de métricas Einstein

e correspondem a solugoes autosimilares do fluxo de Ricci.

Neste capitulo tentaremos entender a geometria dos sélitons de Ricci, para
isso M"™ sera considerada uma variedade completa e conexa de dimensao n e
quando for mencionado que M"™ é uma variedade compacta significard que é

fechada.

Definicao 2.1 Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferencidvel
M™ de dimensao n € chamada um soliton de Ricct se existe um campo
vetorial diferencidvel X € X(M) tal que o tensor de Ricci da métrica g satisfaz
a equacao

1
Ric+ Eﬁxg = \g (2.1)

onde Lxg € a derivada de Lie da métrica g em relacio ao campo X e A € R.
Além disso, se X é um campo vetorial gradiente, entdo temos um soliton de

Ricci satisfazendo a equacdo
Ric+ Hessf = Ag. (2.2)

para alguma funcgao diferencidavel f - M™ — R que, ocasionalmente, é chamada

de funcao potencial do sdliton de Ricci. Este soliton é chamado soliton
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2.1 Definicoes e férmulas em sélitons de Ricci

de Ricci gradiente ou, simplesmente, soliton gradiente.

A equagao fundamental do sdliton de Ricci (2.1)) pode ser reescrita em

funcao da conexao de Levi-Civita usando o lema seguinte.

Lema 2.1 Em uma variedade Riemanniana (M",g) temos
(Lx9)i = ViX; + V,;X;, (2.3)

onde V denota a conexao de Levi-Civita da métrica g, para qualquer campo

vetorial X.

Prova: Sejam os campos vetoriais X,Y,Z € X(M). Usando a regra do pro-
duto e a compatibilidade com a métrica Riemanniana na conexao de Levi-

Civita, temos

Lxg(Y,Z) = X(9(Y.Z)) —g(LxY,Z) — g(Y,LxZ)
- <VXKZ>+<Y7VXZ>_<[X7Y]’Z>_<Y7 [X>Z]>
= (VxY - [X,Y],Z)+(Y,VxZ — [X, Z]).

Dessa forma,

Lxg(Y,Z) =(VyX,Z) + (Y, VzX)
Assim, em coordenadas, temos
(Lxg)ij = ViX; + V; X, (2.4)

U
Portanto, podemos usar o Lema juntamente com a equacao ([2.1|) para
obtermos
R;; + %(VZ-Xj + V;X;) = Agij (2.5)
e quando X = V f, temos
Ri; + ViV, f = Agij (2.6)

Quando M™ for uma variedade complexa teremos um séliton de Ricci

Kahler definido da seguinte forma.
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2.1 Definicoes e férmulas em sélitons de Ricci

Definicao 2.2 Uma métrica Kahler g,5 em uma variedade compleza M™ de
dimensao complexa n € chamada um soliton de Ricci Kdahler se existe um
campo vetorial holomorfo X em M™ tal que o tensor de Ricci R,z da métirca

907 satisfaz a equagao

1
RO&B + g(VaXE + VEXQ) = Agaﬁ
para alguma constante (real) A. Se X € um campo gradiente entdao temos um

soliton de Ricct Kdahler gradiente satisfazendo

Rag + Vava = )\gag € VQVQf =0
onde f € a funcao potencial f : M™ — R.

Um sdliton de Ricci é chamado expansivo, estacinario ou contratil se

a constante A € R é, respectivamente, negativa, nula ou positiva.

Na proxima proposicao iremos trabalhar com algumas consequéncias da

equagao ([2.6)).

Proposicao 2.1 Seja (M, g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente, entio va-

lem as sequintes equagoes:

R+ Af=Mn (2.7)
V.R=2R;V'f (2.8)

V,Rix — ViRjk = RijusV°f (2.9)
R+ |Vf|> = 2\f = constante (2.10)
AR = (VR,Vf) + 2\R — 2|Ric|*. (2.11)

Prova: Como (M™, g,V f,\) é um séliton de Ricci gradiente, entdo tomamos

o trago da equagao fundamental do séliton (2.6 para obtermos
R+ Af = \n.

Para provarmos o segundo item, calculamos o divergente da equagao (2.6]) e

aplicamos a Segunda Identidade de Bianchi contraida duas vezes e encontramos

1
AR+ divV?* f = 0. (2.12)
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2.1 Definicoes e férmulas em sélitons de Ricci

Por outro lado, a Formula de Bochner cuja demonstracao pode ser vista
em [8] nos diz que

div(V?f) = Ric(Vf) + VAF.
Aplicando este fato a equagao (2.12]) obtemos
1 )
SViR+ RV f +ViAf = 0. (2.13)

Agora derivando a equagao (2.7)) obtemos

Substituindo a expressao acima na equagao (2.13]) encontramos
1 )
éviR + RV f —=V,R=0.

Portanto,

VR =2R;V’ .

O que prova o segundo item.

Prosseguindo com a demonstracao, pela equagao (2.6|) temos que
Ry, = Agix — ViV [.
Dessa forma

V]Rik - viRjk = Vj()\gik - Vika) - Vz‘()\gjk - Vjka)
= —VjVinf + ViVijf
= V,V,Vif — V,V,V,f.

Usando a identidade de Ricci, obtemos a terceira equagao ([2.9)).

Agora consideremos a expressao
2
R+ |Vf|F=2)\f.
Derivando tal expressao, encontramos

V(R +|Vf]2—2\f) = VR + V|V[]2 - 2AV [,
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Usando a equagao ([2.8]) temos
V(R+|Vf|? —2)f) = 2Ric(Vf) + V|Vf|* = 2AVf. (2.14)
Agora observe que, dado Y € X(M), temos

(VIVIEY) = Y(VfP)
= 2AVy V[, V)
= 2Hessf(Y,Vf)
= 2Hessf(Vf,Y)
= 2(Vy;VLY).

Logo,
VIV = 2VysV 1.

Usando essa igualdade juntamente com a equagao (2.6) em ([2.14)), obtemos
V(R+|Vf> = 2\f) = 2Ric(Vf) + 2Vy;Vf — 2AVf = 0,

portanto,

R+ |Vf|? — 2\f = constante.

Finalmente, para obtermos a equacao (2.11)), calculamos o divergente da
equagao (2.8) e encontramos

AR = 2div(Ric(Vf)) (2.15)
= 2(divRic)(Vf) + 2(V*f, Ric). (2.16)
Pela equagao ([2.6]), temos
V2f = \g — Ric.
Usando isto em (2.19), deduzimos que

AR = 2(divRic)(Vf) +2(\g — Ric, Ric)
= 2(divRic)(Vf) + Mg, Ric) — 2(Ric, Ric)
= 2(divRic)(Vf) + 2AR — 2| Ric|?
= (dR)(Vf) + 2\R — 2|Ric|?,
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2.1 Definicoes e férmulas em sélitons de Ricci

o que implica

AR = (VR,Vf) + 2AR — 2|Ric|>.

Assim finalisamos a prova da proposicao. 0
A teoria dos fluxos de Ricci foi utilizada por G. Perelman para demonstrar
a conjectura de Poincaré. Dentro dessa teoria temos o estudo dos soélitons
de Ricci que representam os pontos estaciondrios do fluxo. A conexao entre

solitons de Ricci e o fluxo de Ricci fica evidenciada pelo seguinte resultado.

A
Teorema 2.1 Se | M™, go, fo, —5) ¢ um soliton gradiente com o campo gra-

diente Vg, fo completo, entio existe uma solugcio g(t) do fluro de Ricci, isto
€,

W — aic(y(),
com g(0) = go, difeomorfismos ¢(t) com ¢(0) = Idy;, fungoes f(t) com f(0) =

fo, definido para todo t, tal que 7(t) = Mt + 1 > 0, sastifazendo:

(1) ¢(t) : M™ — M™ é uma familia a 1 parametro de difeomorfismos gerados

por X(t) = %(Vgofo), isto €,

o 1
500 = 5 (Vo) (@)

g(t) = 7(t)o(t)" go;

f(t) = fooo(t) = o(t) (fo);
(4)
Ric(g(t)) + Voiy Vo f() + 5~

onde Vo f(t), € o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Para uma prova veja [2].

O Teorema ([2.1]) diz que dado um séliton de Ricci gradiente com V f com-
pleto, existe uma solucao do Fluxo de Ricci que € igual ao soliton gradiente em
algum instante e mais ainda, a solucao é ainda um soliton de Ricci gradiente

para todo t no intervalo de definicao da solucao.
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A seguir exibiremos alguns exemplos classicos de sélitons de Ricci gradi-

ente.

. Soliton Gaussiano: (R™, g,V f,A) onde f : R" — R é dada por, com

f= §|a:|2, x € R", A € R e g éamétrica canonica do R" ¢ um séliton

de Ricci gradiente chamado soliton Gaussiano.

. Séliton Charuto: (R?,gs, Vs f,\) com

gr = 1—|—+;+y2’

onde g é a métrica canonica do R* e f : R? — R é dada por
flz,y) = —log(1 + z* + y*) é um sdliton de Ricci estacionério cha-
mado de séliton charuto. Tal séliton também ¢é conhecido na fisica como

buraco negro de Witten.
Séliton de Bryant: Para n > 3, temos que (S"! x (0,00), 9, Vf, \) onde
g=dr* 4+ ®(r)*gsn,

¢ um soliton de Riccl rotacionalmente simétrico com curvatura seccional

positiva conhecido como séliton de Bryant.

Soliton de Ricci cilindrico contrdtil: Consideremos o produto da esfera
shrinking com a reta, isto é, (S"! x R), t € (—00,0), n > 3, onde
g(t) = 2(n — 2)[t|gsn—r + dr*.

Se tomarmos

2
F(O0,r 1) = ﬁ,e eS"lreR,t <0,
entdao temos que (S"! x R, g, Af,\) é um séliton de Ricci gradiente

contratil.

Soliton de Ricci compacto em uma variedade Kdhler: Para a dimensao
real igual a quatro, o primeiro exemplo de séliton contratil compacto foi
construido no inicio dos anos 90 por Koiso [16] e, independentemente,
por Cao [4] na superficie compacta complexa CP?#(—CP?), onde (—CP?)

denota o espago projetivo complexo com a orientagao contraria.
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2.2 Teorema de Perelman

2.2 Teorema de Perelman

Em [19], Perelman provou que um séliton de Ricci compacto é sempre gradi-
ente.  Mais precisamente, provou que existe uma funcao diferenciavel
f: M™ — R tal que o campo que define o séliton pode ser dado pelo gra-
diente de f. Esta funcao é conhecida como potencial de Perelman. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.
Teorema 2.2 (Perelman [19]) Todo soliton de Ricci compacto é gradiente.

Prova: Podemos considerar a equagao do soliton de Ricci da seguinte forma
1
Rij + é(viwj + ijz‘) = Agij, (2.17)

onde w é a 1-foma associada ao campo X, isto é, w(.) = (., X) = X”.
Considerando A em ([2.17)), fagamos um cédlculo independente para uma

funcao f: M"™ — R genérica,

G"VR{2(Ri + Vi f = Agiy)e T} = ¢M{2ViRy; + 2V, ViV, fre!
+9"" {2(Ri; + Vi f = Agij)} Vi(e™)
= 20"V Ry + 207"V, ViV, fle
—{2¢"Ri;Vi(f) + 29" V3, f Vi (f)
—2X¢"" g,V fYe .
Usando a identidade de Ricci, obtemos
P"V2(R V= Agig)e !y = {ViR+ 29"V, ViV, f + 2R, Vo fYe™!
—{2Ry V" f + 29"V [V f — 20V, fre ™!
= VAR+2Af — V> +21f} e/,
Podemos considerar a existéncia de uma funcao f : M"™ — R tal que

R+ 2Af — |Vf? +2\f = C,

onde C' é uma constante e A > (. Tal existéncia é garantida pela minimizacgao
do funcional de Perelman W definida em [19], juntamente com uma estimativa

de Sobolev em [21], para maiores detalhes veja [10].
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2.2 Teorema de Perelman

Portanto, podemos garantir que
¢*V i {(Ric + Hessf — Ag)e !} = 0.
Dessa forma, se considerarmos o tensor

Ti = (Vif — wi)g™ (Rij + Vi, f — Agij)e 7,

J

temos que

9"V, = (ViVif — Viwr)g" g (Ri; + Vi f — Agij)e!

j
= (2V,Vif — Viwr — Viw))g" ¢" (R + V?jf - /\gij)ga
usando a equacao ([2.17]), obtemos
9"VT; = g¥¢" 2V Vi f + 2Ru — 2Agu) (Ri; + Vi, f — A.)
Logo,
divT = |Ric + Hessf — \g|*e™7.
Portanto, 0 < |Ric+ V2f — Ag|*e/ = divT. Integrando |Ric+ V2f — \g|?e~/

e usando o Teorema de Stokes, obtemos
Ric+ Hessf = Ag.

Assim (M, g,V f,A) é um soliton gradiente com potencial f. O

Pelo Teorema acima podemos concentrar nosso estudo nos sélitons de Ricci
gradiente. E com a seguinte proposi¢ao, poderemos restrigir tal estudo aos

solitons de Ricci gradiente contrateis.

Proposicao 2.2 Todo soliton de Ricci compacto estaciondrio ou expansivo

tem curvatura escalar constante.

Prova: Suponhamos que R atinja seu valor minimo no ponto p € M e repre-

sentemos por R(p) = Ryin. Assim
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Integrando sobre M a equacgao (2.7)), temos

/Rdu—i—/ Afd,u:/ nAdpu.
M M M

Como M é variedade compacta sem bordo, pelo Teorema de Stokes temos

/ Afdp =0,
M

/ Rdp = nAvol(M),
M

que
portanto

o que implica em

1 |
N = D /M Rz s /M Rindyt = Rmin (2.18)

com igualdade se, e somente se, a curvatura escalar for constante. Desta

forma temos que

Agora consideremos a equagao (2.11)) dada por

AR = (VR,Vf) + 2AR — 2|Ric|>.

Como o )
Ricl? = |Ric? — LD g B
n n

Portanto, substituindo esta ultima equagao em ([2.11)), encontramos

o, 2R?
AR = (VR,Vf)+ 2\R — 2|Ric|* — —~
2R?
<(VR,Vf)+2\R — -
2R
=(VR,Vf)+ 7(71)\ —R).
Aplicando no ponto de minimo p, temos
0 < AR(p) < " (An — Rpin)-

Logo, Rin > 0.
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Sendo o séliton expansivo ou estacionario, entao A < 0. Dessa forma, temos
0>An> Ryim > 0.

Assim, ocorre a igualdade na equagao (2.18). Portante R é constante.
O

Como consequéncia, teremos que todo séliton de Ricci compacto esta-
cionario ou expansivo é trivial. Assim, concluimos que sélitons de Ricci com-
pactos (nao triviais) sdo contréteis, ou seja, A > 0. Além disso, como

2 Rmin
n

e R > R, > 0, pelo principio do maximo forte, R nao sera constante se
atingir seu maximo no bordo. Portanto R > 0.
Agora, para sélitons de Ricci compactos de dimensao dois, temos o seguinte

resultado.
Proposicao 2.3 Todo soliton de Ricci em uma superficie compacta € trivial.

Prova: Seja (X, g, X, \) um séliton de Ricei contrétil com ¥ compacta. Pelo

teorema de Perelman, temos que o séliton é gradiente, logo satisfaz a equacao
Ric = \g+ Hessf

para alguma constante A > 0 e f diferenciavel em . Escolhamos, sem perda
de generalidade, A = 1. Como ¥ é compacta, existe um ponto p € X para o
qual Vf = 0. Além disso, sabemos que (Lv;g)(X,Y) =2Hessf(X,Y) e que,
em dimensao dois, Ric = %Rg.

Agora, consideremos J uma estrutura quase complexa em 7’3 definida pela

rotagao de 90° no sentido anti-horério e {ej, es} referencial geodésico em X.
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Dessa forma,

(Liwng)lerez) = (Ve J(V[),e2) + (€1, Ve, J(VS))

= (J(Ve, V) e2) + (e1, J(Ve,V[))
(T (Ve, V), T(e2)) + (T (er), JH(Ve, V)
(Ve Vf,e1) = (€2, Ve,V f)

= Hess(er,e1) — Hess(ez, €2)

1 1
= 53911 — g1 — 53922 + go2 = 0.

Portanto, J(V f) é um campo de Killing. Assim segue, pelo Lema 0.1 em
[6], que g é rotacionalmente simétrica, isto é, g = dr® +h(r)?df?, 0 <r < A <
00, 0 < 6 < 2. Além disso h(0) = h(A) =0e '(0) = —h'(A) =1

Podemos considerar f = f(r) e, usando que a curvatura de Gauss é K, =

"

o Substituindo na equacao do séliton de Ricci, encontramos

h77 h77 h/f/
B ) -1
on — 1t/ on T g
Dessa forma, temos que
. W

Assim, concluimos que

/
— = a = constante,

h
ou seja, f' = ah.
Logo,
h/ h/f/ h77
——— = 1 ——=ha+1
o h T o Met
multiplicando a ultima igualdade por hh/, obtemos
h/h??
= (R')*ha + hh'

e integrando sobre [0, A], encontramos

1 A A A
—— / Wh'dr =a / h(h)2dr + / hidr.
2 0 0 0

O que implica em
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B[ B2
-2 —a/o n(w e+ |
Entao,
('(A))* , (M'(0))* A e, (h(A)? (h(0))
E— + Y a/o h(h")*dr + )
Portanto,

A
a/ h(h')2dr = 0.
0
Logo, a = 0. Entao f’ = 0, implicando que f é constante e portanto o
soliton é trivial. Assim, finalisamos a prova da proposigao.

O

No caso de dimensao tres, sélitons de Ricci compactos também sao triviais.

Tal fato pode ser verificado em [14].

2.3 Decomposicao de Hodge-de Rham para sdlitons

de Ricci

Através do seguinte teorema podemos encontrar uma relagdo entre o campo

inicial X e o campo V f obtido por Perelman.

Teorema 2.3 Seja (M”, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entao o po-
tencial de Perelman € igual ao potencial de Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Prova: Consideremos um campo vetorial X em uma variedade Riemanni-
ana compacta M", usando o teorema de decomposigao de Hodge-de Rham [23],
podemos decompor X como a soma de um campo vetorial Y, de divergente

nulo, e o gradiente de uma funcao h, isto é,
X =Y +Vh,

onde divY = 0 e h é uma funcao conhecida como potencial de Hodge-de Rham.
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Entdo, considerando a 1-forma X° e aplicando o teorema de Hodge-de

Rham, é possivel decompor X’ de forma tinica como
X’ =da+66+7, (2.19)

onde a é uma 0-forma, $ é uma 2-forma, v é uma 1-forma harmonica e A =

dd + dd é o operador de Laplace-Beltrani.

Para chegarmos ao resultado desejado, consideremos Y = (68 + 7)* e
(da)t = Vh.

Agora, notemos que, se (M™, g, X, A) é um séliton de Ricci compacto, pelo

Teorema (2.2 é um sdliton gradiente, entao satisfaz a equagao (2.7)), isto é,
R+ Af = An,

onde f é o pontecial de Perelman.

Mas, pela equagao ([2.19)), temos que divX = Ah. Assim,

R = Mn — Ah.

Das duas ultimas equagoes, deduzimos que A(f —h) = 0. Agora, aplicando
o Teorema de Hopf, concluimos que f = h + ¢ onde ¢ é uma constante. Com

isso finalizamos a demonstragao do teorema. U

2.4 Grupo fundamental

Sélitons de Ricci generalizam variedades Einstein, entao é natural perguntar-
nos se resultados classicos como o teorema de Myers para variedades Einstein
de curvatura escalar positiva também valem no caso de sélitons de Ricci. Isto

leva-nos as seguintes perguntas:

1. Se M é compacta, entao tem (M) finito?

2. A completude de (M, g) implica na compacidade de M?

Tais perguntas sao respondidas pelos teoremas a seguir.

41



2.4 Grupo fundamental

Teorema 2.4 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo
Lxg+ Ric > \g

para algum campo vetorial diferenciavel X em M e alguma constante positiva

A. Entao M € compacta se, e somente se, || X|| € limitada em (M™, g).

Prova: Se M é compacta entao ||X|| é limitada. Reciprocamente, supondo
|| X]| limitada, tomemos ¢ um ponto em M™ e consideremos uma geodésica
v : [0,400) — M partindo de ¢ e parametrizada pelo comprimento de arco.

Entao ao longo de ~ vale
d
Lx9(v'7") = 29(Vy X,7) = 22 [g(X, 7).

Por outro lado,

Ric > \g — Lxyg,

assim

/O Ric(y',7)dt > A/O g('y’m’)dt—2/o %[Q(Xm')]dt
= AT —29(X,7'(T)) +29(X,~'(0))

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
29(Xym @) < 129(X5ey), Y (D) < X 1Y (D = [1X@) ]
O que implica em
—29(Xg, (1)) = =1 X,l]-

Logo,

T

| Ricty' e = T+ 290X, O) = | X |-
0

Assim
/ Ric(y,~")dt = +oc.
0

Entao, pelo teorema de Ambrose [15], M é compacta.

Usando este teorema poderemos provar o seguinte resultado.
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2.4 Grupo fundamental

Teorema 2.5 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta satisfazendo
Lxg+ Ric> \g (2.20)

para algum campo vetorial diferenciavel X em M e alguma constante positiva

A. Entao o grupo fundamental m (M) de M ¢ finito.

Prova: Seja (M, §) o recobrimento Riemanniano universal de (M, g) e seja X
o levantamento de X. Assim a projecao p : (M, g) — (M, g) é isometria local,
dessa forma ||X|| é limitada e a desigualdade acima também é vélida para
(M, §). Entéo, pelo teorema anterior, M é compacta logo o nimero de folhas
do recobrimento é finito. Por outro lado, sendo (]\Zf , §) recobrimento universal,
entdo M é simplesmente conexo, entdo o nimero de elementos de (M) serd

igual ao nimero de folhas do recobrimento. Portanto, 7 (M) é finito.

OJ
Como um séliton de Ricci compacto satisfaz a igualdade em ([2.20)), con-

cluimos assim que seu primeiro grupo fundamental é finito.
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