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À minha avó Tereza (in memoriam) por todo

amor e carinho a mim dedicados e pelos en-

sinamentos que jamais esquecerei.



Agradecimentos

Inicialmente, agradeço a Deus pelo dom da vida e por ter sido minha fonte

inesgotável de força, revigorando-me para enfrentar os obstáculos e concededo-
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Também agradeço aos meus colegas de pós-graduação em matamática da
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria dos sólitons de Ricci com-

pactos, os quais correspondem às soluções auto-similires do fluxo de Ricci.

Além disso, essas variedades podem ser vistas como uma generalização das

métricas de Einstein. Neste trabalho, mostraremos que todo sóliton de Ricci

compacto tem curvatura escalar positiva. Além disso, mostraremos que o seu

grupo fundamental é sempre finito. Em particular, apresetaremos uma prova

feita por Perelman [19] que todo sóliton de Ricci compacto é do tipo gradiente.

Palavras-chave: Sólitons de Ricci, métricas de Einstein, Fluxo de Ricci.



Abstract

The aim of this work is to study the geometry of the compact Ricci soliton,

which correspond to self-similar solution of the Ricci flow. These manifolds

are natural generalization to Einstein metrics. Here we shall prove that every

compact Ricci soliton has positive scalar curvature. Moreover, we show that

its fundamental group is finite. Finally, we prove that every compact Ricci

soliton must be gradient.

Keywords: Ricci solitons, Einstein metrics, Ricci flow.
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Introdução

Em 1982, Hamilton introduzia o conceito de fluxo de Ricci em [13]. Mais

precisamente, Hamilton definiu o fluxo de Ricci

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t))

para estudar variedades tridimensionais compactas com curvatura de Ricci

positiva. Nas últimas décadas, Hamilton provou vários teoremas importantes

sobre fluxo de Ricci e lançou os fundamentos para o método de abordagem da

conjectura de Poincaré e a conjectura de geometrização de Thurston via fluxo

de Ricci.

Nas equações diferenciais parciais existe um conceito fundamental que é

o de reescalonar e aplicar a fórmula da monotonicidade para obter soluções

auto-similares. No fluxo de Ricci, tais soluções são chamadas de sólitons de

Ricci.

Neste trabalho iremos estudar a geometria dos sólitons de Ricci compactos.

O primeiro resultado que apresentaremos foi provado por G. Perelman [19]

através do seguinte teorema.

Teorema 0.1 Todo sóliton de Ricci compacto é gradiente.

O Teorema acima mostra que existe uma função diferenciável f : Mn → R

chamada de potencial de Perelman tal que o campo que define o sóliton pode

ser dado pelo gradiente de f .

Na sequência, considerando tal teorema, demonstraremos a seguinte pro-

posição.

Proposição 0.1 Todo sóliton de Ricci compacto estacionário ou expansivo

tem curvatura escalar constante.

Através desta proposição chegaremos à conclusão de que todo sóliton de

Ricci compacto estacionário ou expansivo é trivial.
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Dando prosseguimento ao nosso estudo sobre os sólitons de Ricci com-

pactos, demonstraremos através de uma proposição que todo sóliton de Ricci

contrátil em variedades de dimensão dois (Hamilton [12]) é trivial.

Além disso exibiremos alguns exemplos se sólitons de Ricci e então conclui-

remos que sólitons de Ricci compactos não triviais existem apenas em dimensão

maior ou igual a quatro (Cao [5]).

Também encontramos uma relação entre o campo inicial X e o campo ∇f
obtido por Perelman. Para chegarmos a essa relação usaremos o Teorema da

decomposição de Hodge-de Rham em [1] e provaremos o seguinte teorema.

Teorema 0.2 Seja (Mn, g,X, λ) um sóliton de Ricci compacto. Então o po-

tencial de Perelman é igual ao pontencial de Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Finalmente, mostraremos que o grupo fundamental de um sóliton de Ricci

compacto é finito (Fernandez-Lopes [11]).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma série de resultados de geometria

Riemanniana que serão utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura

complementar [2], [7] e [9].

1.1 Alguns conceitos sobre tensores

Consideremos V um espaço vetorial de dimensão finita e V ∗ o espaço dual de

V . Denotaremos os valores da aplicação V ∗ × V → R por

(ω,X) 7→ 〈ω,X〉 ou (ω,X) 7→ ω(X)

para ω ∈ V ∗, X ∈ V .

Definição 1.1 Um k−tensor covariante em V é uma aplicação multilinear

F : V × ...× V → R.

Similarmente, um l−tensor contravariante é uma aplicação multilinear

F : V ∗ × ...× V ∗ → R.

E um tensor do tipo (l, k), também chamado de um tensor k−covariante e

l−contravariante, é uma aplicação multilinear

F : V ∗ × ...× V ∗ × V × ...× V → R.

14



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

A estrutura de produto interno sobre os espaços tangentes a uma variedade

Riemanniana torna posśıvel visualizar tensores de diferentes maneiras. Ve-

remos isso com o tensor Hessiano e o tensor de Ricci. Mas a observação

fundamental é que uma aplicação bilinear pode ser interpretada como uma

aplicação linear quando se tem uma estrutura de produto interno, como mostra

o seguinte lema, cuja demonstração pode ser vista em [2].

Lema 1.1 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Existe um isomor-

fismo entre o espaço dos (l + 1, k)−tensor T l+1
k (V ) e o espaço das aplicações

multilineares

V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ V.

Assim, em todo este trabalho sempre que falarmos (l+1, k)−tensor, iremos

trabalhar com este na forma de uma aplicação multilinear como vimos no

lema anterior. Além disso, em todo o texto usaremos a convenção de Einstein

para soma, que consiste em omitir o sinal do somatório quando temos ı́ndices

cruzados repetidos, por exemplo

yi =
n∑
j=1

xjiEj

é equivalente a yi = xjiEj.

1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Em tudo o que segue (M, g) denotará uma variedade Riemannnina n-dimen-

sional com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. O anel comutativo das

funções diferenciáveis (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M).

Definição 1.2 Definamos a derivada covariante de um (1, r)−tensor S,

como sendo o (1, r + 1)−tensor ∇S : X(M)r+1 → X(M) dado por

∇S(X, Y1, .., Yr) = (∇XS)(Y1, . . . , Yr)

= ∇X(S(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

S(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).

15



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Dizemos que um tensor S é paralelo se ∇S ≡ 0. Observe que uma métrica

Riemanniana g é um tensor paralelo, pois

(∇g)(X, Y1, Y2) = ∇X(g(Y1, Y2))− g(∇XY1, Y2)− g(Y1,∇XY2) = 0,

para quaisquer X, Y1, Y2 ∈ X(M).

Definição 1.3 Seja f : M → R uma função diferenciável. O gradiente de f

é o campo diferenciável ∇f , definido sobre M por

g(∇f,X) = DXf = df(X),

para todo X ∈ X(M).

Proposição 1.1 Sejam f, h ∈ C∞(M), então

(1) ∇(f + h) = ∇f +∇h.

(2) ∇(fh) = h∇f + f∇h.

Além disso, temos a seguinte proposição.

Proposição 1.2 Seja f ∈ C∞(M). Dados p ∈ M e v ∈ TpM , seja

γ : (−ε, ε) → M uma curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Então

g(∇f, v)(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0
. (1.1)

Em particular, se p é um ponto de máximo ou de mı́nimo local para f , então

∇f(p) = 0.

Para uma prova da proposição acima, veja [2].

Agora, observe que, se tomarmos p ∈ M , v ∈ TpM e considerarmos

f ∈ C∞(M), φ : R → R uma função diferenciável e γ : (−ε, ε) → M uma

curva diferenciável tal que γ(0) = p e γ′(0) = v, pela proposição acima temos

que

g(∇(φ ◦ f), v) =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= φ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣
t=0

= (φ′ ◦ f)g(∇f, v)(p).

16



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Portanto, ∇(φ ◦ f) = φ′(f)∇f .

Definição 1.4 Dada uma função diferenciável f : M → R, dizemos que

p ∈ M é um ponto cŕıtico de f se ∇f(p) = 0. Em particular, segue da

Proposição 1.2 que todo ponto de máximo ou de mı́nimo local de f é um ponto

cŕıtico de f .

Corolário 1.1 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e f : M → R

uma função diferenciável. Se ∇f = 0 em M , então f é constante em M .

Proposição 1.3 Se f ∈ C∞(M) e U ⊂M é uma vizinhança coordenada, com

campos coordenados ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
, então o gradiente de f é dado em U por

∇f = gkl
∂f

∂xl
∂

∂xk
.

Em particular,

|∇f |2 = gkl
∂f

∂xk
∂f

∂xl
.

Definição 1.5 Seja X um campo vetorial diferenciável em M . A divergência

de X é uma função diferenciável div X : M → R, dada para p ∈M por

(div X)(p) = tr {v 7→ (∇vX)(p)}, (1.2)

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

De maneira similar à definição anterior, podemos definir a divergência de

um (1, r)−tensor S como sendo o (0, r)−tensor

(div S)(v1, . . . , vr) = tr {w 7→ (∇wS)(v1, . . . , vr)}

=
n∑
i=1

g
(

(∇eiS)(v1, . . . , vr), ei

)
,

onde {ei} é uma base ortonormal de TpM . Lembre que um referencial or-

tonormal {E1, . . . , En} em um aberto U ⊂ M é geodésico em p ∈ U se

(∇Ei
Ej)(p) = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Para a construção de um referencial

geodésico em uma vizinhança de p, veja Caṕıtulo 3 de [9].

17



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Definição 1.6 Seja f : M → R uma função diferenciável. O Laplaciano de

f é a função ∆f : M → R dada por

∆f = div (∇f). (1.3)

Definição 1.7 Seja f : M → R uma função diferenciável. O Hessiano de

f é o campo de operadores lineares (Hess f)p : TpM → TpM , definido para

v ∈ TpM por

(Hess f)p (v) = ∇v∇f.

Segue da definição da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão

de v a uma vizinhança de p ∈M , então

(Hess f)p (X) = ∇X∇f.

Proposição 1.4 Se f : M → R é uma função diferenciável e p ∈ M , então

(Hess f)p : TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto.

Proposição 1.5 Se f : M → R é uma função diferenciável, então

∆f = tr (Hess f). (1.4)

Prova: É suficiente provar a igualdade do enunciado em cada

p ∈M . Para tanto, seja U ⊂M uma vizinhança de p onde esteja definido um

referencial ortonormal {e1, . . . , en}. Então

tr (Hess f)p =
n∑
i=1

g((Hess f)p(ei), ei)(p) =
n∑
i=1

g(∇ei∇f, ei)(p)

= div (∇f)(p) = ∆f(p).

�

Definição 1.8 Seja (M, g) uma variedade Riemannina. O tensor curva-

tura de Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm (X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇2

Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

18



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensorRm como um (0, 4)−tensor,

definido por Rm : X(M)4 → C∞(M)

Rm (X, Y, Z,W ) = g(Rm (X, Y )Z,W ).

Proposição 1.6 O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propri-

edades

(1) Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm (Y,X,Z,W ) = Rm (Y,X,W,Z).

(2) Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ).

(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm (X, Y )Z +Rm (Y, Z)X +Rm (Z,X)Y = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇ZRm)(X, Y,W ) + (∇XRm)(Y, Z,W ) + (∇YRm)(Z,X,W ) = 0.

Para uma prova veja Caṕıtulo 3 de [20].

Definição 1.9 Seja P ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tan-

gente. A curvatura seccional de P em p é dada por

sec (X, Y ) =
g(Rm (X, Y )Y,X)

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ P são dois vetores linearmente independentes de TpM . Lembre

que esta definição não depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [9]).

Observe que, se {e1, e2} é uma base ortonormal de P , então

sec (e1, e2) = g(Rm (e1, e2)e2, e1).

Definição 1.10 Definimos o tensor curvatura de Ricci

Ric : X(M)2 → C∞(M) como sendo o traço do tensor curvatura de Riemann,

i.e.,

Ric (Y, Z) = tr {X 7→ Rm (X, Y )Z},

onde X, Y, Z ∈ X(M).

19



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

Ric(v, w) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, v)w, ei) =
n∑
i=1

g(Rm (ei, w)v, ei) = Ric(w, v).

Assim Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido

como o (1, 1)−tensor simétrico

Ric (v) =
n∑
i=1

Rm (v, ei)ei.

Se (M, g) satisfaz Ric (v) = kv, ou equivalentemente,

Ric (v, v) = kg(v, v) onde k : Mn → R é uma função em M , então (M, g)

é dita uma variedade de Einstein.

Definição 1.11 A curvatura escalar de uma variedade é a função

R : M → R dada por

R = tr Ric.

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

R = tr Ric

=
n∑
j=1

g(Ric (ej), ej)

=
n∑

i,j=1

g(Rm (ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

g(Rm (ei, ej)ej, ei).

Portanto,

R = 2
∑
i<j

sec (ei, ej). (1.5)

A proposição seguinte mostra alguns resultados importantes que serão bas-

tante úteis no decorrer deste trabalho.

Proposição 1.7 Em uma variedade Riemanniana Mn, vale.

1. Segunda Identidade de Bianchi contráıda 2 vezes

dR = 2div Ric. (1.6)

20



1.2 Operadores diferenciais e curvaturas

2. Quando n = 2, vale

Ric =
R

2
g. (1.7)

3. Identidade de Ricci

∇i∇jZk −∇j∇iZk = RijksZs. (1.8)

Prova: Para uma prova do item 1 veja [2].

Para o segundo item, vamos considerar {e1, e2} uma base ortonormal para

TpM e X, Y ∈ X(M), assim

Ric(X, Y )(p) = Ric(X1e1 +X2e2, Y1e1 + Y2e2)

= X1Y1Ric(e1, e1) +X1Y2Ric(e1, e2) +X2Y1Ric(e2, e1) +X2Y2Ric(e2, e2).

Como Ric(e1, e2) = 〈Rm(e1, e1)e2, e1〉+ 〈Rm(e2, e1)e2, e2〉 = 0, logo

Ric(X, Y )(p) = X1Y1R2112 +X2Y2R1221

.

E, pela equação (1.5), teremos

Ric(X, Y )(p) = (X1Y1 +X2Y2)sec(e1, e2)

= (X1Y1 +X2Y2)
R

2

=
R

2
g(X, Y )(p).

Como queŕıamos demonstrar.

E para obtermos a Identidade de Ricci, basta considerarmos

X, Y, Z ∈ X(M) e usarmos a definição (1.8) em coordenadas, ou seja

∇i∇jZk −∇j∇iZk = RijksZs.

Assim, finalizamos a demonstração da proposição.

�
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1.3 Campos de Killing

1.3 Campos de Killing

Definição 1.12 Seja α um tensor e X um campo completo (esta definição

estende-se ao caso em que X não é completo e somente define um grupo a

1−parâmetro de difeomorfismos locais), a derivada de Lie de α com respeito

a X é dada por

LXα = lim
t→0

1

t
(ϕ∗tα− α) =

d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tα,

onde ϕ∗t é o difeomorfismo induzido pelo ϕt.

Proposição 1.8 A derivada de Lie com respeito a X ∈ X(M) satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) Se f ∈ C∞(M), então LXf = DXf .

(2) Se Y ∈ X(M), então LXY = [X, Y ].

(3) Sejam α e β tensores, então LX(α⊗ β) = (LXα)⊗ β + α⊗ (LXβ).

(4) Se α é um (0, r)−tensor, então para quaisquer Y1, . . . , Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, . . . , Yr) = DXα(Y1, . . . , Yr)

−
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yi−1, [X, Yi], Yi+1, . . . , Yr)

= (∇Xα)(Y1, . . . , Yr)

+
r∑
i=1

α(Y1, . . . , Yi−1,∇YiX, Yi+1, . . . , Yr).

Para uma prova veja Caṕıtulo 13 de [17].

Observação 1.1 Se ϕ : M → M é um difeomorfismo, α um tensor e X ∈
X(M) temos

ϕ∗(LXα) = Lϕ∗X(ϕ∗α).

Se f : M → R, então

ϕ∗(∇gf) = ∇ϕ∗g(f ◦ ϕ).

22



1.4 Variedades Kähler

Se ϕ(t) : M → M é uma famı́lia a 1−parâmetro de difeomorfismos e α é um

tensor, então
∂

∂t
(ϕ(t)∗α) = LX(t)ϕ(t)∗α,

onde

X(t0) +
∂

∂t

(
ϕ(t0)−1 ◦ ϕ(t)

)∣∣∣
t=t0

=
(
ϕ(t0)−1

)
∗

∂

∂t
ϕ(t)

∣∣∣
t=t0

.

Definição 1.13 Dizemos que um campo X de vetores diferenciável sobre (M, g)

é de Killing se LXg = 0. Se X é um campo de Killing completo, então o

grupo a 1−parâmetro de difeomorfismos ϕt que são gerados por X é um grupo

a 1−parâmetro de isometrias de (M, g).

Proposição 1.9 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, se X ∈
X(M) é um campo de Killing, então X é completo.

Para uma prova veja Caṕıtulo 9 de [18].

1.4 Variedades Kähler

No caṕıtulo seguinte, veremos alguns exemplos de sólitons de Ricci compac-

tos, os quais são definidos em variedades Kähler. Para entendermos tais

exemplos, primeiro, precisamos entender como é caracterizada esta classe de

variedades.

Definição 1.14 Uma variedade complexa Mn de dimensão complexa n

é uma variedade suave de dimensão (real) 2n munida de um atlas formado

por cartas ϕα : Uα → Cn ≈ R2n, satisfazendo a condição de que sempre que

Uα ∩ Uβ 6= ∅ a mudança de coordenadas

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

é uma função holomorfa de n variáveis complexas. Neste caso, cada ϕ : Uα →
C é uma carta coordenada holomorfa, ou ainda um sistema de coor-

denadas coplexas em Mn e o conjunto das ϕα′s é um atlas complexo para

Mn.
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1.4 Variedades Kähler

Como toda função holomorfa é anaĺıtica, então toda variedade complexa

é, de fato, uma variedade real anaĺıtica, ou seja, se ϕ : U → Cn é uma carta

coordenada holomorfa em Mn, com ϕ = (z1, ..., zn) e zj = xj + iyj para

1 ≤ j ≤ n, então ϕ = (x1, y1, ..., xn, yn) é uma carta coordenada anaĺıtica de

Mn, vista como variedade anaĺıtica real.

Exemplo 1.1 O n-espaço euclidiano complexo Cn, com o atlas formado pela

aplicação identidade, é uma variedade complexa de dimensão n.

Exemplo 1.2 Se M é uma variedade complexa de dimensão (complexa) n e

U ⊂ M é um aberto não-vazio, então U também é uma variedade complexa

de dimensão n, quando munido do atlas induzido.

Definição 1.15 Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade di-

ferenciável de dimensão 2n M é a escolha, para cada p ∈ M , de uma estru-

tura complexa Jp : TpM → TpM , a qual é diferenciável no seguinte sentido:

para cada p ∈ M existem coordenadas locais (x1, ..., x2n) definidas numa vizi-

nhança U de p em M e tais que a matriz de Jp com respeito à base coordenada{
∂

∂x1

, ...,
∂

∂x2n

}
de TpM tem a forma

Jp

(
∂

∂xk

)
p

= Jkl(p)

(
∂

∂xl

)
p

,

com Jkl ∈ C∞(U) para todos 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ 2n. Nesse caso, dire-

mos que M é uma variedade quasi-complexa e que as funções Jkl são as

componentes de J com respeito às coordenadas (x1, ..., x2n).

Observação 1.2 Se Mn é uma variedade diferenciável de dimensão n, o fi-

brado tangente complexificado de Mn é o produto tensorial

TMC = TM ⊗R (M × C),

com espaço de seções claramente isomorfo à complexificação X(M)C de X(M).

Observação 1.3 Suponha agora que Mn é quasi-complexa com estrutura quasi-

complexa J . Para X ∈ X(M), pondo (JX)p = JpXp para cada p ∈M obtemos
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1.4 Variedades Kähler

um campo JX ∈ X(M) tal que a aplicação

J : X(M)→ X(M)

X 7→ JX

define uma estrutura complexa no espaço vetorial real X(M).

A proposição a seguir garante que toda variedade complexa é uma varie-

dade quasi-complexa, cuja demonstração encontra-se em [3].

Proposição 1.10 Se M é uma variedade complexa de dimensão (complexa)

n e (z1, ..., zn) é um sistema de coordenadas complexas para M definido em

um certo V ⊂ M , então, para p ∈ V , o operador linear Jp : TpM → TpM tal

que

Jp

(
∂

∂xk

)
p

=

(
∂

∂xk

)
p

e Jp

(
∂

∂xk

)
p

= −
(

∂

∂xk

)
p

independe das coordenadas zk = xk + iyk escolhidas e define uma estrutura

quasi-complexa em M .

Agora, ao longo dessa seção, M denotará uma variedade complexa de di-

mensão (complexa) n e estrutura quasi-complexa J .

Uma métrica Riemanniana 〈., .〉 em M é Hermitiana se

〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉,

para todo X, Y ∈ X(M).

Toda variedade complexa M pode ser munida de uma métrica Hermitiana

qualquer 〈., .〉 em M . Para isto, basta denirmos um (0, 2)−tensor g em M da

seguinte maneira.

g(X, Y ) = 〈X, Y 〉+ 〈JX, JY 〉,

temos g claramente suave, simétrico e positivo definido, além disso

g(JX, JY ) = 〈JX, JY 〉+ 〈J2X, J2Y 〉

= 〈JX, JY 〉+ 〈−X,−Y 〉

= g(X, Y )

25



1.4 Variedades Kähler

assim, g é Hermitiana.

Uma variedade Hermitiana é uma variedade complexa munida de uma

métrica Hermitiana. Nesse caso, se ω é o 2-tensor em M dado para X, Y ∈
X(M) por

ω(X, Y ) = 〈JX, Y 〉,

então ω é uma 2-forma em M , denominada a forma Kähler de M .

Observação 1.4 Como ω é claramente suave, basta mostrarmos que ω é al-

ternada, isto é, ω(X,X) = 0. De fato,

ω(X,X) = 〈JX,X〉 = 〈J2X, JX〉 = 〈−X, JX〉

= −ω(X,X).

Logo, ω(X,X)− 0.

Definição 1.16 Se M é uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa

J , uma métrica Kähler em M é uma métrica Hermitiana g em Mcuja forma

Kähler é fechada. Nesse caso, (M,J, g) é uma variedade Kähler.

Proposição 1.11 Se M é uma variedade Hermitiana com estrutura quasi-

complexa J e conexão de Levi-Civita ∇, então M é Kähler se e só se ∇XJ = 0

para todo X ∈ X(M).

Para uma prova, veja caṕıtulo 2 de [3].

Observação 1.5 Sendo M uma variedade Kähler, temos que ω é paralela,

logo (∇Xω)(Y, Z) = 0 para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M). Por outro lado, temos

que

(∇Xω)(Y, Z) = X(ω(Y, Z))− ω(∇XY, Z)− ω(Y,∇XZ)

= X〈JY, Z〉 − 〈J∇XY, Z〉 − 〈JY,∇XZ〉

= 〈∇XJY, Z〉+ 〈JY,∇XZ〉 − 〈J∇XY, Z〉 − 〈JY,∇XZ〉

= 〈∇XJY, Z〉 − 〈J∇XY, Z〉.

Logo,

〈∇XJY, Z〉 = 〈J∇XY, Z〉.
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1.4 Variedades Kähler

Portanto,

∇XJY = J∇XY.
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Caṕıtulo 2

Sólitons de Ricci compactos

2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

O conceito de sóliton de Ricci foi introduzido por Hamilton [12] por volta dos

anos 80. Os sólitons de Ricci são generalizações naturais de métricas Einstein

e correspondem a soluções autosimilares do fluxo de Ricci.

Neste caṕıtulo tentaremos entender a geometria dos sólitons de Ricci, para

isso Mn será considerada uma variedade completa e conexa de dimensão n e

quando for mencionado que Mn é uma variedade compacta significará que é

fechada.

Definição 2.1 Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferenciável

Mn de dimensão n é chamada um sóliton de Ricci se existe um campo

vetorial diferenciável X ∈ X(M) tal que o tensor de Ricci da métrica g satisfaz

a equação

Ric+
1

2
LXg = λg (2.1)

onde LXg é a derivada de Lie da métrica g em relação ao campo X e λ ∈ R.

Além disso, se X é um campo vetorial gradiente, então temos um sóliton de

Ricci satisfazendo a equação

Ric+Hessf = λg. (2.2)

para alguma função diferenciável f : Mn → R que, ocasionalmente, é chamada

de função potencial do sóliton de Ricci. Este sóliton é chamado sóliton
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

de Ricci gradiente ou, simplesmente, sóliton gradiente.

A equação fundamental do sóliton de Ricci (2.1) pode ser reescrita em

função da conexão de Levi-Civita usando o lema seguinte.

Lema 2.1 Em uma variedade Riemanniana (Mn, g) temos

(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi, (2.3)

onde ∇ denota a conexão de Levi-Civita da métrica g, para qualquer campo

vetorial X.

Prova: Sejam os campos vetoriais X, Y, Z ∈ X(M). Usando a regra do pro-

duto e a compatibilidade com a métrica Riemanniana na conexão de Levi-

Civita, temos

LXg(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(LXY, Z)− g(Y,LXZ)

= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 − 〈[X, Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉

= 〈∇XY − [X, Y ], Z〉+ 〈Y,∇XZ − [X,Z]〉.

Dessa forma,

LXg(Y, Z) = 〈∇YX,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉

Assim, em coordenadas, temos

(LXg)ij = ∇iXj +∇jXi. (2.4)

�

Portanto, podemos usar o Lema 2.1 juntamente com a equação (2.1) para

obtermos

Rij +
1

2
(∇iXj +∇jXi) = λgij (2.5)

e quando X = ∇f , temos

Rij +∇i∇jf = λgij (2.6)

Quando Mn for uma variedade complexa teremos um sóliton de Ricci

Kähler definido da seguinte forma.
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

Definição 2.2 Uma métrica Kähler gαβ em uma variedade complexa Mn de

dimensão complexa n é chamada um sóliton de Ricci Kähler se existe um

campo vetorial holomorfo X em Mn tal que o tensor de Ricci Rαβ da métirca

gαβ satisfaz a equação

Rαβ +
1

2
(∇αXβ +∇βXα) = λgαβ

para alguma constante (real) λ. Se X é um campo gradiente então temos um

sóliton de Ricci Kähler gradiente satisfazendo

Rαβ +∇α∇βf = λgαβ e ∇α∇βf = 0

onde f é a função potencial f : Mn → R.

Um sóliton de Ricci é chamado expansivo, estacinário ou contrátil se

a constante λ ∈ R é, respectivamente, negativa, nula ou positiva.

Na próxima proposição iremos trabalhar com algumas consequências da

equação (2.6).

Proposição 2.1 Seja (M, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente, então va-

lem as seguintes equações:

R + ∆f = λn (2.7)

∇iR = 2Rij∇jf (2.8)

∇jRik −∇iRjk = Rijks∇sf (2.9)

R + |∇f |2 − 2λf = constante (2.10)

∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2|Ric|2. (2.11)

Prova: Como (Mn, g,∇f, λ) é um sóliton de Ricci gradiente, então tomamos

o traço da equação fundamental do sóliton (2.6) para obtermos

R + ∆f = λn.

Para provarmos o segundo item, calculamos o divergente da equação (2.6) e

aplicamos a Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes e encontramos

1

2
dR + div∇2f = 0. (2.12)
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

Por outro lado, a Fórmula de Bochner cuja demonstração pode ser vista

em [8] nos diz que

div(∇2f) = Ric(∇f) +∇∆f.

Aplicando este fato à equação (2.12) obtemos

1

2
∇iR +Rij∇jf +∇i∆f = 0. (2.13)

Agora derivando a equação (2.7) obtemos

∇iR +∇i∆f = 0⇒ ∇iR = −∇i∆f.

Substituindo a expressão acima na equação (2.13) encontramos

1

2
∇iR +Rij∇jf −∇iR = 0.

Portanto,

∇iR = 2Rij∇jf.

O que prova o segundo item.

Prosseguindo com a demonstração, pela equação (2.6) temos que

Rik = λgik −∇i∇kf.

Dessa forma

∇jRik −∇iRjk = ∇j(λgik −∇i∇kf)−∇i(λgjk −∇j∇kf)

= −∇j∇i∇kf +∇i∇j∇kf

= ∇i∇j∇kf −∇j∇i∇kf.

Usando a identidade de Ricci, obtemos a terceira equação (2.9).

Agora consideremos a expressão

R + |∇f |2 − 2λf.

Derivando tal expressão, encontramos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) = ∇R +∇|∇f |2 − 2λ∇f.
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

Usando a equação (2.8) temos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) = 2Ric(∇f) +∇|∇f |2 − 2λ∇f. (2.14)

Agora observe que, dado Y ∈ X(M), temos

〈∇|∇f |2, Y 〉 = Y (|∇f |2)

= 2〈∇Y∇f,∇f〉

= 2Hessf(Y,∇f)

= 2Hessf(∇f, Y )

= 2 〈∇∇f∇f, Y 〉 .

Logo,

∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f.

Usando essa igualdade juntamente com a equação (2.6) em (2.14), obtemos

∇(R + |∇f |2 − 2λf) = 2Ric(∇f) + 2∇∇f∇f − 2λ∇f = 0,

portanto,

R + |∇f |2 − 2λf = constante.

Finalmente, para obtermos a equação (2.11), calculamos o divergente da

equação (2.8) e encontramos

∆R = 2div(Ric(∇f)) (2.15)

= 2(divRic)(∇f) + 2〈∇2f,Ric〉. (2.16)

Pela equação (2.6), temos

∇2f = λg −Ric.

Usando isto em (2.19), deduzimos que

∆R = 2(divRic)(∇f) + 2 〈λg −Ric,Ric〉

= 2(divRic)(∇f) + λ〈g,Ric〉 − 2〈Ric,Ric〉

= 2(divRic)(∇f) + 2λR− 2|Ric|2

= (dR)(∇f) + 2λR− 2|Ric|2,
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

o que implica

∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2|Ric|2.

Assim finalisamos a prova da proposição. �

A teoria dos fluxos de Ricci foi utilizada por G. Perelman para demonstrar

a conjectura de Poincaré. Dentro dessa teoria temos o estudo dos sólitons

de Ricci que representam os pontos estacionários do fluxo. A conexão entre

sólitons de Ricci e o fluxo de Ricci fica evidenciada pelo seguinte resultado.

Teorema 2.1 Se

(
Mn, g0, f0,−

λ

2

)
é um soliton gradiente com o campo gra-

diente ∇g0f0 completo, então existe uma solução g(t) do fluxo de Ricci, isto

é,
∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

com g(0) = g0, difeomorfismos φ(t) com φ(0) = IdM , funções f(t) com f(0) =

f0, definido para todo t, tal que τ(t) = λt+ 1 > 0, sastifazendo:

(1) φ(t) : Mn → Mn é uma famı́lia a 1 parâmetro de difeomorfismos gerados

por X(t) =
1

τ(t)
(∇g0f0), isto é,

∂

∂t
φ(t)(x) =

1

τ(t)
(∇g0f0)(φ(t)(x));

(2)

g(t) = τ(t)φ(t)∗g0;

(3)

f(t) = f0 ◦ φ(t) = φ(t)∗(f0);

(4)

Ric(g(t)) +∇g(t)∇g(t)f(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0,

onde ∇g(t)f(t), é o gradiente de f(t) com a métrica g(t).

Para uma prova veja [2].

O Teorema (2.1) diz que dado um sóliton de Ricci gradiente com ∇f com-

pleto, existe uma solução do Fluxo de Ricci que é igual ao soliton gradiente em

algum instante e mais ainda, a solução é ainda um soliton de Ricci gradiente

para todo t no intervalo de definição da solução.
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2.1 Definições e fórmulas em sólitons de Ricci

A seguir exibiremos alguns exemplos clássicos de sólitons de Ricci gradi-

ente.

1. Sóliton Gaussiano: (Rn, g,∇f, λ) onde f : Rn → R é dada por, com

f =
λ

2
|x|2, x ∈ Rn, λ ∈ R e g é a métrica canônica do Rn é um sóliton

de Ricci gradiente chamado sóliton Gaussiano.

2. Sóliton Charuto: (R2, gΣ,∇Σf, λ) com

gΣ =
g

1 + x2 + y2
,

onde g é a métrica canônica do R2 e f : R2 → R é dada por

f(x, y) = −log(1 + x2 + y2) é um sóliton de Ricci estacionário cha-

mado de sóliton charuto. Tal sóliton também é conhecido na f́ısica como

buraco negro de Witten.

3. Sóliton de Bryant: Para n ≥ 3, temos que (Sn−1× (0,∞), g,∇f, λ) onde

g = dr2 + Φ(r)2gSn−1 ,

é um sóliton de Ricci rotacionalmente simétrico com curvatura seccional

positiva conhecido como sóliton de Bryant.

4. Sóliton de Ricci ciĺındrico contrátil: Consideremos o produto da esfera

shrinking com a reta, isto é, (Sn−1 × R), t ∈ (−∞, 0), n ≥ 3, onde

g(t) = 2(n− 2)|t|gSn−1 + dr2.

Se tomarmos

f(θ, r, t) =
r2

4|t|
, θ ∈ Sn−1, r ∈ R, t < 0,

então temos que (Sn−1 × R, g,∆f, λ) é um sóliton de Ricci gradiente

contrátil.

5. Sóliton de Ricci compacto em uma variedade Kähler: Para a dimensão

real igual a quatro, o primeiro exemplo de sóliton contrátil compacto foi

constrúıdo no ińıcio dos anos 90 por Koiso [16] e, independentemente,

por Cao [4] na superf́ıcie compacta complexa CP2#(−CP2), onde (−CP2)

denota o espaço projetivo complexo com a orientação contrária.
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2.2 Teorema de Perelman

2.2 Teorema de Perelman

Em [19], Perelman provou que um sóliton de Ricci compacto é sempre gradi-

ente. Mais precisamente, provou que existe uma função diferenciável

f : Mn → R tal que o campo que define o sóliton pode ser dado pelo gra-

diente de f . Esta função é conhecida como potencial de Perelman. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Perelman [19]) Todo soliton de Ricci compacto é gradiente.

Prova: Podemos considerar a equação do soliton de Ricci da seguinte forma

Rij +
1

2
(∇iωj +∇jωi) = λgij, (2.17)

onde ω é a 1-foma associada ao campo X, isto é, ω(.) = 〈., X〉 = X[.

Considerando λ em (2.17), façamos um cálculo independente para uma

função f : Mn → R genérica,

gjk∇k{2(Rij +∇2
ijf − λgij)e−f} = gjk{2∇kRij + 2∇k∇i∇jf}e−f

+gjk{2(Rij +∇2
ijf − λgij)}∇k(e

−f )

= {2gjk∇kRij + 2gjk∇k∇i∇jf}e−f

−{2gjkRij∇k(f) + 2gjk∇2
ijf∇k(f)

−2λgjkgij∇kf}e−f .

Usando a identidade de Ricci, obtemos

gjk∇k{2(Rij∇2
ijf − λgij)e−f} = {∇iR + 2gjk∇i∇k∇jf + 2Ris∇sf}e−f

−{2Rik∇kf + 2gjk∇2
ijf∇kf − 2λ∇if}e−f

= ∇i{R + 2∆f − |∇f |2 + 2λf}e−f .

Podemos considerar a existência de uma função f : Mn → R tal que

R + 2∆f − |∇f |2 + 2λf = C,

onde C é uma constante e λ > 0. Tal existência é garantida pela minimização

do funcional de PerelmanW definida em [19], juntamente com uma estimativa

de Sobolev em [21], para maiores detalhes veja [10].
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2.2 Teorema de Perelman

Portanto, podemos garantir que

gjk∇k{(Ric+Hessf − λg)e−f} = 0.

Dessa forma, se considerarmos o tensor

Ti = (∇kf − ωk)gkj(Rij +∇2
ijf − λgij)e−f ,

temos que

gli∇lTi = (∇l∇kf −∇lωk)g
kjgli(Rij +∇2

ijf − λgij)e−f

= (2∇l∇kf −∇lωk −∇kωl)g
kjgli(Rij +∇2

ijf − λgij)
e−f

2
,

usando a equação (2.17), obtemos

gli∇lTi = gkjgli(2∇l∇kf + 2Rlk − 2λglk)(Rij +∇2
ijf − λ.)

Logo,

divT = |Ric+Hessf − λg|2e−f .

Portanto, 0 ≤ |Ric+∇2f −λg|2e−f = divT . Integrando |Ric+∇2f −λg|2e−f

e usando o Teorema de Stokes, obtemos

Ric+Hessf = λg.

Assim (M, g,∇f, λ) é um soliton gradiente com potencial f . �

Pelo Teorema acima podemos concentrar nosso estudo nos sólitons de Ricci

gradiente. E com a seguinte proposição, poderemos restrigir tal estudo aos

sólitons de Ricci gradiente contráteis.

Proposição 2.2 Todo sóliton de Ricci compacto estacionário ou expansivo

tem curvatura escalar constante.

Prova: Suponhamos que R atinja seu valor mı́nimo no ponto p ∈M e repre-

sentemos por R(p) = Rmin. Assim

∇Rmin = 0 e ∆Rmin ≥ 0.
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Integrando sobre M a equação (2.7), temos∫
M

Rdµ+

∫
M

∆fdµ =

∫
M

nλdµ.

Como M é variedade compacta sem bordo, pelo Teorema de Stokes temos

que ∫
M

∆fdµ = 0,

portanto ∫
M

Rdµ = nλvol(M),

o que implica em

nλ =
1

vol(M)

∫
M

Rdµ ≥ 1

vol(M)

∫
M

Rmindµ = Rmin, (2.18)

com igualdade se, e somente se, a curvatura escalar for constante. Desta

forma temos que

nλ−Rmin ≥ 0.

Agora consideremos a equação (2.11) dada por

∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2|Ric|2.

Como

|
◦
Ric|2 = |Ric|2 − (tr(Ric))2

n
= |Ric|2 − R2

n
.

Portanto, substituindo esta última equação em (2.11), encontramos

∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2|
◦
Ric|2 − 2R2

2

≤ 〈∇R,∇f〉+ 2λR− 2R2

n

= 〈∇R,∇f〉+
2R

n
(nλ−R).

Aplicando no ponto de mı́nimo p, temos

0 ≤ ∆R(p) ≤ 2Rmin

n
(λn−Rmin).

Logo, Rmin ≥ 0.
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Sendo o sóliton expansivo ou estacionário, então λ ≤ 0. Dessa forma, temos

0 ≥ λn ≥ Rmin ≥ 0.

Assim, ocorre a igualdade na equação (2.18). Portante R é constante.

�

Como consequência, teremos que todo sóliton de Ricci compacto esta-

cionário ou expansivo é trivial. Assim, conclúımos que sólitons de Ricci com-

pactos (não triviais) são contráteis, ou seja, λ > 0. Além disso, como

0 ≤ ∆R(p) ≤ 2Rmin

n
(λn−Rmin)

e R ≥ Rmin ≥ 0, pelo prinćıpio do máximo forte, R não será constante se

atingir seu máximo no bordo. Portanto R > 0.

Agora, para sólitons de Ricci compactos de dimensão dois, temos o seguinte

resultado.

Proposição 2.3 Todo sóliton de Ricci em uma superf́ıcie compacta é trivial.

Prova: Seja (Σ, g,X, λ) um sóliton de Ricci contrátil com Σ compacta. Pelo

teorema de Perelman, temos que o sóliton é gradiente, logo satisfaz a equação

Ric = λg +Hessf

para alguma constante λ > 0 e f diferenciável em Σ. Escolhamos, sem perda

de generalidade, λ = 1. Como Σ é compacta, existe um ponto p ∈ Σ para o

qual ∇f = 0. Além disso, sabemos que (L∇fg)(X, Y ) = 2Hessf(X, Y ) e que,

em dimensão dois, Ric =
1

2
Rg.

Agora, consideremos J uma estrutura quase complexa em TΣ definida pela

rotação de 90◦ no sentido anti-horário e {e1, e2} referencial geodésico em Σ.
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2.2 Teorema de Perelman

Dessa forma,

(LJ(∇f)g)(e1, e2) = 〈∇e1J(∇f), e2〉+ 〈e1,∇e2J(∇f)〉

= 〈J(∇e1∇f), e2〉+ 〈e1, J(∇e2∇f)〉

= 〈J2(∇e1∇f), J(e2)〉+ 〈J(e1), J2(∇e2∇f)〉

= 〈∇e1∇f, e1〉 − 〈e2,∇e2∇f〉

= Hess(e1, e1)−Hess(e2, e2)

=
1

2
Rg11 − g11 −

1

2
Rg22 + g22 = 0.

Portanto, J(∇f) é um campo de Killing. Assim segue, pelo Lema 0.1 em

[6], que g é rotacionalmente simétrica, isto é, g = dr2 +h(r)2dθ2, 0 ≤ r ≤ A <

∞, 0 ≤ θ ≤ 2π. Além disso h(0) = h(A) = 0 e h′(0) = −h′(A) = 1

Podemos considerar f = f(r) e, usando que a curvatura de Gauss é Kg =

−h
′′

h
. Substituindo na equação do sóliton de Ricci, encontramos

−h”

2h
= 1 + f” − h”

2h
= 1 +

h′f ′

h

Dessa forma, temos que

f
′′

=
h′f ′

h
.

Assim, conclúımos que

f ′

h
= a = constante,

ou seja, f ′ = ah.

Logo,

− h
′

2h
=
h′f ′

h
+ 1 ⇒ −h”

2h
= h′a+ 1

multiplicando a última igualdade por hh′, obtemos

−h
′h”

2
= (h′)2ha+ hh′

e integrando sobre [0, A], encontramos

−1

2

∫ A

0

h′h”dr = a

∫ A

0

h(h′)2dr +

∫ A

0

hh′dr.

O que implica em
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2.3 Decomposição de Hodge-de Rham para sólitons de Ricci

−(h′)2

4

∣∣∣A
0

= a

∫ A

0

h(h′)2dr +
h2

2

∣∣∣A
0
.

Então,

−(h′(A))2

4
+

(h′(0))2

4
= a

∫ A

0

h(h′)2dr +
(h(A))2

2
− (h(0))2

2

Portanto,

a

∫ A

0

h(h′)2dr = 0.

Logo, a = 0. Então f ′ = 0, implicando que f é constante e portanto o

sóliton é trivial. Assim, finalisamos a prova da proposição.

�

No caso de dimensão três, sólitons de Ricci compactos também são triviais.

Tal fato pode ser verificado em [14].

2.3 Decomposição de Hodge-de Rham para sólitons

de Ricci

Através do seguinte teorema podemos encontrar uma relação entre o campo

inicial X e o campo ∇f obtido por Perelman.

Teorema 2.3 Seja
(
Mn, g, X

)
um sóliton de Ricci compacto. Então o po-

tencial de Perelman é igual ao potencial de Hodge-de Rham, a menos de uma

constante.

Prova: Consideremos um campo vetorial X em uma variedade Riemanni-

ana compacta Mn, usando o teorema de decomposição de Hodge-de Rham [23],

podemos decompor X como a soma de um campo vetorial Y , de divergente

nulo, e o gradiente de uma função h, isto é,

X = Y +∇h,

onde divY = 0 e h é uma função conhecida como potencial de Hodge-de Rham.
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2.4 Grupo fundamental

Então, considerando a 1-forma X[ e aplicando o teorema de Hodge-de

Rham, é posśıvel decompor X[ de forma única como

X[ = dα + δβ + γ, (2.19)

onde α é uma 0-forma, β é uma 2-forma, γ é uma 1-forma harmônica e ∆ =

dδ + δd é o operador de Laplace-Beltrani.

Para chegarmos ao resultado desejado, consideremos Y = (δβ + γ)] e

(dα)] = ∇h.

Agora, notemos que, se (Mn, g,X, λ) é um sóliton de Ricci compacto, pelo

Teorema (2.2) é um sóliton gradiente, então satisfaz a equação (2.7), isto é,

R + ∆f = λn,

onde f é o pontecial de Perelman.

Mas, pela equação (2.19), temos que divX = ∆h. Assim,

R = λn−∆h.

Das duas últimas equações, deduzimos que ∆(f−h) = 0. Agora, aplicando

o Teorema de Hopf, conclúımos que f = h + c onde c é uma constante. Com

isso finalizamos a demonstração do teorema. �

2.4 Grupo fundamental

Sólitons de Ricci generalizam variedades Einstein, então é natural perguntar-

nos se resultados clássicos como o teorema de Myers para variedades Einstein

de curvatura escalar positiva também valem no caso de sólitons de Ricci. Isto

leva-nos às seguintes perguntas:

1. Se M é compacta, então tem π1(M) finito?

2. A completude de (M, g) implica na compacidade de M?

Tais perguntas são respondidas pelos teoremas a seguir.
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2.4 Grupo fundamental

Teorema 2.4 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa satisfazendo

LXg +Ric ≥ λg

para algum campo vetorial diferenciável X em M e alguma constante positiva

λ. Então M é compacta se, e somente se, ||X|| é limitada em (Mn, g).

Prova: Se M é compacta então ||X|| é limitada. Reciprocamente, supondo

||X|| limitada, tomemos q um ponto em Mn e consideremos uma geodésica

γ : [0,+∞) → M partindo de q e parametrizada pelo comprimento de arco.

Então ao longo de γ vale

LXg(γ′, γ′) = 2g(∇γ′X, γ
′) = 2

d

dt
[g(X, γ′)].

Por outro lado,

Ric ≥ λg − LXg,

assim ∫ T

0

Ric(γ′, γ′)dt ≥ λ

∫ T

0

g(γ′, γ′)dt− 2

∫ T

0

d

dt
[g(X, γ′)]dt

= λT − 2g(X, γ′(T )) + 2g(X, γ′(0))

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

2g(Xγ(T ),γ′(T )) ≤ |2g(Xγ(T ), γ
′(T ))| ≤ ||Xγ(T )||||γ′(T )|| = ||Xγ(T )||

O que implica em

−2g(Xq, γ
′(T )) ≥ −||Xq||.

Logo, ∫ T

0

Ric(γ′, γ′)dt ≥ λT + 2g(Xq, γ
′(0))− ‖ Xγ(T ) ‖ .

Assim ∫ ∞
0

Ric(γ′, γ′)dt = +∞.

Então, pelo teorema de Ambrose [15], M é compacta.

�

Usando este teorema poderemos provar o seguinte resultado.

42



2.4 Grupo fundamental

Teorema 2.5 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta satisfazendo

LXg +Ric ≥ λg (2.20)

para algum campo vetorial diferenciável X em M e alguma constante positiva

λ. Então o grupo fundamental π1(M) de M é finito.

Prova: Seja (M̃, g̃) o recobrimento Riemanniano universal de (M, g) e seja X̃

o levantamento de X. Assim a projeção p : (M̃, g̃)→ (M, g) é isometria local,

dessa forma ||X̃|| é limitada e a desigualdade acima também é válida para

(M̃, g̃). Então, pelo teorema anterior, M̃ é compacta logo o número de folhas

do recobrimento é finito. Por outro lado, sendo (M̃, g̃) recobrimento universal,

então M̃ é simplesmente conexo, então o número de elementos de π1(M) será

igual ao número de folhas do recobrimento. Portanto, π1(M) é finito.

�

Como um sóliton de Ricci compacto satisfaz a igualdade em (2.20), con-

clúımos assim que seu primeiro grupo fundamental é finito.
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[2] BATISTA, R. Rigidez de sólitons gradiente. 2010, 74 f. Dissertação (Mes-

trado), Universidade Federal do Ceará, Pós-graduação em Matemática,
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