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RESUMO

O objetivo desta dissertacao é dar uma exposicao da teoria das extensoes Lipschitz
absolutamente minimizantes, baseada no trabalho de Gunnar Aronsson, Michael G.
Crandall e Petri Juutinen em [1], apresentando vérios detalhes em uma forma acessivel
aos leitores sem qualquer conhecimento prévio do assunto. Em particular, refazemos
resultados melhorados relativos a existéncia através de argumentos que sao mais sim-
ples do que aqueles que podem ser encontrados na literatura. Nos apresentamos uma
prova do conhecido resultado de unicidade, o qual nao se baseia na teoria de solugoes de
viscosidade. Em nossa nossa abordagem, mostraremos que as fungoes absolutamente
minimizantes sao as fungoes que satisfazem uma condicao geométrica a qual chamare-
mos de gozar de comparacao com cones. Este elementar dispositivo geométrico torna
a teoria versatil e transparente.

Aqui, encontraremos por exemplo, estimativas de continuidade a priori, desigual-
dade de Harnack, o método de Perron para comprovar os resultados de existéncia,
questoes de unicidade e regularidade, e algumas ferramentas basicas da teoria de
solugoes de viscosidade. Nos acreditamos que a nossa apresentacao fornece um re-
sumo unificado da teoria unificada existente, assim como alguns resultados de interesse
para os peritos e pesquisadores e, ao mesmo tempo, uma fonte que possa ser utilizada
para introduzir estudantes a algumas significantes ferramentas analiticas.

Palavras-chave: Funcdes absolutamente minimizantes. Comparacio com cones.
Sentido da viscosidade.



ABSTRACT

The objective of this dissertation is to give an exposition of the theory of absolutely
minimizing Lipschitz extensions, based on the work of Gunnar Aronsson, Michael G.
Crandall and Petri Juutinen in [1], showing various details in a form accessible to
readers without any prior knowledge of the subject. In particular, we retrace the
improved results on the existence through arguments that are simpler than those that
can be found in literature. We present a proof of the known uniqueness result, which is
not based on the theory of viscosity solutions. In our approach we will show that the
absolutely minimizing functions are the functions that satisfy a geometric condition
which we will call to enjoy comparison with cones. This elementary geometric device
renders the theory versatile and transparent.

Here we will find a priori continuity estimates, Harnack inequality, Perron’s method
for proving existence results, uniqueness and regularity questions, and some basic tools
of viscosity solution theory. We believe that our presentation provides a unified sum-
mary of the existing theory as well as some results of interest to experts and researchers
and, at the same time, a source which can be used for introducing students to some
significant analytical tools.

Keywords: Absolutely minimizing functions. Comparison with cones. Viscosity
sense.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O assunto desta dissertacao esta ligado ao estudo da existéncia, unicidade e proprie-
dades de regularidade das melhores extensoes Lipschitz possiveis de funcoes escalares.
O processo de extensao que sera descrito abaixo, esconde dentro de si, uma teoria
matematica rica, que tem numerosas aplicagoes tais como em equacoes diferenciais
parciais elipticas totalmente nao lineares e o moderno calculo das variacoes. De fato,
o problema de extensao e sua equagao de Euler-Lagrange desempenha na teoria do
calculo das variacoes dos L™ funcionais, papel semelhante ao que a integral classica
de Dirichlet e a equacao de Laplace fazem no calculo das variacoes dos L? funcionais.
Nosso trabalho com o problema de extensao porém, nao estd baseado em equacoes
diferenciais parciais. Nos procederemos mais no espirito do problema em si, utilizando
ferramentas geométricas e analiticas de maneira tal que nao requeira condig¢oes prévias
ou familiaridade com teorias externas densas. Como resultado, nossos argumentos
ficam versateis e podem ser estendidos prontamente para colocagoes mais gerais.

A origem da teoria, a qual iremos dissertar, esta ligada ao problema classico de
extender funcoes continuas Lipschitz. Para descrever este problema de extensao em
um cenario simples, suponha que sao dadas uma funcao f : 0U — R definida sobre
a fronteira de um subconjunto aberto, préprio U de R™ tal que L;(0U), sua constante
Lipschitz na fronteira de U, seja finita. O problema é encontrar uma extensao u de f
a U, tal que u seja continua sobre o fecho de U e L,(U) seja a menor possivel. Note
que L, (U) > L¢(OU) uma vez que u deve ser uma extensao cotinua de f. Assim, o
melhor que podemos esperar, é que L,(U) = L;(0U), e isto é de fato possivel. Com
efeito, podemos considerar os exemplos
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A(f)(w) = sup(f(y) — Ly(K)|z —yl)

yeK

V(f)(x) = inf (f(y) + Lp(K)|x = yl)

yeK

devido a Mcshane [9] e Whitney [8]. Se u é alguma solugao do problema de extensao
entdo A(f) < u < U(f). Por esta razao, ¥(f) é chamada a extensdo maxima de f
enquanto A(f) é a extensdo minima de f. As verificagoes destas afirmagoes estarao
presentes na secao 1.

Estas estensoes Lipschitz falham em obedecer propriedades de comparacao e es-
tabilidade. Mais precisamente as relacoes f < ¢ sobre OU, em geral, nao implicam
U(f) < U(g) ou ¥(g) > V(f) em U, e U(¥(f)\OV) pode diferir de ¥(f) em um
subconjunto aberto V de U.

Chegamos entao a seguinte questao: é possivel encontrar uma extensao Lipschtz
que goze das propriedades de comparacao e estabilidade? Além disso, essa extensao
especial seria unica sobre um dado de fronteira fixo? Se tais extensoes existem elas
devem satisfazer

L,(0V) = L,(V) para algum aberto V CC U. (1.1)

Pois do contrario, nao gozaria de estabilidade.

Isto motiva a definicao de uma funcao absolutamente continua, que é uma funcao
de valor real u definida sobre um aberto U do R™ que satisfaz (1.1) para todo V CC U,
isto €, possui a menor constante Lipschtz em todo aberto cujo fecho é compacto e esta
contido em U.

Os operadores de McShane-Whitney provéem um dispositivo natural para tentar
construir minimizadores absolutos uma vez que eles podem ser usados para reduzir a
constante Lipschitz em subdominios onde ela nao estd 6tima. Esta idéia foi usada por
Aronsson em [15] para prover o primeiro resultado de existéncia para minimizadores
absolutos. No entanto, aqui nés empregaremos uma abordagem mais concreta e ele-
mentar a qual pode ser motivada pela observacao de que as fungoes ¥ (f) e A(f) podem
ser obtidas via elementos geometricamente simples, “cones”; aqui as fungoes

z— f(y)+ Ly (0U)|z — y| e xw— f(y)— L(OU)|z — vyl

Ao contrario das extensoes de McShane-Whitney, cones sempre satisfazem (1.1) fora do
ponto de vértice, e eles podem ser considerados “solugoes fundamentais” do problema.
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Neste contexto, grosseiramente falando, as usuais convolucoes com solugoes fundamen-
tais sao substituidas por processos de maximizacao e minimizacao. E se mostra que
todos o minimizadores absolutos podem ser descobertos conferindo a validez de uma
propriedade que ndés chamamos comparacao com cones. A introducao desta no¢ao nos
ajuda a agilizar a teoria de existéncia e a torna mais transparente. No capitulo 4,
noés apresentaremos um teorema de existéncia. A questao da unicidade é tratada no
capitulo 5. Em [1], pela primeira vez mostra-se o resultado de unicidade sem recorrer a
teorias externas significativas. A primeira prova do resultado de unicidade foi dada por
Jensen [10], o qual utilizou a teoria de “solugbes no sentido da viscosidade” e a teoria
de Espacos de Sobolev. A segunda prova foi dada por Barles e Busca em [11], os quais
usaram novos argumentos inteligentemente que evitaram a necessidade de empregar
resultados em espacos de Sobolev. A prova apresentada no capitulo 5, nao invoca a
teoria de solugbes no sentido da viscosidade, nem resultados em espagos de Sobolev.
Intensiona-se tornar a prova mais acessivel, através de resultados bésicos das funcoes
que gozam de comparacao com cones.

E possivel mostrar que o problema introduizido, é um exemplo arquétipo para
teorias mais gerais. Isto aumenta o interesse na teoria. Em particular, existe uma
equacao eliptica degenerada associada, a qual é ainda pobremente entendida, mesmo
no caso da norma euclidiana. Além disso, o problema é também um arquetipico na
teoria de minimizacao dos L funcionais. No6s esbocamos estas conexoes abaixo.

Desde os trabalhos [12] e [15], a teoria dos minimizadores absolutos avangou por
varios autores. A linha mais popular de pesquisa elevou-se da idéia, novamente devido a
Aronsson [15], de interpretar o problema da extensao Lipschitz, como um limite formal,
quando p — oo, do problema variacional mais classico de minimizar o funcional

L, U) = /U |Dv|Pdz, 1< p < oo, (1.2)

sobre condigoes de fronteira dadas; ver [14] e [10] . Aqui, Dv denota o gradiente de v.
Esta abordagem, no caso da norma euclidiana, leva a uma reformulagao do problema
original em que (0.2) é substituido pelo requerimento

ess sup,cy | Du(x)| < ess sup,cy | Dv(z)| (1.3)

para todo V' CC U e v suficientemente regular satisfazendo v = u sobre 0V. De fato,
minimizar I,(v, U) (sujeito a v = f sobre OU) é o mesmo que minimizar |Dv| na noma
LP a qual tende a norma L* quando p — 0o. Devido a aditividade de conjuntos de I,
um minimo de [,,(., U) também minimiza I,(., V') para qualquer V' CC U (sujeito ao seu
valor de fronteira). Logo, é um minimizador absoluto de (1.2). E natural se perguntar
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se esta propriedade continua valida no caso limite, isto é, se vale (1.3). Contudo, nao
é claro que (1.3) é equivalente a (1.2).

O procedimento de aproximagao discutido acima tem a vantagem de fornecer uma
rota para o correta equacao de “Euler-Lagrange” para o nosso problema. Ou seja, uma
funcao u para o qual I,(u,U) < I,(v;U) se u = v sobre U deve satisfazer

lim L(u+1tp,U) — I,(u,U)

t—0 t

=0

para uma fungao suave ¢ que se anula fora de um subconjunto compacto de U. Isto
leva-nos a equacao de “p-Laplace”

Ayu = div(|DulP"*Du) = 0, (1.4)

a qual é entendida no sentido das distribuicoes ou no sentido da viscosidade. Note que
0 caso p = 2, leva-nos a familiar equacao de Laplace Au = 0, cujas solucoes sao as
fungoes harmoénicas. Tomando o limite de (1.4) quando p — oo, uma questao um tanto
sutil, obtém-se a equagao eliptica nao linear e altamente degenerada

Aot := Z Up Ug;Ug,e; =0 em U, (1.5)

ij=1

conhecida como a equacgao infinito Laplaciano. Nés derivaremos esta equagao na segao
3.1, sem referéncia ao procedimento de aproximcao, ao invés disso, comecaremos das
propriedades puramentes geométricas de comparagao com cones. A equagao infinito
Laplaciano, desempenhou papel cruicial na prova de unicidade dada por Jensen em [10].
E se tornou um centro de atencao neste campo. O preco a ser pago nesta abordagem
¢ a perda de generalidade. O problema de extensao original faz sentido em qualquer
espaco métrico, assim como os cones.

Na secao 3.1 nés mostraremos que funcgoes absolutamente minimizantes sao precisa-
mente as solugoes no sentido da viscosidade da equacao infinito Laplaciano, no caso da
norma euclidiana. A questao da equivaléncia entre “absolutamente minimizante” e as
solugoes no sentido da viscoisidade nao ¢é totalmente estabelecida para normas gerais.

Além da bela interpretagao geométrica, a teoria dos minimizadores absolutos é
interessante pois serve como um exemplo arquetipico de um problema no célculo das
variagoes envolvendo L; funcionais da forma

ess sup,cqF (z,u, Du).
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Estes problemas variacionais surgem em diversos contextos e fornecem muitas vezes
o quadro mais realista para os problemas fisicos concretos. Ver, por exemplo, [18]
para uma lista de possiveis aplicacoes. O estudo sistematico dos L> funcionais tem
sido grandemente influenciado pelos avangos na compreensao do problema de extensao
Lipschitz, e vice-versa. O trabalho original de Aronsson [15], surgiu depois que ele
havia investigado os L funcionais no caso unidimensional em [12] e [13].

Noés comecaremos o capitulo 2 com uma discussao do problema classico de extensao
Lipschitz. Introduziremos as funcoes absolutamente minimizantes, estabeleceremos
propriedades de comparacao com cones e as suas relacoes. No capitulo 3, reunire-
mos algumas caracterizacoes das funcoes absolutamente minimizantes em um tunico
teorema, tais como ser solucao no sentido da viscosidade do infinito Laplaciano, ser
fortemente absolutamentee minimizante e gozar de comparagao com cones. E mostrar
que estas propriedades sao locais. No capitulo 4 provaremos o terorema de existéncia.
No capitulo 5 trataremos da questao da existéncia. No capitulo 6, embora a regula-
ridade exata das fungoes absolutamente minimizantes seja um problema em aberto,
nés mostraremos um teorema que nos garante um critério para descubrir se a fungao
é diferencidavel em um determinado ponto. No capitulo 7, esbocaremos a relacao da
teoria das fungoes absolutamente minimizantes com problemas variacionais.



Capitulo 2

PRELIMINARES

Neste capitulo, daremos defini¢oes, exemplos e introduziremos notacao. Nds comecgaremos
apresentando o problema de extensao de funcoes que comentamos na introducao. Em
seguida, mostraremos que, dizer que uma funcao continua u é absolutamente minimi-
zante, equivale a dizer que ela satisfaz uma propriedade a qual chamaremos de gozar de
compara

¢ao com cones. Depois de definirmos as nogoes de comparagao com cones e anali-
sarmos a relacao entre este conceito e o de uma funcao absolutamente minimizante,
nos estabeleceremos consequéncias da propriedade de gozar de comparagao com cones,
as quais serao ferramentas proeminentes no decorrer deste trabalho. Como nos teore-
mas de equivaléncia do proximo capitulo. Em particular, uma selegao destes resultados
¢ tudo o que precisamos no teorema de existéncia do capitulo 3. Com estas preliminares
em maos, a prova é curta e elegante.

2.1 Problema de extensao

Considere K C R" e f: K — R Lipschitz continua. Em contraste com a introducao,
K nao precisa ser a fronteira de um conjunto aberto U. Pomos

Ly(K) :=inf{L € [0,00) : |f(z) — f(y)| < Lz — y|, Vz,y € K},

se nao existe uma constante L satisfazendo a condi¢ao dentro das chaves acima, dizemos
que L¢(K) = oo. E razoavel perguntar se podemos encontrar uma extensao que nao
aumente sua contante Lipschitz,isto é, se existe u € C'(R™) satisfazendo

u=f sobre K e L,(R")=L,(K). (2.1)
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Se uma tal extensao u existe, satisfara
fy) = LK)z =yl < ulx) < f(y) + Ly(K)|z —yl, paraz € R", y € K

Sabendo-se também que o infimo e o supremo de uma familia de funcoes com uma
mesma constante lipschitz, se finita tem a mesma constante lipschitz, temos que A, ¥
definidas por

A(f)(@) = sup(f(y) — L(K)|z —yl)

yeK
() () = inf (£(9) + L (Kl — )
satisfazem a extensao desejada. Dependendo de f e K existem diversas outras solucoes.

Exemplo 1. Seja K = {—1,0,1}, f(—1) = f(0) =0, f(1) = 1. Entdo L;(K) = 1.
Facilmente ve-se que V(f), A(f) sao indicados na figura abaizo

Claramente existem outras solugdes de (2.1) no exemplo (1). No caso geral, obvi-
amente, a solu¢do de (2.1) é unica se e somente se for ¥(f) = A(f). Em particular,
uma “melhor” solugao para de (2.1) no exemplo (1) seria

u(z) =0 para <0, u(x)=z para 0<x<1, e wu(xr)=1 para z>1.

Por que preferir esta solucao? Grosseiramente falando, porque ela varia localmente “tao
pouco quanto possivel”. Em particular, ela possui a propriedade (1.1) da introducao,
a qual nés lembramos aqui: Se V' CC R\ K, entao

Lo(V) = Lo (V). (2.2)

Note que A(f) nem W(f) tem esta propriedade, basta tomar, por exemplo,
V = (-=3/4,—1/4), enquanto a funcao

u*(z) =0 para z<0, u*(r)=x para x>1.

¢ uma segunda extensao de f com a mesma constante Lipschitz e a propriedade (2.2).
Além disso,

u*(z) =0 para x <0, u*(zr) =2 para 0<z <1, e u*(x)=2r—1 para x> 1.

E outra extensdo continua de f a qual satisfaz (2.2), mas nao satisfaz L, (R) = L(K).
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Figura 2.1:

2.2 Funcoes absolutamente minimizantes.

Nesta secao introduziremos os conceitos de funcgoes absolutamente minimizantes e
fungoes cones. Aqui encontra-se também um resultado que com frequéncia estara
presente em algumas demonstracoes deste texto.

Definicao 1. Seja U C R"™ aberto. Entdo u € absolutamente minimizante em U e
notaciona-se u € AM(U), se w € C(U) e para todo V CC U wale

Lu(V) = L, (V).

Observagao 1. Note que se u € C(U) entao V'V CC U tem-se L,(0V)
isto nos diz que poderiamos refazer L,(V) < L,(0V') no lugar de L, (V') =
defini¢ao acima.
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Com efeito, assumindo o contrario, terfamos L,(V) < L,(0V) e em consequéncia
existiriam x,y € U tais que |u(z) — u(y)] > L.(V)|x —y| ( pois a desigualdade
contraria V z,y € OU da L,(0V) < L,(V')) e entao terfamos sequéncias (xx) e (yx) em
V tais que z, — = e Yy, — y . Entao

u(e) = ulye)| = Lu(V)lzk — yel = |u(z) — uly)| = Lu(V)|z —y[ >0,

o que daria xy,, Yk, em V tais que |u(xg,) — u(yr,)| > Lu(V)|2r, — yx,| contradizendo
a defini¢ao de L, (V)

O termo absolutamente, refere-se a arbitrariedade na escolha de V em (2.2). E de
fato a constante Lipschitz esta sendo minimizada no sentido de que é a menor possivel
em cada V, tendo emconta os valores sobre JV'.

O exemplo acima ilustra outra observacao feita na introdugao. Se g é tal que
g(=1) = 0,9(0) = 1/2 e g(1) = 1. O leitor pode verificar facilmente que W(f) £
W(g) Z W(f), embora f < g.

Parece natural considerar também o problema de extensdo de K ao intervalo [-1,1]
e nao a todo R se estivermos interessados em intervalos. Isto leva-nos ao seguinte
problema de valor de fronteira

uwe C(UNAMU) u(x) = f(z) x € oU. (2.3)

Note que em (2.3) ndo impomos que f é Lipschitz continua. Isto é uma das razdes pela
qual a relagao entre o nosso problema de extensao origianl (2.1) e o problema de valor
de fronteira (2.3) ndo estava inteiramente clara. Se f em (2.3) é Lipschitz continua e
R = U U 90U uma solucdo de (2.3) é uma solucao de (2.1)7 Nao em geral, u* é um
exemplo disso. Contudo se U é limitado, veremos que solugoes de (2.3) satisfazem
L.(U) = L;(2U)

Definicao 2. Uma func¢ao cone de inclinacdao a e vértice z € uma funcao C': R® — R
definida por C(z) = alr — z| + b onde a,b € R.
Exemplo 2. Uma fungao cone C(x) = alz — z| +b € AM(R™\{z}). De fato,

|C(x) = Cy)| = lalllz — 2| = [y — ]| < allz — z].

Portanto,
Lo(R™) <al.
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E como

|C(x) = C(2)] = lal|z = 2],

temos

Lo(R™) > al.

Assim, Lo(R™) = |a| e para todo V CC R"—{z} tem-se Lo(V) < Lo(R™) = |a|. Para
a desiguldade oposta, sejam y € V., y* e y** as interseccoes mais prorimas a y da reta
que passa por y e z e a fronteira de V, também temos

ICly") = Cly™)] = lallly” =y,

pois y*, y** e z estao numa mesma reta. Dai, Lc(0V') > |a| > Lo(V) e pela observagao
1, seque o resultado.

ok

Figura 2.2:

Funcoes cones também possuem propriedade abaixo, a qual servira para mostrar
diversos resultados pelo texto.
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Proposicao 1. Sejam W CC R", C uma fun¢ao cone com vértice z ¢ W e inclinagdo

a. Seu e C(W) satisfaz u = C sobre OW e L,(W) = |al|, entdo u= C sobre W.

Demonstragao. Suponha que exista y € W tal que u(y) # C(y), por exemplo u(y) >
C(y). Caso a > 0, considere y* como no exemplo acima (assumamos y* mais préximo
de z que y*™). Entao:

u(y) —u(y”) >Cy) —Cly") =ally — z| = ly* — z|| = aly — ¥*|.

Dai, consirando uma sequéncia yr — y*, yx em W, encontramos yi, tal que |u(y) —
w(yr,)| > lally — yx,| 0 que implica L, (W) > |a|, contradi¢ao. Se a < 0, nds usamos
y** no lugar de y* e um argumento semelhante, para novamente obtermos L, (W) > |al.
Caso u(y) < C(y), aplicamos o argumento prévio a —u e —C

O

2.3 Comparacao com cones.

Definiremos nesta secao a propriedade de gozar de comparagao com cones e analisa-
remos a relacdo entre este conceito e o de funcao absolutamente minimizante. Na
verdade, mostraremos que uma funcao u € C(U) é absolutamente minimizante em U
se , e somente se, goza de comparacao com cones.

Estabeleceremos consequéncias de comparacao com cones que serao proeminentes
ferramentas no restante deste trabalho. Em particular, uma pequena selecao destes
resulatados sao tudo o que é preciso para a prova do teorema de existéncia no capitulo
4. Com estas preliminares em maos a prova do teorema de existéncia sera curta e
elegante.

Nés comegaremos por derivar algumas propriedades de u € AM(U). Estas pro-
priedades sao usadas para definir uma classe de funcoes, e como veremos esta classe
coincide com AM (U). Além disso essa equivaléncia divide AM (U) em um conjunto de
duas nogoes ‘unilaterais” as quais sao essenciais para a prova do teorema de existéncia
no capitulo 4.

Defini¢ao 3. Seja u € C(U). Entdo u goza de compara¢ao com cones por cima em
U, e notaciona-se u € CCA(U), se para todo V CC U,a € R e z ¢ V tem-se

u(z) —alr — z| < max (uw(w) —alw —z|) parax € V.
{wedV'}
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Analogamente, diz-se que uw € C(U) goza de comparagdo com cones por baizo em U, e
notaciona-se u € CCB(U), se para todo V CCU,a € R ez ¢V tem-se

u(z) —alr — z| > min (uw(w) —alw —z|) parax € V.
{wedV'}

Enfim, uma funcao u € C(U) goza de comparagcio com cones em U, e notaciona-
se u € CC(U), se u goza de comparag¢io com cones por cima € por baizo em U.
Alternativamente uw € CCA(U) N CCB(U).

Observagao 2. Seu € CCA(U), V. CcC U e C € uma fungao cone dada por C(x) =
alr — z| + b tal que z ¢ V eu < (ou <) C sobre OV. Entio, u < (ou <) C
em V. Analogamente, Se w € CCB(U), V. CC U e C é uma fung¢ao cone dada por
C(z) =alr —z|+b tal que 2 ¢ V eu > (ougeq) C sobre OV. Entio, u > (ou>) C
em V.

De fato, como u € CCA(U), temos para todo x € V', que

_ _ < _ _
w(z) —alr —z] < gé%)é(u(w) alw — z|)
< (ou<)b
Analogamente, se u € CCB(U), temos para todo = € V', que
_ _ > ; _ _
u(z) —alr —z| > ur)relg‘l/(u(w) alw — z|)

> (ou>)b

Proposicao 2. Seja u € C(U). Entao w € AM(U) se, e somente se, u goza de
comparacao com cones por cima e por baizo em U.

Demonstrag¢ao. Primeiro, notemos que se u € C'(U) e goza de comparac¢do com cones
entao

L, (0(V\{z})) = Lu (V). (2:4)
De fato, como (V\{z}) = 0V U {z}, temos 0V C d(V\{x}) e segue que

L,(0V) < L, (0(V\{z})),
para obtermos a outra desigualdade é suficiente mostrar que para z € OV ex € V

u(z) — L,(0V)|x — z| <ulx) <wu(z)+ L,(0V)|z — z|. (2.5)



CAPITULO 2. PRELIMINARES 16

Bem, a desigualdade vale para = € 0V e u goza de comparagao com cones, entao

u€ CCAWU) = u(zx) — L,(0V)|x — z] < {gg};}(u(w) — L, (0V)|w — z|) <u(z).

Portanto,
u(z) < u(z) + L, (0V)|x — z|.

Assim, obtemos a segunda desigualdade em (2.5), semelhantemente usando que u €
CCB(U) obtemos a primeira desigualdade.
Usando duas vezes (1.1) obtemos

Ly(0V) = Lu(0(V\{z})) = Lu(0(V\{z, y}))-

Uma vez que x,y € d(V\{z,y}), nés temos |u(x) — u(y)| < L,(0V )|z — y|. Portanto
L,(0V) > L,(V) e pela observacdo 1 u € AM(U).

Assumindo agora que u € AM(U), se u ¢ CCA(U) existira V CC U e z ¢ V tal
que o conjunto

W={zeV ulx)—alxr—=z > {géa;é}(u(w) —alw —z|)}

¢ nao vazio, aberto e

u(z) = C(z) := alr — z] + max (u(w) — alw — z|) para z € OW.
{wedV'}
Assim u = C sobre OW, W C V CcC U, logo W CC U e uma vez que u € AM(U),
temos L, (W) = L,(0W) = Lo(OW) = Lo(W) (a tltima igualdade segue do exemplo
1, dado que z ¢ V = z ¢ W) a proposicao 1 garante que u = C' em W ( contradicao).
Logo W =0 e ue CCA(U) e um argumento andlogo mostra que u € CCB(U).
O

Observacao 3. Note que na demonstragio acima, foi mostrado que se u ¢ CCA(U)
entdo existe um aberto nao vazio W CC U e uma funcao cone C(x) = alx — z| + b
com z ¢ W tal que uw = C sobre OW eu > C em W. Analogamente, se u ¢ CCB(U),
entdo existe um aberto nao vazio W CC U e uma fungao cone C(x) = alx —z|+b com

z ¢ W tal que u = C sobre OW eu < C em W.

Exemplo 3. Pelo exemplo 1 e proposicio 2, concluimos que u(x) = a*|z — y| €

CCR™\{y}).
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De fato, supondo a* > 0, u € CC(R"). Do contrario, pela observagao 3, existiria
um subconjunto W precompacto nao vazio do R™ e uma fungao cone C(z) = a|x—z|+b
com z ¢ W tal que u = C sobre OW eu > C em W. Se y ¢ W como no exemplo 1,

L,(W) = L,(OW) = Lc(0W) = Lc(W)

e pela proposicao 1 , u = C' em W. Contrariando que u > C' em W. Assim, podemos
assumir que y € W. Mas entao, assumindo que a > 0, usando que a* > 0 (o caso a* = 0
é trivial) e considerando novamente y* e y** como no exemplo 1, temos |y—z| > |y*—z|.
Portanto

Cly")=aly" —z[+b<aly—z|+b=C(y)

0=a’ly" —yl = Cly") >a’ly—yl-Cly).
Contrariando que y € W, pois u > C' em W. Supondo a < 0, refazemos o argemento
com y** no lugar de y* e analogamente encontramos C(y) > u(y). Se a* < 0, entdo
—u € CCA(U) e portanto u € CCB(R™\).

Note também que se a* > 0 entao u nao goza de comparagao com cones por baixo
em conjunto aberto contendo o vértice y. Com efeito, tomando algum V' précompacto
de U contendo y, nés temos que d = dist(y, V) > 0. Assim, tomando a = 0, temos
que

i =a"'d >0= .
min u(w) = a u(y)
Exemplo 4. Sen =1 e U é um intervalo, entio uw € CCA(U) se e somente se u
¢ convexa. Por definicio, u € CCA(U) € equivalente a condi¢io que a reta secante
ligando quaisquer pontos sobre o grdfico de u estd sempre acima do grdifico de wu.

Agora trabalharemos alguns lemas que apresentam propriedades relativas a fungoes
que gozam de comparagao com cones. Estes lemas auxiliarao os resultados dos préximos
capitulos, tais como nos teormas de caracterizacao, existéncia e unicidade.

Nesta se¢ao derivaremos uma estimativa de continuidade Lipschtz ( lema 3) que
segue de uma desigualdade de Harnack, e veremos que o supremo de uma familia de
funcoes as quais gozam de compargao com cones também possuem esta propriedade
(lema 4). Estes fatos serdo, de modo particular, nescessarios para a demonstragao do
teorema de existéncia.

Lema 1. Seja u € CCA(U) ey € U. Entao

u(z) <wu(y)+ max (M) |z — g (2.6)

{wilw—yl|=r}
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para |z —y| <r <dist(y,oU).
Além disso, a funcao

T(r):= max wu(w)= max ulw 2.7
g (r) X (w) (X (w) (2.7)

¢ conveza sobre o intervalo 0 < r < dist(y, OU).

Finalmente,
S*(y,r) =  max (M> (2.8)

 {wijw—y|=r} r

¢ nao negativa e nao decrescente em 0 <r < dist(y,oU).

Demonstragao. Para verificar (2.6), basta observar que a fungdo cone sobre o lado
direito de (2.6) é limitada sobre a fronteira do conjunto {z : 0 < |z —y| <r}cCcCcU
e usar o fato que u € CCA(U). Para a igualdade em (2.7), vemos claramente que
MAX {y:|w—y|<r} U(W) > MAX (y:]i—y|=r} U(w) € para a outra desigualdade basta por, como
na defini¢do de u € CCA(U), a =0 e V = B,(y). Com isto, também ganhamos que
ST é nao negativa. Com efeito, ST (y,r) = (gF(r) — u(y))/r e gt (r) > u(y).

Para a convexidade de ¢g*, observe que temos

g (r) —g"(s)

(|t —y|—s) para s<|z—y|<r (2.9)
r—s

u(x) < gt (s) +
De fato, pela definicao de g*, a fungao cone sobre o lado direito de (2.9) limita u
sobre a fronteira da regido anular {z € U : s < |x —y| < r} CC U. Portanto, se
t=XAs+ (1 —A)r onde X € [0, 1], temos

g (r) —g"(s)

(t—s) para 0<|z—y| <t (2.10)
r—s

u(x) < gt (s) +

Com efeito, para 0 < |z —y| < s, usamos os fatos que u(x) < g™ (s),t > s,r >seg”’
é nao decrescente, para s < |r — y| <t usamos (2.9) jd que 0 < |z —y| <.
Maximizando o lado esquerdo de (2.10) sobre |z —y| < t temos

g (r) —g"(s)

gH (1) < g7 (s) + ———

(t—s).
E céalculos simples nos levam a

gr(t) < (1 =NgF(r) + g™ (s),
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mostrando assim que g é convexa. Apoiando-se nisto, se 0 < s < r, temos

g7(s) g7 (0) _ g7 (r) —g7(0)

S S

St(y,s) = = St(y,s).

Portanto St é nao decrescente, finalizando a prova. O

Veremos, no teorema de caracterizacao, que as propriedades (2.6) e (2.9) sdo na
verdade equivalentes a gozar de comparagao com cones por cima. Notando que u €
CCB(U) se, e somente se, —u € CCA(U) ou, de forma andloga, com as devidas
adaptagoes concluimos o préximo lema.

Lema 2. Seja u € CCB(U) ey € U. Entao

u(zr) > u(y)+ min (M) |z —y| (2.11)
{w:lw—yl=r} r
para |x —y| <r < dist(y,0U).
Além disso, a funcgado
“(r):= min wu(w)= min w(w 2.12
g (r) (o in_ (w) i (w) (2.12)

é concava sobre o intervalo 0 < r < dist(y, OU).
Finalmente,
S7(y,r) = min (M> (2.13)
{wilw—yl=r} r

¢ nao positiva e nao crescente em 0 <r < dist(y,oU).

O préximo lema é um resultado que nos garante uma estimativa que permite afirmar
que se u € C(U) satisfaz (2.6), entao u é localmente Lipschtz continua.

Lema 3. Seja u € C(U) satisfazendo (2.6). Se z € U, xz,y € Br(z) e R <
dist(z,0U) /4, entao

lu(z) —u(y)| < < sup u — sup u) 2= y! (2.14)
Bin(x)  Batx) /R

Demonstra¢ao. Assuma primeiro que u é nao positiva (u < 0). Seja d(y) = dist(y, oU),
entao

u(y)

|z —y| <u(y) — TIx —yl.

<U(w) - U(y)>

u(zr) <u(y)+ max .

{wiw—y|=r}
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Fazendo r 1 d(y), obtemos

u(z) < u(y)(l - |xd(_yjy|> (2.15)

Se z € U, 4R < dist(z,0U) e x,y € Br(z), entdo para todo w € U temos

lz—w| < |z—y|+ |y —w| < R+ |y —w|

Assim
_ ol < . ol ‘
d(z) = inf [z —w[< R+ inf |y —w|= R+d(y)
Portanto,
d(y) > d(z) — R > 3R
e

e —y| < |z —z|+ ]z —y| <2R.

Segue entao de (2.15) que u(x) < % para x,y € Bg(z). Logo para z,y € Bg(z),
temos
sup u < infp,;u/3 para R < dist(z,0U)/4. (2.16)
Br(2)

Esta é uma desigualdade de Harnack.
Novamente, por (2.15) e também por (2.16),

ute) — () < —ul) (5 2) < =t w(E2M) < s

acabando assim o caso u nao positiva.

Para o caso gem}7 aplicamos o caso JaNObtldO a fungao nao positiva u — suppg, ;) u.
Note que esta funcao goza de comparacao com cones por cima em U pois é a soma
de u € CCA(U) e uma constante. Assim, ela é continua em U, satisfaz (2.6) e do
resultado obtido para u < 0, obtem-se o caso geral. O

o)

r(z

Observacao 4. E interessante observar que seuw € CCA(U) entao satisfaz as hipdteses
do lema e consequentemente o lema acima.

Nosso proximo resultado ¢ um lema que nos garante condigoes sobre as quais o
supremo de uma familia de fung¢oes que gozam de comparacao com cones por cima,
preserva a propriedade de gozar de comparagao com cones por cima. De modo parti-
cular, utilizaremos este lema, (ndo apenas uma vez) na demonstra¢ao do teorema de
existéncia.
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Lema 4. Seja I' uma familia uma fmilia de funcoes as quais gozam de compara¢ao
com cones por cima em U. Suponha que

h(z) = sup v(x)
{vel'}

¢ finita e localmente limitada em U. Entao h € C(U)NCCA(U).

Demonstracao. Fixe vg € T', e note que podemos substituir I' por
I = {max(v,vg) : v € T'}

na definicao de h, sem contudo modifica-lo. Assim nds reduzimos ao caso em que as
fungoes em I sdo localmente limitadas por cima (por h) e por baixo (por vp). A conti-
nuidade de h agora segue do lema 3, o qual implica que I" é localmente equicontinuo.
Suponha que V. CC U e z ¢ V. Entao, por hipdtese e pela definigao de h, nds temos
que parav € I

—alz—2| < —alw—z|) < — alw — .
v(x) —alx z|_5}ré%§(v(w) alw z\)_gé%)‘;(h(w) alw — z|) para x €V

Tomando o supremo sobre {v € I'} encontramos que h € CCA(U). O

Agora nés mostraremos que se u satisfaz uma pequena variacao da consequéncia
(2.6) de u € CCA(U), entdao u é constante em alguma vizinhan¢a de um ponto de
maximo local.

Suponha, sem asssumir que u € CCA(U), que g* como definida no lema 1, é
convexa. Entao, por convexidade, g™ (s) — ¢ (0) < (¢7(r) — g7 (0))s/r para 0 < s < r.
Isto pode ser escrito como uma variacao fraca de (2.6), a saber:

@) < uly)+ (LM 1)

paray € U e |z —y| < r < dist(y,0U). Onde a unica diferenga para (2.6), é que o
méaximo 4 direita é tomado sobre toda a bola fechada {w : |w — y| < r} ao invés da
esfera {w : jw —y| =r}.

Lema 5. Seja U conexo, u € C(U) e (2.17) vale para x,y € U com |z —y| <r <
dist(y,0U). Seja x* € U e u(z*) > u(w) para w € U. Entio u = u(z*) em U.
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Demonstra¢ao. Dado que A = {x € U : u(x) = u(z*)} é fechado em U e U é conexo,
basta mostrar que A também é aberto. Sejax € A.Sey € Ue|z—y| <r < dist(y,oU),
isto é, y é mais proximo de z do que da fronteira. Note que ha uma bola em U contendo
x com esta propriedade. Com efeito, como U é aberto podemos tomar uma bola em U
contendo x, basta entao tomar a bola concéntrica com raio inferior a metade da bola
inicial. Note também que

u(w) — u(y)
uw) < )+ max (FE e -y
< (1=t ot

< (1 — @)u(y) + u(x)@

Logo, paray € U e |z —y| <r < dist(y,0U) temos

(1 — u)u(x) < (1 - u)u(y)

T r

Implicando u(z) < wu(y) para todo y tal que |y — x| < s < r. Mas como z €
A,u(x) = u(y) e todo ponto de A possui uma bola onde é consatante, mostrando que
A é aberto. L

Observacao 5. O lema 5 implica que se w satisfaz 2.17 (em particular, se u €
CCA(U)) e tem um ponto de mdzimo local em x* € U, entdo € u constante sobre
alguma vizinhanca conexa de x* para a qual x* ¢ um ponto de mdximo. Em particular,
(2.7) vale. Entretanto, u nao precisa ser ser constante em todo o U se U for conezo.
Basta notar o exemplo, u(x) = max(z,0) em R.

Continuaremos introdizindo conceito e notagao, de modo que possamos adiante
derivar consequéncias adicionais de (2.6), através de lemas que serdo utilizados nos
teoremas do préximo capitulo.

Se u € C(U), ponhamos

Tu(x) = lig)l L,(By(x)) =inf{L,(B,(x)): 0 <r <dist(z,0U)}.
Permitindo entao o valor +o00, T, é uma funcao bem definida.
Grosseiramente falando, T,(z) é a constante Lipschitz de v em z. E o menor
nimero com a propriedade de que para cada e > 0 existe um r. > 0 tal que T,,(x)+¢
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¢ uma constante lipschtz para u sobre B,_(x). Note que z — T,(z) é semicontinua
superiormente. De fato, T,,(x) < M implica que L,(B,(x)) < M para algum r > 0.
Paray € B,(z) e s+ |z —y| <, temos Bs(y) C B,.(z) e assim L,(Bs(y)) < L,(B,(x)).
Logo T.(y) < M. Isto mostra que {z € U : T,,(z) < M} é aberto e, em consequéncia,
que z — T,(x) é semicontinua superiormente.

Definicao 4. Seja u € (U). Diz-se que u € fortemente absolutamente minimizante em

U, e notaciona-se u € AMS(U), se para todo V CC U ev € C(V) tal que u = v sobre

0V nds temos

sup T, (z) < sup Ty (x).
zeV zeV

Observe que se u € AM(U) entdao u € AMS(U). Com efeito, seja V CC U e

v € C(V) tal que v = u sobre V. Entao, para r > 0 suficientemente pequeno e z € V,
temos B,(x) CC U e usando que u € AM(U) temos

L,(B,(2)) > L,(0B,(x)) = L(8B,(x)) = Lu(B,(x)).

Assim,

T,(@) = lim Lu(Bu(2)) > lim Ly(By (@) = Tuo).

No préximo capitulo veremos que fungoes absolutamente minimizantes sao as funcoes
fortemente absolutamente minizantes.

Para comentarios futuros, lembramos que, que u : U C R" — R é diferenciavel
em xy € U se existe p € R” tal que

u(z) = u(zo) + (p, v — xo) + of|z — o) (2.18)

quando x — xy. Aqui a notagao do pequeno o tem o seu significado usual. Quando
(2.18) vale, p é unicamente determinado o que nos permite definir Du(xg) := p. Pelo
teorema de Rademacher (ver, por exemplo, [4]), fungoes Lipschitz continuas sao dife-
rentiaveis quase sempre, nesse sentido.

Além destes conceitos, empregaremos a notacao

(w, 2] ={w+tlw—2):0<t <1}

que ¢é o seguimento de reta ligando w a z em R". Finalmente, para o proximo lema,
onde derivaremos consequéncias da propriedade 3), estabeleceremos o seguinte resul-
tado.
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Proposicao 3. Se u € CCA(U) e E C U é compacto, entio L,(F) < oc.

Para ver isto, supondo o contrério, para cada j € N existiriam sequéncias 27,1/’
em F tais que |u(z?) — u(y’)] > jlz' — 3’|. Uma vez que u é continua sobre E e E
é compacto, u é limitada sobre F e segue-se entdo que |2/ — y/| — 0 quando j — 0.
Como E é compacto, passando a uma subsequéncias se necessario, podemos supor que
iy — 2 € E. Logo 27,3’ € Bg(z) onde 4R < dist(z,0U) e o lema acima levanos a
contradizer |u(z?) — u(y’)| > j|lz7 — y?| para j suficientemente grande.

Lema 6. Seja u € C(U) satisfazendo (2.6) ey € U. Entao

1. ST(y,r) dado por (2.8) no lema 1 € ndo negativa e nao decrescente em r, 0 <
r < dist(y,0U).

2. Se [w,z] C U, entao

lu(w) —u(z)] < ( max S*(y)) |z — w. (2.19)

y€[w,z?]

3. ST(y) := lim, ;o ST(y,7) = inf{O <r <dist(y.o0)) ST (y,r) € bem definido, finito e
nao negativo. Além disso, S*(y) = T,(y) . Em particular, S*(y) € semicontinua
superiomente em y € U, onde ST (y,r) é dado por (2.8) no lema 1.

4. Se —u também satisfaz (2.6) junto com u, entao

025 (y) =lmS (y,r) ==57(y)  para yeU

onde S~ (y,r) € definida por (2.13) no lema 2.

Demonstracao. Por (2.6) temos

’u(9|3):U(y)S max U(w)—U(y))
z —yl {wilw—y|=r} r

para |z —y| < r < dist(y,0U). Assim, maximizando sobre {z : |z —y| = s < r}
obtemos ST(y,s) < ST(y,r). Se existisse r > 0; 0 < r < dist(y,dU) tal que
ST (y,r) < 0 entao para todo = onde ; |z — y| = r, terfamos

u(x) - u(y) < max (U(U}) B u(y)) — S+(

,7) < 0.
r T {wiw—y|=r} r Y )
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Entao u(z) < u(y) e como para s <r, ST(y,s) < ST(y,r) <0, yéponto de méximo
do conexo B,.(y) e pelo lema 5, u é constante em B, (y), o que nos leva a S*(y,r) =0,
contradigao. Logo S*(y,r) é ndo negativo e nao decrescente emr, 0 < r < dist(y, dU).
estabelecendo-se entao 1.

Com base no lema 3 e na proposicao 3, u ¢ Lipschitz continua em algum subconjunto
compacto de U. Seja [w, z] C U, temos que g(t) := u(w+t(z —w)) é Lipschitz continua
emt € [0,1]. Fixet € (0,1) e observe que pondo x = w+(t+h)(z—w) e y = w+t(z—w)
em (2.6), temos para h > 0 pequeno,

glt+h)—g(t)  ww+({E+h)(z—w)) —u(w+tz—w))
h B h
< ST (w+t(z —w), hlz —wl|)|z — w).

Onde a tltima desigualdade segue da definicao de S*. Fazendo h | 0, nés encontramos
que

J(1) < S (w+ 1z —w), |z — ]z —w] < ( sup s+<y>)rz o

ye[w,z]
em algum ponto de diferenciabilidade de g. Portanto,
1
ule) = u(w) = 9(1) = 0) = [ )it < ( sup 5% Iz =l
0 ye|w,z
Intercambiando z e w nds obtemos

uw) — u(z)| < ( sup s+<y>>\z . (2.20)

yG[’LU,Z}

A semicontinuidade superior de S, provada abaixo, nos permite reescrever (2.20) com
max no lugar de sup estabelecendo 2 .
Seja wy € B,(y) tal que

) ) (u(w) - u<y>> _

Como

[u(wo) —u(y)| =

o) =300,y

temos

r {w:|lw—y|=r} r
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Entao, pela continuidade de wu,

w(w) — uly
Lu(Bn(0) 2 L0, 0) = | (M) sy,
Portanto, passando o limite quando r | 0 obtemos S*(y) < T,(y). Por outro lado por
(2.20), Vw, z € B,(y), temos

ju(w) — u(2)| < (max s+<x>)\z | < ( i s+<x>) 2~ wl.

z€[w,z] z€Byr(y)
Entao L,(B.(y)) < (supxeBr(y) S+(x)>, e segue que

T.(y) = limL,(B.(y)) < lim sup ST (w)
rl0 ™0 weB, ()

< lim sup S*(w,s) (pela monotonicidade de S*(y,r) em r)
0 weB(y)

< S™(y,s)

para s > 0 pequeno, pela continuidade de S*(y,s) em s > 0 pequeno. E a desi-
gualdade T, (y) < ST(y) segue fazendo s | 0 na expressao acima. Assim, ST =T, e
ganhamos a semicontinuidade superior de S através da semicontinuidade superior de
T, concluindo assim 3.

Para obtermos 4 e finalizarmos o lema, note que de modo andlogo a S*(y) > 0,
temos S~ (y) < 0. E que as afirmagdes a respeito de S~ seguem do fato que 7, = T,,.

U

Observagao 6. Sev € C(U) e [w,z] C U, imitando a prova acima obtemos

jo(w) = o(2)] < (max s+<x>) 2~ wl.

z€w,z]

Lema 7. Sejau € C(U) satisfazendo (2.6) do lema 1. Se xg,x1 € U, 0 < |z1 —x0| <
dist(zo, OU) e

u(zy) — u(zo) = S™ (w0, |21 — 20|) |71 — 0], (2.21)
equivalentemente, u(z,) = max{u(w) : |w — xo| = |r1 — 20|}, entdao,
para 0 < s < dist(xg,0U) — |z1 — x|,

0 < ST (o, |21 — 20]) < ST (21) < ST (21, 8). (2.22)
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Demonstra¢ao. A primeira e a ultima desigualdade de (2.22) seguem do item 1 do lema
6. Para a desigualdade central, nos valeremos da definicdo e monotonicidade de S*
para obtermos

u(x) < u(zo) + St (xo, |11 — 20])|7 — 0] PaATA |7 — 20| < |21 — TYO| (2.23)
De fato, se |z — zo| < |x; — 20|, entdo

u(x) — u(wo)

< S+($07 |l' - 36’0|) < S+(SU07 ’131 - 370\)-
|z — x|

Ponha
= xo+t(xy —x9) para 0<t<1 (2.24)

e x = x; em (2.23) para obter, via (2.21),

u(zy) < u(xo) + St (o, |11 — 20])t|21 — T0]

= u(xg) + t(u(z1) — u(zy)).

Portanto

u(@y) —u(z) = (1 =1)(ulz1) — ufzo))

= |$1—It|S+<I0,|I1—l’0|),

e segue que
St (g, |21 — 24]) > ST (w0, |71 — T0)) (2.25)

Agora nés assumiremos que 0 < s < dist (z1,0U), entdo |x; — a1 < s <
dist (x4, 0U) se t é suficientemente proximo de 1. Assim, juntamente com (2.25) e a
monotonicidade ST, obtemos

SH(xy, 8) > ST (24, |21 — 24]) > ST (w0, |11 — 0)).

Agora fazendo ¢t 1 1 em
S+(:Et>3) Z S+(93'0, |$1 - l'0|)

concluimos que
ST (w1,8) > ST (wo, |21 — wol).

E fazendo s | 0, na expressao acima, obtemos
ST (1) > S*(xo, |71 — wol)

como queriamos. O
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Observacao 7. Para referéncia futura, note enquanto a prova estd recente para o0s
leitores, que sendo xo tal que |9 — 1| = s e u(x2) — u(zy) = ST (21, 8)|x2 — 21|, entdo
a desigualdade acima pode ser escrita como

u(rs) — u(r;)

S+($17 ’952 - 331‘) >
|29 — 21

u(r1) — u(wo)

S+(ZL‘07|"L‘1_$0|) = ’331—330\

Finalizaremos agora o nosso pequeno conjunto de lemas deste capitulo, os quais
serao suporte para os teoremas e demais resultados dos capitulos seguintes.

Lema 8. Sejam U limitado e uw € C(U) satisfazendo (2.6), xg € U com St(xg) >0 e
0 > 0. Entao existe uma sequéncia de pontos {xj}]o.il C U e um ponto xo € OU com
as sequintes propriedades:

1 |zj—zj1| <6 para j=1,2,...

2. [xj_1,z;] CU para j =1,2,...

3. ST (x;) > ST (xj-1) paraj=1,2,...

4. Too = limj_,o ;.

5. w(wn) — (o) 2 S*(w0) S by — 21l

Demonstragao. Seja xg € U e ST(xg) > 0. Por (2.22) do lema 7, iterando o processo
na observacao 7 encontamos uma sequencia x;, j = 1,2... tal que

’l’j - xj—ll = min(5, diSt($j_1, 8U)/2), (226)

u(z;) — u(@j—1) _ g+
|75 — x5

(Tj-1, |lzj — 254])

ST (@i, vy — mjma]) 2 ST ()2, [wj-1 — @j-2]).
Assim, por construcao,
|zj — | ST (@1, |25 — 2541])

|25 — 251 |ST (20, |71 — 0])
|25 — 25118 (20).

u(zy) — u(r;1)

AVAAVAN
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Logo nds podemos somar de j = 1 a m e encontrar
u(@m) = u(we) > SH(wo) Y |wj — wja]. (2.27)

j=1

Assim, como u € C(U) e S*(x5) > 0 e por (2.27), existe C' > 0 tal que

Z|xj—xj_1| SC ‘v’mzl,2
j=1

de onde segue que {z;} é uma sequéncia de Cauchy e converge para um limite z, € U,
onde z, € OU por (2.26). Passando o limite quando m — oo em (1.23), nés obtemos

u(@oo) = ulxo) 2 ¥ (x0) Y |2j — w1 ]-

J=1

2.4 Uma desigualdade de Harnack mais refinada.

Aqui, somente como um resultado adicional interessante, pois nao sera de grande re-
levancia nos resultados posteriores, nés refinaremos a desigualdade de Harnack que
aparece no decorrer da prova do lema 1. Lembre-se que estavamos supondo u < 0.
Agora assuma que R = d(z) := dist(z,0U) e r < R. Sejam x,y € B,.(z), m um inteiro
positivo e defina z; por

— X

para 7 =0,1,2...,m.

Como |zj11 — ;| = < d(zj4+1) quando m é grande e d(z;) > R—r. Por (2.15)

ute) < ulasen) (1= )

podemos afirmar que

m(R —r)

Iterando esta relagao, nés concluimos que
w(z) = u(rg) < wulxy) (1 — M2
|z —y| |z — y|
P A =
u(y)( T — u(y) exp 7,
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ou

u(z) < u(y) exp <—|;_ y|> para z,y € B,(2), 0 <r <R, B.(2) CU. (2.28)
—r

De que modo isto seria mais refinado que (2.16), por exemplo, com r = R/47 Em
primeiro lugar é valido para todo r < R. Para comparar com (2.16), nés tomamos
R = 4r e dado que u < 0, (2.28) implica que

[z —y|

u(z) < u(y) exp (ﬂ) para z,y € B,(2), 0 <r <R, B,(z) CU.

Portanto,
sup u < exp(—2/3)< inf u)

By (2) By (2)

e exp(—2/3) =0,5134... >1/3.



Capitulo 3
CARACTERIZACOES

Neste capitulo, nés mostraremos que a condigao de u ser absolutamente minimizante é
equivalente a varios outros critérios além de comparacao com cones. Um destes subs-
titui a exigéncia que para cada V' CC U, u minimiza a constante Lipschitz L, (V)
entre todas as funcoes as quais coincidem com u sobre dV (isto é u é absolutamente
minimizante) com a de minimizar o funcional sup .y (Tu(z)) (isto é, u é fortemente
absolutamente minimizante; veja definicao 4. Outro critério importante o qual é apre-
sentado aqui, no caso onde |.| é a norma de Euclidiana, é que u deve ser uma solugao
no sentido da viscosidade do infinto Laplaciano (3.2) (a definicao de tal solugao é o
critério (g) do Teorema 3 na secao 3.3; veja também a defini¢ao 5. Este critério é til
para mostrar que fungoes especificas sao absolutamente minimizantes.

3.1 Solucoes no sentido da viscosidade e o operador
infinito Laplaciano na norma euclidiana

Noés dizemos que uma fungao u : U C R* — R é duas vezes diferenciavel em um
ponto y € U se existe um p € R"” e uma matrix simétrica n x n X tal que

u(e) = u(w) + (o —v) + (X —g)r ) tolle ) (3D)

quando z — y. Assim como foi definido Du na secao 2.3 o ponto p e a matriz X
sdo unicamente determinadas de modo que podemos definir D?u(y) := X. Se u é
diferencidvel em todo ponto de U entao dizemos que v € C?*(U). Definimos também

Asu(r) = (D*u(x)Du(x), Du(z)), (3.2)

31
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A4 é conhecido como o operador infinito Laplaciano.

Comecaremos por derivar rapidamente a equacao infinito Laplaciano de simples
consideragoes de comparacao com cones, independente do conceito de solugoes no sen-
tido da viscosidade. Seja u : U — R satisfazendo

{wiw—y|=r}

u(z) <u(y)+ max <w) |z —y| (3.3)

para |[x —y| < r < dist(y,0U). Pelo teorema (2) isto é equiavalente a u € CCA(U).
Suponha que [.| é a norma euclidiana:

n

o =l (3.4)

1

Pondo X = D?u como no inicio do capitulo, nés afirmamos entao que
(Xp,p) > 0. (3.5)

Isto é, Apu(y) > 0 Assim como nds definimos Du na secao 2.3, quando 3.1 vale, p e
X sado unicamnete determinados de modo que podemos definir N6s provaremos (3.5)
assumindo sem perda de generalidade que y # 0 e p # 0 ( (3.5) é trivial se p = 0).
Usando (3.1) em (3.3) e pondo w = rz onde |z| = 1, nds obtemos

(p,z) + %(X:c,x) +o(jz]?) < ( sup (<p, )+ g<X2,2>> + 0(r)> izl (3.6)

{z:|z—y|=1}
Dividindo ambos os lados por |z|, escrevendo z* = ra7 € usando |x| < r obtemos
r
(p,a*) + |z (Xz*, 2*) < sup (<p, 2) + 5<Xz,,z>) +o(r). (3.7)
{z:|z|=1}

Quando r = 0, o max sobre o lado é atingido somente em z = p*. Portanto, algum
ponto de maximo z, para r > 0 satisfaz z, — p* quando r — 0. Entao nés temos

r
|p| < <pa Zr> + §<erazr> + 0(7“)

r * %
< |p|+ §(Xp ,p) +o(r).
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E segue que (Xp,p) > 0. Semelhantemente,

we) zat+ i ()

{w:|lw—y|=rz} r

implica (Xp,p) < 0.

Assim, nés temos mostrado que se u € AM(U) = CC(U) é duas vezes diferenciavel
em um ponto y, entdo A u(y) = 0. Por exemplo, C(z) = a|x — 2| + b é absolutamente
minimizante em R™\{z}, entdo A,,C = 0 em R™"\{z}. Porém, como veremos, u €
AM (U) nao implica que u ¢ duas vezes diferenciavel em todo ponto de U. Entretanto
é um pouco surpreendenete que a equacao A, u = 0, apropriadamente interpretada,
caracteriza a classe das fungoes absolutamente minimizantes.

Agora, através de um teorema, daremos uma caracterizacao das funcoes absolu-
tamente minimizantes como as solugoes, em um determinado sentido, do infinito La-
placiano. Mais precisamente, definiremos quando uma funcao u € C(U) é solugao de
Asu = 0 em U no sentido da viscosidade e veremos que as fungoes absolutamente
minimizantes em U sao exatamente as solugoes de A, u = 0 em U no sentido da visco-
sidade. Podemos entao chegar a conclusao de que as solugoes de A u = 0 no sentido
da viscosidade, sao as fungoes que possuem um certo carater geométrico, no sentido de
serem as fungoes que possuem a propriedade de gozar de comparagao com cones.

Defini¢ao 5. Uma funcio u € C(U) satisfaz Aou > 0 em U no sentido da viscosidade
se: VCU veCHV)eAygv(r) <0 parax €V, entdo u — v nao possui pontos de
mdzimo local em V. Semelhantemente, uma func¢ao u € C(U) satisfaz Asou <0 em U
no sentido da viscosidade se: V C U, v € C*(V) e Ajou > 0 para x € V, entao u — v
ndao possui pontos de minimo local em V. Finalmente, uma fun¢io v € C(U) € uma
solucao de Asou =0 em U no sentido da viscosidade, se Aou <0 e Aju >0 em U
no sentido da viscosidade.

Exemplo 5. Seja u € C*(U) satisfazendo Au = 0 in U. Entdo u é uma solugdo de
Asu =0 em U no sentido da viscosidade. Para ver isto, suponha V C U, v € C*(U)
e Apv < 0 em V. Sex € um ponto de mdzximo local de uw — v entdo x € um ponto
critico de w — v e D*(u —v) < 0. Assim:

0 > Axv(z)
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uma contadi¢do. Portanto, u — v nao possui mdximo local em U e Au >0 em U no
sentido da viscosidade. Analogamente, mostra-se que A u < 0 em U no sentido da
viscosidade. Logo u é uma solugcao de Ajou = 0 em U no sentido da viscosidade. O
que € bastante natural que uma solugao cldssica seja uma solu¢ao no sentido fraco.

Exemplo 6. u : R? — R dado por u(x,y) = 23 — y*/3 ¢ uma solugio de Asu = 0
em R? no sentido da viscosidade. Este é um importante exemplo, pois até o momento,
€ a funcdo absolutamente minimizante menos reqular exibida. A este respeito, no caso
da norma euclidiana as funcoes absolutamente minimizantes menos requlares exibidas
até o momento sao as funcgoes distancias a conjuntos converos.

Para ver isto, fora dos eizos x =0 e y =0, note que como Uy,z; = Uz,z;, = 0 temos

Asu(,y) = Uggltl + Uyyu,
41 4 41 4
— T —2/3(.1/3Y\2 -, —2/3(",1/3)2
8390 (327 = 3397 (397%)

Portanto Asu = 0 fora dos eizos x = 0 e y = 0. No entanto, u ndao é duas vezes
diferencidvel nos eizos. Fste exemplo tem derivadas primeiras as quais sao meramente
Holder continuas com expoente 1/3. Portanto, se v é duas vezes continuamente dife-
rencidvel e Aov < 0, entao qualquer mdzimo local (xg,yo) de u(z,y) — v(z,y) deve
ser da forma (0,%0) e (xo,0). Suponhamos, para ilustrar, que u — v tem wm mdximo
em (0,1). Entdo Entao

u(x, 1) —v(z,1) =23 =1 —v(z,1) <u(0,1) —v(0,1) = =1 — v(0,1)

para x prérimo de 0. Portanto, v*/* < v(x,1) —v(0,1), o qual ndo pode valer para
uma fungio v € C*(R™) quando z — 0.

Note que no argumrento acima nao foi usado que Asv < 0. Porém, nds utilizamos
que Aov < 0 para mostrar que (1,0) nao pode ser ponto de mdximo local de u—v. Com
efeito, se (1,0) fosse ponto de mdximo local de u — v teriamos v,(1,0) = u,(1,0) = 0.
Portanto Av(1,0) = v,(1,0)%v,.(1,0), o que implica, v,,(1,0) < 0. Por outro lado
temos

23 —w(z,0) < 1%° — v(1,0)
41

para x prozimo de 1, implicando vy, (1,0) > == > 0.

Teorema 1. Seja u € C(U). Entao u é absolutamente minimizante em U, se e so-
memte se, u € uma solucao de Asu =0 em U no sentido da viscosidade.



CAPITULO 3. CARACTERIZACOES 35

Demonstra¢ao. Mostraremos que u € CCA(U) < Axu > 0 em U no sentido da
viscosidade. O teorema segue entao por aplicar este resultado a —u, ja que A u < 0
em U no sentido da viscosidade < A, (—u) > 0 em U no sentido da viscosidade.

Assuma que Ay, u > 0 em U no sentido da viscosidade. Noés afirmamos entao
que u € CCA(U). Se nao, pela observagao 3, existe V' CC U e uma fungao cone
C(z) =alr —z|+bcom z ¢ V tal que u = C sobre 0V e u > C em V. Seja z* € V,
entdo u(z*) > C(z*) e existe um € > 0 tal que u(z*) = C(2*) + 2¢. Considerando
entao o cone C*, dado por C*(x) = C(z) + €, se pudermos encontar uma perturbagao
P e C?*(V) tal que |P| < ee Ay(C* + P) < —§ <0 para lalgum § > 0 estara feito.
De fato, como |P| < €, temos

u(x) — (C*(z) + P(x)) =u(x) = C(z) —e — P(x) =e¢— P(z) <0 para z€dV

u(z*) — (C*(z") + P(z)) = C(a*) + 2e — C(2*) — P(z*) > 0.
Assim o maximo de u — (C* + P) sobre V ( o qual exite pois u — (C* + P) é cotinua e
V é compacto ) é atingido em V. Porém A, (C + P) < —§ < 0 em V, contradizendo
a hipdtese de que u é solugao de A u = 0 em U no sentido da viscosidade.
Seja P(x) = —y|z — 2|*> onde v > 0, entao P(z) + C(x) = G(|x — z|) onde G ¢é
dado por G(s) = as — ys?> + b. Um célculo direto nos mostra que

AxG(lx = 2]) = G"(Jx = 2)G'(Jx — 2|)" = =2y(2y|z — 2| - a)”.

Se v ¢é suficientemente pequeno, A, (C' + P) é estritamente negativo e |P| < ¢ em V.
Entao P é uma perturbacao com as propriedades almejadas.

Reciprocamente, se v € CCA(U) entdao Au > 0 no sentido da viscosidade. De
fato, do contrdrio existiriam V CC U, v € C*(V) com Av < 0Oem V e u — v
possuindo um ponto de méaximo local em V. Sem perda de generalidade podemos
supor que este ponto é zero. De fato, caso fosse um ponto x # 0, definindo wu, :
U—-{z} — R,onde U —{a} ={y—2 :y € U} por u,(y — ) = u(y), terfamos
u, € CCA(U —{z}). Analogamente definindo v, : U —{z} — R por v,(y —x) = v(y)
temos v, € C*(U — {x}) e u, — v, possui maximo local em 0.

Proseguindo com a demostracao, 0 € V' e para algum r» > 0, tem-se

u(x) —v(x) <u(0) —v(0) para |z| <. (3.8)
Se encontrarmos z # 0 ¢ a > 0 tal que C(x) = a|r — 2| satisfaz

DC(0) = Dv(0) e D*C(0) > D*v(0), (3.9)
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entao, do calculo, v — C' tem um maximo estrito em 0, pois o gradiente de v — C' se
anula em 0 e sua hessiana é estriatamente negativa. Assim

v(z) — C(x) <wv(0)—C(0) para |z| # 0 pequeno. (3.10)
As desigualdades (3.8) e (3.10) nos levam a

u(z) <wv(zr) —v(0)+u(0) < C(x)—C(0)+ u(0) para |z| # 0 pequeno.
Segue entao que u(z) < C*(x) := C(x) — C(0) 4+ u(0) sobre |x| = s, se s é sufici-
entemente pequeno, com u(0) = C*(0). Assim, se u € CCA(U) e z # 0 , podemos
encontrar ¢ > 0 tal que u < C* sobre 0B.(0), Bi(0) CC U e z ¢ B;(0). E pela
observagao 2 obtemos u < C* em B;(0), o que implica u(0) < C*(0), contradicao.

Entao resta mostrar que C(z) = alr — z| satisfazendo (3.9) pode ser construida.
Nés calculamos

DC(0) = —a— e D*C(0) = —(I — pr(—)) (3.11)

2| || 2|

onde pr(v) é a matriz da aplicacacao cujo efeito da a projecao ao longo de v.

Assim 5 (O)

A v

a=|Dv0)] e —=—
Do) e T = ~ Do)

e descubrimos a e z. Lembrando que supomos A, <0em V e 0 €V, temos

(3.12)

Asv(0) = (D*v(0)Dv(0)Dv(0) < 0)

e portanto Dv(0) # 0. A condigao final que C' deve satisfazer ¢ D*C(0) > D?v(0).
Por (3.11) e (3.12) isto equivale a

| Dv(0)|
2]

usando dlgebra linear pode-se constatar que para |z| suficientemente pequeno a desi-
gualdade acima é verificada. A prova pode ser também encontrada em [16].

(I = pr(Dv(0))) >0,

[]
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3.2 Caracterizacao das funcoes que gozam de com-
paracao com cones por cima.

Observe que para caracterizarmos as funcgoes absolutamente minimizantes como as
solugoes de A, u = 0 no sentido da viscosidade através do teorema 1, em principio,
caracterizamos as funcoes que gozam de comparagdo com cones por cima, como as
fungoes que satisfazem A, u > 0 em U no sentido da viscosidade . Seguiremos entao
essa mesma estratégia de primeiro caracterizar as fungoes que gozam de comparacao
com cones por cima e usar o fato que u € CCB(U) & —u € CCA(U) para entao poder-
mos caracterizar as fungoes que gozam de comparagdo com cones e, em consequéncia,
obter caracterizagoes das funcoes absolutamente minimizantes.

Teorema 2. Sejau € C(U). Entao as sequintes condi¢oes, quando impostas para todo
V cC U sao equivalentes:

1. Se L €]0,00], z€ 0V e
u(w) <wu(z)+ Llw — 2| para w € OV

entao
u(z) <u(z)+ Llw—z| parax eV.

2. Sex €V, entao u(x) < U(u\oV)(x).
3. Sea€eR eC(x)=alr—z| onde z ¢ V, entdo para v € V

u(z) — C(z) < {wrréagcv}(u(w) — C(w)).

4. Sev € C(V) satisfaz v =u sobre OV ev < u em V, entdo

sup(Ty(z)) < sup(Ty,(x)).

zeV zeV

As préximas condicoes também sao equivalentes as acima, porém ndo envolvem
o conjunto teste V :

5. SeyeU, entao

r) = ‘ ma‘x u(w) € convexa para 0 <r < dist(y,oU).
w—y|=r
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6. Sex,ycUel|r—y|l <r <dist(y,oU), entio

ute) < uly) + o (=Yg,

|lw—y|=r r

7. Se ¢ € C*(U) e u— ¢ tem um mdzimo local em x* € U, entdo

Zd)zz )6, (27) Gy, (%) = 0.

ij=1
Demonstracao. (1) = (2)
Observando que z € dV, obtemos
uw(w) < u(z) + Lanov)(0V)|w — 2| Yw € V.
Entao supondo (1) temos
uw(x) <u(z) + Lapnov)(OV)|x — 2| Vx € VeV z € V.
Logo se x € V', podemos concluir que

u(x) < inf (w(x) + Lanovy(0V)|z — z]) = ¥ (u\OV)(x).

T zedV

(2) = (3)

Suponha que (2) vale mas (3) nao vale. Entao u ¢ CCA(U) e pela observagao 3
existe um aberto nao vazio W CC U tal que u = C sobre OW mas u > C em W.
Entao, supondo 2, como u = C' sobre W, temos u < W(C\OW). Porém, pela pro-
posi¢ao 1, U(C\OW) = C uma vez que é uma extensao de C' que preserva a constante
Lipschitz. Logo u < C em W, o que é uma contradicao.

(3)=(1)
Seja L € [0,00], z € IV e

u(w) <u(z) + Llw — z| paraw € oV.
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Entéao, como z € 9V, z ¢ V dado que V é aberto. Por (3),
uw(x) — Lz — 2| < msgg(u(w) — Llw—z|) <u(z) parazeV.
we

Entao
w(z) <wu(z)+ Lz —z| para ze€V

como queriamos.

(4) = (3)

Se u ¢ CCA(U) sabemos que existe um aberto nao vazio W CC U e C(z) =
alr —z|+bcom z ¢ W tal que u = C sobre OW mas v > C' em W. Mas por (4), com
v = C, temos

Tu(z) <sup(Ty(x)) <sup(T,(z)) < T,(z) =|a] em W.

zEV €V o

Pela observacao 1, temos
Lu(W) = Lu(0W) = Lo(0W) = Jal.

O intuito agora é mostrarmos a desigualdade oposta para concluirmos pela pro-
posicao 1 que u = C' em W e entrarmos em contradicao.
Pois bem, pela observacao 6 e o item 3 do lema 6, temos

lu(w) —u(z)| < lallz —w| se [w,z] C W. (3.13)

Por continuidade, (3.13) ainda vale para (w,z) C W, basta considerarmos as
sequéncais wy — w e 2z — 2z tais que [wg, zx] C W e passarmos o limite em (3.13)
com wy, zx no lugar de w, z. Assim nés afirmamos que (3.13) vale para todo z,w € W
e entao L,(w) < |a| como querfamos.

Sejam z,w € W e (z,w) & W, entdo existem y, e y. € OW N [w,z] tal que
[w,y.) CW, (Yus, 2] T W e

w = 2] < w =y + [y = You] + [y — 2]
Basta tomar 1, e 3., respectivamente a primeira e a tltima interseccao do seguimento

de reta ligando w a z com OW. Entao

u(ye) = w(ye)] < Julw) = w(y)] + fuye) = u(Yd)] + [u(ye) — u(2)]
jallw = gu| +[C(y.) = Cyun)| + 0]y — 2|

<
< lalfw = yuf + lallye = Yol + lal |y — 2| = lafJw = z].
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Nés temos usado (3.13) nos intervalos [w, Y| € [y, 2] assim como u = C na OW.

3) = (5)

Note que esta implicacao é (2.6) do lema 1.

(5) = (6)

Prova do lema 1 e lema 5.
(6) = (4)

Assuma que (6) vale mas (4) ndao. Entdo existe V. CC U, v € C(V) e 2y € V para
0s quais
u>wvemV, u=wvsobre dV e T,(xg) > supT,(xo). (3.14)
eV
Temos entdao v € C(V), Ty(z¢) > sup,ey Tu(x) > 0. Podemos entdo, aplicar o lema
8 e obter a sequéncia {:ch};il C V e um ponto x,, € OV com as dadas propriedades
do lema 8, as quais junto com a observacao 6, justificam

w(Too) — u(z®) > S*(z0) Z |z, —xj4| > sug T,(x) (Z |z; — lel)
j=1 Te j=1

S (SRR T ST

j=1 "Ee[mj,zj‘,ﬂ
o

> Zv(xj) —v(zj 1) = v(Te) — v(2°).

j=1

Uma vez que u = v sobre OW, u(z+) = v(2), € a desigualdade acima implica que
u(zo) < wv(z), contrariando (3.14).

Provamos entao que os seis primeiros itens deste teorema sao quivalentes. O item
7 do teorema 2 é equiavalente a u ser solucao de A u > 0 em U no sentido da
viscosidade. Assim, pelo teorema 1, o sétimo item é equivalente ao terceiro e o o
teorema estd totalmente demostrado. O]
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3.3 Caracterizacao das funcoes que gozam de com-
paracao com cones.

O Teorema abaixo lista algumas caracterizacoes das fungoes absolutamente minimizan-
tes. E pretendido que o teorema exiba em um lugar sé6, todos os tipos de equivaléncias
de importancia para nos e outros que somente iluminem alguma situagao. Por isso,
ele repete resultados ja provados como o fato de u ser absolutamente minimizante se e
somente se goza de comparacao com cones. Porém é usado a defini¢cao no lugar dos no-
mes ja definidos. Finalizaremos esta se¢ao com um importante resultado, a proposicao
4, a qual implica que todas as condicoes consideraradas neste teorema é completamente
local; isto é, se todo ponto de um conjunto possui uma vizinhanc¢a na qual uma das
propriedades vale, entao a propriedade valerd no conjunto.

Teorema 3. Sejau € C(U). Entao as sequintes condi¢oes, quando impostas para todo
V cc U, sao equivalentes:

1. Se L €[0,00] e
lu(w) —u(z)] < Llw —y| para w,z € OV

entao
lu(z) —u(y)| < Lz —y| parax,y V.

2. Sex eV, entio AN(u\OV)(x) < u(x) < U(u\oV)(x).
3. Sea€R eC(x)=alr—z| onde z ¢ V, entdo para v € V

min  (u(w) — C(w)) <u(x) — C(x) < max (u(w)— C(w)).

{w € oV} “ {w € oV}

4. Sev € CO(V) satisfaz v = u sobre OV, entdo

sup(Ty,(x)) < sup(To(z)).

zeV zeV

As proximas condicoes também sao equivalentes as acima, porém nao envolvem
o conjunto teste V :

5. Sey e U, entao

(i) g¢t(r) = |wn_13}iru(w) é conveza para 0 < r < dist(y,0U)
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(i) g (r)= | rni|n< u(w) € concava para 0 < r < dist(y,0U).
wW—Y|ST

6. SeyeUelr—y|l <r <dsty,oU), entio

(i) (o) < u(y) + (M=)

lw—yl|=r

() ate) 2 )+ min (Mo

fw=yl=r

7. Se ¢ € C*(U) e u— ¢ tem um mdximo local em x* € U, entdo

Agp(z”) := Z ¢IZ(I*)¢m](x*>¢xzxj () >0

ij=1
e se u — ¢ tem um mdzximo local em x* € U, entdo Ay ¢(xy) < 0.

Demonstracao. Note que os itens (2), (3) ,(5), (6) e (7) podem ser dividos em dois
itens, onde um deles é um dos itens presentes no teorema 2. Podemos entao aplicar o
teorema 2 para concluir as equivaléncias. Deixe-nos exemplificar isto, mostrando que
(5) e (3) do teorema 3 sdo equivalentes. Com efeito, (5) (i) do teorema 3 é o mesmo
que (5) do teorema 2. Assim, (5) (i) do teorema 3 vale se e somente se u € CCA(U)
((3) do teorema 2). Note que (5) (ii) do teorema 3 vale se e somente se (5)(z) do
teorema 3 vale com —u no lugar de u. Logo, analogamente, isto ocorre se e somente
se —u € CCA(U), isto é, u € CCB(U). Finalmente, (5) do teorema 3, vale se e
somente se u € CCA(U) N CCB(U), o que é equivalente a (3) do teorema 2. Assim,
as equivaléncias entre os itens (2), (3), (5), (6) e (7) seguirdo de forma semelhante
aplicando o teorema 2 a u e —u.

Para a equivaléncia entre (1) e (3), gragas a proposi¢ao 2, podemos mostrar que a
condigao (1) é equivalente a u € AM(U). Sabemos que

lu(w) — u(z)| < L,(0V)|w — z| para w,z € IV.
Entao supondo (1), temos

u(z) —u(y)] < Lu(0V)|z —y| para z,y eV
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Logo, L,(V) < L,(0V) e u € AM(U) como desejavamos. Reciprocamente, supondo
que u € AM(U) e que

lu(w) —u(2)] < Llw —y| para w,z € IV,
entao L,(0V) < L e portanto,

|u(z) — u(y)] Ly(V)|z —y|

L,(0V)|z — y|
Liz —yl,

IA A

valendo (1). Enfim, para concluirmos o teorema, resta mostrarmos a equivaléncia entre
(3) e (4). Bem; valendo (3), temos u, —u € CCA(U) entdo (4) do teorema 2 vale para
u e —u. Sendo assim, para algum V cC U, v € C(V) e v = u sobre 9V, temos
Vt={z eV :ul) >v@)}, V- ={reV;-u(xr) > —v(x)} CC U, de modo que
podemos aplicar (4) do teorema 2 e concluir que

T.(z) <supT, <supT, para ze€V™, (3.15)
v+ %
Tu(x) =T_,(z) < S\BP T, < s‘}{p T, < sgp T, para xe€V .

Portanto, se T, (z9) > supy 1, em algum ponto zy € V, devemos ter u(zy) =
v(x). Assumindo isto, podemos escolher r > 0 suficientemente pequeno e z; tal que
|z1 — xo| = r e u(zy) maximiza u sobre a esfera de raio r e centro . Entao, dado que

u € CCA(U), pelos lemas 6, ST(xg) = Tu(xg) €

u(ry) —u(zo) = S+($07 |$1 — xomﬁﬁl - $0|

v

S*(xo)|r1 — w0| > sup Tylxy — 0|
> wv(ry) —v(zg) = v(z1) — ulzy).
Logo x; € V. Por outro lado, pelo lema 7,

Tu(zy) = S+(x1) > S+(m0) = Tu(zg) >supTy,
1%

contradizendo (3.15).

Para a reciproca, basta observar que, valendo (4) do teorema 3 para u, vale (4)
do teorema 2 para u e —u. Assim, u € CCA(U) N CCB(U) obtendo-se entao (3) do
teorema 3.

]
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Somente neste teorema, temos boa parte dos resultados relevantes almejados. Por
exemplo, o item (1) é uma reelaboracao do conceito das fungdes absolutamente minimi-
zantes, no item (3), encontramos as propriedades de gozar de comparac¢ao com cones,
o ftem (4) é exatamente a definicdo de uma fungdo u € C(U) fortemente absoluta-
mente minimizante em U e no item (7) podemos encontrar conexao entre os conceitos
anteriores e a teoria de solugoes no sentido da viscosidade.

Proposicao 4. Seja u € C(U). Assuma que para cada x € U existe uma vizinhanga
V cc U dex tal que w € CCA(V). Entao u € CCA(U).

Demonstragao. N6s somente esbogaremos a prova. Seja y € U, entdao u € CCA(Us)
para um um 0 > 0 suficientemente pequeno e a equivaléncia entre 3 e 5 do teorema 2
nos permite concluir que

gt(r):= max u(w)

{w:|lw—y|<r}

é convexa para 0 < r < §. Seja R o maior nimero satisfazendo 0 < R < dist(y, 0U)
tal que g*(r) é convexa sobre [0, R). Se R = dist(y,dU) esté feito. Assumindo que
R < dist(y,0U), nés derivaremos uma contradigao. Por compacidade e por u gozar
de comparagao com cones localmente, existe um nimero 0 < ¢ < dist(y, 0U) tal que
para |w — y| = R,

gy (r) = max_ u(z)

é convexa sobre [0, ¢]. Entao por (1.4) do lema 1 obtemos

gt (R+s)= max g¢gl(s) para 0<s<c (3.16)

w:lw—y|=R

Como o supremo de fungoes convexas é convexa g7 (R + s) é convexa para 0 < s < c.
Nés vemos que g*(r) é convexa sobre 0 < r < R+ ¢, se e somente se, a derivada a
esquerda de g7 (r) em r = R é menor ou igual a derivada a direita de g7 (r) em r = R.
Mas, se w, |{w — y| = R é escolhido tal que g™ (R) = u(w) a derivada de g (s) em 0 a
qual é menor ou igual a derivada de ¢g*(r) em r = R por (3.16), goza da estimativa
desejada pelo (pela prova do) lema 7. Assim, novamente pela equivaléncia entre 3 e 5
do teorema 2 temos que u € CCA(U).

O

E segue que todas as propriedades dos teoremas 2 e 3 sao locais, isto é, elas valem
se e somente se, valem em uma vizinhanca de todo ponto de U.



Capitulo 4

TEOREMA DE EXISTENCIA

Retomando um pouco a discussao sobre problemas de extensoes. Seja U C R"™ aberto
doR" e f € C(U). Desejamos encontrar u com as seguintes propriedades:

u€ C(U)NAMU) e u(z) = f(x) para z € U.

O teorema de existéncia abaixo nos da um conjunto de condicoes sobre as quais pode-
mos resolver o problema de extensao acima.

Teorema 4 (Teorema de existéncia). Seja U subconjunto aberto do R™, 0 € 9U e
feCU). Sejam A*, A= Bt B~ AT > Bt ¢

A7 |z|+ B~ < f(z) < A*|z| + BT para x € 9U. (4.1)

Entao eziste u € C(U)NAM(U) tal que uw = f sobre OU a qual satisfaz adicionalmente
A |z|+ B~ <u(x) < At|z|+ BT parax € U. (4.2)

Observacao 8. A hipdtese 0 € OU nao € restritiva, poderiamos por z € OU e |x — z|
no lugar de |z|.

A estratégia para obtermos a funcao u que o teorema garante serd utilizar o lema 4
em um método de Perron. Para isso, presisaremos de uma familia nao vazia de funcoes
localmente uniformemente limitada de funcoes que gozem de comparagao com cones
por cima e possuam um certo tipo de comportamento sobre a fronteira do dominio.
Para a demonstracao, recorreremos a mais dois lemas.

45
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Lema 9. As funcées h, h: R* — R dadas por:
h(x) =sup{C(z) =alr —z|+b, a <A™, z€0U,C < f sobre U},
h(z) =inf{C(z) =alz — 2| +b, a > A", 2€ 09U C> f sobre OU}
sdo bem definidas, continuas e h < h sobre R™. Além disso,

A”|z| + B~ < h(z) < h(z) < At|z| + B" para z € R" (4.3)

h =h = f sobre OU. (4.4)
Finalmente, h € CCA(U) e h € CCB(U).

Demonstracao. Fixe z € OU, ¢ > 0ed > 0 tal que f(z) < f(z)+ € para todo
x € Bs(z) NOU. Escolha a > max{A™,0} tal que

f(z)+e+ad > |ma|><<5(A+|a:| + BY) (4.5)
e, se z #£ 0,
f(z)+e+alz| >B*. (4.6)

Isto claramente é possivel.

A intengao é mostrarmos que C(x) := f(2) + € + alz — z| é um dos cones sobre o
qual A é o fnfimo. Pois se assim fizermos, como C'(z) = f(z)+¢, concluimos que C' < f
sobre OU e como trivialmente h > f sobre U, concluimos (4.4) para h. Para isso,
note que a > max{A", 0} e que

f(z) < f(z) +e<C(x) paratodo € Bs(z)NaoU.

Assim, para mostrarmos que C' > f sobre 0U, é suficiente mostrarmos que

C(x) = f(2) +e+alr — z| > CF(z) := At|z| + BT em R™\ B;(2).
Supondo o contrario, o conjunto W = {x € R"\Bs(z) : C(z) < C*(z)} é aberto e
limitado. Aberto pois fungoes cones sao continuas. Mostremos entao que é limitado.
Note que

Clx) = C*(x) == f(2) + € + alz| — alz]
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C*(xz) > C*(x)
& f(z)+e+alz| —alz|] > At|z| + Bt
& (a—AM)|x| > BT — f(2) — e+ alz|

B*—f(2)—etal
= |.Z'| >T.

Assim, pondo C' = w, temos que
lz| >C = C(z) > C*(x),

na forma contrapositiva isto significa que

Olxr) <Ctx) = |z|<C.

Note que Bs(z) N W = (). De fato, como W C R™\ Bs(z), temos que Bs(z) "W C
0Bs(z). Porém, por (4.5), se x € 0Bs(2), temos

O(x) > f(2) +e+ad > max Ct(y) > CT(y) Yy € Bs(z).

ly—2[<o

Logo, * ¢ Bs(z). E de fato, Bs(z) N W = 0, o que implica que se x € W, existem
sequéncias (zx) em W, (yx) em R"\W, ambas em R™\ Bs(z), convergindo para x (pois
nao pode haver sequéncia em Bg(z) convergindo para x). Entao

C(x) =lim O(x;) <lim Ot (z) = O (2),
C(x) =lim C(y) > lim Ct(y,) = C"(y)
e, portanto, C = C* na dW. Como z ¢ W, pois W C R"\Bs(z) e 0 ¢ W por (4.6),

temos

Ls(W) = La(OW) = Lo+ (OW) = Lo+(W)

baseado no exemplo 2. Logo, pela proposicao 1, C = C* em W, contradicéo.

Considerando agora o cone C(x) = (A* + €)|z| + BT, obtemos h < C* como em
(4.3). Consideragoes analogas sdo obtidas para h.

Para ver que h < h, nés tomamos quaisquer dois cones C(x) = alr — 2| + be
C = a|x — z| + b como na defini¢ao de h e h, respectivamente. Argumentos como acima
mostram que com as hipéteses, o conjunto W* onde C > C é aberto e limitado. Com
efeito, como @ > A" > A~ > a, supondo primeiramente que a > 0, temos

C(z) > C(z)
& ar—zZ|+b>alr—zl+ab>allr -z -7 —2]) +0
& (@—a)lr—z>—-alz—2z+b—b
—alz—z|+b—b

a—a '

& |lz—7Z >
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Assim para uma constante positiva C' >

x ¢ Bo(Z) = x ¢ W

Na forma contrapositiva x € W* = x € B(Z). Portanto W* é limitado. Analoga-
mente, supondo a < 0, temos

C(z) > C(x)
& alr -z +b>alr -z ++b
>a(le -z +Z—z]) +b
a—a)lr—z >az—2z|+b—-b"’
az—z|+b-b

=

~—

& |lr—z > -
a—a

Como C < f < C sobre U e Z,z € OU, W* ndo comtém % e z. Além disso, como
C = C sobre OW* novamente pela proposicdo 1, C = C em W*, contradicdo. Daf
W* = (), isto é, C < C. Entéao temos h < h e, em particular, h e h sdo localmente
limitados pois A é limitado inferiormente por alguns cones e h é limitado superiormente
por alguns outros cones. Segue entao do lema 4, que h € CCA(U) N C(U) e por uma
adaptacdo deste mesmo lema h € CCB(U) N C(U).

Resta checar que h e h sdo continuas na OU. Pois bem; h é semicontinua superior-
mente uma vez que é o infimo de funcoes continuas. Analogamente, h é semicontinua
inferiormente em R”. Assim , usando que h < h e h = h = f na OU, nés temos

f(z) <liminfh(y) < lirn_}arjlfﬁ(y) <limsuph(y) < f(z) Ve € 0U . h € C(AU)

Yy—x Y y—x

f(z) < liminf A(y) < limsup h(y) < limsup h(y) < f(z) Vo € OU ... h € C(dU).

y—x y—x y—x

O

Lema 10. Suponha que u € C(U) N CCA(U) porém u ¢ CCB(U). Entao existe um
conjunto nao vazio W CC U e uma fungdo cone C(z) = alx — z| +b com z ¢ W tal
que u = C' sobre OW,u < C' sobre W e a funcao u* definida por

u*=u sobre U\W e u*=C sobre W,

satisfaz u* € CCA(U). Além disso, se u € lipschitiz continua em U, entao u* também
éeLy(U)<L,U).



CAPITULO 4. TEOREMA DE EXISTENCIA 49

Demonstragao. Se uw ¢ CCB(U) existirtda V CC U,a € Re z ¢ V tal que

W={zeV: ulx) <C(z):=ajz— 2+ min (u(w)—alw—z|)}
{wedv}
satisfaz as condigbes do lema. E, supondo que u* ¢ CCA(U), analogamente consroi-se
W= e C*(x) = a*|z — 2*| + b* onde z* ¢ W*, u* = C* sobre OW* e u* > C* em W*.
Bem, pela observacao 2,

u€ CCAU),u <u*eu =C"sobre OW* = u < C* em W". (4.7)

Entao W* C W. De fato, seja x ¢ W, se x € W*, pela defini¢ao de u* e por (4.7)
u*(z) = u(x) < C*(x), contrariando o fato que u* > C* em W*. Logo x ¢ W = z ¢
W*. Como u* = C sobre W e W* C W, por continuidade, u* = C' sobre 0W*. Logo
C* = u* = C sobre OW*. Como z ¢ W e W* C W, z ¢ W* assim, como no exemplo
2,
Lc(W*) = Lc(aW*> = LC* <8W*) = LC*(W*) = |0J*’

E novamente pela proposicao 1 C* = C' em W*, o que nos leva a u* = C* em W* (ja
que u* = C sobre W e W* C W), contradi¢ao. Para finalizar, note que

Ly-(W) = Lc(W) = Lo(0W) = Ly (0W) < L,(U) e

Ly (U) = max{Ly-(W), Ly- (U\W) = L,(U\W)} < L,(U).

Mostrando que se u ¢ lipschtz continua em U, u* também é.

PROVA DO TEOREMA DE EXISTENCIA

Considere B
u=sup{ve CCA(U):h <v<h}.

Observe que pelo lema 9, o conjunto a direita contém h, entao u esta bem definida e pelo
lema 4 u € C(U)NCCA(U). Por (4.4), u = f sobre 9U e u € C(U). Se u € CCB(U),
entdo u € AM(U) e satisfaz as condigoes do teorema. Caso contrario, o lema acima
nos da u* € CCA(U) coincidindo com u a menos de um conjunto nao vazio W CC U
sobre o qual u* = C' > u. Bem, h < u < u*. Afirmamos também que u* < h. Com
efeito, do contrério terfamos que o conjunto W* dos pontos de U onde u* > h seria um
précompacto nao vazio de U contido em W, pois em U\W, wu* = u < h. Como u* = C
sobre W e W* C W, por continuidade, u* = C sobre W*. Assim temos h = u* = C
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sobre OW* e, uma vez que h € CCB(U), pela observacio 2, h > C em W*. Por outro
lado, u* = C' em W e W contém W*, logo u* = C < h em W*, contradicdo . Logo
W* = (), concluindo que u* < h e portanto u* contraria a maximalidade de u. Entdo
devemos ter de fato u € CCB(U) resolvendo o problema de extensao do teorema.



Capitulo 5

A QUESTAO DA UNICIDADE

Neste capitulo, enunciaremos e provaremos o teorema de existéncia. Durante a prova,
encontraremos se¢oes onde estarao presentes algumas ferramentas de modo que os
resultados possam quase todos ser encontrados no texto. Em particular, um leitor nao
experiente em equagoes diferencias parciais poderda acompanhar a leitura.

Teorema 5. Seja U limitado, |.| a norma euclidiana, v € CCA(U) N C(U), v €

CCBU)NC(U) eu <wv sobre OU. Entao u <v em U.

Observacgao 9. Em particular, quando |.| € a norma euclidiana e U € limitado, se

u,v € AMU)NCU) = CCWU)NCU) coincidem sobre a fronteira, entdo u = v.
Baseado nisto uma solu¢do do teorema de existéncia € unica. Neste sentido, temos
entao unicidade.

Observacao 10. O teorema nao vale se retirarmos a hipdtese de que U ¢é limitado.
Com efeito, para ilustrar, daremos o sequinte contraexemplo. Sejam U = (—oo,—1) U
(—1,0)U (0,1) U (l,00), K =0U = {-1,0,1} e f : K — R onde f(—1) = f(0) =0
e f(1) = 1. Podemos tomar, por exemplo, os cones |z|, —|x| para limitar f € C(U)
superiormente e inferiormente. Porém vemos que uy,us : R" = U — R tais que

u(z) =0 para <0, w(x)=z para 0 <x<1, euy(z)=1 paral <z.
us(z) =0 para <0, wuy(x)=z para 0 <uzx.
ambas resolvem o problema de extensao do teorema de existéncia .

A prova é surpreendentemente sutil e complexa. Algumas ferramentas padroes
da teoria de solugao no sentido da viscosidade sao utilizadas na prova. No entanto,

o1
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damos uma (quase) auto-suficiente apresentacdo que nao se refere a essa teoria. As
ferramentas empregadas sao interessantes e algunas delas sao elegantes. A discussao é
entao consideravelmente mais longa do que seria se estas ferramentas fossem tomadas
como conhecidas.

Para orientar o leitor, apresentamos uma prévia do que vira a seguir. A prova do
Teorema 5 confia no fato de que u € CCA(U) e v € CCB(U), entao satisfazem as
desigualdades derivadas na se¢ao 3.1 nos pontos onde sao duas vezes diferenciavel. Em
particular

Asu(z) <0 < Agu(x) (5.1)
sempre que x é um ponto no qual ambos u e v sao duas vezes diferencidveis. Vamos
assumir por um tempo que v € C2(U) N C(U), (5.1) vale e u < v sobre OU. Primeiro

observe que se pudermos mostrar v < v na QU sob a hipdtese mais forte de que
u—v < —vy < 0nadU onde vy > 0, estara feito. Com efeito, sob as hipoteses do

teorema u* =u—v € CCAU)NC{U) e u* —v < —yna OU. Entdo u* =u—vy <w
em U o que implica v < v em U fazendo ~ | 0.
Portanto, daqui para frente assumiremos que v > 0 e

u(z) —v(x) < —y < 0na dU. (5.2)

Podemos assumir isto pois, sendo U limitado U é compacto. Supondo por contradigao
que nao temos u < v em U, o maximo de u — v no compacto U ocorre em um ponto
2% € U e podemos por

My := u(xg) — v(x) = max{u(z) —v(z);z € U} > 0. (5.3)
Do calculo temos entao
Du(xg) = Dv(xg) e D*u(wo) < D*v(zy). (5.4)
Assim
(D*u(z0) Du(xg), Du(z0)) = (D*u(0)Dv(z0), Dv(20)) < (D*v(0) DV (0, DV (20)).

Existiria entdao uma contradi¢ao se alguma das desigualdades de (5.1) fosse estrita
neste ponto xy. No intuito de forcar isto, tentaremos uma mudanga de variavel. Seja
A > 0 suficientemente pequeno tal que 2Au < 1 ( isto é possivel pois u é continua no
compacto U). Defina w por w < \7' e

u(z) = w(z) — Zw()? = G(w(r)); (5.5)
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equivalentemente
1
w = X(l—\/l—Z)\u) =: H(u). (5.6)
2
Por (5.6) w = 0 entdow | v uniformemente quando A | 0. Em virtude de

14++v1—-2)\u

(5.2) e (5.3) para A pequeno, w < vna OU e o maximo de w—u sobre U é atingido em U.
Deixe-nos ainda denotar tal ponto de maximo por zy. Usando (5.5) nés encontramos

Du = G'(w)Dw, D*u=G'(w)D*w+ G"(w)(Dw® Dw)
onde p ® ¢ é a matrix definda por (p ® q)z = (g, z)p. Portanto

0<Ayu = (D*uDu, Du)
= {((G"(w)(Dw ®@ Dw) + G'(w)D*w)G' (w) Dw, G' (w) Dw)
= G"(w)G'(w)*|Dw|* + G'(w)*(D*wDw, Dw).

Isto implica

A
1— ) w

Asw = (D*wDw, Dw) > G (w)

_ 4 _
>~ G P

| Dwl*. (5.7)

Assim, se Dw(zg) # 0 temos A w(xy) > 0 e encontramos a contradigdo que queriamos.

Existem duas principais dificuldades para transformar o esbo¢o acima em uma
prova. Em primeiro lugar, ha o fato de que nés sabemos que as solugoes de A u =0
no sentido da viscosidade nao precisam ser duas vezes diferenciavel em todo ponto ( ver
exemplo 6 ). Na verdade, nés nem sequer sabemos se é diferencidvel em todo ponto,
tudo o que sabemos é que subsolugoes sao localmente Lipschitz. Em segundo lugar,
mesmo nos pontos onde w acima pode ser duas vezes diferencidvel, nés nao sabemos
se Dw # 0. Superar estas dificuldades é uma tarefa exigente. Trata-se de:

e Em primeiro lugar, u e v serao aproximados por fung¢oes melhores que ainda
satisfardao as hipdteses do teorema (embora U mude um pouco). Isto é feito
por um processo de convexicacao chamado sup convolucao que fornece novas
fungoes u,v tais que existe uma constante K para a qual u(z) + (K/2)|z|? e
—v(z)+(K/2)|z|* sdo convexas. Diz-se que u, —v sdo semiconvexas com constante
K, também diz-se que v é semiconcava com constante K. Este processo de
aproximacao ¢é apresentado na secao 5.1.
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e Propriedades de regularidade de funcoes convexas e elementos do cédlculo de sub-
diferenciais os quais serao apresentados. De particular interesse é que uma funcao
é semiconvexa ¢ diferenciavel nos seus pontos de maximo local e, grosseiramente
falando, o gradiente é continuo em um tal ponto. Também o caso que funcoes
semiconvexas e semiconcavas sao duas vezes dieferencidveis em quase todos os
pontos de forma que as desigualdades que envolvem valores do operador infinito
Laplaciano como derivados na secao 3.1 podem ser usadas nestes pontos. Final-
mente, os pontos onde u é duas vezes difernciavel podem nao incluir os pontos de
maximo, mas isto pode ser corrigido por uma perturbacao de optimizagao- pe-
quenas perturbacoes lineares podem forcar esta coincidéncia. O esbogo da teoria
da analise convexa que precisamos é apresentado na secao 5.2. As consideracoes
da pertubacao de otimizacao aparecem na secao 5.3.

e Grosseiramente falando, o argumento quebra-se em dois casos dependendo se Dw
anula-se em todos os pontos de maximo de w — v ou nao. Se Dw nao é zero em
um ponto de maximo de w— v onde w é duas vezes diferenciavel, sera feito. Se for
zero, ainda mais, se isso é verdade para todas pequenas translagoes de w, entao
usamos o lema 5 para mostrar que maximos positivos interiores forcam w — v
ser constante, o qual novamente é uma contradicao. Estas consideragoes também
sao explicados na secao 5.3.

Para completar esta orientacao, nés também recordamos a caracteristica da equagao
do infinito Laplaciano ilustrada pelas fungoes

uy(z) = |z, ug(z) = 1.

Ambas sao solugoes cléassicas do infinito Laplaciano fora da origem e u; > uy. No

entanto, u; = uy sobre {(x,0,...,0) : z € RT}. Assim, o maximo de u; — uy digamos,
sobre |z —(2,0,...,0)| <1 é zero e zero ¢ atingido em todo ponto do segmento de reta
ligando (1,0,...,0) e (3,0,...,0). Ou seja, ndo é verdade que a existéncia de maximos

interiores implica que diferenca de solugoes classicas do infinito Laplaciano é constante.

Apresentaremos agora uma notagao com respeito a pertubagoes de um conjunto
limitado U, a saber: translacoes U" e aproximacdes por dentro Us , onde h € R" e
0 > 0, definidas por

Uri={x—h:2cU}, Us:={xrecU:dist(zr,0U) >d}.

Se w(x) = u(x + h) entdo, claramente u € CCA(U) se, e somente se, w € CCA(U").
Aplicaremos a u e v no Teorema 5, operagoes sobre fungoes w : U — R, as quais exigira
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de noés, mudarmos U um pouco, serao definidas na proxima secao. Grosseiramente
falando, antes de terminarmos, U provavelmente serd substituido por Us N U", para
convenientes 0, h.

5.1 Propriedades de Sup-Convolucao

Definicao 6. Seja w : U — R limitada e € > 0. Entao, para x € R”

w(a) = sup (u(y) - L)

yelU 2e
) |z —yf®
. r—y
() := inf ( + >
we(z) inf w(y) 5e

Algumas propriedades de u¢( as chamadas sup-convolugoes de u ), serdo coletadas
na proposicao a seguir. Analogamente, propriedades de v, (chamadas inf-convolugoes
de v) seguem de modificagbes naturais da prova na proposi¢ao a seguir e usando o
fato que v, = —(—v°). Essas propriedades nos permitirdo supor que u é semiconvexa
(ver os seguintes comentarios da prova da proposigao) e v é semiconcava para provar o
Teorema 5

Proposigao 5. Seja u : U — R satisfazendo |u(x)| < A para x € U, onde U €
limitado. Entao

1
x — u(z) + 2—|x|2 é convexa sobre R™ (5.8)
€

u(x) > u(x) para xz € U. (5.9)
Se também u € CCA(U) e § > 2v/ Ae, entdo

ut € CCA(Uy). (5.10)

Além disso,
2supyep Y]
—

L. (U) < (5.11)
Finalmente, se u € C(U), entdo para § > 0

11&1 u(x) = u(x) uniformemente para x € Us. (5.12)
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Demonstracao. Note que

¢ Lo v —yl* 1 2)
w(@)+ gl = sup(uty) = =57+ 5l
_ yl* 1 >
= sup(u(y) = 5-+—(z.9)).

yelU

Isto exibe a aplicagdo x — u(x) + 5|z|* como o supremo das fungoes lincares x —
u(y) — % + %(w,y), logo é convexa. Dali, segue (5.8). Além disso cada uma des-
tas aplicacoes tem sup{‘—f| : y € U} como uma constante lipschitz sobre R"™, entao
u(x) + 5|z|* também. Daf segue (5.10). Uma vez que = € U, podemos tomar y = x
na definigdo de u e obter (5.9). Assim o supremo na definigdo u¢ nao ¢é alterdo se
considermos somente aqueles y’s tais que

u(y) — % > u(x).

Para estes y’s, temos % < u(y) —u(z) < 2A. Portanto, se z € U, entao

2
e r—y
u(x) == sup u(y) — % :
{yeU:|z—y|<2V Ae} €

Em consequéncia, se § > 2v/ Ae e x € Uy, entao

2
u(x)= sup |ulx+z)— 121 :
{J=l<2v/Ae) 2

A afirmagao (5.10) segue entdo por notar que as aplicagoes © — u(z + z) — P

2e
onde |z| < 2v/ Ae gozam de comparacao com cones por cima em Us se u € CCA(U) e

logo ap6s invocarmos o lema 4. Como u é continua, a aplicacdo z — u(x + z) — %
onde § > 2v/Ae e x € U atinge seu maximo no compacto {|z| < 2/ Ae} .Logo existe
Ze; | 22| < 2v/ A€ tal que

|Zx|2

u(z) = u(x + z,) — > u(z).

2¢
Portanto

|Z$|2
2e

IN

u(r + z;) — u(x)
< supf{lu(z + h) — u(z)| : z,2 + h € U, |h| < 2V Ae} =: p(e)
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onde lim, |y p(e) = 0 pela continuide uniforme de u no compacto U. Finalmente, segue
que

|Za:|2

— u(z)]

2

u(z) —u()] = |u(z+z) -

|Z:v|

< Jule + ) — u(a)| + 2 < 29e),

estabelecendo entao (5.12). O

Definicao 7. Dizemos que w : R" — R € semiconvexa com constante K quando
K
x— w(r)+ ?|x|2

¢ convexa. Analogamente, w : R" — R € semiconcava com constante K quando

K
r— w(x) — ?|:c|2

€ concava.

Pela proposigao 5 as fungoes w€, w, sao respectivamente semiconvexas e semiconcavas
com constante 1/e.

A prova do teorema 5 consiste em derivar uma contradigdo com as hipdteses (5.1),
(5.2) e (5.3). Em vista de (5.10), (5.11) e (5.12) da proposigao 5, (5.2) e (5.3), nds
podemos substituir u por u¢, v por v¢ e U por Us para convinientes § > 0,e¢ > 0 e
nos teremos as hipoteeses satisfeitas embora v, My mudem um pouco.

Isto ¢, podemos assumir que u € CCA(U) N C(U) ¢ a restricio de uma fungao

semiconvexa sobre R", v € CCB(U) N C(U) é a restrigao de uma funcao semiconcava
sobre R"™ onde valem (5.1),(5.2) e (5.3).

5.2 Elementos de analise convexa

Aqui constara alguns fatos elementares sobre uma fungao continua convexa w : R" —
R. O epigrafo de w
Ew) ={(z,r):z € R",r > w(z)}

é um subconjunto fechado convexo do R"™! e portanto cada ponto de fronteira (y, w(y))
é um hiperplano suporte. Isto é, existe p € R" tal que

w(z) > w(y) + (p,x —y) para = €R™ (5.13)
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Podem existir muitos tais p’s, como no caso n = 1l,w(z) = |z| e y = 0. A colegao de
todos estes pontos é chamada a subdiferencial de w em y e é denotada por dw(y). Isto
é

ow(y) = {p € R" : vale (5.13)}. (5.14)

Se y; = y,pj — p,pj € Ow(y;), entdo passando o limite em
w(x) = w(y;) + (pj, ¢ —y;) para x€R,

nés deduzimos que p € dw(y). Este fato é conhecido por dizer que (o gafico de) dw é
fechado. No caso em que Jw(y) contém exatamente um elemento, nés dizemos que dw
¢ de valor inico em y. Neste caso temos

lim sup {|¢—0w(y)|:q € dw(z)} =0. (5.15)
™0 zeB,(y)

Este fato é conhecido como continuidade parcial do gradiente. Outro fato, é que se Ow
é de valor tinico em y, entao w é diferencidvel em y com Dw(y) = dw(y). De fato, nds
temos

w(z) = w(y) + Qwly), z — y)
e para q € Jw(z),

w(y) =2 w(x)+(q,y— )
= w(z) + (Qw(y),y — z) + (¢ — dw(y),y — x).

Assim
0 <w(z) —w(y) — (Ow(y),z —y) < (Ow(y) — ¢,z —y)

tim |2 Z 2T V) g~ )] = o,

esta dltima igualdade é devido a continuidade parcial do gradiente, dado que ¢ € Jw(z)
e Qw é de valor tinico em y.

Deixe-nos notar adicionalmente, que por (5.13), y ¢ um minimo de x — w(z)—(p, z).
Logo, se w é diferenciavel em y, entdo Dw(y) = p e se w é duas vezes diferencidvel em
y entdao D?w(y) > 0.
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Quais sao os analogos destes fatos para uma funcao semiconvexa com constante de
semiconvexidade K? Seja w(z) = u(x)+ K|x|?/2, entdo u(z) = w(x) — K|z|?/2 e (5.13)
nos diz que existe um p € R” tal que

K K
u(z) + E|$|2 > u(y) + E|y|2 + (p,x —y) para z€R"

Desenvolvendo, chegamos a

K
u(w) > uly) = v —y*+ (p— Ky,x —y) para z€R",

ou
K
(@) > uly) — 5l - yI> + (¢, 2 —y) para z €R", (5.16)

onde ¢ = p — Ky. Podemos entao definir du(y) para uma fungao semiconvexa com
constante de semiconvexidade K por

ou(y) = {q € R": (5.16) vale}. (5.17)

Note que se u é semiconvexa com constante K, é também semiconvexa com uma
constante maior e Ju(y) independe de qual constante é escolhida, simples modificagoes
do caso convexo mostram que vale a continuidade parcial do gradiente e quando Ju é
de valor tinico em y, u é diferencidvel em y e Du(y) = du(y) no caso semiconvexo. De
fato, neste wltimo caso, se ¢ € du(y), p = ¢+ Ky € d(u(.) + 5[.1*) e u(.) + 5[.]* ¢
diferencidvel em y. Assim sua subdiferencial (convexa e nao semiconvexa) é de valor
tnico em y, podendo haver portanto um tnico ¢ € du(y).

Seja u semiconvexa com constante K sobre R tendo um méximo local em z*, entao
para algum r > 0, temos

u(z) <wu(z*) para|z—z*| <.

Se q € Ju(x*) e |x — x*| < r, nds também temos

u@) = e = G-+ (ga - )

K * *
u(@) = e =2 + (g z —a7).

Portanto (g, z — 2*) < £|z — 2*|? e isto implica ¢ = 0. Logo du é de valor tnico em
um ponto de maximo local z* e du(z*) = 0. Se u = uy + uy ¢ uma soma de fungoes
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semiconvexas, z* ¢ um maximo local de u e ¢; € Juj,j = 1,2, facilmente vé-se que
¢ + q2 € Ou(z*). Entao ¢' = —¢* . Uma vez que isto é verdade para todo par, vemos
que existe somente um par q;, g2. Logo duy e dus sao de valor tinico em x* satisfazendo
Ouy(z*) = —Ous(x*). Note também que se u é semiconvexa com constante K, entdo
nos pontos x* onde existe a derivada segunda temos

K
D? (u(z) ; 3|a:|2) o >0

ou
D*u(z*) > —KI.

Esta é a razao para K /2 aparecer na definigdo de semiconvexidade.

5.3 O fim da prova

Lembramos que estamos assumindo que u, —v sdo semiconvexas lipschitz no U valendo
(5.1), (5.2) e (5.3). Foi escolhido ¢ suficientemente pequeno onde valem estas hipéteses
com Us no lugar de U ( com talvez uma pequena mudanca de 7). Se |h| < 0 entao
(Us)* C U e as fungoes x + u(z + h) ainda satisfazem (5.1) sobre o novo U e sdo
semiconvexas com a mesma constante de semiconvexidade de u. Seja

M (h) := max(u(z + h) — v(z)),

zeU
entao limy,_,o M (h) = M(0) = My > 0. De fato,

lim M (h) > lim u(zg + h) — v(xo) = M(0)
h—0 h—0

e se, limy,_,o M (h) fosse maior que M (0), existiria e > 0e §* > 0 tais que, se |h| < §*
entdo M(h) > M(0) + e. Porém, pela continuidade uniforme de u no compacto U
podemos tomar h suficientemente pequeno tal que

M(R) = ulw, +h) = v(w.) <u(@,) =v(@.)+ 5 < ulwo) = v(zo) + 5 = M(0) + 3,

contradicao.
Para alguma funcao w : U — R ponhamos

Argmax(w) :={z € U : w(x) = max w}.
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Se w € C(U), w < 0 préximo da fronteira de U e w(x) > 0 para algum z €
U, Argmax(w) é ndo vazio. N6s também abusaremos um pouco da notacao colocando

Argmax(h) :={x € U : M(h) =u(x + h) —v(x))} = Argmax(u(. + h) — v(.)).

Seja x € Argmax(h) entdo x é um ponto de méximo da soma das fungoes semiconvexas
u(.+h) e —v(.), entdo apoiado nos resultados da se¢ao anterior, d(u(. +h)) e d(—v(.))
sao de valor unico em z diferindo apenas por um sinal. Portanto u(. + h) e —v(.) sdo
ambas diferencidveis em z satisfazendo Du(x + h) = Dv(zx).

Nés assumiremos U conexo. Se nao fosse, considerariamos sua componente conexa
que contém o maximo de u—v. Podemos entao dividir a prova nos seguintes dois casos:

Caso (i). Existe ¢ > 0 tal que para |h| < c existe x;, € Argmax(h) tal que Du(x), +
h) =0 ( e portanto Dv(z;) = 0).

Caso (ii). Existe h suficientemente pequeno tal que (5.2) vale para u(x+h) e M(h) >
0, tal que Du(x + h) # 0 em todos os pontos x € Argmax(h).

Prova no caso (i).

Note que M (h) é Lipschitz continua em h. Seja xj; como suposto no caso (). Entao
para |h*| < ¢ temos

M(h) = u(z, + h) — v(zp)

v

u(zpe + h) — v(zpe)

w(@ps +h"+h—h") —v(zp)
u(zps + h*) —v(xp) + o(|h* — hl)
)

onde a primeira desigualde é devido a definicao de z,, a segunda é devido ao fato que
Du(z* + h*) = 0 e a tltima igualdade é pela definigao de xp:.

E segue que se M ¢é diferenciavel em h*, entdo DM (h*) = 0. Usando o fato que
fungoes Lipschitz continua cuja derivada é zero onde existe, é constante sobre cada
componente conexa do seu dominio, temos que M é constante sobre |h| < ¢. Agora, se
zo € Argmax(0), nds temos

v

— M) +o(lh* —h

u(zg) —v(xg) = M(0) = M(h) = u(zp + h) —v(zn) > u(xo + h) — v(xg),
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o que implica que xy é um ponto de maximo local de u. Pelo lema 5, u é costante em
uma vizinhanga de zy. Uma vez que para y suficientemente pequeno

u(o) = v(z0) = u(zo +y) — v(wo +y) = u(wo) — v(wo +y),

2o ¢ um ponto de minimo local de v e entao v é constante em uma vizinhanga de xg
como acima. Mas entdo o subconjunto {z : u(x) — v(z) = u(zg) — v(ze) = M(0)} do
conexo U é aberto e fechado , logo é o préprio U. Porém isto contradiz (5.2).

Prova no caso (ii).

Seja |h| < ¢ tal que Du(z + h) # 0 para todo x € Argmax(h). Afirmamos que
existe uma vizinhanca V' de Argmax(h) CV CCUepn > 0tal quesex € V e as
fungoes u(. + h),v(.) sdo ambas diferenciaveis em z, entao

|Du(z + h)|, |Du(z)] > u > 0. (5.18)
Para verificar tal afirmacao, primeiro notemos que em particular
|Du(z + h)|,|Du(x)| > >0 para z € Argmax(h).

Se isto nao fosse verdade, existiria uma sequéncia xy em Argmax(h) tal que Du(zy +
h) — 0. Como Argmax(h) é fechado podemos, considerando uma subsequéncia se
nescessario, assumir que xy — = € Argmax(h) e pela continuidade parcial do gradiente
Du(zy + h) = Ou(xy + h) é suficientemente préximo de du(x + h) = Du(xz + h).
Logo Du(x + h) = 0 , contradigdo. Dai, novamente pela continuidade parcial do
gradiente, podemos tomar uma pequena bola centrada em cada ponto de Argmax(h)
cuja uniao satisfaz o conjunto V' almejado. Com efeito, se z € V e u(. + h),v(.) sdo
ambas diferencidveis em z, como u(. + h) — v(.) é soma de fungoes convexas, teremos
Du(x +h) = Ou(x+ h) (D(u(. +w)) = d(u(. + h)) no ponto z), que pela continuidade
parcial do gradiente se estiver numa pequena bola centrada em y € Argmax(h) deve
estar péximo de Du(y + h) de modo que seu moédulo seja maior que u —e > 0. E
essas bolas podem ser tomadas também arbitrarimente pequenas tais que satisfacao
VccU.

Daqui para frente h é fixo, e nés refaremos u(. + h) por u(.) e supriremos h na
notacao. Agora, com nosso novo abuso de notagao,

Argmax(h) = Argmax(u —v) ={zr € U : u(z) —v(z) = mélx(u —v)}.
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Agora invocaremos as mudancas de variaveis (5.5), (5.6). Nés afirmamos que w é
semiconvexa sobre V porque u é semiconvexa. Observe isto pelo calculo

Dw = H'(u)Du D*w = H'(u)D*u+ H"(u)(Du ® Du) > H'(u)D*u (5.19)

)\2
pois H"(u) = ————=. Logo se D*u > —KI n6s temos D*w > —H'(u)KI e
(1 —2Xu)3

A
vV1—2\u

limitado < 1. Os detalhes com rigor é deixado a critério do leitor. Usando (5.18) em
um ponto onde w é duas vezes diferenciavel ( equivalentemente v ) em V junto com
(5.7), obtemos

H'(u) = > 0 ¢é limitado lembrando que A foi escolhido de modo que 2\u é

A
1—w

| Duwl* >

H'(u)'n* > B (5.20)

Aw =

1—w
onde # > 0 é uma constante.

Recorreremos agora a resultados mais profundos. Primeiro; de acordo com o teo-
rema de Aleksandrov (ver por exemplo ?77), fungoes convexas ( em consequéncia semi-
convexas ) sao duas vezes diferencidveis em quase todo ponto. Segundo; em virtude da
semiconvexidade, a medida de Lebesque de

ﬂ Argmax(z — w(z) —v(z) + (p,z)) CV (5.21)
Ip|<e
é positiva para cada ¢ > 0. Além disso, se [p| e A > 0 s@o suficientemente pequenos,

nos temos
Argmax(x — w(z) —v(z) + (p,x)) C V. (5.22)

Pondo estes dois fatos juntos, nés obtemos para cadae >0 um p € R" e x* € V onde
w e v sao ambos duas vezes diferencidveis e usando as condi¢oes nescessarias do calculo
para um ponto de maximo, obtemos

Ip| <e, Dw(x*)+p=Dv(z*) e D*w(x*) < D*(x"). (5.23)

Além disso, se (5.23) vale e K é uma constante de semiconvexidade para w, —v nds

temos
~KI < D*w(z*) < D*v(z*) < KI. (5.24)

Assim

(D*w(z")(Dw(z") + p), Dw(z") + p) = (D*w(z")Duv(z"), Dv(a"))
(D*v(z*)Dv(x*), Dv(z*))  (5.25)
0

VARVAN
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onde a tltima desigualdade é devido a (5.1) para v. Por outro lado, usando (5.20) e

(5.24), obtemos
(D*w(z")(Dw(z") + p), Dw(z") + p)

= (D*w(z") Dw(a"), Dw(a")) + 2(D*w(z") Dw(z"), p) + (D*w(z")p, p)
> B — 2K|Dw(z")||P| — k| PI*.

Como |Dw| é limitado sobre V', isto é positivo para |p| suficientemente pequeno, con-
tradizendo (5.25).



Capitulo 6

REGULARIDADE

Nos notamos que regularidade é um termo genérico para falar de propriedades tais como
continuidade de uma funcao, propriedades de diferenciabilidade, estimativas, continui-
dade das derivadas entre outras. Até agora, temos apresentado uma variedade de
resultados que influenciam a regularidade de uma funcao absolutamente minimizante.
Um deles ¢ a estimativa Lipschitz do Lema 3, outro é o refinamento da desigualdade de
Harnack. A idéia aproximada destas estimativas e outras é que se u € CCA(U), entdo
¢ localmente Lipschitz continua e pode-se estimar Tu(z) em termos das estimativas
da prépria u. Continuidade Lipschitz local implica diferenciabilidade quase sempre.
Podemos considerar também o lema 4 como um resultado de regularidade de algum
modo. Além disso, nés temos exemplo 6 o qual mostra que, quando |.| é a norma de
Euclideana, meramente assumindo u € AM (U) nao pode possivelmente implicar mais
que a continua diferenciabilidade de u em U e que Du é localmente Holder continuo
com expoente 1/3. Nao é conhecido, no momento, que isto é falso. Também nao é
conhecido, no momento, se ou nao u € AM(U) implica que u é diferenciavel em todo
ponto de U no caso da norma de Euclideana exceto quando n = 2.

Apresentamos a seguir um dos poucos resultados de regularidade conhecidos usando
a hipdtese u € AM(U) que é vélido em qualquer dimensao é o Teorema 6 abaixo. A
prova é dada no caso da norma de Euclideana. Modificagoes estendem os argumentos
para normas as quais, junto com as normas duais, é estritamente convexa. O teorema
é falso para normas gerais, como o u(x) = ||, mostra quando a norma é |.|

Teorema 6. Seja u € AM(U) e 2° € U. Seja |.| a norma euclidiana. Se \; > 0
satisfaz \; L 0,0 € C(R"), e

, 0 _ (70
o(z) = lim u(Ajz 4+ 2%) — u(2?)
Jj—oo )‘j

(6.1)

65
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vale uniformemente sobre conjuntos compactos do R™, entdo v € uma funcao linear.

Savin mostrou em [6], que se n = 2 e u ¢ absolutamente minimizante, entao u €
CL(U). Savin comegou de uma atraente reformulagao do teorema
ju(z + 2°%) — u(zo) — (e, )|

lim inf sup = 0.
0 {e€R™;|e|=T,(0)} x| <r r

Deixe-nos explicar como este teorema é um resultado que contribui para saber a melhor
regularidade de uma funcao absolutamente minimizante. Se u é diferenciavel em x,
entao um calculo mostra que

u(Axr + x9) — u(zo)
A

Portanto o mesmo limite v em (6.1) é obtido, ndo importa qual a sequéncia A; ] 0 é
usada e v(z) = (Du(xg),z) é linear. Nés veremos brevemente que é sempre verdade
que as fungoes v(x) := (u(Ax + x¢) — u(xo))/A formam uma familia precompacta em
C(Bgr(0)) para R > 0 para valores de A suficientemente pequenos. Isto s6 depende da
continuidade Lipschitz local de u. Assim, se \; é qualquer sequéncia tal A\; | 0, entao,
existe uma subsequence Aj;, que convergird localmente uniformemente a um limite v
em R".O teorema afirma que v deve ser linear, o que estd de acordo o caso onde
Du(xg) existe. Porém, ndés nao sabemos se o limite v em (6.1) depende da sequéncia
particular pela qual é definida. Se isso nao acontecer, entdo note que Du(xg) existe
e Du(zg) = Dv(0). Realmente, se v(z) = (p,z) ndo importa qual sequéncia é usada,
mas Du(zy) nao existe, entdo hd um e > 0 e um uma sequéncia z; J 0 tal que

= (Du(xg),x) + o(1) quando A | 0.

u(z? +2%) — u(a?) — v(a?)]

2] >e paraj=1,2.... (6.2)

Pondo \; = |z;| e w? = 27 /)\;, (6.2) diz que

u(Ajw? + 2°%) — u(z?)

oW —v(w;)| > € paraj=1,2--- (6.3)
j

Assim \; nao tem subseqiiéncia ao longo da qual (u(A;z + 2°) — u(2?))/\; converge
uniformemente para v(x) sobre |z| = 1.

Portanto o teorema 6 fornece positiva, mas nao definitiva evidéncia que Du(zy)
existe. Permanece um problema em aberto determinar se fungoes absolutamente mi-
nimizantes sao diferenciaveis em todo ponto. Nos voltaremos a prova.
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Demonstragao. Pelo lema 6, {tem 3 S (xg) = Ty, (xp). Se este valor for zero, entao
lu(z) — w(z®)| < Ly(Ba(2°))|z — 2% para |z —2° < X

e u(z) = u(2°) + o(|z — 2°]). Isto mostra que D, (2°) existe e é igual a zero. Entao

0y _ 4/(+0
u(Az + ") — u(z?)  (Du(a),z) + r(Az)
A A
onde \
lim ")
A=0 A

Portanto, ndo importa qual seja a sequéncia A; | 0, obtemos que v(x) = (Du(z), ).
Logo, v € linear. Daqui em diante nds assumiremos que

LO = SJ(ZC()) = Tu(ﬂfo) > 0.

Se u € CCU), zg € U, Byy(a®) cC U e u*(z) = (u*(roz + 2°) — u(z))/(roLo),
entao u* € CC(By1(0)), u*(0) =0 e S}(2) = S;(2°)/Ly = 1. Daqui em diante nés
assumiremos que

ue CC(B1(0)), w(0)=0, S5L(0)=1. (6.4)
Dado (6.4), para A > 0 a fungao
A
vy(x) = u()\x)

satisfaz vy € CC(B1/x(0)), vA(0) =0 e parar <1/X

L(B0) = LBy 0), maxa(w) = "2 g 0,0),

Portanto a familia v, é uniformemente limitada e equicontinua em cada bola B, (0)
quando A | co. Portanto existe uma sequéncia A; | 0 e v € R" tal que vy; — v unifor-
memente sobre todo conjunto limitado. Como a propriedade de gozar de comparagao
com cones ¢é preservada sobre a convergéncia uniforme, v € CC(R™). Pondo A = \; e
passando o limite nas relagoes acima, obtemos as duas primeiras relagoes abaixo
L,(B.(0)) <T,(0)=1, maxv(w)=r, min=—r. (6.5)
|’LU|=T‘ |w|:r
Aqui foram usados os fatos que, constantes Lipschtz sao semicontinuas superiormente e
maximos sao continuos com respeito a convergéncia uniforme. E terceira relacao acima
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é clara. Note que a primeira relagao sendo vélida para r > 0 implica que L,(R") < 1.
As propriedades (6.5), validas para r > 0, junto com v(0) = 0, garantem que v é
linear. Para ver isto, sejam x", z, quaiquer dois pontos tais

roYr

+
r

iz |z =r e wv(x)) = rou(z,-) = —r. (6.6)
Até este ponto nés ndo temos usado a hipdtese que |.| é a norma euclidiana. Agora o
faremos: sendo pontos na esfera de raio r e centro 0, a menos que x;" = —x; nds teremos
|z;F — x| < 2r, neste caso (6.6) é inconsistente com 2r = v(z;") — v(z; ) <|zh =]
Aqui nés temos usado que L,(R™) < 1. Entao nés temos mostrado que os pontos z;", x
satisfazendo (6.6) sdo unicos. De fato, se y, e y. sdo pontos satisfazendo (6.6), pelo
que vimos, ¥, é o antipoda de 7, isto é, x, . Analogamente, y, = x; .

Agora afirmamos que v é hnear sobre o seguimento [z, x}], isto é,

gt) = v(tx) =v(—tz; ) =tr para —1<t<1. (6.7)
De fato, g(—1) = —r =r(|—-14+1]—-1), g(1) =r=(]1+1] — 1), e L,(—1,1) =
Pois, se t1,t3 € (—1,1) como L,(R") < 1, temos
l9(t1) —g(t2)] = [o(taz") — v(tazy)|
S |t1$ — t2$ |
= o[ty — to]
= T|t1 — t2|

Assim, g coincide com a fungao cone ¢ — r(|t + 1| — 1) = rt sobre a fronteira de
U =(—1,1) e tem a mesma constante Lipschtz. Pela proposicao 1 g(t) = tr. E segue

que todos OS pontos z,, x, estao sobre uma mesma reta.
_l’_

Sejam 2, ...2" tais que ], 2, ...2" é uma base ortonormal do R™ e defina f : R" —
R por
fxy) = f(@1, 4o, yn) = v(@ia] +yo2® + o+ yoz”)
onde y = (y2, ..., Yn). Claramente, L;(R") = L,(R") = 1 e f(x1,0) = x1. Nés afirmamos
entdo que f(z1,y) = x1. Para ver isto,observe que

[f(21,9) = £(5,0)] = |o(zizy + 122" 4 yna”) — v(s])]
< U(R")\x1$1+y—8x1!
<yl [ [len — 5|
=yl + |z — sl
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Logo,

|f(z1,y) — f(s,0)?
|f(z1,y) — x1 4+ 21 — f(s,0)]?
|f(@1,y) — 21?4 221 = 8)(f(21,y) — 21) + 21 — s[*.

yl* + |1 — 2

IV

Nos concluimos entao que

2(xy — 8)(f(z1,y) — x1) < [yl

onde s € R qualquer. Isto acontece somente se f(z1,y) — z1 = 0. Segue entdo que v é
linerar.

]

A exata regularidade das fungoes absolutamente minimizantes, é amplamente um
problema em aberto. O teorema 6 é o tnico resultado positivo conhecido até entao de
um minimizador absoluto genérico. Originalmente publicado em [30].



Capitulo 7
PROBLEMA VARIACIONAL

Uma técnica popular para estudar minimizadores absolutos passa por um processo de
aproximacao envolvendo problemas variacionais na forma integral. O propdsito aqui
¢ esbocgar brevemente essa abordagem e explicar como se relaciona com o material
no texto principal. A discussao sera muito menos auto-contida do que nas secoes
anteriores. Em particular, nds precisamos recorrer a varios fatos em analise funcional
e da teoria dos espacos de Sobolev. Por simplicidade, é assumido neste capitulo que U
é um conjunto aberto limitado.

7.1 Espacos de Sobolev

Para uma funcdo u € C*(U) e 1 <p < oo, definimos

lull,, = </ u(z |pdg;> ’ (/U|Du(:c)\pd:c)1/p. (7.1)

Aqui, Du é o gradiente de u, dr denota a medida de Lebesque n-dimensional usual.
Entdo o espago de sobolev WP(U) é definido como o completamento de C*°(U) na
norma |[|.|[, . Pelo Teorema de Meyers e Serrin, u € W'?(U) se, e somente se, u e
todas as suas derivadas parciais de primeira ordem no sentido das distribuigoes sao
elementos do espago LP(U). Lembramos ainda que W1?(U) é um espaco de Banach
reflexivo para valores p tais que 1 < p < oo e um espago Hilbert para p = 2.

Um importante subespago de WP(U) ¢ o fecho de C§°(U) o conjunto das fungoes
suaves compactamente suportadas na norma |[.|[, ,. E ¢ denotado por WyP(U). Além
disso, para um dado w € W'?(U) nés denotamos

WP(U) = {fu e WH(U) :u —w € WP (U)}.

70
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Uma vez que W2P(U) é fechado e convexo ¢ fracamente fechado pelo lema de Mazur.
Nos precisaremos dos seguintes fatos sobre espagoes de Sobolev:

e Sel <q<p, o0, entao WP(U) C WH(U). Isto segue facilmente da desigual-
dade de Holder e da limitacao de U.

e Se u é Lipschitz continua em U, entao u € W'?(U) para todo p.
e Existe uma constante C' dependendo somente sobre n,p e U tal que
[ull1p < Cl|Dul|zrw) (7.2)

para todo u € W, ?(U) entdo u é Hélder continua em U. Este é um caso especial
do teorema de imersao de Sobolev

e Seu € WP(U)ep > n entdo u é localmente Holder continua em U. Além disso,
se u € W,” entdo u é Holder continua em U e

[u(z) = u(y)| < Cl|Dul| oy |z — y|' 7 (7.3)

para todo x,y € U e para algum C dependendo somente sobre n,p e U.

7.2 Funcgoes p-harmonicas

Noés consideraremos o problema de minimizar o funcional

L(u) = / | Du(z)Pdz (7.4)
U

no subespaco W, ?(U). Pondo I} = inf{l,(u) : u € Wy?(U)}, vemos que I} é finito

pois é o infimo de valores reais nao negativos. Sendo assim, existe uma sequéncia v; tal

que I,(v;) = Iy quando j — oo (a chamda sequéncia minimizante). Em particular,por

7.2 a sequéncia v; é limitada em WH?(U). Com efeito, por (?7)

1/p
o — wllep < c( s —Dwv) Lo — w) < L() + L(w),

e os v; estao contidos em bola centrada em w de raio finito.
Assim, como W'P(U) é um espago de Banach reflexivo, trocando por uma sub-
sequéncia se necessdrio, podemos supor que v; — u, € W'P(U) na topologia fraca,
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e como WP(U) é fracamente fechado, u, € WH?(U). O operador I, é estritamente
convexo, e continuo em norma. De fato, como a funcao real x + 2P possui derivada
segunda positiva em (0, 00), é convexa neste intervalo, e temos que se t € (0,1) entao

L(tu+ (1 —tv) = /|(tDu—|—(1—t)Dv)p|

< / [t|Dul? + (1 —t)|Dv|?|
U

< th(u)+ (1 - OL(v).
Assim, como v; < u,, (convergéncia fraca) otemos

I,(u,) < lijrg(i)gf I, (vj) = L.
Logo, como u, € WLP(U), u, minimiza o funcional I, em (7.4). Tais fungoes sdo
chamadas p-harmonicas generalizadas com valor de fronteira w.

A propriedade de ser p-harmonica é local no sentido de que u é p-harmonica com
valor de fronteira u em U se, e somente se, u é p-harmonica com valor de fronteira u
em V para todo aberto V' C U. Com efeito, para a volta, basta tomar V' = U. Agora,
supondo u p-harmonica com valor de fronteira v em U e V C U aberto, mostraremos
que

/|Du|pdm§ /|Dv|pd:p Yo € WEHP(V).
v v

Do contrdrio existiria vg € W?(V) tal que

/|Dv0|pdx </]Du|pdx.

\%4 14

Mas se v € WEP(V) | entao a fungao
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pertence a WP(U). Logo

/|Dv§]pdx = /|Dv6‘]pda:+ / | Dvg|Pdx
U v

(UA\V)

= /|DU§]pd:L‘+ / |Du|Pdx

(U\V)

v
< /|Du|pdx—|— / | Du|Pdx
v

(U\V)
= / | DulPdzx,
U

contrariando que u é p-harmoénica com valor de fronteira v em U.

A unicidade de uma funcao harmonica com um dado valor de fronteira w segue
da convexidade estrita de I,. De fato, sejam wu;, up p-harmonicas em U com valor de
fronteira w. Se u; # us em um conjunto de medida positiva, entao, pela convexidade
estrita de I,

< L5 — ) < S (Tyfun) — () = I,

o que ¢ impossivel. Portanto u; = us em U.

Uma consequéncia da unicidade de func¢oes p-harmonicas com um valor de fronteira
fixado é que se uq, us sao funcoes p-harmonicas em U com o mesmo valor de fronteira e
se uy < uy sobre AU ( o qual siginifica que max{u; —uy, 0} € Wy P(U)) implica uy < uy
sobre U. Isto segue por notar que se o conjunto aberto

Vi={z:u(x) >us(x)}

fosse nao vazio teriamos duas fungoes p-harmonicas distintas com os mesmos valores
em OV, violando assim a unicidade. Obsernvando ainda que u + ¢ é p-harmoénica para
todo ¢ € R se u é p-harmonica. Nés concluimos a estimativa

sup(u; — ug) < sup (ug — uz) (7.5)
xeU xeodU

é valido para funcdes p-harmonicas ui,us € WHP(U) N C(U).
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7.3 Conexao com extensoes Lipschitz.

Seja f : OU +— R tal que L;(0U) ¢é finito, w : U — R Lipschitz continua satisfazendo
w = f sobre OU. Uma vez que w € WHP(U) para qualquer 1 < p < oo existem
fungoes p-harmonicas u, € WLP(U). Por desigualdade de Holder e a defini¢ao de
funcoes p-harmonicas, ndés temos paraum 1 <p < oo fixoe p > ¢

UM Dy || ooy
UM 77Y%) Dw|| 1oy

| Dup|| Laery

VAN VANPVAN

onde |U]| denota a medida de lebesgue de U. A estimativa acima implica que {u},>, €
limitado em W1H9(U) e portanto contém uma sequéncia fracamente convergente, ainda
denotada por (u,) convergindo para uma fun¢ao u € W, 4(U). Nés deduzimos entao
por semicontinuidade fraca que

| Dul| ey < |U|1/q_1/pess suPgep || Dw|| o0y (7.6)

O mesmo raciocinio pode ser repetido para g+ 1,q¢+ 2, + 3-- -, tal que em cada
passo nos escolhemos uma sequéncia fracamente convergente como uma subsequCencia
da prévia. Considerando a sequéncia diagonal en encontramos uma subsequéncia u,,
tla que u, — u fracamente em W'4(U) e (7.6) vale para qualquer ¢ < co. Logo
fazendo ¢ — oo obetemos

ess D,y | Dull (o) < 55 sup, ey | Do (7.7)

e isto é valido para qualquer funcao Lipschitz w com w = f sobre QU. Observe
além disso que por (7.3), (7.6) e Arzeld-Ascoli nés podemos assumir que u,, — u
uniformemente em U.

Para ver que u tmabém tém a propriedade de ser absolutamente minimizante, deixe-
nos considerar V- CC U e uma funcao Lipschitz continua v sobre V' tal que u = v sobre
0V. Entao nés podemos repetir a construcao acima e obter uma sequénicia de fungoes
p-harmonicas (v, ) sobre V', coincidindo com v sobre 9V tal que v,, — v* e

ess sup,cy|Du(x)| < ess sup, | Dw(z)| (7.8)
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Assim, como Up,, € Up,, ambas sao p;,-harmonicas em V', por (7.5) nds temos
sup |u(z) — v (z)] < suplu(z) —up,, (z)| +sup |y, () — vy, (z)]
zeV zeV zeV

+ sup |vp; (z) — v (z)|
zeV

Como Up, —>U€Vy —>U uniformemente em V' e u = v sobre 9V, isto implica que
u=v" em V. Em particular,

ess sup,cy | Du(x)| < ess sup,ey | Dv(z)] (7.9)

para qualquer funcao continua Lipschitz v € C(V) que coincide com u sobre 9V .

7.4 Equacoes de Euler-Lagrange
Seja Uaberto limitado do R™ e ¢ € C3°(U) uma fungao teste e t € R. Um vez que
Iy(up) < Iy(up + 1),

isto ¢, a fungdo t — I,(u, + t¢) tem um minimo e ¢t = 0, nés inferimos que
/ Duy|P~2(Du,, Dé)dz = 0. (7.10)
U

Portanto u, satisfaz a equacao p-Laplace generalizada
—div((|Dv[P~2Dv) = 0. (7.11)

no sentido das distribuigoes. Observe que por aproximacao (7.11) vale para alguma
¢ € Wy (U).

Definicao 8. Considere a equagao
F(x,Du,D*u) =0 em U. (7.12)

e Uma fungao semicontinua inferiormente € uma supersolugao de (7.12) em U no
sentido da viscosidade, se para toda ¢ € C*(U) tal que u — ¢ tem um minimo
estrito no ponto xo € U com u(xg) = ¢(x9) nds temos:

F (0, Dé(o), D*¢(x0)) = 0.
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e Uma fungdao semicontinua superiormente é uma subsolugao de (7.12) em U no
sentido da viscosidade, se para toda ¢ € C*(U) tal que u — ¢ tem um mdrimo
estrito no ponto xo € U com u(xy) = ¢(xg) nds temos:

F (0, Dé(wo), D*¢(x0)) < 0.

e Finalmente u é uma solugao de (7.12) em U no sentido da viscosidade se u €
uma supersolu¢ao e uma subsolug¢ao de (7.12) em U no sentido da viscosidade.

Se nds temos uma fungao p-harménica fraca (no sentido das distribuigdes) que é
continua, entao esta também é uma solugao de (7.11) no sentido da viscosidade. Este
é o conteido do nosso proximo resultado.

Lema 11. Seja u uma solugao fraca de Ay,u = 0 em algum dominio U para p > 2.
Entao u € uma solucao de

—(p—2)|DulP*Agu — |DufPPAu=0 em U (7.13)
no sentido da viscosidade.

Demonstragio. Seja xo € U e uma funciao ¢ € C%(U) tal que u(zo) = ¢(x0) e u — ¢
tem minimo estrito em xy. N6s queremos mostrar que

—(p = 2)| Do~ Asc(0) — [DP2Ag(0) > 0.
Assuma que este nao é o caso, entao existe um raio r > 0 tal que
—(p = 2)|DoPP™ As(2)p(x) — [DOP2Ad(x) <0,

para todo x € B(x¢,r). Ponha m = inf,_, = (v — ¢)(z) e seja ¥(z) = ¢(x) + m/2.
Esta funcao ¢ verifica ¢(z9) > u(x)( pois note que m > 0 por ser xy minimo estrito

de u— ¢ e u(zo) = (zo) < h(z0)) €
—div(|Dy[P2Dy) < 0.

Multiplicando por (¢ — u)*, extendendo por zero fora de B(xg, ), nés obtemos

/ |DulP~2({D, D(¢p — u))dz < 0.
{¥ >u}
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onde {¢p >u}:={x €U :¢¥(x) >u(r)}. Tomando (¢» — u)* como uma fungao teste
na forma fraca da equacao ndés obtemos

| Du|P~*(Du, D(¢p — u))dx = 0.
(W >u}

Portanto, subtraindo as duas expressoes acima obtemos

C(N,p) / DY — Dup < / (DD — |Dul’*Du, D( — ) )z < 0,
{¢ >u} {¢ >u}

uma contradigao. Isto prova que u é uma supersolugao de (7.13) no sentido da viscosi-
dade. A prova do fato de que u é uma subsolugao de (7.13) no sentido da viscosidade
¢ anéloga.

m

Agora nés veremos que se uma sequéncia u,, de funcoes p-harmonicas continuas
converge uniformemente para u quando p; — 0o, entao u satisfaz

~Asu = —(D*uDu, Du) = 0

em U no sentido da viscosidade. Seja ¢ € C*(U) tal que u—¢ tem um ponto de maximo
estrito em xy € U. Uma vez que u,, converge uniformemente para u, nés temos que
up, — ¢ tem algum ponto de maximo x; € U com z; — . Depois, nés usamos que u,,
¢ uma solucao de —A,, u,, = 0 em U no sentido da viscosidade e obtemos

—(pi — 2)| D¢

Se D¢(xg) = 0 nés obtemos —Ap(rg) < 0. Se este ndo é o caso nds temos que
D¢(x;) # 0 para algum i suficientemente grande e entao

PN o p () — | DoP 2 Adp(x;) <0

1

—Agp(r;) < P

|Do|*Ap(z;) — 0, quando i — oo.

Nos concluimos que

Isto é, u é uma subsolugao de —A u = 0 em U no sentido da viscosidade. Um
argumento semelhante mostra que u é também uma supersolucao e portanto uma
solucao de —A,u =0 em U no sentido da viscosidade.
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