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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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MARCELO DÁRIO DOS SANTOS AMARAL
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aprender (até alguns das fases iniciais comuns da vida). Posso citar: César, Alexandre,
Luquésio, Gervásio Gurgel, Abdênago, Levi e me desculpe os demais cujos nomes não
citei. Agradeço aos meus companheiros de curso, com os quais também aprendi através
de discussões. Entre eles posso citar: Rafael, Vanderson , César , Landerson, entre
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RESUMO

O objetivo desta dissertação é dar uma exposição da teoria das extensões Lipschitz
absolutamente minimizantes, baseada no trabalho de Gunnar Aronsson, Michael G.
Crandall e Petri Juutinen em [1], apresentando vários detalhes em uma forma acesśıvel
aos leitores sem qualquer conhecimento prévio do assunto. Em particular, refazemos
resultados melhorados relativos a existência através de argumentos que são mais sim-
ples do que aqueles que podem ser encontrados na literatura. Nós apresentamos uma
prova do conhecido resultado de unicidade, o qual não se baseia na teoria de soluções de
viscosidade. Em nossa nossa abordagem, mostraremos que as funções absolutamente
minimizantes são as funções que satisfazem uma condição geométrica a qual chamare-
mos de gozar de comparação com cones. Este elementar dispositivo geométrico torna
a teoria versátil e transparente.

Aqui, encontraremos por exemplo, estimativas de continuidade a priori, desigual-
dade de Harnack, o método de Perron para comprovar os resultados de existência,
questões de unicidade e regularidade, e algumas ferramentas básicas da teoria de
soluções de viscosidade. Nós acreditamos que a nossa apresentação fornece um re-
sumo unificado da teoria unificada existente, assim como alguns resultados de interesse
para os peritos e pesquisadores e, ao mesmo tempo, uma fonte que possa ser utilizada
para introduzir estudantes a algumas significantes ferramentas anaĺıticas.

Palavras-chave: Funções absolutamente minimizantes. Comparação com cones.
Sentido da viscosidade.



ABSTRACT

The objective of this dissertation is to give an exposition of the theory of absolutely
minimizing Lipschitz extensions, based on the work of Gunnar Aronsson, Michael G.
Crandall and Petri Juutinen in [1], showing various details in a form accessible to
readers without any prior knowledge of the subject. In particular, we retrace the
improved results on the existence through arguments that are simpler than those that
can be found in literature. We present a proof of the known uniqueness result, which is
not based on the theory of viscosity solutions. In our approach we will show that the
absolutely minimizing functions are the functions that satisfy a geometric condition
which we will call to enjoy comparison with cones. This elementary geometric device
renders the theory versatile and transparent.

Here we will find a priori continuity estimates, Harnack inequality, Perron’s method
for proving existence results, uniqueness and regularity questions, and some basic tools
of viscosity solution theory. We believe that our presentation provides a unified sum-
mary of the existing theory as well as some results of interest to experts and researchers
and, at the same time, a source which can be used for introducing students to some
significant analytical tools.

Keywords: Absolutely minimizing functions. Comparison with cones. Viscosity
sense.
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3.1 Soluções no sentido da viscosidade e o operador infinito Laplaciano na

norma euclidiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Caracterização das funções que gozam de comparação com cones por

cima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3 Caracterização das funções que gozam de comparação com cones. . . . 41

4 TEOREMA DE EXISTÊNCIA 45
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

O assunto desta dissertação está ligado ao estudo da existência, unicidade e proprie-
dades de regularidade das melhores extensões Lipschitz posśıveis de funções escalares.
O processo de extensão que será descrito abaixo, esconde dentro de si, uma teoria
matemática rica, que tem numerosas aplicações tais como em equações diferenciais
parciais eĺıpticas totalmente não lineares e o moderno cálculo das variações. De fato,
o problema de extensão e sua equação de Euler-Lagrange desempenha na teoria do
cálculo das variações dos L∞ funcionais, papel semelhante ao que a integral clássica
de Dirichlet e a equação de Laplace fazem no cálculo das variações dos L2 funcionais.
Nosso trabalho com o problema de extensão porém, não está baseado em equações
diferenciais parciais. Nós procederemos mais no esṕırito do problema em si, utilizando
ferramentas geométricas e anaĺıticas de maneira tal que não requeira condições prévias
ou familiaridade com teorias externas densas. Como resultado, nossos argumentos
ficam versáteis e podem ser estendidos prontamente para colocações mais gerais.

A origem da teoria, a qual iremos dissertar, está ligada ao problema clássico de
extender funções cont́ınuas Lipschitz. Para descrever este problema de extensão em
um cenário simples, suponha que são dadas uma função f : ∂U −→ R definida sobre
a fronteira de um subconjunto aberto, próprio U de Rn tal que Lf (∂U), sua constante
Lipschitz na fronteira de U , seja finita. O problema é encontrar uma extensão u de f
a U , tal que u seja cont́ınua sobre o fecho de U e Lu(U) seja a menor posśıvel. Note
que Lu(U) ≥ Lf (∂U) uma vez que u deve ser uma extensão cot́ınua de f . Assim, o
melhor que podemos esperar, é que Lu(U) = Lf (∂U), e isto é de fato posśıvel. Com
efeito, podemos considerar os exemplos
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 5

Λ(f)(x) = sup
y∈K

(f(y)− Lf (K)|x− y|)

Ψ(f)(x) = inf
y∈K

(f(y) + Lf (K)|x− y|)

devido a Mcshane [9] e Whitney [8]. Se u é alguma solução do problema de extensão
então Λ(f) ≤ u ≤ Ψ(f). Por esta razão, Ψ(f) é chamada a extensão máxima de f
enquanto Λ(f) é a extensão mı́nima de f . As verificações destas afirmações estarão
presentes na seção 1.

Estas estensões Lipschitz falham em obedecer propriedades de comparação e es-
tabilidade. Mais precisamente as relações f ≤ g sobre ∂U , em geral, não implicam
Ψ(f) ≤ Ψ(g) ou Ψ(g) ≥ Ψ(f) em U , e Ψ(Ψ(f)\∂V ) pode diferir de Ψ(f) em um
subconjunto aberto V de U .

Chegamos então a seguinte questão: é posśıvel encontrar uma extensão Lipschtz
que goze das propriedades de comparação e estabilidade? Além disso, essa extensão
especial seria única sobre um dado de fronteira fixo? Se tais extensões existem elas
devem satisfazer

Lu(∂V ) = Lu(V ) para algum aberto V ⊂⊂ U. (1.1)

Pois do contrário, não gozaria de estabilidade.
Isto motiva a definição de uma função absolutamente cont́ınua, que é uma função

de valor real u definida sobre um aberto U do Rn que satisfaz (1.1) para todo V ⊂⊂ U ,
isto é, possui a menor constante Lipschtz em todo aberto cujo fecho é compacto e está
contido em U .

Os operadores de McShane-Whitney provêem um dispositivo natural para tentar
construir minimizadores absolutos uma vez que eles podem ser usados para reduzir a
constante Lipschitz em subdomı́nios onde ela não está ótima. Esta idéia foi usada por
Aronsson em [15] para prover o primeiro resultado de existência para minimizadores
absolutos. No entanto, aqui nós empregaremos uma abordagem mais concreta e ele-
mentar a qual pode ser motivada pela observação de que as funções Ψ(f) e Λ(f) podem
ser obtidas via elementos geometricamente simples, “cones”; aqui as funções

x 7→ f(y) + Lf (∂U)|x− y| e x 7→ f(y)− Lf (∂U)|x− y|.

Ao contrário das extensões de McShane-Whitney, cones sempre satisfazem (1.1) fora do
ponto de vértice, e eles podem ser considerados “soluções fundamentais” do problema.
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Neste contexto, grosseiramente falando, as usuais convoluções com soluções fundamen-
tais são substitúıdas por processos de maximização e minimização. E se mostra que
todos o minimizadores absolutos podem ser descobertos conferindo a validez de uma
propriedade que nós chamamos comparação com cones. A introdução desta noção nos
ajuda a agilizar a teoria de existência e a torna mais transparente. No caṕıtulo 4,
nós apresentaremos um teorema de existência. A questão da unicidade é tratada no
caṕıtulo 5. Em [1], pela primeira vez mostra-se o resultado de unicidade sem recorrer a
teorias externas significativas. A primeira prova do resultado de unicidade foi dada por
Jensen [10], o qual utilizou a teoria de “soluções no sentido da viscosidade” e a teoria
de Espaços de Sobolev. A segunda prova foi dada por Barles e Busca em [11], os quais
usaram novos argumentos inteligentemente que evitaram a necessidade de empregar
resultados em espaços de Sobolev. A prova apresentada no caṕıtulo 5, não invoca a
teoria de soluções no sentido da viscosidade, nem resultados em espaços de Sobolev.
Intensiona-se tornar a prova mais acesśıvel, através de resultados básicos das funções
que gozam de comparação com cones.

É posśıvel mostrar que o problema introduizido, é um exemplo arquétipo para
teorias mais gerais. Isto aumenta o interesse na teoria. Em particular, existe uma
equação eĺıptica degenerada associada, a qual é ainda pobremente entendida, mesmo
no caso da norma euclidiana. Além disso, o problema é também um arquet́ıpico na
teoria de minimização dos L∞ funcionais. Nós esboçamos estas conexões abaixo.

Desde os trabalhos [12] e [15], a teoria dos minimizadores absolutos avançou por
vários autores. A linha mais popular de pesquisa elevou-se da idéia, novamente devido a
Aronsson [15], de interpretar o problema da extensão Lipschitz, como um limite formal,
quando p→∞, do problema variacional mais clássico de minimizar o funcional

Ip(v, U) =

∫
U

|Dv|pdx, 1 < p <∞, (1.2)

sobre condições de fronteira dadas; ver [14] e [10] . Aqui, Dv denota o gradiente de v.
Esta abordagem, no caso da norma euclidiana, leva a uma reformulação do problema
original em que (0.2) é substitúıdo pelo requerimento

ess supx∈V |Du(x)| ≤ ess supx∈V |Dv(x)| (1.3)

para todo V ⊂⊂ U e v suficientemente regular satisfazendo v = u sobre ∂V . De fato,
minimizar Ip(v, U) (sujeito a v = f sobre ∂U) é o mesmo que minimizar |Dv| na noma
Lp, a qual tende a norma L∞ quando p→∞. Devido a aditividade de conjuntos de Ip
um mı́nimo de Ip(., U) também minimiza Ip(., V ) para qualquer V ⊂⊂ U (sujeito ao seu

valor de fronteira). Logo, é um minimizador absoluto de (1.2). É natural se perguntar
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se esta propriedade continua válida no caso limite, isto é, se vale (1.3). Contudo, não
é claro que (1.3) é equivalente a (1.2).

O procedimento de aproximação discutido acima tem a vantagem de fornecer uma
rota para o correta equação de “Euler-Lagrange” para o nosso problema. Ou seja, uma
função u para o qual Ip(u, U) ≤ Ip(v;U) se u = v sobre ∂U deve satisfazer

lim
t→0

Ip(u+ tφ, U)− Ip(u, U)

t
= 0

para uma função suave φ que se anula fora de um subconjunto compacto de U . Isto
leva-nos a equação de “p-Laplace”

∆pu = div(|Du|p−2Du) = 0, (1.4)

a qual é entendida no sentido das distribuições ou no sentido da viscosidade. Note que
o caso p = 2, leva-nos a familiar equação de Laplace ∆u = 0, cujas soluções são as
funções harmônicas. Tomando o limite de (1.4) quando p→∞, uma questão um tanto
sutil, obtém-se a equação eĺıptica não linear e altamente degenerada

∆∞u :=
n∑

i,j=1

uxiuxjuxixj = 0 em U, (1.5)

conhecida como a equação infinito Laplaciano. Nós derivaremos esta equação na seção
3.1, sem referência ao procedimento de aproximção, ao invés disso, começaremos das
propriedades puramentes geométricas de comparação com cones. A equação infinito
Laplaciano, desempenhou papel cruicial na prova de unicidade dada por Jensen em [10].
E se tornou um centro de atenção neste campo. O preço a ser pago nesta abordagem
é a perda de generalidade. O problema de extensão original faz sentido em qualquer
espaço métrico, assim como os cones.

Na seção 3.1 nós mostraremos que funções absolutamente minimizantes são precisa-
mente as soluções no sentido da viscosidade da equação infinito Laplaciano, no caso da
norma euclidiana. A questão da equivalência entre “absolutamente minimizante” e as
soluções no sentido da viscoisidade não é totalmente estabelecida para normas gerais.

Além da bela interpretação geométrica, a teoria dos minimizadores absolutos é
interessante pois serve como um exemplo arquet́ıpico de um problema no cálculo das
variações envolvendo L1 funcionais da forma

ess supx∈ΩF (x, u,Du).
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Estes problemas variacionais surgem em diversos contextos e fornecem muitas vezes
o quadro mais realista para os problemas f́ısicos concretos. Ver, por exemplo, [18]
para uma lista de posśıveis aplicações. O estudo sistemático dos L∞ funcionais tem
sido grandemente influenciado pelos avanços na compreensão do problema de extensão
Lipschitz, e vice-versa. O trabalho original de Aronsson [15], surgiu depois que ele
havia investigado os L∞ funcionais no caso unidimensional em [12] e [13].

Nós começaremos o caṕıtulo 2 com uma discussão do problema clássico de extensão
Lipschitz. Introduziremos as funções absolutamente minimizantes, estabeleceremos
propriedades de comparação com cones e as suas relações. No caṕıtulo 3, reunire-
mos algumas caracterizações das funções absolutamente minimizantes em um único
teorema, tais como ser solução no sentido da viscosidade do infinito Laplaciano, ser
fortemente absolutamentee minimizante e gozar de comparação com cones. E mostrar
que estas propriedades são locais. No caṕıtulo 4 provaremos o terorema de existência.
No caṕıtulo 5 trataremos da questão da existência. No caṕıtulo 6, embora a regula-
ridade exata das funções absolutamente minimizantes seja um problema em aberto,
nós mostraremos um teorema que nos garante um critério para descubrir se a função
é diferenciável em um determinado ponto. No caṕıtulo 7, esboçaremos a relação da
teoria das funções absolutamente minimizantes com problemas variacionais.



Caṕıtulo 2

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo, daremos definições, exemplos e introduziremos notação. Nós começaremos
apresentando o problema de extensão de funções que comentamos na introdução. Em
seguida, mostraremos que, dizer que uma função cont́ınua u é absolutamente minimi-
zante, equivale a dizer que ela satisfaz uma propriedade a qual chamaremos de gozar de
compara
ção com cones. Depois de definirmos as noções de comparação com cones e anali-
sarmos a relação entre este conceito e o de uma função absolutamente minimizante,
nós estabeleceremos consequências da propriedade de gozar de comparação com cones,
as quais serão ferramentas proeminentes no decorrer deste trabalho. Como nos teore-
mas de equivalência do próximo caṕıtulo. Em particular, uma seleção destes resultados
é tudo o que precisamos no teorema de existência do caṕıtulo 3. Com estas preliminares
em mãos, a prova é curta e elegante.

2.1 Problema de extensão

Considere K ⊂ Rn e f : K → R Lipschitz cont́ınua. Em contraste com a introdução,
K não precisa ser a fronteira de um conjunto aberto U. Pomos

Lf (K) := inf{L ∈ [0,∞) : |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ K},

se não existe uma constante L satisfazendo a condição dentro das chaves acima, dizemos
que Lf (K) = ∞. É razoável perguntar se podemos encontrar uma extensão que não
aumente sua contante Lipschitz,isto é, se existe u ∈ C(Rn) satisfazendo

u = f sobre K e Lu(Rn) = Lu(K). (2.1)

9
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Se uma tal extensão u existe, satisfará

f(y)− Lf (K)|x− y| ≤ u(x) ≤ f(y) + Lf (K)|z − y|, para x ∈ Rn, y ∈ K

Sabendo-se também que o ı́nfimo e o supremo de uma famı́lia de funções com uma
mesma constante lipschitz, se finita tem a mesma constante lipschitz, temos que Λ,Ψ
definidas por

Λ(f)(x) = sup
y∈K

(f(y)− Lf (K)|x− y|)

Ψ(f)(x) = inf
y∈K

(f(y) + Lf (K)|x− y|)

satisfazem a extensão desejada. Dependendo de f e K existem diversas outras soluções.

Exemplo 1. Seja K = {−1, 0, 1}, f(−1) = f(0) = 0, f(1) = 1. Então Lf (K) = 1.
Facilmente ve-se que Ψ(f),Λ(f) são indicados na figura abaixo

Claramente existem outras soluções de (2.1) no exemplo (1). No caso geral, obvi-
amente, a solução de (2.1) é única se e somente se for Ψ(f) = Λ(f). Em particular,
uma “melhor” solução para de (2.1) no exemplo (1) seria

u(x) = 0 para x ≤ 0, u(x) = x para 0 ≤ x ≤ 1, e u(x) = 1 para x ≥ 1.

Por que preferir esta solução? Grosseiramente falando, porque ela varia localmente “tão
pouco quanto posśıvel”. Em particular, ela possui a propriedade (1.1) da introdução,
a qual nós lembramos aqui: Se V ⊂⊂ R\K, então

Lu(V ) = Lu(∂V ). (2.2)

Note que Λ(f) nem Ψ(f) tem esta propriedade, basta tomar, por exemplo,
V = (−3/4,−1/4), enquanto a função

u∗(x) = 0 para x ≤ 0, u∗(x) = x para x ≥ 1.

é uma segunda extensão de f com a mesma constante Lipschitz e a propriedade (2.2).
Além disso,

u?(x) = 0 para x ≤ 0, u?(x) = x para 0 ≤ x ≤ 1, e u?(x) = 2x− 1 para x ≥ 1.

É outra extensão cont́ınua de f a qual satisfaz (2.2), mas não satisfaz Lu(R) = Lf (K).
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Figura 2.1:

2.2 Funções absolutamente minimizantes.

Nesta seção introduziremos os conceitos de funções absolutamente minimizantes e
funções cones. Aqui encontra-se também um resultado que com frequência estará
presente em algumas demonstrações deste texto.

Definição 1. Seja U ⊂ Rn aberto. Então u é absolutamente minimizante em U e
notaciona-se u ∈ AM(U), se u ∈ C(U) e para todo V ⊂⊂ U vale

Lu(V ) = Lu(∂V ).

Observação 1. Note que se u ∈ C(U) então ∀ V ⊂⊂ U tem-se Lu(∂V ) ≤ Lu(V ), e
isto nos diz que podeŕıamos refazer Lu(V ) ≤ Lu(∂V ) no lugar de Lu(V ) = Lu(∂V ) na
definição acima.
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Com efeito, assumindo o contrário, teŕıamos Lu(V ) < Lu(∂V ) e em consequência
existiriam x, y ∈ ∂U tais que |u(x) − u(y)| > Lu(V )|x − y| ( pois a desigualdade
contrária ∀ x, y ∈ ∂U dá Lu(∂V ) ≤ Lu(V )) e então teŕıamos sequências (xk) e (yk) em
V tais que xk → x e yk → y . Então

|u(xk)− u(yk)| − Lu(V )|xk − yk| → |u(x)− u(y)| − Lu(V )|x− y| > 0,

o que daria xk0 , yk0 em V tais que |u(xk0)− u(yk0)| > Lu(V )|xk0 − yk0 | contradizendo
a definição de Lu(V )

O termo absolutamente, refere-se a arbitrariedade na escolha de V em (2.2). E de
fato a constante Lipschitz está sendo minimizada no sentido de que é a menor posśıvel
em cada V , tendo emconta os valores sobre ∂V .

O exemplo acima ilustra outra observação feita na introdução. Se g é tal que
g(−1) = 0, g(0) = 1/2 e g(1) = 1. O leitor pode verificar fácilmente que Ψ(f) 6≤
Ψ(g) 6≤ Ψ(f), embora f ≤ g.

Parece natural considerar também o problema de extensão de K ao intervalo [-1,1]
e não à todo R se estivermos interessados em intervalos. Isto leva-nos ao seguinte
problema de valor de fronteira

u ∈ C(U) ∩ AM(U) u(x) = f(x) x ∈ ∂U. (2.3)

Note que em (2.3) não impomos que f é Lipschitz cont́ınua. Isto é uma das razões pela
qual a relação entre o nosso problema de extensão origianl (2.1) e o problema de valor
de fronteira (2.3) não estava inteiramente clara. Se f em (2.3) é Lipschitz cont́ınua e
R = U ∪ ∂U uma solução de (2.3) é uma solução de (2.1)? Não em geral, u? é um
exemplo disso. Contudo se U é limitado, veremos que soluções de (2.3) satisfazem
Lu(U) = Lf (∂U)

Definição 2. Uma função cone de inclinação a e vértice z é uma função C : Rn −→ R
definida por C(x) = a|x− z|+ b onde a, b ∈ R.

Exemplo 2. Uma função cone C(x) = a|x− z|+ b ∈ AM(Rn\{z}). De fato,

|C(x)− C(y)| = |a|||x− z| − |y − z|| ≤ |a||x− z|.

Portanto,
LC(Rn) ≤ |a|.
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E como
|C(x)− C(z)| = |a||x− z|,

temos
LC(Rn) ≥ |a|.

Assim, LC(Rn) = |a| e para todo V ⊂⊂ Rn−{z} tem-se LC(V ) ≤ LC(Rn) = |a|. Para
a desiguldade oposta, sejam y ∈ V, y∗ e y∗∗ as intersecções mais próximas a y da reta
que passa por y e z e a fronteira de V, também temos

|C(y∗)− C(y∗∗)| = |a|||y∗ − y∗∗|,

pois y∗, y∗∗ e z estão numa mesma reta. Dáı, LC(∂V ) ≥ |a| ≥ LC(V ) e pela observação
1, segue o resultado.

Figura 2.2:

Funções cones também possuem propriedade abaixo, a qual servirá para mostrar
diversos resultados pelo texto.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 14

Proposição 1. Sejam W ⊂⊂ Rn, C uma função cone com vértice z /∈ W e inclinação
a. Se u ∈ C(W ) satisfaz u = C sobre ∂W e Lu(W ) = |a|, então u ≡ C sobre W .

Demonstração. Suponha que exista y ∈ W tal que u(y) 6= C(y), por exemplo u(y) >
C(y). Caso a ≥ 0, considere y∗ como no exemplo acima (assumamos y∗ mais próximo
de z que y∗∗). Então:

u(y)− u(y∗) > C(y)− C(y∗) = a||y − z| − |y∗ − z|| = a|y − y∗|.

Dáı, consirando uma sequência yk → y∗, yk em W, encontramos yk0 tal que |u(y)−
u(yk0)| > |a||y − yk0| o que implica Lu(W ) > |a|, contradição. Se a < 0, nós usamos
y∗∗ no lugar de y∗ e um argumento semelhante, para novamente obtermos Lu(W ) > |a|.
Caso u(y) < C(y), aplicamos o argumento prévio a −u e −C

2.3 Comparação com cones.

Definiremos nesta seção a propriedade de gozar de comparação com cones e analisa-
remos a relação entre este conceito e o de função absolutamente minimizante. Na
verdade, mostraremos que uma função u ∈ C(U) é absolutamente minimizante em U
se , e somente se, goza de comparação com cones.

Estabeleceremos consequências de comparação com cones que serão proeminentes
ferramentas no restante deste trabalho. Em particular, uma pequena seleção destes
resulatados são tudo o que é preciso para a prova do teorema de existência no caṕıtulo
4. Com estas preliminares em mãos a prova do teorema de existência será curta e
elegante.

Nós começaremos por derivar algumas propriedades de u ∈ AM(U). Estas pro-
priedades sao usadas para definir uma classe de funções, e como veremos esta classe
coincide com AM(U). Além disso essa equivalência divide AM(U) em um conjunto de
duas noções ‘unilaterais” as quais são essenciais para a prova do teorema de existência
no caṕıtulo 4.

Definição 3. Seja u ∈ C(U). Então u goza de comparação com cones por cima em
U, e notaciona-se u ∈ CCA(U), se para todo V ⊂⊂ U, a ∈ R e z /∈ V tem-se

u(x)− a|x− z| ≤ max
{w∈∂V }

(u(w)− a|w − z|) para x ∈ V.
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Analogamente, diz-se que u ∈ C(U) goza de comparação com cones por baixo em U , e
notaciona-se u ∈ CCB(U), se para todo V ⊂⊂ U, a ∈ R e z /∈ V tem-se

u(x)− a|x− z| ≥ min
{w∈∂V }

(u(w)− a|w − z|) para x ∈ V.

Enfim, uma função u ∈ C(U) goza de comparação com cones em U , e notaciona-
se u ∈ CC(U), se u goza de comparação com cones por cima e por baixo em U .
Alternativamente u ∈ CCA(U) ∩ CCB(U).

Observação 2. Se u ∈ CCA(U), V ⊂⊂ U e C é uma função cone dada por C(x) =
a|x − z| + b tal que z /∈ V e u < (ou ≤) C sobre ∂V. Então, u < (ou ≤) C
em V. Analogamente, Se u ∈ CCB(U), V ⊂⊂ U e C é uma função cone dada por
C(x) = a|x− z|+ b tal que z /∈ V e u > (ougeq) C sobre ∂V. Então, u > (ou ≥) C
em V.

De fato, como u ∈ CCA(U), temos para todo x ∈ V , que

u(x)− a|x− z| ≤ max
w∈∂V

(u(w)− a|w − z|)

< (ou ≤) b

Analogamente, se u ∈ CCB(U), temos para todo x ∈ V , que

u(x)− a|x− z| ≥ min
w∈∂V

(u(w)− a|w − z|)

> (ou ≥) b

Proposição 2. Seja u ∈ C(U). Então u ∈ AM(U) se, e somente se, u goza de
comparação com cones por cima e por baixo em U .

Demonstração. Primeiro, notemos que se u ∈ C(U) e goza de comparação com cones
então

Lu(∂(V \{x})) = Lu(∂V ). (2.4)

De fato, como ∂(V \{x}) = ∂V ∪ {x}, temos ∂V ⊂ ∂(V \{x}) e segue que

Lu(∂V ) ≤ Lu(∂(V \{x})),

para obtermos a outra desigualdade é suficiente mostrar que para z ∈ ∂V e x ∈ V

u(z)− Lu(∂V )|x− z| ≤ u(x) ≤ u(z) + Lu(∂V )|x− z|. (2.5)
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Bem, a desigualdade vale para x ∈ ∂V e u goza de comparação com cones, então

u ∈ CCA(U)⇒ u(x)− Lu(∂V )|x− z| ≤ max
{w∈∂V }

(u(w)− Lu(∂V )|w − z|) ≤ u(z).

Portanto,
u(x) ≤ u(z) + Lu(∂V )|x− z|.

Assim, obtemos a segunda desigualdade em (2.5), semelhantemente usando que u ∈
CCB(U) obtemos a primeira desigualdade.

Usando duas vezes (1.1) obtemos

Lu(∂V ) = Lu(∂(V \{x})) = Lu(∂(V \{x, y})).

Uma vez que x, y ∈ ∂(V \{x, y}), nós temos |u(x) − u(y)| ≤ Lu(∂V )|x − y|. Portanto
Lu(∂V ) ≥ Lu(V ) e pela observação 1 u ∈ AM(U).

Assumindo agora que u ∈ AM(U), se u /∈ CCA(U) existirá V ⊂⊂ U e z /∈ V tal
que o conjunto

W = {x ∈ V : u(x)− a|x− z| > max
{w∈∂V }

(u(w)− a|w − z|)}

é não vazio, aberto e

u(x) = C(x) := a|x− z|+ max
{w∈∂V }

(u(w)− a|w − z|) para x ∈ ∂W.

Assim u = C sobre ∂W, W ⊂ V ⊂⊂ U , logo W ⊂⊂ U e uma vez que u ∈ AM(U),
temos Lu(W ) = Lu(∂W ) = LC(∂W ) = LC(W ) (a última igualdade segue do exemplo
1, dado que z /∈ V ⇒ z /∈ W ) a proposição 1 garante que u = C em W ( contradição).
Logo W = ∅ e u ∈ CCA(U) e um argumento análogo mostra que u ∈ CCB(U).

Observação 3. Note que na demonstração acima, foi mostrado que se u /∈ CCA(U)
então existe um aberto não vazio W ⊂⊂ U e uma função cone C(x) = a|x − z| + b
com z /∈ W tal que u = C sobre ∂W e u > C em W. Analogamente, se u /∈ CCB(U),
então existe um aberto não vazio W ⊂⊂ U e uma função cone C(x) = a|x− z|+ b com
z /∈ W tal que u = C sobre ∂W e u < C em W.

Exemplo 3. Pelo exemplo 1 e proposição 2, conclúımos que u(x) = a∗|x − y| ∈
CC(Rn\{y}).
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De fato, supondo a∗ ≥ 0, u ∈ CC(Rn). Do contrário, pela observação 3, existiria
um subconjunto W precompacto não vazio do Rn e uma função cone C(x) = a|x−z|+b
com z /∈ W tal que u = C sobre ∂W e u > C em W. Se y /∈ W como no exemplo 1,

Lu(W ) = Lu(∂W ) = LC(∂W ) = LC(W )

e pela proposição 1 , u = C em W . Contrariando que u > C em W. Assim, podemos
assumir que y ∈ W. Mas então, assumindo que a ≥ 0, usando que a∗ > 0 (o caso a∗ = 0
é trivial) e considerando novamente y∗ e y∗∗ como no exemplo 1, temos |y−z| > |y∗−z|.
Portanto

C(y∗) = a|y∗ − z|+ b ≤ a|y − z|+ b = C(y)

e
0 = a∗|y∗ − y| − C(y∗) > a∗|y − y| − C(y).

Contrariando que y ∈ W, pois u > C em W. Supondo a < 0, refazemos o argemento
com y∗∗ no lugar de y∗ e analogamente encontramos C(y) > u(y). Se a∗ ≤ 0, então
−u ∈ CCA(U) e portanto u ∈ CCB(Rn\).

Note também que se a∗ > 0 então u não goza de comparação com cones por baixo
em conjunto aberto contendo o vértice y. Com efeito, tomando algum V précompacto
de U contendo y, nós temos que d = dist(y, ∂V ) > 0. Assim, tomando a = 0, temos
que

min
w∈∂V

u(w) = a∗d > 0 = u(y).

Exemplo 4. Se n = 1 e U é um intervalo, então u ∈ CCA(U) se e somente se u
é convexa. Por definição, u ∈ CCA(U) é equivalente a condição que a reta secante
ligando quaisquer pontos sobre o gráfico de u está sempre acima do gráfico de u.

Agora trabalharemos alguns lemas que apresentam propriedades relativas a funções
que gozam de comparação com cones. Estes lemas auxiliarão os resultados dos próximos
caṕıtulos, tais como nos teormas de caracterização, existência e unicidade.

Nesta seção derivaremos uma estimativa de continuidade Lipschtz ( lema 3) que
segue de uma desigualdade de Harnack, e veremos que o supremo de uma famı́lia de
funções as quais gozam de comparção com cones também possuem esta propriedade
(lema 4). Estes fatos serão, de modo particular, nescessários para a demonstração do
teorema de existência.

Lema 1. Seja u ∈ CCA(U) e y ∈ U . Então

u(x) ≤ u(y) + max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y| (2.6)
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para |x− y| ≤ r < dist(y, ∂U).
Além disso, a função

g+(r) := max
{w:|w−y|≤r}

u(w) = max
{w:|w−y|=r}

u(w) (2.7)

é convexa sobre o intervalo 0 ≤ r < dist(y, ∂U).
Finalmente,

S+(y, r) := max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
(2.8)

é não negativa e não decrescente em 0 ≤ r < dist(y, ∂U).

Demonstração. Para verificar (2.6), basta observar que a função cone sobre o lado
direito de (2.6) é limitada sobre a fronteira do conjunto {x : 0 < |x− y| < r} ⊂⊂ U
e usar o fato que u ∈ CCA(U). Para a igualdade em (2.7), vemos claramente que
max{w:|w−y|≤r} u(w) ≥ max{w:|w−y|=r} u(w) e para a outra desigualdade basta por, como
na definição de u ∈ CCA(U), a = 0 e V = Br(y). Com isto, também ganhamos que
S+ é não negativa. Com efeito, S+(y, r) = (g+(r)− u(y))/r e g+(r) ≥ u(y).

Para a convexidade de g+, observe que temos

u(x) ≤ g+(s) +
g+(r)− g+(s)

r − s
(|x− y| − s) para s ≤ |x− y| ≤ r. (2.9)

De fato, pela definição de g+, a função cone sobre o lado direito de (2.9) limita u
sobre a fronteira da região anular {x ∈ U : s < |x − y| < r} ⊂⊂ U . Portanto, se
t = λs+ (1− λ)r onde λ ∈ [0, 1], temos

u(x) ≤ g+(s) +
g+(r)− g+(s)

r − s
(t− s) para 0 ≤ |x− y| ≤ t. (2.10)

Com efeito, para 0 ≤ |x− y| < s, usamos os fatos que u(x) ≤ g+(s), t ≥ s, r > s e g+

é não decrescente, para s ≤ |x− y| ≤ t usamos (2.9) já que 0 ≤ |x− y| ≤ r.
Maximizando o lado esquerdo de (2.10) sobre |x− y| ≤ t temos

g+(t) ≤ g+(s) +
g+(r)− g+(s)

r − s
(t− s).

E cálculos simples nos levam à

g+(t) ≤ (1− λ)g+(r) + λg+(s),
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mostrando assim que g+ é convexa. Apoiando-se nisto, se 0 < s ≤ r, temos

S+(y, s) =
g+(s)− g+(0)

s
≤ g+(r)− g+(0)

s
= S+(y, s).

Portanto S+ é não decrescente, finalizando a prova.

Veremos, no teorema de caracterização, que as propriedades (2.6) e (2.9) são na
verdade equivalentes a gozar de comparaçao com cones por cima. Notando que u ∈
CCB(U) se, e somente se, −u ∈ CCA(U) ou, de forma análoga, com as devidas
adaptações conclúımos o próximo lema.

Lema 2. Seja u ∈ CCB(U) e y ∈ U . Então

u(x) ≥ u(y) + min
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y| (2.11)

para |x− y| ≤ r < dist(y, ∂U).
Além disso, a função

g−(r) := min
{w:|w−y|≤r}

u(w) = min
{w:|w−y|=r}

u(w) (2.12)

é côncava sobre o intervalo 0 ≤ r < dist(y, ∂U).
Finalmente,

S−(y, r) := min
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
(2.13)

é não positiva e não crescente em 0 ≤ r < dist(y, ∂U).

O próximo lema é um resultado que nos garante uma estimativa que permite afirmar
que se u ∈ C(U) satisfaz (2.6), então u é localmente Lipschtz cont́ınua.

Lema 3. Seja u ∈ C(U) satisfazendo (2.6). Se z ∈ U, x, y ∈ BR(z) e R <
dist(z, ∂U)/4, então

|u(x)− u(y)| ≤
(

sup
B4R(z)

u− sup
BR(z)

u
) |x− y|

R
. (2.14)

Demonstração. Assuma primeiro que u é não positiva (u ≤ 0). Seja d(y) = dist(y, ∂U),
então

u(x) ≤ u(y) + max
{w:|w−y|=r}

(u(w)− u(y)

r

)
|x− y| ≤ u(y)− u(y)

r
|x− y|.
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Fazendo r ↑ d(y), obtemos

u(x) ≤ u(y)
(

1− |x− y|
d(y)

)
. (2.15)

Se z ∈ U, 4R < dist(z, ∂U) e x, y ∈ BR(z), então para todo w ∈ ∂U temos

|z − w| ≤ |z − y|+ |y − w| ≤ R + |y − w|.

Assim
d(z) = inf

w∈∂U
|z − w| ≤ R + inf

w∈∂U
|y − w| = R + d(y).

Portanto,
d(y) ≥ d(z)−R ≥ 3R

e
|x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| ≤ 2R.

Segue então de (2.15) que u(x) ≤ u(y)
3

para x, y ∈ BR(z). Logo para x, y ∈ BR(z),
temos

sup
BR(z)

u ≤ infBR(z)u/3 para R < dist(z, ∂U)/4. (2.16)

Esta é uma desigualdade de Harnack.
Novamente, por (2.15) e também por (2.16),

u(x)− u(y) ≤ −u(y)
( |x− y|
d(y)

)
≤ − inf

BR(z)
u
( |x− y|

3R

)
≤ − sup

BR(z)

u
( |x− y|

R

)
,

acabando assim o caso u não positiva.
Para o caso geral, aplicamos o caso já obtido à função não positiva u− supB4R(z)u.

Note que esta função goza de comparação com cones por cima em U pois é a soma
de u ∈ CCA(U) e uma constante. Assim, ela é cont́ınua em U , satisfaz (2.6) e do
resultado obtido para u ≤ 0, obtem-se o caso geral.

Observação 4. É interessante observar que se u ∈ CCA(U) então satisfaz as hipóteses
do lema e consequentemente o lema acima.

Nosso próximo resultado é um lema que nos garante condições sobre as quais o
supremo de uma famı́lia de funções que gozam de comparação com cones por cima,
preserva a propriedade de gozar de comparação com cones por cima. De modo parti-
cular, utilizaremos este lema, (não apenas uma vez) na demonstração do teorema de
existência.
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Lema 4. Seja Γ uma famı́lia uma fmı́lia de funções as quais gozam de comparação
com cones por cima em U. Suponha que

h(x) = sup
{v∈Γ}

v(x)

é finita e localmente limitada em U. Então h ∈ C(U) ∩ CCA(U).

Demonstração. Fixe v0 ∈ Γ, e note que podemos substituir Γ por

Γ∗ = {max(v, v0) : v ∈ Γ}

na definição de h, sem contudo modifica-lo. Assim nós reduzimos ao caso em que as
funções em Γ são localmente limitadas por cima (por h) e por baixo (por v0). A conti-
nuidade de h agora segue do lema 3, o qual implica que Γ é localmente equicont́ınuo.
Suponha que V ⊂⊂ U e z /∈ V . Então, por hipótese e pela definição de h, nós temos
que para v ∈ Γ

v(x)− a|x− z| ≤ max
w∈∂V

(v(w)− a|w − z|) ≤ max
w∈∂V

(h(w)− a|w − z|) para x ∈ V.

Tomando o supremo sobre {v ∈ Γ} encontramos que h ∈ CCA(U).

Agora nós mostraremos que se u satisfaz uma pequena variação da consequência
(2.6) de u ∈ CCA(U), então u é constante em alguma vizinhança de um ponto de
máximo local.

Suponha, sem asssumir que u ∈ CCA(U), que g+ como definida no lema 1, é
convexa. Então, por convexidade, g+(s)− g+(0) ≤ (g+(r)− g+(0))s/r para 0 ≤ s ≤ r.
Isto pode ser escrito como uma variação fraca de (2.6), a saber:

u(x) ≤ u(y) + max
{w:|w−y|≤r}

(
u(w)− u(y)

r
)|x− y| (2.17)

para y ∈ U e |x − y| ≤ r < dist(y, ∂U). Onde a única diferença para (2.6), é que o
máximo á direita é tomado sobre toda a bola fechada {w : |w − y| ≤ r} ao invés da
esfera {w : |w − y| = r}.

Lema 5. Seja U conexo, u ∈ C(U) e (2.17) vale para x, y ∈ U com |x − y| ≤ r <
dist(y, ∂U). Seja x∗ ∈ U e u(x∗) ≥ u(w) para w ∈ U. Então u ≡ u(x∗) em U.
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Demonstração. Dado que A = {x ∈ U : u(x) = u(x∗)} é fechado em U e U é conexo,
basta mostrar que A também é aberto. Seja x ∈ A. Se y ∈ U e |x−y| ≤ r < dist(y, ∂U),
isto é, y é mais próximo de x do que da fronteira. Note que há uma bola em U contendo
x com esta propriedade. Com efeito, como U é aberto podemos tomar uma bola em U
contendo x, basta então tomar a bola concêntrica com raio inferior a metade da bola
inicial. Note também que

u(x) ≤ u(y) + max
{w:|w−y|≤r}

(u(w)− u(y)

r

)
|x− y|

≤
(

1− |x− y|
r

)
u(y) + max

{w:|w−y|≤r}
u(w)

|x− y|
r

≤
(

1− |x− y|
r

)
u(y) + u(x)

|x− y|
r

.

Logo, para y ∈ U e |x− y| ≤ r < dist(y, ∂U) temos(
1− |x− y|

r

)
u(x) ≤

(
1− |x− y|

r

)
u(y).

Implicando u(x) ≤ u(y) para todo y tal que |y − x| ≤ s < r. Mas como x ∈
A, u(x) = u(y) e todo ponto de A possui uma bola onde é consatante, mostrando que
A é aberto.

Observação 5. O lema 5 implica que se u satisfaz 2.17 (em particular, se u ∈
CCA(U)) e tem um ponto de máximo local em x∗ ∈ U , então é u constante sobre
alguma vizinhança conexa de x∗ para a qual x∗ é um ponto de máximo. Em particular,
(2.7) vale. Entretanto, u não precisa ser ser constante em todo o U se U for conexo.
Basta notar o exemplo, u(x) = max(x, 0) em R.

Continuaremos introdizindo conceito e notação, de modo que possamos adiante
derivar consequências adicionais de (2.6), através de lemas que serão utilizados nos
teoremas do próximo caṕıtulo.

Se u ∈ C(U), ponhamos

Tu(x) := lim
r↓0

Lu(Br(x)) = inf{Lu(Br(x)) : 0 < r < dist(x, ∂U)}.

Permitindo então o valor +∞, Tu é uma função bem definida.
Grosseiramente falando, Tu(x) é a constante Lipschitz de u em x. É o menor

número com a propriedade de que para cada ε > 0 existe um rε > 0 tal que Tu(x) + ε
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é uma constante lipschtz para u sobre Brε(x). Note que x → Tu(x) é semicont́ınua
superiormente. De fato, Tu(x) < M implica que Lu(Br(x)) < M para algum r > 0.
Para y ∈ Br(x) e s+ |x−y| ≤ r, temos Bs(y) ⊂ Br(x) e assim Lu(Bs(y)) ≤ Lu(Br(x)).
Logo Tu(y) < M . Isto mostra que {x ∈ U : Tu(x) < M} é aberto e, em consequência,
que x→ Tu(x) é semicont́ınua superiormente.

Definição 4. Seja u ∈ (U). Diz-se que u é fortemente absolutamente minimizante em
U, e notaciona-se u ∈ AMS(U), se para todo V ⊂⊂ U e v ∈ C(V ) tal que u = v sobre
∂V nós temos

sup
x∈V

Tu(x) ≤ sup
x∈V

Tv(x).

Observe que se u ∈ AM(U) então u ∈ AMS(U). Com efeito, seja V ⊂⊂ U e
v ∈ C(V ) tal que v = u sobre ∂V. Então, para r > 0 suficientemente pequeno e x ∈ V ,
temos Br(x) ⊂⊂ U e usando que u ∈ AM(U) temos

Lv(Br(x)) ≥ Lv(∂Br(x)) = Lu(∂Br(x)) = Lu(Br(x)).

Assim,
Tv(x) = lim

r↓0
Lv(Br(x)) ≥ lim

r↓0
Lu(Br(x)) = Tu(x).

No próximo caṕıtulo veremos que funções absolutamente minimizantes são as funções
fortemente absolutamente minizantes.

Para comentários futuros, lembramos que, que u : U ⊂ Rn −→ R é diferenciável
em x0 ∈ U se existe p ∈ Rn tal que

u(x) = u(x0) + 〈p, x− x0〉+ o(|x− x0|) (2.18)

quando x → x0. Aqui a notação do pequeno o tem o seu significado usual. Quando
(2.18) vale, p é unicamente determinado o que nos permite definir Du(x0) := p. Pelo
teorema de Rademacher (ver, por exemplo, [4]), funções Lipschitz cont́ınuas são dife-
rentiáveis quase sempre, nesse sentido.

Além destes conceitos, empregaremos a notação

[w, z] = {w + t(w − z) : 0 ≤ t ≤ 1}

que é o seguimento de reta ligando w a z em Rn. Finalmente, para o próximo lema,
onde derivaremos consequências da propriedade 3), estabeleceremos o seguinte resul-
tado.
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Proposição 3. Se u ∈ CCA(U) e E ⊂ U é compacto, então Lu(E) <∞.

Para ver isto, supondo o contrário, para cada j ∈ N existiriam sequências xj, yj

em E tais que |u(xj) − u(yj)| > j|xj − yj|. Uma vez que u é cont́ınua sobre E e E
é compacto, u é limitada sobre E e segue-se então que |xj − yj| → 0 quando j → ∞.
Como E é compacto, passando a uma subsequências se necessário, podemos supor que
xj, yj → z ∈ E. Logo xj, yj ∈ BR(z) onde 4R < dist(z, ∂U) e o lema acima levanos a
contradizer |u(xj)− u(yj)| > j|xj − yj| para j suficientemente grande.

Lema 6. Seja u ∈ C(U) satisfazendo (2.6) e y ∈ U . Então

1. S+(y, r) dado por (2.8) no lema 1 é não negativa e não decrescente em r, 0 <
r < dist(y, ∂U).

2. Se [w, z] ⊂ U , então

|u(w)− u(z)| ≤
(

max
y∈[w,z]

S+(y)

)
|z − w|. (2.19)

3. S+(y) := limr↓0 S
+(y, r) = inf{0 <r <dist(y,∂U)} S

+(y, r) é bem definido, finito e

não negativo. Além disso, S+(y) = Tu(y) . Em particular, S+(y) é semicont́ınua
superiomente em y ∈ U , onde S+(y, r) é dado por (2.8) no lema 1.

4. Se −u também satisfaz (2.6) junto com u, então

0 ≥ S−(y) = lim
r↓0

S−(y, r) = −S+(y) para y ∈ U

onde S−(y, r) é definida por (2.13) no lema 2.

Demonstração. Por (2.6) temos

u(x)− u(y)

|x− y|
≤ max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r
)

para |x − y| ≤ r < dist(y, ∂U). Assim, maximizando sobre {x : |x − y| = s ≤ r}
obtemos S+(y, s) ≤ S+(y, r). Se existisse r > 0; 0 < r < dist(y, ∂U) tal que
S+(y, r) < 0 então para todo x onde ; |x− y| = r, teŕıamos

u(x)− u(y)

r
≤ max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r
) = S+(y, r) < 0.
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Então u(x) ≤ u(y) e como para s ≤ r, S+(y, s) ≤ S+(y, r) < 0, y é ponto de máximo
do conexo Br(y) e pelo lema 5, u é constante em Br(y), o que nos leva a S+(y, r) = 0,
contradição. Logo S+(y, r) é não negativo e não decrescente em r, 0 < r < dist(y, ∂U).
estabelecendo-se então 1.

Com base no lema 3 e na proposição 3, u é Lipschitz cont́ınua em algum subconjunto
compacto de U. Seja [w, z] ⊂ U , temos que g(t) := u(w+ t(z−w)) é Lipschitz cont́ınua
em t ∈ [0, 1]. Fixe t ∈ (0, 1) e observe que pondo x = w+(t+h)(z−w) e y = w+t(z−w)
em (2.6), temos para h > 0 pequeno,

g(t+ h)− g(t)

h
=

u(w + (t+ h)(z − w))− u(w + t(z − w))

h
≤ S+(w + t(z − w), h|z − w|)|z − w|.

Onde a última desigualdade segue da definição de S+. Fazendo h ↓ 0, nós encontramos
que

g′(t) ≤ S+(w + t(z − w), |z − w|)|z − w| ≤
(

sup
y∈[w,z]

S+(y)

)
|z − w|

em algum ponto de diferenciabilidade de g. Portanto,

u(z)− u(w) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt ≤
(

sup
y∈[w,z]

S+(y)

)
|z − w|.

Intercambiando z e w nós obtemos

|u(w)− u(z)| ≤
(

sup
y∈[w,z]

S+(y)

)
|z − w|. (2.20)

A semicontinuidade superior de S+, provada abaixo, nos permite reescrever (2.20) com
max no lugar de sup estabelecendo 2 .

Seja w0 ∈ Br(y) tal que

u(w0)− u(y)

r
= max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
.

Como

|u(w0)− u(y)| =
∣∣∣∣u(w0)− u(y)

r

∣∣∣∣ |w0 − y|,

temos

Lu(∂Br(y)) ≥ u(w0)− u(y)

r
= max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
.
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Então, pela continuidade de u,

Lu(Br(y)) ≥ Lu(∂Br(y)) ≥ max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
= S+(y, r).

Portanto, passando o limite quando r ↓ 0 obtemos S+(y) ≤ Tu(y). Por outro lado por
(2.20), ∀w, z ∈ Br(y), temos

|u(w)− u(z)| ≤
(

max
x∈[w,z]

S+(x)

)
|z − w| ≤

(
max
x∈Br(y)

S+(x)

)
|z − w|.

Então Lu(Br(y)) ≤
(

supx∈Br(y) S
+(x)

)
, e segue que

Tu(y) = lim
r↓0

Lu(Br(y)) ≤ lim
r↓0

sup
w∈Br(y)

S+(w)

≤ lim
r↓0

sup
w∈Br(y)

S+(w, s) (pela monotonicidade de S+(y, r) em r)

≤ S+(y, s)

para s > 0 pequeno, pela continuidade de S+(y, s) em s > 0 pequeno. E a desi-
gualdade Tu(y) ≤ S+(y) segue fazendo s ↓ 0 na expressão acima. Assim, S+ = Tu e
ganhamos a semicontinuidade superior de S+ através da semicontinuidade superior de
Tu, conclúındo assim 3.

Para obtermos 4 e finalizarmos o lema, note que de modo análogo a S+(y) ≥ 0,
temos S−(y) ≤ 0. E que as afirmações a respeito de S− seguem do fato que T−u = Tu.

Observação 6. Se v ∈ C(U) e [w, z] ⊂ U , imitando a prova acima obtemos

|v(w)− v(z)| ≤
(

max
x∈[w,z]

S+(x)

)
|z − w|.

Lema 7. Seja u ∈ C(U) satisfazendo (2.6) do lema 1. Se x0, x1 ∈ U, 0 < |x1−x0| <
dist(x0, ∂U) e

u(x1)− u(x0) = S+(x0, |x1 − x0|)|x1 − x0|, (2.21)

equivalentemente, u(x1) = max{u(w) : |w − x0| = |x1 − x0|}, então,
para 0 < s < dist(x0, ∂U)− |x1 − x0|,

0 ≤ S+(x0, |x1 − x0|) ≤ S+(x1) ≤ S+(x1, s). (2.22)
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Demonstração. A primeira e a última desigualdade de (2.22) seguem do ı́tem 1 do lema
6. Para a desigualdade central, nos valeremos da definição e monotonicidade de S+

para obtermos

u(x) ≤ u(x0) + S+(x0, |x1 − x0|)|x− x0| para |x− x0| ≤ |x1 − x0|. (2.23)

De fato, se |x− x0| ≤ |x1 − x0|, então

u(x)− u(x0)

|x− x0|
≤ S+(x0, |x− x0|) ≤ S+(x0, |x1 − x0|).

Ponha
xt = x0 + t(x1 − x0) para 0 ≤ t ≤ 1 (2.24)

e x = xt em (2.23) para obter, via (2.21),

u(xt) ≤ u(x0) + S+(x0, |x1 − x0|)t|x1 − x0|
= u(x0) + t(u(x1)− u(x0)).

Portanto

u(x1)− u(xt) ≥ (1− t)(u(x1)− u(x0))

= |x1 − xt|S+(x0, |x1 − x0|),

e segue que
S+(xt, |x1 − xt|) ≥ S+(x0, |x1 − x0|) (2.25)

Agora nós assumiremos que 0 < s < dist (x1, ∂U), então |xt − x1| < s <
dist (xt, ∂U) se t é suficientemente próximo de 1. Assim, juntamente com (2.25) e a

monotonicidade S+, obtemos

S+(xt, s) ≥ S+(xt, |x1 − xt|) ≥ S+(x0, |x1 − x0|).

Agora fazendo t ↑ 1 em
S+(xt, s) ≥ S+(x0, |x1 − x0|)

conclúımos que
S+(x1, s) ≥ S+(x0, |x1 − x0|).

E fazendo s ↓ 0, na expressão acima, obtemos

S+(x1) ≥ S+(x0, |x1 − x0|)

como queŕıamos.
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Observação 7. Para referência futura, note enquanto a prova está recente para os
leitores, que sendo x2 tal que |x2 − x1| = s e u(x2)− u(x1) = S+(x1, s)|x2 − x1|, então
a desigualdade acima pode ser escrita como

u(x2)− u(x1)

|x2 − x1|
= S+(x1, |x2 − x1|) ≥

S+(x0, |x1 − x0|) =
u(x1)− u(x0)

|x1 − x0|
.

Finalizaremos agora o nosso pequeno conjunto de lemas deste caṕıtulo, os quais
serão suporte para os teoremas e demais resultados dos caṕıtulos seguintes.

Lema 8. Sejam U limitado e u ∈ C(U) satisfazendo (2.6), x0 ∈ U com S+(x0) > 0 e
δ > 0. Então existe uma sequência de pontos {xj}∞j=1 ⊂ U e um ponto x∞ ∈ ∂U com
as seguintes propriedades:

1. |xj − xj−1| ≤ δ para j = 1, 2, . . .

2. [xj−1, xj] ⊂ U para j = 1, 2, . . .

3. S+(xj) ≥ S+(xj−1) para j = 1, 2, . . .

4. x∞ = limj→∞ xj.

5. u(x∞)− u(x0) ≥ S+(x0)
∑∞

j=1 |xj − xj−1|.

Demonstração. Seja x0 ∈ U e S+(x0) > 0. Por (2.22) do lema 7, iterando o processo
na observação 7 encontamos uma sequência xj, j = 1, 2... tal que

|xj − xj−1| = min(δ, dist(xj−1, ∂U)/2), (2.26)

u(xj)− u(xj−1)

|xj − xj−1|
= S+(xj−1, |xj − xj−1|)

e
S+(xj−1, |xj − xj−1|) ≥ S+(xj−2, |xj−1 − xj−2|).

Assim, por construção,

u(xj)− u(xj−1) = |xj − xj−1|S+(xj−1, |xj − xj−1|)
≥ |xj − xj−1|S+(x0, |x1 − x0|)
≥ |xj − xj−1|S+(x0).
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Logo nós podemos somar de j = 1 a m e encontrar

u(xm)− u(x0) ≥ S+(x0)
m∑
j=1

|xj − xj−1|. (2.27)

Assim, como u ∈ C(U) e S+(x0) > 0 e por (2.27), existe C > 0 tal que

m∑
j=1

|xj − xj−1| ≤ C ∀m = 1, 2...

de onde segue que {xj} é uma sequência de Cauchy e converge para um limite x∞ ∈ U ,
onde x∞ ∈ ∂U por (2.26). Passando o limite quando m→∞ em (1.23), nós obtemos

u(x∞)− u(x0) ≥ S+(x0)
m∑
j=1

|xj − xj−1|.

2.4 Uma desigualdade de Harnack mais refinada.

Aqui, somente como um resultado adicional interessante, pois não será de grande re-
levância nos resultados posteriores, nós refinaremos a desigualdade de Harnack que
aparece no decorrer da prova do lema 1. Lembre-se que estávamos supondo u ≤ 0.
Agora assuma que R = d(z) := dist(z, ∂U) e r < R. Sejam x, y ∈ Br(z), m um inteiro
positivo e defina xj por

xj = x+ j
y − x
m

para j = 0, 1, 2...,m.

Como |xj+1− xj| =
|x− y|
m

< d(xj+1) quando m é grande e d(xj) ≥ R− r. Por (2.15)

podemos afirmar que

u(xj) ≤ u(xj+1)

(
1− |x− y|

m(R− r)

)
.

Iterando esta relação, nós conclúımos que

u(x) = u(x0) ≤ u(xm)

(
1− |x− y|

m(R− r)

)m
= u(y)

(
1− |x− y|

m(R− r)

)m
→ u(y) exp

(
−|x− y|
R− r

)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 30

ou

u(x) ≤ u(y) exp

(
−|x− y|
R− r

)
para x, y ∈ Br(z), 0 < r < R, Br(z) ⊂ U. (2.28)

De que modo isto seria mais refinado que (2.16), por exemplo, com r = R/4? Em
primeiro lugar é valido para todo r < R. Para comparar com (2.16), nós tomamos
R = 4r e dado que u ≤ 0, (2.28) implica que

u(x) ≤ u(y) exp

(
|x− y|
R− r

)
para x, y ∈ Br(z), 0 < r < R, Br(z) ⊂ U.

Portanto,

sup
Br(z)

u ≤ exp(−2/3)

(
inf
Br(z)

u

)
.

e exp(−2/3) = 0, 5134... > 1/3.



Caṕıtulo 3

CARACTERIZAÇÕES

Neste caṕıtulo, nós mostraremos que a condição de u ser absolutamente minimizante é
equivalente a vários outros critérios além de comparação com cones. Um destes subs-
titui a exigência que para cada V ⊂⊂ U, u minimiza a constante Lipschitz Lu(V )
entre todas as funções as quais coincidem com u sobre ∂V (isto é u é absolutamente
minimizante) com a de minimizar o funcional supx∈V (Tu(x)) (isto é, u é fortemente
absolutamente minimizante; veja definição 4. Outro critério importante o qual é apre-
sentado aqui, no caso onde |.| é a norma de Euclidiana, é que u deve ser uma solução
no sentido da viscosidade do infinto Laplaciano (3.2) (a definição de tal solução é o
critério (g) do Teorema 3 na seção 3.3; veja também a definição 5. Este critério é útil
para mostrar que funções espećıficas são absolutamente minimizantes.

3.1 Soluções no sentido da viscosidade e o operador

infinito Laplaciano na norma euclidiana

Nós dizemos que uma função u : U ⊂ Rn −→ R é duas vezes diferenciável em um
ponto y ∈ U se existe um p ∈ Rn e uma matrix simétrica n× n X tal que

u(x) = u(y) + 〈p, x− y〉+
1

2
〈X(x− y), x− y〉+ o(|x− y|2) (3.1)

quando x → y. Assim como foi definido Du na seção 2.3 o ponto p e a matriz X
são unicamente determinadas de modo que podemos definir D2u(y) := X. Se u é
diferenciável em todo ponto de U então dizemos que u ∈ C2(U). Definimos também

∆∞u(x) = 〈D2u(x)Du(x), Du(x)〉, (3.2)

31
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∆∞ é conhecido como o operador infinito Laplaciano.
Começaremos por derivar rapidamente a equação infinito Laplaciano de simples

considerações de comparação com cones, independente do conceito de soluções no sen-
tido da viscosidade. Seja u : U → R satisfazendo

u(x) ≤ u(y) + max
{w:|w−y|=r}

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y| (3.3)

para |x − y| ≤ r < dist(y, ∂U). Pelo teorema (2) isto é equiavalente a u ∈ CCA(U).
Suponha que |.| é a norma euclidiana:

|x|2 =
n∑
1

x2
j . (3.4)

Pondo X = D2u como no ińıcio do caṕıtulo, nós afirmamos então que

〈Xp, p〉 ≥ 0. (3.5)

Isto é, ∆∞u(y) ≥ 0 Assim como nós definimos Du na seção 2.3, quando 3.1 vale, p e
X são unicamnete determinados de modo que podemos definir Nós provaremos (3.5)
assumindo sem perda de generalidade que y 6= 0 e p 6= 0 ( (3.5) é trivial se p = 0).
Usando (3.1) em (3.3) e pondo w = rz onde |z| = 1, nós obtemos

〈p, x〉+
1

2
〈Xx, x〉+ o(|x|2) ≤

(
sup

{z:|z−y|=1}

(
〈p, z〉+

r

2
〈Xz, z〉

)
+ o(r)

)
|x|. (3.6)

Dividindo ambos os lados por |x|, escrevendo x∗ = x
|x| e usando |x| ≤ r obtemos

〈p, x∗〉+ |x|〈Xx∗, x∗〉 ≤ sup
{z:|z|=1}

(
〈p, z〉+

r

2
〈Xz, z〉

)
+ o(r). (3.7)

Quando r = 0, o max sobre o lado é atingido somente em z = p∗. Portanto, algum
ponto de máximo zr para r > 0 satisfaz zr → p∗ quando r → 0. Então nós temos

|p| ≤ 〈p, zr〉+
r

2
〈Xzr, zr〉+ o(r)

≤ |p|+ r

2
〈Xp∗, p∗〉+ o(r).
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E segue que 〈Xp, p〉 ≥ 0. Semelhantemente,

u(x) ≥ u(y) + min
{w:|w−y|=rz}

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y|

implica 〈Xp, p〉 ≤ 0.
Assim, nós temos mostrado que se u ∈ AM(U) = CC(U) é duas vezes diferenciável

em um ponto y, então ∆∞u(y) = 0. Por exemplo, C(x) = a|x− z|+ b é absolutamente
minimizante em Rn\{z}, então ∆∞C ≡ 0 em Rn\{z}. Porém, como veremos, u ∈
AM(U) não implica que u é duas vezes diferenciável em todo ponto de U . Entretanto
é um pouco surpreendenete que a equação ∆∞u = 0, apropriadamente interpretada,
caracteriza a classe das funções absolutamente minimizantes.

Agora, através de um teorema, daremos uma caracterização das funções absolu-
tamente minimizantes como as soluções, em um determinado sentido, do infinito La-
placiano. Mais precisamente, definiremos quando uma função u ∈ C(U) é solução de
∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade e veremos que as funções absolutamente
minimizantes em U são exatamente as soluções de ∆∞u = 0 em U no sentido da visco-
sidade. Podemos então chegar a conclusão de que as soluções de ∆∞u = 0 no sentido
da viscosidade, são as funções que possuem um certo caráter geométrico, no sentido de
serem as funções que possuem a propriedade de gozar de comparação com cones.

Definição 5. Uma função u ∈ C(U) satisfaz ∆∞u ≥ 0 em U no sentido da viscosidade
se: V ⊂ U, v ∈ C2(V ) e ∆∞v(x) < 0 para x ∈ V , então u − v não possui pontos de
máximo local em V. Semelhantemente, uma função u ∈ C(U) satisfaz ∆∞u ≤ 0 em U
no sentido da viscosidade se: V ⊂ U, v ∈ C2(V ) e ∆∞u > 0 para x ∈ V , então u− v
não possui pontos de mı́nimo local em V. Finalmente, uma função u ∈ C(U) é uma
solução de ∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade, se ∆∞u ≤ 0 e ∆∞u ≥ 0 em U
no sentido da viscosidade.

Exemplo 5. Seja u ∈ C2(U) satisfazendo ∆∞u ≡ 0 in U. Então u é uma solução de
∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade. Para ver isto, suponha V ⊂ U, v ∈ C2(U)
e ∆∞v < 0 em V. Se x é um ponto de máximo local de u − v então x é um ponto
cŕıtico de u− v e D2(u− v) ≤ 0. Assim:

0 > ∆∞v(x) = 〈D2v(x)Dv(x), Dv(x)〉
= 〈D2v(x)Du(x), Du(x)〉
≥ 〈D2u(x)Du(x), Du(x)〉
= ∆∞u = 0,
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uma contadição. Portanto, u− v não possui máximo local em U e ∆∞u ≥ 0 em U no
sentido da viscosidade. Analogamente, mostra-se que ∆∞u ≤ 0 em U no sentido da
viscosidade. Logo u é uma solução de ∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade. O
que é bastante natural que uma solução clássica seja uma solução no sentido fraco.

Exemplo 6. u : R2 −→ R dado por u(x, y) = x4/3 − y4/3 é uma solução de ∆∞u = 0
em R2 no sentido da viscosidade. Este é um importante exemplo, pois até o momento,
é a função absolutamente minimizante menos regular exibida. A este respeito, no caso
da norma euclidiana as funções absolutamente minimizantes menos regulares exibidas
até o momento são as funções distâncias a conjuntos convexos.

Para ver isto, fora dos eixos x = 0 e y = 0, note que como uxixj = uxjxi = 0 temos

∆∞u(x, y) = uxxu
2
x + uyyu

2
y

=
4

3

1

3
x−2/3(

4

3
x1/3)2 − 4

3

1

3
y−2/3(

4

3
y1/3)2

= 0.

Portanto ∆∞u ≡ 0 fora dos eixos x = 0 e y = 0. No entanto, u não é duas vezes
diferenciável nos eixos. Este exemplo tem derivadas primeiras as quais são meramente
Holder cont́ınuas com expoente 1/3. Portanto, se v é duas vezes continuamente dife-
renciável e ∆∞v < 0, então qualquer máximo local (x0, y0) de u(x, y) − v(x, y) deve
ser da forma (0, y0) e (x0, 0). Suponhamos, para ilustrar, que u − v tem um máximo
em (0, 1). Então Então

u(x, 1)− v(x, 1) = x4/3 − 1− v(x, 1) ≤ u(0, 1)− v(0, 1) = −1− v(0, 1)

para x próximo de 0. Portanto, x4/3 ≤ v(x, 1) − v(0, 1), o qual não pode valer para
uma função v ∈ C2(Rn) quando x→ 0.

Note que no argumrento acima não foi usado que ∆∞v < 0. Porém, nós utilizamos
que ∆∞v < 0 para mostrar que (1,0) não pode ser ponto de máximo local de u−v. Com
efeito, se (1,0) fosse ponto de máximo local de u− v teŕıamos vy(1, 0) = uy(1, 0) = 0.
Portanto ∆∞v(1, 0) = vx(1, 0)2vxx(1, 0), o que implica, vxx(1, 0) < 0. Por outro lado
temos

x4/3 − v(x, 0) ≤ 14/3 − v(1, 0)

para x próximo de 1, implicando vxx(1, 0) ≥ 4

3

1

3
> 0.

Teorema 1. Seja u ∈ C(U). Então u é absolutamente minimizante em U, se e so-
memte se, u é uma solução de ∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade.
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Demonstração. Mostraremos que u ∈ CCA(U) ⇔ ∆∞u ≥ 0 em U no sentido da
viscosidade. O teorema segue então por aplicar este resultado a −u, já que ∆∞u ≤ 0
em U no sentido da viscosidade ⇔ ∆∞(−u) ≥ 0 em U no sentido da viscosidade.

Assuma que ∆∞u ≥ 0 em U no sentido da viscosidade. Nós afirmamos então
que u ∈ CCA(U). Se não, pela observação 3, existe V ⊂⊂ U e uma função cone
C(x) = a|x− z| + b com z /∈ V tal que u = C sobre ∂V e u > C em V. Seja x∗ ∈ V,
então u(x∗) > C(x∗) e existe um ε > 0 tal que u(x∗) = C(x∗) + 2ε. Considerando
então o cone C∗, dado por C∗(x) = C(x) + ε, se pudermos encontar uma perturbação
P ∈ C2(V ) tal que |P | ≤ ε e ∆∞(C∗ + P ) ≤ −δ < 0 para lalgum δ > 0 estará feito.
De fato, como |P | ≤ ε, temos

u(x)− (C∗(x) + P (x)) = u(x)− C(x)− ε− P (x) = ε− P (x) ≤ 0 para x ∈ ∂V

e
u(x∗)− (C∗(x∗) + P (x∗)) = C(x∗) + 2ε− C(x∗)− P (x∗) ≥ 0.

Assim o máximo de u− (C∗ + P ) sobre V ( o qual exite pois u− (C∗ + P ) é cot́ınua e
V é compacto ) é atingido em V . Porém ∆∞(C + P ) ≤ −δ < 0 em V, contradizendo
a hipótese de que u é solução de ∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade.

Seja P (x) = −γ|x − z|2 onde γ > 0, então P (x) + C(x) = G(|x − z|) onde G é
dado por G(s) = as− γs2 + b. Um cálculo direto nos mostra que

∆∞G(|x− z|) = G′′(|x− z|)G′(|x− z|)2
= −2γ(2γ|x− z| − a)2.

Se γ é suficientemente pequeno, ∆∞(C + P ) é estritamente negativo e |P | ≤ ε em V.
Então P é uma perturbação com as propriedades almejadas.

Reciprocamente, se u ∈ CCA(U) então ∆∞u ≥ 0 no sentido da viscosidade. De
fato, do contrário existiriam V ⊂⊂ U, v ∈ C2(V ) com ∆∞v < 0 em V e u − v
possuindo um ponto de máximo local em V. Sem perda de generalidade podemos
supor que este ponto é zero. De fato, caso fosse um ponto x 6= 0, definindo ux :
U − {x} −→ R, onde U − {x} = {y − x : y ∈ U} por ux(y − x) = u(y), teŕıamos
ux ∈ CCA(U−{x}). Analogamente definindo vx : U−{x} −→ R por vx(y−x) = v(y)
temos vx ∈ C2(U − {x}) e ux − vx possui máximo local em 0.

Proseguindo com a demostração, 0 ∈ V e para algum r > 0, tem-se

u(x)− v(x) ≤ u(0)− v(0) para |x| < r. (3.8)

Se encontrarmos z 6= 0 e a ≥ 0 tal que C(x) = a|x− z| satisfaz

DC(0) = Dv(0) e D2C(0) > D2v(0), (3.9)
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então, do cálculo, v − C tem um máximo estrito em 0, pois o gradiente de v − C se
anula em 0 e sua hessiana é estriatamente negativa. Assim

v(x)− C(x) < v(0)− C(0) para |x| 6= 0 pequeno. (3.10)

As desigualdades (3.8) e (3.10) nos levam à

u(x) ≤ v(x)− v(0) + u(0) < C(x)− C(0) + u(0) para |x| 6= 0 pequeno.

Segue então que u(x) < C∗(x) := C(x) − C(0) + u(0) sobre |x| = s, se s é sufici-
entemente pequeno, com u(0) = C∗(0). Assim, se u ∈ CCA(U) e z 6= 0 , podemos
encontrar t > 0 tal que u < C∗ sobre ∂Bt(0), Bt(0) ⊂⊂ U e z /∈ Bt(0). E pela
observação 2 obtemos u < C∗ em Bt(0), o que implica u(0) < C∗(0), contradição.

Então resta mostrar que C(x) = a|x − z| satisfazendo (3.9) pode ser constrúıda.
Nós calculamos

DC(0) = −a z
|z|

e D2C(0) =
a

|z|
(I − pr( z

|z|
)) (3.11)

onde pr(v) é a matriz da aplicacação cujo efeito dá a projeção ao longo de v.
Assim

a = |Dv(0)| e
z

|z|
= − Dv(0)

|Dv(0)|
(3.12)

e descubrimos a e z. Lembrando que supomos ∆∞ < 0 em V e 0 ∈ V , temos

∆∞v(0) = 〈D2v(0)Dv(0)Dv(0) < 0〉

e portanto Dv(0) 6= 0. A condição final que C deve satisfazer é D2C(0) > D2v(0).
Por (3.11) e (3.12) isto equivale a

|Dv(0)|
|z|

(I − pr(Dv(0))) > 0,

usando álgebra linear pode-se constatar que para |z| suficientemente pequeno a desi-
gualdade acima é verificada. A prova pode ser também encontrada em [16].
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3.2 Caracterização das funções que gozam de com-

paração com cones por cima.

Observe que para caracterizarmos as funções absolutamente minimizantes como as
soluções de ∆∞u = 0 no sentido da viscosidade através do teorema 1, em prinćıpio,
caracterizamos as funções que gozam de comparação com cones por cima, como as
funções que satisfazem ∆∞u ≥ 0 em U no sentido da viscosidade . Seguiremos então
essa mesma estratégia de primeiro caracterizar as funções que gozam de comparação
com cones por cima e usar o fato que u ∈ CCB(U)⇔ −u ∈ CCA(U) para então poder-
mos caracterizar as funções que gozam de comparação com cones e, em consequência,
obter caracterizações das funções absolutamente minimizantes.

Teorema 2. Seja u ∈ C(U). Então as seguintes condições, quando impostas para todo
V ⊂⊂ U são equivalentes:

1. Se L ∈ [0,∞], z ∈ ∂V e

u(w) ≤ u(z) + L|w − z| para w ∈ ∂V

então
u(x) ≤ u(z) + L|w − z| para x ∈ V.

2. Se x ∈ V , então u(x) ≤ Ψ(u\∂V )(x).

3. Se a ∈ R e C(x) = a|x− z| onde z /∈ V , então para x ∈ V

u(x)− C(x) ≤ max
{w ∈ ∂V }

(u(w)− C(w)).

4. Se v ∈ C(V ) satisfaz v = u sobre ∂V e v ≤ u em V , então

sup
x∈V

(Tu(x)) ≤ sup
x∈V

(Tv(x)).

As próximas condições também são equivalentes às acima, porém não envolvem
o conjunto teste V :

5. Se y ∈ U , então

g+(r) = max
|w−y|=r

u(w) é convexa para 0 ≤ r < dist(y, ∂U).
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6. Se x, y ∈ U e |x− y| ≤ r < dist(y, ∂U), então

u(x) ≤ u(y) + max
|w−y|=r

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y|.

7. Se φ ∈ C2(U) e u− φ tem um máximo local em x∗ ∈ U , então

∆∞φ(x∗) :=
n∑

i,j=1

φxi(x
∗)φxj(x

∗)φxixj(x
∗) ≥ 0.

Demonstração. (1)⇒ (2)

Observando que z ∈ ∂V, obtemos

u(w) ≤ u(z) + L(u\∂V )(∂V )|w − z| ∀w ∈ ∂V.

Então supondo (1) temos

u(x) ≤ u(z) + L(u\∂V )(∂V )|x− z| ∀x ∈ V e ∀ z ∈ ∂V.

Logo se x ∈ V , podemos concluir que

u(x) ≤ inf
z∈∂V

(u(x) + L(u\∂V )(∂V )|x− z|) = Ψ(u\∂V )(x).

(2)⇒ (3)

Suponha que (2) vale mas (3) não vale. Então u /∈ CCA(U) e pela observação 3
existe um aberto não vazio W ⊂⊂ U tal que u = C sobre ∂W mas u > C em W .
Então, supondo 2, como u = C sobre ∂W , temos u ≤ Ψ(C\∂W ). Porém, pela pro-
posição 1, Ψ(C\∂W ) = C uma vez que é uma extensão de C que preserva a constante
Lipschitz. Logo u ≤ C em W , o que é uma contradição.

(3)⇒ (1)

Seja L ∈ [0,∞], z ∈ ∂V e

u(w) ≤ u(z) + L|w − z| para w ∈ ∂V.
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Então, como z ∈ ∂V, z /∈ V dado que V é aberto. Por (3),

u(x)− L|x− z| ≤ max
w∈∂V

(u(w)− L|w − z|) ≤ u(z) para x ∈ V.

Então
u(x) ≤ u(z) + L|x− z| para x ∈ V

como queŕıamos.

(4)⇒ (3)

Se u /∈ CCA(U) sabemos que existe um aberto não vazio W ⊂⊂ U e C(x) =
a|x− z|+ b com z /∈ W tal que u = C sobre ∂W mas u > C em W . Mas por (4), com
v = C, temos

Tu(x) ≤ sup
x∈V

(Tu(x)) ≤ sup
x∈V

(Tv(x)) ≤ Tv(x) = |a| em W.

Pela observação 1, temos

Lu(W ) ≥ Lu(∂W ) = LC(∂W ) = |a|.

O intuito agora é mostrarmos a desigualdade oposta para concluirmos pela pro-
posição 1 que u = C em W e entrarmos em contradição.

Pois bem, pela observação 6 e o ı́tem 3 do lema 6, temos

|u(w)− u(z)| ≤ |a||z − w| se [w, z] ⊂ W. (3.13)

Por continuidade, (3.13) ainda vale para (w, z) ⊂ W , basta considerarmos as
sequêncais wk → w e zk → z tais que [wk, zk] ⊂ W e passarmos o limite em (3.13)
com wk, zk no lugar de w, z. Assim nós afirmamos que (3.13) vale para todo z, w ∈ W
e então Lu(w) ≤ |a| como queŕıamos.

Sejam z, w ∈ W e (z, w)  W , então existem y∗ e y∗∗ ∈ ∂W ∩ [w, z] tal que
[w, y∗) ⊂ W, (y∗∗, z] ⊂ W e

|w − z| ≤ |w − y∗|+ |y∗ − y∗∗|+ |y∗∗ − z|.

Basta tomar y∗ e y∗∗ respectivamente a primeira e a última intersecção do seguimento
de reta ligando w a z com ∂W. Então

|u(y∗)− u(y∗∗)| ≤ |u(w)− u(y∗)|+ |u(y∗)− u(y∗∗)|+ |u(y∗∗)− u(z)|
≤ |a||w − y∗|+ |C(y∗)− C(y∗∗)|+ |a||y∗∗ − z|
≤ |a||w − y∗|+ |a||y∗ − y∗∗|+ |a||y∗∗ − z| = |a||w − z|.



CAPÍTULO 3. CARACTERIZAÇÕES 40

Nós temos usado (3.13) nos intervalos [w, y∗] e [y∗∗, z] assim como u = C na ∂W.

(3)⇒ (5)

Note que esta implicação é (2.6) do lema 1.

(5)⇒ (6)

Prova do lema 1 e lema 5.

(6)⇒ (4)

Assuma que (6) vale mas (4) não. Então existe V ⊂⊂ U, v ∈ C(V ) e x0 ∈ V para
os quais

u ≥ v em V, u = v sobre ∂V e Tu(x0) > sup
x∈V

Tu(x0). (3.14)

Temos então v ∈ C(V ), Tu(x0) > supx∈V Tu(x) ≥ 0. Podemos então, aplicar o lema
8 e obter a sequência {xj}∞j=1 ⊂ V e um ponto x∞ ∈ ∂V com as dadas propriedades
do lema 8, as quais junto com a observação 6, justificam

u(x∞)− u(x0) ≥ S+(x0)
∞∑
j=1

|xj − xj−1| > sup
x∈V

Tv(x)

( ∞∑
j=1

|xj − xj−1|
)

≥
∞∑
j=1

sup
x∈[xj ,xj−1]

Tv(x)

(
|xj − xj−1|

)
≥

∞∑
j=1

|v(xj)− v(xj−1)|

≥
∞∑
j=1

v(xj)− v(xj−1) = v(x∞)− v(x0).

Uma vez que u = v sobre ∂W, u(x∞) = v(x∞), e a desigualdade acima implica que
u(x0) < v(x0), contrariando (3.14).

Provamos então que os seis primeiros ı́tens deste teorema são quivalentes. O ı́tem
7 do teorema 2 é equiavalente a u ser solução de ∆∞u ≥ 0 em U no sentido da
viscosidade. Assim, pelo teorema 1, o sétimo ı́tem é equivalente ao terceiro e o o
teorema está totalmente demostrado.
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3.3 Caracterização das funções que gozam de com-

paração com cones.

O Teorema abaixo lista algumas caracterizações das funções absolutamente minimizan-
tes. É pretendido que o teorema exiba em um lugar só, todos os tipos de equivalências
de importância para nós e outros que somente iluminem alguma situação. Por isso,
ele repete resultados já provados como o fato de u ser absolutamente minimizante se e
somente se goza de comparação com cones. Porém é usado a definição no lugar dos no-
mes já definidos. Finalizaremos esta seção com um importante resultado, a proposição
4, a qual implica que todas as condições consideraradas neste teorema é completamente
local; isto é, se todo ponto de um conjunto possui uma vizinhançã na qual uma das
propriedades vale, então a propriedade valerá no conjunto.

Teorema 3. Seja u ∈ C(U). Então as seguintes condições, quando impostas para todo
V ⊂⊂ U , são equivalentes:

1. Se L ∈ [0,∞] e

|u(w)− u(z)| ≤ L|w − y| para w, z ∈ ∂V

então
|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y| para x, y ∈ V.

2. Se x ∈ V , então Λ(u\∂V )(x) ≤ u(x) ≤ Ψ(u\∂V )(x).

3. Se a ∈ R e C(x) = a|x− z| onde z /∈ V , então para x ∈ V

min
{w ∈ ∂V }

(u(w)− C(w)) ≤ u(x)− C(x) ≤ max
{w ∈ ∂V }

(u(w)− C(w)).

4. Se v ∈ C(V ) satisfaz v = u sobre ∂V , então

sup
x∈V

(Tu(x)) ≤ sup
x∈V

(Tv(x)).

As próximas condições também são equivalentes as acima, porém não envolvem
o conjunto teste V :

5. Se y ∈ U , então

(i) g+(r) = max
|w−y|≤r

u(w) é convexa para 0 ≤ r < dist(y, ∂U)
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e
(ii) g−(r) = min

|w−y|≤r
u(w) é côncava para 0 ≤ r < dist(y, ∂U).

6. Se y ∈ U e |x− y| ≤ r < dist(y, ∂U), então

(i) u(x) ≤ u(y) + max
|w−y|=r

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y|

e

(ii) u(x) ≥ u(y) + min
|w−y|=r

(
u(w)− u(y)

r

)
|x− y|.

7. Se φ ∈ C2(U) e u− φ tem um máximo local em x∗ ∈ U , então

∆∞φ(x∗) :=
n∑

i,j=1

φxi(x
∗)φxj(x

∗)φxixj(x
∗) ≥ 0

e se u− φ tem um máximo local em x∗ ∈ U , então ∆∞φ(x∗) ≤ 0.

Demonstração. Note que os ı́tens (2), (3) ,(5), (6) e (7) podem ser dividos em dois
ı́tens, onde um deles é um dos ı́tens presentes no teorema 2. Podemos então aplicar o
teorema 2 para concluir as equivalências. Deixe-nos exemplificar isto, mostrando que
(5) e (3) do teorema 3 são equivalentes. Com efeito, (5) (i) do teorema 3 é o mesmo
que (5) do teorema 2. Assim, (5) (i) do teorema 3 vale se e somente se u ∈ CCA(U)
((3) do teorema 2). Note que (5) (ii) do teorema 3 vale se e somente se (5)(i) do
teorema 3 vale com −u no lugar de u. Logo, analogamente, isto ocorre se e somente
se −u ∈ CCA(U), isto é, u ∈ CCB(U). Finalmente, (5) do teorema 3, vale se e
somente se u ∈ CCA(U) ∩ CCB(U), o que é equivalente a (3) do teorema 2. Assim,
as equivalências entre os ı́tens (2), (3), (5), (6) e (7) seguirão de forma semelhante
aplicando o teorema 2 a u e −u.

Para a equivalência entre (1) e (3), graças a proposição 2, podemos mostrar que a
condição (1) é equivalente a u ∈ AM(U). Sabemos que

|u(w)− u(z)| ≤ Lu(∂V )|w − z| para w, z ∈ ∂V.

Então supondo (1), temos

|u(x)− u(y)| ≤ Lu(∂V )|x− y| para x, y ∈ V.
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Logo, Lu(V ) ≤ Lu(∂V ) e u ∈ AM(U) como desejávamos. Reciprocamente, supondo
que u ∈ AM(U) e que

|u(w)− u(z)| ≤ L|w − y| para w, z ∈ ∂V,

então Lu(∂V ) ≤ L e portanto,

|u(x)− u(y)| ≤ Lu(V )|x− y|
= Lu(∂V )|x− y|
≤ L|x− y|,

valendo (1). Enfim, para concluirmos o teorema, resta mostrarmos a equivalência entre
(3) e (4). Bem; valendo (3), temos u,−u ∈ CCA(U) então (4) do teorema 2 vale para
u e −u. Sendo assim, para algum V ⊂⊂ U , v ∈ C(V ) e v = u sobre ∂V , temos
V + = {x ∈ V : u(x) > v(x)}, V − = {x ∈ V ;−u(x) > −v(x)} ⊂⊂ U , de modo que
podemos aplicar (4) do teorema 2 e concluir que

Tu(x) ≤ sup
V +

Tv ≤ sup
V
Tv para x ∈ V +, (3.15)

Tu(x) = T−u(x) ≤ sup
V −

T−v ≤ sup
V −

Tv ≤ sup
V
Tv para x ∈ V −.

Portanto, se Tu(x0) > supV Tv em algum ponto x0 ∈ V , devemos ter u(x0) =
v(x0). Assumindo isto, podemos escolher r > 0 suficientemente pequeno e x1 tal que
|x1 − x0| = r e u(x1) maximiza u sobre a esfera de raio r e centro x0. Então, dado que
u ∈ CCA(U), pelos lemas 6, S+(x0) = Tu(x0) e

u(x1)− u(x0) = S+(x0, |x1 − x0|)|x1 − x0|
≥ S+(x0)|x1 − x0| > sup

V
Tv|x1 − x0|

≥ v(x1)− v(x0) = v(x1)− u(x0).

Logo x1 ∈ V +. Por outro lado, pelo lema 7,

Tu(x1) = S+(x1) ≥ S+(x0) = Tu(x0) > sup
V
Tv,

contradizendo (3.15).
Para a rećıproca, basta observar que, valendo (4) do teorema 3 para u, vale (4)

do teorema 2 para u e −u. Assim, u ∈ CCA(U) ∩ CCB(U) obtendo-se então (3) do
teorema 3.
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Somente neste teorema, temos boa parte dos resultados relevantes almejados. Por
exemplo, o ı́tem (1) é uma reelaboração do conceito das funções absolutamente minimi-
zantes, no ı́tem (3), encontramos as propriedades de gozar de comparação com cones,
o ı́tem (4) é exatamente a definição de uma função u ∈ C(U) fortemente absoluta-
mente minimizante em U e no ı́tem (7) podemos encontrar conexão entre os conceitos
anteriores e a teoria de soluções no sentido da viscosidade.

Proposição 4. Seja u ∈ C(U). Assuma que para cada x ∈ U existe uma vizinhança
V ⊂⊂ U de x tal que u ∈ CCA(V ). Então u ∈ CCA(U).

Demonstração. Nós somente esboçaremos a prova. Seja y ∈ U, então u ∈ CCA(Uδ)
para um um δ > 0 suficientemente pequeno e a equivalência entre 3 e 5 do teorema 2
nos permite concluir que

g+(r) := max
{w:|w−y|≤r}

u(w)

é convexa para 0 ≤ r ≤ δ. Seja R o maior número satisfazendo 0 ≤ R ≤ dist(y, ∂U)
tal que g+(r) é convexa sobre [0, R). Se R = dist(y, ∂U) está feito. Assumindo que
R < dist(y, ∂U), nós derivaremos uma contradição. Por compacidade e por u gozar
de comparação com cones localmente, existe um número 0 < c < dist(y, ∂U) tal que
para |w − y| = R,

g+
w (r) := max

{z:|z−w|≤r}
u(z)

é convexa sobre [0, c]. Então por (1.4) do lema 1 obtemos

g+(R + s) = max
w:|w−y|=R

g+
w (s) para 0 ≤ s ≤ c. (3.16)

Como o supremo de funções convexas é convexa g+(R + s) é convexa para 0 ≤ s ≤ c.
Nós vemos que g+(r) é convexa sobre 0 ≤ r ≤ R + c, se e somente se, a derivada a
esquerda de g+(r) em r = R é menor ou igual a derivada a direita de g+(r) em r = R.
Mas, se w, |w − y| = R é escolhido tal que g+(R) = u(w) a derivada de g+

w (s) em 0 a
qual é menor ou igual a derivada de g+(r) em r = R por (3.16), goza da estimativa
desejada pelo (pela prova do) lema 7. Assim, novamente pela equivalência entre 3 e 5
do teorema 2 temos que u ∈ CCA(U).

E segue que todas as propriedades dos teoremas 2 e 3 são locais, isto é, elas valem
se e somente se, valem em uma vizinhança de todo ponto de U.



Caṕıtulo 4

TEOREMA DE EXISTÊNCIA

Retomando um pouco a discussão sobre problemas de extensões. Seja U ⊂ Rn aberto
do Rn e f ∈ C(U). Desejamos encontrar u com as seguintes propriedades:

u ∈ C(U) ∩ AM(U) e u(x) = f(x) para x ∈ U.

O teorema de existência abaixo nos dá um conjunto de condições sobre as quais pode-
mos resolver o problema de extensão acima.

Teorema 4 (Teorema de existência). Seja U subconjunto aberto do Rn, 0 ∈ ∂U e
f ∈ C(∂U). Sejam A+, A−, B+, B−, A+ ≥ B+ e

A−|x|+B− ≤ f(x) ≤ A+|x|+B+ para x ∈ ∂U. (4.1)

Então existe u ∈ C(U)∩AM(U) tal que u = f sobre ∂U a qual satisfaz adicionalmente

A−|x|+B− ≤ u(x) ≤ A+|x|+B+ para x ∈ U. (4.2)

Observação 8. A hipótese 0 ∈ ∂U não é restritiva, podeŕıamos por z ∈ ∂U e |x− z|
no lugar de |x|.

A estratégia para obtermos a função u que o teorema garante será utilizar o lema 4
em um método de Perron. Para isso, presisaremos de uma famı́lia não vazia de funções
localmente uniformemente limitada de funções que gozem de comparação com cones
por cima e possuam um certo tipo de comportamento sobre a fronteira do domı́nio.
Para a demonstração, recorreremos a mais dois lemas.
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Lema 9. As funções h, h : Rn −→ R dadas por:

h(x) = sup{C(x) = a|x− z|+ b, a < A−, z ∈ ∂U,C ≤ f sobre ∂U},

h(x) = inf{C(x) = a|x− z|+ b, a > A+, z ∈ ∂U,C ≥ f sobre ∂U}

são bem definidas, cont́ınuas e h ≤ h sobre Rn. Além disso,

A−|x|+B− ≤ h(x) ≤ h(x) ≤ A+|x|+B+ para x ∈ Rn (4.3)

e
h = h = f sobre ∂U. (4.4)

Finalmente, h ∈ CCA(U) e h ∈ CCB(U).

Demonstração. Fixe z ∈ ∂U, ε > 0 e δ > 0 tal que f(x) < f(z) + ε para todo
x ∈ Bδ(z) ∩ ∂U . Escolha a > max{A+, 0} tal que

f(z) + ε+ aδ > max
|x−z|≤δ

(A+|x|+B+) (4.5)

e, se z 6= 0,
f(z) + ε+ a|z| > B+. (4.6)

Isto claramente é posśıvel.
A intenção é mostrarmos que C(x) := f(z) + ε + a|x − z| é um dos cones sobre o

qual h é o ı́nfimo. Pois se assim fizermos, como C(z) = f(z)+ ε, conclúımos que C ≤ f
sobre ∂U e como trivialmente h ≥ f sobre ∂U , conclúımos (4.4) para h. Para isso,
note que a > max{A+, 0} e que

f(x) < f(z) + ε ≤ C(x) para todo x ∈ Bδ(z) ∩ ∂U.

Assim, para mostrarmos que C ≥ f sobre ∂U , é suficiente mostrarmos que

C(x) = f(z) + ε+ a|x− z| ≥ C+(x) := A+|x|+B+ em Rn\Bδ(z).

Supondo o contrário, o conjunto W = {x ∈ Rn\Bδ(z) : C(x) < C+(x)} é aberto e
limitado. Aberto pois funções cones são cont́ınuas. Mostremos então que é limitado.
Note que

C(x) ≥ C∗(x) := f(z) + ε+ a|x| − a|z|
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e
C∗(x) > C+(x)

⇔ f(z) + ε+ a|x| − a|z| > A+|x|+B+

⇔ (a− A+)|x| > B+ − f(z)− ε+ a|z|
⇔ |x| > B+−f(z)−ε+a|z|

a−A+ .

Assim, pondo C = B+−f(z)−ε+a|z|
a−A+ , temos que

|x| > C ⇒ C(x) ≥ C+(x),

na forma contrapositiva isto significa que

C(x) < C+(x) ⇒ |x| ≤ C.

Note que Bδ(z) ∩W = ∅. De fato, como W ⊂ Rn\Bδ(z), temos que Bδ(z) ∩W ⊂
∂Bδ(z). Porém, por (4.5), se x ∈ ∂Bδ(z), temos

C(x) ≥ f(z) + ε+ aδ > max
|y−z|≤δ

C+(y) ≥ C+(y) ∀y ∈ Bδ(z).

Logo, x /∈ Bδ(z). E de fato, Bδ(z) ∩W = ∅, o que implica que se x ∈ W , existem
sequências (xk) em W, (yk) em Rn\W , ambas em Rn\Bδ(z), convergindo para x (pois
não pode haver sequência em Bδ(z) convergindo para x). Então

C(x) = lim C(xk) ≤ lim C+(xk) = C+(x),

C(x) = lim C(yk) ≥ lim C+(yk) = C+(y)

e, portanto, C = C+ na ∂W. Como z /∈ W , pois W ⊂ Rn\Bδ(z) e 0 /∈ W por (4.6),
temos

LC(W ) = LC(∂W ) = LC+(∂W ) = LC+(W )

baseado no exemplo 2. Logo, pela proposição 1, C ≡ C+ em W, contradição.
Considerando agora o cone C(x) = (A+ + ε)|x| + B+, obtemos h ≤ C+ como em

(4.3). Considerações análogas são obtidas para h.
Para ver que h ≤ h, nós tomamos quaisquer dois cones C(x) = a|x − z| + b e

C = a|x−z|+ b como na definição de h e h, respectivamente. Argumentos como acima
mostram que com as hipóteses, o conjunto W ∗ onde C > C é aberto e limitado. Com
efeito, como a > A+ ≥ A− > a, supondo primeiramente que a ≥ 0, temos

C(x) ≥ C(x)

⇔ a|x− z|+ b ≥ a|x− z|+ xb ≥ a(|x− z| − |z − z|) + b

⇔ (a− a)|x− z| ≥ −a|z − z|+ b− b

⇔ |x− z| ≥ −a|z − z|+ b− b
a− a

.
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Assim para uma constante positiva C >
−a|z − z|+ b− b

a− a
temos

x /∈ BC(z)⇒ x /∈ W ∗.

Na forma contrapositiva x ∈ W ∗ ⇒ x ∈ BC(z). Portanto W ∗ é limitado. Analoga-
mente, supondo a < 0, temos

C(x) ≥ C(x)

⇔ a|x− z|+ b ≥ a|x− z|+ +b
≥ a(|x− z|+ |z − z|) + b

⇔ (a− a)|x− z| ≥ a|z − z|+ b− b

⇔ |x− z| ≥ a|z − z|+ b− b
a− a

.

,

Como C ≤ f ≤ C sobre ∂U e z, z ∈ ∂U, W ∗ não comtém z e z. Além disso, como
C = C sobre ∂W ∗ novamente pela proposição 1, C ≡ C em W ∗, contradição. Dáı
W ∗ = ∅, isto é, C ≤ C. Então temos h ≤ h e, em particular, h e h são localmente
limitados pois h é limitado inferiormente por alguns cones e h é limitado superiormente
por alguns outros cones. Segue então do lema 4, que h ∈ CCA(U) ∩ C(U) e por uma
adaptação deste mesmo lema h ∈ CCB(U) ∩ C(U).

Resta checar que h e h são cont́ınuas na ∂U . Pois bem; h é semicont́ınua superior-
mente uma vez que é o ı́nfimo de funções cont́ınuas. Analogamente, h é semicont́ınua
inferiormente em Rn. Assim , usando que h ≤ h e h = h = f na ∂U , nós temos

f(x) ≤ lim inf
y→x

h(y) ≤ lim inf
y→x

h(y) ≤ lim sup
y→x

h(y) ≤ f(x) ∀x ∈ ∂U ∴ h ∈ C(∂U)

e

f(x) ≤ lim inf
y→x

h(y) ≤ lim sup
y→x

h(y) ≤ lim sup
y→x

h(y) ≤ f(x) ∀x ∈ ∂U ∴ h ∈ C(∂U).

Lema 10. Suponha que u ∈ C(U) ∩ CCA(U) porém u /∈ CCB(U). Então existe um
conjunto não vazio W ⊂⊂ U e uma função cone C(x) = a|x − z| + b com z /∈ W tal
que u = C sobre ∂W, u < C sobre W e a função u∗ definida por

u∗ = u sobre U\W e u∗ = C sobre W,

satisfaz u∗ ∈ CCA(U). Além disso, se u é lipschitiz cont́ınua em U , então u∗ também
é e Lu∗(U) ≤ Lu(U).
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Demonstração. Se u /∈ CCB(U) existirá V ⊂⊂ U, a ∈ R e z /∈ V tal que

W = {x ∈ V : u(x) < C(x) := a|x− z|+ min
{w∈∂V }

(u(w)− a|w − z|)}

satisfaz as condições do lema. E, supondo que u∗ /∈ CCA(U), analogamente consrói-se
W ∗ e C∗(x) = a∗|x− z∗|+ b∗ onde z∗ /∈ W ∗, u∗ = C∗ sobre ∂W ∗ e u∗ > C∗ em W ∗.
Bem, pela observação 2,

u ∈ CCA(U), u ≤ u∗ e u∗ = C∗ sobre ∂W ∗ ⇒ u ≤ C∗ em W ∗. (4.7)

Então W ∗ ⊂ W . De fato, seja x /∈ W , se x ∈ W ∗, pela definição de u∗ e por (4.7)
u∗(x) = u(x) ≤ C∗(x), contrariando o fato que u∗ > C∗ em W ∗. Logo x /∈ W ⇒ x /∈
W ∗. Como u∗ = C sobre W e W ∗ ⊂ W, por continuidade, u∗ = C sobre ∂W ∗. Logo
C∗ = u∗ = C sobre ∂W ∗. Como z /∈ W e W ∗ ⊂ W, z /∈ W ∗ assim, como no exemplo
2,

LC(W ∗) = LC(∂W ∗) = LC∗(∂W ∗) = LC∗(W ∗) = |a∗|.

E novamente pela proposição 1 C∗ ≡ C em W ∗, o que nos leva à u∗ = C∗ em W ∗ (já
que u∗ = C sobre W e W ∗ ⊂ W ), contradição. Para finalizar, note que

Lu∗(W ) = LC(W ) = LC(∂W ) = Lu(∂W ) ≤ Lu(U) e

Lu∗(U) = max{Lu∗(W ), Lu∗(U\W ) = Lu(U\W )} ≤ Lu(U).

Mostrando que se u é lipschtz cont́ınua em U, u∗ também é.

PROVA DO TEOREMA DE EXISTÊNCIA

Considere
u = sup{v ∈ CCA(U) : h ≤ v ≤ h}.

Observe que pelo lema 9, o conjunto a direita contém h, então u está bem definida e pelo
lema 4 u ∈ C(U)∩CCA(U). Por (4.4), u = f sobre ∂U e u ∈ C(U). Se u ∈ CCB(U),
então u ∈ AM(U) e satisfaz as condições do teorema. Caso contrário, o lema acima
nos dá u∗ ∈ CCA(U) coincidindo com u a menos de um conjunto não vazio W ⊂⊂ U
sobre o qual u∗ = C > u. Bem, h ≤ u ≤ u∗. Afirmamos também que u∗ ≤ h. Com
efeito, do contrário teŕıamos que o conjunto W ∗ dos pontos de U onde u∗ > h seria um
précompacto não vazio de U contido em W , pois em U\W, u∗ = u ≤ h. Como u∗ = C
sobre W e W ∗ ⊂ W, por continuidade, u∗ = C sobre ∂W ∗. Assim temos h = u∗ = C
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sobre ∂W ∗ e, uma vez que h ∈ CCB(U), pela observação 2 , h ≥ C em W ∗. Por outro
lado, u∗ = C em W e W contém W ∗, logo u∗ = C ≤ h em W ∗, contradição . Logo
W ∗ = ∅, conclúındo que u∗ ≤ h e portanto u∗ contraria a maximalidade de u. Então
devemos ter de fato u ∈ CCB(U) resolvendo o problema de extensão do teorema.



Caṕıtulo 5

A QUESTÃO DA UNICIDADE

Neste caṕıtulo, enunciaremos e provaremos o teorema de existência. Durante a prova,
encontraremos seções onde estarão presentes algumas ferramentas de modo que os
resultados possam quase todos ser encontrados no texto. Em particular, um leitor não
experiente em equações diferencias parciais poderá acompanhar a leitura.

Teorema 5. Seja U limitado, |.| a norma euclidiana, u ∈ CCA(U) ∩ C(U), v ∈
CCB(U) ∩ C(U) e u ≤ v sobre ∂U . Então u ≤ v em U .

Observação 9. Em particular, quando |.| é a norma euclidiana e U é limitado, se
u, v ∈ AM(U) ∩ C(U) = CC(U) ∩ C(U) coincidem sobre a fronteira, então u ≡ v.
Baseado nisto uma solução do teorema de existência é unica. Neste sentido, temos
então unicidade.

Observação 10. O teorema não vale se retirarmos a hipótese de que U é limitado.
Com efeito, para ilustrar, daremos o seguinte contraexemplo. Sejam U = (−∞,−1) ∪
(−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞), K = ∂U = {−1, 0, 1} e f : K −→ R onde f(−1) = f(0) = 0
e f(1) = 1. Podemos tomar, por exemplo, os cones |x|,−|x| para limitar f ∈ C(U)
superiormente e inferiormente. Porém vemos que u1, u2 : Rn = U −→ R tais que

u1(x) = 0 para x ≤ 0, u1(x) = x para 0 < x ≤ 1, e u1(x) = 1 para 1 < x.
u2(x) = 0 para x ≤ 0, u2(x) = x para 0 < x.

ambas resolvem o problema de extensão do teorema de existência .

A prova é surpreendentemente sutil e complexa. Algumas ferramentas padrões
da teoria de solução no sentido da viscosidade são utilizadas na prova. No entanto,
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damos uma (quase) auto-suficiente apresentação que não se refere a essa teoria. As
ferramentas empregadas são interessantes e algunas delas são elegantes. A discussão é
então consideravelmente mais longa do que seria se estas ferramentas fossem tomadas
como conhecidas.

Para orientar o leitor, apresentamos uma prévia do que virá a seguir. A prova do
Teorema 5 confia no fato de que u ∈ CCA(U) e v ∈ CCB(U), então satisfazem as
desigualdades derivadas na seção 3.1 nos pontos onde são duas vezes diferenciável. Em
particular

∆∞u(x) ≤ 0 ≤ ∆∞u(x) (5.1)

sempre que x é um ponto no qual ambos u e v são duas vezes diferenciáveis. Vamos
assumir por um tempo que u ∈ C2(U) ∩ C(U), (5.1) vale e u ≤ v sobre ∂U . Primeiro
observe que se pudermos mostrar u ≤ v na ∂U sob a hipótese mais forte de que
u − v ≤ −γ < 0 na ∂U onde γ > 0, estará feito. Com efeito, sob as hipóteses do
teorema u∗ = u− γ ∈ CCA(U) ∩ C(U) e u∗ − v ≤ −γ na ∂U . Então u∗ = u− γ ≤ v
em U o que implica u ≤ v em U fazendo γ ↓ 0.

Portanto, daqui para frente assumiremos que γ > 0 e

u(x)− v(x) ≤ −γ < 0 na ∂U. (5.2)

Podemos assumir isto pois, sendo U limitado ∂U é compacto. Supondo por contradição
que não temos u ≤ v em U , o máximo de u − v no compacto U ocorre em um ponto
x0 ∈ U e podemos por

M0 := u(x0)− v(x0) = max{u(x)− v(x);x ∈ U} > 0. (5.3)

Do cálculo temos então

Du(x0) = Dv(x0) e D2u(x0) ≤ D2v(x0). (5.4)

Assim

〈D2u(x0)Du(x0), Du(x0)〉 = 〈D2u(x0)Dv(x0), Dv(x0)〉 ≤ 〈D2v(x0)Dv(x0), Dv(x0)〉.

Existiria então uma contradição se alguma das desigualdades de (5.1) fosse estrita
neste ponto x0. No intuito de forçar isto, tentaremos uma mudança de variável. Seja
λ > 0 suficientemente pequeno tal que 2λu < 1 ( isto é posśıvel pois u é cont́ınua no
compacto U). Defina w por w ≤ λ−1 e

u(x) = w(x)− λ

2
w(x)2 =: G(w(x)); (5.5)
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equivalentemente

w =
1

λ
(1−

√
1− 2λu) =: H(u). (5.6)

Por (5.6) w =
2u

1 +
√

1− 2λu
então w ↓ u uniformemente quando λ ↓ 0. Em virtude de

(5.2) e (5.3) para λ pequeno, w ≤ v na ∂U e o máximo de w−u sobre U é atingido em U .
Deixe-nos ainda denotar tal ponto de máximo por x0. Usando (5.5) nós encontramos

Du = G′(w)Dw, D2u = G′(w)D2w +G′′(w)(Dw ⊗Dw)

onde p⊗ q é a matrix definda por (p⊗ q)z = 〈q, z〉p. Portanto

0 ≤ ∆∞u = 〈D2uDu,Du〉
= 〈(G′′(w)(Dw ⊗Dw) +G′(w)D2w)G′(w)Dw,G′(w)Dw〉
= G′′(w)G′(w)2|Dw|4 +G′(w)3〈D2wDw,Dw〉.

Isto implica

∆∞w = 〈D2wDw,Dw〉 ≥ −G
′′(w)

G′(w)
|Dw|4 =

λ

1− λw
|Dw|4. (5.7)

Assim, seDw(x0) 6= 0 temos ∆∞w(x0) > 0 e encontramos a contradição que queŕıamos.
Existem duas principais dificuldades para transformar o esboço acima em uma

prova. Em primeiro lugar, há o fato de que nós sabemos que as soluções de ∆∞u = 0
no sentido da viscosidade não precisam ser duas vezes diferenciável em todo ponto ( ver
exemplo 6 ). Na verdade, nós nem sequer sabemos se é diferenciável em todo ponto,
tudo o que sabemos é que subsoluções são localmente Lipschitz. Em segundo lugar,
mesmo nos pontos onde w acima pode ser duas vezes diferenciável, nós não sabemos
se Dw 6= 0. Superar estas dificuldades é uma tarefa exigente. Trata-se de:

• Em primeiro lugar, u e v serão aproximados por funções melhores que ainda
satisfarão as hipóteses do teorema (embora U mude um pouco). Isto é feito
por um processo de convexicação chamado sup convolução que fornece novas
funções u, v tais que existe uma constante K para a qual u(x) + (K/2)|x|2 e
−v(x)+(K/2)|x|2 são convexas. Diz-se que u,−v são semiconvexas com constante
K, também diz-se que v é semicôncava com constante K. Este processo de
aproximação é apresentado na seção 5.1.
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• Propriedades de regularidade de funções convexas e elementos do cálculo de sub-
diferenciais os quais serão apresentados. De particular interesse é que uma função
é semiconvexa é diferenciável nos seus pontos de máximo local e, grosseiramente
falando, o gradiente é cont́ınuo em um tal ponto. Também o caso que funções
semiconvexas e semicôncavas são duas vezes dieferenciáveis em quase todos os
pontos de forma que as desigualdades que envolvem valores do operador infinito
Laplaciano como derivados na seção 3.1 podem ser usadas nestes pontos. Final-
mente, os pontos onde u é duas vezes difernciável podem não incluir os pontos de
máximo, mas isto pode ser corrigido por uma perturbação de optimização- pe-
quenas perturbações lineares podem forçar esta coincidência. O esboço da teoria
da análise convexa que precisamos é apresentado na seção 5.2. As considerações
da pertubação de otimização aparecem na seção 5.3.

• Grosseiramente falando, o argumento quebra-se em dois casos dependendo se Dw
anula-se em todos os pontos de máximo de w − v ou não. Se Dw não é zero em
um ponto de máximo de w−v onde w é duas vezes diferenciável, será feito. Se for
zero, ainda mais, se isso é verdade para todas pequenas translações de w, então
usamos o lema 5 para mostrar que máximos positivos interiores forçam w − v
ser constante, o qual novamente é uma contradição. Estas considerações também
são explicados na seção 5.3.

Para completar esta orientação, nós também recordamos a caracteŕıstica da equação
do infinito Laplaciano ilustrada pelas funções

u1(x) = |x|, u2(x) = x1.

Ambas são soluções clássicas do infinito Laplaciano fora da origem e u1 ≥ u2. No
entanto, u1 = u2 sobre {(x, 0, . . . , 0) : x ∈ R+}. Assim, o máximo de u1 − u2 digamos,
sobre |x− (2, 0, . . . , 0)| ≤ 1 é zero e zero é atingido em todo ponto do segmento de reta
ligando (1, 0, . . . , 0) e (3, 0, . . . , 0). Ou seja, não é verdade que a existência de máximos
interiores implica que diferença de soluções clássicas do infinito Laplaciano é constante.

Apresentaremos agora uma notação com respeito a pertubações de um conjunto
limitado U , a saber: translações Uh e aproximações por dentro Uδ , onde h ∈ Rn e
δ > 0, definidas por

Uh := {x− h : x ∈ U}, Uδ := {x ∈ U : dist(x, ∂U) > δ}.

Se w(x) = u(x + h) então, claramente u ∈ CCA(U) se, e somente se, w ∈ CCA(Uh).
Aplicaremos a u e v no Teorema 5, operações sobre funções w : U −→ R, as quais exigirá
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de nós, mudarmos U um pouco, serão definidas na próxima seção. Grosseiramente
falando, antes de terminarmos, U provavelmente será substitúıdo por Uδ ∩ Uh, para
convenientes δ, h.

5.1 Propriedades de Sup-Convolução

Definição 6. Seja w : U −→ R limitada e ε > 0. Então, para x ∈ Rn

wε(x) := sup
y∈U

(
w(y)− |x− y|

2

2ε

)
e

wε(x) := inf
y∈U

(
w(y) +

|x− y|2

2ε

)
.

Algumas propriedades de uε( as chamadas sup-convoluções de u ), serão coletadas
na proposição a seguir. Analogamente, propriedades de vε (chamadas inf-convoluções
de v) seguem de modificações naturais da prova na proposição a seguir e usando o
fato que vε = −(−vε). Essas propriedades nos permitirão supor que u é semiconvexa
(ver os seguintes comentários da prova da proposição) e v é semicôncava para provar o
Teorema 5

Proposição 5. Seja u : U −→ R satisfazendo |u(x)| ≤ A para x ∈ U , onde U é
limitado. Então

x→ uε(x) +
1

2ε
|x|2 é convexa sobre Rn (5.8)

e
uε(x) ≥ u(x) para x ∈ U. (5.9)

Se também u ∈ CCA(U) e δ > 2
√
Aε, então

uε ∈ CCA(Uδ). (5.10)

Além disso,

Luε(U) ≤
2 supy∈U |y|

ε
. (5.11)

Finalmente, se u ∈ C(U), então para δ > 0

lim
ε↓0

uε(x) = u(x) uniformemente para x ∈ Uδ. (5.12)



CAPÍTULO 5. A QUESTÃO DA UNICIDADE 56

Demonstração. Note que

uε(x) +
1

2ε
|x|2 = sup

y∈U

(
u(y)− |x− y|

2

2ε
+

1

2ε
|x|2
)

= sup
y∈U

(
u(y)− |y|

2

2ε
+

1

ε
〈x, y〉

)
.

Isto exibe a aplicação x 7→ uε(x) + 1
2ε
|x|2 como o supremo das funções lineares x 7→

u(y) − |y|2
2ε

+ 1
ε
〈x, y〉, logo é convexa. Dáı, segue (5.8). Além disso cada uma des-

tas aplicações tem sup{ |y|
ε

: y ∈ U} como uma constante lipschitz sobre Rn, então
uε(x) + 1

2ε
|x|2 também. Dáı segue (5.10). Uma vez que x ∈ U , podemos tomar y = x

na definição de uε e obter (5.9). Assim o supremo na definição uε não é alterdo se
considermos somente aqueles y’s tais que

u(y)− |x− y|
2

2ε
≥ u(x).

Para estes y’s, temos |x−y|
2

2ε
≤ u(y)− u(x) ≤ 2A. Portanto, se x ∈ U , então

uε(x) := sup
{y∈U :|x−y|≤2

√
Aε}

(
u(y)− |x− y|

2

2ε

)
.

Em consequência, se δ > 2
√
Aε e x ∈ Uδ, então

uε(x) = sup
{|z|≤2

√
Aε}

(
u(x+ z)− |z|

2

2ε

)
.

A afirmação (5.10) segue então por notar que as aplicações x → u(x + z) − |z|2
2ε

onde |z| ≤ 2
√
Aε gozam de comparação com cones por cima em Uδ se u ∈ CCA(U) e

logo após invocarmos o lema 4. Como u é cont́ınua, a aplicação z → u(x + z) − |z|
2

2ε

onde δ > 2
√
Aε e x ∈ U atinge seu máximo no compacto {|z| ≤ 2

√
Aε} .Logo existe

zx; |zx| ≤ 2
√
Aε tal que

uε(x) = u(x+ zx)−
|zx|2

2ε
≥ u(x).

Portanto

|zx|2

2ε
≤ u(x+ zx)− u(x)

≤ sup{|u(x+ h)− u(x)| : x, x+ h ∈ U, |h| ≤ 2
√
Aε} =: ρ(ε)
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onde limε↓0 ρ(ε) = 0 pela continuide uniforme de u no compacto U . Finalmente, segue
que

|uε(x)− u(x)| = |u(x+ zx)−
|zx|2

2ε
− u(x)|

≤ |u(x+ zx)− u(x)|+ |zx|
2

2ε
≤ 2ρ(ε),

estabelecendo então (5.12).

Definição 7. Dizemos que w : Rn −→ R é semiconvexa com constante K quando

x 7→ w(x) +
K

2
|x|2

é convexa. Analogamente, w : Rn −→ R é semicôncava com constante K quando

x 7→ w(x)− K

2
|x|2

é côncava.

Pela proposição 5 as funções wε, wε são respectivamente semiconvexas e semicôncavas
com constante 1/ε.

A prova do teorema 5 consiste em derivar uma contradição com as hipóteses (5.1),
(5.2) e (5.3). Em vista de (5.10), (5.11) e (5.12) da proposição 5, (5.2) e (5.3), nós
podemos substituir u por uε, v por vε e U por Uδ para convinientes δ > 0, ε > 0 e
nós teremos as hipóteeses satisfeitas embora γ,M0 mudem um pouco.

Isto é, podemos assumir que u ∈ CCA(U) ∩ C(U) é a restrição de uma função
semiconvexa sobre Rn, v ∈ CCB(U) ∩C(U) é a restrição de uma função semicôncava
sobre Rn onde valem (5.1),(5.2) e (5.3).

5.2 Elementos de análise convexa

Aqui constará alguns fatos elementares sobre uma função cont́ınua convexa w : Rn −→
R. O eṕıgrafo de w

E(w) = {(x, r) : x ∈ Rn, r ≥ w(x)}
é um subconjunto fechado convexo do Rn+1 e portanto cada ponto de fronteira (y, w(y))
é um hiperplano suporte. Isto é, existe p ∈ Rn tal que

w(x) ≥ w(y) + 〈p, x− y〉 para x ∈ Rn. (5.13)
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Podem existir muitos tais p’s, como no caso n = 1, w(x) = |x| e y = 0. A coleção de
todos estes pontos é chamada a subdiferencial de w em y e é denotada por ∂w(y). Isto
é

∂w(y) = {p ∈ Rn : vale (5.13)}. (5.14)

Se yj → y, pj → p, pj ∈ ∂w(yj), então passando o limite em

w(x) ≥ w(yj) + 〈pj, x− yj〉 para x ∈ Rn,

nós deduzimos que p ∈ ∂w(y). Este fato é conhecido por dizer que (o gáfico de) ∂w é
fechado. No caso em que ∂w(y) contém exatamente um elemento, nós dizemos que ∂w
é de valor único em y. Neste caso temos

lim
r↓0

sup
x∈Br(y)

{|q − ∂w(y)| : q ∈ ∂w(x)} = 0. (5.15)

Este fato é conhecido como continuidade parcial do gradiente. Outro fato, é que se ∂w
é de valor único em y, então w é diferenciável em y com Dw(y) = ∂w(y). De fato, nós
temos

w(x) ≥ w(y) + 〈∂w(y), x− y〉

e para q ∈ ∂w(x),

w(y) ≥ w(x) + 〈q, y − x〉
= w(x) + 〈∂w(y), y − x〉+ 〈q − ∂w(y), y − x〉.

Assim
0 ≤ w(x)− w(y)− 〈∂w(y), x− y〉 ≤ 〈∂w(y)− q, x− y〉

e

lim
x→y
| 〈∂w(y)− q, x− y〉

|x− y|
| ≤ lim

x→y
|q − ∂w(y)| = 0,

esta última igualdade é devido à continuidade parcial do gradiente, dado que q ∈ ∂w(x)
e ∂w é de valor único em y.

Deixe-nos notar adicionalmente, que por (5.13), y é um mı́nimo de x 7→ w(x)−〈p, x〉.
Logo, se w é diferenciável em y, então Dw(y) = p e se w é duas vezes diferenciável em
y então D2w(y) ≥ 0.
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Quais são os análogos destes fatos para uma função semiconvexa com constante de
semiconvexidade K? Seja w(x) = u(x)+K|x|2/2, então u(x) = w(x)−K|x|2/2 e (5.13)
nos diz que existe um p ∈ Rn tal que

u(x) +
K

2
|x|2 ≥ u(y) +

K

2
|y|2 + 〈p, x− y〉 para x ∈ Rn.

Desenvolvendo, chegamos à

u(x) ≥ u(y)− K

2
|x− y|2 + 〈p−Ky, x− y〉 para x ∈ Rn,

ou

u(x) ≥ u(y)− K

2
|x− y|2 + 〈q, x− y〉 para x ∈ Rn, (5.16)

onde q = p − Ky. Podemos então definir ∂u(y) para uma função semiconvexa com
constante de semiconvexidade K por

∂u(y) := {q ∈ Rn : (5.16) vale}. (5.17)

Note que se u é semiconvexa com constante K, é também semiconvexa com uma
constante maior e ∂u(y) independe de qual constante é escolhida, simples modificações
do caso convexo mostram que vale a continuidade parcial do gradiente e quando ∂u é
de valor único em y, u é diferenciável em y e Du(y) = ∂u(y) no caso semiconvexo. De
fato, neste último caso, se q ∈ ∂u(y), p = q + Ky ∈ ∂(u(.) + K

2
|.|2) e u(.) + K

2
|.|2 é

diferenciável em y. Assim sua subdiferencial (convexa e não semiconvexa) é de valor
único em y, podendo haver portanto um único q ∈ ∂u(y).

Seja u semiconvexa com constante K sobre Rn tendo um máximo local em x∗, então
para algum r > 0, temos

u(x) ≤ u(x∗) para |x− x∗| ≤ r.

Se q ∈ ∂u(x∗) e |x− x∗| ≤ r, nós também temos

u(x) ≥ u(x∗)− K

2
|x− x∗|2 + 〈q, x− x∗〉

≥ u(x)− K

2
|x− x∗|2 + 〈q, x− x∗〉.

Portanto 〈q, x − x∗〉 ≤ K
2
|x − x∗|2 e isto implica q = 0. Logo ∂u é de valor único em

um ponto de máximo local x∗ e ∂u(x∗) = 0. Se u = u1 + u2 é uma soma de funções
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semiconvexas, x∗ é um máximo local de u e qj ∈ ∂uj, j = 1, 2, facilmente vê-se que
q1 + q2 ∈ ∂u(x∗). Então q1 = −q2 . Uma vez que isto é verdade para todo par, vemos
que existe somente um par q1, q2. Logo ∂u1 e ∂u2 são de valor único em x∗ satisfazendo
∂u1(x∗) = −∂u2(x∗). Note também que se u é semiconvexa com constante K, então
nos pontos x∗ onde existe a derivada segunda temos

D2

(
u(x) +

K

2
|x|2
)
|x=x∗ ≥ 0

ou
D2u(x∗) ≥ −KI.

Esta é a razão para K/2 aparecer na definição de semiconvexidade.

5.3 O fim da prova

Lembramos que estamos assumindo que u,−v são semiconvexas lipschitz no U valendo
(5.1), (5.2) e (5.3). Foi escolhido δ suficientemente pequeno onde valem estas hipóteses
com Uδ no lugar de U ( com talvez uma pequena mudança de γ). Se |h| < δ então
(Uδ)

h ⊂ U e as funções x 7→ u(x + h) ainda satisfazem (5.1) sobre o novo U e são
semiconvexas com a mesma constante de semiconvexidade de u. Seja

M(h) := max
x∈U

(u(x+ h)− v(x)),

então limh→0M(h) = M(0) = M0 > 0. De fato,

lim
h→0

M(h) ≥ lim
h→0

u(x0 + h)− v(x0) = M(0)

e se, limh→0M(h) fosse maior que M(0), existiria ε > 0 e δ∗ > 0 tais que, se |h| < δ∗

então M(h) ≥ M(0) + ε. Porém, pela continuidade uniforme de u no compacto U
podemos tomar h suficientemente pequeno tal que

M(h) = u(x∗ + h)− v(x∗) < u(x∗)− v(x∗) +
ε

2
≤ u(x0)− v(x0) +

ε

2
= M(0) +

ε

2
,

contradição.
Para alguma função w : U −→ R ponhamos

Argmax(w) := {x ∈ U : w(x) = max
U

w}.
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Se w ∈ C(U), w < 0 próximo da fronteira de U e w(x) > 0 para algum x ∈
U, Argmax(w) é não vazio. Nós também abusaremos um pouco da notação colocando

Argmax(h) := {x ∈ U : M(h) = u(x+ h)− v(x))} = Argmax(u(.+ h)− v(.)).

Seja x ∈ Argmax(h) então x é um ponto de máximo da soma das funções semiconvexas
u(.+h) e −v(.), então apoiado nos resultados da seção anterior, ∂(u(.+h)) e ∂(−v(.))
são de valor único em x diferindo apenas por um sinal. Portanto u(. + h) e −v(.) são
ambas diferenciáveis em x satisfazendo Du(x+ h) = Dv(x).

Nós assumiremos U conexo. Se não fosse, consideraŕıamos sua componente conexa
que contém o máximo de u−v. Podemos então dividir a prova nos seguintes dois casos:

Caso (i). Existe c > 0 tal que para |h| ≤ c existe xh ∈ Argmax(h) tal que Du(xh +
h) = 0 ( e portanto Dv(xh) = 0).

Caso (ii). Existe h suficientemente pequeno tal que (5.2) vale para u(x+h) e M(h) >
0, tal que Du(x+ h) 6= 0 em todos os pontos x ∈ Argmax(h).

Prova no caso (i).

Note que M(h) é Lipschitz cont́ınua em h. Seja xh como suposto no caso (i). Então
para |h∗| < δ temos

M(h) = u(xh + h)− v(xh) ≥ u(xh∗ + h)− v(xh∗)

= u(xh∗ + h∗ + h− h∗)− v(xh∗)

≥ u(xh∗ + h∗)− v(xh∗) + o(|h∗ − h|)
= M(h∗) + o(|h∗ − h|)

onde a primeira desigualde é devido a definição de xh, a segunda é devido ao fato que
Du(x∗ + h∗) = 0 e a última igualdade é pela definição de xh∗ .

E segue que se M é diferenciável em h∗, então DM(h∗) = 0. Usando o fato que
funções Lipschitz cont́ınua cuja derivada é zero onde existe, é constante sobre cada
componente conexa do seu domı́nio, temos que M é constante sobre |h| ≤ c. Agora, se
x0 ∈ Argmax(0), nós temos

u(x0)− v(x0) = M(0) = M(h) = u(xh + h)− v(xh) ≥ u(x0 + h)− v(x0),
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o que implica que x0 é um ponto de máximo local de u. Pelo lema 5, u é costante em
uma vizinhança de x0. Uma vez que para y suficientemente pequeno

u(x0)− v(x0) ≥ u(x0 + y)− v(x0 + y) = u(x0)− v(x0 + y),

x0 é um ponto de mı́nimo local de v e então v é constante em uma vizinhança de x0

como acima. Mas então o subconjunto {x : u(x) − v(x) = u(x0) − v(x0) = M(0)} do
conexo U é aberto e fechado , logo é o próprio U . Porém isto contradiz (5.2).

Prova no caso (ii).

Seja |h| < δ tal que Du(x + h) 6= 0 para todo x ∈ Argmax(h). Afirmamos que
existe uma vizinhança V de Argmax(h) ⊂ V ⊂⊂ U e µ > 0 tal que se x ∈ V e as
funções u(.+ h), v(.) são ambas diferenciáveis em x, então

|Du(x+ h)|, |Du(x)| ≥ µ > 0. (5.18)

Para verificar tal afirmação, primeiro notemos que em particular

|Du(x+ h)|, |Du(x)| ≥ µ > 0 para x ∈ Argmax(h).

Se isto não fosse verdade, existiria uma sequência xk em Argmax(h) tal que Du(xk +
h) → 0. Como Argmax(h) é fechado podemos, considerando uma subsequência se
nescessário, assumir que xk → x ∈ Argmax(h) e pela continuidade parcial do gradiente
Du(xk + h) = ∂u(xk + h) é suficientemente próximo de ∂u(x + h) = Du(x + h).
Logo Du(x + h) = 0 , contradição. Dáı, novamente pela continuidade parcial do
gradiente, podemos tomar uma pequena bola centrada em cada ponto de Argmax(h)
cuja união satisfaz o conjunto V almejado. Com efeito, se x ∈ V e u(. + h), v(.) são
ambas diferenciáveis em x, como u(. + h) − v(.) é soma de funções convexas, teremos
Du(x+ h) = ∂u(x+ h) (D(u(.+ u)) = ∂(u(.+ h)) no ponto x), que pela continuidade
parcial do gradiente se estiver numa pequena bola centrada em y ∈ Argmax(h) deve
estar póximo de Du(y + h) de modo que seu módulo seja maior que µ − ε > 0. E
essas bolas podem ser tomadas também arbitrarimente pequenas tais que satisfação
V ⊂⊂ U.

Daqui para frente h é fixo, e nós refaremos u(. + h) por u(.) e supriremos h na
notação. Agora, com nosso novo abuso de notação,

Argmax(h) = Argmax(u− v) = {x ∈ U : u(x)− v(x) = max
U

(u− v)}.
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Agora invocaremos as mudanças de variáveis (5.5), (5.6). Nós afirmamos que w é
semiconvexa sobre V porque u é semiconvexa. Observe isto pelo cálculo

Dw = H ′(u)Du D2w = H ′(u)D2u+H ′′(u)(Du⊗Du) ≥ H ′(u)D2u (5.19)

pois H ′′(u) =
λ2√

(1− 2λu)3
. Logo se D2u ≥ −KI nós temos D2w ≥ −H ′(u)KI e

H ′(u) =
λ√

1− 2λu
≥ 0 é limitado lembrando que λ foi escolhido de modo que 2λu é

limitado < 1. Os detalhes com rigor é deixado a critério do leitor. Usando (5.18) em
um ponto onde w é duas vezes diferenciável ( equivalentemente u ) em V junto com
(5.7), obtemos

∆∞w =
λ

1− λw
|Dw|4 ≥ λ

1− λw
H ′(u)4µ4 ≥ β (5.20)

onde β > 0 é uma constante.
Recorreremos agora a resultados mais profundos. Primeiro; de acordo com o teo-

rema de Aleksandrov (ver por exemplo ??), funções convexas ( em consequência semi-
convexas ) são duas vezes diferenciáveis em quase todo ponto. Segundo; em virtude da
semiconvexidade, a medida de Lebesque de⋂

|p|≤ε

Argmax(x 7→ w(x)− v(x) + 〈p, x〉) ⊂ V (5.21)

é positiva para cada ε > 0. Além disso, se |p| e λ > 0 são suficientemente pequenos,
nós temos

Argmax(x 7→ w(x)− v(x) + 〈p, x〉) ⊂ V. (5.22)

Pondo estes dois fatos juntos, nós obtemos para cada ε > 0 um p ∈ Rn e x∗ ∈ V onde
w e v são ambos duas vezes diferenciáveis e usando as condições nescessárias do cálculo
para um ponto de máximo, obtemos

|p| ≤ ε, Dw(x∗) + p = Dv(x∗) e D2w(x∗) ≤ D2v(x∗). (5.23)

Além disso, se (5.23) vale e K é uma constante de semiconvexidade para w,−v nós
temos

−KI ≤ D2w(x∗) ≤ D2v(x∗) ≤ KI. (5.24)

Assim

〈D2w(x∗)(Dw(x∗) + p), Dw(x∗) + p〉 = 〈D2w(x∗)Dv(x∗), Dv(x∗)〉
≤ 〈D2v(x∗)Dv(x∗), Dv(x∗)〉 (5.25)

≤ 0
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onde a última desigualdade é devido a (5.1) para v. Por outro lado, usando (5.20) e
(5.24), obtemos

〈D2w(x∗)(Dw(x∗) + p), Dw(x∗) + p〉

= 〈D2w(x∗)Dw(x∗), Dw(x∗)〉+ 2〈D2w(x∗)Dw(x∗), p〉+ 〈D2w(x∗)p, p〉

≥ β − 2K|Dw(x∗)||P | − k|P |2.

Como |Dw| é limitado sobre V , isto é positivo para |p| suficientemente pequeno, con-
tradizendo (5.25).



Caṕıtulo 6

REGULARIDADE

Nós notamos que regularidade é um termo genérico para falar de propriedades tais como
continuidade de uma função, propriedades de diferenciabilidade, estimativas, continui-
dade das derivadas entre outras. Até agora, temos apresentado uma variedade de
resultados que influenciam a regularidade de uma função absolutamente minimizante.
Um deles é a estimativa Lipschitz do Lema 3, outro é o refinamento da desigualdade de
Harnack. A idéia aproximada destas estimativas e outras é que se u ∈ CCA(U), então
é localmente Lipschitz cont́ınua e pode-se estimar Tu(x) em termos das estimativas
da própria u. Continuidade Lipschitz local implica diferenciabilidade quase sempre.
Podemos considerar também o lema 4 como um resultado de regularidade de algum
modo. Além disso, nós temos exemplo 6 o qual mostra que, quando |.| é a norma de
Euclideana, meramente assumindo u ∈ AM(U) não pode possivelmente implicar mais
que a cont́ınua diferenciabilidade de u em U e que Du é localmente Holder cont́ınuo
com expoente 1/3. Não é conhecido, no momento, que isto é falso. Também não é
conhecido, no momento, se ou não u ∈ AM(U) implica que u é diferenciavel em todo
ponto de U no caso da norma de Euclideana exceto quando n = 2.

Apresentamos a seguir um dos poucos resultados de regularidade conhecidos usando
a hipótese u ∈ AM(U) que é válido em qualquer dimensão é o Teorema 6 abaixo. A
prova é dada no caso da norma de Euclideana. Modificações estendem os argumentos
para normas as quais, junto com as normas duais, é estritamente convexa. O teorema
é falso para normas gerais, como o u(x) = |x|∞ mostra quando a norma é |.|∞
Teorema 6. Seja u ∈ AM(U) e x0 ∈ U . Seja |.| a norma euclidiana. Se λj > 0
satisfaz λj ↓ 0, v ∈ C(Rn), e

v(x) = lim
j→∞

u(λjx+ x0)− u(x0)

λj
(6.1)

65
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vale uniformemente sobre conjuntos compactos do Rn, então v é uma função linear.

Savin mostrou em [6], que se n = 2 e u é absolutamente minimizante, então u ∈
C1(U). Savin começou de uma atraente reformulação do teorema

lim
r↓0

inf
{e∈Rn;|e|=Tu(0)}

sup
|x|≤r

|u(x+ x0)− u(x0)− 〈e, x〉|
r

= 0.

Deixe-nos explicar como este teorema é um resultado que contribui para saber a melhor
regularidade de uma função absolutamente minimizante. Se u é diferenciável em x0,
então um cálculo mostra que

u(λx+ x0)− u(x0)

λ
= 〈Du(x0), x〉+ o(1) quando λ ↓ 0.

Portanto o mesmo limite v em (6.1) é obtido, não importa qual a sequência λj ↓ 0 é
usada e v(x) = 〈Du(x0), x〉 é linear. Nós veremos brevemente que é sempre verdade
que as funções v(x) := (u(λx + x0) − u(x0))/λ formam uma famı́lia precompacta em
C(BR(0)) para R > 0 para valores de λ suficientemente pequenos. Isto só depende da
continuidade Lipschitz local de u. Assim, se λj é qualquer sequência tal λj ↓ 0, então,
existe uma subsequence λjk que convergirá localmente uniformemente a um limite v
em Rn.O teorema afirma que v deve ser linear, o que está de acordo o caso onde
Du(x0) existe. Porém, nós não sabemos se o limite v em (6.1) depende da sequência
particular pela qual é definida. Se isso não acontecer, então note que Du(x0) existe
e Du(x0) = Dv(0). Realmente, se v(x) = 〈p, x〉 não importa qual sequência é usada,
mas Du(x0) não existe, então há um ε > 0 e um uma sequência xj ↓ 0 tal que

|u(xj + x0)− u(x0)− v(xj)|
|xj|

≥ ε para j = 1, 2 . . . . (6.2)

Pondo λj = |xj| e ωj = xj/λj, (6.2) diz que∣∣∣∣u(λjω
j + x0)− u(x0)

|λj|
− v(ωj)

∣∣∣∣ ≥ ε para j = 1, 2 · · · (6.3)

Assim λj não tem subseqüência ao longo da qual (u(λjx + x0) − u(x0))/λj converge
uniformemente para v(x) sobre |x| = 1.

Portanto o teorema 6 fornece positiva, mas não definitiva evidência que Du(x0)
existe. Permanece um problema em aberto determinar se funções absolutamente mi-
nimizantes são diferenciáveis em todo ponto. Nós voltaremos à prova.
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Demonstração. Pelo lema 6, ı́tem 3 S+
u (x0) = Tu(x0). Se este valor for zero, então

|u(x)− u(x0)| ≤ Lu(Bλ(x
0))|x− x0| para |x− x0| ≤ λ

e u(x) = u(x0) + o(|x− x0|). Isto mostra que Du(x
0) existe e é igual a zero. Então

u(λx+ x0)− u(x0)

λ
= 〈Du(x0), x〉+

r(λx)

λ

onde

lim
λ→0

r(λx)

λ
= 0

Portanto, não importa qual seja a sequência λj ↓ 0, obtemos que v(x) = 〈Du(x0), x〉.
Logo, v é linear. Daqui em diante nós assumiremos que

L0 := S+
u (x0) = Tu(x0) > 0.

Se u ∈ CC(U), x0 ∈ U, Br0(x
0) ⊂⊂ U e u∗(x) = (u∗(r0x + x0) − u(x0))/(r0L0),

então u∗ ∈ CC(B1(0)), u∗(0) = 0 e S+
u∗(x0) = S+

u (x0)/L0 = 1. Daqui em diante nós
assumiremos que

u ∈ CC(B1(0)), u(0) = 0, S+
u∗(0) = 1. (6.4)

Dado (6.4), para λ > 0 a função

vλ(x) :=
u(λx)

λ

satisfaz vλ ∈ CC(B1/λ(0)), vλ(0) = 0 e para r < 1/λ

Lvλ(Br(0)) = Lu(Bλr(0)), max
|w|=r

vλ(w) =
max|w|=λr u(w)

λ
= rS+

u∗(0, λr).

Portanto a famı́lia vλ é uniformemente limitada e equicont́ınua em cada bola Br(0)
quando λ ↓ ∞. Portanto existe uma sequência λj ↓ 0 e v ∈ Rn tal que vλj → v unifor-
memente sobre todo conjunto limitado. Como a propriedade de gozar de comparação
com cones é preservada sobre a convergência uniforme, v ∈ CC(Rn). Pondo λ = λj e
passando o limite nas relações acima, obtemos as duas primeiras relações abaixo

Lv(Br(0)) ≤ Tu(0) = 1, max
|w|=r

v(w) = r, min
|w|=r

= −r. (6.5)

Aqui foram usados os fatos que, constantes Lipschtz são semicont́ınuas superiormente e
máximos são cont́ınuos com respeito a convergência uniforme. E terceira relação acima
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é clara. Note que a primeira relação sendo válida para r > 0 implica que Lv(Rn) ≤ 1.
As propriedades (6.5), validas para r > 0, junto com v(0) = 0, garantem que v é
linear. Para ver isto, sejam x+

r , x
−
r quaiquer dois pontos tais

|x+
r |, |x−r | = r e v(x+

r ) = r, v(xx−r ) = −r. (6.6)

Até este ponto nós não temos usado a hipótese que |.| é a norma euclidiana. Agora o
faremos: sendo pontos na esfera de raio r e centro 0, a menos que x+

r = −x−r nós teremos
|x+
r − x−r | < 2r, neste caso (6.6) é inconsistente com 2r = v(x+

r )− v(x−r ) ≤ |x+
r − x−r |.

Aqui nós temos usado que Lv(Rn) ≤ 1. Então nós temos mostrado que os pontos x+
r , x

−
r

satisfazendo (6.6) são únicos. De fato, se y+
r e y−r são pontos satisfazendo (6.6), pelo

que vimos, y−r é o ant́ıpoda de x+
r , isto é, x−r . Analogamente, y−r = x−r .

Agora afirmamos que v é linear sobre o seguimento [x−r , x
+
r ], isto é,

g(t) := v(tx+
r ) = v(−tx−r ) = tr para − 1 ≤ t ≤ 1. (6.7)

De fato, g(−1) = −r = r(| − 1 + 1| − 1), g(1) = r = (|1 + 1| − 1), e Lg(−1, 1) = r.
Pois, se t1, t2 ∈ (−1, 1) como Lv(Rn) ≤ 1, temos

|g(t1)− g(t2)| = |v(t1x
+
r )− v(t2x

+
r )|

≤ |t1x+
r − t2x+

r |
= |x+

r ||t1 − t2|
= r|t1 − t2|.

Assim, g coincide com a função cone t → r(|t + 1| − 1) = rt sobre a fronteira de
U = (−1, 1) e tem a mesma constante Lipschtz. Pela proposição 1 g(t) ≡ tr. E segue
que todos os pontos x−r , x

+
r estão sobre uma mesma reta.

Sejam x2, ...xn tais que x+
1 , x

2, ...xn é uma base ortonormal do Rn e defina f : Rn −→
R por

f(x1, y) := f(x1, y2, ...yn) = v(x1x
+
1 + y2x

2 + ...+ ynx
n)

onde y = (y2, ..., yn). Claramente, Lf (Rn) = Lv(Rn) = 1 e f(x1, 0) ≡ x1. Nós afirmamos
então que f(x1, y) ≡ x1. Para ver isto,observe que

|f(x1, y)− f(s, 0)| = |v(x1x
+
1 + y2x

2+ · · ·+ ynx
n)− v(sx+

1 )|
≤ Lv(Rn)|x1x

+
1 + y − sx+

1 |
≤ |y|+ |x+

1 ||x1 − s|
= |y|+ |x1 − s|.
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Logo,

|y|2 + |x1 − s|2 ≥ |f(x1, y)− f(s, 0)|2
= |f(x1, y)− x1 + x1 − f(s, 0)|2
= |f(x1, y)− x1|2 + 2(x1 − s)(f(x1, y)− x1) + |x1 − s|2.

Nós conclúımos então que

2(x1 − s)(f(x1, y)− x1) ≤ |y|2,

onde s ∈ R qualquer. Isto acontece somente se f(x1, y)− x1 ≡ 0. Segue então que v é
linerar.

A exata regularidade das funções absolutamente minimizantes, é amplamente um
problema em aberto. O teorema 6 é o único resultado positivo conhecido até então de
um minimizador absoluto genérico. Originalmente publicado em [30].



Caṕıtulo 7

PROBLEMA VARIACIONAL

Uma técnica popular para estudar minimizadores absolutos passa por um processo de
aproximação envolvendo problemas variacionais na forma integral. O propósito aqui
é esboçar brevemente essa abordagem e explicar como se relaciona com o material
no texto principal. A discussão será muito menos auto-contida do que nas seções
anteriores. Em particular, nós precisamos recorrer a vários fatos em análise funcional
e da teoria dos espaços de Sobolev. Por simplicidade, é assumido neste caṕıtulo que U
é um conjunto aberto limitado.

7.1 Espaços de Sobolev

Para uma função u ∈ C∞(U) e 1 < p <∞, definimos

||u||1,p :=

(∫
U

|u(x)|pdx
)1/p

+

(∫
U

|Du(x)|pdx
)1/p

. (7.1)

Aqui, Du é o gradiente de u, dx denota a medida de Lebesque n-dimensional usual.
Então o espaço de sobolev W 1,p(U) é definido como o completamento de C∞(U) na
norma ||.||1,p. Pelo Teorema de Meyers e Serrin, u ∈ W 1,p(U) se, e somente se, u e
todas as suas derivadas parciais de primeira ordem no sentido das distribuições são
elementos do espaço Lp(U). Lembramos ainda que W 1,p(U) é um espaço de Banach
reflexivo para valores p tais que 1 < p <∞ e um espaço Hilbert para p = 2.

Um importante subespaço de W 1,p(U) é o fecho de C∞0 (U) o conjunto das funções
suaves compactamente suportadas na norma ||.||1,p . E é denotado por W 1,p

0 (U). Além

disso, para um dado w ∈ W 1,p(U) nós denotamos

W 1,p
w (U) := {u ∈ W 1,p(U) : u− w ∈ W 1,p

0 (U)}.

70
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Uma vez que W 1,p
w (U) é fechado e convexo é fracamente fechado pelo lema de Mazur.

Nós precisaremos dos seguintes fatos sobre espações de Sobolev:

• Se 1 < q ≤ p ,∞, então W 1,p(U) ⊂ W 1,q(U). Isto segue facilmente da desigual-
dade de Hölder e da limitação de U .

• Se u é Lipschitz cont́ınua em U , então u ∈ W 1,p(U) para todo p.

• Existe uma constante C dependendo somente sobre n, p e U tal que

‖u‖1,p ≤ C‖Du‖Lp(U) (7.2)

para todo u ∈ W 1,p
0 (U) então u é Hölder cont́ınua em U . Este é um caso especial

do teorema de imersão de Sobolev

• Se u ∈ W 1,p(U) e p > n então u é localmente Hölder cont́ınua em U . Além disso,
se u ∈ W 1,p

0 então u é Hölder cont́ınua em U e

|u(x)− u(y)| ≤ C‖Du‖Lp(U)|x− y|1−n/p (7.3)

para todo x, y ∈ U e para algum C dependendo somente sobre n, p e U .

7.2 Funções p-harmônicas

Nós consideraremos o problema de minimizar o funcional

Ip(u) =

∫
U

|Du(x)|pdx (7.4)

no subespaço W 1,p
w (U). Pondo I∗p = inf{Ip(u) : u ∈ W 1,p

w (U)}, vemos que I∗p é finito
pois é o ı́nfimo de valores reais não negativos. Sendo assim, existe uma sequência vj tal
que Ip(vj)→ I∗p quando j →∞ (a chamda sequência minimizante). Em particular,por
7.2 a sequência vj é limitada em W 1,p(U). Com efeito, por (??)

||vj − w||1,p ≤ C

(∫
U

|Dvj −Dw|p
)1/p

= Ip(vj − w) ≤ Ip(vj) + Ip(w),

e os vj estão contidos em bola centrada em w de raio finito.
Assim, como W 1,p(U) é um espaço de Banach reflexivo, trocando por uma sub-

sequência se necessário, podemos supor que vj → up ∈ W 1,p(U) na topologia fraca,
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e como W 1,p
w (U) é fracamente fechado, up ∈ W 1,p(U). O operador Ip é estritamente

convexo, e cont́ınuo em norma. De fato, como a função real x 7→ xp possui derivada
segunda positiva em (0,∞), é convexa neste intervalo, e temos que se t ∈ (0, 1) então

Ip(tu+ (1− t)v) =

∫
U

|(tDu+ (1− t)Dv)p|

<

∫
U

|t|Du|p + (1− t)|Dv|p|

≤ tIp(u) + (1− t)Ip(v).

Assim, como vj ↪→ up, (convergência fraca) otemos

Ip(up) ≤ lim inf
j→∞

Ip(vj) = I∗p .

Logo, como up ∈ W 1,p
w (U), up minimiza o funcional Ip em (7.4). Tais funções são

chamadas p-harmônicas generalizadas com valor de fronteira w.
A propriedade de ser p-harmônica é local no sentido de que u é p-harmônica com

valor de fronteira u em U se, e somente se, u é p-harmônica com valor de fronteira u
em V para todo aberto V ⊂ U. Com efeito, para a volta, basta tomar V = U. Agora,
supondo u p-harmônica com valor de fronteira u em U e V ⊂ U aberto, mostraremos
que ∫

V

|Du|pdx ≤
∫
V

|Dv|pdx ∀v ∈ W 1,p
u (V ).

Do contrário existiria v0 ∈ W 1,p
u (V ) tal que∫
V

|Dv0|pdx <

∫
V

|Du|pdx.

Mas se v ∈ W 1,p
u (V ) , então a função

u∗ =

{
u, em U \ V,
v, em V,



CAPÍTULO 7. PROBLEMA VARIACIONAL 73

pertence à W 1,p
u (U). Logo∫

U

|Dv∗0|pdx =

∫
V

|Dv∗0|pdx+

∫
(U \V )

|Dv∗0|pdx

=

∫
V

|Dv∗0|pdx+

∫
(U\V )

|Du|pdx

<

∫
V

|Du|pdx+

∫
(U\V )

|Du|pdx

=

∫
U

|Du|pdx,

contrariando que u é p-harmônica com valor de fronteira u em U.
A unicidade de uma função harmônica com um dado valor de fronteira w segue

da convexidade estrita de Ip. De fato, sejam u1, u2 p-harmônicas em U com valor de
fronteira w. Se u1 6= u2 em um conjunto de medida positiva, então, pela convexidade
estrita de Ip,

I∗p ≤ I∗p (
1

2
(u1 − u2)) <

1

2
(Ip(u1)− Ip(u2)) = I∗p ,

o que é imposśıvel. Portanto u1 = u2 em U.
Uma consequência da unicidade de funções p-harmônicas com um valor de fronteira

fixado é que se u1, u2 são funções p-harmônicas em U com o mesmo valor de fronteira e
se u1 ≤ u2 sobre ∂U( o qual siginifica que max{u1−u2, 0} ∈ W 1,p

0 (U)) implica u1 ≤ u2

sobre U. Isto segue por notar que se o conjunto aberto

V := {x : u1(x) > u2(x)}

fosse não vazio teŕıamos duas funções p-harmônicas distintas com os mesmos valores
em ∂V , violando assim a unicidade. Obsernvando ainda que u+ c é p-harmônica para
todo c ∈ R se u é p-harmônica. Nós conclúımos a estimativa

sup
x∈U

(u1 − u2) ≤ sup
x∈∂U

(u1 − u2) (7.5)

é válido para funções p-harmônicas u1, u2 ∈ W 1,p(U) ∩ C(U).
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7.3 Conexão com extensões Lipschitz.

Seja f : ∂U 7→ R tal que Lf (∂U) é finito, w : U 7→ R Lipschitz cont́ınua satisfazendo
w = f sobre ∂U . Uma vez que w ∈ W 1,p(U) para qualquer 1 < p < ∞ existem
funções p-harmônicas up ∈ W 1,p

w (U). Por desigualdade de Holder e a definição de
funções p-harmônicas, nós temos para um 1 < p <∞ fixo e p ≥ q

‖Dup‖Lq(U) ≤ |U |1/q−1/p‖Dup‖Lp(U)

≤ |U |1/q−1/p‖Dw‖Lp(U)

≤ |U |1/q−1/pess supx∈U‖Dw‖Lp(U)

onde |U | denota a medida de lebesgue de U . A estimativa acima implica que {up}p≥q é
limitado em W 1,q(U) e portanto contém uma sequência fracamente convergente, ainda
denotada por (up) convergindo para uma função u ∈ W 1,q

w (U). Nós deduzimos então
por semicontinuidade fraca que

‖Du‖Lp(U) ≤ |U |1/q−1/pess supx∈U‖Dw‖Lp(U). (7.6)

O mesmo racioćınio pode ser repetido para q + 1, q + 2, q + 3 · · · , tal que em cada
passo nós escolhemos uma sequência fracamente convergente como uma subsequÇencia
da prévia. Considerando a sequência diagonal en encontramos uma subsequência upj
tla que upj → u fracamente em W 1,q(U) e (7.6) vale para qualquer q < ∞. Logo
fazendo q →∞ obetemos

ess supx∈U‖Du‖Lp(U) ≤ ess supx∈U‖Dw‖Lp(U). (7.7)

e isto é válido para qualquer função Lipschitz w com w = f sobre ∂U . Observe
além disso que por (7.3), (7.6) e Arzelá-Ascoli nós podemos assumir que upj → u
uniformemente em U .

Para ver que u tmabém têm a propriedade de ser absolutamente minimizante, deixe-
nos considerar V ⊂⊂ U e uma função Lipschitz cont́ınua v sobre V tal que u = v sobre
∂V . Então nós podemos repetir a construção acima e obter uma sequênicia de funções
p-harmônicas (vpjk ) sobre V , coincidindo com v sobre ∂V tal que vpjk → v∗ e

ess supx∈U |Du(x)| ≤ ess supx∈U |Dw(x)| (7.8)
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Assim, como vpjk e upjk ambas são pjk-harmônicas em V , por (7.5) nós temos

sup
x∈V
|u(x)− v∗(x)| ≤ sup

x∈V
|u(x)− upjk (x)|+ sup

x∈V
|upjk (x)− vpjk (x)|

+ sup
x∈V
|vpjk (x)− v∗(x)|

Como upjk → u e vpjk → v∗ uniformemente em V e u = v sobre ∂V , isto implica que
u = v∗ em V . Em particular,

ess supx∈V |Du(x)| ≤ ess supx∈V |Dv(x)| (7.9)

para qualquer função cont́ınua Lipschitz v ∈ C(V ) que coincide com u sobre ∂V .

7.4 Equações de Euler-Lagrange

Seja Uaberto limitado do Rn e φ ∈ C∞0 (U) uma função teste e t ∈ R. Um vez que

Ip(up) ≤ Ip(up + tφ),

isto é, a função t 7→ Ip(up + tφ) tem um mı́nimo e t = 0, nós inferimos que∫
U

|Dup|p−2〈Dup, Dφ〉dx = 0. (7.10)

Portanto up satisfaz a equação p-Laplace generalizada

−div((|Dv|p−2Dv) = 0. (7.11)

no sentido das distribuições. Observe que por aproximação (7.11) vale para alguma
φ ∈ W 1,p

0 (U).

Definição 8. Considere a equação

F (x,Du,D2u) = 0 em U. (7.12)

• Uma função semicont́ınua inferiormente é uma supersolução de (7.12) em U no
sentido da viscosidade, se para toda φ ∈ C2(U) tal que u − φ tem um mı́nimo
estrito no ponto x0 ∈ U com u(x0) = φ(x0) nós temos:

F (x0, Dφ(x0), D2φ(x0)) ≥ 0.
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• Uma função semicont́ınua superiormente é uma subsolução de (7.12) em U no
sentido da viscosidade, se para toda φ ∈ C2(U) tal que u − φ tem um máximo
estrito no ponto x0 ∈ U com u(x0) = φ(x0) nós temos:

F (x0, Dφ(x0), D2φ(x0)) ≤ 0.

• Finalmente u é uma solução de (7.12) em U no sentido da viscosidade se u é
uma supersolução e uma subsolução de (7.12) em U no sentido da viscosidade.

Se nós temos uma função p-harmônica fraca (no sentido das distribuições) que é
cont́ınua, então esta também é uma solução de (7.11) no sentido da viscosidade. Este
é o conteúdo do nosso próximo resultado.

Lema 11. Seja u uma solução fraca de ∆pu = 0 em algum domı́nio U para p > 2.
Então u é uma solução de

−(p− 2)|Du|p−4∆∞u− |Du|p−2∆u = 0 em U (7.13)

no sentido da viscosidade.

Demonstração. Seja x0 ∈ U e uma função φ ∈ C2(U) tal que u(x0) = φ(x0) e u − φ
tem mı́nimo estrito em x0. Nós queremos mostrar que

−(p− 2)|Dφ|p−4∆∞φ(x0)− |Dφ|p−2∆φ(x0) ≥ 0.

Assuma que este não é o caso, então existe um raio r > 0 tal que

−(p− 2)|Dφ|p−4∆∞(x)φ(x)− |Dφ|p−2∆φ(x) < 0,

para todo x ∈ B(x0, r). Ponha m = inf |x−x0|=r(u − φ)(x) e seja ψ(x) = φ(x) + m/2.
Esta função ψ verifica ψ(x0) > u(x0)( pois note que m > 0 por ser x0 mı́nimo estrito
de u− ψ e u(x0) = φ(x0) < ψ(x0)) e

−div(|Dψ|p−2Dψ) < 0.

Multiplicando por (ψ − u)+, extendendo por zero fora de B(x0, r), nós obtemos∫
{ψ >u}

|Du|p−2〈Dψ,D(ψ − u)〉dx < 0.
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onde {ψ > u} := {x ∈ U : ψ(x) > u(x)}. Tomando (ψ − u)+ como uma função teste
na forma fraca da equação nós obtemos∫

{ψ >u}

|Du|p−2〈Du,D(ψ − u)〉dx = 0.

Portanto, subtraindo as duas expressões acima obtemos

C(N, p)

∫
{ψ >u}

|Dψ −Du|p ≤
∫

{ψ >u}

〈|Dψ|p−2Dψ − |Du|p−2Du,D(ψ − u) 〉dx < 0,

uma contradição. Isto prova que u é uma supersolução de (7.13) no sentido da viscosi-
dade. A prova do fato de que u é uma subsolução de (7.13) no sentido da viscosidade
é análoga.

Agora nós veremos que se uma sequência upi de funções p-harmônicas cont́ınuas
converge uniformemente para u quando pi →∞, então u satisfaz

−∆∞u = −〈D2uDu,Du〉 = 0

em U no sentido da viscosidade. Seja φ ∈ C2(U) tal que u−φ tem um ponto de máximo
estrito em x0 ∈ U. Uma vez que upi converge uniformemente para u, nós temos que
upi − φ tem algum ponto de máximo xi ∈ U com xi → x0. Depois, nós usamos que upi
é uma solução de −∆piupi = 0 em U no sentido da viscosidade e obtemos

−(pi − 2)|Dφ|pi−4∆∞φ(xi)− |Dφ|p−2∆φ(xi) ≤ 0

Se Dφ(x0) = 0 nós obtemos −∆∞φ(x0) ≤ 0. Se este não é o caso nós temos que
Dφ(xi) 6= 0 para algum i suficientemente grande e então

−∆φ(xi) ≤
1

pi − 2
|Dφ|2∆φ(xi)→ 0, quando i→∞.

Nós conclúımos que
−∆φ(x0) ≤ 0.

Isto é, u é uma subsolução de −∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade. Um
argumento semelhante mostra que u é também uma supersolução e portanto uma
solução de −∆∞u = 0 em U no sentido da viscosidade.
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