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RESUMO 
 
 
 
 

Esta Tese estuda três problemas distintos entre si, embora conectados pelo instrumental. 
No primeiro ensaio é utilizado um modelo de progresso técnico endógeno para estudar as 
relações entre crescimento da produtividade agrícola e o processo de industrialização 
num contexto de economia aberta. O conceito de Vantagem Comparativa Dinâmica é 
exaustivamente utilizado e, adicionalmente, busca-se entender como a integração 
tecnológica entre os setores agrícola e industrial contribuí para a dinâmica do emprego na 
indústria. No segundo ensaio utilizou-se um modelo de equilíbrio geral do tipo agente 
representativo para analisar e comparar os efeitos da adoção de dois regimes de ajuste 
fiscal: o regime de superávit primário proporcional ao produto e o regime de déficit 
nominal zero. No modelo construído analisou-se os impactos de tais regimes sobre as 
alocações de equilíbrio bem como sobre o bem estar. Em ambos os casos, o efeitos de 
curto e de longo prazos são sempre comparados. Por último, o terceiro ensaio propõe 
demonstrações alternativas dos Lemas de Hotelling e de Shephard utilizando novas 
relações de dualidade na teoria da produção. As demonstrações propostas possuem duas 
vantagens, relativamente às demonstrações usuais, quais sejam, a não utilização do 
conhecido Teorema do Envelope e a validade da demonstração para pontos interiores ao 
conjunto de produção.   
 
 
Palavras-Chaves: Vantagem Comparativa Dinâmica, Learning-by-doing, Superávit 
Primário, Déficit Nominal, Bem-Estar, Lema de Hotelling, Lema de Shephard, Função 
Distância Direcional.    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ABSTRACT 
 
 

This Thesis studies three distinct problems between itself, even so connected for the 
instrument.  In the first chapter a model of endogenous technical progress is used to study 
the relations between growth of the agricultural productivity and the process of 
industrialization in a context of open economy.  The concept of Dynamic Comparative 
Advantage is exhaustingly  used and, additionally, searchs to understand as the 
technological integration between the sectors agricultural and industrial contributed for 
the dynamics of the employ in the industry.  In the second chapter a model of general 
equilibrium was used to analyze and to compare the effect of two fiscal adjustment rules:  
the rule of primary superávit proportional to the product and the rule of zero nominal 
deficit .  In the constructed model the rules it was analyzed the impacts of these rules on 
the optimal allocations as well as on the welfare.  In both the cases, the effect of short and 
long runs always are compared.  Finally, the third chapter considers an alternative proofs 
of the Hotelling´s Lemma and Shephard´s Lemma using new relations of duality in the 
theory of the production.  The proofs proposals possess two advantages, relatively to the 
usual demonstrations, which are, not the use of the known Enveolpe Theorem and the 
validity of the demonstration for interior points to the production set. 
 
Key Words: Dynamic Comparative Advantage, Learning-by-doing, Primary Superávit, 
Nominal Déficit, Welfare, Hotelling´s Lemma, Shephard´s Lemma, Directional Distance 
Function. 
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1 Produtividade Agrícola e Industrialização em

uma Economia Aberta

1.1 Introdução

Desde longa data o padrão de trocas internacionais tem sido reconhecido

como um importante fator na contribuição ao crescimento econômico das

nações1. As altas taxas de crescimento experimentadas por países como

Coréia do Sul, Hong Kong, Taiwan e Japão2, entre o início dos anos sessenta e

final dos anos oitenta, são frequentemente relacionadas às políticas de desen-

volvimento "voltadas para fora", ou seja, que enfatizam setores produtivos

com potencial exportador.

Apesar disso, a elaboração de modelos teóricos com o objetivo de analisar

os efeitos de trocas internacionais sobre crescimento econômico, foi relativa-

mente pobre até o final dos anos oitenta e início dos anos noventa.

Nesse mesmo período os trabalhos de Romer (1986,1990) e Lucas (1988)

passam a incorporar progresso técnico endógeno como um importante fator

de crescimento econômico e, principalmente, como um meio de explicar os

diferenciais de taxas de crescimento entre países.

Em Chenery (1973) a importância de uma unificação entre teorias de

crescimento econômico e padrão de trocas já era salientada. Para tanto o

autor enfatiza que a noção de vantagem comparativa deveria incorporara

elementos dinâmicos. Nas palavras do autor:

"A crítica principal que se faz a noção tradicional é que vantagem

comparativa constitui conceito essencialmente estático que ignora

uma variedade de elementos dinâmicos."

A noção de vantagem comparativa dinâmica apresenta-se, portanto, como

o principal elemento de unificação entre o padrão de trocas internacionais e

a moderna teoria do crescimento endógeno.

1Scandizzo (1999) oferece um bom survey sobre a discussão recente.
2Ver Summers e Heston (1988).
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Nos trabalhos de Grossman e Helpman (1990), Young (1991) e Mat-

suyama (1990, 1992), a noção de vantagem comparativa dinâmica está con-

stantemente presente em suas análises, mas uma definição precisa desse con-

ceito e suas consequências diretas sobre a dinâmica do padrão de trocas só

aparecem em Redding (1999).

A grande maioria dos trabalhos que combina crescimento endógeno e

padrão de trocas é construída com base em um modelo de dois setores, um

considerado tradicional (ou de baixa tecnologia) como, por exemplo, o setor

agrícola e o outro de alta tecnologia, via de regra, o setor industrial.

Matsuyama (1992), considera uma economia com um setor agrícola (setor

estagnante) e um outro de manufatura. Na agricultura não existe progresso

técnico, enquanto na indústria o progresso técnico é endógeno via learning-

by-doing. O autor concluiu que em economias abertas existe um link negativo

entre produtividade na agricultura e emprego industrial, bem como um efeito

perverso do primeiro sobre bem-estar.

No artigo de Carvalho e Barreto (2005), o progresso técnico da agricultura

é endogenizado também via learning-by-doing. Os autores mostram que as

conclusões de Matsuyama (1992) podem não ser sustentáveis no longo prazo

devido a possibilidade de reversão de especialização induzida por vantagens

comparativas.

Já Redding (1999) em seu modelo com dois setores - um de baixa tec-

nologia e outro de alta tecnologia, ambos com progresso técnico endógeno -

mostra que, sob livre troca, pode haver redução de bem-estar intertempo-

ral se o padrão inicial de vantagem comparativa indica que a economia não

se especializa no setor no qual seu potencial de learning-by-doing é maior

relativamente ao seu parceiro de troca. Neste sentido, o autor mostra que

se a economia possuí um potencial relativo de learning-by-doing, num setor

que não aquele em que se observa vantagem comparativa inicial, então inter-

venção estratégica na direção de reverter o padrão de especialização, induzido

por vantagem comparativa, aumenta o bem estar intertemporal.

Este trabalho pretende combinar as idéias de Matsuyama (1992) e Red-

ding (1999), construindo um modelo com dois setores: agricultura e man-

ufatura. Em ambos os setores o progresso técnico é endógeno através de
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learning-by-doing. Além disso, é suposto que o progresso técnico na man-

ufatura exerce influência positiva sobre o crescimento da produtividade na

agricultura.

Na verdade, esta última suposição pretende acomodar avanços tecnológi-

cos do tipo land-saving (provavelmente vindo majoritariamente da indústria

através de avanços nas áreas biotecnológicas e químicas) e do tipo labor-

saving (em maior grau como consequência do processo de learning-by-doing

do setor, mas também através da indústria devido a inovações mecânicas).

No que se segue, além dessa introdução, o artigo esta distribuído da

seguinte maneira: na Seção 1.2 o modelo é formalmente descrito; na Seção

1.3 é feita a análise levando-se em consideração uma economia fechada. Na

Seção 1.4, a mesma análise é realizada sob a hipótese de uma economia

aberta. Na Seção 1.5, é feita uma análise de bem-estar sob hipótese de uma

economia aberta. Finalmente, a Seção 1.6 apresenta as principais conclusões

do trabalho bem como propõe extensões para pesquisa futura.

1.2 O Modelo

1.2.1 Tecnologia

O modelo consiste de uma economia com dois setores: um deles, considerado

de alta tecnologia, como a indústria, por exemplo, e o outro de baixa tec-

nologia como a agricultura. Neste sentido o produto total na economia no

período t, é dividido entre produção agrícola, yat , e produção na indústria, y
m
t .

A população é constante em L3. Trabalho é o único fator de produção e a

quantidade total disponível em todo tempo é normalizada para 1. O trabalho

empregado na indústria será denotado por lt. Assim 1− lt é a quantidade de

trabalho empregado na agricultura. Os bens industrializados são produzidos

de acordo com os seguintes pressupostos tecnológicos:

ymt = mtf(lt) (1.1)

3Matsuyama (1992) mostra que, em seu modelo, o tamanho da economia não afeta os
resultados obtidos.
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ondemt indica o nível de produtividade da mão-de-obra empregada na indús-

tria. É suposto que a tecnologia na indústria satisfaz produtividade marginal

posiva, exibe retornos decrescentes à escala e possibilidade de inanição, ou

seja, f 0 > 0, f
00
< 0 e f(0) = 0. A produtividade na industria evolui de

acordo com um processo de learning-by-doing, tal que:

·
mt = θmy

m
t ⇒

·
mt = θmmtf(lt) (1.2)

onde θm > 0 denota o potencial de learning-by-doing da economia no setor

industrial.

No setor de bens agrícola, a produção satisfaz aos seguintes requerimentos

tecnológicos:

yat = atg(1− lt) (1.3)

onde at indica o nível de produtividade da mão de obra empregada na agri-

cultura. Da mesma forma que na manufatura, os requerimentos adicionais

sobre a tecnologia da agricultura são, g0 > 0, g00 < 0 e g(0) = 0. A pro-

dutividade na agricultura também evolui de acordo com um processo de

learning-by-doing e além disso sofre influência positiva do crescimento na

produtividade da indústria. Essa suposição acomoda simultaneamente as in-

ovações tecnológicas dos tipos land-saving e labor-saving. Por simplicidade

assume-se que esses afeitos são aditivivamente separáveis. Desta forma tem-

se que
·
at = θay

a
t + θymt , onde θa > 0 denota o potencial de learning-by-doing

do setor agrícola e θ > 0 indica o grau de integração tecnológica entre a

agricultura e a manufatura.

A substituição das expressões (1.1) e (1.3) na equação de mudança da

produtividade agrícola, dá origem a:

·
at = θaatg(1− lt) + θmtf(lt) (1.4)

Será admitido que o efeito positivo do acúmulo de experiência no setor

manufatureiro sobre a produtividade da agricultura é menos intenso do que
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os efeitos isolados nos respectivos setores4, ou seja, θ < min{θa, θm}.
Por hipótese, existe pleno transbordamento de novas idéias e livre mobil-

idade do fator trabalho entre os dois setores da economia. Além disso, todos

os mercados operam em regime de concorrência perfeita. Essas suposições

são suficientes para garantir que, em equilíbrio, o valor da produtividade

marginal é igual entre os setores, ou seja, a seguinte relação deve ser satis-

feita:

atǵ(1− lt) = ptmtf́(1− lt) (1.5)

onde pt é o preço relativo dos bens manufaturados tomando os bens agrícolas

(alimentos) como numéraire.

1.2.2 Preferências

A economia é composta por agentes idênditcos, cuja preferência intertempo-

ral é dada por:

W =

∞Z
0

[β log(cat − γ) + cmt ]e
−ρtdt (1.6)

onde cat denota o consumo per-capita de bens agrícolas (alimento) e cmt o

consumo per-capita de bens manufaturados. Os parâmetros β, ρ e γ são

supostos todos positivos, onde 0 < ρ < 1, denota a taxa de desconto in-

tertemporal.

O parâmetro γ representa nível de subsistência no consumo de alimentos.

A inclusão de γ torna a utilidade do agente representativo não-homtética e

consequentemente a elasticidade renda por alimentos será menor do que a

unidade. Esta suposição é feita em função da Lei de Engel5 segundo a qual

o consumo de alimentos cresce absolutamente com a renda mas diminui em

termos relativos. Entre os vários trabalhos que compravam empiricamente,

4De acordo com as especificações dadas em (1.2) e (1.4) learning-by-doing é ilimitado
em ambos os setores. Para modelos com learning-by-doing limitado ver Young (1991) e
Redding (1996).

5Atribuído à Ernst Engel por seu trabalho publicado em 1857.
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podem ser descados os de Crafts (1980) e Selvanathan e Selvanathan (2004).

Echevarria (2000) utiliza o modelo de Solow para analisar as implicações da

Lei de Engel sobre crescimento e convergência em renda, e Steger (2000), com

o mesmo propósito, utiliza um modelo do tipo Ramsey-Cass-Koopmans.

Duas hipótese sobre consumo de subsistência serão mantidas nesse tra-

balho: 1) os consumidores têm renda suficiente para adquirir mais do γ

unidades de alimentos; 2) em todo momento a agricultura é suficientemente

produtiva para providenciar consumo de subsistencia para todos os consum-

idores, ou seja:

atg(1) > γL, para todo t (1.7)

1.3 Análise da Economia Fechada

Sob a hipótese de que a economia é fechada e observando que a utilidade do

agente representativo é crescente no consumo de bens agrícolas e industriais

a restrição orçamentária da economia deve ser satisfeita com igualdade, ou

seja, prevalece a identidade L(cat+ptc
m
t ) = yt, onde Lcat é o consumo agregado

de bens agrícolas, Lcmt o consumo agregado de bens manufaturados e yt é a

renda agregada da economia, isto é, yt = yat + pty
m
t . Desta forma o problema

do agente representativo na economia fechada é dado como segue.

max
{cAt , cMt }

∞Z
0

[β log(cat − γ) + cmt ]e
−ρtdt

sujeito a

cat + ptc
m
t = yt/L

Das condições de primeira ordem do problema acima obtém-se:

cat = γ + βptc
m
t (1.8)

Denotando consumo agregado por letras maiúsculas, a expressão (1.8)

pode ser reescrita como:
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Ca
t = γL+ βptC

m
t (1.9)

Sob o pressuposto de que a economia é fechada devem ser satisfeitas as

identidades Cm
t ≡ mtf(lt) e Ca

t ≡ atg(1− lt). Usando esses fatos e a condição
de equilíbrio dada pela equação (1.5), a equação (1.9) se reduz a:

g(1− lt)− βg0(1− lt)
f(lt)

f 0(lt)
=

γL

at
(1.10)

Para demonstrações de resultados posteriores a equação (1.10) deve apre-

sentar solução. No apêndice deste artigo prova-se a existência de uma solução

para (1.10) e é providenciada uma condição suficiente para que essa solução

seja única.

Antes de prosseguir com a análise deve ser notado que, a especificação

do processo de learning-by-doing de acordo com o sistema de equações difer-

enciais (1.2) e (1.4), faz com que os níveis de produtividade em ambos os

setores sejam funções do nível de emprego na indústria6, ou seja at = a(lt) e

mt = m(lt).

Sob o regime de autarquia, o emprego na indústria cresce com a produ-

tividade na agricultura e a participação do emprego nesta última declina ao

longo do tempo. É o que mostra a Proposição 1 a seguir.

Proposição 1 Numa economia fechada e sob o regime de concorrência per-
feita, l0(at) > 0 e d(1− lt)/dt < 0.

Prova. Observe que a equação (1.10) resulta das hipóteses de uma econo-
mia fechada e sob o regime de concorrência perfeita. Logo, rearranjando a

6Com efeito, a solução deste sistema para at e mt é dada, respectiva-

mente, pelas seguintes expressões at = a(nt) = a0 exp

⎛⎝θa

tZ
0

g(1− ls)ds

⎞⎠ +

θm0 exp

⎛⎝θm

tZ
0

f(ls)ds

⎞⎠⎧⎨⎩
tZ
0

f(lτ ) exp

⎛⎝ τZ
t

[θmF (ls)− θag(1− ls)] ds

⎞⎠ dτ

⎫⎬⎭ e mt =

m(nt) = m0 exp

⎛⎝θm

tZ
0

f(ls)ds

⎞⎠ .
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equação (1.10), é possível obter uma relação explícita entre at e lt tal que

a(lt) =
γL

g(1− lt)− βg0(1− lt)
f(lt)
f 0(lt)

(1.11)

Portanto diferenciando (1.11) com respeito a lt obtém-se:

a0(lt) =
(at)

2

γL

½
g0(1− lt)

∙
1 + β

µ
1− f(lt)f

00(lt)

(f 0(lt))2

¶¸
− βg00(1− lt)

f(lt)

f 0(lt)

¾
(1.12)

Portanto das hipóteses feitas sobre f(lt) e g(1 − lt) pode ser verificado que

a0(lt) > 0. Assim sendo, pelo teorema da função inversa, tem-se que, lt = l(at)

com l0(at) > 0 para qualquer t.

Para mostrar a segunda desigualdade basta verificar que d(1 − lt)/dt =

−l0(at)
·
at. Desde que l0(at) > 0 o resultado seque.

O resultado acima estabelece que sob autarquia, o emprego na indústria

é crescente com a produtividade na agricultura ao longo do tempo. Assim

a visão tradicional é aqui estabelecida formalmente: os ganhos de produtivi-

dade na agricultura se refletem positivamente sobre o emprego na indústria,

ou seja, a revolução "verde"é pré-condição para a revolução industrial. Este

resultado tabém foi observado por Matsuyama (1992).

As evidências do declínio da participação do emprego na agricultura tam-

bém foram notadas por Clark (1940), Kusnetz (1966) e Chenery e Syrquin

(1975). Esses autores verificaram que a participação do emprego na agricul-

tura declina tanto em dados seccionais quanto em séries de tempo. Portanto,

o emprego na agricultura diminui ao longo do tempo e, conseqüentemente, o

produto nesse setor.

Outro ponto interessante é que no modelo de uma economia fechada e sob

o regime de concorrência perfeita a especialização será assintoticamente in-

completa. Este resultado é formalmente estabelecido na seguinte proposição.

Proposição 2 Sob regime autárquico especialização será assintóticamente
incompleta, ou seja, lim

t→∞
lt = l com l ∈ (0, 1).

Prova. Considere φ(lt) = g(1 − lt) − βg0(1 − lt)
f(lt)
f 0(lt)

das suposições feitas
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sobre f e g a função φ é contínua em lt, portanto lim
t→∞

φ(lt) = φ
³
lim
t→∞

lt
´
.

Utilizando o resultado estabelecido no Apêndice a equação (1.10) possuí uma

única solução e portanto lim
t→∞

φ(lt) = γL lim
t→∞

a−1t . De acordo com o processo

de learning-by-doing da produtividade agrícola especificado em (4), at tem

crescimento ilimitado, consequentemente lim
t→∞

a−1t = 0. Combinando esses

fatos tem-se que lim
t→∞

φ(lt) = φ
³
lim
t→∞

lt
´
= 0 ou seja lim

t→∞
lt = l com l ∈ [0, 1].

Entretanto observe que φ(0) > 0 e φ(1) < 0 portanto l ∈ (0, 1).
O resultado demonstrado no Apêndice mostra que numa economia fechada

existe um nível de mão de obra empregado na indústria que satisfaz a condição

de equilíbrio em (1.10). Além disso, esse nível de mão de obra pertence ao

intervalo aberto (0,1), ou seja, a especialização será incompleta para qualquer

período de tempo finito. Na Proposição 2 por outro lado, é demonstrado que

especialização também será assintóticamente incompleta. Nesse sentido, sob

autarquia, coexistem ambos os setores da economia, seja qual for o período

analisado.

Por fim é possível mostrar que a participação do produto industrial é

crescente com a produtividade na agricultura. De fato, denotando por sm a

participação do produto industrial tem-se que:

sm =
ymt

yat + ymt
= 1/

"µ
mtf(l(at))

atg(1− l(at))

¶−1
+ 1

#
(1.13)

Como mtf(l(at))/atg(1 − l(at)) é crescente em l e l0(at) > 0 o resultado

segue.

Os resultados obtidos sob regime autárquico, estabelecem formalmente a

visão tradicional sobre a relação produtividade agrícola e industrialização,

defendida dentre outros por Nurske (1953) e Rostow (1960). Além disso,

esses resultados também foram estabelecidos por Matsuyama (1992) o que

assegura certa robustez dos resultados encontrados. No entanto, no artigo

deste autor, a produtividade da agricultura é considerada exógena e constante

e, portanto, o emprego na indústria é também constante. Neste sentido, os

resultados obtidos neste artigo constituem uma generalização dos resultados

de Matsuyama (1992).
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Na seção seguinte, a análise é extendida à economia aberta e, neste caso,

os resultados até aqui encontrados podem ser replicados ou não.

1.4 Análise da Economia Aberta

Nesta seção serão analisadas as implicações sobre o emprego e a renda con-

siderando uma economia aberta. A economia doméstica é pequena, por

hipótese, de modo que a mesma não exerce qualquer influência sobre o preço

relativo dos bens manufaturados. A economia do resto do mundo apresenta

as mesmas características da economia doméstica. As variáveis da economia

do resto do mundo serão representadas com acréscimos de asteriscos.

Os processos de learning-by-doing na indústria e na agricultura são, da-

dos, respectivamente, por:

·
m∗

t = θ∗mm
∗
tf(l

∗) (1.14)

·
a∗t = θ∗aa

∗
tg(1− l∗) + θ∗m∗

tf(l
∗) (1.15)

onde, tal como no caso da economia doméstica admite-se que θ∗ < min{θ∗a, θ∗m}.
Em adição, será assumido que o emprego na indústria é constante e igual l∗.

Supõe-se ainda que existe pleno transbordamento de novas idéias e livre

mobilidade do fator trabalho entre os setores da economia do resto do mundo.

Desta forma, similar a economia doméstica, em equilíbrio, o valor das pro-

dutividades marginais dos setores são iguais, isto é:

a∗t ǵ(1− l∗) = ptm
∗
t f́(l

∗) (1.16)

As suposições de transbordamento pleno de novas idéias e de livre mobili-

dade do fator de produção, não são verificados entre as economias7. Dividindo-

se a equação (1.16) pela equação (1.5) tem-se:

7Existe um número considerável de trabalhos que testemunham empiricamente a pre-
sença de transbordamento internacional imperfeito, ver por exemplo Coe e Helpman
(1995), Branstetter (1996) e Evenson e Singh (1997). Entretanto a inclusão dessa su-
posição não traria ganhos significativos à análise, apenas tornando-a mais complicada.
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f́(lt)

ǵ(1− lt)
=

at
mt

m∗
t

a∗t

f́(l∗)

ǵ(1− l∗)
(1.17)

A Proposição 3 abaixo estabelece a relação entre vantagem comparativa

e padrão de especialização entre as economias doméstica e resto do mundo

para um determinado período.

Proposição 3 Para certo t dado verifica-se

lt

⎧⎪⎨⎪⎩
>

=

<

⎫⎪⎬⎪⎭ l∗ ⇔ a∗t
m∗

t

⎧⎪⎨⎪⎩
>

=

<

⎫⎪⎬⎪⎭ at
mt

(1.18)

Prova. Rearranjando a equação (1.17) e avaliando em t dado, obtém-se:

at
mt

/
a∗t
m∗

t

=
ϕ(lt)

ϕ(l∗)
(1.19)

onde ϕ = f 0/g0 é uma função decrescente de l8. Portanto

at
mt

⎧⎪⎨⎪⎩
>

=

<

⎫⎪⎬⎪⎭ a∗t
m∗t
⇔ ϕ(lt)

⎧⎪⎨⎪⎩
>

=

<

⎫⎪⎬⎪⎭ϕ(l∗)⇔ lt

⎧⎪⎨⎪⎩
<

=

>

⎫⎪⎬⎪⎭ l∗.

Em palavras: a economia doméstica terá um participação do emprego

industrial maior (menor) relativamente à economia do resto do mundo se,

e somente se, a mesma tiver vantagem comparativa na indústria (agricul-

tura). A seguir, a equação (1.17) será utilizada para analisar a dinâmica

do emprego indutrial na economia doméstica. Para tanto tomando o logarí-

timo natural de (1.17) e diferenciando-a com respeito ao tempo obtém-se a

seguinte dinâmica para o emprego na indústria da economia doméstica:

h(lt)
·
lt =

Ã ·
at
at
−

·
mt

mt

!
−

⎛⎝ ·
a∗t
at
−

·
m∗

t

m∗
t

⎞⎠ (1.20)

onde h(lt) = f 00(lt)/f
0(lt)− g00(1− lt)/g

0(1− lt) < 0.

8De fato, ϕ0(l) = [f 00(l)g0(1− l) + f 0(l)g00(1− l)] /(g0(1− l))2 < 0.
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Segundo Redding (1999), quando se estabelce uma dinâmica da produtivi-

dade em ambos os setores da economia por meio de um processo de learning-

by-doing as taxas de crescimento de produtividade passam a relacionar-se di-

retamente com o padrão de especialização da economia num ambiente de tro-

cas. Com isso vantagem comparativa passa a ser endógena e faz-se necessário

uma definição precisa do que seja vantagem comparativa dinâmica. Nesse

trabalho será utilizada a definição de vantagem comparativa dinâmica dada

por Redding (1999). Segundo o autor, a economia doméstica possuí uma

vantagem comparativa dinâmica na agricultura se, e somente se:

d(at/mt)/dt

at/mt
− d(a∗t/m

∗
t )/dt

a∗t/m
∗
t

=

Ã ·
at
at
−

·
mt

mt

!
−

⎛⎝ ·
a∗t
at
−

·
m∗

t

m∗
t

⎞⎠ > 0 (1.21)

A equação (1.21) dá a formalização do conceito de vantagem compara-

tiva dinâmica simplesmente como o análogo dinâmico da noção estática de

vantagem comparativa. Com essa definição chega-se à primeira conlusão im-

portante sobre a análise da economia aberta: desde que h(lt) < 0, de acordo

com a equação (1.20) se a economia doméstica possuí uma vantagem com-

parativa dinâmica na agricultura então o emprego na indústria decresce no

tempo. Esse resultado generaliza a conlusão de Matsuyama (1992), para o

caso em que existe dinâmica na produtividade da agricultura. Entretanto,

deve ser notado que vantagem comparativa dinâmica como definida pela

equação (1.21), depende crucialmente do modo como a dinâmica da produ-

tividade, em ambos os setores, é especificada. Em particular os parâmetros

que indicam potencial de learning-by-doing e o parâmetro que representa a

integração tecnológica agricultura/indústria, possuem um papel central na

análise.

A fim de tornar mais precisa a análise sobre a dinâmica do emprego indus-

trial na economia doméstica, a especificação da dinâmica da produtividade de

ambos os setores será incluída. Substituindo as equações (1.2), (1.4), (1.14)

e (1.15) na equação (1.20), obtém-se:
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h(lt)
·
lt = [θag(1− lt)− θ∗ag(1− l∗)] +

h
θmt

at
f(lt)− θ∗m

∗
t

a∗t
f(l∗)

i
− [θmf(lt)− θ∗mf(l

∗)]
(1.22)

Para θa = θ∗a = θ = θ∗ = 0 a equação (1.22) se reduz à equação (12) de

Matsuyama (1992) pág. 325. Ou seja a equação (1.22) generaliza o modelo

de Matsuyama incorporando elementos que endogenizam vantagem compar-

ativa, a saber, os parâmetros de potencial de learning-by-doing e de inte-

gração tecnológica agricultura/indústria. A Proposição 4 abaixo providencia

as condições necessárias e suficientes para a direção da taxa de crescimento

do emprego industrial na economia doméstica.

Proposição 4 Para t ∈ [0, t́) (onde t ≤ ∞) suponha que na economia
doméstica prevaleça vantagem comparativa na agricultura, isto é, mt/at <

m∗
t/a

∗
t para todo t ∈ [0, t́). Verificam-se as seguintes afirmações.

a) Dado θa = θ∗a e θm = θ∗m tem-se

θ > θ∗ é necessário para
·
lt < 0

b) Dado max{θ, θ∗} < � para � > 0 suficientemente pequeno, tem-se

θa > θ∗a e θm < θ∗m é suficiente para
·
lt < 0

c) Dado max{θ, θ∗} < � para � > 0 suficientemente pequeno, tem-se

θa < θ∗a e θm > θ∗m é necessário para
·
lt > 0

Prova. a) Dado θa = θ∗a e θm = θ∗m e recorrendo à Proposição 3, tem-se

lt < l∗, logo das suposições feitas sobre as funções f e g, tem-se:

θa [g(1− lt)− g(1− l∗)]− θm [f(lt)− f(l∗)] > 0

uma vez que θa > 0 e θm > 0. A seguir. por premissa do resultado e

recorrendo-se novamente à Proposição 3, verifica-se que:

mt

at
f(lt) <

∗ m
∗
t

a∗t
f(l∗)

Portanto, afim de que
·
lt < 0 deve-se ter θ > θ∗, retomando que h(lt) < 0.
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b) Se o parâmetro de integração tecnológica agricultura/indústria é de-

sprezível em ambas as economias, então, como lt < l∗, segue que:

θa > θ∗a e θm < θ∗m impicam
·
lt < 0.

c) Recorrendo ao mesmo argumento utilizado em b), a fim de que
·
lt > 0

deve-se ter θa < θ∗a e θm > θ∗m.

De posse do resultado acima é possível estabelecer condições sob as quais

o emprego na indústria cresce/decresce com a produtividade agrícola. O item

a) da Proposição 4, mostra que o efeito negativo da produtividade agrícola

sobre o emprego na indústria, requer que a integração tecnológica agricul-

tura/indústria seja baixo na economia do resto do mundo relativamente à

economia doméstica. Qual seria a intuição para este resultado ? Talvez o

meio mais simples de pensar sobre isto, seja inferir quais seriam as conse-

quências se o oposto fosse observado.

Se a integração tecnológica agricultura/indústria fosse alta no resto do

mundo relativamente à economia doméstica, então é rezoável supor que a

agricultura no resto do mundo tornaria-se relativamente cada vez mais pro-

dutiva devido ao efeito de integração. Isto por sua vez levaria a economia

do resto do mundo a depender cada vez menos da produção de alimentos

gerada na economia doméstica, e esta, eventualmente, veria-se obrigada a

industrializar-se9, podendo assim, haver uma reversão do padrão de especial-

ização induzida por vantagem comparativa.

Este resultado generaliza as descobertas feitas por Matsuyama (1992) e

Redding (1999). No primeiro, o autor mostra que sob a hipótese de que a

produtividade na agricultura é exógena e constante em ambas as economias

(θa = θ∗a = 0 e
·
a =

·
a∗ = 0), a economia doméstica se especializará assin-

tóticamente em agricultura, se e somente se a mesma possuir uma vantagem

comparativa inicial neste setor. Entretanto, como demonstrado no item a)

da Proposição 4, é necessário que a integração agricultura/indústria seja rel-

ativamente baixa no resto do mundo.

Com relação ao trabalho de Redding (1999), o autor estabelece que even-

9Note que este resultado depende crucialmente da suposição de que o potencial para
learning-ny-doing tanto na indústria quanto na agricultura, sejam os mesmos para ambas
as economias.
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tualmente especialização induzida por vantagem comparativa pode ser rever-

tida em função dos potenciais para learning-by-doing das economias. Neste

trabalho, viu-se que esta reversão pode ocorrer mesmo quando os potenciais

para learning-by-doing são iguais em ambas as economias.

Com relação ao item b) da Proposição 4, é estabelecido que se o efeito de

integração é desprezível em ambas as economias, e se o potencial de learning-

by-doing, na economia doméstica, é relativamente maior na agricultura e rel-

ativamente menor na indústria, então vantagem comparativa inicial na agri-

cultura é necessário e suficiente para que a economia doméstica se especialize

(assintóticamente) na produção de alimento. Para ver isso, observe que se

θa > θ∗a e θm < θ∗m então, desde que o efeito de integração seja desprezível

nas duas economias, tem-se que:

a0
m0

>
a∗0
m∗
0

⇔
·
lt < 0⇒ lim

t→∞
lt = 0 (1.23)

Assim, a relação negativa entre a produtividade da agricultura e o em-

prego na indústria numa economia aberta, depende crucialmente, de que os

potenciais de learning-by-doing em ambas as economias estejam alinhados

com a vantagem comparativa observada inicialmente, ou seja, a agricultura

na economia doméstica deve ser relativamente mais produtiva do que a agri-

cultura no resto do mundo e, a indústria relativamente menos produtiva .

Finalmente o item c) da Proposição 3, revela que para que o emprego in-

dustrial cresça na economia doméstica sob vantagem comparativa na agricul-

tura, é necessário que os potenciais de learning-by-doing contrariem a direção

da vantagem comparativa, ou seja, a economia doméstica deve ter potencial

de learning-by-doing relativamente maior na indústria e relativamente menor

na agricultura. Este resultado simplesmente reverte o raciocínio subjascente

ao empregado na análise do item b).

Existe, de curso, uma importante implicação neste caso: economias em

desenvolvimento podem enfrentar um trade-off entre especializar-se de acordo

com o padrão existente de vantagem comparativa (neste caso na produção de

alimentos) e engressar em setores nos quais essas economias não possuem van-

tagem comparativa observada, mas podendo entretanto adquirí-la no futuro.
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Isso se daria como resultado do potencial de crescimento da produtividade

devido ao processo de learning-by-doing.

Todos esses fatos, além de generalizar resultados obtidos em trabalhos an-

teriores, também sugerem várias implicações de políticas voltadas ao desen-

volvimento em economias menos desenvolvidas, onde, via de regra, o padrão

de vantagem comparativa induz à especialização na agricultura. Se os po-

tenciais de learning-by-doing nessas economias sugerem uma indústria pro-

dutiva, então intervenção estratégica na direção de inseri-las em atividades

sem vantagens comparativas poderia fazer com que essa economia viesse a

tê-las no futuro.

Reeding (1999), aponta uma experiência interessante sobre este ponto:

a indústria siderúrgica Coreana. O autor revela que um estudo do Banco

Mundial nos anos sessenta, apontava que qualquer consideração sobre a es-

truturação de uma indústria de siderurgia na Coréia figurava-se como "...uma

proposição imatura e sem factibilidade econômica...", ou seja, não havia van-

tagem comparativa observada naquele setor. Entretanto o governo Coreano

fundou, em 1973, a Pohang Iron and Steel Company (POSCO). Surpreen-

dentemente, em 1988 a POSCO tornou-se a 11a maior companhia siderúrgica

do mundo, operando com 80 plantas individuais e com custos unitários que

eram cerca de dois terços dos observados na indústria siderúrgica americana.

Assim se observa que quando a POSCO foi criada a Coréia não tinha

qualquer vantagem comparativa naquele setor. Entretanto, seu potencial

para ganhos em produtividade tornou possível não só a estruturação do setor

como também passou a ser um país com indiscutível vantagem comparativa

nesta atividade.

A seção seguinte é dedicada a analisar os impactos das vantagens compar-

ativas sobre o bem-estar da economia doméstica relativamente à economia

do resto do mundo.

1.5 Análise de Bem-Estar

Nesta seção pretende-se inferir o impacto das vantagens comparativas sobre

o nível de bem estar na economia aberta. Por simplicidade será suposto
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a inexistência de uma mercado internaional de capitais. Denote por Et =

L(cat + ptc
m
t ) o dispêndio agregado da economia doméstica cuja renda é dada

por yt = atg(1− lt)+ptmtf(lt). Usando a equação (1.5) a renda da economia

doméstica pode ser escrita como:

yt = at

∙
g(1− lt) + g0(1− lt)

f(lt)

f 0(lt)

¸
(1.24)

O problema do consumidor na economia doméstica é escolher seu con-

sumo de bens agrícolas e manufaturados de modo a maximizar sua utilidade

intertemporal sujeito à restrição de dispêndio agregado da economia. Especi-

ficamente o agente representativo resolve:

max
cAt , c

M
t

∞Z
0

[β log(cat − γ) + cmt ]e
−ρtdt

sujeito a

cat + ptc
m
t = Et/L

(1.25)

Das condições de primeira ordem do problema de maximização em (1.25),

tem-se que os níveis de consumo per-capita de bens agrícola e manufaturados

são respectivamente dados por:

cat =
βptEt

(1 + β)L
+

γ

(1 + β)
(1.26)

cmt =
Et

(1 + β)L
− γ

(1 + β)pt
(1.27)

Substituindo-se as equações (1.26) e (1.27) na função objetivo obtém-

se a utilidade indireta do agente respresentativo na economia doméstica.

Denotando-a por WH tem-se:

WH = (1 + β)

∞Z
0

log

µ
Et

L
− γ

¶
e−ρtdt+ Ω (1.28)
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onde Ω = β log
³

β
1+β

´
+ log

³
1
1+β

´
−

∞Z
0

log (pt) e
−ρtdt. Sob a hipótese de que

inexiste mercado de capitais internacional, a renda nacional deve ser igual ao

dispêndio nacional em todo tempo, logo Et = yt para todo t. Usando este

fato na equação (1.28) e utilizando a condição dada em (1.24), obtém-se:

WH = (1 + β)

∞Z
0

log

µ
atψ(lt)

L
− γ

¶
e−ρtdt+ Ω (1.29)

onde ψ(lt) = g(1− lt) + g0(1− lt)
f(lt)
f 0(lt)

e portanto ψ0(lt) > 010.

Utilizando o mesmo argumento acima e denotando por WRW a utilidade

indireta do agente representativo do resto do mundo verifica-se que:

WRW = (1 + β)

∞Z
0

log

µ
a∗tψ(l

∗)

L∗
− γ

¶
e−ρtdt+ Ω (1.30)

onde L∗ denota a população do resto do mundo. Para comparar os níveis de

bem estar das economias vantagem comparativa será relacionada com o sinal

da diferença [WRW −WH ] . Para tanto, usando (1.29) e (1.30) tem-se:

WH −WRW = (1 + β)

∞Z
0

log

µ
atψ(lt)− γL

a∗tψ(l
∗)− γL∗

¶
e−ρtdt+ log

µ
L∗

L

¶
(1.31)

Suponha que por todo o horizonte de planejamento prevaleça vantagem

comparativa na agricultura para a economia doméstica, ou seja at
mt

> a∗t
m∗t
para

todo t, então, da Proposição 3 tem-se que lt < l∗ portanto ψ(lt) < ψ(l∗) para

todo t. Logo o efeito (direto) sobre o nível de emprego industrial na econo-

mia doméstica contribui para reduzir o bem-estar na economia doméstica

relativamente à economia do resto do mundo. Entretanto esse efeito pode

ser compensado pela presença dos níveis de produtividade da agricultura em

cada país. Com efeito, retomando que, do processo de learning-by-doing,

o nível de produtividade da agricultura em cada país dependem, também,

10De fato ψ0(lt) = −
h
g0(1−lt)f(lt)f 00(lt)

(f(lt))2
+ g00(1−f(lt))f(lt)

f 0(lt)

i
> 0.
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dos parâmetros que indicam potencial de apredizagem (efeito próprio) e inte-

gração tecnológica agricultura/indústria (efeito cruzado). Logo a conclusão

sobre o sinal da equação (26) não é direta, mas depende das suposições que

se faça sobre a magnitude relativa de tais parâmetros. Por exemplo, satis-

feita a condição suficiente θa > θ∗a e θm < θ∗m dado max{θ, θ∗} < � para

� > 0 suficientemente pequeno, tem-se que a produtividade da agricultura na

economia doméstica cresce mais rapidamente do que a produtividade deste

setor na economia doméstica.

Pela proposição 4
·
lt < 0 com o que lt → 0 para t→∞, com ψ(0) = g(1) <

∞. Por outro lado, pelo processo de learning-by-doing especificado para a

produtividade agrícola (e supondo que o efeito de integração tecnológica é

desprezível) at tem crescimento ilimitado. Disto e supondo que a taxa de de-

sconto intertemporal é suficientemente baixa, concluí-se queWH−WRW > 0.

Ou seja a economia doméstica, embora especializando-se (assintóticamente)

no setor estagnante teria padrão de bem estar superior ao da economia do

resto do mundo.

1.6 Conclusões e Extensões

Neste trabalho, construíu-se um modelo de crescimento endógeno em que

modelo desenvolvido por Matsuyama (1992) é extendido de modo a permitir

que haja progresso técnico endógeno na agricultura, bem como uma inte-

gração tecnológica entre este setor e a manufatura.

As especificações sobre a dinâmica da produtividade dos setores, mostraram

ter implicações significativas sobre a noção tradicional (estática) de vanta-

gens comparativas. A necessidade de uma noção de tal é requerida muito

naturalmente do decurso das análises. No modelo proposto, a definição de

Redding (1999) de vantagem comparativa dinâmica é incorporada à análise.

Sob a hipótese de regime autárquico a visão tradicional sobre a relação

produtividade agrícola e industrialização é estabelecida formalmente, com

quanto, verificou-se que a participação do emprego e da renda do setor in-

dustrial guarda relação positiva com a produtividade agrícola. Ademais,

pode-se concluir que esse resultado é robusto, uma vez que o mesmo é obtido
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por Matsuyama (1992), num modelo em que produtividade da agricultura é

exógenamente dada.

Também foi mostrado que na análise da economia fechada, que especial-

ização será incompleta tanto em assintóticamente quanto em tempo finito,

resultado que depende, em grande parte, da especificação da utilidade in-

tertemporal que acomoda a Lei de Engel.

As principais diferenças entre o modelo aqui proposto e o trabalho de

Matsuyama (1992), aparecem na anélise da economia aberta. Nesse contexto

a conclusão de que existe um link negativo entre vantagem comparativa na

agricultura e industrialização, de modo algum é direta, como no caso do

trabalho do autor ora citado.

Como foi visto, existem várias condições subjascentes a esse resultado

(vide Proposição 4). A primeira delas extende-se direramente sobre a definição

de vantagem comparativa dinâmica atribuída, em que, como estabelecido

pela equação (1.21), a fim de que o emprego industrial na economia domés-

tica decresça no tempo, é suficiente que esta possua vantagem comparativa

dinâmica na agricultura.

Isto posto, restou-se a questão: quais seriam os determinantes da eolução

da vantagem comparativa na economia coméstica ? Mostrou-se que, se os

potenciais para learnig-by-doing na agricultura e na indústria são iguais entre

a economia coméstica e a economia do resto do mundo, então uma integração

tecnológica relativamente baixa na economia do resto do mundo é condição

necessária para que o emprego na indústria doméstica, seja decrescente em

função de vantagem comparativa na agricultura. Como foi salientado, é

provável que, doutro modo, a economia do resto do mundo, dependeria cada

vez menos da produção agrícola gerada na economia doméstica, e esta veria-

se obrigada a industrializar-se.

Finalmente, a condição necessária para haja reversão induzida por van-

tagem comparativa é que, sob as hipótese de que a integração tecnológica

é desprezível em ambas as economias e a economia doméstica possuí uma

vantagem comparativa na agricultura, o potencial para learnig-by-doing na

economia doméstica seja relativemente maior na indústria e ralativamente

menor na agricultura. Este fato sugere que economias em desenvolvimento
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eventualmente, poderiam estar enfrentando um trade-off entre especializa-

ção induzida por vantagem comparativa e engressar no setor industrial devido

ao potencial de ganhos em produtividade. Como um exemplo da evidência

desse processo de reversão, foi relatado a experiência exitosa da indústria

siderúrgica coreana.

Por fim uma análise relacionando, vantagem comparativa e bem-estar, foi

conduzida, mostrando que em seguindo especialização induzida por vantagem

comparativa, a economia doméstica teria nível de bem-estar maior que a

economia do resto do mundo.

O trabalho traz várias suposições simplificadoras, as quais abrem possi-

bilidades de extensões do modelo original. A primeira delas é a ausência de

acumulação de capital físico11. A inclusão da dinâmica para capital fisíco

induziria a otimização dinâmica de fato e uma análise mais completa, além

de ajudar a relaxar a ausência de mercado internacional de capítais.

Uma última sugestão de extensão, seria a inclusão de um setor produzindo

bens non-tradeable e verificar o impacto desta suposição sonbre o processo

de industrialização12.

Apêndice:

Prova da Existência de Solução para a Equação (10).

Sob a hipótese de que a economia é fechada existe lt ∈ (0, 1) que resolve a
equação (10). Em adição, essa solução será única se |φ0(lt)| < |γLa0(lt)/a(lt)2|
para qualquer lt, onde φ(lt) é definida como na Proposição 2 .

Prova. Defina F (lt) = φ(lt) − γL/a(lt), das suposições feitas sobre g e f a

função F é contínua. Além disso F (0) = φ(0) − γL/a(0), mas φ(0) = g(1),

e retomando a condição dada em (7) tem-se a(0)φ(0) > γL, logo F (0) > 0.

11No trabalho de Wong e Yip (1999), um modelo semelhante ao aqui apresentado, incluí
acumulação de capital físico, entretanto duas outras suposições enfraquecem a estrutura
do modelo: 1) como em Matsuyama (1992) a produtividade da agricultura é exógenamente
dada; 2) as tecnologias exibem retornos constantes à escala.
12Em Eswaran e Kotwal (2002), é construído um modelo de economia aberta com setor

de serviços, mas sem progressso técnico endógeno na indústria e sem setor agrícola.
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Por outro lado F (1) = −βg0(0)f(1)/f 0(1) − γL/a(1), portanto F (1) < 0.

Concluí-se portanto que F é uma função contínua satisfazendo F (1) < 0 <

F (0), consequentemente pelo Teorema do Valor Intermediário existe lt ∈
(0, 1) tal que F (lt) = 0. Assim a equação (10) possuí solução em (0, 1). A

condição |φ0(lt)| < |γLa0(lt)/a(lt)2| é suficiente para garantir que F 0(lt) < 0

para qualquer lt, e portanto F possuí uma única raíz.
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2 Ajuste Fiscal, Acumulação Ótima e Bem-

Estar: Um Modelo Dinâmico

2.1 Introdução

A grande discussão atual na economia brasileira é sobre a questão de qual

seria o melhor instrumento de política econômica que permita um rigoroso

ajuste fiscal em consonância com a política de estabilização .

No bojo dessa discussão duas propostas parecem ter tido destaque no

cenário nacional: a política de superávit primário crescente, adotada e de-

fendida pela equipe econômica do governo atual e, uma outra política de

déficit nominal zero, proposta por um parlamentar da câmara.

Economistas, autoridades políticas e sociedade civil de modo geral, têm

expostos suas opiniões defendendo ou criticando ambas as propostas. En-

tretanto, até o momento, nenhuma análise mais aprofundada foi feita com o

intuito de avaliar objetivamente os impactos desses regimes13. Tudo que se

tem afirmado são impressões que se referem, principalmente, à performance

fiscal sem a justa ênfase sobre os possíveis impactos sobre o lado real da

economia e sobre o bem-estar social.

Neste sentido, o principal objetivo desse trabalho é avaliar os efeitos destes

dois regimes de ajuste fiscal. A motivação principal para uma avaliação mais

cuidadosa, é que a adoção de qualquer um desses regimes tem implicações

não só na performance fiscal, mas principalmente no lado real da economia,

através de seus impactos sobre o consumo e o investimento privados e, con-

seqüentemente, sobre o bem estar da sociedade.

Para tais objetivos, utiliza-se ummodelo de equilíbrio geral do tipo agente

representativo que permite entre outras coisas: a) avaliar os impactos das

mudanças nos parâmetros de política (incluindo os regimes de ajuste fiscal)

sobre o consumo e o investimento privados, tanto no curto como no longo

prazo; 2) analisar como as mudanças nos instrumentos de política podem

13No trabalho de Rocha e Pichetti (2003), os autores investigam o sucesso de políticas
de ajuste fiscal no Brasil durante o período de 1991 a 2000.
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afetar tanto a trajetória de bem estar como também o bem estar social em

todo o horizonte de planejamento dos agentes econômicos14.

Neste trabalho, são considerados como parâmetros de política os gastos

públicos e a composição do orçamento que é dividido em gastos em custeio

e em infraestrutura. Os outros parâmetros a serem considerados são as pro-

porções do PIB (produto) que são destinadas para a manutenção dos níveis

de superávit primário e de déficit nominal. Para cada um destes regimes são

analisados os efeitos de curto e longo prazo, provocados por choques fiscais.

Esta abordagem permite desenvolver uma análise mais objetiva destes

dois regimes de ajuste fiscal para os quais é possível avaliar resultados, em

termos de alocação e bem-estar de curto e de longo prazo, bem como, en-

tender quais seriam as consequências transitórias da mudança de um regime

para o outro15.

O modelo utilizado neste trabalho baseia-se em Turnovsky e Fisher (1995)

que analisam a resposta do lado real da economia à mudanças nos gastos

públicos em custeio e em infraestrutura.

Não existem formas funcionais específicas, quer para preferências quer

para a tecnologia de produção, entretanto, assume-se que o gasto público

em consumo entra aditivamente separado do consumo privado e do lazer

na utilidade do agente representativo. Por outro lado, o gasto público em

infraestrutura entra multiplicativamente separado na tecnologia. Esta última

suposição, baseia-se na formulação de Barro e Sala-e-Martin (1992), sem

fazer, todavia, qualquer suposição funcional explícita.

Existem, no entanto, duas diferenças básicas entre o modelo aqui con-

struído e o de Turnovsky e Fisher (1995). Primeiro, os gastos públicos e sua

composição orçamentária, são tratados como parâmetros de política distin-

tos. Com essa formulação, o modelo permite que se possa analisar, sepa-

14Essa abordagem tembém é utilizada por outros autores para analisar efeitos reais
de políticas fiscais. Baxter e King (1993) calibram um modelo de ciclos reais pra obter
a resposta, em termos da dinâmica transicional do consumo, investimento e emprego à
choques na composição do gasto público.
15Não faz parte do escopo do trabalho investigar a otimalidade das políticas de ajuste

ora mencionadas. A proposta do artigo é analisar qais seriam as consequências macro-
econômicas de tais políticas uma vez que estas já tenham sido implantadas. Para detalhes
sobre otimalidade de políticas fiscais veja por exemplo Chari e Kohe (1999).
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radamente, os efeitos de aumentos do gasto público total e de mudanças da

sua composição. Segundo, supõe-se que o policy-maker deriva as trajetórias

ótimas de consumo e investimento privados restrito a um ou a outro regime

de ajuste fiscal.

A princípio essa formulação pode parecer restritiva, uma vez que uma

mudança de regime poderia exigir uma reprogramação da economia. En-

tretanto, em ambos os regimes as condições de ótimo são as mesmas e a

distinção entre as soluções é exclusivamente paramétrica. Este fato permite

que se possa analisar a transição de um regime de ajuste fiscal para outro,

olhando diretamente para o equilíbrio de longo prazo, através de uma simples

dinâmica comparativa.

A suposição mais forte do modelo proposto é certamente a ausência de

moeda. Os argumentos para justificar essa hipótese são os seguintes: 1) a

inclusão de moeda, elevaria a dimensão da dinâmica do modelo tornando sua

solução demasiadamente complicada; 2) o interesse do trabalho é investigar

apenas os efeitos reais de mudanças dos parâmetros de política, bem como os

impactos sobre bem estar; 3) se a moeda fosse incluída no modelo, seu papel

seria predominantemente de alternativa ao financiamento do déficit fiscal. O

modelo, entretanto, é desenvolvido sob hipótese de equivalência Ricardiana

de forma a admitir que a única fonte de financiamento do governo é a emissão

de títulos públicos.

Em todos os resultados obtidos, observa-se que existe um trade-off in-

tertemporal entre os regimes de superávit primário e de déficit nominal.

A implementação do regime de déficit nominal zero exige inicialmente um

grau de sacrifício maior quando comparado ao regime de superávit primário.

Entretanto, no equilíbrio de longo prazo a situação se inverte. Mostra-se

que, partindo de um equilíbrio sob regime de superávit fiscal, a adoção da

política de déficit nominal zero conduz a economia para um equilíbrio de

estado estacionário em que os níveis de consumo e investimento privados são

maiores.

O corolário imediato disto é que, na comparação dos níveis de bem-estar,

num e noutro regime, existem considerações sobre efeitos iniciais e de estado

estacionário na trajetória da utilidade instantânea do agente representativo.
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Assim sendo, o resultado líquido dessa comparação depende crucialmente da

taxa de desconto intertemporal e da velocidade com que a economia converge

para o equilíbrio de estado estacionário.

Em sociedades para as quais a taxa de desconto intertemporal é muito

baixa (alta valorização do futuro), o nível de bem-estar total descontado

(utilizado no modelo como índice de bem-estar social) é maior sob o regime

de déficit nominal zero. Por outro lado se a taxa de desconto intertemporal é

muito alta (baixa valorização do futuro), então uma condição suficiente mas

não necessária, para que o bem-estar seja maior sob déficit nominal zero, é

que a economia convirja rapidamente para o equilíbrio de estado estacionário,

do contrário o bem estar será maior sob o regime de superávit primário.

Finalmente desenvolve-se uma breve discussão sobre quais são as condições

que garantem a sustentabilidade da relação dívida/produto sob ambos os

regimes fiscais, como também, avaliar a performance de tais regimes com

respeito à redução da relação dívida/produto. Entre os resultado obtidos,

verifica-se que uma política de redução gradual de déficit nominal até que

se atinja o valor zero só é sustentável se, durante a transição, a taxa de

decréscimo do déficit nominal seja maior do que a taxa de crescimento do

produto. Por outro lado, sustentabilidade da relação dívida/produto sob o

regime de superávit primário, exige que a taxa de crescimento do produto

seja maior do que a taxa de juros da economia. Por fim, ambos os regimes

de ajuste fiscal conduzem à liquidação total da dívida pública consolidada,

entretanto, sob superávit primário, isto acontece mais rapidamente.

Além desta introdução o trabalho possui a seguinte organização. Na seção

2.2 é apresentado o modelo teórico. A seção 2.3 analisa os experimentos de

política de ajuste fiscal, caracterizando os equilíbrios de curto e longo prazo

em ambos os regimes. Na seção 2.4 são analisados choques fiscais perma-

nentes e não antecipados, bem como choques transitórios. Em cada caso

caracteriza-se o equilíbrio de longo prazo bem como a dinâmica de transição.

A seção 2.5 faz todas as análises de bem estar. A seção 2.6 discute a questão

da sustentabilidade da dívida pública em cada regime e, finalmente, a seção

2.7 apresenta as principais conclusões do trabalho.
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2.2 O Modelo

Omodelo a ser desenvolvido baseia-se no artigo de Turnovsky e Fisher (1995)

em que, numa economia fechada, agentes idênticos com vida infinita tomam

decisões instantâneas sobre o consumo, c, e trabalho, l, num horizonte de

planejamento infinito, sob a hipótese de concorrência perfeita16.

O governo arrecada imposto lump-sum, T , para financiar seus gastos

em custeio, gc, e gastos em infraestrutura, gi.

Até este ponto o modelo é semelhante ao de Turnovsky e Fisher (1995).

Duas modificações, entretanto, serão consideradas: a) uma regra explícita de

como o gasto público total é distribuído entre gastos de custeio e infraestru-

tura, com objetivo de analisar como estes gastos afetam os equilíbrios de

curto e longo prazo (estado estacionário); b) duas políticas de ajuste fiscal,

discutidas na introdução, e as respectivas análises do impacto delas sobre

as trajetórias do consumo privado, do capital físico, da oferta de trabalho e

sobre o bem estar.

Neste sentido, descreve-se a seguir formalmente o modelo. A utili-

dade instantânea do agente representativo é dada por:

U(c, l, gc) = u(c, l) + v(gc) (2.1)

onde u e v são funções estritamente côncavas satisfazendo17 uc > 0, ucc < 0,

ul < 0, ull < 0, ucl < 0, v0 > 0 e v00 < 0.

Do lado da produção, a tecnologia é representada por uma função de pro-

dução neoclássica, F , através da qual o produto na economia, y, utilizando

capital, k, e trabalho, l. Além disso será suposto que a tecnologia depende

também dos gastos públicos em infraestrutura, gi18. Particularmente, esta

função de produção será definida, como em Barro (1990)19, na forma sepa-

16Para uma análise em economias abertas veja Agénor (2005).
17No que segue, a seguinte notação será adotada: ux = ∂u/∂x para x = c, l e uxy =

∂2u/∂xy para x, y = c, l. De maneira semelhante tem-se fx = ∂f/∂x para x = k, l e
fxy = ∂2f/∂xy para x, y = k, l.
18Justificativas para essa modelagem podem ser encontradas em Aschauer (1988, 1989,

1990).
19Em seu artigo, Barro(1990) considera uma tecnologia Cobb-Douglas em que dados e

, apresenta retornos decrescentes de escala.
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rável:

F (k, l, gi) = f(k, l)h(gi) (2.2)

onde f é uma função linearmente homogênea e fk > 0, fkk < 0, fl > 0,

fll < 0, h0 > 0 e h00 < 0.

O estoque de capital da economia evolui de acordo com a identidade

macroeconômica básica, c + gc + gi +
·
k = f(k, l)h(gi). Fazendo g = gc + gi,

a dinâmica do estoque de capital pode ser alternativamente escrita como:

·
k = f(k, l)h(gi)− c− g (2.3)

Denotando por b, o estoque da dívida pública e por r, a taxa de juros

da economia, a restrição orçamentária do governo é descriya pela seguinte

equação diferendial:

·
b = rb+ g − T (2.4)

Será admitido que, uma proporção, α ∈ (0, 1), do gasto total é destinada
aos gastos com custeio e o complementar em gastos com infraestrutura, ou

seja:

gc = αg (2.5)

gi = (1− α)g (2.6)

2.3 Regimes de Ajuste Fiscal

2.3.1 Superávit Primário Proporcional ao Produto

Inicialmente, será suposto que o governo adota uma política de ajuste fiscal

em que o superávit primário, T − g, seja uma proporção, β ∈ (0, 1), do
produto. Formalmente, esta política é expressa como:
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T − g = βf(k, l)h(gi) (2.7)

Sob a hipótese de concorrência perfeita, as trajetórias ótimas de consumo,

investimento e emprego são obtidas por um planjador central através do

seguinte problema de maximização:

max
(c,l)

∞R
0

[u(c, l) + v(gc)] e
−ρtdt (2.8)

sujeito a

·
b+

·
k = (1− β)f(k, l)h(gi) + rb− c− g

gc = αg

gi = (1− α)g

k(0) = k0

b(0) = b0

onde ρ ∈ (0, 1) é a taxa de desconto intertemporal.
A primeira restrição de (2.8) é uma combinação das equações (2.3), (2.4) e

(2.7). As restrições gc = αg e gi = (1−α)g descrevem a regra de composição

do orçamento público e, por fim, as duas últimas estabelecem as consições

iniciais da economia.

O Hamiltoniano de valor corrente associado ao problema (2.8) é dado por:

H = u(c, l) + v(gc) + λ [(1− β)f(k, l)h(gi) + rb− c− g]

onde λ é variável de coestado da economia ou a utilidade marginal da riqueza20.

20Deste ponto em diante essa variável será sempre tratada como utilidade marginal da
riqueza.
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As condições de primeira ordem do problemas são:

uc = λ (2.9)

ul = −λ(1− β)fl(k, l)h(gi) (2.10)

λ(1− β)fk(k, l)h(gi) = ρλ−
·
λ (2.11)

λr = ρλ−
·
λ (2.12)

lim
t→∞

λ exp(−ρt)k = 0 (2.13)

lim
t→∞

λ exp(−ρt)b = 0 (2.14)

onde (2.13) e (2.14) são as condições de tranversalidade do problema.

A solução do sistema formado pelas equações (2.9) a (2.12) fornece as tra-

jetárias ótimas do consumo, do trabalho, do capital e da utilidade marginal

da riqueza. As trajetórias ótimas por sua vez serão funções dos parâmetros

de política do modelo e portanto, o que permite avaliar os inpactos das mu-

danças em tais parâmetros de política sobre a economia como um todo bem

como sobre o bem-estar social.

Antes de passar a seção seguinte é oportuno observar que as equações

(2.11) e (2.12) implica que r = λ(1− β)fkh e, portanto:

dr

dβ
< 0 (2.15)

ou seja, como era de se esperar, uma aumento na proporção do produto

destinada ao produto deve vir acompanhada por uma redução na taxa de

juros da economia.

Na seção seguinte será caracterizado o equilíbrio de curto prazo da econo-

mia em termos dos parâmetros de política.

37



Análise do Equilíbrio de Curto Prazo

As equações (2.9) e (2.10) fornecem implicitamente as soluções para o con-

sumo, c, e a oferta de trabalho, l, como funções da utilidade marginal da

riqueza, λ, do estoque de capital, k, e dos parâmetros de política, g, α e β.

Em outras palavras, tem-se que:

c = c(λ, k, g, α, β)

l = l(λ, k, g, α, β)

O restante desta seção é dedicada então a analisar o efeito de cada um

dos termos λ, k, g, α e β sobre c e l.

Da diferenciação total do sistema formado pelas equações (2.9) e (2.10)

resulta que:

"
ucc ucl

ucl ull + λ(1− β)fllh

#"
dc

dl

#
=

"
0

−λ(1− β)fklh

#
dk

+

"
1

−(1− β)flh

#
dλ

+

"
0

−λ(1− α)(1− β)flh
0

#
dg

+

"
0

λ(1− β)flh
0g

#
dα+

"
0

λflh

#
dβ

Fazendo uso do Teorema da função implícita, o sistema acima apresenta

como solução21:

ck =
uclλ(1− β)fklh

∆
< 0, cλ =

ull + λ(1− β)fllh+ ucl(1− β)flh

∆
< 0

21A notação utilizada aqui é a mesma que foi explicada na nota 1.
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cg =
uclλ(1− α)(1− β)flh

0

∆
< 0, cα =

−uclλ(1− β)flh
0g

∆
> 0

cβ =
−uclλflh

∆
> 0, lk =

−uccλ(1− β)fklh

∆
> 0

lλ =
− [ucc(1− β)flh+ ucl]

∆
> 0, lg =

−uccλ(1− α)(1− β)flh
0

∆
> 0

lα =
uccλ(1− β)flh

0g

∆
, lβ =

uccλflh

∆
< 0

onde ∆ = ucc [ull + λ(1− β)fllh] − c2cl > 0 é o determinante do sistema de

equações (2.9) e (2.10). Os sinais de todas as derivadas parciais acima seguem

as suposições feitas sobre a função utilidade e sobre a função de produção.

Com respeito aos sinais das mudanças em k e λ, as direções são as es-

peradas. Os sinais das mudanças nos gastos do governo e da composição

do orçamento, dependem dos efeitos desses parâmetros sobre a tecnologia de

produção.

No caso das decisões privadas de consumo e oferta de trabalho, a suposição

de separabilidade aditiva da função utilidade implica que não existe impacto

direto dos gastos do governo sobre essas variáveis. Este fato torna-se claro

quando se supõe que não existe gasto em infraestrutura, ou seja gi = 0 e

portanto α = 1, ou seja, se não houver gastos em infraestrutura então não há

impacto dos gastos do governo sobre a produção e portanto sobre o consumo

e oferta de trabalho.

Finalmente, nota-se que, no curto prazo o consumo privado aumenta

se o governo decide aumentar a proporção do produto destinada ao superávit

primário. Intuitivamente, pode-se considerar que as mudanças em qualquer

dos parâmetros de política, influenciam o consumo privado através de um

efeito renda e um efeito substituição. No caso do parâmetro β, o efeito

substituição predomina, pois de acordo com um aumento em (2.15) reduz a

taxa de juros levando os agentes a reduzirem poupança e aumentar o consumo
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Na seção seguinte serão caracterizados a dinâmica e o estado esta-

cionário da economia.

Análise do Equilíbrio de Longo Prazo

Em relação ao equilíbrio de longo prazo (equilíbrio de estado estacionário),

substituindo-se, c = c(λ, k, g, α, β) e l = l(λ, k, g, α, β), obtidas anterior-

mente, nas equações (2.3) e (2.11), encontra-se o sistema dinâmico que gov-

erna as trajetórias de, k, e, λ. Após estas substituições, fazendo-se
·
k =

·
λ = 0

obtém-se os valores do estoque de capital e da utilidade marginal da riqueza,

denotados, respectivamente por ek e eλ, atrvés da solução do seguinte sistema
de equações:

f
³ek, l ³eλ,ek, g, α, β´´ = c(eλ,ek, g, α, β) + g (2.16)

(1− β)fk
³ek, l ³eλ,ek, g, α, β´´h(gi) = ρ (2.17)

A solução do sistema formado pelas equações (2.16) e (2.17), providencia

o estado estacionário da economia como função dos parâmetros de política,

ou seja:

ek = ek(g, α, β)
eλ = eλ(g, α, β)

Para analisar a dinâmica do sistema, lineariza-se as equações (2.3) e (2.11)

na vizinhança de seus equilíbrios de estado estacionário.

A equação (2.3) após a linearização dá origem a:

·
k = ω11

³
k − ek´+ ω12

³
λ− eλ´ (2.18)

onde ω11 = fkh + fllkh − ck e ω12 = fllλh − cλ > 0. Portanto o lócus
·
k, é

representado por uma reta negativamente inclinada no espaço k× λ, como é
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mostrado na Figura 1 abaixo.

Semelhantemente, a linearização da equação (2.11) na vizinhança de seu

equilíbrio de estado estacionário resulta em:

·
λ = −eλ(1− β)hω21

³
k − ek´− eλ(1− β)hω22

³
λ− eλ´ (2.19)

onde22, ω21 = fkk + fkllk < 0 e ω22 = fkllλ > 0. Portanto o lócus
·
λ = 0, é

representado por uma reata positivamente inclinada no espaço k×λ, também
mostrado na Figura 1.

Denotando por µ1 e µ2 os autovalores do sistema formado pelas equações

(2.18) e (2.19), é mostrado no Apêndice A1, que µ1µ2 < 0, com µ1 < 0 e

µ2 > 0, além disso também é mostrado que µ2 > |µ1|. Assim sendo, o estado
estacionário do sistema é caracterizado por um ponto de sela, como mostrado

na Figura 1.

De acordo com as considerações acima, é demonstrado no Apêndice A2,

que a solução estável do sistema linearizado (2.18) e (2.19) é dada por:

k(t) = ek + ³k0 − ek´ exp(µ1t) (2.20)

λ(t) = eλ+ ³k0 − ek´µµ1 − ω11
ω12

¶
exp(µ1t) (2.21)

onde µ1 é autovalor negativo do sistema.

A combinação das equações (2.20) e (2.21) dá origem a equação que de-

screve o braço estável do sistema no espaço, k × λ:

λ(t) = eλ+µµ1 − ω11
ω12

¶³
k − ek´ (2.23)

Dados µ1 < 0, ω11 > 0 e ω12 > 0, a reta que descreve o braço estável

do sistema é negatimente inclinada e na Figura 1 é representada pela linha

pontilhada SS. Para obter a equação do braço instável do sistema basta sub-

stituir em (2.21) a raiz estável, µ1, pela raiz instável, µ2. Assim a trajetória

22Para ver que ω21 < 0, observe que, fkk + fkllk = fkk
¡
uccull − u2cl

¢
+ eλ(1 −

β)h
¡
fkkfll − f2k1

¢
, porém da homogeneidade linear de f tem-se fkkfll − f2k1 = 0 e, por-

tanto, da estrita concavidade da função u tem-se fkk + fkllk < 0.
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instável do sistema é expressa pela equação:

λ(t) = eλ+µµ2 − ω11
ω12

¶³
k − ek´ (2.24)

No Apêndice A2, é demonstrado que a equação (2.23) descreve uma reta

que é positivamente inclinada e seu coeficiente angular é menor (em valor

absoluto) do que o coeficiente angular da equação (2.22). Na Figura 1 o

braço instável do sistema é representado pela linha pontilhada NN.

Por fim, dadas a característica do equilíbrio e as propriedades das equações

dos braços estável e instável, permitem que o diagrama de fases seja con-

struído, como mostra a Figura 1 a seguir.

λ

k0

S

S 0
.
=k

0
.
=λ

N

N

~
k

~
λ

Figura 1: Diagrama de Fases

Caracterizados, os equilíbrios de curto e longo prazo, bem como a dinâmica

para o equilíbrio de estado estacionário, a seção seguinte é destinada a car-

acterizar os resultados até aqui obtidos supondo contudo que a autoridade

política adota o regime de déficit nominal ao invés de superávit primário.
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2.3.2 Déficit Nominal Proporcional ao Produto

Nesta seção analisa-se a alternativa na qual o governo decide implementar

um ajuste fiscal via controle do déficit nominal como proporção do produto.

Para tanto, inicialmente, supõe-se que, no curto-prazo, o governo

tolera algum déficit nominal proporcional ao produto, mas que essa proporção

deve cair no tempo até que se atinja déficit nominal zero.

Para tornar a análise mais tratável, serão analisados, no curto prazo,

apenas os equilíbrios em que o governo apresenta um determinado nível de

déficit nominal. No longo prazo, a análise será feita sob a hipótese de que o

déficit nominal seja zero. Mais especificamente, se, δ, representa a proporção

do produto destinada a um teto do déficit nominal, então, δ ∈ (0, 1), no curto
prazo e, δ = 0, no longo prazo. Portanto, qualquer que seja o valor de, δ, o

déficit nominal como proporção do produto é definido como:

g + rb− T = δy (2.25)

= δf(k, l)h(gi)

Isto posto, a análise será conduzida admitindo-se, no início, algum déficit

nominal. Em seguida, analisa-se o equilíbrio quando se supõe que o governo

decide zerar este déficit.

Por fim, pretende-se investigar, como se dá a transição da econo-

mia, a partir de um equilíbrio sob déficit nominal positivo para um outro

equilíbrio em que o governo adota uma política gradual de redução do dé-

ficit nominal até torná-lo zero. Nestes termos, o problema de otimização do

agente representativo sob a política de déficit nominal é dado como segue:

max
(c,l)

∞R
0

[u(c, l) + v(gc)] e
−ρtdt (2.26)

sujeito a

·
k = (1− δ)f(k, l)h(gi) + rb− c− g
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gc = αg

gi = (1− α)g

k(0) = k0

b(0) = b0

Observe que a única diferença neste problema de otimização em relação

ao problema (2.8) é a primeira restrição. Esta restrição é exatamente a

combinação da expressão (2.24), que define o déficit nominal, com a expressão

(2.3) que descreve a lei de movimento do capital.

Portanto, as condições de primeira ordem do Halmitoniano associado ao

problema (2.26) são as que se seguem:

uc = λ (2.27)

ul = −λ(1− β)fl(k, l)h(gi) (2.28)

λ(1− β)fk(k, l)h(gi) = ρλ−
·
λ (2.29)

λr = ρλ−
·
λ (2.30)

lim
t→∞

λ exp(−ρt)k = 0 (2.31)

lim
t→∞

λ exp(−ρt)b = 0 (2.32)

Essas condições são exatamente as mesmas do modelo (2.8) em que se

supôs superávit primário proporcional ao produto, a menos do parâmetro, δ,
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no lugar de δ. Na próxima seção desenvolve-se a análise de curto prazo.

Análise do Equilíbrio de Curto Prazo

Desde que, as condições de primeira ordem do problema (2.25) são as mes-

mas do problema (2.8), a caracterização do equilíbrio de curto-prazo nesse

contexto pode ser obtida por analogia ao modelo de superávit primário.

Assim, os sinais das variações nos parâmetros de política, g, α, β, da

utilidade marginal da riqueza, λ, e do estoque de capital, k, sobre c e l são os

mesmos que foram obtidos na seção 2.3.1 (hipótese de superávit primário). A

única diferença é que no lugar de, β, deve-se colocar, δ. Observe, entretanto,

que as intensidades dos efeitos dos parâmetros de política sobre as decisões

privadas de consumo, c, e oferta de trabalho, l, são diferentes conforme sejam

diferentes as magnitudes dos parâmetros β e δ.

Denotando por, cβg , e, c
δ
g, os efeitos do gasto público, g, sobre o consumo

privado no caso de superávit primário e déficit nominal, respectivamente,

tem-se que:

cβg =
uclλ(1− α)(1− β)flh

0

∆β
< 0 (2.33)

cδg =
uclλ(1− α)(1− δ)flh

0

∆δ
< 0 (2.34)

onde, ∆β = ucc [ull + λ(1− β)fllh]− c2cl > 0 e ∆δ = ucc [ull + λ(1− δ)fllh]−
c2cl > 0.

Oserve que se β > δ então
¯̄
cδg
¯̄
>
¯̄
cβg
¯̄
. Intuitivamente, pode-se dizer

que os efeitos, de curto prazo, de um aumento dos gastos públicos serão tão

mais adversos ao consumo privado quanto mais agressiva for a política de

ajuste fiscal. No curto prazo se a autoridade fiscal decide expandir os gastos

totais, então uma política de superávit primário mais agressiva pode ser

menos danosa ao consumo quando comparada a uma política déficit nominal

mais branda. Com efeito, pode-se mostrar que lim
β→1,δ→0

£¯̄
cδg
¯̄
−
¯̄
cβg
¯̄¤
> 0 , ou

seja, no caso limite em que o superávit primário seja máximo (β → 1 ) o

impacto negativo sobre o consumo privado será menor quando comparado a
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uma política de déficit nominal zero (δ → 0).

Neste ponto é necessário observar, que o resultado acima não é um

argumento a favor (ou contra) de uma ou outra política, pois é necessário

levar em consideração os efeitos transitórios e os de longo prazo que serão

discutidos nas próximas duas subseções.

Análise do Equilíbrio de Longo Prazo: A Hipótese de Déficit Nom-
inal Zero

O equilíbrio de longo prazo (estado estacionário) é obtido resolvendo o sis-

tema de equações (2.3) e (2.28) em que,
·
k =

·
λ = 0. Nesse caso, obtém-se

que, ek = ek(g, α, δ), e, eλ = eλ(g, α, δ). Desde que as condições de primeira
ordem deste modelo são iguais ao do modelo (2.8), os sinais das derivadas

de, ek, e, eλ, com relação aos parâmetros de política e, g, α e δ, são os mesmos
que são obtidos quando se considera a política de superávit primário, sendo

necessário apenas substiruir β por δ. As respostas do estado estacionário à

choques nos parâmetros de política serão discutidos com mais detalhes na

seção 2.4.

Como será visto mais adiante tem-se que ∂ek/∂δ < 0 e ∂eλ/∂δ < 0, impli-
cando:

ek(g, α, δ) < ek(g, α, 0) se δ ∈ (0, 1)
eλ(g, α, δ) > eλ(g, α, 0) se δ ∈ (0, 1)

Portanto, se a autoridade fiscal decide implementar déficit nominal zero

(δ = 0), o equilíbrio de longo-prazo consiste num nível de estoque de capital

e perfil de consumo maiores relativamente aos da política de déficit nominal

positivo.

Note que a mesma análise pode ser estendida à política de superávit

primário em relação ao déficit nominal zero. O estoque de capital e o consumo

privado são maiores do que no caso de superávit primário23. Na Figura 2 o

23Observe que ek(β) < ek(δ), quando β > δ, pois ∂ek/∂β < 0, portanto, em particular
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equilíbrio no caso de superávit primário é representado pelo ponto A e o de

déficit nominal zero pelo ponto C.

λ

k0

)0(λ

∞λ
~0
~
λ

∞k~0
~k

A

B

C

Figura 2: Superávit Primário verus Déficit Nominal Zero

Observe que, quando se está num equilíbrio sob hipótese de superávit

primário e o governo decide adotar uma política de déficit nominal zero,

ocorre a transição de equilíbrio do ponto A para o ponto C.

No entanto, inicialmente a variável jump, λ(utilidade marginal da riqueza),

salta para o braço estável do novo equilíbrio de longo prazo (ponto B), im-

plicando numa queda do consumo privado na mesma proporção. Desde que

o modelo é de previsão perfeita, o estoque de capital inicialmente não se

altera24.

Em seguida, a utilidade marginal da riqueza começa a cair (e, portanto,

o consumo aumenta) e o estoque de capital cresce até alcançar o novo equi-

líbrio representado pelo ponto C. Neste novo equilíbrio, tanto os níveis de

tem-se ek(β) < ek(0), no caso em que β ∈ (0, 1). A análise é a mesma para o caso da
utilidade marginal da riqueza apenas invertendo-se as desigualdades.
24A classe de modelos bidimensionais de previsão perfeita com equilíbrio do tipo sela,

é caracterizado por uma variável que pode sofrer saltos (variável jump) e uma outra que
evolui continuamente no tempo (variável sluggish). Neste modelo a variável jump é a
utilidade marginal da renda. O estoque de capital é a variável sluggish.
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investimento como o de consumo privado são maiores do que os do equilíbrio

anterior.

A conclusão que se obtém é que no curto prazo a política de superávit

primário afeta menos o consumo e o investimento que numa política de dé-

ficit nominal zero. Por outro lado, quando se considera o longo prazo este

resultado se inverte embora o impacto inicial, na transição de um regime para

o outro, sobre o consumo privado seja caracterizado por uma forte redução.

Neste sentido, existe um trade-off entre as duas políticas de ajuste no que

se refere aos seus efeitos de curto e longo prazo. Na seção 2.5 será realizada

análise semelhante a esta no sentido de se comparar impactos sobre bem

estar.

Transição Gradudal de Déficit Nominal Positivo Para Déficit Nom-
inal Zero

O objetivo desta seção é mostrar qual a dinâmica de transição quando au-

toridade fiscal decide pela adoção de queda gradual até que se atinja déficit

nominal zero, ou seja, fazendo com que o coeficiente de política, δ, tenda

para zero.

Supõe-se que o governo estabeleça a seguinte estratégia: a) a economia

em, t = 0, se encontra num equilíbrio de estado estacionário em que o déficit

nominal é uma proporção, δ = δ0 ∈ (0, 1), do produto; b) a partir daí o
governo anuncia que começará a reduzir o déficit nominal diminuindo δ, até

que, em t = T , ele atinge valor zero (δ = 0).

A Figura 3 abaixo, ilustra uma representação pictórica de uma situação

em que o governo adota reduções sucessivas do déficit nominal em dois es-

tágios. Suponha que a economia repousa em seu equilíbrio de estado esta-

cionário, que na Figura 3 abaixo é representado pelo ponto A0. No primeiro

estágio, t = 0, o governo anuncia a política de reduções sucessivas e, instan-

taneamente, a utilidade marginal da renda salta em direção ao novo braço

estável, entretanto como os agentes descontam o efeito temporário (já que

haverá uma nova redução no futuro), o salto da utilidade marginal da renda

não alcança o braço estável e sim um ponto como B0, estabelecido numa
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região de instabilidade da economia. A partir de então a economia transita

até o novo braço estável do pontoB0 até o pontoC0, quando então a economia

recupera-se gradualmente através do aumento do consumo e do investimento

privados. Esse movimento está representado na Figura 3 pelo seguimento

C0A1, onde o ponto A1 representa o novo equilíbrio de longo prazo.

No segundo estágio o governo reduz novamente o déficit nominal mas

desta vez em definitivo para o nível zero. A única diferença com respeito

a dinâmica anterior é que o jump inicial na utilidade marginal da renda é

menor uma vez que a data de zeragem do déficit nominal está mais próxima.
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Figura 3: Déficit Nominal Zero: Ajustamento Gradual

De um modo geral, admitindo que o governo reduz continuamente o dé-

ficit nominal até o valor zero, δ = 0, pode-se considerar que, durante a fase

de transição, a utilidade marginal da riqueza sofre sucessivos saltos25, mas

de intensidades cada vez menores, na medida em que se aproxima a data de

"zeragem"do déficit nominal. Neste caso, esses sucessivos saltos da utilidade

marginal da riqueza, representam os sacrifícios temporários do consumo pri-

vado que são necessários, vis-á-vis, o esforço fiscal para reduzir gradualmente

o déficit nominal.

Na data de zeragem do déficit nominal, T, o novo equilíbrio de longo

25Relembre que a utilidade marginal da riqueza é a variável jump do modelo.
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prazo26, apresenta um estoque de capital e consumo privados de longo prazo

maiores relativamente ao equilíbrio inicial.

Durante a transição, o estoque de capital não muda, já que sob a hipótese

de previsão perfeita, os agentes antecipam que os sucessivos aumentos na

produtividade marginal do capital, irá culminar a posteriori, num aumento

do investimento privado e, portanto, do estoque de capital no novo equilíbrio

de curto-prazo.

2.4 Choques Fiscais

2.4.1 Choques Fiscais no Regime de Superávit Primário

Choques Fiscais Permanentes e Não-Antecipados

Nesta seção supõe-se que a autoridade fiscal altere os parâmetros de política

e, g, α e β, permanentemente, e sem antecipar esses aumentos aos agentes

econômicos. O objetivo é analisar, no caso de superávit primário, como se

comportam o estoque de capital e a utilidade marginal da riqueza e, portanto,

o consumo privado e o trabalho, quando o governo altera esses parâmetros.

Em seguida estuda-se a dinâmica de ajustamento.

Utilizando o sistema formado pelas equações (2.16) e (2.17), é demon-

strado no Apêndice A3 que os sinais das seguintes relações se mantém:

∂ek
∂g

> 0,
∂ek
∂α

< 0,
∂ek
∂β

< 0 (2.35)

∂eλ
∂g

< 0,
∂eλ
∂α

> 0,
∂eλ
∂β

> 0

Em outras palavras, quando o governo adota um regime de superávit

primário, um aumento de seus gastos totais aumenta o estoque de capital

e diminui a utilidade marginal da riqueza27. Em conseqüência, o consumo

26Como a redução de, δ, é temporária (já que em T δ para de cair), este fato acon-
tece antes que a economia alcance qualquer equilíbrio temporário, já que sob hipótese de
previsão perfeita, os agentes descontam mudanças temporárias.
27Ferreira (1999), através de um modelo de gerações sobrepostas, mostra que os gastos

públicos também afetam positivamente a taxa de crescimento do capital humano.
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privado de longo prazo aumenta. Neste sentido, como já foi mostrado que

no curto prazo o aumento dos gastos do governo reduz o consumo privado,

os efeitos de curto e longo prazo apresentam direções opostas28.

Em relação à composição dos gastos públicos, um aumento de sua pro-

porção destinado a consumo (custeio) reduz o estoque de capital de longo

prazo, mas aumenta a utilidade marginal da riqueza e, portanto, reduz o

perfil de consumo privado de longo prazo29. Quando se comparam estes re-

sultados com os de curto prazo, novamente observa-se que os sinais destas

relações são opostos.

Por fim um aumento do superávit primário (ceteris paribus) reduz o es-

toque de capital de longo prazo e aumenta a utilidade marginal da riqueza

e, portanto reduz o consumo de longo prazo.

Dinâmica de Ajustamento: Choque em g

Como foi visto na seção anterior, um aumento nos gastos totais do governo

eleva o estoque de capital de longo prazo da economia e reduz a utilidade

marginal da riqueza. Será suposto na análise da dinâmica transacional que a

utilidade marginal da riqueza é a variável jump do modelo e que o estoque de

capital evolui gradualmente até o novo equilíbrio. Dadas essas suposições e

considerando os resultados obtidos na análise sobre o estado estacionário, se a

autoridade política decide por um aumento permanente dos gastos públicos

totais então o novo equilíbrio deve se estabelecer à sudeste do equilíbrio

inicial, com um estoque de capital maior e utilidade marginal da riqueza

menor. Estes fatos, bem como a dinâmica do ajustamento, são ilustrados na

Figura 4 abaixo30.

28Na verdade, será visto mais adiante que os efeitos opostos no curto e no longo prazo
também se replicam na análise de bem-estar.
29Esses resultados também são encontrados em Barro (1990, 1991).
30As trajetórias instáveis são desconsideradas para melhor visualização.

51



)0(λ

0
~
λ

∞λ
~

0
~
k ∞

~
k

λ

k0

Figura 4: Ajustamento a um Choque em g

Na Figura 4 acima, o equilíbrio inicial da economia é representado pelo

ponto A. No momento em que o governo aumenta seus gastos o jump positivo

na utilidade marginal da riqueza, representado pelo movimento de A até B,

pode ser interpretado como o efeito de curto prazo do consumo privado, que

cai com o aumento dos gastos do governo (efeito crouding-out direto). As

condições de transversalidade garantem que o jump na utilidade marginal

da renda deve alcançar a trajetória estável do novo estado estacionário da

economia representado pelo ponto C. O movimento de B até C representa o

ajuste gradual do estoque de capital em resposta ao aumento dos gastos do

governo.

Choque em α

Na seção anterior foi visto que um aumento na proporção dos gastos totais

destinados a gastos públicos em consumo, reduz o estoque de capital de longo

prazo e aumenta a utilidade marginal da renda, reduzindo, portanto, o perfil

do consumo no estado estacionário. Com isso a economia se move para um

novo equilíbrio situado à noroeste do equilíbrio inicial como mostra a Figura
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5 abaixo.
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Figura 5: Ajustamento a um Choque em α

Na Figura 5, os pontos A, B, e C, têm a mesma interpretação dada na

Figura 4. A diferença nesta situação é que desta vez o jump na utilidade

marginal da riqueza é para baixo, representando o efeito de curto prazo sobre

o consumo privado, que é de um aumento instantâneo. Por outro lado, como

foi visto, o aumento da proporção do gasto do governo destinada gasto em

custeio implica num equilíbrio de longo prazo em que o estoque de capital é

menor e a utilidade marginal da riqueza é maior, ou seja, há uma redução

tanto do consumo quanto do investimento privados.

O efeito de um aumento inicial no consumo privado é dado pelo jump

negativo da utilidade marginal da riqueza representado na Figura 5 pelo

movimento de A até B. Quando a economia alcança o braço estável do novo

equilíbrio de longo prazo, não o estoque de capital começa a cair gradual-

mente enquanto a utilidade marginal da renda sobe. Esse movimento é repre-

sentado pela trajetória de B até C, que representa o novo estado estacionário

da economia, no qual o estoque de capital e o consumo privado são ambos

menores.
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Choque em β

A dinâmica de ajustamento para a proporção do produto destinada ao teto

do superávit primário comporta-se exatamente como no caso de um aumento

em α, portanto a Figura 5 e sua respectiva análise, aplica-se também a este

caso.

Choques Temporários

Choque em g

Nessa seção será analisada a resposta das variáveis endógenas do modelo

a aumento temporário dos gastos públicos totais. Mais precisamente será

considerado o seguinte cenário: o governo aumenta o gasto público total em

t = 0, e retorna ao nível inicial na data t = T . Sob hipótese de perfeita

previsão os agentes antecipam o retorno do gasto total ao seu nível inicial,

e, portanto não existem efeitos de longo-prazo. Haverá, entretanto, uma

mudança instantânea na utilidade marginal da renda, em uma intensidade

menor do que a observada nos casos de aumento permanente, uma vez que os

agentes descontam a mudança temporária. Portanto existe somente dinâmica

de transição, não havendo mudança no equilíbrio de longo-prazo.

Nesta seção será apresentada uma solução geométrica para os fatos de-

scritos acima e no Apêndice A4 a solução analítica. A Figura 6 abaixo,

mostra a solução geométrica.
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Figura 6: Transição - Choque Temporário em g

Note que, de acordo com a Figura 6, não existe efeitos de longo prazo no

caso de choque temporários apenas dinâmica transicional. Isto decorre do

fato que, em modelo de previsão perfeita os agentes antecipam que o governo

vai retomar o nível de gastos inicial em alguma data futura, e portanto todo

efeito é puramente transitório. Especificamente, o movimento inicial é o jump

na utilidade marginal da riqueza, só que desta vez os agentes descontam o

efeito temporário do parâmetro de política e, portanto, o jump em λ não

chega a alcançar o novo braço estável mas se estabelece em algum ponto

como o ponto B na Figura 6. A partir do ponto B a economia converge de

volta ao seu estado estacionário inicial representado pelo ponto A.

A análise de choques temporários para os demais parâmetros de política

seguem exatamente o mesmo raciocínio empregado na análise acima, sendo,

portanto, desnecessário detalhar as análises.

Cabe notar que análise de choques fiscais sob regime de déficit nominal

proporcional ao produto também segue exatamente os memos argumentos

utilizados nesta seção. As únicas observações a serem feitas é que δ entra no

lugar do parâmetro β, e que ao invés de aumentos, δ sofre reduções.
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2.5 Análise de Bem-Estar

Nesta seção serão realizadas análises sobre os efeitos de mudanças nos parâmet-

ros de política sobre o bem-estar social representada pela utilidade do agente

representativo. A análise será conduzida em duas etapas, a saber: na primeira,

serão analisados os efeitos dos parâmetros de política g, α e β, sobre a tra-

jetória da utilidade instantânea do agente representativo. Para isto, compara-

se o bem estar no período inicial com o bem estar no equilíbrio de estado

estacionário; na segunda, a mesma análise é realizada, mas utilizando a util-

idade total descontada do agente representativo31.

Adicionalmente, realizam-se também comparações de bem estar entre os

regimes de política de superávit primário como proporção do PIB e déficit

nominal zero.

2.5.1 Análise da Trajetória da Utilidade Instantânea

Inicialmente, a análise é feita sob a hipótese de superávit primário. Assim,

denote por, U(t) = u(c(t), l(t)) + v(gc), a utilidade instantânea do agente

representativo no instante, . Diferenciando, U(t), com respeito a, g, obtém-

se:

∂U(t)

∂g
= uc

∙
∂c(t)

∂g
+

ul
uc

∂l(t)

∂g

¸
+ αv0(gc) (2.36)

Substituindo as equações (2.9) e (2.10) na expressão (2.36) chega-se a:

∂U(t)

∂g
= uc

∙
∂c(t)

∂g
− (1− β)flh

∂l(t)

∂g

¸
+ αv0(gc) (2.37)

Agora, observe que diferenciando a equação (2.3) com respeito a, g, tem-

se:
31Existem várias maneiras de abordar este problema. O caminho utilizado neste trabalho

segue aproxidamente o que é feito no trabalho de Turnovsky e Fisher (1995). Entretanto,
Stockman (2002), por exemplo, utiliza a teoria dos ciclos reais de negócios para analisar
os efeitos de quatro tipos de ajuste fiscal sobre bem-estar.
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∂c(t)

∂g
= fkh

∂k(t)

∂g
+ flh

∂l(t)

∂g
+ (1− α)h0f − ∂

·
k(t)

∂g
− 1 (2.38)

Substituindo-se a equação (2.38) em (2.37), segue-se que:

∂U(t)

∂g
= αv0(gc)− uc + uc

⎡⎣fkh∂k(t)
∂g
− ∂

·
k(t)

∂g
+ βflh

∂l(t)

∂g

⎤⎦+ (1− α)h0f

(2.39)

Na vizinhança do estado estacionário a trajetória do estoque de capital,

k(t), é descrita pela equação (2.20). Substituindo as derivadas de, k(t), e,
·
k(t), com respeito a, g, encontra-se:

∂U(t)

∂g
= αv0(gc)− uc + uc [fkh (1− exp(µ1t)) + µ1 exp(µ1t)]

∂ek
∂g
(2.40)

+βucflh
∂l(t)

∂g
+ (1− α)h0f

Por inspeção da equação (39), observa-se que o efeito de g sobre U(t)

pode se dividido nos seguintes fatores:

1) αv0(gc)− uc, que representa o efeito de crouding-out sobre o consumo

privado;

2) uc [fkh (1− exp(µ1t)) + µ1 exp(µ1t)]
∂ek
∂g
, que representa o efeito dos gas-

tos públicos totais sobre a acumulação intertemporal do capital (in-

vestimento privado). A contribuição deste efeito para o bem estar é

ambígua;

3) βucflh
∂l(t)
∂g
, que representa o efeito dos gastos do governo sobre as de-

cisões privadas da oferta de mão-de-obra. Este efeito contribui positi-

vamente para o aumento de bem estar desde que, βucflh∂l(t)/∂g > 0;
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4) (1 − α)h0f , que representa o efeito direto do aumento dos gastos do

governo sobre o produto. Note que esse efeito é positivo, uma vez que

para, α ∈ (0, 1), um aumento dos gastos públicos aumenta os gastos em
infraestrutura que, por sua vez, tem impacto positivo sobre o produto.

A contribuição destes fatores pode melhor ser identificada quando são

comparados os efeitos de um aumento dos gastos públicos sobre o bem es-

tar na data zero e sobre o bem estar no equilíbrio de estado estacionário.

Avaliando a equação (2.40) em, t = 0, chega-se a:

∂U(0)

∂g
= αv0(gc)− uc + ucµ1

∂ek
∂g
+ βucflh

∂l(0)

∂g
+ (1− α)h0f (2.41)

onde l(0) = l (λ(0), k0, g, α, β).

De (2.35) tem-se que, ∂ek/∂g > 0, e pode ser mostrado que , ∂l(0)/∂g < 0,
portanto, desprezando os termos αv0(gc) − uc e (1 − α)h0f , que são apenas

fatores que escalonam a utilidade instantânea, verifica-se que, ∂U(0)/∂g < 0.

Por outro lado, no estado estacionário a expressão (2.37) produz:

∂ eU
∂g

= uc

"
∂ec
∂g
− (1− β)flh

∂el
∂g

#
+ αv0(gc) (2.42)

onde ec = c
³eλ,ek, g, α, β´ e el = l

³eλ,ek, g, α, β´.
Diferenciando a expressão (2.16) com respeito a g no equilíbrio de estado

estacionário e substituindo o resultado na expressão (2.42) obtém-se:

∂ eU
∂g

= αv0(gc)− uc + ucfkh
∂ek
∂g
+ βucflh

∂el
∂g
+ (1− α)h0f (2.43)

Portanto, novamente excluindo-se os termos, αv0(gc)− uc, e, (1− α)h0f ,

concluí-se que, ∂ eU/∂g > 0, pois ∂el/∂g > 0. Em resumo, o aumento dos

gastos públicos reduz a utilidade inicialmente, mas possui efeito positivo

sobre o bem-estar no equilíbrio de estado estacionário32.

32Observe que ∂el/∂g = lλ∂eλ/∂g + lk∂ek/∂g + lg, portanto ∂el/∂g > 0.
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Com respeito à variação na composição dos gastos públicos, procede-se

de modo idêntico à análise feita anteriormente. Desta forma, para, t = 0, e

para o equilíbrio de estado estacionário,obtém-se, respectivamente:

∂U(0)

∂α
= (v0 − fh0) g + ucµ1

∂ek
∂α

+ βucflh
∂l(0)

∂α
(2.44)

∂ eU
∂α

= (v0 − fh0) g + ucfkh
∂ek
∂α

+ βucflh
∂el
∂α

(2.45)

Desprezando o termo de escalonamento, (v0 − fh0) g, dado que, ∂ek/∂α <

0, e que, ∂l(0)/∂α > 0, conclui-se que, ∂U(0)/∂α > 0. Por outro lado,

∂ eU/∂α < 0, pois ∂el/∂α < 0. Novamente observa-se que existe um trade-off

intertemporal do bem-estar social, agora com respeito a regra de composição

do orçamento público33.

A intuição desse resultado é que o aumento da proporção do gasto total

do governo destinada ao gasto em consumo, aumenta o consumo privado no

estágio inicial aumentando, assim, o bem-estar. Por outro lado, no estado

estacionário, um aumento de α, aumenta a utilidade marginal da riqueza e

como conseqüência o consumo privado de estado estacionário. Em resumo,

o aumento dos gastos do governo em custeio reduz o bem estar no equilíbrio

de estado estacionário.

A análise do impacto da proporção do produto destinado ao superávit

primário, β, dentro do mesmo raciocínio, é sintetizada nas seguintes ex-

pressões:

∂U(0)

∂β
= ucµ1

∂ek
∂β
+ βucflh

∂l(0)

∂β
> 0 (2.46)

∂ eU
∂β

= ucfkh
∂ek
∂β
+ βucflh

∂el
∂β

< 0 (2.47)

Portanto, a análise e as conclusões obtidas para, α, são as mesmas para

este caso.

No caso do déficit nominal proporcional ao PIB, os impactos dos parâmet-

33Para comprovar que ∂el/∂α > 0 use a nota 8.
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ros de política sobre utilidade instantânea no início do período e no equilíbrio

de estado estacionário são os mesmos. No entanto, deve ser lembrado que as

intensidades são diferentes pois no lugar de, β, deve-se colocar o parâmetro

δ.

2.5.2 Análise da Utilidade Total Descontada

Para analisar os efeitos de mudanças nos parâmetros de política sobre o a

utilidade total descontada, será considerada a trajetória estável da utilidade

instantânea linearizada na vizinhança de seu estado estacionário. Segundo

Turnovsky e Fisher (1995) e Turnovsky (1997), tem-se que:

U(t) ∼= eU + ³U(0)− eU´ exp(µ1t)
Denotando por, W , a utilidade total descontada, tem-se que:

W =
∞R
0

heU + ³U(0)− eU´ exp(µ1t)i exp(−ρt)dt
Implicando que:

W =
eU
ρ
+

³
U(0)− eU´
ρ− µ1

(2.48)

Na equação (2.48) o termo, eU/ρ, representa o bem-estar instantâneo de-
scontado pela taxa de desconto intertemporal, ρ. Este termo expressa o nível

de bem-estar resultante caso o longo prazo fosse alcançado instantâneamente.

O termo,
³
U(0)− eU´ / (ρ− µ1), representa o ajustamento até o equilíbrio

de longo-prazo, já que numa economia com acumulação de capital, o estado

estacionário é alcançado gradualmente.

Diferenciando a expressão (2.48), com respeito a, g, obtém-se o impacto

dos gastos públicos sobre o bem-estar social34 ao longo de todo o horizonte

de planejamento, de acordo com a seguinte expressão:

34Em modelos do tipo agente representativo a utilidade total descontada pode ser uti-
lizada como índice de bem-estar social.
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∂W

∂g
= − µ1

ρ (ρ− µ1)

∂ eU
∂g

+
1

(ρ− µ1)

∂U(0)

∂g
(2.49)

A substituição das expressões (2.44) e (2.45) em (2.49) resulta em:

∂W

∂g
=

αv0(gc)− uc
ρ

+
(1− α)h0f

ρ
−
∙

β

(1− β) (ρ− µ1)

¸
ucµ1

∂ek
∂β
(2.50)

+
βucflh

(ρ− µ1)

"
∂l(0)

∂g
− µ1

ρ

∂el
∂g

#

Observe que na expressão (2.50), além dos efeitos de crouding-out sobre

o consumo privado, do efeito produtivo dos gastos em infraestrutura e do

efeito sobre o investimento privado, o efeito dos gastos públicos totais sobre

o bem-estar social também depende do efeito intertemporal sobre as decisões

privadas de oferta de mão-de-obra.

Outra implicação interessante de (2.50) é que, se o governo abandona a

política de superávit primário fazendo β = 0, então α = (h0f − uc) / (h
0f − v0),

é a regra de composição do orçamento público que maximiza o bem-estar so-

cial. Note que, se o agente representativo avalia consumo privado e consumo

público igualmente, isto é, se uc = v0, então a expressão obtida para a regra

ótima de composição implica que α = 1. Neste caso a regra ótima implica

que todo o gasto público deve ser alocado em gastos em custeio, ou seja,

g = gc.

As derivações dos efeitos de α e β seguem a mesma lógica empregada

acima. Os resultados não são relevantes para o principal objetivo nesta seção

de análise de bem-estar que é comparar bem-estar no dois regimes, portanto

os detalhes serão omitidos. Também serão omitidas as análises considerando

o regime de déficit nominal zero por serem exatamente as mesmas que foram

feitas nesta seção bastando substituir β por δ.
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2.5.3 Bem-Estar nos Regimes de Superávit Primário e

Déficit Nominal Zero

Nesta seção compara-se o bem estar social sob os dois regimes de política de

ajustamento fiscal: superávit primário e déficit nominal zero. Será adotada

a seguinte notação: U(t)SP , denota a utilidade instantânea do agente rep-

resentativo quando o regime de ajuste é superávit primário; WSP , denota o

bem-estar social sob superávit primário; U(t)DN , é a utilidade instantânea

sob déficit nominal zero; finalmente, WDN , representa o bem-estar social sob

o regime de déficit nominal zero.

Isto posto, desde que, U(t)SP = u(c(β, t), l(β, t))+v(gc), sua diferenciação

com respeito a, β, produz a seguinte expressão:

∂U(t)SP

∂β
= uc

∂c(t)

∂β
+ ul

∂l(t)

∂β
(2.51)

Note que a expressão do lado direito de (2.51) é positiva, uma vez que,

uc > 0, ∂c(t)/∂β > 0, ul < 0 e ∂l(t)/∂β < 0. Portanto U(t)SP cresce quando

β aumenta.

No caso de déficit nominal zero, ou seja, δ = 0, tem-se U(t)DN = u(c(0, t), l(0, t))+

v(gc). Portanto, chega-se a seguinte relação:

U(t)SP = u(c(β, t), l(β, t)) + v(gc) > u(c(0, t), l(0, t)) + v(gc) = U(t)DN

(2.52)

Ou seja, para t finito a utilidade instantânea é maior sob o regime de

superávit primário quando comparada a utilidade instantânea sob regime de

déficit nominal zero. Em particular tem-se que:

U(0)SP > U(0)DN (2.53)

Em outras palavras, a relação em (2.53) mostra que, o regime de ajuste

fiscal baseado na acumulação sucessivas de superávits primários numa pro-

porção, β, do produto, inicialmente é preferível ao regime baseado em déficit

nominal zero. Entretanto, é importante considerar essa mesma comparação
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em relação aos resultados de estado estacionário, ou seja, cabe questionar:

se por um lado o bem-estar inicial é maior sob regime de superávit primário,

o que se pode afirmar com respeito ao longo prazo ? Para responder a essa

questão observe que:

eUSP = u (ec(β), l(β)) + v(gc) (2.54)

e

eUDN = u (ec(0), l(0)) + v(gc) (2.55)

De acordo com a expressão (2.47) obtida na seção 2.5.1 temse que:

∂ eUSP

∂β
= ucfkh

∂ek
∂β
+ βucflh

∂el
∂β

(2.56)

Para seguir com a análise, considere a expansão de Taylor de primeira

ordem da expressão (2.54) para β próximo de zero. O procedimento resulta

em: eUSP ∼= u (ec(0), l(0)) + v(gc) +

⎛⎝ ∂ eUSP

∂β

¯̄̄̄
¯
β=0

⎞⎠β (2.57)

Utilizando as expressões (2.55) e (2.53) na equação (2.57), obtém-se:

eUSP − eUDN = βucfkh
∂ek
∂β

< 0 (2.58)

Portanto, como mostra a expressão (2.58) acima, no longo prazo, para

valores de β suficientemente pequenos, a utilidade do agente é maior sob

regime de déficit nominal zero relativamente ao regime de superávit fiscal.

Assim sendo, observa-se novamente um trade-off entre os regimes quanto as

suas consequências no curto e no longo prazo. Como já foi salientado quanto

ao consumo e ao investimento privados, o regime de déficit nominal zero é

mais severo à economia no curto prazo, mas conduz a níveis maiores dessas

quantidades no longo prazo. Com relação à utilidade instantânea ocorre algo

semelhante: no curto prazo o regime de superávit primário é preferível mas

no longo prazo o regime de déficit nominal zero é melhor.
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Para avaliar bem estar social, e conveniente utilizar o fluxo descontado

das utilidades instantâneas do agente representativo. Como já foi visto o

bem estar social pode portanto ser expresso como:

W =
eU
ρ
+

³
U(0)− eU´
ρ− µ1

Usando a notação indicada no começo da seção, tem-se por construção

que:

W SP = − µ1
ρ (ρ− µ1)

eUSP +
1

(ρ− µ1)
U(0)SP (2.59)

WDN = − µ1
ρ (ρ− µ1)

eUDN +
1

(ρ− µ1)
U(0)DN (2.60)

Portanto a diferença entre as expressões (2.59) e (2.60) resulta na seguinte

equação:

WSP −WDN = − µ1
ρ (ρ− µ1)

³eUSP − eUDN
´
+

1

(ρ− µ1)

¡
U(0)SP − U(0)DN

¢
(2.61)

Observe que, a princípio, o sinal da expressão (2.61) é ambíguo, já que,

como foi visto anteriormente, a utilidade instantânea no início é maior sob

superávit primário, isto é, U(0)SP − U(0)DN > 0, mas quando se considera

valores em estado estacionário e β suficientemente pequeno então a utilidade

instantânea é maior sob déficit nominal zero, ou seja, eUSP − eUDN < 0.

Portanto não se pode tirar conclusões imediatas sobre que regime de ajuste

fiscal providencia um bem estar social maior.

A questão central é que a expressão (2.61), envolve, simultaneamente,

julgamentos de curto e longo prazo em termos da utilidade do agente repre-

sentativo. Assim o resultado líquido depende de qual efeito, se de curto ou

de longo prazo, é predominante.

Intuitivamente, pode-se esperar que em se tratando de sociedades com

baixa taxa de impaciência (ρ pequeno) deveriam prevalecer os efeitos de longo

prazo, e o inverso para o caso em que a taxa de impaciência seja muito alta.
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De fato, tomando-se o limite da expressão (2.61) com ρ tendendo para zero

verificasse que o segundo termo converge para -(1/µ1)
¡
U(0)SP − U(0)DN

¢
,

que é positivo, por outro lado, o primeiro termo do lado direito decresce

ilimitadamente já que eUSP − eUDN < 0 e −µ1/ [ρ (ρ− µ1)] → ∞. Deste
modo concluí-se que:

lim
ρ→0

¡
WSP −WDN

¢
< 0 (2.62)

A expressão (2.62) confirma o que se espera intuitivamente, ou seja, so-

ciedades para as quais a taxa de impaciência é baixa, atribuem um peso

maior aos efeitos de longo prazo, o que por sua vez, favorece a implantação

do regime de ajuste fiscal baseado no déficit nominal zero, para o qual os

benefícios de longo prazo são maiores.

O mesmo não ocorre quando se considera uma taxa de impaciência alta,

pois fazendo-se, ρ = 1, em (57) e tomando, µ1 = − |µ1|, obtém-se:

WSP −WDN =
|µ1|

(1 + |µ1|)
³eUSP − eUDN

´
+

1

(1 + |µ1|)
¡
U(0)SP − U(0)DN

¢
(2.63)

Logo a expressão (2.63) novamente impossibilita uma conclusão direta

sobre que regime de ajuste conduz um nível de bem estar social maior. En-

tretanto, é interessante notar que, neste contexto, o efeito líquido sobre bem-

estar, é representado por uma média ponderada das diferenças entre níveis

de utilidade instantânea iniciais e entre os níveis de utilidade instantânea de

estado estacionário, onde o fator de ponderação depende da magnitude da

velocidade de convergência para o estado estacionário da economia.

Supondo o caso limite, em que a economia converge instantaneamente

para o equilíbrio de estado estacionário, ou seja |µ1| → ∞, tem-se que, o
diferencial entre os níveis de bem estar social em (2.63), só leva em consid-

eração efeitos de longo prazo, já que a economia despreza completamente

efeitos iniciais, isto porque o fator que pondera os diferenciais de longo prazo

tende para a unidade, e portanto sob a hipótese de que, β, é suficientemente

pequeno, concluí-se que:
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lim
ρ→1,|µ1|→∞

¡
WSP −WDN

¢
< 0

No outro extremo, considerando-se que a economia permaneça eterna-

mente em suas condições iniciais, ou seja |µ1| = 0, então sob a hipótese de
que a taxa de impaciência é máxima, o diferencial entre os níveis de bem

estar social em (2.63), só leva em consideração efeitos iniciais, uma vez que,

neste caso, o fator que pondera os efeitos iniciais tende para unidade. Com

isso concluí-se que:

lim
ρ→1,|µ1|→0

¡
W SP −WDN

¢
> 0

Note que os resultados acima sugerem que políticos que priorizam re-

sultados de curto prazo tenderam a adotar o regime de superávit primário

como instrumento de ajuste fiscal. Essa escolha entretanto, pode levar a

uma piora no bem-estar social, caso a sociedade em questão possua uma

taxa de impaciência muito baixa. Desta forma, o regime de ajuste fiscal,

como parâmetro de política, pode sofrer interferência de ciclos políticos, na

medida em que, a adoção do regime de déficit nominal zero, embora melhor

no longo prazo, pode conduzir a grandes sacrifícios no curto prazo35.

2.6 Sustentabilidade da Dívida Pública

Nesta seção será discutido em detalhes a questão da sustentabilidade da

dívida interna levando-se em consideração os dois regimes de ajuste fiscal,

começando pelo regime de superávit primário. Em seguida será feita uma

comparação entre as duas políticas apontando-se as principais vantagens e

desvantagens relativas36.

35Sobre ciclos políticos e ajuste fiscal veja Alesina e Drazen (1991a), Alesina e Drazen
(1991b) e Drazen (2002).
36Esta seção utiliza alguns dos argumentos apresentados em Blanchard (1990) e Blan-

chard et.al. (1990).
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2.6.1 Dívida Pública no Regime de Superávit Primário

Proporcional ao Produto

A dinâmica da dívida pública, b(t), num determinado período de tempo, t, é

definida pela seguinte equação diferencial:

·
b(t) = r(t)b(t)− (g(t)− T (t)) (2.64)

onde r(t) é a taxa de juros que incide sobre o estoque da dívida b(t).

Sob a hipótese de que o governo mantém um superávit primário como

proporção do produto, ou seja, T (t)− g(t) = βy(t), tem-se substituindo esta

última expressão em (2.64) que a dívida pública é governada pela seguinte

equação diferencial:

·
b(t)− r(t)b(t) = −βy(t) (2.65)

Dividindo ambos os lados de (2.65) por y(t), tem-se:

·
b(t)

y(t)
− r(t)

b(t)

y(t)
= −β (2.66)

Denotando por, D(t) = b(t)/y(t), a relação dívida/produto no período, t,

e supondo que o produto da economia cresça a uma taxa instantânea, γ(t),

a equação (2.66) implica na seguinte dinâmica para a relação D(t):

·
D(t) + [γ(t)− r(t)]D(t) = −β (2.67)

A solução da equação diferencial (2.67) fornece a seguinte trajetória da

relação dívida/produto:

D(t) = D(0) exp

½
−

tR
0

[γ(s)− r(s)] ds

¾
− β

tR
0

exp

½
−

tR
τ

[γ(s)− r(s)] ds

¾
dτ

(2.68)

onde, D(0) = b0/y(0), denota a relação dívida/produto inicial. Observe que a

condição para que esta trajetória não seja explosiva é que a taxa instantânea

de crescimento do produto, γ(s), seja maior que a taxa de juros, r(s), que
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incide sobre o estoque da dívida pública.

Para efeitos de simplificação, suponha que, γ, e, r, com γ > r, sejam,

respectivamente, as taxas médias de crescimento do produto e dos juros de

forma que, γ = t−1
tR
0

γ(s)ds, e r = t−1
tR
0

r(s)ds. Substituindo estes valores

em (2.68), obtém-se:

D(t) =

∙
D(0) +

β

γ − r

¸
exp [− (γ − r) t]− β

γ − r
(2.69)

Observe que a trajetória de, D(t), em (2.69), estabelece que, para um

dado valor de β, a manutenção de um superávit primário nessa proporção,

conduziria, no longo-prazo, a uma dívida consolidada negativa de tamanho

[β/ (γ − r)] ey, onde, ey, é o produto de longo-prazo. Isto sugere que em algum
período de tempo finito, a manutenção sistemática do superávit primário

nesta proporção, conduziria a liquidação total da dívida pública consolidada.

Evidentemente, que quanto maior o valor de, β, mais rapidamente a dívida

convergirá para zero.

O período de tempo, t0, necessário para liquidar a dívida pode ser

calculado encontrando um valor para, t, de forma que, D(t) = 0 em (66).

Esse período de tempo é igual a:

t0 =
ln {1 + [(γ − r)D(0)/β]}

(γ − r)
(2.70)

A título de exemplo, suponha que no período sob consideração, espera-

se que a taxa de crescimento do produto seja em média 4% ao ano e que

a taxa de juros seja de 2%. Suponha ainda que na data inicial a ralação

dívida/produto seja de 50%. Finalmente, supondo que o governo mantenha

um superávit primário de 4% do produto, o período de tempo , t0, seria de

aproximadamente 11 anos.

2.6.2 Dívida Pública no Regime de Déficit Nominal Zero

Nesta seção será analisada a sustentabilidade da dívida interna sob a hipótese

de que o governo adota uma política gradual de sucessivas reduções do déficit

nominal como proporção do produto.
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Será suposto que em todo t administra um déficit nominal que é uma

proporção δ(t) ∈ (0, 1) do produto. Desta forma tem-se que g(t) − T (t) +

r(t)b(t) = δ(t)y(t). Usando esta fato em (2.64) chega-se a:

·
b(t) = δ(t)y(t) (2.71)

onde, será admitido que
·
δ(t) < 0 para qualquer t. Ou seja, o governo mantém

déficit nominal numa proporção do produto que decresce no tempo. Mais

especificamente, isto pode ser modelado fazendo-se,
·
δ(t)/δ(t) = −φ, onde,

φ > 0.

Dividindo cada termo de (2.71) por, y(t), e lembrando que a taxa de

crescimento instantânea do produto é, γ(t), as considerações acima impli-

cam que a dinâmica da relação dívida/produto é governada pela equação

diferencial a seguir:

·
D(t) + γ(t)D(t) = δ0 exp(−φt) (2.72)

onde δ0 é a proporção inicial. A solução da equação (2.72) é dada por:

D(t) = exp

½
−

tR
0

γ(s)ds

¾∙
D(0) + δ0

tR
0

exp

½
−

τR
0

[φ− γ(s)] ds

¾
dτ

¸
(2.73)

Observe que a condição para que a relação dívida/produto não seja ex-

plosiva é que a taxa de decrescimento da proporção do produto destinada

ao déficit nominal, φ, seja maior do que a taxa de crescimento do produto,

γ(s). Considerando a taxa média de crescimento do produto, γ, a solução

em (2.73) será dada por:

D(t) = D(0) exp (−γt) + δ0
φ− γ

exp (−γt)− δ0
φ− γ

exp (−φt) (2.74)

implicando que lim
t→∞

D(t) = 0.

Ou seja, diferentemente do que ocorre com a dívida interna no regime

de superávit primário proporcional ao produto, a dívida pública sob déficit
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nominal só será liquidada assintóticamente.

2.7 Conclusões

A proposta inicial desse trabalho era de analisar quais são os efeitos macro-

econômicos da adoção dos regimes de ajuste fiscal que estão, atualmente, no

cerne do debate atualmente. Para tanto utilizou-se um modelo de equilíbrio

geral do tipo agente representativo que é uma variante do modelo construído

por Turnvosky e Fisher (1995).

Em todos os resultados obtidos no trabalho, observa-se que existe um

claro trade-off intertemporal entre o regime de superávit primário e o regime

de déficit nominal zero. Como foi mostrado, o regime de déficit nominal zero

exige reduções iniciais de consumo privado, que podem ser vistas como o

sacrifício do lado real, vis-a-vis, o esforço fiscal necessário para a implantação

de tal regime.

Com respeito ao equilíbrio de longo prazo, a situação se inverte e observa-

se que, tanto consumo quanto investimento privados, são maiores sob déficit

nominal zero relativamente às alocações de equilíbrio observadas no regime

de superávit primário.

Uma consequência natural destes fatos é que, inicialmente, o regime de

déficit nominal zero geral um nível de bem-estar instantâneo é menor do que

o observado sob regime de superávit primário. No longo prazo, entretanto, o

bem-estar instantâneo é maior sob o regime de déficit nominal zero.

Assim, como ficou comprovado no texto, se a utilidade total descontada

for utilizada como índice de bem-estar social, então efeito líquido de uma

comparação dos dois regimes em termos de bem-estar social, depende de

efeitos iniciais e de estado estacionário da utilidade instantânea do agente

representativo. Especificamente viu-se que se a sociedade atribui uma pon-

deração suficientemente alta aos efeitos de longo prazo, então se a proporção

do produto destinada ao superávit primário for suficientemente pequena, o

bem estar social será melhor sob regime de déficit nominal zero.

Noutra direção se a sociedade em questão atribui uma baixa ponderação

ao futuro então, se a velocidade de convergência para o estado estacionário
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da economia for suficientemente alta então novamente o bem estar social será

maior sob regime de déficit nominal zero. Se, entretanto, a velocidade de con-

vergência for muito baixa então o regime de superávit primário proporciona

um nível de bem estar social maior.

Finalmente, foi desenvolvido também alguma discussão sobre sustentabil-

idade da dívida pública e sobre a performance fiscal de cada um dos regimes

de ajuste fiscal analisados. Entre os resultados encontrados, viu-se que a

condição para que a relação dívida/produto não seja explosiva sob regime de

superávit primário é que a taxa de crescimento do produto seja maior do que

a taxa de juros, um resultado recorrente ne literatura de finanças públicas.

Por outro lado, no regime de déifcit nominal que seja proporcional ao pro-

duto e decaia no tempo exige que a taxa de decrescimento do déficit nominal

seja maior do que a taxa de crescimento do produto, isto durante a transição

até zerar, completamente o déficit nominal. Com relação a performance fis-

cal, foi notado que o regime de superávit fiscal pode, eventualmente, liquidar

a dívida consolidada mais rapidamente do que o regime de déficit nominal

decrescente até atingir-se valor zero.

Uma extensão do trabalho deveria considerar a inclusão de moeda no

modelo construído. Isto sem dúvida alguma traria um grau de realismo bas-

tante satisfatório sobretudo quando se tem a economia brasileira em mente,

uma vez que toda a discussão refere-se a qual seria a melhor âncora fiscal à

política monetária vigente no país37.

Apêndice

Apêndice A1: O Equilíbrio Dinâmico é do Tipo Sela

As equações (18) e (19) formam o sistema dinâmico do modelo, linearizado

em torno do estado estacionário. Esse sistema pode ser representado como

segue:

37Woodford (1996) , utilizando um modelo em tempo discreto, oferece uma discussão
bastante rica sobre qual seria o papel efetivo do ajuste fiscal em políticas de estabilização
de preços.
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·
X = Ω

³
X− eX´ (A1.1)

onde

X =

"
k

λ

#
e Ω =

"
ω11 ω12

−eλ(1− β)hω21 −eλ(1− β)hω22

#
Sejam µ1 e µ2 os autovalores da matriz Ω. Das relações de Girard tem-se

que:

µ1µ2 = det(Ω) = −eλ(1− β)h(ω11ω22 − ω12ω21)

portanto µ1µ2 < 0, ou seja, os autovalores do sistema possuem sinais con-

trários com, µ1 < 0 e µ2 > 0. Assim o equilíbrio de longo prazo é caracteri-

zado por um ponto de sela.

Tem-se ainda que:

µ1 + µ2 = tr(Ω) = ω11 − eλ(1− β)hω22

= fkh+ fllkh− ck − eλ(1− β)hfkllλ

= fkh+ fllkh+
ucl
ucc

lk − eλ(1− β)hfkllλ

= fkh+ (flhucc + ucl)
lk
ucc
− eλ(1− β)hfkl

∙
−(1− β)flhucc − ucl

∆

¸
= fkh+ (flhucc + ucl)

lk
ucc
−
eλ(1− β)hfklucc

ucc∆
[−(1− β)flhucc − ucl]

= fkh+ (flhucc + ucl)
lk
ucc

+ [−(1− β)flhucc − ucl]
lk
ucc

= fkh+ [flhucc + ucl − flhucc + βflhucc − ucl]
lk
ucc

= fkh+ βfllkh

Usando (17) tem-se que fkh = ρ/(1− β), logo:
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µ1 + µ2 =
ρ

(1− β)
+ βfllkh > 0

implicando µ2 > |µ1|.

Apêndice A2: Derivação e Propriedades das Equações

(2.20) e (2.21)

A solução do sistema representado pela equação (A1.1) pode ser decomposta

como a soma da solução homogênea mais a solução de estado estacionário.

Se XH representa a solução da parte homogênea então38:

XH = Q exp (Λt)A

onde Λ é a matriz diagonal dos autovalores de Ω, Q é a matriz cujas colunas

são os autovetores de Ω, A é um vetor de constantes arbitrárias e exp (Λt) =

diag (exp(µ1t) , exp(µ2t)). Utilizando autovetores normalizados
39, tem-se:

XH =

"
1 1

q1 q2

#"
exp(µ1t) 0

0 exp(µ2t)

#"
A1

A2

#
(A2.1)

=

"
A1 exp(µ1t) +A2 exp(µ2t)

A1q1 exp(µ1t) +A2q2 exp(µ2t)

#

Pela definição de autovetores segue que:

qi =
−eλ(1− β)hω21eλ(1− β)hω22 + µi

=
µi − ω11
ω12

(A2.2)

para i = 1, 2. Por fim, as soluções estável e instável podem ser obtidas

fazendo-se, respectivamente, A2 = 0 e A1 = 0 em (A2.1), e utilizando as

condições iniciais do estoque de capital. Os resultados são exatamente as

equações (2.20) e (2.21) do texto.

38Para detalhes veja de la Fuente (2000) ou Hirsh e Smale (1989).
39Se qi é o autovetor associado ao i-ésimo autovalor de Ω, então uma normalização de

qi é qi = (1, qi), i = 1, 2.
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Observe que as quantidades q1 e q2 representam as inclinações das equações

dos braços estável e instável, respectivamente. Portanto por inspeção de

(A1.3), é imediato que q1 < 0 e q2 > 0. Por outro lado observe que:

q2 − |q1| =
(µ2 − ω11)− |µ1 − ω11|

ω12

=
µ2 + µ1 − 2ω11

ω12

=
tr(Ω)− 2ω11

ω12

Usando o Apêndice A1, tem-se:

q2 − |q1| =
−
h
ω11 + eλ(1− β)hω22

i
ω12

< 0

como afirmado no texto.

Apêndice A3: Demonstração das Relações em (2.35)

Primeiramente, observe que, usando o Teorems da Função Implícita, as re-

lações indicadas em (2.35), podem ser obtidas resolvendo-se o sistema:"
ω11 ω12

(1− β)hω21 (1− β)hω22

#"
dek
deλ
#
=

"
1 + cg − fllgh− (1− α)fh0

−(1− β) [fkllgh+ (1− α)fkh
0]

#
dg+

+

"
cα + fh0g − fllα

−(1− β) [fkllα − fkh
0g]

#
dα+

"
cβ − fllβh

fkh− (1− β)fkllβh

#
dβ (A3.1)

Denotando por D o Jacobiano das variáveis endógenas tem-se que D =

(1− β)h(ω11ω22 − ω12ω21) > 0. Utilizando expansão de Laplace , os efeitos

sobre eλ são imediatamente verificáveis. Resta demonstrar os efeitos sobre ek,
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que, de curso, dependem apenas dos sinais dos determinantes do Jacobiano

expandido.

Os seguintes fatos serão úteis para as demonstrações que se seguem.

Fato 1: fklω12 − flhω22 = −fklcλ
Fato 2: fklcλ + ucl

ucc
ω22 =

1
ucc

Fato 3: fkfl − ffkl ≥ 0 (decorre da homogeneidade linear de f)
Resolvendo o sistema (A3.1) e usando os Fatos 1 e 2, o efeito de g sobreek é obtido de acordo com a seguinte espressão:

∂ek
∂g
=
(1− β)

h³
ω22 − fkllgh

ucc

´
+ (1− α)lλhh

0(fkfl − ffkl)− fkcλ
i

D

que é positivo de acordo com o Fato 3.

Seguindo o mesmo raciocínio os efeitos de α e β sobre ek são obtidos de
maneira similar, tal que, utilizando os Fatos 1, 2 e 3, mostra-se que:

∂ek
∂α

< 0

∂ek
∂β

< 0

0.1 Apêndice 4: Solução Analítica dos Choques Tran-

sitórios40

Para derivar os efeitos dos choques transitótios descritos geometricamente

na seção 2.4.1, será suposto que a oferta de mão de obra é constante a fim

de tornar a solução mais tratável. Sob esta hipótese o sistema dinâmico que

governa a economia torna-se:⎡⎣ ·
k
·
λ

⎤⎦ = " fkh −1/ucc
−eλfkk 0

#"
k − ek
λ− eλ

#
40O procedimento utilizado para demonstrar os fatos a seguir pode ser encontrado em

Turnovsky (1997).
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Será suposto que:

eX = ( eX1 para 0 ≤ t ≤ TeX0 para t ≥ T

onde

eX1 =

" ek1eλ1
#
e eX0 =

"
k0eλ0
#

Solução do Sistema

Empregando o mesmo mecanismo utilizado no Apêndice A2, obtém-se a

seguinte solução para o sistema dinâmico:

Fase 1 : 0 ≤ t ≤ T

k(t) = ek1 +A1 exp(µ1t) +A2 exp(µ2t)

λ(t) = eλ1 + uccµ2A1 exp(µ1t) + uccµ1A2 exp(µ2t)

Fase 2 : t ≥ T

k(t) = ek0 +B1 exp(µ1t) +B2 exp(µ2t)

λ(t) = eλ0 + uccµ2B1 exp(µ1t) + uccµ1B2 exp(µ2t)

Observe que existem quatro constantes a serem determinadas no sistema.

Para obter uma solução explícita para o sistema, a determinação das con-

stantes arbitrárias resultará dos seguintes critérios:

1. Condição de transversalidade:

B2 = 0

2. Ajustamento contínuo do estoque de capital a partir de seua nível ini-

cial:
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k0 = ek1 +A1 +A2

3. Continuidade das trajetórias para qualquer t > 0, ou seja, em t = T ,

as soluções devem ser iguais.

Usando os itens 1 — 3 acima, as constantes arbitrárias do sistema são

dadas por:

A1 = −
exp(−µ2T )

³eλ1 − eλ0´
ucc (µ2 − µ1)

A2 =
exp(−µ2T )

³eλ1 − eλ0´
ucc (µ2 − µ1)

B1 =
[exp(−µ1T )− exp(−µ2T )]

³eλ1 − eλ0´
ucc (µ2 − µ1)

B2 = 0

Assim a solução explícita do sistema é dada por:

Fase 1 : 0 ≤ t ≤ T

k(t) = k0 +
exp(−µ2T ) [exp(µ2t)− exp(µ1t)]

³eλ1 − eλ0´
ucc (µ2 − µ1)

λ(t) = eλ1 + exp(−µ2T ) [exp(µ2t)− exp(µ1t)]
³eλ1 − eλ0´

(µ2 − µ1)

Fase 2 : t ≥ T

k(t) = k0 +
[exp(−µ1T )− exp(−µ2T )] exp(µ1t)

³eλ1 − eλ0´
ucc (µ2 − µ1)

λ(t) = eλ0 + [exp(−µ1T )− exp(−µ2T )] exp(µ1t)
³eλ1 − eλ0´

(µ2 − µ1)
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3 Dualidade, Oferta Líquida e a Função Dis-

tância Direcional

3.1 Introdução

Dualidade na teoria microeconômica da produção, começou a ser explorada

com os trabalhos de Shephard (1953, 1970, 1973)-o precursor da abordagem

axiomática da teoria da produção. Os resultados descobertos por este autor e

mais tarde aprimorados por McFadden (1978), Blackorby e Donaldson (1980)

e Färe e Primont (1995), possibilitaram importantes aplicações na teoria

da produção, sobretudo no que se refere a obtenção de funções oferta de

produtos e funções demanda de insumos, através da derivação simples de

funções valores tais como a função lucro e a função custo, sem que seja

necessário realizar qualquer processo de otimização.

Entretanto a grande maioria dos resultados obtidos fazem uso extensivo

do teorema do envelope, o que de certa forma exige que se conheça o processo

de otimização subjascente ao processo produtivo. Neste artigo, porém, serão

exploradas as novas relações de dualidade entre a função lucro e a função dis-

tância direcional estabelecidas mais, recentemente, por Chambers, Chung e

Färe (1996, 1998). Entre os objetivos deste artigo, demonstra-se que os resul-

tados de dualidade destes autores generalizam os de Färe e Primont (1995).O

objetivo principal será usar esta dualidade para fornecer uma demostração

alternativa dos Lemas de Hotelling e Shephard, sem fazer uso do teorema

do envelope. Na verdade, como será visto, não será necessário nem mesmo

o conhecimento do processo de otimização condicionada a tecnologia de pro-

dução. No Apêndice, demonstra-se também o Lema de Shephard usando o

conceito de funções distância orientadas pelo insumo e produto, as quais são

casos particulares da função distância direcional.

No que se segue, este artigo, além desta introdução, está distribuído da

seguinte maneira: a Seção 3.2 define e apresenta as principais propriedades

das funções lucro e distância direcional; na Seção 3.3 os principais resultados

de dualidade entre a função distância direcional e a função lucro, de acordo
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com Chambers, Chung e Färe (1996, 1998), são apresentados. Em adição,

apresenta-se as demonstrações alternativas dos Lemas de Hotelling e Shep-

hard, usando o conceito de função distância direcional que são os principais

resultados deste artigo. Por último, a seção 3.4 apresenta as conclusões fianis

do artigo.

3.2 A Função Lucro e a Função Distância Di-

recional

Nesta seção serão formalmente definidas a função lucro e a função distân-

cia direcional. Além do mais, serão apresentadas as principais propriedades

estruturais dessas funções.

3.2.1 A Função Lucro

Sejam x ∈ RN
+ um vetor de insumos e y ∈ RM

+ um vetor de produtos. A

tecnologia de produção é uma correspondência P : RN
+ ⇒ RM

+ defenida como

P (x) = {y;x pode produzir y} (3.1)

que associa a cada vetor de insumos um subconjunto do M− ortante não
negativo em que a produção é factível para este vetor de insumos. Observe

que, para o caso de um único produto e um único insumo, o gráfico desta

correspondência gera o conjunto de possibilidades de produção como mostra

a ilustração da Figura 1. Denonominando de T o gráfico da correspondência

P (x), o conjunto T pode então ser definido como:

T = {(x,y);y ∈ P (x)} (3.2)
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x1

x2

0

P(x)

Figura 7: Correspondência de Produção

Os axiomas usuais descritos a seguir são necessários e suficientes para

estabelecer o teorema da dualidade de Shephard (1970) a ser utilizado logo

mais. Este axiomas são os seguintes41:

P.1) P (x) é um conjunto fechado, limitado e convexo para qualquer x ∈ RN
+ ;

P.2) Dados, y ∈ RM
+ e x0 ≥ x, tem-se P (x) ⊆ P (x0) - livre descarte de

insumos;

P.3) Dado x ∈ RN
+ , se, y ∈ P (x) e y ≥ y0, então y0 ∈ P (x) - livre descarte

de produtos;

P.4) Se, y ∈ P (x) e x = 0, então y = 0 - no free lunch;

P.5) 0 ∈ P (x) para qualquer x ∈ RN
+ - inanição.

Definidos estes pressupostos tecnológicos, a função lucro é agora formal-

mente definida a seguir.

41Veja também Färe e Primont (1995).
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Definição 1 Sejam x ∈ RN
+ um vetor de insumos, y ∈ RM

+ um vetor de

produtos, P (x) a correspondância de produção, w ∈ RN
+ e p ∈ RM

+ os vetores

de preços dos insumos e dos produtos, respectivamente. A função π : RN
+ ×

RM
+ → R definida por:

π(w,p) = sup
(x,y)≥0

{pTy−wTx; y ∈ P (x)} (3.3)

é denominada de função lucro em (w,p).

A função lucro dispõe de uma série de propriedades usuais tais como

homogeneidade de grau 1 em (w,p), concavidade em (w,p), não-decrescente

em p e não-crescente em w.

3.2.2 A Função Distância Direcional

Numa sequência de trabalhos, Luenberger (1992a, 1992b, 1994, 1995 e 1996),

define e establece as principais propriedades estrutarais e algébricas da função

benefício como sendo uma medida da disponibilidade de um agente trocar

um certo nível de utilidade por uma certa cesta de mercadoria, relativamente

a um vetor (de bens) referência. A adaptação desse dispositivo à teoria da

produção é devido aos trabalhos de Chambers, Chung e Färe (1996, 1998)

que renomearam a função benefício pasando a chamá-la de função distância

direcional. Desde então um grande números de trabalhos foram decicados a

explorar a estrutura e as várias aplicações da função distância direcional.

Utilizando a notação introduzida na seção anterior, a definição abaixo

estabelece formalmente a estrutura da função distância direcional.

Definição 2 Sejam x ∈ RN
+ um vetor de insumos, y ∈ RM

+ um vetor de

produtos, P (x) a correspondância de produção e, g = (−gx, gy) ∈ RN
+ × RM

+ ,

com g 6= 0, um vetor denomidado vetor direção. A função −→D : (RN
+ ×RM

+ )×
(RN

+ × RM
+ )→ R definida por:

−→
D(x,y;−gx, gy) = sup{β ∈ R+ ; (x− βgx,y + βgy) ∈ T} (3.4)
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é denominada função distância direcional onde β é um parâmetro maior ou

igual a zero.

Em temos ilustrativo, a Figura 2 abaixo, mostra como a função ditância

direcional é calculda.

(x , y)

(x - βgx , y +  βgy)

(-gx , gy)

y

xo

(x , y/Do(x, y))

(x/Di(x, y) , y)

Figura 8: Função Distância Direcional e Funções Distância

No exemplo ilustrado acima o vetor direção é representado pelo segui-

mento OA e a função distância direcional é dada por
−→
D(x,y;−gx, gy) =

OB/OA. O Lema 1 a seguir estabelece as principais propriedades estrutu-

rais e algébricas da função distância direcional. As provas dos resultados

abaixo podem ser encontrados em Luenberger (1992), Chambers, Chung e

Färe (1996, 1998) e Briec (2000).

Lema 1 Suponha que a tecnologia satisfaça os axiomas P.1−P.5. A função
distância direcional satisfaz as seguintes propriedades:

D.1) (Translação)
−→
D(x−αgx,y+αgy;−gx, gy) =

−→
D(x,y;−gx, gy)−α, ∀α ∈

R;

D.2) (Continuidade)
−→
D(x,y;−gx, gy) é semicontínua superior em (x, y);
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D.3) (Homogeneidade)
−→
D(x,y;−λgx, λgy) = λ−1

−→
D(x,y;−gx, gy), ∀λ > 0;

D.4) (Monotonicidade) A função distância direcional é não-decrescente em

x e não-crescente em y;

D.5) (Convexidade)
−→
D(x,y;−gx, gy) é côncava em (x,y);

D.6) (Completa caracterização)
−→
D(x,y;−gx, gy) ≥ 0⇔ y ∈ P (x).

Como estabelecido por Cahmbers, Chung e Färe (1996, 1998), a função

distância direcional generaliza várias ourtras funções distâncias tais como as

funções distância orientada pelo insumo e pelo produto de Shephard (1970)42.

De acordo com estes autores, a relação entre a função distância direcional e

as distâncias orientada pelo produto e pelo insumo de Shephard são, respec-

tivamente, iguais a:

−→
D(x,y; 0,y) =

1

Do(x,y)
− 1 (3.5)

−→
D(x,y;x, 0) = 1− 1

Di(x,y)
(3.6)

onde Do(x,y) e D i(x,y) são, respectivamente, as funções distância orien-

tada pelo produto e pelo insumo43.

42A função distância direcional também generaliza a função Gauge de McFadden (1978),
a função translação de Blackorby e Donaldson (1980) e a função distância afim de Färe e
Lovell (1978).
43A função distância orientado pelo produto, D0(x,y), é definida como, D0(x,y) =

inf{θ ∈ R+ : (x,y/θ) ∈ T}. Em outras palavras, a função distância orientada pelo
produto mede é máxima expansão proporcional do vetor de produtos y de forma que
este processo de produção ainda seja factível para um dado vetor de insumos x. De
maneira análoga, a função distância orientada pelo insumo, Di(x,y), é definida como
Di(x,y) = sup{θ ∈ R+ : (x/θ, y) ∈ T}. Ela mede a máxima contração do vetor de
insumos x de maneira que ainda se possa produzir o vetor de produtos y. Com referência
ao exemplo dado na Figura 2, tem-se que D0(x,y) = OE/OF e Di(x,y) = OD/OC. As
propriedades destas funções distância podem ser encontradas em Shephard (1970) e Färe
e Primont (1995).
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3.3 Dualidades e Propriedades Diferenciais

Nesta seção serão transcritos os principais resultados de dualidade envol-

vendo a função distância direcional e a função lucro, originalmente estab-

elecidos em Chambers, Chung e Färe (1996,1998) e Färe (2000). Também

serão exploradas propriedades envolvendo derivadas de funções distância di-

recional encontradas em Hudgins e Primont (2004) e outras estabelecidas

originalmente neste artigo.

3.3.1 Dualidades

Os resultados apresentados a seguir mostram que a função distância dire-

cional gereraliza as dualidades entre as funções distância orientada pelo pro-

duto e insumo e as funções receita e custo, respectivamente. Färe e Primont

(1995) mostram que os axiomas P.1 - P.5 são condições necessárias e sufi-

cientes para estabelecer o teorema da dualidade de Shephard44 (1970) como

um par de otimizações não condicionadas.

Teorema 1 (Färe e Primont (1995)) Suponha que a tecnologia satisfaça
os axiomas P.1 - P.5, então sendo Do(x,y) e Di(x,y) as funções distância

orientada pelo produto e pelo insumo, respectivamente, tem-se que:

R(x,p) = sup
y≥0

½
pTy

Do(x,y)

¾
(3.6(a))

Do(x,y) = sup
p≥0

½
pTy

R(x,p)

¾
(3.6(b))

e

C(y,w) = inf
x≥0

½
wTx

Di(x,y)

¾
(3.7(a))

Di(x,y) = inf
w≥0

½
wTx

C(y,w)

¾
(3.7(b))

44Shephard demomonstra que se a tecnologia satisfaz os axiomas P.1 a P.5, então:
C(y, w) = inf

x≥0
{wTx;Di(x, y) ≥ 1} e R(x, p) = sup

y≥0
{pT y;Do(x, y) ≤ 1}.
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onde R(x,p) e C(y,w) são, respectivamente, as funções receitas e custo

de produção.

Vale salientar que os resultados de dualidade do Teorema 1 são casos

especiais da dualidade existente entra a função distância direcional e a função

lucro, como será demonstrado mais adiante. O Teorema 2 a seguir, devido

à Chambers, Chung e Färe (1998) é o principal resultado de dualidade a ser

explorado neste artigo.

Teorema 2 (Chambers, Chung e Färe (1998)) Suponha que a tecnolo-
gia satisfaça os axiomas P.1 - P.5, então:

π(w,p) = sup
(x,y)≥0

n
pTy−wTx+

−→
D(x,y;−gx, gy)(pTgy +wTgx)

o
(3.8)

e
−→
D(x,y; gx, gy) = inf

(p,w)

½
π(w,p)− (pTy−wTx)

pTgy +wTgx

¾
(3.9)

De posse do resultado acima e utilizando as equações (3.4) e (3.5) é pos-

sível mostrar que as relações de dualidade (3.6) e (3.7) constituem um caso

particular da dualidade entre a função lucro e a função distância direcional.

Este é o conteúdo do seguinte corolário.

Corolário 1 Sejam, x ∈ RN
+ e y ∈ RN

+ os vetores de insumos e de produtos,

respectivamente,
−→
D(x,y;−gx, gy) a função distância direcional no vetor di-

reção (−gx, gy), Do(x,y) e Di(x,y), as funções distância orientada pelo pro-

duto e pelo insumo, respectivamente, e por fim, π(w,p), R(x,p) e C(y,w)

as funções lucro, receita e custo, respectivamente. Então, verificam-se as

sefuintes condições:

a) Se (−gx, gy) = (0,y) então as equações (3.8) e (3.9) implicam na re-

lação de dualidade em (3.6);

b) Se (−gx, gy) = (x, 0) então as equações (3.8) e (3.9) implicam na re-

lação de dualidade em (3.7).
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Prova. Desde que (−gx, gy) = (0,y), substituindo-se a igualdade (3.4) em
(3.9) tem-se:

1

Do(x,y)
− 1 = inf

(p,w)

½
π(w,p)− (pTy−wTx)

py

¾

= inf
(p,w)

½
π(w,p) +wTx)

pTy

¾
− 1

Portanto,

Do(x, y) = sup
(p,w)

½
pTy

π(w,p) +wTx

¾
(3.10)

No caso em que o vetor de insumos x minimiza o custo de

produção wTx, é demonstrado demonstra-se no Apêndice A1 que R(x,p) =

π(w,p)+wTx.Nestes termos, a substituição desta última expressão em (3.10)

implica que:

Do(x,y) = sup
(p,w)

½
pTy

R(x,p)

¾
que é exatamente a segunda relação de (3.6). Para demonstrar a primeira re-

lação de (3.6), semelhantemente, substitui-se (−gx, gy) = (0,y) e a expressão
(3.4) em (3.8) para obter:

π(w,p) = sup
(x,y)≥0

½
pTy−wTx+

µ
1

Do(x,y)
− 1
¶
pTy

¾

= sup
(x,y)≥0

½
pTy

Do(x,y)
−wTx

¾
Assim, para todo (x,y) ∈ T , tem-se que π(w,p) ≥ pTy/Do(x,y) − wTx

implicando π(w,p) + wTx ≥ pTy/Do(x,y). Logo, se x minimiza o custo

wTx, então:

R(x,p) ≥ pTy

Do(x,y)

Isto implica que

R(x,p) = sup
y≥0

½
pTy

Do(x,y)

¾
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que é exatamente a primeira expresssão de (3.6). Com isso (3.6) fica comple-

tamente demonstrado. Para demonstrar a segunda relação de (3.7), considere

agora (−gx, gy) = (x, 0). Então, substituindo (3.5) em (3.9) e empregando o

mesmo raciocínio para demonstrar a segunda relação de (3.6), obtém-se:

Di(x,y) = inf
(p,w)

½
wTx

C(y,w)

¾
(3.11)

que coincide com a segunda expressão de (3.7).

Por outro lado, desde que (−gx, gy) = (0, y), a substituição de (3.5) em
(3.6) implica que:

π(p,w) = sup
(x,y)≥0

½
pTy−wTx+

µ
1− 1

Di(x,y)

¶
wTx

¾

= sup
(x,y)≥0

½
pTy− wTx

Di(x,y)

¾
Portanto, para todo (x,y) ∈ T , tem-se que π(p,w) ≥ pTy −wTx/Di(x,y)

implicando pTy − π(p,w) ≤ wTx/Di(x,y). Logo, se y maximiza a receita

pTy então:

C(y,w) ≤ wTx

Di(x,y)

Isto implica que

C(y,w) = inf
x≥0

½
wTx

Di(x,y)

¾
.

Esta última expressão é exatamente a relação em (3.7(a)). Logo, as relações

de (3.7) ficam demonstradas.

Em resumo, o Corolário 1 acima mostra que os resultados do Teorema 1

são casos particulares do Teorema 6. A seguir serão discutidas algumas das

propriedades diferenciais da função distância direcional que serão utilizadas

na demonstração dos Lemas de Hotteling e Shepard.
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3.3.2 Propriedades Diferenciais

Nesta seção serão caracterizadas as propriedades diferenciais da distância di-

recional e algumas de suas implicações, entre elas, o principal resultado deste

artigo. Em todo momento será assumido que a função distância direcional é

duas vezes continuamente diferenciável em todos os seus argumentos45.

O primeiro resultado a ser estabelecido é atribuído a Hudgins e Primont

(2004) que apresentam uma série de propriedades das derivadas parciais da

função distância direcional com respeito aos vetores de insumos e produtos

x e y e aos vetores direção gy e gx,respectivamente.

Lema 2 (Hudgins e Primont (2004)) Suponha que a função distância
direcional,

−→
D(x,y; gx, gy), seja duas vezes continuamente diferenciável46, en-

tão:

a) gTx∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)− gTy∇y

−→
D(x,y;−gx, gy) = 1;

b) gTx∇gx

−→
D(x,y;−gx, gy) + gTy∇gy

−→
D(x,y;−gx, gy) = −1;

c)
³
∇x
−→
D(x,y;−gx, gy),−∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)

´
≥ 0;

d) A matriz Hessiana, H−→
D
, é simétrica e negativa semidefinida, com:

H−→
D
=

Ã
∇xx
−→
D(x,y;−gx, gy) ∇xy

−→
D(x,y;−gx, gy)

∇yx
−→
D(x,y;−gx, gy) ∇yy

−→
D(x,y;−gx, gy)

!

No Lema acima tem-se que ∇x
−→
D(x,y;−gx, gy) e ∇gx

−→
D(x,y;−gx, gy) são

matrizes de dimensão N × 1, ∇y
−→
D(x,y;−gx, gy) e ∇gy

−→
D(x,y;−gx, gy) ma-

trizes de dimensãoM×1, ∇xx
−→
D(x,y;−gx, gy) uma matrriz de dimensãoN×

N ,∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy) umamatriz de dimensãoM×M ,∇xy

−→
D(x,y;−gx, gy)

uma matriz de dimensão N ×M e ∇yx
−→
D(x,y;−gx, gy) de dimensão M ×N .

45Sobre as condições de diferenciabilidade da função distância direcional consulte Cour-
talt, Crettez e Hayek (2004).
46Ao lomgo do texto será adotada a seguimte notação: ∇ai

−→
D correspomde ao gradiente

de
−→
D com respeito ao argumento a; ∇aai

−→
D é a matriz Jacobiana de ∇a

−→
D com respeito a

a e ∇abi

−→
D é a matriz Jacobiana de ∇ai

−→
D com respeito a b. No caso de fuções vetoriais o

símbolo ∇ continuará sendo utilizado para a Matriz Jacobiana.
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Usando as propriedades (a) e (d) do Lema 2 acima é possível estabele-

cer um resultado cujo conteúdo será essencial para a obtenção do principal

resultados deste artigo. Este corolário generaliza algumas das propriedades

diferenciais da distância direcional do Lema 2.

Corolário 2 Suponha que x ∈ RN
+ e y ∈ RM

+ sejam, respectivamente, vetores

de insumos e produtos e,
−→
D(x,y;−gx, gy), a função distância direcional com

vetor diretor (−gx, gy) ∈ RN
+ × RM

+ . Então, ∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx = IN

e ∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy = −IM , onde IN e IM são, respectivamente, ma-

trizes identidade de ordem N e M respectivamente, ∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy =

0(N×M) e ∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx = 0(M×N), onde 0(N×M) e 0(M×N) são, re-

spectivamente, matrizes nulas de ordem N ×M e N ×M .

Prova. Com efeito, do item (a) do Lema 2, tem-se que:

gTx∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx − gTy∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx = gTx (3.12)

gTx∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy − gTy∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy = gTy (3.13)

Em forma matricial, o sistema (3.12) e (13) pode ser escrito como:Ã
∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx ∇x

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

−∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx −∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

!T Ã
gx

gy

!
=

Ã
gx

gy

!
(3.14)

Logo, a identidade em (3.14) requer que:Ã
∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx ∇x

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

−∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx −∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

!
=

Ã
IN 0(N×M)

0(M×N) IM

!
(3.15)

o que demonstra os resultados do enunciado.
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De posse destes resultados, pode-se agora estabelecer os principais resul-

tados do artigo. O primeiro deles é a demonstração do Lema de Hotelling

utilizando a dualidade entre a função lucro e a função distância direcional,

sem fazer o uso direto do teorema do envelope. O ponto central para esta

demonstração é o uso da propriedade de translação D.1 da função distância

direcional.

Proposição 5 (Lema de Hotelling) Suponha que x ∈ RN
+ e y ∈ RM

+

sejam, respectivamente, vetores de insumos e produtos,
−→
D(x,y;−gx, gy) a

função distância direcional com vetor direção (−gx, gy) e, π(p,w), a função
lucro nos preços (p,w). Adicionalmente suponha que a tecnologia satisfaça

os axiomas 1-5 com estrita convexidade, então:Ã
∇pπ(p,w)

∇wπ(p,w)

!
=

Ã
y(p,w)

−x(p,w)

!
(3.16)

Prova. Das condições de primeira ordem em (3.8) obtém-se:

∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)(pTgy +wTgx) = −pT (3.17)

∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)(pTgy +wTgx) = w

T (3.18)

A diferenciação de (3.17) com respeito a p e w dá origem, respectivamente,

a: h
∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇py +∇yx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇px

i ¡
pTgy +w

Tgx
¢
+

∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy = −IM

(3.19)h
∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇wy +∇yx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇wx

i ¡
pTgy +w

Tgx
¢
+

∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx = 0(M×N)

(3.20)

Dividindo (3.19) e (3.20) por, pTgy + wTgx, e após algumas manipulações
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algébricas, tem-se que:

∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇py +∇yx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇px =

−1
(pT gy+wT gx)

³
IM +∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

´ (3.21)

∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇wy +∇yx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇wx =

−1
(pT gy+wT gx)

³
∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

´ (3.22)

De maneira análoga, diferenciando (3.18) com respeito a p e w, após alguns

rearranjos, obtém-se, respectivamente:

∇xy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇py +∇xx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇px =

−1
(pT gy+wT gx)

³
∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy

´ (3.23)

∇xy
−→
D(x,y;−gx, gy)∇wy +∇xx

−→
D(x,y;−gx, gy)∇wx =

−1
(pT gy+wT gx)

³
−IN +∇x

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

´ (3.24)

A seguir, combinando as equações (3.21) a (3.24) obtém-se a seguinte equação

matricial:Ã
∇yy
−→
D(x,y;−gx, gy) ∇yx

−→
D(x,y;−gx, gy)

∇xy
−→
D(x,y;−gx, gy) ∇xx

−→
D(x,y;−gx, gy)

!Ã
∇py ∇wy

∇px ∇wx

!
=

−1
(pT gy+wT gx)

×

×
Ã

IM +∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy 0(M×N) +∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

0(N×M) +∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy −IN +∇x

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

!
(3.25)

Observe que a expressão (3.25), pode ser reescrita como:

H−→
D

Ã
∇py ∇wy

∇px ∇wx

!
=

−1
(pT gy+wT gx)

(Ã
∇y
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy ∇y

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

∇x
−→
D(x,y;−gx, gy)gTy ∇x

−→
D(x,y;−gx, gy)gTx

!

−
Ã
−IM 0(M×N)

0(N×M) IN

!) (3.26)
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onde, H−→
D
, é a matriz Hessiana da função distância direcional avaliada nas

escolhas ótimas de y e x. Recorrendo ao Corolário 2 e usando a propriedade

(d) do Lema 2, a equação (3.26) implica que:Ã
∇py ∇wy

∇px ∇wx

!
= 0[(M+N)×(M+N)] (3.27)

Para competar a demonstração observe que:Ã
∇pπ(p,w)

∇wπ(p,w)

!
=

Ã
∇py ∇wy

∇px ∇wx

!T Ã
p

−w

!
+

Ã
y(p,w)

−x(p,w)

!
(3.28)

Portanto, usando (3.27) em (3.28) chega-se a:Ã
∇pπ(p,w)

∇wπ(p,w)

!
=

Ã
y(p,w)

−x(p,w)

!

Note que na demonstração acima, a única suposição mais forte utilizada

foi a estrita convexidade da tecnologia, a fim de garantir que a função lucro

seja bem definida.

A Proposição 1 possuí duas implicações importantes. A primeira é que

o resultado conhecido como Lema de Hotelling é demonstrado sem fazer

uso do Teorema do Envelope e, assim, sem utilizar diretamente a estrutura

do processo de otimização inerente ao problema de maximização de lucro

restrita às condições tecnológicas. Na verdade, utiliza-se apenas as condições

de primeira ordem levando em consideração a dualiade entre a função lucro

e a função distância direcional. Segundo, mostra como a função distância

direcional, através de sua dualidade com a função lucro e a propriedade de

tranlação, é utilizada como uma forma de se obter a oferta líquida de

produtos através das derivadas parciais da função lucro.

Em seguida, utilizando novamente o conceito de função distância dire-

cional, demonstra-se agora o Lema de Shephard (1953, 1970), segundo qual

as funções demanda e oferta condicionais são obtidas através das derivadas

parciais com respeito aos preços dos insumos e dos produtos das funções custo
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e receita, respectivamente. Desde que a função distância direcional generaliza

as funções distância orientadas pelo produto e pelo insumo, apresenta-se tam-

bém na do Apêndice A3, a demonstração deste mesmo resultado utilizando

o conceito destas últimas.

Proposição 6 (Lema de Shephard) Sejam x ∈ RN
+ e y ∈ RM

+ os vetores

de insumo e produto combinados sob a tecnologia T . Sejam ainda C(w,y) e

a função custo, R(x,p) a função receita e
−→
D(x,y;−gx, gy) a função distância

direcional. Tem-se então que:

a) Se (−gx, gy) = (x, 0), então ∇wC(w,y) = x(w,y);

b) Se (−gx, gy) = (0,y), então ∇pR(p,x) = y(p,x);

Prova. Substituindo a relação (3.5) na primeira expressão de (3.7(a)) tem-se
que:

C(w,y) = inf
n¡
wTx

¢
(1−−→D(x,y;−x, 0))

o
(3.29)

No Apêndice A2 mostra-se que, como (1 − −→D(x, y;−x, 0) é homogênea de
grau -1 nos insumos, obtém-se as seguintes igualdades :

∇x(1−
−→
D(x,y;−x, 0))xT = −(1−−→D(x,y;−x, 0))IN (3.30)

¡
wTx

¢
∇xx(1−

−→
D(x,y;−x, 0))∇wx = −2∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0))wT∇wx

(3.31)

Das condições de primeira ordem do problema (3.29) decorre que:

w(1−−→D(x,y;−x, 0)) = −
¡
wTx

¢
∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0)) (3.32)

Diferenciando ambos os lados de (3.32) com respeito a w, chega-se a seguinte

equação matricial:

(1−−→D(x,y;−x, 0))IN +w[∇x(1−
−→
D(x,y;−x, 0))]T∇wx (3.33)

= −∇x(1−
−→
D(x,y;−x, 0))xT −∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0))wT∇wx

−
¡
wTx

¢
∇xx(1−

−→
D(x,y;−x, 0))∇wx
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Substituindo as equações (3.30) e (3.31) na expressão (3.33), obtém-se:½h
∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0))wT

iT
−∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0))wT

¾
∇wx = 0

(3.34)

Na expressão (3.34) acima, a menos que a matriz ∇x(1−
−→
D(x,y;−x, 0))wT

seja simétrica ou nula, é necessário e suficiente que ∇wx = 0. Nestas

condições, desde que ∇wC(w,y) = x+w
T∇wx, então para ∇wx = 0,o item

(a) fica demonstrado. A demonstração do item (b) é inteiramente análoga.

3.4 Conclusões

Este artigo estabelece demonstrações alternativas de resultados tradicionais

na teoria microeconômica da produção. O uso da dualidade entre a função

lucro e a função distância direcional permite que a última possa ser utilizada

para estabelecer o Lema de Hotelling, resultado que obtém as ofertas líquidas

de produtos através das derivadas parciais da função lucro com respeito aos

preços dos insumos e dos produtos. Isto é possível graças a propriedade de

translação atendida pela função distância direcional.

O trabalho tambémmostra que a função distância direcional generaliza as

dualidades entre a função distância orientada pelo insumo e a função custo, e

entre a função distância orientada pelo produto e a função receita. Baseado

neste fato é demostrado que a função distância direcional também pode ser

utilizada para estabelecer o Lema de Shephard através do qual são obtidas

as demandas e ofertas condicionais.

Todos os resultados ora citados, são estabeleciados sem fazer qualquer

referência ao Teorema do Envelope, que é tradicionalmente o recurso mais

utilizado para demonstrar tais resultados.
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Apêndice

Apêndice A1: Demonstração de π(w,p) = R(x∗,p) −
C(y∗, w)

Sejam

(x∗,y∗) = arg sup
(x,y)∈T

©
pTy−wTx

ª
y0 = arg sup

(x,y)∈T

©
pTy

ª
x0 = arg inf

(x,y)∈T

©
wTx

ª
Então, necessariamente, π(p,w) = R(p, x∗)−C(w, y∗) = R(p, x0)−C(w, y0).

Prova. Com efeito, por premissa do resultado tem-se que

π(p,w) = pTy∗ −wTx∗

R(p,x) = pTy0

C(w,y) = wTx0

Das duas últimas igualdades, tem-se por construção que, pTy0 ≥ pTy∗ e

−wTx0 ≥ −wTx∗, implicando que pTy0 −wTx0 ≥ pTy∗ −wTx∗ = π(p,w).

Isto é, R(p,x0) − C(w,y0) ≥ π(p,w). Por outro lado, desde que para

qualquer (x,y) ∈ T tem-se π(p,w) ≥ pTy − wTx, então, em particu-

lar, π(p,w) ≥ pTy0 −wTx0. Ou seja, π(p,w) ≥ R(p,x0)− C(w,y0). Assim

sendo, necessariamente, deve-se ter:

π(p,w) = R(p,x∗)− C(w,y∗) = R(p,x0)− C(w,y0)

Apêndice A2: Demonstração de (30) e (31)

Seja ψ(x, y) = 1−−→D(x, y;−x, 0).Então, ψ(x, y) é homogênea de grau -1 em
x e as seguinte relações são mantidas:
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a) ∇xψ(x,y)x
T = −ψ(x,y)IN

b)
¡
wTx

¢
∇xxψ(x,y)∇wx = −2∇xψ(x,y)w

T∇wx.

Prova. Primeiramente, verifica-se que ψ(x,y) é homogênea de grau -1. Com
efeito, a propriedade D.3 (homogeneidade de grau -1 no vetor direção) da

função distância direcional permite escrever

ψ(λx,y) = 1−−→D(λx,y;−λx, 0)

= 1− λ−1
−→
D(λx,y;−x, 0)

= λ−1[λ−−→D(λx,y;−x, 0)] (A2.1)

Pela propriedade de translação, D.1, tem-se que,

−→
D(λx,y;−x, 0) = −→D(x− (1− λ)x,y;−x, 0)

=
−→
D(x,y;−x, 0)− (1− λ) (A2.2)

Logo, substituindo-se (A2.2) em (A2.1), encontra-se

ψ(λx,y) = λ−1[1−−→D(x,y;−x, 0)]

= λ−1ψ(x,y)

o que mostra a homogeneidade de grau -1 de ψ(x,y) no vetor de insumos

x. Note que aplicando o teorema de Euler a, ψ(x,y), e pré multiplicando

ambos os lados do resultado por xT tem-se:

xT∇xψ(x,y)x
T = −xTψ(x,y) (A2.3)

o que implica em xT
£
∇xψ(x,y)x

T + ψ(x,y)IN
¤
= 0. Portanto, da suposição

que x ≥ 0, decorre que

∇xψ(x,y)x
T = −ψ(x,y)IN (A2.4)
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ou seja,

∇x(1−
−→
D(x,y;−x, 0))xT = −(1−−→D(x,y;−x, 0))IN

o que demonstra o item a).

A seguir, diferenciando (A2.4) com respeito ao vetor de preços dos in-

sumos, e pré multiplicando ambos os lados do resultado por ∇wx
T obtém-se:

∇wx
T∇T

xxψ(x,y)
Tx = −2∇wx

T∇xψ(x,y) (A2.5)

Transpondo ambos os lado de (A2.5), tem-se:

xT∇xxψ(x,y)∇wx = −2∇xψ(x,y)
T∇wx (A2.6)

Da equação (3.32) no texto, decorre que:

∇xψ(x,y) = −
wψ(x,y)

(wTx)
(A2.7)

Substituindo a equação (A2.7) na expressão (A2.6), chega-se a:

xT
£¡
wTx

¢
∇xxψ(x,y)∇wx

¤
= 2ψ(x,y)wT∇wx (A2.8)

Usando novamente o teorema de Euler, a equação (A2.8) implica que:

xT
£¡
wTx

¢
∇xxψ(x,y)∇wx+ 2∇xψ(x,y)w

T∇wx
¤
= 0

e portanto:

¡
wTx

¢
∇xxψ(x,y)∇wx = −2∇xψ(x,y)w

T∇wx (A2.9)

O que demonstra b). Note ainda que, desde que, ψ(x,y) = 1−−→D(x,y;−x, 0),
a expressão A2.9 se resume a:

¡
wTx

¢
∇xx(1−

−→
D(x,y;−x, 0))∇wx = −2∇x(1−

−→
D(x,y;−x, 0))wT∇wx
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Apêndice A3: Lema de Shephard

Sejam x ∈ RN
+ e y ∈ RM

+ os vetores de insumos e produtos combinados sob

a tecnologia T . Sejam ainda, C(w, y), a função custo, R(p, x), a função

receita, Di(x, y), a função distância orientada pelo insumo e, D0(x, y), a

função distância orientada pelo produto. Então:

∇wC(w,y) = x(w,y) (A3.1)

∇pR(p,x) = y(p,x) (A3.2)

Prova. Utilizando (8) decorre das condições de primeira ordem que:

w =
wTx

Di(x,y)
∇xDi(x,y) (A3.3)

Diferenciando ambos os lados da equação (A3.3) com respeito a w obtém-se:

IN =
∇xDi(x,y)x

T +∇xDi(x,y)w
T∇wx

Di(x,y)

−w∇xDi(x,y)
T∇wx+w

Tx∇xxDi(x,y)∇wx

Di(x,y)
(A3.4)

Decorre da homogeneidade de grau 1 em x da função distância orientada pelo

insumo que:

∇xxDi(x,y)∇wx = 0 (A3.5)

∇xDi(x,y)x
T

Di(x,y)
= IN (A3.6)

Portanto, substituindo-se as equações (A3.5) e (A3.6) na equação (A3.4)

encontra-se: £
∇xDi(x,y)w

T −w∇xDi(x,y)
¤
∇wx = 0 (A3.7)

Färe e Primont (1995) mostram que, ∇xDi(x,y) ≥ 0. Desde que a matriz
entre colchetes não seja nula e nem simétrrica e, w ≥ 0, a equação (A3.7)
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requer∇wx = 0. Por fim, notando que,∇wC(w,y) = x+w
T∇wx,o resultado

segue.

A demonstração de que ∇pR(p,x) = y(p,x) é inteiramente análoga ob-

servando, apenas, que a função distância orientada pelo produto é homogênea

de grau 1 nos produtos.
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