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“A persisténcia é o caminho do éxito.”

(CHAPLIN, 1997, p. 118)



RESUMO

Apresentamos nesse trabalho um estudo da teoria da percolacdo em rede hierdrquica com
dois nds raizes. Primeiramente entenderemos o comportamento das redes hierdrquicas nao
direcionadas. Para isso efetuamos o calculo da probabilidade na geragao seguinte P, de se
percorrer a rede de uma extremidade a outra, em que a rede na geracdo anterior g apresenta
uma probabilidade P, da ligagdo estar presente € uma probabilidade 1 — P, da ligagdo estar
ausente. Também foi possivel efetuar o cdlculo dos expoentes criticos e da dimensao fractal do
aglomerado percolante. O método aplicado foi entdo estendido para o caso onde essas redes
apresentam ligacdes direcionadas, as chamadas redes direcionadas isotrdpicas, sendo assim
possivel determinar os expoentes criticos e a dimensao fractal do aglomerado percolante dessas

redes.

Palavras-chave: redes hierdrquicas; percolacio; expoentes criticos; redes direcionadas isotropi-

camente.



ABSTRACT

We present a study of percolation theory considering hierarchical lattices with two root nodes.
First, we understand the behavior of the undirected hierarchical lattices. For this purpose, we
calculate the probability in the next generation P, of traversing the network from one end to
the other, in which the network in the previous generation g presents a probability P, that the link
is present and a probability 1 — P, that the link is absent. The critical exponents and the fractal
dimension of the percolating cluster are also calculated. The applied method is then extended to
the case where these networks present directed connections, the so-called isotropically directed
lattice, thus being possible to also determine the critical exponents and the fractal dimension of

its percolating cluster.

Keywords: hierarchical lattices; percolation; critical exponents; isotropically directed lattice.
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Exemplo de percolacdo em redes quadradas de lado L = 5. Em (a) temos a de
percolacido de sitio e em (b) temos a percolacdo de ligacdo. Em nenhuma das
duas o estado de percolacdo foi atingido, de forma que o sistema se encontra
desconectado. . . . . . ... Lo
As redes hierdrquicas com dois nds raizes descrevem modelos com interagdes
pareadas dos vizinhos mais préximos, onde o nimero de estados de um n6
pode ser arbitrario. Elas podem assumir diversas formas e diferem quanto as
suas configuragdes estruturais a partir de g = 1. A rede (a) é conhecida como
rede hierdrquica diamante [1], a rede (b) é conhecida como pseudo fractal [2],
e arede (c) € a rede hierdrquica de pontes de Wheatstone [3]. . . . . . . ..
Exemplo de uma rede particionada em SCCs onde os vértices 1, 2, 3 estdo no
mesmo SCC, assim como 4,6 e 5,7,8. Pois todos podem se alcancar através
de um caminho de arestas. Note que como as liga¢des sdo direcionadas, nem
sempre € possivel ir e voltar ao mesmo ponto, por exemplo € possivel ir de 3
para 5, mas ndo € possivel ir de 5 para 3. Figuraretiradade [4]. . . . . . . .
Rede quadrada de L = 8 onde cada par de vizinhos mais proximos € conectado
por uma ligacdo direcionada [5]. Preto indica nés e ligacdes que compdem o
maior componente fortemente conectado (GSCC), ou seja, 0 maior conjunto
de nés que podem ser mutuamente alcancados uns dos outros. Vermelho
indica nés e ligagdes fora do GSCC que podem ser alcancados a partir de
n6s no GSCC. Azul indica nés e ligagdes fora do GSCC de onde os nds
no GSCC podem ser alcangados. O maior componente de saida/entrada
(GOUT/GIN) inclui todos os ndés do GSCC acrescidos dos nés vermelho/azul,
respectivamente. Cinza indica nds e ligagcdes fora de GIN e GOUT. Ligacdes
saindo da caixa representam as conexdes através da condi¢ao de contorno
periddica. Figuraretiradade [6]. . . . . . .. .. ... ... ... .. ...
Probabilidades para g = 0, onde a probabilidade da ligacdo estar presente é

Pyedaligagdoestarausente € 1 —Fy. . . . . . . . .. ... ...,
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Figura6 —
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Dado que uma rede hierdrquica de geracdo g pode estar ou presente ou
ausente, e que uma rede de geracdo g+ 1 é composta por 4 redes de geracao
g, existem 2* = 16 configuracdes possiveis em g + 1. No entanto, dessas 16
apenas 7 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, com isso a
probabilidade em g+ 1 serd a soma das probabilidades individuais dessas
configuracdes que permitem a passagem. Por exemplo, caso as 4 ligacoes
estejam presentes a probabilidade associada é P; e caso apenas 3 ligacOes
estejam presentes e uma ausente a probabilidade sera Pg’ (1 —P,). Fazendo
isso para essas 7 configuragdes, obtemos a probabilidade associada a geragdo
seguinte como demostrado na equagdo (2.5). . . . . . . ... ...
O grifico apresenta como a probabilidade se comporta caso esteja posta
acima de P, ou abaixo. Vemos que para valores acima, a probabilidade vai a
1 a medida que se crescem as geragdes, caso o valor da probabilidade seja
menor que P, ela vai a 0. Caso nao fosse possivel calcular analiticamente o
expoente V, esse grafico permitiria o cdlculo numérico desse expoente, ja que
o mesmo descreve como P, diverge do ponto critico a medida que a geragdo
gaumenta. . . ... L Lo o e e e e e e e e e e e
A figura apresenta um exemplo de rede hierdrquica, na qual as suas confi-
guragdes estruturais a cada geracdo g se assemelham a rede diamante, mas
diferentemente dela, essa rede apresenta ligacdes direcionadas. Note que
essa rede possui dois caminhos possiveis entre dois nds, sendo cada caminho
representado por uma seta, indicando assim a tnica direcdo possivel.

Na geracdo g = 0 arede da Figura 8 apresenta quatro probabilidades possiveis,
uma quando as ligacdes apresentarem duas direcdes possiveis P (a), duas
quando as ligacdes apresentarem apenas uma dire¢do possivel P /2 (b) e por

fim quando a ligacdo for ausente P =1—P—P (¢). . . . . .. ... ...

32
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Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g
pode estar com liga¢des simples de probabilidade P; /2, ligagdes duplas de
probabilidade P, ou ausentes de probabilidade Py = 1 — P; — P, e que uma
rede de geracio g+ 1 é composta por 4 redes de geracdo g, existem 4* = 256
configuracdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 256 apenas 63 permitem
a passagem de uma extremidade a outra da rede, sem a probabilidade de
voltar. Essa probabilidade é definida como P{/2. . . . . ... ... .. ...
Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g
pode estar com liga¢des simples de probabilidade P; /2, ligagdes duplas de
probabilidade P, ou ausentes de probabilidade Py = 1 — P; — P, e que uma
rede de geracdo g+ 1 é composta por 4 redes de geracdo g, existem 4% = 256
configuracdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 256 apenas 49 permitem
a passagem de uma extremidade a outra da rede, com a probabilidade de ir e
voltar. Essa probabilidade é definidacomo Py. . . . .. ... ........
Diagrama de fases para percolagdo de ligagdes isotropicamente direcionada na
rede hierdrquica da figura 8. As dire¢Oes das linhas indicam o fluxo do grupo
de renormalizacdo. A linha P, + P; /2 = P., onde P. = (v/5 — 1) /2 representa
0 ponto critico para a rede padrdao. O grupo de renormalizacdo mostra que
qualquer ponto da reta ¢ um ponto critico, e S = (0, P.) corresponde ao ponto
critico de percolacdo padrao, exibindo o mesmo comportamento invariante
de escala que o ponto / localizado ao longo da linha critica. . . . . .. ...
A rede consiste em uma tnica ligacdo entre dois nds finais (circulos abertos).
Para essa rede existird quatro probabilidades na geracao anterior g, sdo elas
P, 1 —P,, Qe (1 —Q), que representam a probabilidade de uma ligagéo estar
presente, ausente, de existir uma ligacdo de longo alcance e de nao existir
uma ligacdo de longo alcance, respectivamente. Caso haja a ligacao de longo
alcance, a probabilidade é Q, independente das demais ligagdes [7]. . . . . .
A figura mostra como o autovalor A, cresce a medida que o valor de Q
também cresce, sendo o menor valor para Q =0, que resultaem A, =1 e

seu maior valor quando Q = 1/2,oqueresultaem A, =2. . ... ... ..
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Figura 17 —

Figura 18 —
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03910 nés. Ele

A figura apresenta os tamanhos de sistema de até N ~ 2" ~ 1
evolui lentamente em uma descontinuidade em P — P, = 1/2 com Pwo(P,) ~
0.609793. A convergéncia é mais lenta logo abaixode 1/2[7]. . .. .. ..

A figura apresenta uma rede hierdrquica direcionada com transi¢des desconti-

A figura apresenta um exemplo de rede hierdrquica, na qual as suas configura-
coes estruturais a cada geracdo g se assemelham a rede ponte de wheatstone,
mas diferentemente dela, essa rede apresenta ligacdes direcionadas. Note que
essa rede possui dois caminhos possiveis entre dois nds, sendo cada caminho
representado por uma seta, indicando assim a unica dire¢do possivel. . . . .
Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g
pode estar com ligacdes simples de probabilidade P;/2, ligacdes duplas
de probabilidade P» ou ausentes de probabilidade Py =1 — P — P>, e que
uma rede de geracdo g+ 1 é composta por 4 redes de geracdo g, existem
4> = 1024 configuragdes possiveis em g + 1. No entanto, dessas 1024 apenas
254 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, sem a possibilidade
devoltar. . . . . . . . . L
Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g
pode estar com ligacdes simples de probabilidade P;/2, ligacdes duplas
de probabilidade P» ou ausentes de probabilidade Py =1 — P — P>, e que
uma rede de geracdo g+ 1 é composta por 4 redes de geracdo g, existem
4> = 1024 configuragdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 1024 apenas
254 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade

deirevoltar. . . . . . . . . ..
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Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Diagrama de fases para percolacdo de liga¢des isotropicamente direcionadas
na rede hierarquica obtida como limite do processo exibido. Redner [8,9] e
Dorogovtsev [10] usaram o grupo de renormalizacio para resolver exatamente
este modelo na rede hierarquica mostrada. As dire¢des das linhas indicam o
fluxo do grupo de renormalizacdo. A linha P, + P;/2 = P, = 1/2 coincide
com a linha critica para a percolacdo de liga¢cdes direcionadas isotropicamente
na rede quadrada. O grupo de renormalizagdo mostra que qualquer ponto
da reta é um ponto critico, e U = (0, 1/2) corresponde ao ponto critico de
percolacao padrao, exibindo o mesmo comportamento invariante de escala
que o ponto S localizado ao longo da linha critica. Isso sugere a possibilidade
de que a percolacdo de ligagcdes direcionadas isotropicamente esteja em uma
classe de universalidade da percolacdo padrio. Figura retirada de [6]. . . . .
A figura apresenta a rede hierdrquica pseudo fractal direcionada, a qual as
suas configuragdes estruturais a cada geracdo g se assemelham a rede pseudo
fractal, mas diferentemente dela, essa rede apresenta ligacdes direcionadas.

Note que essa rede possui dois caminhos possiveis entre dois nds, sendo cada

caminho representado por uma seta, indicando assim a Unica direcao possivel. 55

Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g
pode estar com ligacdes simples de probabilidade P; /2, ligagdes duplas de
probabilidade P, ou ausentes de probabilidade Py =1 — P — P, e que uma
rede de geracdo g + 1 é composta por 4 redes de geracio g, existem 4° = 64
configuracdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 64 apenas 15 permitem
a passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade de ir e voltar.
Dado que uma rede hierdrquica com liga¢Oes direcionadas de geracdo g
pode estar com ligagdes simples de probabilidade P, /2, ligagdes duplas de
probabilidade P, ou ausentes de probabilidade Py = 1 — P; — P», e que uma
rede de geracdo g+ 1 é composta por 4 redes de geracio g, existem 4> = 64
configuracdes possiveis em g 4 1. No entanto, dessas 64 apenas permitem a

passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade de ir e voltar.
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Tabela 2 —
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LISTA DE TABELAS

Para o caso de M| apenas as configuracdes que permitem o transporte € que
serdo contabilizadas para o cdlculo da massa, ou seja, as 7 configuragdes
que foram utilizadas para determinar a equacgdo (2.4). Note que estamos
procurando as configuragdes que conectam os dois extremos, da esquerda e
da direita, os sitios vazados mostrados na tabela acima.

O célculo de My é um pouco mais complexo pois envolve a andlise dos 9
casos onde ndo existe o transporte, entre os sitios extremos da esquerda e da
direita (figura 6). Nessa tabela contamos a massa pendente associada ao sitio
a esquerda. Por simetria a massa associada ao sitio a direita deve obedecer a
mesma relacao.

Para o cdlculo da massa das cutting bonds, analisaremos as chamadas liga¢des
essenciais, ou seja, as ligagdes que ao serem rompidas fazem com que nao
haja transporte na rede, cuja a massa € m.;,. Na primeira configuracao que
permite o transporte as quatro ligacdes estdo presentes, com iSSO mesmo
rompendo uma das quatro ligagdes o transporte ndo € interrompido, fazendo
com que ndo haja ligacdes essenciais, logo m;, € zero. Para o segundo caso
onde existem trés ligacdes presentes e uma ausente, existiram duas ligacoes
essenciais e para o ultimo caso, onde existem duas ligacdes presentes € uma
ausente, existiram também duas ligacdes essenciais.

A tabela apresenta a descri¢do de alguns casos referentes a massa média M,
equacdo (3.21), onde essa média se refere ao SCC que incide na extremidade
esquerda quando ndo ha conexao indo ou voltando. A probabilidade reflete o
numero de ligagdes duplas, direcionada e vacincia, e na coluna assinalada
por “Massa” enumeremos o nimero de elementos do tipo mq, m, my € m3,

da geracao anterior que compdem esse SCC do tipo M( na geracdo seguinte.
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Tabela 5 — A tabela apresenta a descri¢ao de alguns casos referentes as massas medias
M, e M3, equagdes (3.22) e (3.24). Quando s6 € possivel atravessar em uma
dire¢cdo sem a possibilidade de voltar, a massa M, representa todas as ligacdes
que podem ser atravessadas quando se percorre a rede de uma extremidade a
outra, enquanto a massa M3 corresponde a todas as ligacdes que pertencem ao
SCC que inclui a extremidade esquerda. A probabilidade reflete o nimero de
ligacdes duplas, direcionada e vacancia, e na coluna assinalada por “Massa”
enumeramos o nimero de elementos do tipo mg, m;, mp e msz, da geragao
anterior que compdem esse SCC do tipo M| e M3 na geragdo seguinte. . . . 38

Tabela 6 — A tabela apresenta a descricao de alguns casos referentes a massa média M5,
equacdo (3.23), que se refere ao SCC que inclui as duas extremidades, sendo
assim possivel atravessar em ambas as dire¢des. A probabilidade reflete o
numero de ligacdes duplas, direcionada e vacancia, e na coluna assinalada
por “Massa” enumeramos o nimero de elementos do tipo mg, my, my e m3,

da geracdo anterior que compdem esse SCC do tipo M; na geragdo seguinte. 39
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1 INTRODUCAO

A teoria da percolacdo se popularizou na comunidade da fisica e passou a ser
intensamente estudada [11-22]. Ela possui uma ampla aplica¢do para diversos problemas como
a compreensdo de materiais condutores [23,24], a fractalidade de litorais [25,26], redes [27-29],
turbuléncia [30,31], modelos magnéticos [32-36], coldides [37,38], entre outros. Portanto, as
propriedades de percolacdo das redes sdo de interesse significativo.

As redes hierarquicas foram introduzidas na fisica estatistica hd mais de 40 anos [39-
41], e desde entdo, essa técnica tem sido aplicada na compreensdo de varios problemas de
interesse fisico [42-50]. Dentre as razdes para tal interesse esta a possibilidade de obter solugdes
exatas. Apesar de terem se passado algumas décadas da introducdo de redes hierarquicas na
fisica estatistica, essa técnica ainda se mostra util [50,51]. Ao longo dos anos, grande parte
dessa atencao tem sido focada nos casos limites de percolagdo padrao, em que as ligacdes em
ambas as dire¢Oes sdo presentes ou ausentes simultaneamente, e de percolacdo direcionada, na
qual apenas liga¢des em uma direc¢do preferencial sdo permitidas. Enquanto a percolacdo padrao
representa um dos modelos mais simples para investigar fendmenos criticos em fisica estatistica
de equilibrio [18], a percolagdo direcionada tornou-se um paradigma para investigar as transi¢oes
de fase fora do equilibrio [52]. Além disso, foi demonstrado que o caso isotropico, onde as
ligagdes em ambas as dire¢des opostas estdo presentes com a mesma probabilidade é um caso
particular, com qualquer quantidade de anisotropia conduzindo o sistema para a mesma classe
de universalidade como a de percolacao direcionada [9, 53, 54].

O caso da percolacdo em redes direcionadas isotrdpicas tem recebido menos atencao
do que os demais [6]. Este modelo modificado de percolacdo deve ser particularmente relevante
para a compreensdo de um grande nimero de sistemas fisicos. Por exemplo, da mesma forma
que a percolag@o padrdo mostrou estar relacionada a outros modelos em mecanica estatistica [33],
se espera que a percolacdo em redes direcionadas isotropicamente pode estar relacionada com
sistemas estatisticos com interagdes nao simétricas [55]. Isto demonstra que identificar os
componentes conectados do sistemas com interacdes nao simétricas pode elucidar questdes
sobre a controlabilidade [56] e observabilidade [57] desses sistemas. A percolacdo com ligacdes
direcionadas também foi investigada no campo da dinamica de trafego [58]. Redner [8,9,59]
formulou o problema da percolacdo em redes direcionadas isotropicamente como um modelo
aleatorio de circuito resistor-diodo-isolantes, no qual liga¢des direcionadas simples representam

os diodos, permitindo que a corrente flua em apenas uma direcdo. As ligacdes duplas em dire¢cdes
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opostas sdo representadas por resistores e ligagdes ausentes representadas por isolantes [6]. O
presente trabalho tem o objetivo de entender o comportamento de redes hierdrquicas com dois
nds raizes através da teoria de percolagdo. Calcular a probabilidade de se percorrer a rede
de uma extremidade a outra e determinar os expoentes criticos e a dimensado fractal, bem
como compreender o método usado em redes ndo direcionadas pode ser aplicado para redes
direcionadas isotropicamente. A partir desse estudo, determinaremos os expoentes criticos € a

dimensao fractal dos aglomerados percolantes criticos dessas redes.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 percolaciao

O conceito da percolagdo esta relacionado com questdes que surgem quando se
considera a conectividade geométrica em objetos da natureza e a estrutura dos aglomerados
(conjunto de objetos conectados) [60]. A percolagdo pode ser de dois tipos: percolacio de sitios
e percolagdo de ligacdes, como mostra a Figura 1). O modelo de percolag@o tem como varidvel
fundamental a frac@o de ocupacdo P. Uma transi¢c@o de fase ocorre quando a fracdo de ocupagao
P = P, (onde P, é conhecido como ponto critico). Abaixo desse ponto, todos os agregados
ocupam uma fracao desprezivel da rede [18].

Na percolacido, a concentracio de sitios ocupados P desempenha papel semelhante ao
da temperatura na transi¢ao de fase magnética [33]. Por exemplo, considere P., a probabilidade
de um sitio (ou ligacdo) pertencer ao aglomerado infinito, isto €, aquele que atravessa a rede. Se
P é pequeno (P < F,), entdo P = 0. Para (P > F,), P tem um comportamento semelhante ao

da magnetizacdo e cresce segundo uma lei de poténcia
Poof\J<P_PC)ﬁ7 2.1

onde o expoente B descreve o comportamento critico de P., associado a transi¢do de percolagdo e
€ por isso chamado de expoente critico. Apesar de modelos de percolacdo definidos em diferentes
redes implicarem em diferentes valores para P, , o valor de B permanece o mesmo para todos
eles, dependendo somente da dimensao do espago. Tal fendmeno € chamado de universalidade e
um expoente critico serve para classificar transi¢des de fase em classes de universalidade [61].
Outro expoente critico que pode ser determinado, chamado Vv, caracteriza como
o comprimento de correlagdo & diverge em P, na forma da seguinte relagdo & ~| P— P, |~V.
Podemos calcular também a dimensao fractal da rede estudada, para tal imagine uma rede de
comprimento L, a massa M dessa rede escalona com o tamanho linear L da seguinte forma
M ~ L% onde d é a dimensdo euclidiana usual. Benoit Mandelbrot introduziu a "geometria
fractal" [62] como uma descri¢cdo unificadora de fendmenos naturais que ndo sao uniformes, mas

ainda obedecem ao poder simples desta lei, assumindo a seguinte forma
M ~ L9, (2.2)

onde dy € a dimensdo fractal dos aglomerados percolantes criticos, neste caso M representa a
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Figura 1 — Exemplo de percolacdo em redes quadradas de lado L = 5. Em (a) temos a de
percolacdo de sitio e em (b) temos a percolacao de ligacdo. Em nenhuma das duas o estado de
percolacdo foi atingido, de forma que o sistema se encontra desconectado.

massa do cluster infinito(ou seja, do maior cluster da rede), que para redes em duas dimensoes,
por exemplo, dy assume o valor aproximado de 1.89.

Na teoria da percolacdo, cutting bonds (ou "ligacdes de corte", em portugués)
referem-se a ligacdes (ou arestas) em uma rede que, se removidas, dividem a rede em duas
ou mais componentes desconectadas. Essas ligacdes sdo importantes porque, quando uma
fracdo suficientemente grande de ligacdes sdo removidas, a rede pode se tornar completamente
desconectada, ou seja, ndo haverd mais caminhos conectando uma parte da rede a outra. Para a
massa das cutting bonds (M) temos uma relacio um pouco diferente onde M, ~ LYV, Isso

implica que
1

e (2.3)

dy, =
onde dy,, € a dimensao fractal das cutting bonds [63].

2.2 redes hierarquicas

Existem diversos tipos de redes hierdrquicas, porém as mais estudadas e mais
utilizadas sdo as redes com dois n6s raizes que podem assumir diversas formas e diferem quanto
as suas configuracdes estruturais a partir da primeira geracao, g = 1, como mostra a Figura
2. Com isso percebe-se que existe uma infinidade de configuragdes possiveis, cada uma mais
elaborada e complexa que a outra. Essas redes descrevem modelos com interacdes pareadas dos
vizinhos mais proximos [50]. Cada ligagcdo da geracio inicial é convertida em uma configuracio
escolhida e a partir de entdo cada n6 serd ligado por uma configuracdo anterior. Com esse
procedimento redes de diferentes dimensdes efetivas podem ser obtidas [39]. Vale mencionar

que redes hierarquicas com mais de dois n6s raizes ja foram estudadas, como por exemplo, na
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(a) &—@ — : — ﬁ

(b) &—@ — A -
€ o—e — lk — %

Figura 2 — As redes hierdrquicas com dois n6s raizes descrevem modelos com interagcdes pareadas
dos vizinhos mais préximos, onde o nimero de estados de um n6 pode ser arbitrario. Elas podem
assumir diversas formas e diferem quanto as suas configuracdes estruturais a partirde g = 1. A

rede (a) é conhecida como rede hierdrquica diamante [1], a rede (b) é conhecida como pseudo
fractal [2], e a rede (c) € a rede hierdrquica de pontes de Wheatstone [3].

investigagdo de percolagdo em redes Apolonianas [64].

2.3 redes direcionadas isotropicamente

A presenca de ligacdes direcionadas com probabilidade P; torna necessario o em-
prego de um conceito de agregado de sitios diferente da percolacdo cldssica, o chamado agregado
fortemente conectado, ou do inglés Strongly Connected Component (SCC) [65]. Um agregado
¢ chamado fortemente conectado se existe um caminho em cada dire¢do entre cada par de
vértices do agregado. Ou seja, existe um caminho do primeiro vértice do par para o segundo e
outro caminho do segundo vértice para o primeiro. O maior SCC de uma rede € definido como
agregado gigante fortemente conectado, ou do inglés Giant Strongly Connected Component
(GSCC) [66]. Um exemplo de uma rede particionada em SCCs pode ser encontrado na Figura 3,
onde cada regido marcada representa um SCC. Por exemplo, os vértices 1, 2 e 3 estdo no mesmo
SCC, pois todos podem ser alcangados através de um caminho de arestas [4].

A percolacdo de ligacdes direcionadas isotropicamente € o caso onde as ligacdes em
dire¢des opostas estdo presentes com a mesma probabilidade. Foi conjecturado que este modelo
€ da mesma classe de universalidade que a percolacdo padrao [5,53]. Porém esses trabalhos
focaram nos conjuntos de nds que podem ser alcangados a partir de um determinado ponto. De
fato, ao considerar as ligacdes direcionadas, é possivel que o sitio A possa ser alcangado do
sitio B, enquanto o sitio B ndo pode ser alcancado a partir do sitio A, o que portanto, exige uma

redefinicao de um cluster [6]. Definindo um aglomerado gigante formado por todos os locais
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Figura 3 — Exemplo de uma rede particionada em SCCs onde os vértices 1, 2, 3 estdo no mesmo
SCC, assim como 4,6 e 5,7,8. Pois todos podem se alcancar através de um caminho de arestas.
Note que como as ligacdes sdo direcionadas, nem sempre € possivel ir € voltar a0 mesmo ponto,
por exemplo € possivel ir de 3 para 5, mas nao € possivel ir de 5 para 3. Figura retirada de [4].
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Figura 4 —Rede quadrada de L = 8 onde cada par de vizinhos mais préximos é conectado por
uma ligacdo direcionada [5]. Preto indica nés e ligacdes que compdem o maior componente
fortemente conectado (GSCC), ou seja, o maior conjunto de nés que podem ser mutuamente
alcangados uns dos outros. Vermelho indica nés e ligagdes fora do GSCC que podem ser
alcancados a partir de nés no GSCC. Azul indica n6s e ligacdes fora do GSCC de onde os nés no
GSCC podem ser alcancados. O maior componente de saida/entrada (GOUT/GIN) inclui todos
0s n6s do GSCC acrescidos dos n6s vermelho/azul, respectivamente. Cinza indica nés e ligagdes
fora de GIN e GOUT. Ligacdes saindo da caixa representam as conexdes através da condicdo de
contorno periddica. Figura retirada de [6].

que podem ser alcangados a partir de um determinado local seguindo as ligacoes direcionadas
(GOUT) [66] € possivel determinar o ponto critico onde tal aglomerado € formado. Nao ha
necessidade légica para que esses dois pontos sejam os mesmos (GOUT e GSCC), deixando a
possibilidade de duas transi¢des de fase distintas existentes neste modelo [67].

Redner [8,9] e Dorogovtsev [10] resolveram exatamente a percolacao de ligagcdes
direcionadas em uma rede hierdrquica. Sendo as probabilidades Py, P; € P, em uma dada geracao

do processo, os cdlculos do grupo de renormalizacdo permitem determinar as probabilidades
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Py 1-F

Figura 5 — Probabilidades para g = 0, onde a probabilidade da ligacao estar presente € Py e da
ligacdo estar ausente é 1 — Fy.

P'y, P e P}, da geragdo seguinte. Os estados invariantes de escala sdo os pontos fixos do grupo
de renormalizacdo. Surpreendentemente, esta rede hierdrquica tem semelhangas com a rede

quadrada [8,9].

2.4 expoentes geométricos da rede hierarquica diamante

Iremos nessa secao calcular o conjunto completo de expoentes geométricos na rede
hierdrquica diamante. Para ilustrar a técnica de solucdo de redes hierdrquicas, chamada grupo de
renormalizagdo, vamos tratar primeiramente do problema de percolacdo classica, isso €, sem
ligacGes direcionadas. Em particular vamos tratar do problema da rede diamante.

Grupo de renormalizacdo de redes hierdrquicas € uma técnica usada em fisica
estatistica e matemdtica aplicada para estudar o comportamento de sistemas complexos, tal
técnica consiste em quebrar um sistema em pedacos cada vez menores, criando uma hierarquia
de escalas. Essa hierarquia € entdo usada para estudar o comportamento do sistema em diferentes
niveis de resolucdo. No contexto dos modelos de rede, o grupo de renormalizacdo envolve
na construcao de uma rede de tamanho crescente, com cada nivel da rede representando uma
versdao mais granulada do sistema. Em cada estdgio, as interagdes entre os sites vizinhos da rede
sao simplificadas, permitindo uma analise mais facil das propriedades do sistema. Tal técnica
tem sido usada para estudar uma variedade de sistemas fisicos, incluindo fendmenos criticos,
transi¢des de fase e sistemas desordenados. Ele fornece uma ferramenta poderosa para entender
o comportamento de sistemas complexos e tem aplicacdes em fisica, quimica e ci€ncia dos
materiais [68—71].

Nosso primeiro passo serd determinar a probabilidade de encontrar as configuracdes
que permitem o transporte de uma extremidade a outra da rede para a geracdo seguinte g + 1.
Para isso, precisamos analisar a geragcdo anterior g, onde temos duas probabilidades associadas
Py e Qg =1 — Py (Figura 5), que representam a chance de uma ligacdo presente e ausente
respectivamente.

Na geracdo seguinte g+ 1 = 1, por exemplo, a rede apresenta 4 ligacdes, cada uma
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com duas opgdes, presente ou ausente, chegamos a 2* = 16 configuragdes possiveis. Mas dessas
16, apenas 7 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede (ver Figura 6). Com isso,
podemos dizer que a probabilidade P; de que exista uma conexdo, pode ser determinado na

forma

P =Pyt +4P3(1 — Py) +2P3(1 — Py)?,
(2.4)
P =2P; — P},

com base nesses cdlculos percebemos que para as geragdes seguintes (g + 1) obtemos uma
relagdo que mantém uma dependéncia com a geracao anterior (g). Por exemplo, para a geracio

2, temos P, = 2P12 — P14 e assim por diante. Logo para qualquer geracdo seguinte temos
Pos1 =2P; — Py, (2.5)

e podemos definir essa equacdo da seguinte forma Py, = F(P,), ou seja, Pyy1 € fungdo da
probabilidade da geracdo anterior.
Existe um valor no qual a probabilidade serd a mesma para todas as geracoes, o
chamado ponto critico (F;). Para redes onde P > P, encontramos uma convergéncia para P, = 1,
a medida que g aumenta. Para redes onde P < P. temos uma convergéncia para zero a medida
que g aumenta (ver Figura 7) [1]. Usando a equacdo (2.4) podemos calcular o valor de P,. Para
tal iremos definir P* e com isso calcular as raizes desse polindmio
pr—op2_pt
(2.6)
(P* —1)P*(P**+P"*—1)=0.
Analisando a equagdo (2.6) concluimos que existem raizes em P* =0e¢ P* = 1.
Tais raizes ndo satisfazem a condicao de ponto critico, pois uma representa a probabilidades de
todos os pontos da rede estarem conectados e a outra de todos os pontos estarem desconectados.
Existem mais duas raizes, uma delas negativa, que para o caso estudado ndo nos interessa. Com

1sso chegamos ao seguinte valor para o ponto critico

5—1
P. = \/_2 ~ 0.618034. 2.7)

A medida que a rede aumenta (g cresce) o nimero de passos (L(g)) necessarios
para ir de uma extremidade a outra da rede aumenta, concluimos que L(g) cresce de maneira

exponencial e obedece a seguinte relagdo L(g) = 25.
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Figura 6 —Dado que uma rede hierdrquica de geracdo g pode estar ou presente ou ausente, € que
uma rede de geragdo g + 1 é composta por 4 redes de geracio g, existem 2% = 16 configuragdes
possiveis em g + 1. No entanto, dessas 16 apenas 7 permitem a passagem de uma ponta a outra
da rede, com isso a probabilidade em g+ 1 serd a soma das probabilidades individuais dessas
configuracdes que permitem a passagem. Por exemplo, caso as 4 ligacdes estejam presentes
a probabilidade associada é Pg e caso apenas 3 ligacdes estejam presentes € uma ausente a
probabilidade serd P; (1 — Py). Fazendo isso para essas 7 configuracdes, obtemos a probabilidade
associada a geracdo seguinte como demostrado na equagao (2.5).

Vamos investigar agora como P, diverge de P a medida que a geracdo aumenta.
Definindo 9, na forma

8, =P, — P*, (2.8)

analisando como a probabilidade se afasta (ou se aproxima) de P*, obtemos que

Pt = P*+ 8.1, (2.9)
e da equacdo (2.5) temos
P+ 8,11 =F(P;) =F(P"+8,). (2.10)
Usando série de Taylor temos
dF 8> d*F
P* 5 —F P* 5 _ it S .. 2.11
Tt =FP) 40 oo 2 AP |, 1D
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Figura 7 — O gréafico apresenta como a probabilidade se comporta caso esteja posta acima de P,
ou abaixo. Vemos que para valores acima, a probabilidade vai a 1 a medida que se crescem as
geracdes, caso o valor da probabilidade seja menor que P, ela vai a 0. Caso nao fosse possivel
calcular analiticamente o expoente V, esse grafico permitiria o cdlculo numérico desse expoente,
ja que 0 mesmo descreve como P, diverge do ponto critico a medida que a geracdo g aumenta.

para 0, << 1, isso implica que 5g2 << &g, logo podemos desconsiderd-lo. Lembrando ainda

que F(P*) = P*, obtemos

dF
Opt] =0y — . 2.12
g+1 g dP e ( )
Sendo F = 2P? — P*, a derivada fica
dF )
— =4P(1—-P 2.13

e aplicando os valores de P*, temos que o tnico valor que ndo faz d,1 =0 é P.. Com isso

chegamos a seguinte equagio para 0,
o1 =4(P.— P.%)5,, (2.14)

e substituindo o valor de P,, chegamos ao seguinte resultado.

)
%_“ —6-2V5~1.528. (2.15)
8

A equagio (2.15) significa que 0,11 > &¢, 0 que implica que a probabilidade se afasta do ponto
critico (P.) a medida que g aumenta, como tinhamos mencionado. Como J, é multiplicado
por um fator constante a cada geracdo, podemos pensar em uma forma de reescrever a equacao
(2.15), na forma

8 = (6—2V/5)88, (2.16)
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In(L(g))

e manipulando a equacdo de L(g), obtemos que g = —5*. Quando aplicado na equagio (2.16),
ela ird assumir a seguinte forma

0 .

& = (L) =Y = (1)), (2.17)

onde y, = log, (6 —2v/5).

Existe um comprimento L onde a rede estard com probabilidade préxima de 1 ou 0,
ou seja, ela sempre conecta ou ndo conecta nunca. Supondo que existe uma geracdo g*, onde
0p+ ~ 1, isso implica que

¢ In(6 —2v/5) = —In &, (2.18)

. . * . ~
onde esse g* pode ser associado ao comprimento L na forma L = 28 . Assim obtemos a relacdo

entre o comprimento & e a distancia inicial entre as probabilidades (&)
-V
L~¢, ", (2.19)
€ com isso obtemos que o expoente critico nesse caso sera

1
v =— =~ 1.63528. (2.20)
Vg

Outro expoente critico que podemos determinar € a dimensdo fractal dy. Para o
calculo de dy precisamos calcular primeiramente a massa, pois a mesma € proporcional a Lér
(equagdo (2.2)). Para isso, temos que considerar tanto a “massa de ligacdo” my, proveniente
das ligacdes presentes, quanto a “massa pendente” myg, proveniente das ligagdes quebradas.
Vamos usar as letras mintsculas m e mg para as massas médias em uma geragao g, € as letras
maitsculas M| e My para as massas médias de uma geragdo g+ 1.

Se consideramos a massa individual de cada configuracdo em uma geragdo g, jun-
tamente com sua probabilidade e dividimos pela probabilidade em g + 1, obtemos as massas

médias M| e My em uma geragdo g+ 1. No caso de M (ver tabela 1)

1
My = ——[4P;m; +4P; (1 = Py)(3my + 2mq) + 2P; (1 — Py)*(2my + 2my)],
s (2.21)

1
M, = —[4Pg2(m1 —|—m0) —1—4P;m1 — 4P;(m1 —1—m0)].
Pey1

Para My(ver tabela 2), obtemos

1
Mo = 1—-P,., [ZP;(I — Po)?(4my +8mp) + Py (1 — Py)* (2my +8mp) + (1 — Py)* (2my)],
— P,y
1
My = T p P [2myg +2P,m —P;(2m1 +4mg) — 2P;m1 —|—2P;(m1 +mo)],

(2.22)
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Diagrama | Probabilidade | Multiplicidade | Massa

: P 1 4m,
k P (1—Py) 4 3my + 2my
e P2(1—P,)? 2 2my +2my

Tabela 1 —Para o caso de M| apenas as configuracdes que permitem o transporte é que serao
contabilizadas para o cdlculo da massa, ou seja, as 7 configuracdes que foram utilizadas para
determinar a equacdo (2.4). Note que estamos procurando as configuragdes que conectam o0s
dois extremos, da esquerda e da direita, os sitios vazados mostrados na tabela acima.

Diagrama | Probabilidade | Multiplicidade | Massa

/ PZ(1—P,)? 2 my +2my

N
< P} (1—P,)? 1 2my + 2my
a::'.>

K P2(1—P,)? 1 2myg

Pg(l —Pg)3 2 my + 2myg

a; )
/ P(1-P,)3 2 2my

e (1-Pp)* 1 2mo

Tabela 2 — O célculo de My é um pouco mais complexo pois envolve a andlise dos 9 casos onde
ndo existe o transporte, entre os sitios extremos da esquerda e da direita (figura 6). Nessa tabela
contamos a massa pendente associada ao sitio a esquerda. Por simetria a massa associada ao
sitio a direita deve obedecer a mesma relagao.

as equagdes (2.21) e (2.22) s@o validas para qualquer P,. No ponto critico, temos que P, =

Py 1 = P, e com alguma algebra chega-se a

M) _ 4(3-V5) 23-V5)\ (m | 2.23)
My 3—\/5 2 mo

onde os autovalores A da matriz 2x2 sdo

A =7—2V5+41/73-32V5. (2.24)
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Para ir de uma geragdo para a préxima, serd necessdrio aplicar a matriz 2x2 da

equagao (2.23) novamente. Assim concluimos que

m 43—v3) 26-v3)\' [m

— , (2.25)
my 3— \/g 2 my
g 0
e sendo V. e V_ os autovetores associados, temos
g
4(3-+/5) 2(3-+/5
( ) 2 ) Vi A8V,
3-4/5 2
2 (2.26)
4(3—-+/5) 2(3-+/5
( ) 2 ) Vo2t
3-45 2
Supondo que o vetor (my,,mg,) = o V4 + o V_, temos
mj A\
— 18 (ouVy + (/1_2) AD) (2.27)
my 1
g

e supondo que A > A_ implica que % < 1. No limite de g muito grande, podemos reescrever a

equagao (2.27) da seguinte forma

mi
= (XIA_FgV_F. (2.28)
mo
8
Com esse resultado, concluimos que o tinico autovalor que € relevante para o caso estudado é o

maior, A, . Da equacio (2.28) faremos surgir (2¢)%/ = L/, isso resulta em

Ar =7 —2V54+1/73 325 =2 (7-2v5+v/73-325) : (2.29)

ds = log, (7 —2V544/73— 32\/5) ~ 1.89929, (2.30)

onde o expoente critico fractal dy determina o tamanho do maior aglomerado de percolacéo [72].

Para o caso da massa das cutting bonds, o célculo envolve analisar as chamadas
ligacGes essenciais (as ligacdes que ao serem rompidas fazem com que ndo haja transporte na
rede). Nem todas as configuragdes que permitem o transporte contém essas ligacdes. Aqui
vamos empregar a letra maiuscula M, para designar a massa média de cutting bonds em uma
geracdo g+ 1 e a letra mindscula m,, para a massa média de cutting bonds em uma geracao g.

Multiplicando a massa pela sua probabilidade associada, chegamos a seguinte equacdo para o
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Diagrama | Probabilidade | Multiplicidade | Massa

: P 1 0
</ P (1-Py) 4 2mey,
. P;(l . Pg)Z 2 chb

Tabela 3 — Para o célculo da massa das cutting bonds, analisaremos as chamadas liga¢cdes
essenciais, ou seja, as ligacdes que ao serem rompidas fazem com que nao haja transporte
na rede, cuja a massa € m.,. Na primeira configuracdo que permite o transporte as quatro
ligacdes estdo presentes, com isso mesmo rompendo uma das quatro ligagdes o transporte nio €
interrompido, fazendo com que nao haja ligacdes essenciais, logo m;, € zero. Para o segundo
caso onde existem trés ligacOes presentes € uma ausente, existiram duas ligacdes essenciais e
para o ultimo caso, onde existem duas ligagdes presentes € uma ausente, existiram também duas
ligacdes essenciais.

calculo de M, (ver tabela 3)

1
M, = —[8Pg3(1 —Pg)mcb—i—4P§(1 — P)?mep), (2.31)
Pg—H

e para Py | = P, = P, chegamos a seguinte relagdo

Mcb _

4P.(1-P?2). (2.32)
Mcp

Comparando a equagdo (2.32) com a (2.14), observamos que

M, 0
b _ 281 _ 6 _24/5, (2.33)
nmep 5g
isso indica que
1
dp, =+ =log (6~ 2V/5) =~ 0.6115, (2.34)

confirmando assim a conjectura do Coniglio [63], para o caso da rede diamante. Vale a pena
mencionar que nossos cdlculos (ndo mostrados aqui) para a rede hierdrquica de pontes de

Wheatstone e para o pseudo fractal também confirmam essa mesma relagao.
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3 RESULTADOS
3.1 expoentes geométricos da rede hierarquica diamante com ligacoes direcionadas

Nessa secao calcularemos o conjunto completo de expoentes geométricos para a
rede hierdrquica da Figura 8 a qual nomeamos de rede hierarquica diamante com ligacoes
direcionadas. A solugd@o para outras redes, como a rede hierdrquica de pontes de wheatstone com
ligacGes direcionadas, pode ser encontrada no “Anexo A”. Primeiramente serd preciso determinar
a probabilidade na geracao g, onde existem 4 possibilidades. Com probabilidade P>, pode-se
percorrer a ligacdo em ambas as dire¢es. Alternativamente a ligagdo pode ser direcionada, isso
€, pode-se percorrer em uma direcdo e nao na outra. Como consideramos o caso 1sotropico, as
duas possiveis direcdes tém a mesma probabilidade P, /2. Finalmente, a liga¢do pode ser uma
vacancia, onde ndo pode-se percorrer em nenhuma dire¢do. Isso acontecerd com probabilidade
Py=1— P, — P, (ver Figura 9). Temos portanto 2 parametros independentes P, e P;. Para a
geragdo g+ 1 precisamos, portanto, considerar 2 possibilidades, Pj serd a chance da gerag@o
seguinte poder ser atravessada em 2 dire¢des, e P| /2 serd a possibilidade da rede ser atravessada

apenas em uma direcao especifica.
3.1.1 probabilidade na geracdo superior

Para a probabilidade P[/2 temos que considerar todas as configuracdes que permitem
ir de uma extremidade a outra da rede, mas ndo permitem voltar (ver Figura 10). Com isso

chegamos a seguinte equacdo

P1/ 2 Py Py 2 2 Py 2 Py 2
L oap? (L) P+8p (2 ) PP2p (L) +20m () P
2 <2 2o )|\ 7 ) T T ) B

2 3 3 4
P] 2 Pl Pl Pl
4( =) PE+8P( = R2(=) hp+5(= (3.1
P P 3, 3.3 T o 3
—=— ——P'+2P\P,— -P;P, — —P{P;y — 2P, P;.
) 161+12212212 117

Para a probabilidade P} temos que considerar todas as configuragdes que permitem ir de uma

extremidade a outra da rede e voltar (ver Figura 11). Com isso obtemos que
| Py

P
P, =P5 +2P{P5 +4PyP; + 8P, (?> Pr+8 (?> P

2 3 4
Py 2 Py Py
16— ) P+8(—= ) BL+2( = (3.2)

p#
P :gl + PP, +2P; +2P(P; — P},
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Figura 8 — A figura apresenta um exemplo de rede hierdrquica, na qual as suas configuracdes
estruturais a cada geracio g se assemelham a rede diamante, mas diferentemente dela, essa rede
apresenta ligacdes direcionadas. Note que essa rede possui dois caminhos possiveis entre dois
nos, sendo cada caminho representado por uma seta, indicando assim a tnica direcao possivel.

Py
@0 =—=0
B2 P2
BOo——0 O<—0O0
1-P-PR

Figura 9 — Na geracdo g = 0 a rede da Figura 8 apresenta quatro probabilidades possiveis,
uma quando as ligacdes apresentarem duas direcdes possiveis P (a), duas quando as ligacdes

apresentarem apenas uma dire¢io possivel P;/2 (b) e por fim quando a ligagdo for ausente
P() =1 —P1 —P2 (C)

Para determinar as raizes desses dois polindmios é preciso definir que P{ =P =P e P, =P, =

P;, com isso chegamos ao seguinte sistema de equagdes:

pr px2 3 3 7

R M ) o gy ) oy L ) Y

2 2 16 2 2 (3.3)
P*4 ’ .

Py =~ + PP 2P 2P P - Py

onde as unicas raizes entre 0 e 1 sdo Pjc = 2V5—-4~04721 ¢ P = %(3 — \/5) ~ 0.3819.
3.1.2 expoente do comprimento de correlagdo

As equacdes de transic@o para geragdes superior podem ser escritas na forma geral

P P\™M
31 - Z Aoy n o’ (?) P2, (3.4)
Y n=4
/ N Pl " 112
P, = Z BnoﬂhnzPO ? PZ ) (3.5)
Zn,-=4

onde 0s Ay, 4.1y € Bnyny .1, podem ser encontrados a partir das equagdes (3.1) e (3.2). Como as

probabilidades P| e P; sdo fun¢des de duas varidveis, onde P (P;,P,) e P;(P;, P,), fazendo-se
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NN FaN e
O——0 = 4xQ0 O +8xQ, O + 2x0O O + 20xQ, @]

N N N N

8x O +12xQ O + 5xQ,

NN TN

Figura 10 — Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g pode estar
com ligagdes simples de probabilidade P; /2, liga¢des duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P; — P>, e que uma rede de geragdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geracio g, existem 4* = 256 configuragdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 256 apenas
63 permitem a passagem de uma extremidade a outra da rede, sem a probabilidade de voltar.
Essa probabilidade ¢ definida como P[ /2.

NN N /x

O=—=0 O+2O O+4O O +8xQ

N TN

N LI LI LN
N NN NS

Figura 11 —Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracdo g pode estar
com ligagdes simples de probabilidade P; /2, ligacdes duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P — P», e que uma rede de geracdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geracio g, existem 4* = 256 configuragdes possiveis em g 4 1. No entanto, dessas 256 apenas
49 permitem a passagem de uma extremidade a outra da rede, com a probabilidade de ir e voltar.
Essa probabilidade ¢ definida como Pj.

necessario a utilizacdo de derivadas parciais. Utilizando a matriz Jacobiana que é dada pela

equagdo
Ji Jiz
J(P17P2): ) (36)
S I
de J aP]/J aPl/] aP/J 8Pﬁ Calculando a derivad ial Jy1 t
onde = —, = —, e . Calculando a derivada parcia €mos
11 P 12 P, 21 = oP, 2 = 8P2 p 11

T =2 Z Ao s [zn PnoP ny— IPn2 Pgoflplmpgz 7

Y ni=4 2

(3.7

ny
Ji = Z Py° (—) 2 [(n1 4+ DAy 1.0 — 2(m0+ DAng+1.0, .m0 »
Y ni=
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e expandindo a equagdo e substituindo os valores de Pj¢ e P>¢c obtemos

P\’ P\’ P P P
Ji1 =4F; (%) P, + 8P, (31) P} +4F; (é) P)+24PR, (%) P, — 8P (%) P}
(3.8)

2 2 3
P P P
+16Py (—21> PY —4F) (—21> Py +4P) (-21) Py,

Jii=2(5v/5-11). (3.9)

Repetindo o mesmo processo para as demais derivas parciais, obtemos

P\"
Jn= ) P’ (31) Py [2(n2 + 1)Ang g my+1 = 2(n0 + 1Ay 1ny )+ (3.10)
an':?)

2
P P P P
Ji2 =8P} (%) P+ 16PR, (71) P, — 16P) (51) P} +32PR (51) P
3.11)

P\? P\’
— 24P (?1) P+ 8P (é) P,

Ji2 =8(4V5-9), (3.12)

P\™ np+1
Jo1 = Z P(;lo (El) Pznz {( 12 )Bn07n1+1,n2 - (”0+1)Bn0+17n1,n2} ) (3.13)

Zn,-:3
P P\? P\’
J21 =8F) (%) P +12P) (31) Py +4F) (%) Py, (3.14)
Jo1 =2(7 - 3V5), (3.15)
/10 Pl n 7%
J22 = Z PO E P2 [(I’lz + 1)Bn07n1,n2+1 - (l’l() + 1)Bno+1,n1,n2] ) (316)
Zn,-:3

P\’ P\’ P P
Ty, =4P} (%) P, + 8P <31) P+ 16P (31) P>+ 16P) (é) P
2 3
P P
+32P) (5‘) P+ 8P (?1) P,

Ja =6(7—3/5), (3.18)

(3.17)
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0 1

Figura 12 —Diagrama de fases para percolagdo de ligacdes isotropicamente direcionada na rede
hierarquica da figura 8. As dire¢Oes das linhas indicam o fluxo do grupo de renormalizacdo. A
linha P, + P /2 = P., onde P. = (/5 — 1)/2 representa o ponto critico para a rede padrio. O
grupo de renormalizag¢do mostra que qualquer ponto da reta é um ponto critico, ¢ S = (0, F,)
corresponde ao ponto critico de percolagdo padrao, exibindo o mesmo comportamento invariante
de escala que o ponto / localizado ao longo da linha critica.

e substituindo os valores de Jy1, J12, J21 € Jo2, obtemos a seguinte matriz

2(5v/5—11) 8(4v/5-9)
J(Pic,Pxc) = , (3.19)
2(7-3v5) 6(7-3V5)
onde seus autovalores e autovetores sao

A =6—2v/5~1.52786,
Ao =2(7—-3V5) =~ 0.583592,

V)= (%(—3+\/§), 1> ,

(3.20)

Vo =(-2,1).
O autovalor A; > 1 indica que qualquer desvio da condi¢@o critica leva aos estados triviais

Py =P,=0¢e P, = 1. O autovalor |4, | < 0 indica que desvios ao longo da linha critica levardo o

sistema de volta ao ponto critico Py = Pic, P» = Pc.
3.1.3 dimensdo fractal

Para o calculo da dimensao fractal, devemos considerar a massa associada a todas as

configuracdes possiveis, ou seja, 4* = 256, ndo apenas as que permitem a percolago, pois todas
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contribuiram para a dimensao fractal. Para tal, se faz necessario definir quatro massas distintas
mg, my, my € m3 na geracao g. Quando nao € possivel percorrer a rede em nenhuma das duas
direcdes, mg € a massa média de um SCC que incide em apenas um dos extremos da rede. m;
¢ a massa média de todas as ligacdes direcionadas que formam os caminhos em uma direcdo
quando ndo existe o caminho na dire¢do contraria. m; € a massa média do SCC que conecta aos
dois extremos, quando € possivel percorrer em ambas as dire¢des. Finalmente, quando existir
o caminho em apenas uma direcdo, se apenas um dos nds terminais faz parte de um SCC na
escala superior, as ligacdes desse caminho direcionado ndo necessariamente fardo parte de um
SCC superior, mas um SCC incidente ao terminal serd adicionado ao SCC superior. Desta forma,
definimos m3 a massa média de um SCC ligando apenas um extremo quando existe um caminho
direcionado. Na geracdo seguinte g + 1, as massas médias sdo respectivamente My, M1, M, e M3.

A massa média M estd associada as configura¢des que ndo permitem a percolagao,
assim P representa a probabilidade na geragdo seguinte de ndo haver um caminho que leve a
outra extremidade da rede, ou seja, as configuracdes que nao permitem a percolacdo na rede.

Podemos assim escrever de forma geral a equacdo para My, que obedece a seguinte relacdo
/ 70 Py i 72
MoPo:ZPo 5 P ’(Hoojmo + Ho1 jm1 + Hop jmy 4 Hoz jm3), (3.21)
j

onde ngj, ni; € nyj sdo o nimeros de vacancia, direcionada e duplas (respectivamente) na
configuracdo j. Os Hy;; representam, para a configuragio j, quantas massas do tipo i ” coalescem
para formar a massa My na geragdo superior, onde a tabela 4 ilustra de que forma seus valores

sao calculados. Seguindo a mesma 16gica, podemos escrever as demais massas médias como

P PO
M1?] =Y P (?) Py (Hyojmo + Hyy jmy + Hypjma + Hizjm3), (3.22)
J

(132

onde os Hj;; representam, para a configuragao j, quantas massas do tipo “i ” coalescem para
formar a massa M| na geragdo superior e a tabela 5 ilustra de que forma seus valores sdao

calculados

P\,
MyP; ZZPSO] (?) Py (Hoojmo -+ Hat jmy + Hop jms + Hoz jms3), (3.23)
J

(132

onde os H»;; representam, para a configuragao j, quantas massas do tipo “i ” coalescem para
formar a massa M, na geragdo superior e a tabela 6 ilustra de que forma seus valores sdao

calculados. Por fim podemos escrever a expressao para a massa média M3

Pl (PO
M3?] =Y P (?) P} (Hsojmo + Hs1 jmy + Hap jma + Haz jm3), (3.24)
J
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Diagrama | Probabilidade | Massa
e

o Ie)

Ny

Pg(%)Pz mo + mo +m3

& o
N\
e

d o

o P (%) mo +m3

Pg P, 2mo + ma

Tabela 4 — A tabela apresenta a descri¢do de alguns casos referentes a massa média M\, equacdo
(3.21), onde essa média se refere ao SCC que incide na extremidade esquerda quando ndo ha
conexdo indo ou voltando. A probabilidade reflete o numero de ligacdes duplas, direcionada
e vacancia, e na coluna assinalada por “Massa” enumeremos o nimero de elementos do tipo
mg, my, my € msz, da geracdo anterior que compdem esse SCC do tipo My na geracdo seguinte.

(132

onde os Hj;; representam, para a configuragao j, quantas massas do tipo “i ” coalescem para
formar a massa My na geragdo superior, onde a tabela 5 ilustra de que forma seus valores sao
calculados.

Expandindo os somatorios das massas médias, simplificando e substituindo os valores
de Pic e Poc, obteremos uma matriz 4 X 4, ao invés de uma 2 X 2 como ocorreu para 0 caso nao

direcionado (equagdo (2.23))

10 —4+/5 0 7-3v5  4/5-8 mo
50—22/5 6-2v5 28—12v/5 20v/5-—44 m (3.25)
130—58v/5 28—12v/5 56—24v5 52v5—116 | | my | '

25—115 0 14—6vV5 11/5-23 m3
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Diagrama \ Probabilidade \ Massa 1 Massa 3
[ )
O/ \O
| P (’i> P | 2
ol 7 )P mo+my +2my | mo+my+m3
(]
O/ \O
\'0 A (B) P 2
0(7> ) mo+2my+my | mo+my+ms3
[ ]
O/ t\IO
\1 Py 2
® Py (7) P, | mp+my+my+ms3 2m3

Tabela 5 — A tabela apresenta a descricao de alguns casos referentes as massas medias M| e M3,
equacodes (3.22) e (3.24). Quando s6 € possivel atravessar em uma direcdo sem a possibilidade de
voltar, a massa M1, representa todas as ligacdes que podem ser atravessadas quando se percorre
a rede de uma extremidade a outra, enquanto a massa M3 corresponde a todas as ligacdes que
pertencem ao SCC que inclui a extremidade esquerda. A probabilidade reflete o nimero de
ligagcdes duplas, direcionada e vacancia, e na coluna assinalada por “Massa” enumeramos o
nimero de elementos do tipo mq, m, mp e m3, da geragdo anterior que compdem esse SCC do
tipo M| e M3 na geragdo seguinte.

Com esses resultados, chegamos aos seguintes autovalores e autovetores

A1 A 3.49037

Ao &~ 1.23678 +0.234402 i |

A3~ 1.23678 — 0.234402 i ,

A4~ 0.550788 |

. (3.26)
Vi ~ (2.29737 , 2.74911 , 0.717333 , 1),

V) ~ (0.783787 —0.979368 i , —1.71461 +0.862464 i , 1.58873 —0.666891 i , 1),

V3 ~ (0.783787 +0.979368 i , —1.71461 —0.862464 i , 1.58873 +0.666891 i , 1),

Vs~ (1.40272 , —0.832529 , —1.38896 , 1).

Assim como mostrado na equacao (2.28) o Unico autovalor que € relevante para o
caso estudado € o de maior valor (ou seja A1). Reescrevendo o autovalor de forma que nos remeta
ao numero de passos necessarios para ir de uma extremidade a outra da rede, podemos enfim

determinar a dimensao fractal do aglomerado percolante
A'I ~ 210g2(3.49037) ’ (327)

ds = log,(3.49037) ~ 1.80338 . (3.28)
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Diagrama | Probabilidade | Massa
O/.\O
N
O/.\O
N
®
2~

() P0P23 2mgy + 3my

P§ 4m2

3
(%) P2 31’1’11 +my

Tabela 6 — A tabela apresenta a descri¢do de alguns casos referentes a massa média M, equacdo
(3.23), que se refere ao SCC que inclui as duas extremidades, sendo assim possivel atravessar em
ambas as direcOes. A probabilidade reflete o nimero de ligacdes duplas, direcionada e vacancia,
e na coluna assinalada por “Massa” enumeramos o nimero de elementos do tipo mg, my, my e
m3, da geracdo anterior que compdem esse SCC do tipo M, na geracao seguinte.

Podemos observar que o valor da dimensdo fractal difere em algumas casas decimais (cerca de

0.1) do valor encontrado para a rede hierarquica nao direcionada, a chamada rede diamante.
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O método empregado para a solugdo das redes aqui apresentadas e estudas pode ser
aplicado para uma rede que apresenta transi¢des descontinuas (ver Figura 13). O artigo Ordinary
percolation with discontinuous transitions [7] mostra a solu¢cdo dessa rede. Note que em [7]
usa-se o método das func¢des geradoras para encontrar as distribui¢des de tamanhos de agregados
em cada geracdo. Aqui, usamos nossa abordagem que, como vimos, trata apenas da média desses
tamanhos a cada geracdo. Confirmando a validade de nossa abordagem, obtivemos resultados

equivalentes aos de [7].

g=0
O O
O @ O
g=2

O ® @ ® O

Figura 13 — A rede consiste em uma unica ligacao entre dois nds finais (circulos abertos). Para
essa rede existird quatro probabilidades na geragdo anterior g, sdo elas Py, 1 — P, Qe (1 —Q),
que representam a probabilidade de uma ligacao estar presente, ausente, de existir uma ligagao
de longo alcance e de ndo existir uma ligacao de longo alcance, respectivamente. Caso haja a
ligacdo de longo alcance, a probabilidade é Q, independente das demais ligacdes [7].

Assim como feito anteriormente precisamos primeiramente determinar a proba-
bilidade na geracdo g+ 1. Para isso analisaremos a geracdao anterior g, onde temos quatro
probabilidades associadas P,, 1 —P,, Q e (1 — Q), que representam a probabilidade de uma
ligacdo estar presente, ausente, de existir uma liga¢do de longo alcance e de nao existir uma
ligagdo de longo alcance, respectivamente. Caso haja a ligacio de longo alcance, a probabilidade

¢ O, independente das demais ligagcdes e com isso chegamos a seguinte probabilidade
_ 2
Per1 =0+ (1-Q)P, @.1)

e para Py | = P, = P* temos

=0. (4.2)



41

Resolvendo a equacio (4.2) obtemos que P* assume dois pontos fixos P* =1e P* = £ Para

1-0
o primeiro valor de P*, a rede sempre apresenta um caminho que conecta as duas extremidades.

Assim ficamos com

P*(Q) = % (0 <1/2), (4.3)

e a solucdo estavel que corresponde ao ponto fixo que descreve a criticalidade da percolacdo
nessa rede se encontra em 0 < Q < 1/2. Note que para Q = 1/2 obtemos P*(Q) = 1.
Calculando a forma como a probabilidade diverge do ponto fixo, onde §, = P, — P*

muda de uma geracao a outra, obtendo

Ot _ 20, (4.4)
68

onde essa razdo é menor que um se Q < 1/2, logo esse ponto fixo é estavel, com P — P* a
medida que as geracdes aumentam.

Para o calculo das massas, devemos considerar tanto a “massa de ligacdo” my,
proveniente das ligagdes presentes, quanto a “massa pendente” my, proveniente das ligacoes

quebradas na geracdo g. Nesse caso a equacdo para M e My na geragdo seguinte g+ 1 pode ser

escrita da seguinte forma
Py 1My =QPZ (2my) +20P, (1 — Py) (my + 2mq)
+0(1— P (2mo) + (1 — Q)P2 (2my), (4.5)
(1= Pes1)Mo =(1 = Q)P(1 — P)(my +2mp) + (1 = Q) (1 — P)*(mo),

e para Py, | = P, = P*(Q), chegamos a seguinte matriz

M) 40 % mi 4.6)
Mo o 1 my |

e obtemos assim os seguintes autovalores

_1+30-40°+/1-20+90% — 2403 + 160*
N 2(1-0) ’

com o maior autovalor sendo A, igual ao encontrado em [7], produzindo assim o chamado

o 4.7)

expoente fractal A, (ver Figura 14). Assintoticamente, os nimeros de sitios e ligagdes dobram a
cada geragdo, enquanto o tamanho dos agregados cresce a um fator de A, < 2 a cada geragio.
Desse modo, para redes muito grandes, g — oo, a fracdo ocupada pelo agregado percolante vai a

Z€10.
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2.0

1.8

=
o
.

Autovalor
I
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1.2 4

1.0+
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Valor de Q

Figura 14 — A figura mostra como o autovalor A, cresce a medida que o valor de Q também
cresce, sendo o menor valor para Q = 0, que resulta em A, = 1 e seu maior valor quando
Q=1/2,0 que resultaem A, = 2.

1 —

0.8
0.6
0_8 i

04

0.2}

Figura 15 — A figura apresenta os tamanhos de sistema de até N ~ 2" ~ 103019 nés. Ele evolui
lentamente em uma descontinuidade em P — P. = 1/2 com P (P:) ~ 0.609793. A convergéncia
¢ mais lenta logo abaixo de 1/2 [7].

Pretendemos estender o método para a rede da Figura 16, a qual apresenta percolagdo
isotrépica, denominando-a de rede hierdrquica direcionada com transi¢cdes descontinuas. Onde
P} =P)(P1,P»,01,0>) é o polindmio que determina a probabilidade de uma ligaco bidirecional
na geragdo seguinte g+ 1, dadas as probabilidades P, e P> de agregados direcionais e bidirecionais
na geracao anterior g € Q1 e (, para as probabilidades da ligagdo de longo alcance ser uma

ligagdo direcionada ou bidirecionada, da mesma forma temos P| = P{(P, P>, 01,0>).
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O O —> @) ® @)

Figura 16 — A figura apresenta uma rede hierdrquica direcionada com transi¢cdes descontinuas.

Assim como feito no caso da rede diamante, vamos procurar os pontos fixos desse
sistema e depois obter o fator 4., que descreve como os agregados crescem. A presenca de 2
parametros Q; e O, abre a possibilidade de um comportamento critico mais rico, possivelmente
incluindo por exemplo, um ponto tricritico onde a transicdo muda de continua a descontinua.

Concluimos que o método empregado € eficiente tanto para a solucdo de redes que
apresentam percolacdo padrdo como em redes com percolacdo isotropica. Onde foi possivel
obter alguns expoentes criticos para as redes hierdrquicas anteriormente estudadas, entre eles
0 expoente critico v que define como o comprimento de correlagio & diverge em P, onde seu
valor € igual em ambos os casos de percola¢do, uma vez que os pontos criticos do caso isotropico
podem ser relacionados com o caso padrio através da reta P; /2 + P, = P, a divergéncia do ponto
critico € igual em ambos os casos de percolacdo. Ja o expoente critico fractal d; determina o
tamanho do maior aglomerado de percolacdo. Portanto, verificamos que o valor desse expoente
€ diferente em ambos os casos de percolacdo, o que ja era esperado, pois mesmo as redes
apresentando uma configuracao estrutural semelhante, o nimero de ligacdes entre as duas é

diferente, o que faz o tamanho do maior aglomerado nao ser igual nas duas redes.
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ANEXO A - REDES HIERARQUICAS ISOTROPICAMENTE DIRECIONADAS

Expoentes Geométricos da Rede Hierarquica de Pontes de Wheatstone com Ligacoes

Direcionadas

Calculamos o conjunto completo de expoentes geométricos para a rede hierdrquica
de pontes de Wheatstone da Figura 17. Como j4 visto, serd preciso determinar a probabilidade
na geragdo g, onde existem 4 possibilidades possiveis, uma quando as duas ligacdes estardo
presentes P>, duas quando apenas uma seta em apenas uma dire¢do estard presente P; /2 e por
fim quando a ligacdo for ausente Py = 1 — P| — P> (ver Figura 9), a rede estudada nessa se¢ao
apresenta 5 ligacdes e 4 nds. Temos 2 parametros independentes P, e P;. Para a geracdo g+ 1
precisamos, portanto, considerar 2 possibilidades, P; serd a chance da gerac¢do seguinte poder ser
atravessada em 2 direcdes, e P| /2 serd a possibilidade da rede ser atravessada apenas em uma
direcdo especifica.

Usando a Figura 18 podemos construir a expressdo para a probabilidade P /2

i (B 2( P\ 2 P\ 3 o (P P\
—=4P’ | = |+ 18R | = | Py +4P | = | B +2P) | — 36P)( — | P
2 Y ( o )RS g )R JR (5 ) T ()
2 2 3 3 3
P P P P P
+36P2 () P42 (2 ) PP+14ar2 (=) +64R (2L ) P14 2 ) PP (AD
2 2 2 2 2
P\* P\* P\’
25P) | — 25( = | hL+10| —
+25F < > ) + < 5 ) 2+ > )
usando a Figura 19 podemos construir a expressdo para a probabilidade P,

P P P
P, =P +2P3P2 + 8PP} + 5PyPY + 12P2 (31) P} +32R (71) P +10 (%) P

2 2 3 3 4
P P P P P
+48R) <31) P} +36 (31) P3 +16P, (_21> Py +52 (—21> P} 2P (—21> (A2)

4 5
Py Py
28 = | BL+6(—=
+28(2) mrs(2)
simplificando as equagdes e fazendo Py =Py = P/, P, =P, =P, e Bp=1—P = Pj. — P;., ¢

possivel montar um sistema de equagdes e obtemos as seguintes raizes para a rede estudada
Pl*C:O,PZ*C:O y

PI*C:O’PZ*C:

I

1

| (A.3)
5 )

P =0.49142 | Pi- = 0.25429 .

PI*C:O’P;C:
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Figura 17 — A figura apresenta um exemplo de rede hierdrquica, na qual as suas configuracdes
estruturais a cada geracdo g se assemelham a rede ponte de wheatstone, mas diferentemente dela,
essa rede apresenta ligacdes direcionadas. Note que essa rede possui dois caminhos possiveis
entre dois nds, sendo cada caminho representado por uma seta, indicando assim a tnica dire¢ao
possivel.

O——0 = 4><O\IL/O + 18><O\1L/O + 4><O\l//0 + 2><O\I;/O + 36><O\1//O
+ 36x0<jl>o + 2XO</1>O + 14xQ :/O+ 64XO/Z\IO + 14><O<IL\'>IO

O + 10xQ O

+ 25xQ O + 25xQ
/ Ny

N /TL\ /I\
VRN )

Figura 18 —Dado que uma rede hierdrquica com ligagdes direcionadas de geragdo g pode estar
com liga¢des simples de probabilidade P; /2, liga¢Ges duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P; — P>, e que uma rede de geracdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geracio g, existem 4° = 1024 configuragdes possiveis em g + 1. No entanto, dessas 1024 apenas
254 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, sem a possibilidade de voltar.

Os pontos P/~ =0, P5- =0e P/, =0, Py~ = 1 sdo triviais, jd os pontos P}, =
0, P = % correspondem a percolacdo padrdo, ou seja, para o caso nao direcionado. Os pontos
relativos a percolagdo isotrdpica sdo Pic = 0.49142, Po,c = 0.25429 e Pyc = 0.25429. Os pontos
correspondentes a percolagdo isotropica estdo sobre uma curva P, + Py /2 = 1/2, que é mantida
invariante pela transformacgao de grupo de renormalizacdo, e portanto corresponde a linha critica.
esse resultado é compativel com os dados numéricos e com a argumentacao heuristica mais
geral [6].

Os expoentes criticos associados aos pontos fixos nao triviais podem ser calculados
pela técnica padrao de linearizagdo das relacdes de recorréncia em torno dos pontos fixos. Logo
serd preciso determinar os autovalores e autovetores da matriz (3.6).

Expandindo as equagdes (3.7), (3.10), (3.13) e (3.16) para o sistema estudado nessa



. . [ ] [ ]
N — \ 2x 8x - 5x / \ 12x
O=—=0 = 1xo\lL/o + O O + O\.L/O + O\ /O + o‘\l/o
N 7N / N TN A
+ 32x O\ /O + 10x o\l/o + 48xQ, / O + SGXO\/I.L/O IGXO\, /

AN T

+52><O\]l//0 + 2><O\ O + 28><O\1L/O +6><O\1>O
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Figura 19 — Dado que uma rede hierarquica com ligagdes direcionadas de geracdo g pode estar
com liga¢des simples de probabilidade P; /2, liga¢Ges duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P; — P>, e que uma rede de geracdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geracio g, existem 4° = 1024 configuragdes possiveis em g + 1. No entanto, dessas 1024 apenas
254 permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade de ir e voltar.

secdo, onde o somatdrio sobre os n; serd igual a 4

0 0 0
P P P P
Ji1 =4P; <71) P+ 18P2 (31) P} +4P, (%) P +4pP; (31) P

P P P\’ P\’
+ 48P (%) P, —4F) (2)P2 +30P; (21> P + 48P (51) P,
2 3 3
P P P
—30P9 (%) P} +44p, <31) P) —28P) <51) P,
P P P P
=8P (2 )P0 +48P3 (=L ) P, —48Py (= | P —8P) (= | P}
2 2 2 2
2 (P o o (PN o P’ o o (P
+60P; (?) P — 60P, (—) P} +72P (3) P)—72P (—> P,

P 2 P\’
Ja1 =24P, (31) P22+4P8< P2+24P0< 1) P, +30P) (é) P}

P P P
+4P0(31> Py 4 40P ( ) P2+13P(?<2‘) P2+13P0<21) P,
P\’ P
Ty =4P3 (71) P2+18Pg(21> P2+4P0(2) P2+4P0( )P2

P Py P
24P (%) P, +72PR, ( )P2 +8P) (3> P +96P ( 21) P,

P P P
60P8<21) P2+16P0(21> P2+88P0(21> P2+26P0< 1) P.

Calculando primeiramente as derivadas parciais para a percolac¢io padrao, temos P

[\)

1

(A4)

(AS5)

(A.6)

(A.7)

=Pic=0,

P, =Py = % e Py = Poc = 5, 0s Unicos valores que iram sobreviver na equagao (A.4) sdo aqueles
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onde o expoente de P € zero, fazendo ainda P, = Pyc = P, obtemos

Ji1 =4P* 4+ 18P* +4P*,

Ji1=—
11 g )

repetindo 0 mesmo processo da equacao anterior na equagao (A.S5) observamos que nenhum dos

expoentes de Pj € zero, assim temos que
Ji2 =0, (A9)

note que assim como na equacao anterior, nenhum dos expoentes de P; € zero na (A.6), com isso
temos

Jo1 =0, (A.10)

seguindo o mesmo procedimento da equagdo (A.8) obtemos que

Joy =4P* +18P* + 4P,
13 (A.11)

J2n =3

substituindo na matriz Jacobiana, dada pela equacao (3.6), chegamos na seguinte matriz

By
J(Pic,Poc) = | ® : (A.12)
o B
3
onde seus autovalores e autovetores sao
13
)'l == af2 - ?7
7= (0.1, (A13)
Vs = (1,0).

Agora iremos calcular o jacobiano para a percolagdo isotrdpica, onde P = Pjc =

0.49142, P, = P,c = 0.25429 e Py = Pyc = 0.25429, obtemos assim o seguinte valor para Ji;

Ji1 = 0.550394 , (A.14)

repetindo 0 mesmo processo da equacao anterior e assumindo que P¢c = Pyc = P, obtemos para
Ji2, Ja1 e J12

Ji=0, (A.15)

Jo1 =0.537303 , (A.16)
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Figura 20 — Diagrama de fases para percolacao de liga¢des isotropicamente direcionadas na rede
hierarquica obtida como limite do processo exibido. Redner [8, 9] e Dorogovtsev [10] usaram o
grupo de renormalizacdo para resolver exatamente este modelo na rede hierdrquica mostrada. As
dire¢des das linhas indicam o fluxo do grupo de renormaliza¢do. A linha P, + P /2=P. =1/2
coincide com a linha critica para a percolacao de ligacdes direcionadas isotropicamente na
rede quadrada. O grupo de renormalizacdo mostra que qualquer ponto da reta é um ponto
critico, e U = (0, 1/2) corresponde ao ponto critico de percolagdo padrio, exibindo o mesmo
comportamento invariante de escala que o ponto S localizado ao longo da linha critica. Isso
sugere a possibilidade de que a percolacdo de ligagdes direcionadas isotropicamente esteja em
uma classe de universalidade da percolagdo padrao. Figura retirada de [6].

13
I =1.625= =, (A.17)

substituindo na matriz Jacobiana, dada pela equacdo (3.6), chegamos na seguinte matriz

0.550394 0
J(Pic,Pc) = ) (A.18)
0.537303 L

onde seus autovalores e autovetores sao

13
2‘1 = ? )
27697
) = —0.55394 |
500000 (A.19)
‘71 - (07 1) )

‘72 = (\/?53_25_\/§>
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O expoente critico v, para a percolac¢do padrdo pode assim ser calculado

I WA ¥
Ve Inb  In2’ (A.20)
v, =1,428 .

com isso verificamos que o expoente critico vV que corresponde a rede com percolagdo isotropica
€ igual a v,,, um resultado compativel com o que mostram as simulacdes numéricas.

Como mostrado na Figura 20, dois desses pontos representam os casos triviais de
uma rede totalmente desconectada Py = 1 e uma rede totalmente conectada P, = 1. Outro ponto
fixo é P, =0 com P, = 1/2 representando o estado critico para percolagdo padrdo nesta rede
hierarquica, enquanto o ponto S, Pi = 0.49142 com P, = 0.25429, € o estado critico para a
percolagdo de ligagdes direcionadas isotropicamente nesta rede hierarquica.

Para o cdlculo da dimensao fractal da rede isotrépica, se fard necessario assim como
na secao anterior definir quatro massas distintas na geracao g, mg ,m; ,mp € m3, na geracao
g+ 1 temos as seguintes massas My ,M; ,M, e M3. Tais massas obedecem as mesmas relagdes
das equacdes (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24). Usando as mesmas técnicas de analise das massas

médias da se¢do 3 podemos reescrever tais equagdes na forma matricial

Mo 1.30258  0.0937224 0.236684 0.849658 \ [ my
M, 1.76197  2.18101  1.13149 0.556010 | | my
= , (A21)
M, 1.01947  1.99918  2.21919 0.187445 | | m,
M, 0.778916 0.278005 0.547970 1.51855 | \ms
A A 4.19528
A ~ 1.25228 +0.273216i ,
A3 ~ 1.25228 —0.273216i ,
A4~ 0.521478
(A.22)

Vi ~ (2.38593 , 2.81907 , 0.601686 , 1),

V5 ~ (0.113655 — 1.0656i , —2.80732 +2.47494i , 1.59255 —1.01004i , 1),
V3 ~ (0.113655 + 1.0656i , —2.80732 — 2.47494i , 1.59255+ 1.01004i , 1),
V4 ~ (1.50519 , —1.37062 , —0.853061 , 1) .

Assim como feito anteriormente sera necessario reescrevendo o maior autovalor de

uma forma que nos remeta ao nimero de passos, podemos por fim determinar a dimensao fractal
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Figura 21 — A figura apresenta a rede hierdrquica pseudo fractal direcionada, a qual as suas
configuracdes estruturais a cada geragao g se assemelham a rede pseudo fractal, mas diferente-
mente dela, essa rede apresenta ligacOes direcionadas. Note que essa rede possui dois caminhos
possiveis entre dois nés, sendo cada caminho representado por uma seta, indicando assim a Unica
direcdo possivel.

do aglomerado percolante da rede isotropica

ll ~ 210g2(4.19528), (A23)

ds = log,(4.19528) ~ 2.06876. (A.24)

Expoentes Geométricos da Rede Hierarquica Pseudo Fractal com Ligac6es Direcionadas

Nessa secao calcularemos os expoentes criticos da rede mostrada na Figura 21, como
nas secOes anteriores essa rede apresenta ligagdes direcionadas e 2 probabilidades distintas na
geragdo seguinte g+ 1, P[/2 e P, bem como 4 probabilidades na geragéo g.

Usando a figura 22 podemos construir a expressdo para a probabilidade P[/2

P] 2 Pr Py Py P, P
=P, 4Py—P, + 5P 2 P +3 A.25
5 =R t4R P+ 0<2)+ <2) ) + (2>, (A.25)
usando a figura 23 podemos construir a expressdo para a probabilidade P}
P P P P
P, =P}P,+3PRP} + P + 4P031P2 + 63‘}32 +38 (31) P+2 ( 21 ) , (A.26)

fazendo P, = P, = P/, P2/ =P, = Py~ e By = 1 — P| — P5, obtemos as seguintes raizes para o
sistema de equacgdes
x w
Fie=0Fc =0 (A27)
Pir =0 ,P-=1.
Diferentemente das se¢des anteriores as raizes obtidas ndo apresentam valores entre
0 e 1, isso significa que a rede sempre apresentard ou nao um caminho que conduz a outra
extremidade, isso ocorre pois diferentemente da rede diamante e pontes de Wheatstone, a rede
pseudo fractal apresenta a probabilidade de sempre haver ou ndo uma conexao direta entre as
duas extremidades, fazendo com que a probabilidade tenda a 0 ou 1. Com isso a aplica¢ao do

mesmo método empregado anteriormente nao serd possivel.
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Figura 22 — Dado que uma rede hierdrquica com ligacdes direcionadas de geracao g pode estar
com liga¢des simples de probabilidade P; /2, liga¢des duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P; — P>, e que uma rede de geracdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geragiio g, existem 43 = 64 configuragdes possiveis em g+ 1. No entanto, dessas 64 apenas 15
permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade de ir e voltar.

L) . o
O=—0 = 1><O'—-O + 3x O—‘\‘O + lxo&o + 4><O—\'O

N\ A\ /\

+ 6xO=—=0 + 8&xO=—=0 + 2xO

Figura 23 — Dado que uma rede hierarquica com ligagdes direcionadas de geragcdo g pode estar
com liga¢des simples de probabilidade P; /2, liga¢des duplas de probabilidade P, ou ausentes
de probabilidade Py = 1 — P; — P>, e que uma rede de geracdo g+ 1 € composta por 4 redes de
geracio g, existem 4> = 64 configuracdes possiveis em g + 1. No entanto, dessas 64 apenas
permitem a passagem de uma ponta a outra da rede, com a possibilidade de ir e voltar.
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