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RESUMO

Neste trabalho serd apresentada uma solu¢ao de corda negra regular a partir do método utilizado
por Simpson-Visser para regularizar a solu¢do de Schwarzschild. Assim como no trabalho de
Simpson-Visser, nesta nova solu¢do de corda negra pode-se representar tanto um buraco negro
regular, como um buraco de minhoca, bastando mudar o valor de um parametro “a” utilizado na
sua métrica. A regularizacdo consiste em fazer uma mudanca na varidvel radial da solu¢do nao
regular para acrescentar o pardmetro “a” na nova coordenada de modo que a nova solu¢@o nao
possui singularidade se a # 0. Foi feita a andlise dos tensores e invariantes de curvatura para
se constatar a regularidade da solug@o, assim como foram analisadas as condi¢des de energia
do sistema, onde verificou-se que estas serdo sempre violadas para todo o espago, semelhante
ao trabalho de Simpson-Visser. Também foi feita a analise das propriedades termodinamicas
da corda negra regular, na qual avaliou-se as modificacdes geradas com relagdo a solugdo ori-
ginal da corda negra, especificamente, calculou-se a temperatura de Hawking, a entropia, a sua
capacidade térmica, e a energia livre de Helmholtz. Por fim, avaliou-se as possiveis orbitas cir-
culares estdveis ou instdveis que poderiam ser possiveis para fotons e particulas massivas para
comparar os resultados com os da corda negra nao regular, buscando fazer um paralelo com o

trabalho de Simpson-Visser.

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral; regularizacdo de Simpson-Visser; corda ne-

gra; buraco negro regular; buraco de minhoca atravessavel.



ABSTRACT

In this work, a regular black string solution will be presented from the method used by Simpson-
Visser to regularize the Schwarzschild solution. As in Simpson-Visser’s work, in this new black
string solution, both a regular black hole and a wormhole can be represented by simply chan-
ging the value of a parameter “a” used in its metric. The regularization consists of changing
the radial variable of the non-regular solution to add the parameter “a” in the new coordinate
so that the new solution does not have singularity if a # 0. The analysis of the tensors and
curvature invariants was carried out to verify the regularity of the solution, as well as the energy
conditions of the system were analyzed, where it was verified that these will always be violated
for the whole space, similar to the work of Simpson-Visser. An analysis of the thermodynamic
properties of the regular black string was also carried out, in which the modifications generated
by the original solution of the black string were evaluated, specifically, the Hawking tempera-
ture, entropy, its heat capacity, and the Helmholtz free energy. Finally, the possible stable or
unstable circular orbits that could be possible for photons and massive particles were evaluated
to compare the results with those of the non-regular black string, seeking to make a parallel

with the work of Simpson-Visser.

Keywords: General Theory of Relativity; Simpson-Visser regularization; black string; regular

black hole; traversible wormhole.
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1 INTRODUCAO

Buracos negros sdo solucdes das equacdes de Einstein nas quais existe a presenca
de uma superficie chamada de horizonte de eventos na qual qualquer matéria ou até mesmo
luz que a atravesse s6 pode descrever uma trajetéria de via-tnica, nada pode viajar para fora do
horizonte sem violar a causalidade [1]. Este tipo de solucao € muito importante em Relatividade,
pois pode definir o tipo de geometria criada quando o corpo sofre um colapso, como uma estrela
ou um aglomerado de estrelas [2]. Estas solu¢des tém ganhado muita relevancia nos ultimos
anos devido a evolugdo tecnoldgica, que pode ser evidenciada pela comprovagdo das ondas
gravitacionais pelo LIGO [3], e pelas primeiras imagens de buracos negros supermassivos [4,5].

Uma solugdo especifica que podemos ter de buraco negro € a chamada corda negra,
que pode ser gerada a partir do colapso de uma matéria que possua simetria cilindrica, por-
tanto, este tipo de buraco negro também possui esta simetria. Uma caracteristica que difere esta
solucdo daquelas que possuem simetria esférica € a presenca da constante cosmologica nega-
tiva, isto €, se trata de um espaco-tempo assintoticamente anti de Sitter [6]. As cordas negras
sdo importantes principalmente no contexto cosmoldgico, quando se estuda os defeitos topolo-
gicamente estaveis [2], e no contexto de dimensdes extras, uma vez que a corda negra € solucao
das equacdes de Einstein em dimensdes extras (acima das 4 de espago-tempo comuns) [7].

Entretanto, em Relatividade Geral, todas as solucdes exatas para buracos negros
conhecidas possuem singularidade, sendo algo inerente as solucdes basicas das equacdes de
Einstein, o que cria um sério problema a ser tratado [8]. Como tentativa de resolver este pro-
blema, alguns modelos de buracos negros regulares, ou seja, sem singularidades, foram propos-
tos, sendo o trabalho de Bardeen [9] o pioneiro, além de outros como [10—12]. Estas solucdes
sd0 muito importantes, pois com elas podemos entender o processo de colapso gravitacional em
seus estdgios finais, o que nao € possivel quando existe singularidade na origem. Uma outra
questdo interessante que precisa ser resolvida € o fato de que elas sdo solucdes das equagdes
de Einstein com fontes exéticas, ou seja, ndo existem fontes fisicamente razodveis que estejam
associadas a elas [8].

Espacos-tempo dos chamados buracos de minhoca conquistaram a imaginagdo e a
curiosidade tanto da classe cientifica como do publico em geral pelo fato de descrever geo-

metrias que funcionam como pontes ligando “universos” diferentes, por exemplo, ou podendo
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servir como passagens interestelares conectando regides distantes do espaco-tempo [13, 14].
Seu estudo teve inicio com os resultados obtidos por Einstein e Rosen, em 1935, conhecidos
como pontes de Einstein-Rosen. Alguns anos depois, em 1988, Morris e Thorne fazem um “re-
nascimento” da ideia de buraco de minhoca definindo solucdes para este tipo de geometria onde
este poderia ser atravessavel por naves espaciais com a presenc¢a de humanos. Depois, Visser,
em 1996, e Lobo, 2016, deram continuidade a esses trabalhos sempre buscando aperfeicoa-los
[1,14-17].

Mas o mais interessante nessas solucoes, principalmente a de Morris-Thorne, € a
chamada condic¢ao de flaring out que ocorre na chamada garganta do buraco de minhoca e gera
uma viola¢do da condi¢do nula de energia [17]. Fisicamente, temos que a tensdo radial na gar-
ganta deste € extremamente alta, chegando a ultrapassar a densidade de massa-energia, caracte-
rizando a chamada matéria exética. Essa condicao, apesar de ser mostrada para uma geometria
esfericamente simétrica e estatica, pode ser generalizada para qualquer tipo de wormhole atra-
vessavel [16]. Vdrios trabalhos tem sido publicados para tentar diminuir a violagio da condi¢@o
de energia como solugdes dinamicas para os buracos de minhoca [18], solucdo no vacuo do
mundo de brana [19], entre outros, entretanto, as solu¢des que tém recebido mais atencao sao
aquelas que possuem modificagcdes na gravitagdo, como aquelas que usam a gravidade f(R), em
que solucdes exatas podem ser obtidas para a geometria dos buracos de minhoca e algumas de-
las s@o possiveis de se obter com matéria barotrépica, eliminando o problema da matéria exética
nesses casos [20].

No intuito de desenvolver uma solugdo regular de buraco negro, Simpson e Vis-
ser publicaram, em 2019 [21], um trabalho buscando uma solu¢do regular através de uma
modificacdo da solu¢do de Schwarzschild, apresentando a seguinte métrica como candidata

a gerar esta solucao:

2m dr?
ds? = — (1_—_) di* + ————— + (r* +4d%)dQ?, (1.1)
ritat <1 N r%nlzﬂ)

onde “a” representa um parametro ajustavel, e “m” € uma constante que estd relacionada a
massa da matéria que ird gerar esse espaco-tempo curvo. Esta métrica tem uma propriedade
interessante de interpolar uma solucao regular de buraco negro com um buraco de minhoca atra-
vessavel do tipo Morris-Thorne e se reduz a solu¢do de Schwarzschild quando o parametro a é

nulo [21]. Além disso, Simpson e Visser encontraram expressoes para a temperatura de Haw-
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king da solucdo regular e as Orbitas circulares para fétons (esfera de fotons) e para particulas
massivas (ISCO), encontrando resultados semelhantes aos da solu¢do de Schwarzschild, mas
com um fator de correcio do tipo m, em que k € uma constante multipla de m. No
caso da temperatura, k = 2m [21].

Ap6s a publicacdo desse trabalho, diversos outros surgiram na mesma linha de tratar
uma solu¢do ndo regular ja conhecida e fazer a regularizagdo de Simpson-Visser. O préprio
Simpson publicou um trabalho com a mesma regularizacdo para buracos negros de Reisnerr-
Nordstrom e Kerr-Newman [22], estudo de acrecdo de disco fino para a solu¢do de Simpson-
Visser pode ser encontrado em [23], pode-se usar essa solugdo para verificar a impossibilidade
da existéncia de buracos de minhoca atravessaveis em gravitacdo semicldssica [24], além de
trabalhos com gravitagdo modificada [25], lentes gravitacionais [26—28], incluindo o uso do
teorema de Gauss-Bonet para determinar a deflexdo da luz e analisar os efeitos do meio de
matéria escura [29], com campos fantasma [30,31], com anélises das oscilagdes epiciclicas [32],
estudo dos modos quasinormais dos trés estados (buraco negro, buraco de minhoca e buraco de
minhoca unidirecional) da solucao de Simpson-Visser [33, 34], uso de imagens recentes da
escala do horizonte e suas sombras (imagem de telescopio do Horizonte de eventos de Sagitario
A) para estudar vdrias solucdes de buracos negros (incluindo a de Simpson-Visser) [35], o
desenvolvimento de novas solu¢des de black-bounce mais gerais com algumas mudancas na
métrica [36], entre outros.

Entretanto, ndo existia nenhum trabalho na literatura em que esse método tenha sido
usado em uma corda negra para regulariza-la, uma vez que solucdes de corda negra possuem
singularidade na origem [2]. Até pode-se encontrar solu¢des regulares para corda negra através
de outros métodos de regularizacao, como o usado em [37], entretanto, estas solu¢des ndo reali-
zam a mesma interpolacdo entre buraco negro e buraco de minhoca, como vemos nos trabalhos
do tipo black-bounce.

Portanto, o intuito deste trabalho € aplicar o método de regularizacdo de Simpson-
Visser a solu¢@o de uma corda negra. Especificamente, este trabalho pretende analisar a métrica
e suas caracteristicas para verificar a presenca da interpolagcdo entre buraco negro e buraco de
minhoca, avaliar as grandezas associadas a curvatura e verificar se a solugdo de fato serd re-
gular. Além disso, deve-se avaliar as condi¢des de energia do sistema através da andlise das
equagoes de Einstein e do tensor momento-energia. Apds a andlise da solucdo, faremos al-

gumas aplicacdes, sendo uma delas o estudo termodindmico da corda negra regular, com o
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calculo e a andlise da temperatura de Hawking, capacidade térmica, entropia, e a energia livre
de Helmholtz, e a segunda € o calculo das drbitas circulares estiveis ou instaveis para particulas
massivas e ndo massivas. Este trabalho também foi feito em um artigo que foi publicado recen-
temente por mim e meus orientadores e que pode ser acessado em [38].

O trabalho estéd dividido em 4 capitulos (além da introducdo e da conclusdo): no
primeiro faremos uma revisdo bésica de Relatividade Geral, apresentando os principais con-
ceitos e equacdes matemadticas relativas a geometria diferencial e a matéria e energia. Apds a
apresentacdo da teoria basica da Relatividade, no capitulo seguinte serd apresentado os princi-
pais conceitos de buraco negro regular e buraco de minhoca, uma vez que eles fazem parte dos
resultados deste trabalho. Em seguida, apresentaremos o método de Simpson-Visser através
da andlise da métrica desta solugdo, dos tensores e invariantes de curvatura, e das condi¢des
de energia do sistema. Depois faremos as mesmas aplicacoes citadas no paragrafo anterior, ou
seja, a termodinamica do buraco negro regular e Orbitas circulares para particulas massivas e
nao massivas. Por fim, apresentaremos a solucdo bésica de uma corda negra e faremos os mes-
mos procedimentos da regularizacdo de Simpson-Visser que fizemos no capitulo anterior para
a solu¢do de uma corda negra. Por fim, € importante mencionar que o termo regularizagao que
serd usado durante todo o trabalho serd sempre no sentido de criar uma solugdo regular para
buracos negros através da remocdo da singularidade desta. L.ogo, nao devemos confundir com

o uso deste termo em outros contextos como em Teoria Quantica de Campos.
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2 REVISAO DE RELATIVIDADE GERAL

Antes de introduzir o conceito de buracos negros regulares e buracos de minhoca, e
o método de Simpson-Visser para a regularizacao de uma solucao de buraco negro, buscando os
seus resultados matematicos e analisando suas principais propriedades, é necessario fazer uma
revisdo dos principais conceitos de Relatividade Geral que serdo necessdrios para estas andlises.

Neste capitulo, serdo revisados principalmente os conceitos basicos que vao nos dar
o entendimento de como funciona a gravitacao e que irdo definir os fundamentos mateméticos
da Teoria da Relatividade Geral (TRG), como o Principio da Equivaléncia e os fundamentos

basicos de geometria diferencial. O primeiro principio a ser tratado € o da equivaléncia.

2.1 Principio da Equivaléncia

Este principio € a base para o entendimento matematico da Teoria da Relatividade
Geral (TRG) e ele teve inicio ainda na Mecanica Classica quando se tinha uma disting@o entre
a massa inercial, que mede a resisténcia da particula a aceleracao (definida como a razdo entre
a forca e a aceleracdo através da segunda lei de Newton), e a massa gravitacional, que seria
uma propriedade intrinseca da matéria, analoga a carga elétrica e que estd associada a atragdo
gravitacional. Havia ainda a diferenga entre massa gravitacional ativa, a que gera o campo, e
passiva, que sofre a acdo do campo, mas devido a simetria na equagdo da lei da Gravitagao
Universal (em que a magnitude da forca gravitacional é dada por Gmm'/ r?) estas massas sao
equivalentes, enquanto que na TRG, s6 ha massa ativa, a fonte do campo. O que Newton
percebeu e conseguiu medir com boa precisdo é que as massas inercial e gravitacional sdo as
mesmas (usando as unidades adequadas), ou seja, a massa que gera o campo gravitacional € a
mesma que define a tendéncia de inércia da particula. Isto, que foi dado como um axioma por
Newton, € chamado de principio da equivaléncia na forma fraca [39].

De acordo com Rindler (2006), a equivaléncia entre as massas inercial e gravitaci-
onal era algo misterioso, visto que a principio nao havia qualquer ligacao entre a massa inercial
e a gravitacional, ou seja, a massa inercial pode existir sem nenhuma necessidade da presenca
de gravidade, logo, a proporcionalidade entre elas seria apenas uma incrivel coincidéncia, mas
ndo seria necessdria (a teoria de Newton funcionaria perfeitamente se esse principio nao fosse

valido). Mas isso muda quando analisamos a TRG, ou seja, a equivaléncia entre inércia e gra-
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vidade € algo muito mais forte.

Einstein pensou nesse principio como sendo mais universal e que deveria haver uma
lei que conectasse as duas coisas, onde ele acreditava que inércia e gravidade no fundo eram
a mesma coisa [39]. Ele definiu que ndo € possivel realizar um experimento em que se possa
distinguir um referencial local livre de rotacdo em queda livre sob um campo gravitacional
uniforme e um outro referencial livre de campos gravitacionais, onde “local” se refere a um
referencial localizado em uma regido tdo pequena que nao é possivel verificar mudangas no
campo gravitacional considerdveis (o campo € aproximadamente uniforme). Outra forma de
enunciar o principio da equivaléncia € a seguinte: um referencial uniformemente acelerado em
relac@o a um referencial inercial € equivalente a um outro referencial em repouso sob a acdo de
um campo gravitacional local (uniforme) [40].

Podemos entender o Principio da Equivaléncia de Einstein como sendo a impossibi-
lidade de distinguir um referencial que esteja em repouso sob a acdo de um campo gravitacional
uniforme com um outro que esteja acelerado ou um referencial em queda livre de um outro que
seja inercial. Por exemplo, se uma pessoa estiver dentro de um foguete e sentir uma forca a
puxando para baixo, ela ndo sabera se essa forca € devido a gravidade local ou se € a propria
aceleracao do foguete para cima que estd gerando esse efeito. De modo anélogo, se essa mesma
pessoa estiver no foguete e ndo sentir nenhuma forga atuando sobre ela, ndo hd como saber se
ela estd em um local bem distante da Terra onde nao ha gravidade ou se estd na gravidade ter-
restre, porém em queda livre, caindo em direcdo ao centro da Terra com a mesma aceleracao do
campo gravitacional. Este principio pode parecer bem simples, mas € partir dele que podemos
definir as bases de uma teoria gravitacional para a relatividade. Portanto, as leis da gravitacdo
sao definidas a partir do principio de que a gravidade € equivalente a um referencial acelerado.

Mas € importante fazer uma considerac@o sobre uma possivel interpretagdo equivo-
cada deste principio: se existe a equivaléncia entre um campo gravitacional e um referencial
acelerado, somos levados a pensar que a existéncia da gravidade é apenas aparente, pois no
referencial que estd acelerado, a pessoa que estd nele sente a presenga do campo, mas, para
quem esta fora deste referencial, ndo hd campo nenhum, aquela pessoa estd sentindo o efeito
da aceleracdo do seu referencial, ndo de um campo gravitacional, o que poderia nos levar a
conclusdo de que o campo gravitacional s6 existe para alguns referenciais, porém sempre po-
derfamos definir um referencial no qual o campo nao existe. Isso s6 seria verdade se o campo

for bem especial, por isso que em um caso geral ndo existird nenhum referencial em que um
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campo gravitacional desapareca por completo em toda a sua extensao [41]. Isso estd associado
a localidade do principio da equivaléncia, isto €, quando consideramos o campo gravitacional
em toda a extensao do espaco-tempo, a equivaléncia deste com um referencial acelerado nado é
vélida.

A partir deste principio, pode-se estudar o movimento de um corpo em relacao
a um dado referencial acelerado e com isso entender como a gravidade vai atuar sobre esse
corpo simplesmente estudando a acao da aceleracio sobre o corpo, ja que existe a equivaléncia
entre os dois e com isso chegar a conclusdes interessantes como a de que um corpo que se
move de forma retilinea e uniforme em relacdo a referencial inercial, se movera numa trajetoria
curvilinea em relagdo ao referencial acelerado, o que também € vdlido até mesmo para um
raio de luz, mostrando que a trajetéria da luz pode ser curvada pela acdo da gravidade [41].
Portanto, o espaco-tempo ¢é localmente plano ou Minkowskiano (Relatividade Restrita), porém

€ globalmente curvo ou pseudo-Riemanniano [39].

2.2 Calculo tensorial

Antes de definirmos o que sdo os tensores e suas propriedades, € importante termos
uma motivacdo para isso. Na Relatividade Geral, além do PE, tem-se também o chamado
Principio da Covariancia Geral, que pode ser derivado do primeiro. Segundo ele, uma equagao
fisica serd vdlida para um campo gravitacional geral se duas condi¢des forem obedecidas: 1)
se ela se manter verdadeira na auséncia de campos gravitacionais (ela concorda com as leis
da Relatividade Restrita), e 2) se ela for covariante de forma geral, ou seja, se ela se manter
invariante por uma transformacdo geral de coordenadas [42]. Esta ultima condi¢do € muito
importante para que se busque estudar grandezas tensoriais.

Uma vez que € necessdrio observar se uma equacdo se mantém invariante por
transformacdo geral de coordenadas, é preciso saber como as componentes de uma grandeza
que constitui a equagdo se transformam, pois estas ndo necessariamente se mantém iguais,
mas sim a equagdo inteira. Existem vdrias formas diferentes nas quais estas componentes
podem se transformar, em alguns casos, como o campo eletromagnético, as propriedades da
transformacdo sao parcialmente uma questao de definicdo do mesmo. Mas, existe uma forma
relativamente simples de definir as principais grandezas de interesse fisico, que, caso ndo fosse
possivel, seria muito dificil tornar as equacdes invariantes apds uma transformacdo de coorde-

nadas [42]. Daqui em diante, apenas por uma questdo de vicio de linguagem, serd mencionado
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que as grandezas fisicas devem se transformar de tal forma, porém deve ficar claro que a gran-
deza em si ndo deve se transformar, justamente por ela ser uma grandeza fisica, por isso ela
deve ser sempre a mesma para qualquer observador ja que a fisica nao muda de um observador
para outro, o que ird se transformar sdo as componentes que caracterizam essa grandeza em um
dado sistema de coordenadas.

O tipo mais simples de transformacgdo é a das grandezas escalares, que sdo aque-
las que ndo mudam de forma quando se faz uma transformagdo de coordenadas x — x’. Alguns
exemplos, sao nimeros puros, como o 0 ou o 7, € o tempo préprio dT. A proéxima transformacgao
mais simples € dos vetores, onde temos dois tipos a serem definidos. O primeiro deles € o con-
travariante, que pode ser representado por V#, em que, apds uma transformagao de coordenadas

. / .
do tipo x* — x *, ele se transforma da seguinte forma:

/
/ 8)6” v

VH =
doxV

Um exemplo é o diferencial dx*, uma vez que dx* = dx* /dx"dx". A segunda forma é a do

2.1

vetor covariante que s transforma como:

dx"
I
V=SV (2.2)
Um exemplo importante de um vetor covariante € o gradiente, pois
dd 9P Ixv
. 2.3)

OXH ~ 9xV IxH’

Com essas definicdes, pode-se imediatamente generalizar as mesmas para os tensores [42].
Um conjunto de n” quantidades TH1--#», em que u; = 1,..., n, associado a um sis-
tema de coordenadas X, representa as componentes de um tensor contravariante de ordem p se

o correspondente do mesmo num sistema de coordenadas X’ for da forma:

dxH Jx'H
Cdxvt T 9xVe

Analogamente, um conjunto de n quantidades 7}, ., associado a X, representa as componen-

T/u|...ﬂp TV[...Vp. (24)

tes de um tensor covariante de ordem q se o seu correspondente em X’ for da forma:

, _dx"t dxVe

Mty = G g Ve (2.5)

Por fim, podemos definir um tensor de n? ¢ quantidades T\ff 1‘5 P, associado a X, que representa
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as componentes um tensor misto contravariante de ordem p e covariante de ordem q, se seu

correspondente em X’ for:

! /
by _ oxt dxtr oxPr IxPi 4. .«
Vi-Vq dx " Ix% Jx'Vi T Qx'Va Bi-Bg

Um exemplo importante de tensor misto do tipo (1, 1), ou seja, de ordem contravariante 1 e

(2.6)

covariante 1, € o delta de Kronecker 55 . Caso um tensor misto tenha ordem p contravariante e

q covariante, chamaremos o mesmo de tensor misto do tipo (p, q). E importante notar que os

vetores também sdo tensores de ordem 1. No caso do escalar, ele € um tensor de ordem 0 [43].
Com relacdo a dlgebra tensorial, pode-se definir sucintamente as principais operacoes

feitas com os tensores:

* Adi¢do: a soma (ou subtracdo) de dois tensores de mesma e ordem e mesmo tipo resulta

também em um tensor do mesmo tipo. Exemplo: A} + Bl = CF.

* Multiplicag¢do: também chamado de produto direto, o produto das componentes de dois
tensores de quaisquer tipo é também um tensor, ou seja, a justaposi¢ao de dois tensores
forma um tensor. Exemplo: AYB; = ij&' Veja que a ordem contravariante do tensor
resultante € a soma das ordens dos outros dois tensores, assim como para a ordem cova-

riante.

* Contragdo: dado um tensor misto, se for usado um mesmo indice contravariante e co-
variante (ou seja, se houver uma soma em um dos indices de “cima” com um dos de
“baixo”), obtém-se um tensor que possuird apenas os indices restantes que ndo foram
somados (se o tensor original possui ordem (p, q), o resultante terd ordem (p-1, g-1)).

Exemplo: Aﬁv =Ay.

Outro ponto importante € a simetria ou anti-simetria. Um conjunto de quantidades Ay (ndo
necessariamente componentes de um tensor) € dito ser simétrico se A,y = Ay, € anti-simétrico
se Ayy = —Ayy [44].

Daqui em diante, serdao usadas algumas convengdes para os indices usados nas com-
ponentes de tensores: indices gregos, no contexto da Relatividade Geral, correspondem as co-
ordenadas de espago-tempo, onde 0 corresponde ao tempo, € 1, 2, e 3 correspondem as coorde-
nadas espaciais; indices latinos correspondem as coordenadas espaciais apenas, ou seja, Sa0 0s

indices de 1 a 3. Outro ponto importante € a convengao de soma: indices iguais em um mesmo
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termo em posi¢des opostas, ou seja, um indice contravariante e outro covariante, indicam uma
soma implicita nestes indices. Por exemplo: A*B), equivale a },, A*B;. Logo, o termo A*B,

nao possui soma, pois os indices s@o distintos.

2.3 Métrica de um espaco curvo

Agora que foi introduzido o Principio da Equivaléncia (PE) de Einstein e ja vimos
que o espaco-tempo deve ser curvo, € preciso entender como podemos descrever esse tipo de
espaco-tempo. Para tal, é essencial definir um tensor que é chamado de métrica.

Seja na geometria ou no calculo, € essencial para o seu entendimento a no¢ao, por
mais elementar que seja, de distancia entre dois pontos, ou estudar as “vizinhangas” de um
ponto do espaco. Como exemplo temos o cdlculo do comprimento de arco, que depende da
nog¢do de distancia. Logo, € natural que, para trabalharmos com geometrias mais complexas
e generalizadas, deve-se também generalizar o conceito de distancia, independente do tipo de
espaco a ser trabalhado [45].

Em geometria elementar, define-se o produto interno entre dois vetores U e V como
sendo Y., U;V;, onde U; e V; sdo as componentes dos vetores U e V, respectivamente, no
espaco R” em um sistema de coordenadas ortonormais. Mas para um espaco curvo, que € uma
variedade diferencidvel, o produto interno € definido pela métrica com os vetores do espago
tangente a variedade. Considere agora que um conjunto M seja uma variedade diferencidvel.
A métrica Riemanniana g em M é um campo tensorial do tipo (0,2) que precisa obedecer aos

seguintes axiomas para todo ponto em M:
e 1) gP(U7 V) = gP(V7 U)
* 2)g,(U,U) >0, onde a igualdade s6 vilida quando U = 0, especificamente.

Aqui, p é um ponto qualquer de M, e U e V sdo vetores que pertecem ao espago tangente de
M (T,M). Em resumo, temos que a métrica deve ser simétrica, positiva definida e da forma
bilinear [46].

Segundo Nakahara (2003), a métrica € considerada pseudo-Riemanniana quando

ela satisfaz o axioma 1) e
* 2’)Se g,(U, V) =0 para todo U pertencente ao espago tangente de M, entdo V = 0.

Para mais informacdes sobre os conceitos de variedade diferencidvel, espaco tangente e outros

conceitos de geometria diferencial, pode-se encontra-las em [47].
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Uma forma mais simples de se entender o que representa a métrica é a de que ela é
responsdvel por atribuir uma regra para as distancias entre um par de pontos vizinhos no espago
para todos os pontos do mesmo, que é chamado de espaco métrico. Ou seja, pode-se determinar

a distancia infinitesimal quadratica entre dois pontos quaisquer pela forma:

ds* = guydx*dx” 2.7)

onde g,y sdo as componentes do tensor métrico e x* sdo as coordenadas do espaco métrico
[39]. Ou seja, a métrica determina a geometria do espaco que estd sendo trabalhado, pois a
distancia entre dois pontos depende do formato do mesmo.

Assim, o produto interno agora terda uma defini¢do mais geral do que no caso do
espaco euclidiano, sendo definido como U-V = g,,,U*V", onde a métrica pode ser escrita como
produto interno dos vetores de base do sistema de coordenadas dos vetores U e V, por exemplo,
guv = €y - €y [43]. Veja que a métrica ndo precisa necessariamente ser ortonormal ou mesmo
ortogonal. Para que essa defini¢do seja valida, basta que a métrica g,(U, V) que definimos faca
um mapeamento desses vetores em um nimero real, o que implica em g,(U, V) =U-V [47].

Algumas propriedades importantes da métrica sao:

* guv = &vu, que € devido a simetria da métrica.

o gtVg = 5){‘ , em que g"V ¢ a inversa da métrica g,y e 8! é o delta de Kronecker, que é

definido por da seguinte forma: para u = v, 85 =1, e parau # v, 8’ =0.

o A =gMVA, e Ay = guvAY, ou seja, a métrica tem a propriedade de “descer” e “subir”

indices através do produto interno com um tensor qualquer [47].

Por fim, € importante definir duas métricas importantes, inclusive para os resultados
deste trabalho: a métrica de Minkowski, e a de Schwarzschild, que sdo métricas de espago-
tempo relativisticas. Mas para comecar, € interessante definir a métrica mais simples que é a do
espaco euclidiano.

Considere um conjunto de pontos em “n”” dimensdes que define o R". Estes pontos
podem ser representados por n-uplas dadas por (xi,..., x,), em que cada x;, com i = 1,..., n,
¢ um numero real. O espago métrico associado a este conjunto € tal que a distancia entre
dois pontos quaisquer, dados por x = (x1,..., x,) € y = (¥1,..., ¥n), pode ser dada por d(x,y) =

Y (xi — y,-)z, entre outras formas, onde d : R"” x R” — R € uma métrica chamada de eucli-



23

diana [48]. Vé-se claramente que essa € a forma da distancia entre duas extremidades de um
segmento de reta, em coordenadas cartesianas.
Colocando esta expressao na forma diferencial, obtemos o resultado para se definir

o tensor métrico do espaco euclidiano:

3
ds* =Y dx} = dx* +dy* +dz* (2.8)

i=1

onde, por questdo de simplicidade, consideram-se apenas 3 dimensdes. Da defini¢do do tensor

métrico da equagao (2.7), e observando que

3
Y axi =YY &;dxdx;, (2.9)
i=1 i=1j=1

pode-se fazer a seguinte comparagao:

gij = 6ij (2.10)

onde aqui se usou a seguinte convengao que se seguird por todo este trabalho: indices lati-
nos vao representar coordenadas unicamente espaciais, e as letras gregas serao usadas para as
coordenadas de espago-tempo.

Na forma matricial, esta métrica nada mais €é do que a matriz identidade 3 x 3, o que
pode ser facilmente generalizado para n dimensdes, ou seja, a métrica serd a matriz identidade
de ordem n. No caso da Relatividade Restrita, o elemento infinitesimal quadrético € invariante
sob transformacdes de Lorentz, dadas por

/ / /

X =yx—wt), ' =yt —vx/?),y =y,7 =z 2.11)

em que as transformacdes inversas sdo

x =y i), t =yl +w')P), y =y, 2=2, (2.12)

se ele for da seguinte forma:

ds? = —c2di* + dx* + dy* + dz?, (2.13)

onde y = (1 —v?/c?)~1/2 ¢ o fator de Lorentz. Considerando x* da forma (x°, x', x2, x%) =

(ct, x,y, z), usando novamente a equacéo (2.7), obtém-se que



24

8uv = Nuv, (2.14)

em que 1y =diag{—1, 1, 1, 1}. Esta é a chamada métrica de Minkowski para o espago-tempo
da Relatividade Restrita [47]. Pelo PE, visto na sec@o anterior, um referencial, no contexto da
Relatividade Geral, é localmente plano e globalmente curvo, isto implica que para um determi-
nado ponto onde a curvatura nas suas vizinhas € desprezivel, a métrica de Minkowski é vélida
para 0 mesmo, consequentemente, as equacoes da Teoria da Relatividade Restrita também sdo,
desde que se considere apenas uma regido muito pequena em torno dele [39]. Este processo
serd explicado mais adiante quando forem definidas as “tetradas” ortonormais.

Por fim, € interessante definir uma métrica extremamente importante da TRG, que
representa o espaco-tempo de Schwarzschild. O que se segue foi tirado de [49].

Uma aplicacao bem importante da TRG é a de um campo gravitacional que seja
esfericamente simétrico, ou seja, a métrica do seu espago-tempo deve possui tal simetria. Isto
porque uma métrica dessa forma pode descrever diversas situacdes relevantes para a Fisica,
como o campo gravitacional da Terra ou do Sol (com boa aproximacao), sendo util para des-
crever também o movimento de planetas, entre outras aplicacdes. Concentraremos em solugoes
fora do corpo que gera o campo, ou seja, no vacuo, que no caso de um planeta, seria da su-
perficie do mesmo para fora, porém, esta solucdo também funciona bem para um tipo bem
particular de sistema: o buraco negro.

Como veremos no capitulo 3, a unica solucao possivel em RG no vacuo onde se tem
simetria esférica € a de Schwarzschild. Nela, vamos trabalhar em coordenadas esféricas, isto €,
xt = (ct,r, 6, ¢). Pode-se assumir que ela também deve ser estatica, ou seja, independente do
tempo. Logo, teremos as seguintes simetrias: 6 — —0, § — —¢, t — —t¢. Isto implica que se
fizermos uma reversao dessas coordenadas, a métrica nao serd alterada. Como exemplo, vamos
considerar a reversao temporal. Considerando apenas os termos da métrica que dependem do

tempo, teremos:

gooc2dt® + goicdtdx’ + gipdxcdt = goocza’(—t)2 + gol-cd(—t)dxi + g,-odxicd(—t). (2.15)

Facilmente vé-se que para esta igualdade ser valida, gio = go; = 0. Repetindo esse
raciocinio para 0 e ¢, chega-se a conclusdo de que g,y =0, se 4t # v, onde i, v =0, 2, 3. Para

W ou v sendo 1, também teremos o mesmo resultado, pois, se o outro indice for diferente de 1,
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usando o mesmo raciocinio envolvendo a reversiao da coordenada respectiva deste outro indice,
teremos 0 mesmo resultado que encontramos para os outros indices, ou seja, o termo da métrica
que multiplica os diferenciais com o indice 1 e o outro indice distinto deverd ser nulo. Logo, a

métrica terd a forma a seguir:

ds* = gooc?dt® + g11dr* + g2nd 0% + g33d 9> (2.16)

No préximo capitulo, os célculos para encontrar esses termos serdo feitos para
um caso geral, sem ser no vacuo, mas também consideraremos o caso particular em que se
estd no viacuo e a métrica serd determinada, por isso nao ha necessidade de fazer os cdlculos
aqui, mas & interessante mostrar o seguinte passo: pode-se reescrever o termo gd 62 + g33d¢>
por e2Yr?(d6? + sen’0d¢?). Definindo o termo entre parénteses por dQ2, vamos ter o termo
2 2dQ2. Pode-se fazer a seguinte mudanca de varidvel: 7 = e”r. Desta forma, obtemos:

dr = (1 + rfl—y) evdr. (2.17)

r

Logo, pode-se reescrever a métrica da seguinte forma:

d _2
ds® = gooc’di® + (1 + rd—y) e Mg dr? +7dO>. (2.18)
r

Agora, basta fazer uma renomeagio de varidvel: 7 — r. Com isso, temos que g2 = 2 € g33 =

r?sen’6. Desta forma, podemos reescrever a métrica por:

ds? = — f(r)c?di* + g(r)dr® + rPdQ?. (2.19)

As fungdes f(r) e g(r) podem ser encontradas resolvendo-se as equagdes de Eins-
tein no vacuo. Fazendo este procedimento, que pode ser encontrado em [39], temos que a

métrica de Schwarzschild serd dada por:

2GM 26M\ !
ds2:_<1_ C; )czdtz—i—(l— Gz ) dr* + r*dQ?. (2.20)
c°r c°r

A constante 2GM /c?, que é o raio de Schwarzschild, pode ser obtida da relagio gog = —(1 +
2®/c?), onde ® é o potencial Newtoniano (—GM /).

Um resultado importante e que serd utilizado ao longo deste trabalho é determinar
as componentes da métrica inversa, g"", nos casos especiais em que a métrica é ortogonal. Isto

serd suficiente para o nosso trabalho, pois todas as métricas que serdo abordadas nos préximos
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capitulos serdo ortogonais, independente de ter simetria esférica ou cilindrica, como veremos.
Para determinarmos tais componentes, usaremos a propriedade que relaciona a métrica com a
sua inversa: g"Vg,, = 8)/. Além disso, vamos usar a condi¢io da ortogonalidade da métrica:
guv=0,se U #v.

Podemos comecar com o primeiro indice da métrica sendo o temporal, isto é, u = 0.

Pela relacdo entre as métricas, vamos obter:

g% gya =55 2.21)

Agora vamos analisar o indice A. Sabemos que se A = 0, 5/(1) =1l,ese A #£0, 89 = 0. Logo,

para A =0:

g0 =28"g0n=1—g"=—, (2.22)
£00

onde usamos a condi¢do de ortogonalidade da métrica ggy = 0, se v # 0. Agora vamos consi-

derar A =i #0:

g"gvi=g%i=0—g"%=0, (2.23)

onde novamente usamos a ortogonalidade da métrica e o termo g%g;; ndio possui soma em i, pois
a soma implicita estava no indice v. Seguindo esse mesmo raciocinio para os outros indices em

U, chegaremos ao seguinte resultado:

gV — 1/guv, sep=v (2.24)

0, se L # V.
Vemos, portanto, que a métrica inversa também serd ortogonal e as componentes da diagonal
principal da representa¢do matricial serdo as inversas das respectivas componentes da métrica,
ou seja, g% = gaol, e assim por diante. Por exemplo, com relacdo a métrica de Minkowski, a
inversa dela serd ortogonal, tal que, se 4 = v, n** = 1 /quu. Logo, vamos ter: n% =1/n9) =
1/(-1)=-1;n"=1/n;=1/1=1,comi=1,2,3. Ouseja, "V = 1. Para métricas ndo

ortogonais, este resultado claramente ndo se aplica.

2.4 Tensor de curvatura de Riemann

Agora que ja foi definida a forma da métrica de um espaco-tempo e o que ela re-

presenta, € necessario definir os tensores que determinam a geometria do mesmo. Como a
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geometria do espago-tempo estd representada pela métrica, € de se esperar que estes tensores
serdao definidos, direta ou indiretamente, em funcdo desta, que € exatamente 0 que veremos

nesta se¢do.
2.4.1 Tensor de Riemann

O tensor responsavel por quantificar a curvatura de um espaco métrico é chamado
de tensor de curvatura de Riemann. Normalmente este tensor surge quando se analisa algumas
propriedades que dependem da curvatura do espago como o comutador da derivada covariante
[49].

A conexdo afim, ou conexao de Christofell (também chamada de simbolos de Ch-
ristofell) estd diretamente ligada a geometria de espaco-tempo e pode ser escrita em termos da
métrica. Podemos ver isso calculando a equacao da geodésica, que consiste na trajetdria na qual
um campo vetorial é transportado paralelamente ao longo da mesma [49]. Mas também pode-se
defini-la como sendo o ponto critico do funcional que determina a distincia entre dois pontos

numa superficie curva [39]. Logo, se o funcional é dado por:

D:/Cds (2.25)

em que ds = /guvdx*dxV, entdo:

0 (/Cds) =0 (2.26)

Ao resolver esta equagdo (resolvendo as equagdes de Euler-Lagrange), obtem-se a equacao da

geodésica:
d?xH u dx¥ dx*
a2 Thigr g =Y (2.27)
onde
1
[y = 58" (9vgap +928vp — dpgva); (2.28)

€ a conexao de Christofell. Os passos detalhados da demonstrag¢do desta podem ser encontrados
em [50].
Definida a conex@o afim, podemos definir o tensor de Riemann. Como pode ser

visto em [49], o comutador da derivada covariante atuando em um tensor contravariante de or-
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dem 1 esté diretamente ligado a curvatura do espacgo. A derivada covariante € uma diferenciacdo
que possui duas propriedades muito importantes: transforma tensores em outros tensores €
se reduz a diferenciagdo parcial comum, d,;, na auséncia de campo gravitacional [42]. Po-
demos fazer uma répida demonstracdo de como ela consegue criar uma lei de transformacgdo
para a diferenciagdo de um tensor que corresponderd a um outro tensor, conforme [42]. Como
foi visto na subsecao (2.2), a componente de um vetor contravariante possui a seguinte lei de

transformacao:

/

/ 0
V=SV, (2.29)
e a derivada parcial se transforma por:
d ax¥ d
a (2.30)

oxH  Ox'HIxV
Se fizermos a diferencia¢do de uma componente de um vetor, a sua lei de transformagdo

sera:

oVt 9x* 9 [ox* yB ) _ 9 dx* ovPh | Ox® 92x*
Ox'H  Ox'H Ix® \ JxB © Ox'H 9xP Ix®  Ix'M Jx®9xB

VB, (2.31)

O primeiro termo do lado direito da equacao (2.31) € o termo esperado para a lei de transformacao
do termo do lado esquerdo caso este fosse um tensor, porém, vemos que ele ndo € o tinico termo
da expressao, o que nos leva a concluir que a diferenciacdo parcial de um vetor contravariante
nao se transforma como um tensor. Mas, € possivel determinar como os simbolos de Christofell
se transformam fazendo as devidas transformagdes na equacdo (2.28). Chega-se na seguinte
expressao:

n Ox*oxP oxr_,  ox*r 9%

HY " 9x2 9x'H X'V By T Ix%* Ix'Hox'V’

que também pode ser escrita como:

(2.32)

/ ax/l axﬁ ax'y axa axﬁ azx/)v
A 0
pyv ox% gx't ax’vrﬁ?’ ox’V ox'L &xaaxﬁ' (2.33)

Os detalhes dessas operagdes podem ser encontrados em [42]. Dadas essas transformagoes,

segue que:
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fayy_ |07 0aP oat o 0x® oxP 9t | oxv -~
WS T ox® ox'l X'V BY T 9x'V ox' 9x®%9xB | dx¥ (2.34)
o 2 3B B 2./
rAyy 2 P2 0% gy 987 0T g (2.35)
v ox® gx'u By OxXH 9x%xP
Logo:
vt o, ox*oxP fove
- — Y
S T =5 o ( 55 TV ) (2.36)

Portanto, o termo entre parénteses se transforma como um tensor do tipo (1, 1). Este tensor
¢ definido como derivada covariante atuando em um vetor contravariante e pode ser escrita na

forma a seguir:

ovA
A A A A
Vvt = gy +I VY =0y Vi + T, VY. (2.37)

No caso de um vetor covariante, cuja transformacao é dada por:

——Wy, (2.38)

temos que:

IV, 9x* 9xP IV 9%xP

TV 9xV gxk 9xe T gxrgdv B (2.39)
! ox* dxP 02xY
Ay 9xT oxP e
FMV‘//}L - ax/‘u axlv aﬁV’y+ ax/'uax/vV'y. (2.40)
Assim, temos que:
v/ , Ix® axﬁ oV
TR Ay oy
axlv uvVva — axl” ax/v (a_xﬁ FaBV'y) . (241)

Claramente, vemos que a lei de transformacdo definida em (2.41) € a de um tensor do tipo (0,
2). Essa € a forma da derivada covariante atuando em um vetor covariante, que podemos definir
por:

aVy

VuVo =50 - ThVa = duVy —Th Vi (2.42)

Seguindo esse raciocinio pode-se deduzir uma expressao mais geral para a derivada covariante
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atuando em tensor misto do tipo (p, q), porém nao hd necessidade de deduzirmos tal expressao
para este trabalho. A derivada covariante atua como uma generalizacdo da derivada parcial d
em espagos curvos e que recupera esta quando estamos na auséncia de campo gravitacional (no
espaco de Minkowski, por exemplo).

Uma vez definida a derivada covariante, pode-se determinar o comutador desta atu-

ando em vetor contravariante, obtendo o seguinte resultado:

[V, Vy ]V =RA

ouvV’ (2.43)

em que

A A A A A

(2.44)
€ o tensor de curvatura de Riemann [49]. Em [49], também aparece, no lado direito da equagdo

(2.43), o chamado tensor de tor¢ao, TL%V, definido por Fﬁv —T entretanto, nao sera necessario

v
neste trabalho trabalhar em espacos com torcao, o que pode ser visto facilmente pela definicdao
que usamos para os simbolos de Christofell em (2.28), pois eles sdo simétricos nos indices
inferiores, o que obviamente torna o tensor de tor¢do nulo. Logo, para espagos com tor¢do, a

definicdo dos simbolos de Christofell serd diferente.

Da prépria definicdo do mesmo, nota-se algumas propriedades importantes:

Rypuv = —Rpauvi Rapuv = —Rapvus Rapuv = Ruvaps Rapuv +Ravpu + Rypvp =0, (2.45)

onde R,y = g;ng“v.

2.4.2 Tensor e escalar de Ricci

Vimos que € possivel contrair dois indices, um contravariante e outro covariante, de
um tensor. Desta forma, pode-se fazer contracdes com o tensor de Riemann, visto que ele € um
tensor do tipo (1, 3). Deste modo, pode-se fazer a seguinte contragao:

Ruv =R*

A v (2.46)

onde Ry;y € definido como tensor de Ricci. Este € um tensor simétrico: Ryy = Ryy. Também €

possivel contrair os indices deste usando a métrica para “subir” um dos seus indices:
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Ry =g""Ruv =R, (2.47)

em que R € definido como escalar de Ricci ou curvatura escalar [49].
Estes tensores sdo essenciais para podermos introduzir a chamada equagao de campo

de Einstein, na qual serd possivel estudar a curvatura do espaco-tempo da Relatividade Geral.

2.5 Tensor momento-energia

Ja fizemos as principais defini¢des que sao necessdrias para se estudar as proprieda-
des geométricas do espago (no contexto da RG, o espaco-tempo), mas existe um outro elemento
importante do ponto de vista fisico que ainda ndo definimos. E comum se dizer que na TRG,
a matéria curva o espaco-tempo. Na secdo (2.6) veremos que isso € verdade, logo, os “ingre-
dientes” dessa equagdo estdo na propria afirmacdo: matéria e curvatura do espaco-tempo. A
curvatura estd bem descrita pelos tensores que vimos na se¢ao passada, mas falta definir como
serd descrita a matéria (ou campos). E nesse contexto que se faz necessdrio introduzir o tensor

momento-energia.
2.5.1 Tensor momento-energia

O tensor momento-energia, definido por 7y, € um tensor do tipo (0, 2). Ele ndo
deve ser confundido com o 4-vetor momento-energia, P*, que € do tipo (1, 0) [47]. Uma forma
mais geral do mesmo pode ser dada por

2
to=| P (2.48)
Si
onde pc? é a densidade de massa-energia do sistema, S; é o fluxo de energia do mesmo, e 7; j
sdo os termos de tensdo, uma generalizacdo do conceito de pressao [1,47]. Lembrando que os
indices i e j variam de 1 a 3, logo a matriz acima € do tipo 4 x 4, ela estd apenas compactada.
No caso da matéria ser um fluido perfeito, por exemplo, pode-se escrever o tensor

momento-energia de uma forma mais direta:

Tyy = (p n g) UuUy + pguv (2.49)

onde U, € a 4-velocidade do fluido, e p € a pressdo do fluido no referencial proprio deste [49].

Considerando um referencial em que a matéria estd em repouso (um referencial local), vamos
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ter Uy = (—c,0). O indice com “chapéu” é apenas para indicar que estamos no referencial
proprio ou local. Neste referencial, a métrica € localmente Minkowskiana, ou seja, podemos
substituir g,y por 1. Mais detalhes sobre esse processo de trabalhar no referencial local serdo

discutidos no apéndice A, onde definiremos as “tetradas” ortonormais. Logo:

P
T = (p+ C—2> UpUs + pligs (2.50)

Fazendo Il =V = 0, temos:

Ty = (p+§2> E—p=pc (2.51)

onde vemos que o resultado definido em (2.48) de fato se aplica neste caso. Parafi =ie ¥ =

-

tem-se:

T; = p&; (2.52)

isto €, os unicos termos que nao sdo nulos sdo os da diagonal principal e estes sdo todos iguais
(as pressoes sdo as mesmas em todas as dire¢des). Se um dos indices for 0 e o outro 7, a
componente do tensor momento-energia também serd nula. Logo, os unicos termos nao nulos
serdo os da diagonal principal.

Uma caracteristica importante deste tensor € a sua lei de conservagdo. Existem
determinados tipos de transformacdes como translagdes espaco-temporais, transformagdes de
fase, etc, que mantém a densidade Lagrangiana do sistema invariante. Para cada tipo de simetria
continua dessas obtém-se uma lei de conservacdo, ou seja, tem-se uma grandeza conservada,
resultado chamado de Teorema de Noether [51].

Nosso foco nao é demonstrar ou entrar em detalhes dos seus resultados, mas a
partir dele pode-se deduzir uma lei de conservacao para o tensor momento-energia a partir de

translagdes espago-temporais:

9, TH =0, (2.53)

A demonstracdo detalhada pode ser encontrada em [51]. Entretanto, segundo [47], este resul-
tado € vélido somente para a Relatividade Restrita. Para adapti-la a Relatividade Geral, deve-se

substituir a derivada parcial pela derivada covariante:
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VT = 0. (2.54)

A partir desta equacdo, pode-se chegar a conservacido da energia e do 4-momento linear do

sistema [51].
2.5.2 Condigoes de energia

As vezes existem situacdes em que precisamos resolver as equacdes de campo de
Einstein (que sera vista na proxima se¢ao) sem conhecer a matéria que faz parte do sistema.
Isso leva a uma situagdo muito arbitraria, ou seja, T,y a principio poderia assumir qualquer va-
lor dependendo da métrica que seja escolhida para o sistema, e esta pode assumir qualquer valor.
Geralmente a fonte de matéria € conhecida (como por exemplo um campo elétrico) e nao preci-
samos nos preocupar com isso, mas também € importante estudar propriedades das equagdes de
Einstein para fontes quaisquer. Por isso, se faz necessario impor algumas condi¢des de energia
que Ty, deve obedecer para diminuir a arbitrariedade dessa escolha, jd que precisamos de fontes
que sejam “realistas”, que possam ser encontradas na natureza [49].

As condigdes de energia sdo restri¢cdes invariantes por mudanca de coordenadas
impostas ao tensor momento-energia. Para isso, € preciso construir escalares a partir do mesmo
através de contragdes de T,y com vetores do tipo-tempo ou do tipo-luz [49]. Isso implica que
as condi¢Oes de energia serdo vélidas para qualquer referencial, como era de se esperar. Os

vetores podem ser classificados de trés formas distintas com relacio ao seu “tipo’:
* 2(U,U) = guyU*U" > 0, tipo-espago.
* g(U,U) =0, tipo-luz.

* g(U,U) <0, tipo-tempo. Aqui estamos supondo uma métrica com assinatura do tipo (-,
+, +, +), ou seja, com o sinal de menos na coordenada de tempo e com sinal positivo nas

coordenadas do espaco [46].

Agora podemos enunciar as condi¢cdes de energia para o tensor momento-energia,
onde vamos considerar como exemplo o caso em que este € escrito numa base em que o termo

Too = pc?, e T;; = pi, como no caso de um fluido perfeito:

* Condicdo fraca: esta condigdo afirma que 7,¢#t" > 0, para todo vetor t* do tipo-tempo.
Como consequéncia, tem-se que p > 0 e pc® + p; > 0, onde p; é um termo de pressio

correspondente ao termo 7;; do tensor momento-energia.
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* Condicdo nula: temos que 7y/*!¥ > 0 para todo vetor nulo (tipo-luz) /. Equivalen-
temente, chega-se a pc? + p; > 0. Vemos que ela é menos restritiva que a primeira, ja
que ela limita por baixo as pressdes (p; > —pc?), mas nio impde uma limitacio para a

densidade p.

* Condicdo dominante: esta ¢ uma jungao da condigdo fraca (7,yt*¢¥ > 0) com a restricao
adicional de que o vetor T#"z,, ndo pode ser do tipo-espaco, ou seja, TNVT/.L"t“t’l <0,0
que nos leva a pc? > |p;|, portanto, a densidade de massa-energia ndo s6 deve ser positiva
como também deve ser maior ou igual ao médulo da pressdao p;. Esta condi¢do pode
ser interpretada como sendo a impossibilidade do fluxo de matéria de viajar acima da

velocidade da luz.

* Condicdo dominante nula: ela impde exatamente as mesmas restricoes da condi¢do do-
minante, exceto que nela deve-se usar um vetor nulo /¥, isto €, teremos Tuvl“l V>0e
T Ty [MI* < 0. Ela leva 2 mesma restri¢do para a densidade de massa-energia que deve
ser maior ou igual a0 médulo de p;, porém também leva a pc?> = —p;, ou seja, pode-se

ter uma densidade negativa.

* Condicdo forte: esta condi¢do afirma que 7yyt*t" > %Tft“ta, o que implica em pc? +
pi>0epc®+ Z?: 1 Pi = 0. Vé-se que esta condi¢do € mais restrita do que a condi¢do
nula, o que significa que se ela for verdadeira, a condi¢do nula também serd. Ela também

leva ao resultado de que a gravitacdo precisa ser atrativa. [49,52]

Logo, se alguma soluc¢do para o tensor momento-energia violar qualquer uma dessas
condicoes, ela ndo € permitida fisicamente, ou seja, ela estard associada a algum tipo de matéria
que € nao consistente com a fisica do Modelo Padrao de particulas e, portanto, possivelmente
nao deve existir no mundo real, a menos que seja feita uma nova teoria para a gravitacao ou para
o proprio Modelo Padrdo. Veremos mais adiante que esse problema ird ocorrer com a matéria

que deve gerar buracos negros regulares e buracos de minhoca atravessaveis.

2.6 Equacoes de campo de Einstein

Assim como na teoria eletromagnética de Maxwell as equacdes de Maxwell go-
vernam como os campos elétrico e magnético reagem a presenca de carga e corrente elétricas,
as equacgoOes de Einstein governam como a métrica reage a presenca de momento e energia,

ou seja, como a matéria ou um campo ird curvar o espaco-tempo ao seu redor. Esta equagdo
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precisou ser postulada e testada experimentalmente para ser validada, embora existam alguns
argumentos plausiveis que podem ser utilizados para a sua determinagdo como o uso da a¢do
de Einstein-Hilbert para derivar as suas equagdes de movimento [49].
Primeiro € preciso definir o chamado tensor de Einstein:
1

A equacdo de Einstein ira relacionar este tensor com o tensor momento-energia através de uma
proporcionalidade:
1 8nG

Aqui vemos explicitamente que a equacao relaciona como a curvatura do espago-tempo ¢ afe-
tada pela presenca de matéria e energia, pois de um lado da equagdo temos os tensores que
envolvem a geometria do espago-tempo (como o tensor de Ricci) e do outro lado temos o tensor
momento-energia, que como vimos, possui as propriedades da matéria e energia do sistema [1].

Outro ponto interessante € sua similaridade com a equacao de Newton da Gravitacao

Universal dada pela equacao de Poisson:

V2® = 47Gp, (2.57)

pois aqui temos derivadas de segunda ordem do potencial gravitacional no primeiro membro
e do outro lado a densidade de massa do sistema, enquanto na equagdo de Einstein, temos
também derivadas de segunda ordem, porém da métrica (pois o tensor de Ricci envolve o tensor
de Riemann que possui termos da derivada dos simbolos de Christofell, conforme (2.44), e
estes possui derivadas da métrica, segundo (2.28)), e no segundo membro, tembém temos a
presenca da densidade de massa embutida no tensor momento-energia, ou seja, a métrica esta
relacionada com a gravidade (que pode ser evidenciada pela relacdo de ggg com o potencial
Newtoniano vista na secdo sobre métrica), e o tensor momento-energia, com a densidade da
matéria [49].

Um resultado interessante € o do caso especifico em que ndo hd a presenca de 7}y,
ou seja, a solucao da equacdo de campo de Einstein no vicuo. Neste caso, tem-se:

1



36

Multiplicando esta equagéo por gP*:

1
R) — E55’1? =0. (2.59)

Contraindo p com v:

1
Ry =36VR, (2.60)

mas como R}, = R e 3,/ = 4, entdo teremos:

R=0—=Ryy=0. (2.61)

Esta é a equacdo que se usa para encontrar a métrica de Schwarzschild, como veremos no

préximo capitulo, e que € til para descrever um buraco negro sem rotacdo e sem carga (ver

[1D.
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3 BURACOS NEGROS REGULARES E BURACOS DE MINHOCA
ATRAVESSAVEIS

Nosso principal objetivo neste trabalho de dissertagao € realizar um método para
regularizar uma solucdo de buraco negro que € o conhecido por corda negra, e que realiza uma
interpolagdo entre buraco negro regular e buraco de minhoca. Porém, antes de analisarmos o
método e fazer a aplicacdo dele a corda negra, precisamos entender antes o que € um buraco
negro regular e um buraco de minhoca.

Para analisarmos um buraco negro regular, primeiro vamos entender o que € um
buraco negro e suas principais propriedades, e depois entender sobre sua regularidade, o que
estd diretamente ligado a singularidade presente na curvatura deste.

Para o estudo dos buracos de minhoca, serd dado uma introdug¢do a ideia de viagem
interestelar, indicando o porqué de se buscar um buraco de minhoca para realizd-la em vez de
usar um buraco negro, por exemplo. Apds essa introdugao, trabalharemos a solu¢ao obtida por
Morris-Thorne para formar um buraco de minhoca atravessavel, explanando todos critérios que
devem ser levados em conta para esta solu¢@o, analisando a solu¢cao matematica, em especifico,
determinando as grandezas de curvatura, o tensor momento-energia, resolvendo a equacdo de
Einstein, e com esses resultados avaliar as condi¢des para que ele seja atravessavel como o
tempo de viagem e avaliando a gravidade de maré aplicada a um viajante durante a travessia.
Além disso, vamos mostrar os problemas encontrados pelos autores que a principio tornaria a
criacdo do buraco de minhoca impossivel a menos que seja introduzida alguma modificacao dos
conhecimentos em fisica tedrica que conhecemos hoje, como uma teoria de gravitagdo quantica

ou outras modificacdes na gravidade.

3.1 Buracos negros regulares

Buracos negros sao solugdes das equacdes de Einstein para uma geometria de espago-
tempo na qual existe a presenca de uma superficie chamada de horizonte de eventos na qual
qualquer matéria ou até mesmo luz que atravesse-a s pode descrever uma trajetoria de via
Unica, ou seja, elas podem entrar do meio exterior para dentro da regido delimitada pelo ho-
rizonte, mas ndo podem mais sair, nem mesmo a luz pode viajar para fora do horizonte sem
violar a causalidade. Também podemos definir o horizonte de eventos como o contorno de uma

superficie que possui curvas causais (do tipo-tempo ou do tipo-nulo) em que o passado/futuro
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sdo infinitos, ou seja, todo o passado e todo o futuro estdo definidos neste contorno, o horizonte
de eventos [1]. De modo mais simples, tudo o que entra em um buraco negro estard preso para
sempre dentro dele, pois nao haverd mais como escapar da regido delimitada pelo horizonte de
eventos.

Este tipo de soluc@o é muito importante em Relatividade, pois pode definir o tipo de
geometria criada quando o corpo sofre um colapso, como uma estrela ou aglomerado de estrelas
em que a sua massa tende a se concentrar em um volume muito pequeno. Além disso, buracos
negros tem sido usados para buscar compreender melhor a relagdo entre geometria € o mundo
quantico, como com os estudos sobre radiacdo Hawking [2].

As solugdes bésicas de buracos negros para o espaco-tempo na Relatividade Geral
possuem singularidades na sua curvatura, ou seja, regides em que nenhuma nog¢do de espaco-
tempo cldssico pode ser utilizada, portanto sdo regidoes ndo preditivas. Este problema normal-
mente € ignorado, pois as singularidades se encontram dentro do horizonte de eventos do buraco
negro, portanto, como a regido fisica de interesse esta fora do horizonte de eventos, as singu-
laridades ndo afetardo em nada nossas andlises. Entretanto, quando estamos trabalhando com
a evaporacao de buracos negros com a emissao de radiacao Hawking, estas singularidades nao
podem ser ignoradas quando estamos nos estagios finais da evaporagdo, e a descri¢ao correta
do espaco-tempo nessas condigdes € crucial para responder a determinadas questdes que en-
volvem a relacdo da Relatividade Geral com a Mecanica Quantica que estdo associadas a essa
evaporacdo ou para descrever o estdgio final de um buraco negro apds a evaporagdo [53].

Portanto, as singularidades no espaco-tempo indicam regides em que a teoria de
Einstein falha ao descrever e que possivelmente poderdo ser bem descritas com o uso de uma
teoria quantica para a gravitacdao. Porém, € possivel desenvolver solucdes regulares para buracos
negros, isto é, solucdes sem singularidades. Por exemplo, solu¢cdes com métricas esfericamente
simétricas, estdticas, assintoticamente planas, e com centros regulares podem ser encontradas e
que podem contornar esses problemas e elucidar problemas de evaporacdo de buracos negros
[54].

O trabalho pioneiro neste sentido foi o obtido por Bardeen, em 1968 [9], em que ele
avaliou que a singularidade na origem destas solugdes estava associada ao colapso da matéria
neste ponto, portanto ele propds uma métrica que gerasse uma solucdo nao-singular na origem.
A diferenca bésica nessa solucdo é que ela ndo era uma solugdo de viacuo como as que nor-

malmente sdo usadas como a de Schwarzschild, portanto essa solu¢do precisava de um tensor
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momento-energia nao nulo para gera-la [55].

Para se avaliar se uma solu¢do € regular ou ndo, deve-se avaliar a sua curvatura e
analisar se existem pontos de alta curvatura, ou seja, pontos em que ha divergéncia nas grande-
zas que medem a curvatura do espago-tempo. Normalmente se utiliza invariantes de curvatura
para fazer essa andlise como a contracdo de Ricci ou o escalar de Kretschmann, definidos, res-
pectivamente, por R*VRy e por R“MPR“MP [56]. Ou seja, podemos avaliar a regularidade
da solugdo a partir do tensor de Riemann e dos invariantes derivados deste. Por exemplo, a
soluciio de Schwarzschild néio é regular, pois o seu escalar de Kretschmann é igual 4 48M? /19,
onde estamos supondo que o seu horizonte € 2M. Logo, tem-se claramente uma divergéncia,
portanto, uma singularidade, em r = 0 [57].

Como a singularidade ocorre na origem, o método que vamos adotar para verificar
se uma dada solugao € regular serd avaliar as componentes do tensor de Riemann e os invariantes
de curvatura em r = 0, se nao houver divergéncias, entdo a solucao ndo possui singularidades
e serd regular. No caso de fazermos uma mudanca de varidvel do tipo 7 = 7> +a?, em que a
€ um parametro real, entdo o valor minimo, que corresponde ao centro, serd 7 = a, pois este é
o valor da nova coordenada 7 quando r = 0. Logo, para esta nova coordenada, vamos avaliar
as grandezas de curvatura em 7 = a (essa mudanca de coordenada serd melhor trabalhada no
capitulo 5 quando estivermos lidando com a corda negra).

Uma outra andlise importante que se pode fazer com essas grandezas de curvatura é
se uma dada solucdo € assintoticamente plana. Isto pode ser feito avaliando o limite assintético
das componentes do tensor de Riemann e dos invariantes de curvatura, ou seja, vamos fazer o
limite em que r tende ao infinito. Para que a solucdo seja assintoticamente plana € preciso que
estas grandezas tendam a decrescer para representar um campo fraco e no limite em que r — oo,
todas elas devem tender a zero [21]. Claro que isso também pode ser feito analisando o limite
assintético da métrica e verificando se a métrica de Minkowski € recuperada.

Para melhor exemplificar essa andlise, vamos abordar a seguir um exemplo de

solugdo regular para um buraco negro, a de Bardeen.
3.1.1 Buraco negro regular de Bardeen

A solugdo de Bardeen para um buraco negro regular € considerada a primeira solug¢ao
regular construida em Relatividade Geral, sendo por isso muito importante para esse tipo de es-
tudo. Ela consiste em uma métrica esfericamente simétrica com massa variavel, tendo a mesma

forma da solucdo de Schwarzschild, porém com a massa dependente de r de acordo com a
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expressao a seguir:

2
ds? = — (1_2m—(l")) dl‘z—f—ﬁ_|_’,2(6192_,_Se’126d¢)2)7 3.1
r | _ 2mlr

onde m(r) = M[r3/(r* +r})*/?], com M sendo a massa do sistema (em unidades que fazem
G=c=1), e ry um parimetro de comprimento [58]. E imediato que podemos recuperar a solugio
de Schwarzschild fazendo ry = 0, ou seja, a solucao perde a regularidade quando este parametro
€ nulo.

Algo interessante nesta solucdo € que o custo da regularidade da solugdo € a violag@o
das condig¢do forte de energia. Para solu¢des envolvendo rotacao, ocorre a violagdo da condi¢@o
fraca de energia, independente da fungdo usada para m(r), desde que elas obedecam a condigéo
de que m(r) o r3 quando r — 0 [59].

Para verificarmos que essa solu¢cdo realmente € regular, vamos primeiro analisar
os invariantes de curvatura e aplicar a condi¢dao que foi definida nesta se¢do para verificar a
regularidade da solucdo. A contracdo de Ricci e o escalar de Kretschmann desta solugao sao

dados, respectivamente, por:

18M%r(13r* — 4r?rf +8rg)

RMVR,y = ; 3.2
uv (r2+r%)7 ( )

vap 12M2 (478 — 127%73 + 477413 — 4r2r§ + 813)
REV* PR vap = Gy : (3.3)

Agora vamos avalid-los na origem do sistema de coordenadas, em r = 0:

144M?

R'u'vR’uv — 6 s (3 .4)

o

96M?

wip = (3.5)

o

RMVAPR

Logo, vemos que essas quantidades sdo finitas se ry # 0, o que caracteriza uma solugdo regular.
O mesmo pode ser concluido se fizermos a mesma anélise para o escalar de Ricci também, que

¢ dado por:

_ 6Mr(2) (4r(2; — r2)
(r2_|_r(%)7/2

(3.6)
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Por questao de completude, podemos também verificar que as condi¢des de energia
sdo violadas para esta solucdo. Para isso, vamos determinar os termos do tensor momento-

energia através da equacdo de Einstein. As componentes nio nulas do tensor de Einstein sdo:

GO :Gllz—ﬂ' (3.7)
0 (r2+r(2))5/2’ '
2 2
2 3 » (3r” —2rp)
GH =G _3Mr0—(r2+r(2))7/2. (3.8)

Como veremos ao longo deste trabalho, € mais conveniente trabalhar com os indices desta
forma, um contravariante e outro covariante (ver se¢ao 4.2). Também veremos (na se¢ao 4.4)
que o tensor momento energia terd a forma: 7% = —p, T!, = P T2, =T33 = p1, sendo P|
a pressio radial do sistema, e p |, a pressio lateral. Apesar de 7% = T, é importante dife-
rencia-los na notacao, pois, como vimos na secao 2.5.1, o termo TOO esta associado a densidade
de massa-energia, enquanto que o termo 7| est4 associado com uma pressio, que é a pressio
radial, a qual sera bastante discutida quando estivermos analisando os buracos de minhoca atra-
vessavelis.

Segundo [58], esta solucao € regular devido ao fato de que ela € do tipo de Sitter
proximo da origem, regido de alta densidade. A presenca do ntcleo de Sitter acaba gerando
a violac@o da condigdo forte de energia [59]. Vamos constatar esta violacdo agora através da
solucdo das equagdes de Einstein para determinarmos TH,. De acordo com a equagao (2.56),

as equacdes de Einstein sdo, considerando G = ¢ = 1, G*,, = 8xTH,,. Logo, teremos:

p— 3Mr8 . (3.9)
an(r2 4125 '
3Mr8
=—— 0 . 3.10
PI= " an (2 v )02 G109
3 2_2 2
p1L=3Mr Br = 2r) (3.11)

De acordo com o que vimos na se¢do 2.5.2, a condig@o forte de energialevaa p+p+2p, >0
(o fator 2 multiplicando p | aparece pelo fato da pressio lateral associada & T2, ser a mesma da
associada a T33). Logo, substituindo os resultados encontrados para essas grandezas, vamos ter

que:
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(3r2 —213)

— 3.12
87t(r2—|—r(%)7/2 ( )

p+p|+2pL =6Mrg

As constantes s3o positivas e o termo (7% + r(z,) também € positivo para todo r, porém
o termo (372 —2r2) s6 é maior ou igual a zero se r > 1/2/3ry. Portanto, para r < 1/2/3ry, temos
a violacdo da condicao forte de energia, que ocorre exatamente na regiao proxima do centro,
em r = 0, conforme foi comentado.

Pode-se verificar também a violacao da condi¢do nula de energia ao calcularp+p | :

2 (9r2 - 47(2))
r————o
0 81(r2+r3)7/2

Vemos que, para r < (2/3)rg, p + p1 < 0, violando, portanto, a condi¢do nula de energia

p+p =M (3.13)

também.

3.2 Introducao a solu¢io do wormhole de Morris-Thorne

E muito comum vermos em filmes ou histérias de fic¢do cientifica o uso de “portais”
para poder fazer viagens para lugares muito distantes do nosso planeta. Uma possibilidade
usada para este fim € o buraco negro. Entretanto, um buraco negro ndo é uma opg¢ao vidvel para
realizar viagens interestelares. Vejamos algumas obje¢des importantes do seu uso para este tipo

de viagem:

* 1- Se uma pessoa se aproximar do horizonte de eventos de um buraco negro, ela pas-
sard a ser atraida para o seu interior com uma aceleragdo relativa entre a cabeca e os pés
muito forte, chamada de gravidade de maré. Podemos aproximar essa aceleracdo por
(10 gravidades terrestres) x (L/1m) x (M/10* massas solares) 2. Logo, se a massa do
buraco negro nio for da ordem de 10* massas solares, o viajante certamente morreria de-
vido a gravidade de maré (em um buraco negro supermassivo, isso poderia ser contornado
pelo fato de o horizonte de eventos ser muito grande, com isso é possivel entrar nele em
um ponto em que a gravidade de maré sera fraca, uma vez que ele estd muito afastado do

centro do buraco).

* 2- O buraco negro possui o chamado horizonte de eventos, que € uma fronteira na qual
tudo que entra nele ndo pode mais retornar, ou seja, tem-se regido em que tudo que esta
no seu interior esta isolado do meio exterior. Portanto, ele ndo permite uma travessia de

via-dupla (viagem de ida e volta), apenas uma via (de ida).
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* 3- Um outro problema seria o que hd no outro lado do buraco negro. As extensoes
analiticas das solucdes de Einstein indicam que na outra extremidade do buraco negro
deva existir um local com um “anti-horizonte de eventos”, no qual o que sai dele ndo
pode mais entrar (um buraco branco, por exemplo). Porém, esses anti-horizontes siao
muito instaveis a qualquer pequena perturbacdo, como a emissao de ondas de luz o que
transformaria o anti-horizonte em um horizonte de eventos fechando a passagem devido

a sua instabilidade.

* 4- A métrica de Kerr para um buraco negro rotativo admite a presenca de “tineis” que
permitiriam uma passagem para outras regides assintoticamente planas do espaco-tempo
que poderiam ser Uteis para viagens interestelares, mas isto certamente nao deve existir na
realidade por diversos motivos, como o fato de que essa solu¢do ndo descreve com facili-
dade a regido de dentro do horizonte de eventos, apenas a regido exterior do horizonte e
ainda que existam esses tuneis, eles seriam também instiveis para pequenas perturbagdes
(possuiriam os horizontes de Cauchy) e certamente se fechariam transformando-se numa

singularidade se um humano tentasse atravessa-lo [16].

Concluindo, se buscamos algum tipo de espaco-tempo que permita viagens para
outras galdxias, o buraco negro nao ¢ a melhor opcdo. Veremos a seguir um tipo de solucdo
para as equagOes de Einstein que permite conexdes de pontos distintos de espaco-tempo e que
possibilita viagens interestelares: o wormhole (buraco de minhoca).

Um buraco de minhoca é uma solugdo das equacdes de Einstein que conecta duas
regides distintas de espago-tempo. Ele pode conectar dois “universos” diferentes que sejam as-
sintoticamente planos ou conectar duas regides do mesmo universo, sendo que ambas as formas
possuem as mesmas solucoes das equacdes de Einstein (diferem apenas pela topologia). Com
essa passagem de uma regido para outra, seria possivel conectar pontos extremamente distantes
e encurtar essa distancia, de modo a diminuir o tempo de viagem entre eles, sendo entdo um
método alternativo para viagens interestelares rdpidas. Os buracos de minhoca foram citados na
literatura antes mesmo dos buracos negros [16].

A importancia de se estudar a solu¢do de um buraco de minhoca ndo € apenas
pela possibilidade dele ser usado para viagens interestelares no futuro, mas também de forma
académica, pois é uma solucdo simples para quem estd iniciando os estudos em Relatividade

Geral [16].
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Figura 1: Buraco de minhoca ligando dois “universos” diferentes. Imagem tirada do trabalho
original de Morris e Thorne, 1988.
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Figura 2: Buraco de minhoca ligando dois pontos do mesmo universo. Imagem retirada do
artigo original de Morris e Thorne, 1988.

3.2.1 Buraco de minhoca de Schwarzschild: nédo atravessdvel

Um wormhole especifico que € possivel de se obter no vicuo (sem matéria e energia)
€ o de Schwarzschild (o vacuo aqui deve ser entendido como sendo a regido de interesse onde
estd presente o buraco de minhoca, mas em algum ponto, por exemplo no seu centro, deve haver
alguma matéria ou campo, pois se estivermos no vacuo completo, teriamos um espago-tempo
plano). Pelo teorema de Birkhoff, dada uma geometria que possua simetria esférica e que seja
solucdo das equacdes no vacuo, esta geometria precisa ser, necessariamente, a de Schwarzschild
[60]. Isto implica que este tipo de buraco de minhoca no vacuo € o unico possivel de se obter
nessas condicoes (simetria esférica e no vacuo).

Porém, este ndo é uma opg¢ao vidvel para viagens humanas devido a trés principais

objecdes:

* 1- A forca gravitacional de maré gerado na garganta do buraco de minhoca seria muito

forte e na mesma magnitude do buraco negro de Schwarzschild, ou seja, se a massa do
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buraco de minhoca néo for da ordem de 10* massas solares, o viajante certamente morrera

ao tentar atravessar a garganta do mesmo [16].

* 2- O wormhole de Schwarzschild é dinamico, logo a sua garganta nao ¢ estatica, ela parte
de uma distancia radial nula, atinge um raio maximo, conectando as regides distintas de
espago-tempo e depois retorna a um raio nulo, em outras palavras, ela abre e fecha, de tal
modo que nao é possivel atravessa-lo antes dela fechar, mesmo que o corpo pudesse viajar
na velocidade da luz. Isto ocorre porque, apesar da métrica de Schwarzschild ser estética,
a métrica nas coordenadas de Kruskal (uma extensdo da métrica do espago-tempo de
Schwarzschild) estd longe ser estdtica, portanto, € invidvel a passagem de uma “boca” a

outra do buraco de minhoca sem a violacao da causalidade [16,61].

* 3- Esse tipo de wormhole possui o “anti-horizonte”, sendo portanto instavel e tornando a
travessia por ele muito mais dificil ja que sua instabilidade o leva a se fechar e portanto
o viajante ficaria preso dentro dele [16]. Além disso, ele também possui horizontes de

eventos como veremos mais adiante.

Na proxima sec¢do, serdo definidas as condi¢des necessarias para que um buraco de

minhoca possa ter travessia humana.
3.2.2 Condicdes necessdrias para criar um buraco de minhoca atravessdvel

Felizmente, é possivel encontrar solugdes exatas para wormholes atravessaveis e
que sdo simples de se resolver. Entretanto, para que eles possam de fato permitirem travessia

humana, é necessario impor alguns requisitos que precisam ser obedecidos:

* 1- A métrica precisa ser esfericamente simétrica e estética (independente do tempo), ape-

nas por uma questao de simplicidade matematica.
* 2- A solu¢do do mesmo precisa obedecer a equagdo de campo de Einstein.

* 3- A garganta do buraco de minhoca precisa conectar duas regides assintoticamente planas
de espaco-tempo, ou seja, regides em que a métrica assume o comportamento plano (neste
caso, do espaco-tempo de Minkowski) quando estamos a uma distancia muito longa (no

infinito), segundo [49].

* 4- Nao pode haver um horizonte de eventos, como ocorre com buracos negros.
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* 5- As forgas gravitacionais de maré precisam ser muito pequenas para garantir que o

viajante sobreviva.

* 6- O tempo préprio da viagem através do buraco de minhoca precisa ser relativamente
pequeno (menos de 1 ano, por exemplo), assim como o tempo da viagem para quem esta

fora dele.

e 7- A matéria e os campos que devem gerar o buraco de minhoca no espaco-tempo devem
ser fisicamente razodveis com relacdo ao tensor momento-energia. Isto implica que o tipo
de matéria ou de campo que estard ao longo do buraco deve respeitar as leis da fisica
como as condi¢des de energia, logo, deve-se evitar qualquer violagao de algum principio

ou das condi¢Oes de energia para Ty;y.
* 8- A solu¢do do wormhole deve ser estavel sobre qualquer perturbagao.

* 9- O buraco de minhoca deve ser possivel de ser criado, isto é, a quantidade de matéria
necessdria deve ser menor que a presente no Universo, assim como o tempo de montagem
deve ser menor que a idade do mesmo. Aspectos de gravitagdo quantica sugerem que €

possivel a sua construcdo [16].

Caso todos os requisitos anteriores sejam cumpridos, teremos um buraco de mi-
nhoca em que viagens interestelares serdo possiveis de serem realizadas. E interessante verificar
que as 4 primeiras condi¢des sdo inerentes as restricoes bdsicas que o buraco de minhoca deve
obedecer, independente de ele ser atravessavel ou ndo, embora a primeira possa ser negligenci-
ada se quisermos uma solucao mais geral. As condicdes 5 e 6 estdo associadas a possibilidade
de travessia humana, ou seja, sao condi¢des dispensaveis de uma forma geral, porém necessaria
para que um humano possa atravessar o buraco de minhoca por uma questdo fisiolégica (sdao
os critérios de usabilidade). Por fim, a partir do critério 7, temos as condi¢cdes de construgcdo
do buraco de minhoca, ou seja, o tipo de matéria que deve ser usado para construi-lo, que deve
respeitar as leis da Fisica, e quais caracteristicas essa construcao deve seguir [16].

Vamos agora abordar os calculos mateméticos para a solucdao de um buraco de mi-

nhoca atravessavel.

3.3 Solucdo matematica de um buraco de minhoca atravessavel

Todo o raciocinio utilizado daqui por diante segue de [16], e sempre que possivel

serdo adicionadas outras referéncias. Para comecar a encontrar a solu¢ao do wormhole e discutir
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suas propriedades, precisamos encontrar a métrica do seu espago-tempo. Como sabe-se que
a métrica possui simetria esférica e € independente do tempo, pode-se usar as coordenadas
esféricas (xo =ct,x' =rx*=0,x= ¢). Como foi visto em (2.3), esta métrica deve ser da
forma expressa em (2.19), mais especificamente como:

2

d
ds? = —22dr? + m +r2(d6% + sen’0d¢?), (3.14)

em que a funcdo P é dependente apenas de r, e chamada de funcdo “redshift”, pois como
veremos mais adiante, ela estd diretamente ligada ao efeito Doppler com relagcdo ao desvio para
o vermelho, e a func¢do b(r) é chamada de fungdo “shape”, pois também veremos que ela estd
diretamente ligada a forma geométrica do buraco de minhoca.

Agora que a métrica foi obtida de uma forma geral, podemos usé-la para resolver
a equacdo de Einstein. Deve-se, antes, encontrar os principais tensores que fazem parte desta

equacdo.
3.3.1 Curvatura do buraco de minhoca

Para determinarmos as solu¢des das funcdes arbitrarias da métrica e poder estudar
as propriedades do espaco-tempo deste buraco de minhoca, € necessdrio calcular as grandezas
vistas no capitulo (2) para que a equag@o de Einstein possa ser resolvida. O primeiro tensor a
ser determinado € o tensor de curvatura de Riemann definido em (2.44).

Como j& temos a métrica, dada por g,y = diag[—e*®, (1 —b/r)~1, %, r’sen’0], a
métrica inversa serd dada por g1V = diag[—e>®, (1 —b/r), r—2, r~2sen—28], conforme vimos
em (2.3). Conhecidas a métrica e sua inversa, € possivel determinar todos os simbolos de Ch-
ristofell e, consequentemente, todas as componentes do tensor de Riemann. Para exemplificar,
podemos determinar o termo R(1)01 = aor?l — 0 F(l)o + Fgoff‘l — Fglff‘o. Neste trabalho, a com-
ponente temporal (t) serd representada por 0, a radial (r), por 1, a polar (0), por 2, e a axial (¢),

por 3. O simbolo de Christofell 1—{1)0’ por exemplo, é:

dP

1 1
I, = EgOP(alng +dogp1 — pg10) = Egoo(algoo + dogo) =P’ = - (3.15)

Note que, da equagdo (2.28), Fl\fk = Fétv. Logo, F?O = F81 = @', Vamos calcular também o

termo I'};, para mostrar um outro exemplo:
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1 _1 11 . _L . (b'r—b) _i(b,r—b)
Fn—zg (201811 a1<g’11)—2r2(1 b/r)(l—b/r)Z_Zr b (3.16)

Seguindo esse raciocinio, pode-se determinar todas as conexdes de Christofell nao nulas que

serdo uteis para calcular R?Ol, que sdo exatamente os que determinamos nos dois exemplos

anteriores:
(b'r—b)
oy =19 ='(r); Ty = 2= b’ (3.17)
Logo:
Rlpr = ol — ol +T0; — (Igy)° (3.18)
Rl = —@"+('r—b)2r(r—b)"'@' — (@)% (3.19)
Outras duas componentes do tensor de Riemann sdo, para exemplificar:
RYj3 = (b'r —b)sen®8/2r; R3,3 = (b/r)sen*6. (3.20)

A base de vetores que estd sendo utilizada € tal que As = cAtey + Are| + ABé; +
A¢es. Mas podemos simplificar os cdlculos utilizando uma base ortonormal de vetores que € a
do “referencial préprio” ou referencial local. Quando tem-se uma métrica global curva, pode-se
escreve-la como somas e diferengas de termos quadraticos que estdo associados a observadores
em um referencial inercial local, ou seja, pode-se dividir um espaco curvo como varios refe-
renciais inerciais (planos) localizados num dado ponto, e quando somamos todos os diferentes
referenciais inerciais locais, tem-se o espaco global curvo. Esse processo é denominado de “te-
tradas” ortonormais [62]. Basicamente, o que temos é que qualquer métrica global pode ser
escrita localmente como a métrica de Minkowski, e quando considera-se o conjunto de todos os
referenciais locais, obtém-se novamente a métrica global. As “tetradas” vao relacionar a base
ortonormal com a base do espaco curvo, a qual ja foi definida em AS. Definimos, portanto, as

seguintes bases:

6y =e "%y, 61 = (1—b/r)V%e1;05=r'er; 65 =r 'sen" 1065 (3.21)
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Pode-se verificar que essa base de fato € ortonormal analisando a métrica definida em (3.14).

Vejamos:

ds?® = ctdt’ey - &y +dr’e) - 6] +d6°¢; - &+ d 92 e - ;. (3.22)

Comparando com (3.14), temos que:

1e0]] = e®: e[| = (1 =b/r) /25 ||é]| = rs ||é3|| = rsend (3.23)

Portanto, os vetores ortonormais serdao o proprio vetor de base dividido pela sua norma (versor),
resultando exatamente em (3.21).
Nesta nova base, a métrica passa a ter a forma da métrica de Minkowski da Relati-

vidade Restrita:

gy = ép - €y = Ny = diag[—1,1, 1, 1]. (3.24)

Com essa mudanga, as componentes do tensor de Riemann ficam muito mais sim-

ples:

Rl5; = —Rl3 = Rig = —Ryzg = (1= b/r){ 2"+ (325)
(b'r— b)2r(r — )"\ @ — (@)%}

RO3s = —Rsy = Rigs = —Razy = —(1=b/r) ¥/ /r (3.26)

Ry = —R3 = Rgs = —Rizg = —(1=b/r) ¥/ /r (3.27)

Rljs = —Rly; = Ry, = =Ry = (W/r—b)/2r° (3.28)

Rliy= Rl =R =R = (W'r—b)/27 (3.29)

Riyy = —Ryyy = Rigy = —R}s3 = b/r. (3.30)

onde os indices 0, 1, 2, 3, correspondem as coordenadas 7, 7, 6, ¢, respectivamente. O uso do
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“chapéu’ nas coordenadas € para indicar que a base usada € a do referencial local.
Usando a definicao do tensor de Ricci em (2.46) e usando as coordenadas do refe-

rencial local, pode-se calcular suas componentes nesta base:

Rop = RO+ Rbjo + Ragy + Rogg = 2(1=b/n)® [r— (1= b/r){~®"+ .
('r—b)2r(r—b)] '@ — (@)} |
Ry = (b'r=b)/r+(1=b/r){=®"+ (b'r=b)[2r(r—b)] "' — (@')*}; (3.32)

Rss =Rys = —(1—b/r)®' /r+ (b'r—b)/2r". (3.33)

O escalar de Ricci pode ser calculado agora a partir destas componentes do tensor

de Ricci e da métrica inversa g" (que € igual a nm):

R=n"Rgs+n"1Ri; +12Rs5 + N Ry3 = —4(1 —b/r)®' /r+2b' PP+ a3
2(1—b/r){—@" + 'r—b)[2r(r—b)] '@ — (¥')?}, |
onde A" = diag[—1, 1, 1, 1], que pode ser deduzido de nm’r[o;L = 6;
Agora que ja temos todos valores das componentes do tensor de Ricci e também
calculamos o escalar de Ricci, podemos determinar o tensor de Einstein.
Vamos seguir o mesmo procedimento anterior para determinar o tensor de Einstein,

ou seja, usar a sua definicdo nas coordenadas do referencial local. Logo, pode-se escrevé-lo da

seguinte forma:

Gpy = Rpp —

1

Para exemplificar, serd determinado a componente Gg:

Goo = Roo—%nooR=2(1—b/r)cb'/r—(l—b/r){—q>”—(<1>’)2+
(b'r—b)2r(r—b)] '@} =2(1 —=b/r)® /r+ b /r* +
(1=b/r){—®" + (b'r—b)2r(r—b)] " '& — (&)} =1 /r?. (3.36)

Seguindo este raciocinio, temos as outras componentes:
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—>
—

= —b/rP+2(1—b/r)® /r; (3.37)

G =(1-7) (- o per@re T 50 s

Q
>
>

I

Agora esta faltando apenas determinar o tensor momento-energia para finalmente

chegarmos nas equagdes de campo de Einstein.
3.3.2 Equacdo de Einstein para o buraco de minhoca

Ja vimos, pelo teorema de Birkhoff, que se a métrica possui simetria esférica, entdo
a Unica solucdo para o vacuo desta € a de Schwarzschild, porém ja foi visto que o buraco
de minhoca de Schwarzschild nao € atravessavel. Isto implica que, para haver um wormhole
atravessavel, precisa haver matéria ou campos nao nulos ao longo do buraco de minhoca.

Portanto, é preciso que o tensor momento-energia seja nao nulo. Como este € pro-
porcional ao tensor de Einstein, pela equagdo de campo de Einstein, s6 existem 4 componentes
do tensor momento-energia ndo nulos, tais que os indices sdo iguais, e temos que ter T35 = Tis,
jd que o mesmo vale para Gs5 € Gs3.

Devido ao fato de estarmos usando a base ortonormal onde o observador € estatico,

as componentes do tensor momento-energia serao simplesmente:

Tyo = p(r)c’; Ty = —1(r); Tys = T35 = p(r) (3.39)

onde p(r)c? é comumente chamado de densidade de massa-energia ou simplesmente densidade
de energia do sistema, 7(r) € a tensdo exercida na direcdo radial (no sentido negativo da coor-
denada), e p(r) € a press@ao medida nas dire¢cOes laterais (que s@o ortogonais a radial). Devido a
simetria esférica as outras componentes desaparecem [1].

No caso de um fluido perfeito, por exemplo, teriamos —7 = p, pois, como foi visto
em (2.5), os termos de tensdo sdo todos iguais, € sdo exatamente os termos da diagonal principal
da segunda linha em diante (o primeiro € precisamente a densidade de massa-energia), € no caso
de um campo elétrico radial com intensidade E(r), terfamos pc?> = T = p = E? /8. Vamos agora
relacionar todos esses resultados na equacao de Einstein.

Seguindo as coordenadas das “tetradas”, pode-se encontrar a solucdo da equacgao de
Einstein (2.56) com os tensores definidos anteriormente. Para a parte temporal, o resultado da

equacgdo de Einstein € bem simples:
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8tG

Gy = c_4T60 — b'/r2 = 87ch*4pc2 —b = 87ch72r2p. (3.40)

A

Usando a equagdo de Einstein para 7, e para 0 ou ¢, ja que as duas serdo iguais, pode-se

determinar os seguintes resultados respectivamente:

@ = (—8nGc*1r’ +b)/[2r(r — b)) (3.41)

v =(p? —1)® —2(p+1)/r. (3.42)

Para encontrar esta ultima, deve-se usar a equacdo (3.41) para eliminar ®”, que aparece na
componente do tensor de Einstein Gs; ou Gjs3, bastando derivéa-la em relagdo a r. Também
deve-se eliminar o termo (®')2, que aparece nas mesmas componentes, substituindo @' pelo

resultado de (3.41). Apds esses procedimentos, chega-se a:

(b —8aGc=*(t'r? +31r?%))

@// (b/ 2
() 2r(r—>)
(b—8nGc™*tr?)(3b+2rb’ — 4r — 8nGc™41r?) (3.43)
[2r(r—b))? ' '
Substituindo o resultado de (3.43) em (3.25), acha-se o resultado:
Gy = =370 032y - 2y smGet) 4 PO (3.44)
55 = ————(T'r r —(b'r— c Tr _ .
22 272 272 2
Substituindo na equacgao de Einstein para é, isto €, G55 = 87ch_4TQQ, obtém-se:
—(T/r3+3fr2) q)l 23 3 T
p= 2 +ﬁ(pc r’—1r )+§ (3.45)

Por fim, basta isolar o termo 7’ para obter a equagio (3.42).

Pode-se mostrar que a ultima equagdo é simplesmente uma equacado de equilibrio
hidrostético de um fluido passando pelo buraco de minhoca. Isso mostra uma importante relagao
entre as equacdes de campo e o equilibrio de forcas do material que estd presente no buraco
de minhoca devido ao gradiente de tensao radial do mesmo, além das pressoes laterais e da
atracdo gravitacional. E tudo isso, na realidade, estd associado a lei da conservagdo de energia

e momento, que leva a uma conservagdo automaética da fonte de matéria ou campo, sendo uma
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necessidade dindmica para o sistema (para mais informacodes, consultar [60]).

Um problema que nos deparamos € que temos 3 equagdes de campo, porém temos
5 varidveis dependentes de r: b, ®, p, 7, e p. Para resolver este problema, uma forma seria
especificar o tipo de matéria ou campo que gera o buraco de minhoca para encontrarmos as
equacoes de estado da tensao radial e das pressoes laterais em fun¢ao da densidade p, ou seja,
teremos que derivar 2 equagdes para 7(p) e p(p). Assim, passa-se a ter 5 equacdes (as 3 que ja
tinhamos mais as outras 2 equacdes de estado) e 5 varidveis.

Um exemplo é a de uma estrela de néutrons, onde terfamos —7(p) = p(p) =
(equacdo de estado da teoria nuclear) (ver [60]). Outro exemplo € o de um buraco-negro com
carga elétrica de tal forma que o campo elétrico é radial, dado por (Q/ rz)éi. Como vimos, neste
caso teremos T = p = pc?, como pode ser visto também em [60].

Entretanto, a estratégia que serd usada para resolver este problema serd diferente.
Para que o buraco de minhoca atenda as especificacdes descritas anteriormente a fim de ga-
rantir que ele seja atravessavel, podemos impor condi¢oes as fungdes b(r) e ®(r) e analisar o
tensor momento-energia de modo que ele também seja consistente com a natureza (fisicamente

razoavel). Logo, € interessante reescrever as equagoes de campo das seguintes formas:

_ <y (3.46)
p= 8tGr? '
4
_ _° D YPUAY. Y
T = o lb/r=2(r- D) (3.47)
p = 5l -1 —7]-, (3.48)

pois assim conseguimos escrever exatamente as func¢des que precisam ser determinadas de uma
maneira mais direta.

Desta forma, ajustando a fungéo b(r), pode-se determinar p na equacéo (3.46), ajus-
tando também a fun¢do ®(r), encontramos 7 na equacao (3.47), e, finalmente, usando todos es-
ses resultados, podemos determinar p(r), na equagdo (3.48). Resumindo, em vez de buscarmos
equacoes de estado para T e para p, o que serd feito € ajustar as proprias fungdes que fazem parte
da métrica de acordo com a geometria do buraco de minhoca que procuramos, sempre levando
em conta os critérios definidos em (3.2.2), e partir delas determinar as componentes do tensor
momento-energia, também levando em conta as mesmas condi¢oes descritas em (3.2.2). Logo,
o trabalho aqui serd o oposto do usual, que seria, dado o tensor momento-energia, determinar a

métrica. No nosso caso, teremos as informacdes da métrica para com elas determinar o tensor
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momento-energia.

3.4 Analise da solucao

3.4.1 Geometria espacial do buraco de minhoca de Morris-Thorne

Temos interesse em determinar a forma geométrica do wormhole no espacgo-tempo.
Para isso, podemos considerar a principio apenas a geometria espacial deste, ou seja, analisando
uma solugdo estitica. Como a métrica é esfericamente simétrica, podemos fazer 6 = /2 sem
perda significativa de informagdo e considerar apenas a fatia equatorial do espago. Com isso,

determina-se o chamado diagrama de mergulho. Com essas condi¢des, de (3.14), vamos ter:

ds* = (1—b/r)"'dr* + r*d¢? (3.49)

A 1deia agora € inserir essa fatia do wormhole em um espago euclidiano, isto €,
usar coordenadas euclidianas para representar essa fatia bidimensional do espago do buraco de
minhoca. Para representar uma superficie curva € necessario usar um espaco euclidiano de 3
dimensdes, ou seja, vamos precisar de um sistema de 3 coordenadas que consiga reproduzir
essa superficie. Para isso, utilizaremos as coordenadas cilindricas (r, ¢, z). Como estamos
considerando uma se¢do equatorial da superficie curva, pode-se fazer uma correspondéncia das
coordenadas r e ¢ das coordenadas do buraco de minhoca com as coordenadas r e ¢ da fatia
equatorial do espago euclidiano, ou seja, em z = 0, entretanto, € necessdrio esticar esta fatia para
fora do plano em que z = 0, ja que a superficie do wormhole € curva, considerando a simetria
axial do sistema. Logo, é preciso considerar a variagao (deformac¢ao) de z fora do plano xy, de

forma que ele dependa apenas da coordenada r, ou seja, z = z(r) [60]. Desta forma temos:

ds® = dz* +dr* + r*d¢?, (3.50)

que, devido a simetria axial, podemos reescrever (3.50) como:

d 2
ds? = 1+(d—i> dr? + r*d¢? (3.51)

Como a coordenada r da fatia equatorial coincide com a que estamos usando no espaco euclidi-

ano tridimensional, assim como a coordenada ¢, podemos comparar (3.49) com (3.51):

T e 2—(1—b/r)1 (3.52)
dr) '
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dz r -1/2

A partir deste resultado, podemos determinar a forma como z varia com a distancia
r integrando a equagdo (3.53), determinando a forma do buraco de minhoca. A funcdo b(r) de-
termina, portanto, a forma (geometria) espacial do buraco de minhoca, sendo por isso chamada
de funcao shape. Algumas observacoes devem ser feitas: os sinais de mais ou menos indicam
que existe uma parte do geometria em que sua representacao por z € crescente e outra que €
decrescente e elas ndo se misturam, ou seja, devemos dividir o buraco em duas regides: uma
regido superior, e outra inferior, que, como veremos adiante, serao distinguidas pelo sinal da
coordenada local de distancia /. Outro ponto é que, como iremos detalhar na se¢do (3.4.2),
se b = r, a derivada diverge, o que significa que a reta tangente a curva z(r) serd vertical, im-
plicando em uma descontinuidade neste ponto que serd muito importante para definirmos a

chamada condic¢ao de flaring out.
3.4.2 Buraco de minhoca geral de Morris-Thorne

Todo buraco de minhoca possui um raio minimo b tal que r = b = by. Este ponto é
chamado de “garganta” do buraco de minhoca. Neste ponto, a inclinacdo de uma reta tangente
¢ vertical, logo a derivada diverge.

Para evitar algumas divergéncias que ocorrem quando trabalhamos com a coorde-
nada r, € interessante definir a coordenada radial no referencial local, /, através do seu diferen-

cial:

dl = +[1 —b(r)/r]"?dr. (3.54)

Este resultado estd relacionado com as “tetradas”, pois foi visto que quando vamos trabalhar
no referencial local, a métrica passa a ter a mesma forma de Minkowski localmente, logo, o
termo (1 —b/r)~'dr?, da métrica definida em (3.14), corresponde, no referencial local, a di?,
simplesmente (veja mais detalhes no Apéndice A).
A coordenada / do referencial estatico € dada pela integracdo de (3.54):
r dr

Precisamos que [ seja finito através do espago-tempo, consequentemente o termo

do integrando ndo pode divergir, o que nos leva a impor a seguinte condicao:
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1—b/r>0—b(r)<r (3.56)

Como as duas regioes de espaco-tempo devem ser assintoticamente planas, ou seja,

dz/dr — 0, isto implica em:

b/r — 0, quando [ — +oo, (3.57)

além de que a funcdo redshift deve tender a zero.
Dois resultados importantes que podemos deduzir para analisar o comportamento
de z(r) sdo as relagdes de z e r com [ por meio de suas derivadas em relagdo a [, ou seja, este é

o comportamento de z em relacao ao referencial local:

dz \/Zdr b
g Y T Y [ .
dl r’dl r (3.58)

A segunda relagdo segue diretamente de (3.54) substituindo B por b(r) e a primeira é obtida
pela regra da cadeia, visto que dz/dl = (dz/dr)(dr/dl). Podemos usar estes resultados para
uma andlise grafica de z(I), como mostra a figura a seguir.

stuiign 32 JI-b% £+ +©
vb/r

throat: £=0, r=b=b,

P

station at 7> -

= 'el
[

Figura 3: Geometria espacial do buraco de minhoca geral com a coordenada “z” em fung¢do de
“r’ e “1”. Fonte: Morris e Thorne, 1988.

Como exemplo, podemos considerar novamente o buraco de minhoca de Schwarzs-
child, apenas para visualizarmos estes resultados de forma analitica.

Para este caso, deve-se considerar o buraco de minhoca no vicuo e podemos fazer
b = B, onde B é uma constante. Além disso, devemos considerar a solu¢dao em uma regiao de

vacuo, ou seja, devemos ter p = 7 = p = 0. Com isso, usando as equacdes (3.40) e (3.41),
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teremos:

b =0 — b = B = constante; (3.59)

/ B _ —
T 2/ In(1—B/r). (3.60)

Substituindo esses valores em (3.14), obtém-se:

ds* = —(1=B/r)cdt* + (1 —B/r)'dr* + r*(d6> + sen*0d ¢?). (3.61)

Observe que esta é exatamente a solucdo de Schwarzschild, desde que B = 2GM/c?. Também
teremos a presenca de um horizonte de eventos em r = B. Usando a expressdo anterior para

dz/dr e integrando-a, temos que:

2(r) = £2B(r/B—1)"/2. (3.62)

Os sinais de mais ou menos indicam que z possui dois comportamentos distintos, um acima do
plano z=0, e outro abaixo deste. Desta forma, podemos definir duas regides, o “universo de
cima” e o “universo de baixo”. Isso porque se um viajante tentasse atravessa-lo, embora este
buraco de minhoca nao seja atravessavel, ele teria que entrar por uma das regides para chegar a
outra, por isso € importante distinguir bem essas duas regioes.

Podemos mostrar que dz/dr diverge em r = B, isto é, dz/dr — oo. A verificacdo é

direta:

- ~1/2
~ lim (§—1> oo (3.63)

dr r=B

, terfamos como resultado da derivada —eo, ou seja, ela continuaria

66 2

Se usdssemos o sinal de
sendo vertical e ainda vemos uma descontinuidade abrupta de +oo para —eco.

Usando agora a coordenada do referencial local definida em (3.55), teremos:

l—:l:/ B/ 7 = +[\/F(r—B) + Bin(\/r/B+\/r/B—1)]. (3.64)

Esta integral pode ser resolvida reescrevendo o integrando por [r/(r— B)]'/? e fazendo a mudanca

de varidvel r = Bsec?a, o que resultard numa integral de sec> o que pode ser resolvida por inte-
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gral por partes.

E fécil verificar que no limite em que r tende ao infinito e, consequentemente, [ —
+o0, dz/dr — 0. Isto implica que no infinito a curvatura tende a se anular e o espago tende a ficar
plano, ja que a derivada ir a zero implica que a curva tende a um maximo, e portanto ela deve
se tornar cada vez mais “suave” a medida que r cresce indefinidamente. Isto era exatamente o

esperado, pois precisamos de um espago assintoticamente plano.

5 10
[
~10 -5____F1——-|

T
i

1

Figura 4: Geometria espacial do buraco de minhoca de Schwarzschild com B=2. Fonte:
Nogueira, 2022.

3.4.3 Auséncia de horizontes de eventos

Com o advento da TRG, € possivel obter resultados em que determinadas regides
permitem a entrada de um corpo, mas ndo permitem sua saida, regides essas denominadas de
horizontes de eventos. Uma caracteristica interessante é que essas regides nao foram previstas
por Newton e a Lei da Gravitacdo Universal ndo é capaz de prevé-las corretamente. Uma
explicagdo para isto € que a teoria de Newton € linear com relacao a determinacdo da gravidade,
pois ela depende diretamente da massa da particula que cria o campo, ou seja, dobrando-se a
massa, dobra-se o campo. Entretanto, como a Relatividade Geral ndo € linear, a relacdo entre
a matéria e a gravidade ndo é tao simples, até porque nao s6 a matéria curva o espago-tempo,
mas a energia também. Assim, devemos levar em conta outros fatores além da massa, como por
exemplo, a pressdo interna de uma estrela. Logo, uma teoria nao linear leva a uma geometria

mais complexa e efeitos inesperados e radicais, como é o caso do horizonte de eventos [62]. E
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importante ressaltar que algumas solucdes mais basicas da RG podem ser lineares com relagao
a massa como € o caso da solu¢do de Schwarzschild, entretanto a equagdo de Einstein de uma
forma geral € uma equacg@o ndo-linear e apenas considerando simetrias na métrica, como € o
caso da solucdo mencionada, € que podemos resolvé-la analiticamente, porém a estrutura da
equacgao na qual ela é determinada nao simples como na solu¢ao Newtoniana.

Em qualquer espago-tempo assintoticamente plano e estatico, € facil identificar um
horizonte de eventos, uma superficie nao-singular do espago-tempo tal que goo = 0, ou seja, o
tempo-préprio desaparece para uma coordenada finita de tempo. Como pode ser visto em [62],
na regido em que ocorre o horizonte de eventos, o cone de luz estd com uma das suas retas
exatamente sobre a delimita¢do do horizonte, sendo portanto uma regiao em que apenas a luz
podera estar sobre ela, e o cone € aberto apenas para dentro da superficie do horizonte, logo,
para sair dele, seria necessdrio violar a causalidade uma vez que eventos fora do cone, do tipo
espaco, nao sao causais.

No nosso caso, ggo = —e>®. Logo, para que nio haja horizontes, é preciso impor

20

que P seja finito para todo r, pois neste caso, teremos a garantia de que e“~ nao serd nula.

3.4.4 Tempo de travessia e gravidade de maré

Vamos supor que uma nave espacial precisa sair de uma estagdo localizada em [ =
—[y e precisa chegar em outra estacdo em [ = +/», conforme a figura anterior. O sinal de menos
em /; indica que a regido do buraco de minhoca € a inferior, que definimos como o “universo
de baixo”. O sinal de positivo em /, indica que a estag@o esta na regido superior do wormhole,
ou seja, cada estacdo estd em lados opostos do buraco, por exemplo, uma estacido pode estar
proxima da Terra e outra numa outra galaxia. Suponha ainda que v(r) seja a velocidade da
nave medida por um observador estitico e que a nave estard em repouso nas estacoes. Assim,

podemos fazer as definicoes:

v=0,sel=—ljoul=1 (3.65)

v>0,se — | <I<+I (3.66)

No referencial local podemos definir v da seguinte forma:

dl dr

Vi) = ®dr :F(l —b/r)Y/2e®dt (0.67)
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Usando as coordenadas do referencial local e®dr e dl, pode-se fazer a seguinte manipulagio:

ds? = —c*dtr = —e*®ctd? + dI* = Pdr* (V- ), (3.68)

onde 77 é o tempo proprio do viajante e usou-se a expressao (3.67) para dl. Manipulando o

termo entre parénteses:

—c2dt} = -y 2e*%dr? — ydrr = %dr, (3.69)

onde v = [1 — (v/c)?] /2. Agora, podemos substituir e®dt, determinado em (3.69), em (3.67)

para encontrar o seguinte resultado:

_dl dr
N dTT _:F(l—b/r)l/szT.

Desejamos também que os efeitos gravitacionais nas estagcdes sejam bem pequenos,

YV (3.70)

isto €, que as estacOes estejam distantes o suficiente do buraco de minhoca de tal forma que
a atracdo gravitacional sobre elas seja proxima da atracdo gravitacional da Terra. Portanto,

precisamos impor 3 condicdes bésicas:

* 1- O espago-tempo nas estacdes deve ser aproximadamente plano, ou seja, b/r < 1.

» 2- O redshift gravitacional deve ser pequeno, ou seja, a variacdo do comprimento de onda

de um raio de luz devido ao efeito Doppler deve ser muito pequena. Segue de [60] que

E = ]g00|1/2Elocal = constante, (3.71)

em que E € a energia num ponto distante (no “infinito”), e E;,.,; € a energia medida por
um observador local, inercial. No caso de um raio de luz, sabe-se que Ej,cq; = hVipear =
he/Ajpeai- Desta forma, como essa expressdo se conserva devido a lei de conservagio
da energia, podemos comparar suas energias de acordo com (3.71). Considerando um
referencial na estagdo e outro num ponto bem distante, de tal forma que seu referencial

12 _

, na estaco, e |goo|'/? = |1o0|'/?

12 = ¢® =1, no

seja Minkowskiano, teremos que |goo|
referencial no “infinito”. Definindo A o comprimento de onda local na estacdo, e A’ o

comprimento de onda no “infinito”, tem-se:

P = sV =P (3.72)
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Desta forma, definindo o redshift por (A’ —1)/A = AL /A, obtemos:

s _
2

Como queremos que esse valor seja bem pequeno, podemos considerar a expansdo da

e ® 1. (3.73)

série de Taylor para a exponencial sé até primeira ordem, tendo como resultado o se-

guinte: e P —1xf—-P—-f~-P < 1.

3- A “aceleracdo da gravidade” nas estacOes deve ser da ordem da gravidade da Terra
8Terra =9, 8m/s2. Serd seguido o raciocinio de [62] que foi desenvolvido para a métrica
de Schwarzschild para encontrar a gravidade local, porém este sera adaptado para a
métrica definida em (3.14). Primeiro, temos que, no referencial local, pode-se medir a

gravidade local de um corpo inicialmente em repouso aproximadamente por:

1
Al ~ _EglocalAtlzocab (3.74)

onde ja vimos que dl = (1 —b/r)~'/2dr (pode-se considerar apenas o sinal positivo de
dl para exemplificar), o que nos leva a Al ~ (1 —b/r)~"2Ar, e dtjpeq = €®dt, ou seja,
Atjpear = €®At. Podemos supor essa férmula pelo préprio PE, pois vimos que no referen-
cial local, pode-se supor que a gravidade € equivalente a referencial acelerado uniforme-
mente, portanto a formula Newtoniana para a aceleracdo, que € o caso de (3.74), € uma
boa aproximagio para este caso. Também vimos no item anterior que E = ¢®Ej,.,;, mas

também € possivel definir a energia por:

£ ez‘l’ﬁ (3.75)

mc? dt’
onde m é a massa do corpo cuja energia é E. Da Relatividade Restrita, temos que Ej,¢, =
ylocalmcz. Como a particula esta inicialmente em repouso, ¥j,cq; = 1, 0 que implica em
E = ®mc?, onde ry é a distincia radial inicial do corpo. Substituindo este valor para

a energia em (3.75):

e®(0) g7 = 2201 gy (3.76)

que leva a dr? = e 2%(r0) p4®(r) g¢2 Mas, como ds? = —c?dt?, temos que:
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dt> = *®Nar> — (1 —b/r) e 2dr* = 72200420 g2 (3.77)

Ap0s algumas manipulagdes algébricas em (3.77), chega-se em:

d
d_: —(1 _b/r)l/ze(q>(r)—c1>(ro))(ech(ro) _e2<13(r))1/2C. (3.78)
Derivando a equagdo (3.78) em relacdo a ¢ e usando a regra da cadeia para as derivadas de

®(r) e de b(r) em relagdo a t, ou seja, d®/dt = ®'(dr/dt) e db/dt = b'(dr/dt), temos:

d’r N— (7 . .
= OB ) )@ )

(1=b/r)® (2210 — 2®0)) — (1 —b/r)@' > 2. (3.79)
Expandindo r em série de Taylor até segunda ordem, temos:

1d*r

N dr n
2 dt?

~ At? 3.80
o7 , (3.80)

=ty

Ar

=ty

onde 7y € o instante de tempo inicial em que r(#y) = ro. Essa expansio é considerada uma
boa aproximacao pelo fato de querermos relacionar Ar com o referencial local em que Ar
€ pequeno, logo podemos supor essa aproximagao. Substituindo r por rg em (3.78) e em

(3.79), obtém-se:

1
Ar =2 (1 —b/r)e? 0D A2, (3.81)

Agora podemos retornar a expressdao que deduzimos para Al, (3.74), e substitui-la por

(1—b/ry)~"/2Ar, € Atjpeq por €*®0) At para obter a expressio:

1
Arm =2 (1- b/ro) 2P0 g AP (3.82)

Comparando (3.82) com (3.81) e substituindo ry por um r genérico, obtemos:

8local = (1 - b/r)l/zq)/(r)cz- (383)

Também podemos incluir o sinal de menos na expressao para a gravidade para indicar

que ela é atrativa e, portanto, estd relacionada com o sentido oposto ao de r: gjpcai =



63
—(1—=b/r)"/2®'¢2. Da primeira condigdo, ou seja, que b/r < 1, temos: gjpeq ~ —P'c2.

Resumindo:

b/r < 1; |®| < 1;|9'c?| < grerra- (3.84)

Além disso, precisamos que os tempos de viagem sejam pequenos (menor que 1
ano), tanto para quem viaja, como para quem fica nas estacoes. Para o tempo do viajante, basta

calcularmos o tempo proprio do mesmo, ATr, € impor a nossa condi¢do:

LI
Atp :/ — <1 ano. (3.85)
A

Para quem fica nas estacdes, a principio teriamos que calcular o tempo local Afy,.4;, mas como

sabemos que os efeitos gravitacionais nas estagdes sao pequenos, temos que |P| < 1, ou seja:

Atjpear = €2 At = (14 @) Ar ~ Ar. (3.86)

Isto implica que podemos calcular o intervalo de tempo nas esta¢des usando a nossa coordenada

t definida inicial para o referencial global:

L dl
At z/ —3 = 1 ano. (3.87)
— ve

Isto ocorre porque quando os efeitos gravitacionais sdo pequenos, pode-se aproximar o refe-
rencial de um referencial inercial, e neste caso, a coordenada ¢ coincide com o préprio tempo
medido ali e com o tempo préprio. Isso muda quando passamos a trabalhar com um espago
curvo.

Vamos agora abordar a questdo das aceleracdes sobre o viajante. Antes de calcu-
larmos a aceleracdo da nave e a aceleracdo de maré sobre o viajante, precisamos definir os
vetores de base ortonormais do referencial do viajante fazendo uma transformacao de Lorentz

com relagdo aos vetores de base do referencial local:
by =u=7yesFy(v/c)éy; éy = Fré; +y(v/c)é, (3.88)

onde u € a razao entre a quadri-velocidade U pela velocidade da luz, c.
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Agora, precisamos determinar a aceleragdo do viajante. Para isso, definiremos a

. - Al R/ Al - ’ .
quadri-aceleragio por a%* = ub'v ﬁ,ua ¢2. Como a aceleragio s6 deve ser radial, as componentes

laterais (angulares) serdo nulas as = as = 0.

6/

Como a%uy = 0, usando o fato de que u = éy,teremosa-u=a-éy =ay = —a =

0. Logo, podemos escrever a aceleragdo como a = aéy,, ou seja, ela possui unicamente compo-

nente radial. A maneira mais simples de encontrar o valor da aceleragdo é calculando a compo-

nente temporal da aceleracao no referencial original do sistema, ou seja, usando as coordenadas

(ct, r, 0, ¢). Temos que:

ao/c2 =utVyup = uo(—F(])Oul) +u! (drup — F(l)ouo),

onde, da expressdo para &3 em (3.88), e das relagoes de & € €7, da equagdo (3.21):

up = —ye®; uy = Fy(v/e)(1—b/r)~1/?

0

e, usando a métrica para determinar as componentes contravariantes u- € u':

W =ye ® u' = Fy(v/e)(1—b/r)/2.

Portanto, sabendo que I'Y) = @' e que [}, = (1 — b/r)®'e*?®, temos:

ag/c* = £y(v/e)(1=b/r)'*(ye®)

Mas:

ap=a-éy =aéy -éy = —a}/(v/c)eq)

[IPi]

Comparando os dois resultados, chegamos a seguinte expressao para “a”:

02}
a=F(1-b/r) e P ety = ) 2

€m que usou-se:

d dld i nd
=S —xa-p) VP2
ar aral ~ TU=b/n)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

Como essa aceleracdao nao pode ser muito forte (desejamos que ela seja da ordem

da gravidade terrestre), entdo devemos ter a seguinte restri¢ao:
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o
'eq>d<ye )’ < 8Terra (397)

dl - 2
Também teremos a chamada gravidade de maré que € a aceleracao relativa entre as
partes do corpo do viajante devido ao desvio geodésico. Ela é dada por:

Al

Aa¥ = —2RY_ PET S (3.98)

pys

nn onde & € o vetor deslocamento entre dois pontos em que queremos medir a acelera¢do
relativa entre eles, ou, de forma mais especifica, é o vetor de separacdo ou desvio de duas
geodésicas infinitesimalmente proximas [52]. Vamos agora demonstrar esta expressao que pode
ser encontrada em mais detalhes em [52, 63]. Seja ¥(7) uma familia de geodésicas em um
espaco curvo, que sdo caracterizadas pelo rétulo s e pelo pardmetro 7. Podemos considerar
que este parametro seja o tempo proprio. Portanto, pode-se mapear estas geodésicas por essas
duas coordenadas, (s, T), e podemos também definir os seguintes campos vetoriais que atuam
sobre essas geodésicas, a 4-velocidade U* = (d/d7T)H, que é tangente a familia de geodésicas,
e &M = (d/ds)*, que é o vetor deslocamento entre geodésicas infinitesimalmente préximas.
Pode-se determinar a taxa de variacdo desse vetor deslocamento para determinar a velocidade
relativa entre as geodésicas vizinhas usando a seguinte expressido: DE* /dt = u"V,EH ¢, onde
D/dt é a notagdo usada para se referir a derivada covariante direcional em relagdo ao parimetro
7. Portanto, a aceleracdo relativa entre as mesmas, definida como o desvio geodésico serd a
derivada direcional da velocidade relativa de E*: D?EH /d1? = Aat = u¥V, (Ut V, EH) 2.

Antes de fazermos a demonstracdo da equacgdo (3.98), € preciso mostrar a seguinte

identidade:
\% u 9/07)V (9, EM uogA 85“ vl A
UYVyEH = (9/97)" (AEH +Ty,8%) = =2+ Uy, E™. (3.99)
Mas, podemos manipular o primeiro termo do lado direito da equacao (3.99):
IEL 9 [ I \H 9z \* 2 \* 9 /a9 \* ouH
W‘%(%) —<—afas) —(—asaf) —a(m) = o5 (3.100)

Mas temos que d/ds = (d/ds)"dy, = £V dy. Finalmente temos que:

IS vo
- =E"oUt. (3.101)
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No segundo termo do lado direito da equacao (3.99) podemos renomear os indices inferiores da
conexdo de Christofell fazendo a troca v <+ A. Desta forma, usando o resultado de (3.101) em

(3.99), temos:

UYV EHR = EV9, UM + EVTH, UL = E¥(9, UM +TH, UY) = EVV, UH, (3.102)

onde foi usada a simetria dos indices inferiores dos simbolos de Christofell.
Podemos agora determinar a acelerag@o relativa Aa" usando uma propriedade da
derivada covariante que € equivalente a regra de Leibniz para a derivada parcial comum, ou

seja, Vy(AVB*) = (V,AY)B* +AY (V,B*), conforme [42]:

UV (UMV,EM) = UYV (EMV,UR) = (UYV EMVLUR +UYEM(V, VUM, (3.103)

Desenvolvendo cada termo do lado direito da equagdo (3.103):

UV EMVUH = (EVV, UMV, U* (3.104)

UYEH(Vy Vi UH) = UYEH (VL VW UM) + UV EMRE |, UP, (3.105)

onde foi usada a equacgdo (2.43) em (3.105) para o comutador das derivadas covariantes, por

isso apareceu o tensor de Riemann na mesma. Substituindo esses resultados em (3.103), vamos

obter:
UYV (UMY ER) = (EYV, UMV, U* +UVEX (V, V. UH) +U"‘g”lewlUp. (3.106)
Entretanto, devemos notar que:
EVV, (UMV, UMY = (EYV, UMV UH +UEY (V, VL UR). (3.107)

Fazendo a troca v <> A4, no segundo termo do lado direito de (3.107), temos:

EVV (UM, UM = (EYV UMV, UM +UVEM(V, V, UM). (3.108)

Substituindo (3.108) em (3.106), vamos obter:
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UV (UM, ER) = EVV, (UMY, UH) +UV§ARZMU". (3.109)

Porém, devemos impor que um ponto na geodésica nao possui aceleragdo, isto é, U Ay 2UH=0.
Como vamos estar no referencial do viajante, essa condi¢ao serd claramente verdadeira ja que o
viajante estd em repouso em relacdo ao seu proprio referencial, logo ele nao possui aceleragao.
Usando esse fato, vamos finalmente obter:

U'Vy (UMY, E4) =UYEMRE , UP = —RL, UPEMUY, (3.110)
onde usamos a anti-simetria dos dois ultimos indices do tensor de curvatura. Logo, a aceleracao

de maré devido ao desvio geodésico sera dada por:

At = u¥Vy (! V3 64)* = —RE, uPEMuY. (3.111)

Agora € sO adaptar os indices para usar esta expressdo no referencial do viajante e recuperar a
equacao (3.98).
. ~ . . o' ol .
Como & deve ser puramente espacial, entdo & = 0. Além disso, u% = 56' , pois,
a 4-velocidade no referencial do viajante obviamente serd nula nas componentes espaciais ja

que ele estd em repouso no seu proprio referencial, e a componente temporal € unitaria, ja aqui

dividimos U por c para obter u. Desta forma, vamos obter o seguinte resultado:

Aa! = —czR]f/()/,;/()/ék . (3.112)

0’ z . N . . . . . . , .
o termo temporal Aa” é nulo devido 2 anti-simetria de R3¢y nOs dois primeiros indices, como
vimos em (2.45). Podemos fazer uma transformacao de Lorentz no tensor de curvatura para
determinar suas componentes na base local:
Ix 9x" 9xt IxP

R = R....
o170y = = = ~ s
Ox1" 9x0 9x1’ 90 VAP

(3.113)

1! . ) . . < < i/
em que x* se relaciona com x* de forma similar a (3.88) e a (3.89) trocando egr por xH e en

por x*. Assim, temos que:

4
4V
—Rigoi + (-) Roioi +7 2 Roiio- (3.114)

Usando as anti-simetrias do tensor de curvatura:
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2\ 2
1%
Ryyiny = y4 (l - 6—2) Ripip- (3.115)
Finalmente:
b (b’r—b) 2

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos encontrar as outras componentes que precisamos:

2
Ryysiy = Rytyyiy = Y'Ragap + 1V (v/€)*Rajag =
2
¥

S {(g)z (b’—é’) +2(r—b)c1>’]. (3.117)

Logo, teremos os resultados:

1/ 17 Al Al U R/
Aa" = —CRigig S Ad” = —CRygp S Ad” = —PRyap S (3.118)
Queremos que essas aceleracdes sejam da ordem da gravidade terrestre e que o vetor
de deslocamento seja o comprimento de uma pessoa (2 metros, por exemplo), em cada uma de

suas componente. Logo, teremos as condicdes:

b (b'r—b) gr
Rigio|=1==) @'+ —5d — (&) )| < 4 3.119
Rioriry| ‘( r>( +2r(r—b) ( ))‘_c2><2m ( )
’}/2 v\ 2 ! b / 8Terra

A primeira condicao (3.119) impde restri¢des para a fungcdo P, enquanto a segunda

(3.120), impde restricoes para a velocidade v.
3.4.5 Condigoes da matéria-energia na garganta

As restri¢des impostas para b(r) e ®(r) acabam por impér restri¢des para p, T, e
p- Mas podemos fazer uma anélise especifica, avaliando, por exemplo, a tensdo radial 7 na

garganta do buraco de minhoca, obtendo o seguinte resultado:
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1 5x10%N
8nGc—4p; ~ b

Este valor é extremamente alto, portanto, a menos que by também seja suficiente-

T(bo) = 1o = (3.121)

mente grande para anular o efeito do numerador de (3.121), serd pouco provavel que alguma

matéria ou energia consiga gerar essa tensdo. Um aspecto importante € analisar a tensao nas

vizinhancgas da garganta do buraco de minhoca através da fun¢do de dimensionalidade definida
a seguir:

_1—pc* b/r—b —2(r—b)d

D

em que foram usadas as equagdes (3.46) e (3.47) para substituir p e T na expressdo para (.

(3.122)

Como o buraco de minhoca liga regides assintoticamente planas, temos a chamada
condicdo de flaring out, ou seja, deve haver um ponto minimo na garganta, isto €, nas proximi-

dades da garganta, a derivada segunda de r em relag@o a z deve ser positiva, logo:

dr ( r )1/2 d*r b—b'r
Y L —— | — = — > 0. (3.123)
dz = \b() |, W,
Assim, podemos reescrever a funcao de dimensionalidade:
2% (d*r @/
= — | —2(r—>b)— 3.124
= (=) 2o G120
Na garganta do wormhole, a funcao dimensionalidade é:
2% (d*r @
=lim — ( — | — lim 2(r—b)— 3.125
o= tim 71 (G2 ) ~ i 2015 G129

Mas o primeiro limite de (3.125), pela condi¢do de flaring out, deve ser positivo e o segundo

limite tende a zero. Portanto:

C _ To — p;)cz
|Poc?|

Essa condi¢do é problematica, pois ela viola a condicao nula de energia, uma vez

>0 — Ty > poc. (3.126)

que, como foi visto em (2.5.2), esta afirma que pc? + p; = pc?

— 17 > 0, o que implica em
7 < pc?. Também podemos ter a violagio da condigio fraca de energia, pois, calculando a
componente em que os dois indices sdo temporais do tensor momento-energia no referencial do

viajante, temos:
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Tyy = V' Tos F 27 (v/0)Tyi + 7 (v/¢)*Tiy = Y (poc® — 1) + To- (3.127)

Se o viajante estiver se movendo muito rdpido (Y>> 1), poderemos ter T3 < 0, pois o termo que
multiplica 7% é negativo, logo se o termo ¥%(poc> — 7o), em médulo, for maior que o segundo
termo, Ty, o resultado da expressdo serd negativo, o que implicaria numa densidade de massa-
energia negativa, violando, portanto, a condi¢cdo fraca de energia. A matéria que possui essa
propriedade (7 > pc?) é chamada de exdtica. A presenca de matéria exdtica é algo geral, ou
seja, ela ocorre também em buracos de minhoca néo estaticos e ndo esfericamente simétricos.

Essas violagdes das condi¢des de energia geram um problema no ponto 7 que de-
finimos em (3.2.2), pois uma matéria exética nao pode ser considerada fisicamente razodvel,
pois ela ndo deveria existir dentro do contexto da Relatividade Geral. Entretanto, € importante
ponderar alguns fatos que Morris-Thorne cita em seu artigo.

Apesar desses resultados serem problemaéticos e a principio inviabilizar a criacao
de um buraco de minhoca atravessdvel, o fato de violar as condi¢Oes de energia podem ter
explicagdes quanticas como o caso da criagcdo de particulas na mecéanica quantica e o da contragao
do horizonte de eventos de um buraco negro ndo rotativo (que violaria a segunda lei da termo-
dinamica dos buracos negros), descoberto por Hawking. Os fisicos por muito tempo encaravam
como algo praticamente irrefutavel o fato de ndo poder haver uma densidade de energia ne-
gativa, o que leva a alguns principios como o da massa positiva, que era a impossibilidade da
matéria anti-gravitar, ou seja, a intera¢ao gravitacional deveria ser sempre atrativa, nao podendo
haver repulsdo gravitacional, e a propria segunda lei que mencionamos, que afirma que o hori-
zonte de eventos nunca pode diminuir, isto €, a drea da superficie delimitada pelo horizonte ndo
pode decrescer.

Entretanto, a descoberta de Hawking de que poderia haver liberacdes de energia
em um buraco negro, chamada de evaporacdo do mesmo, devido a criagdo de particulas pelo
campo gravitacional, gerando assim um fluxo de energia que provoca uma contracao do buraco
negro, criou um problema, pois viola a segunda lei da termodinamica dos buracos negros. Mas
a sua explicacdo vem de fora da Gravitacdo da TRG, pois esse fendmeno tem uma origem da
teoria quantica, e apesar do buraco negro ter uma dimensao macroscopica muito maior que a
escala de tempo de Planck, por exemplo, se o seu tempo de existéncia for muito grande, esses

efeitos fazem a diferenca criando esse fenomeno da evaporagao do buraco negro [64]. Outros
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fendmenos, como os da dptica nao-linear envolvendo o campo eletromagnético, também aca-
bam por violar condi¢des de energia, entretanto podem ser explicados por um contexto quantico
acrescido a Relatividade Geral.

Isto quer dizer que ao desenvolver uma teoria quantica para a gravitacao, a nossa
compreensao das leis da fisica podem ter mudancas, de tal forma que a matéria exdtica ndo
seria um problema do ponto de vista quantico, portanto uma viagem através de um buraco de
minhoca poderia ser vidvel. O que Morris-Thorne salienta bem € que apesar da exoticidade
da matéria na garganta do wormhole, nada impede que esse tipo de matéria possa existir num
contexto quantico para a gravitacdo, ja que ainda ndo temos uma teoria completa da gravitacao
quantica, o que deixa este problema completamente em aberto.

Algo que pode ser feito para tentar diminuir o problema € limitar a matéria exotica
da garganta do buraco de minhoca. Formas de diminuir o uso de matéria exética incluem
restringir a regido em que a matéria exotica atua, como fazer ela diminuir rapidamente a medida
que o viajante atravessa a garganta, cortar a matéria e energia a partir de um determinado raio

(cut off), e delimitar a matéria numa regido pequena em torno da garganta.

3.5 Conclusao de Morris-Thorne

A conclusao deste artigo € o de que as solucdes de buracos de minhoca atravessaveis
nao sO sdo um instrumento pedagdgico para ensinar Relatividade Geral como também podem
ser uma criacdo real por civilizagdes mais avancadas. Entretanto, devido aos problemas que
aparecem na solucdo das equacdes de Einstein, como a presenca de matéria exdtica, na qual
a tensdo radial excede a densidade de massa-energia, além de, segundo [16], viagens de volta
para o passado, a possivel instabilidade do mesmo, e o fato de que a sua constru¢do pode ser
classicamente proibida, levam os autores a lancarem este problema como uma incerteza que
sO podera ser resolvido com uma teoria quantica para a gravidade. Logo, o trabalho feito por
Morris-Thorne é uma tentativa de se buscar passagens que conectem regidoes bem distantes de
espaco-tempo que podem permitir uma viagem interestelar, mas que depende do sucesso de
uma teoria quantica para a gravidade para que se possa checar todos os problemas elencados
ao longo deste trabalho e analisar se € possivel resolvé-los e tornar vidvel a criacdo de um

wormhole em que um ser humano possa atravessa-lo.
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4 REGULARIZACAO DE SIMPSON-VISSER

Agora que ja definimos o que € um buraco negro regular e um buraco de minhoca
atravessavel, vamos introduzir um método de regularizacao de uma solu¢ao comum de buraco
negro. Este método interessante foi obtido por Alex Simpson e Matt Visser, em um artigo de
2019 intitulado de “black-bounce to traversable wormhole”, [21], em que uma mesma métrica
consegue representar tanto buracos negros regulares como buracos de minhoca atravessaveis do
tipo Morris-Thorne, bastando mudar um parametro que é definido na propria métrica.

A partir desta métrica, é possivel estudar toda sua geometria determinando os ten-
sores e os invariantes de curvatura, e fazer diversas andlises como das condi¢des de energia,
de esferas de fotons localizadas, das orbitas circulares estaveis que podem ser definidas neste
espaco-tempo, entre outras aplicacoes.

Nosso ponto de partida serd definir a métrica que Simpson e Visser utilizaram no
artigo e, a partir dela, analisarmos suas propriedades, avaliar sua geometria através dos tensores
e invariantes de curvatura para verificar sua regularidade, além de fazer algumas aplicacoes,
que sdo algumas grandezas termodindmicas (temperatura de Hawking, entropia, capacidade
térmica, e energia livre de Helmholtz), e uma andlise das 6rbitas circulares para particulas

massivas € nao massivas.

4.1 Métrica de Simpson-Visser

J4 sabemos o que € um buraco negro regular, devemos buscar alguma métrica que
possa representar uma geometria de espaco-tempo com as propriedades necessdrias deste. Ja
vimos alguns exemplo de métricas de natureza nao-singular que cumprem essa fungao, porém

vamos trabalhar com uma candidata a representar esse tipo de solucdo definida em [21]:

2m dr?

2 2 2 2 2 2 2

— 1—— _— 4 (r+ + 4.1

ds ( = az)a’t + (1 22 2> (r"+a°)(d6” +sen“0d o), 4.1)
r<+a

onde “a” representa um parametro real ajustavel, e “m” € uma constante que estd relacionada a
massa da matéria que ird gerar esse espaco-tempo (em unidades em que G = 1, essa constante
seria a propria massa, mas nao € o caso deste trabalho). Aqui estamos considerando ¢ =1, o

que ird simplificar alguns célculos.
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Vemos facilmente que esta métrica € uma modificacdo da métrica de Schwarzschild

e que esta pode ser recuperada fazendo-se a = 0, pois, neste caso vamos ter:

2 dr?
ds: = —[1— =m di® + + + rz(dG2 —{—sen29d¢2). 4.2)
AT

Mas essa pequena mudanga traz consequéncias significativas como veremos no decorrer deste
capitulo.

O primeiro ponto é que a solu¢do de Schwarzschild ndo representa uma solucao re-
gular de buraco negro, como vimos na secao anterior, ja que ela possui singularidade, e também
nao € um buraco de minhoca atravessdvel, pois possui horizonte de eventos, como foi expli-
cado no capitulo anterior sobre buracos de minhoca de Morris-Thorne (3.2.1). Assim, para o
nosso propdsito de determinar buracos negros regulares ou buracos de minhoca atravessaveis,
precisamos ter a # 0.

Também temos que a métrica € esfericamente simétrica e independente do tempo,
o que confere uma propriedade basica dos buracos de minhoca de Morris-Thorne. Porém, este
tipo de métrica nao corresponde a um buraco negro regular tradicional como o de Bardeen [9],
ou o de Bergmann-Roman [65], que realizam saltos no futuro para o proprio universo. Em vez
disso, os buracos negros representados pela métrica definida em (4.1) realizam saltos no futuro
para um outro universo, isto €, os diagramas de Carter-Penrose indicam a criacao de universos
paralelos tais que a solucdo de Simpson-Visser realiza saltos do nosso Universo para este outro
universo [21].

Agora vamos analisar melhor esta métrica e entender como ela pode representar um
tipo de solucao ou outro. Primeiro, segundo [21], temos que as coordenadas deste espago-tempo

variam nos seguintes intervalos:

rel—oo, ot €]—o0,00;0€ [0,7];¢ €] -7, 7. (4.3)

Vamos analisar inicialmente as curvas radiais nulas nesta métrica, ou seja, curvas
realizadas pela luz (ds®> = 0) fixando as coordenadas angulares (d6 = d¢ = 0). Logo, vamos

ter:
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Logo:

dr 2m

=4 - ). 4.5

dt ( Vr?+ az) @
Vemos que no infinito esta expressdo resulta de fato na velocidade dr/dt da luz, ja que nesse

limite, dr/dt — £1. Podemos analisar os cones de luz determinando dt /dr:

~1
dr _ (1—2—’") . (4.6)

Para r tendendo ao infinito, ja vimos que o valor de dt/dr tende a +1, o que condiz com o fato
da métrica ser assintoticamente plana (que pode ser visto facilmente quando aplicamos o limite
assintotico na métrica definida em (4.1)), ja que esse resultado condiz com os cones de luz
do espaco-tempo de Minkowski. Quando reduzimos o valor de r, o termo entre parénteses na
equagdo (4.6) tende a diminuir quanto mais o termo 2m/ V12 + a2 se aproxima de 1, o que im-
plica no aumento de dt/dr. Quando 2m/ V2 +a? = 1, temos que dr /dr diverge, caracteristica
comum quando estamos no horizonte de eventos. Dentro do horizonte, quando r se aproxima
da origem o termo 2m/ V/r2 + a2 aumenta implicando na diminuicdo de dt /dr, porém este troca
de sinal e o cone tende a se fechar em torno da origem.

Para estudarmos os tipos de espaco-tempo gerados pela métrica, devemos avaliar o

parametro “a” em relagdo ao horizonte “2m” (aqui o termo horizonte se refere ao horizonte de

eventos da solucdo de Schwarzschild). Logo, temos as seguintes possibilidades:
* 1-a > 2m: para todo r € | — oo, oo, vamos ter que:

2m 2m

2 2

a > (2m)" = Vrt+a?>\/rr+2m?—-1—-—ex>1——n—. (4.7
(2m) (2m) Vr2+a? 2+ (2m)?

Mas:

2
P20/ (2m)?>2m—1— " S, (4.8)
2+ (2m)?

e também vamos ter:

2m
2 _ 2 _ _
rr=0—-4/r+02m*=2m—1-— =0, 4.9
(2m) 2+ (2m)? )

e 0 que nos leva a:
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2 2
P LS B LY (4.10)

VArd JrremE

Portanto, podemos afirmar que:

dr

o 0, (4.11)
pois o termo do lado esquerdo de (4.10) esta relacionado a dr/dt e como ele é maior
que o termo do lado direito que por sua vez é sempre maior ou igual a zero, entdo ele
serd certamente positivo, o que, pela equagdo (4.5), implica que dr/dt ou é positivo ou
negativo, mas nunca serd nulo. Isto implica que ndo ha horizontes de eventos ao longo

da trajetdria da curva radial, pois, usando uma métrica ortogonal genérica, temos que a

curva radial nula é:

d _
dszzgoodt2+g11dr2:0—>d—r:jq/ 800 (4.12)
t 811

onde goo é negativo. No capitulo anterior, definimos na subsecao (3.4.3) que o horizonte
de eventos era uma regido nula tal que goo = 0. Pela equacdo (4.12), vemos que se
dr/dt # 0, consequentemente teremos goo 7 0. Logo, essa geometria caracteriza um
buraco de minhoca atravessavel, pois, se ndo ha um horizonte de eventos, pode-se fazer
viagens de via-dupla, ou seja, de ida e volta, exatamente como se espera em um buraco

de minhoca do tipo Morris-Thorne [21].

* 2- a =2m: neste caso, vemos que quando r tende a zero, dr/dt tende a zero também:

d 2
lim & =+ 1-——2— | =0. (4.13)
r—0 dt (2m)2
Isto implica que gop = 0, pois, como no caso da métrica de Simpson-Visser, 1/g11 = —goo,

aequacdo (4.12) se torna dr/dt = g, logo, se dr/dt é nulo em r = 0, gop também ser4,
portanto, existe um horizonte de eventos exatamente neste ponto. Mas, definindo que em
r =0 temos uma “garganta”, essa geometria corresponde a um buraco de minhoca com
um ponto extremo na garganta, isto €, existe um horizonte de eventos exatamente na
sua garganta, o que significa que ele nio € atravessavel, pois possui via-tnica, ja que na

garganta ha um horizonte e nao serd possivel atravessa-la [21].

* 3-a < 2m: para este caso, segue que:
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a? < (2m)* = (2m)* —a* >0 — /(2m)2 —a? € R. (4.14)

Logo, definindo ri = 4++/(2m)? — a2, vamos ter:
2
41— | o 4.15)

d
\/ri—l—a2=2m—> ar
at r=re ,/ri—kaz

Logo, temos um par de horizontes de eventos de mesmo comprimento, um para r posi-

tivo, e outro para r negativo. Aqui temos, portanto um buraco negro com horizontes de
eventos maiores do que seria a garganta do buraco de minhoca, por isso essa geometria

ndo caracteriza um buraco de minhoca [21].

A Figura 5 deixa essa andlise bem clara, pois, neste exemplo, temos 2m = 0,5 e
vemos que, quando a = 0,2, isto é, ele é menor que a posi¢do do horizonte, o grafico de f(r)
cruza o eixo r em ponto ligeiramente menor que 0,5 (isto porque, na coordenada r, a posicao do
horizonte € dada por 4/ (2m)? — a?), indicando portanto a presenga de um horizonte de eventos
de um buraco negro. Quando a = 0,5, ou seja, ele é igual a posicao do horizonte, o grafico
cruza o eixo r em r = 0, ou seja, exatamente na garganta do buraco de minhoca de via-unica, e
quando a = 0,8, isto &, ele € maior que a posicao do horizonte, o grafico ndo intercepta o eixo
r, indicando que ndo ha horizonte de eventos, se tratando portanto de uma solu¢do de buraco de
minhoca atravessavel.

f(r)

0.5

—-0.5F

Schwarzschild

-10 [ a=0.2
a=0.5
-5 e - a=0.8

Figura 5: Funcdo f(r) da solucao regularizada de Simpson-Visser para alguns valores
especificos de a. Considera-se m = 0,25. Fonte: préprio autor.

Agora vamos analisar se este buraco negro € regular ou ndo avaliando a curvatura

deste espaco-tempo.
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4.2 Tensores de curvatura de Simpson-Visser

Precisamos agora avaliar se existem singularidades no espaco-tempo gerado pela
métrica definida em (4.1). Vamos, portanto, calcular os tensores de Riemann, de Ricci e o de
Einstein. Comecemos pelo tensor de Riemann. Usando o mesmo procedimento utilizado na
subsecao (3.3.1) para calcular o tensor de Riemann da métrica de Morris-Thorne, vamos obter

os seguintes resultados para as conexdes de Christoffel nao nulas:

2m -1
o =r=_" (1— ) : 4.16
01 10 <r2+a2)3/2 \/m ( )

~1
L __oomr (0 2m N omr [0 2m .
Loo = (r2 +a2)3/2 (1 /_r2+a2—) I = (r2+a2)3/2 (1 —\/m) : (4.17)

2m 2m
[,=—r(1———— ;L = —rsen’6 (1——); (4.18)
22 ( ) +02) 33 o
r
Ch=T3 =5 =T =13 (4.19)
[3; = —senBcosb; F%3 = ng = cotg0. (4.20)

Agora € possivel calcular todas as componentes nao nulas do tensor de Riemann. Para exem-

plificar, vamos determinar a componente R(])O1 :

RYy; = =0Ty + 9T}, — (T9)° (4.21)

RY = —m (P +a*)Y 2 —2m(r? +a*)] = PB(r? +a*)' > —4m] |
101 [(rz +a2)3/2—2m(r2 —|—a2)]2

) (4.22)
2(mr)? 1 2m -
(r2+a2)? Viitar)
Vemos que o calculo desta componente € extremamente exaustivo, por isso € importante usar
algum recurso computacional para encontrar as componentes destes tensores da Relatividade

Geral. Fazendo algumas manipula¢des na equagdo acima, obtemos o resultado:
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2m?(r? 4 a?) + 3mr* V2 + a2 — m(r* +a*)3/% — 6m?r?

RY, =
101 [(r2 4 a?)3/2 — 2m(r? +a?))?

(4.23)

Poderiamos agora seguir o mesmo raciocinio de Morris-Thorne e trabalhar na base local reali-
zando as “tetradas” ortonormais. Porém, € interessante notar que se “levantarmos” o segundo
indice do tensor de Riemann, o seu valor serd o mesmo que encontrariamos na base ortonormal
pelo fato da métrica usada aqui ser ortogonal. Consultando o Apéndice A, na equagdo (A.15),

vamos ter, para o exemplo que calculamos agora:

= (A_I)OOR(I)OlAT IA()OAil = (A4 D2RY,- (4.24)

Como serd discutido no Apéndice A, os termos da “tetrada” sdao determinados pela prépria
métrica e sdo aqueles termos que tornam a base ortogonal do nosso sistema unitérias, para gerar

uma base ortonormal. Isso implica que Ail =1/,/g11. Logo temos que:

- (4.25)
11

= ¢"RY,. (4.26)

Mas, ROy, = g“R(l)Ol, pois a métrica inversa também serd ortogonal (ver a se¢do 2.3). Final-

mente:

=R"5; =R%,. (4.27)

Na base local, podemos “subir” o indice latino (coordenada espacial) sem alterar nada porque
a métrica local é a de Minkowski, onde essa propriedade pode ser usada, ja que T° = n'VT, =
N"T; = T;, em que ndo h4 soma envolvendo o indice i, pois aqui ele est4 fixo. Seguindo esse ra-
ciocinio para as outras componentes ndo nulas e independentes do tensor de Riemann, podemos

generalizar esse resultado:

(4.28)

com as condi¢des de que © = A, v = p, e que a métrica seja ortogonal, que sdo satisfeitas no

caso da solu¢do de Simpson-Visser.
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Por isso, vamos trabalhar com o tensor de Riemann na forma R*Y; ;. Como gl =

1/g11, entdo:
2m
11
=1 —. (4.29)
8 A/ 12 +a2
Logo, encontra-se o seguinte valor para R%!;:
2_ 2
o _ m(2r'—a’)
R o1 = i) (4.30)
As outras componentes sao:
2
02 _ po3 . mr :
2a> —r?) —a*\r2 4 a2
RI2Z._pI3 . _ m( : 4.32
12 13 (2 tad) ; (4.32)
2 2 2 2 2
R2323: mr-+a“vVr-+a 4.33)

( 24+ a2)5 /2
Agora vamos avaliar a regularidade destas componentes. Primeiro vamos avaliar

essas componentes quando r tende a zero:

2m—a
a3

1
‘R, — — (4.34)

01 m. 502 03 . pl2 13
R 01—>—a—3,R 2=R"p3—=>0R" n=R"13—> o

Vemos aqui que se a # 0, todas as componentes do tensor de Riemann sdo finitas, portanto, ndo
possuem singularidade. Também podemos avaliar todas essas componentes quando |r| — oo e
analisar se essas componentes de fato tendem a enfraquecer e tender a zero como se espera no

limite assintotico:

2 2
01 2m o0 03 m_ n12 13 m a3 2m  a
R 01 =~ R%0 =R"03 = — 3R p=R";3 > — 53— 2iR"p = 5+ 7. (4.35)

Portanto, vemos todas as componentes tendem a diminuir quando » aumenta ja que temos ter-
. 3 4 ~ . . C s

mos do tipo 1/r° ou 1/r* nas expressdes acima e no limite assintético, todos tendem a zero.

O mesmo ird ocorrer naturalmente com o escalar de Ricci, com a contraciao de Ricci e com o

escalar de Kretschmann.

O tensor de Ricci pode ser calculado a partir das componentes do tensor de Rie-
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mann:

22 2 2
0 10 20 0  m(2r°—a®)—-2mr- _ ma
Ro=R "10+R72+R"3 = P+ " = RS (4.36)

Lembrando que R*Y , = R ;; (2.45), por isso podemos trocar R0 por R, por exemplo.

Seguindo esse raciocinio:

Rl a2(3m—\/r2—|—a2).R2 R 2ma® 437
O escalar de Ricci € a contracdo do tensor de Ricci:
2a>(3m —\/r? +a?)
_pi _po 1 2 3
R=R")y=Ro0+R1+R2+R3= 2 rad) . (4.38)
Agora também podemos calcular as componentes do tensor de Einstein:
1 2(Vit+a2—4
G0 — RO — Loog — Vi a” —dm) (4.39)
2 (r2 4+ a2)3/2
Essa expressdo pode ser derivada de (2.58), pois:
u po o 1 w _Lep
Gy =¢"Gav=¢g Rocv_igavR =R V_ESVR' (4.40)
As outras componentes do tensor de Einstein serdo:
Gllz—a2 It =— < ;G22=G33=a2( r2+a2—m)‘ (4.41)
(r2+a2>5/2 (}"2 +a2)2 (r2+a2)5/2

4.3 Invariantes de curvatura

Para finalizar a andlise da regularidade dessas solucdes, € preciso também avaliar os
chamados invariantes de curvatura, ou seja, grandezas escalares que estio associadas a curvatura
do espacgo-tempo. A primeira delas ja calculamos que € o escalar de Ricci:

2a%(3m — /12 4 a?)

R= (21 . (4.42)

O outro escalar importante € contragdo de Ricci:
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a*[4(Vr? + a2 —3m/2)* + (3m)?] ‘

uv _
RETRyy = 1) (4.43)
Outro escalar importante € o de Kretschmann:
4
R”V’IPRMV;LP = —( ) {Vrt+ az[Smaz(r2 — az)] + 3>cl4(r2 + a2)+
rma (4.44)

3m? (3a* 4 4r* — 4r?a®)}.

Ja sabemos que no limite assintdtico estes escalares tendem a enfraquecerem e ten-
dem a zero, agora precisamos determinar o limite quando r — 0 de cada um deles. Vamos obter

os seguintes resultados:

2(3m— 4(a—3m/2)* +9m?
R 23m=a) puvg, o, Haz3m/2)7 - om (4.45)
a a
4(3a° +9m*a* — 8ma’
RAVPR,,, , — HOC I A 8ma’) (4.46)
a

Portanto, os invariantes de curvatura também nao possuem singularidades e representam uma

solugdo regular para o sistema, seja um buraco negro, seja um buraco de minhoca.

4.4 Tensor momento-energia e condicoes de energia

Ja temos as grandezas associadas a geometria do espago-tempo, porém, para resol-
vermos as equagdes de Einstein, ainda € preciso determinar o tensor momento-energia desse
sistema. Para adequar a notacdo deste trabalho com a do artigo base deste capitulo, usaremos
a mesma notagao feita na se¢ao 3.1.1 para a pressao radial e a pressdo lateral. Assim, que as

componentes do tensor momento-energia sao:

T =—p; T =p T =T5=p,. (4.47)

Uma forma de justificarmos essa defini¢ao serd mostrada a seguir. Quando definimos as compo-
nentes do tensor momento-energia, estivamos no referencial local, onde tinhamos, por exemplo,
Ty = p. Como estamos trabalhando na base coordenada, temos que buscar as expressoes cor-
retas para essas componentes. Uma forma de fazer isso é observar que, se as componentes do
tensor de Riemann sao iguais tanto na base que estamos trabalhando como na base local, entao

as componentes do tensor de Ricci e o escalar de Ricci também serdo iguais nas duas bases.
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Como o tensor de Einstein na forma de um tensor do tipo (1, 1) s6 depende do tensor de Ricci,
do escalar de Ricci, e do delta de Kronecker, ele também serd igual nas duas bases, ja que o

delta de Kronecker é o mesmo independente de ser na base local ou ndo. Entdo vamos ter:

G*, = 8nGTH,; G*, = 8nGT~, (4.48)

G*, = G*y — 8nGT*, = 81GTH, — TH, =TH,, (4.49)

ou seja, as componentes do tensor momento-energia também sao iguais nas duas bases. Logo, se
T()() = p, entao TOO = nOOTO() =—p= TOO, e, para os termos de pressao, T’} = n’M’TlMl =T;= Tii
(aqui o indice i ndo estd somado). Os termos T7; sdo exatamente as pressdes radial e lateral.
Concluimos assim nossa demonstrac¢ao para justificar a defini¢do feita na equacgao (4.47).

Aqui € importante ressaltar que estamos trabalhando fora do horizonte de eventos,
isto €, com V2 +a? > 2m. Também € importante ressaltar que este resultado s6 é valido para
0 caso em que as componentes do tensor de Riemann, escritos na forma R*Y) ,, sdo iguais nas
duas bases. Consequentemente, nao ¢ um resultado geral.

Usando as equagdes de Einstein, vamos obter os seguintes resultados:

a*(Vr? +a?—4m)

G% =81GT% —p = — 4.50

0 0=P 8nG(r2 +a?)5/2 (4.50)
2‘/7'2 +a2

G'\ =81GT', — pj = ——2 451

! LIS TG ) (#1)
20./42 2 _

G% =87GT? = p, =2 Vr+a—m) (4.52)

8nG(r2 +a?)3/2
Como foi visto (2.5.2), a condi¢do nula de energia implica em p + p| > 0. Podemos verificar
se ela € vélida usando as equagdes (4.50) e (4.51):

a?(2V/r2 4 a? — 4m) a?(Vr? +a*—2m)

PP T RGP+ 2 4nG(R ) (+:33)

Mas estamos supondo que v/ r% + a2 > 2m, o que implica em V72 +a® —2m > 0. Logo, como
os demais termos sao positivos porém todo o termo na fracdo é multiplicado por -1, temos que
o lado direito de (4.53) € negativo, ou seja, p + p| < 0, o que implica na viola¢do da condi¢do

nula de energia.
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Vamos considerar a regido interior do horizonte de eventos, isto €, V1% +a% < 2m.
Como o sinal dos termos temporal e radial da métrica inverte o sinal, temos uma reversao das
caracteristicas do tipo-tempo e do tipo-espaco, ou seja, temos que 7% = p,e T'| = —p [21].

Assim vamos ter que adaptar a equacao de Einstein para essas duas componentes:

a*(\/r? 4 a* — 4m)

G% =87GT% — p, = 4.54
0 O P T RGP+ a2 (454
2 /r2+a2
G, =81GT!, 5 p=—2 . 4.55
! 1P 87G(r2 +a?)5/2 (4.59)
Logo:
2 2 2 _

a r<+a 2m

p+py = LU ) (4.56)

4G (r? + a?)>/2
O termo entre parénteses em (4.56) agora € negativo e todo o restante € positivo, portanto,
p+p)< 0 novamente, isto é, a condi¢do nula de energia continua sendo violada. Podemos

generalizar esse resultado para ambos os casos (dentro e fora do horizonte de eventos):

a2]\/r2 +a% —2m|
4nG(r2 4a?)3/2

Esse resultado j4 era esperado para o caso do buraco de minhoca de Morris-Thorne,

p+p=- (4.57)

como vimos no capitulo passado, porém a novidade aqui € que ele também € valido no caso de
um buraco negro regular, ou seja, todas as solucdes possiveis de se obter com a métrica definida
em (4.1) terdo a violacdo das condicdes de energia, embora sejam regulares (sem singularida-

des).

4.5 Aplicacoes da solucao de Simpson-Visser

Agora que ja determinamos a solu¢do de Simpson-Visser através da regularizacdo
da solucdo de Schwarzschild e analisamos o comportamento da sua métrica avaliando os tenso-
res e invariantes de curvatura e a interpolacdo de um buraco negro regular € um buraco de mi-
nhoca do tipo Morris-Thorne a depender do parametro “a”, podemos avancar as andlises desta
métrica fazendo algumas aplicacdes bdsicas. Vamos estudar as propriedades termodinamicas
do buraco negro regular gerado por essa solucdo e as possiveis Orbitas circulares estaveis ou

ndo estaveis de particulas massivas e ndo massivas (fotons). Comecemos pela termodinamica

da solu¢do de Simpson-Visser.
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4.5.1 Termodinamica da solugdo de Simpson-Visser

Como foi mencionado na se¢do (3.4.5), a area da superficie delimitada pelo hori-
zonte de eventos de um buraco negro tende sempre a aumentar ou permanecer igual, o que da
origem a Segunda Lei da Termodinamica de Buracos Negros. Isto € andlogo a Segunda Lei
da Termodinamica para a entropia, pois a entropia de um determinado sistema de particulas
também ndo pode decrescer, ou seja, 65 > 0. Poderiamos imaginar que isso fosse apenas uma
coincidéncia ou algo superficial, uma vez que no caso da drea de um buraco negro, esta lei
possui um rigor matematico relativo a propria Relatividade Geral, enquanto que a segunda Lei
da Termodinamica ndo € uma lei da natureza, mas sim consequéncia do fato de se estar traba-
lhando estatisticamente com um nimero muito grande de graus de liberdade num sistema fisico.
Entretanto, € possivel encontrar um paralelo entre as leis dos buracos negros com as demais leis
da Termodinamica, mostrando que essa relacdo € de fato algo fundamental e ndo apenas uma
coincidéncia [63].

Isto fica bem evidente quando analisamos algumas expressdes matematicas que
mostram a equivaléncia entre grandezas da Relatividade Geral com as da Termodinamica, con-
forme pode ser mostrado na Figura (6). Vemos que a energia interna E das particulas é equi-
valente a massa M do buraco negro. Porém, essa equivaléncia ndo € apenas pelas propriedades
semelhantes que elas possuem nas expressoes matematicas, mas também do ponto de vista

fisico, pois sabemos que massa e energia sdo equivalentes no contexto relativistico.

BLACK HOLES AND THERMODYNAMICS

CONTEXT
Law Thermodynamics Black Holes
Zeroth T constant throughout body K constant over horizon
in thermal equilibrium of stationary black hole
First dE = TdS + work terms =%_xd&+ﬂnd.f
Second 8§ = 0 in any process 8A Z 0 in any process
Third Impossible to achieve Impossible to achieve
T = 0 by a physical k = 0 by a physical
process process

Figura 6: Relacdo entre as leis de buracos negros com as leis da termodinamica. Fonte: Wald,
1984.

Dadas essas relacdes termodinamicas associadas as grandezas de um buraco negro,
podemos entdo definir inicialmente a temperatura, conhecida por Temperatura de Hawking, que

pode ser dada pela seguinte expressao:
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K

Ty = —
H 27_[7

(4.58)

onde Kk ¢ a gravidade superficial que é dada por —g(,,(rm)/2 [66]. Para mais informagdes sobre
como deduzir e interpretar esta e outras grandezas termodinamicas, consultar [63,67, 68].
Sabendo que goo = —(1 —2m/V/r* +a?), pode-se calcular a temperatura de Haw-

king da solu¢do de Simpson-Visser:

(4.59)

onde Tys = 1/(8wm) =1/(4nrys) é atemperatura de Hawking da solugdo comum de Schwarzs-
child (quando a = 0) [69], e rys = 2m € a posi¢ao do horizonte de eventos da solucdo de
Schwarzschild. E interessante notar que a solu¢io possui um termo de correcio do tipo m
em que kK = 2m, mas ela recupera a solucdo usual de Schwarzschild quando fazemos a = 0, exa-
tamente como era esperado, portanto sendo um resultado consistente. Também € interessante
notar que no valor limite que a pode alcancar, que € a = ryg, a temperatura tende a zero, ou seja,
quando se tem um buraco de minhoca extremo, em que a garganta coincide com o horizonte de
eventos, a temperatura € nula na garganta. A Figura 7 mostra o comportamento da temperatura
de Hawking em fun¢do da posi¢ao do horizonte de eventos ryg para alguns valores especificos

de a, onde é possivel verificar o que foi analisado neste paragrafo.

Th(rus)
0.20 +
r Schwarzschild
a=0.2
0.15 +
a=0.5
L - a=0.8
0.10
0.05
l’.
1 1 1 1 i 1 1 ! 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
s
5 1.0 1.5 2.0

- 0. . .
Figura 7: Temperatura de Hawking em func¢do de rgs. Fonte: proprio autor.

Agora pode-se calcular a entropia e a capacidade térmica, respectivamente, da
solu¢do de Simpson-Visser regular usando as expressdes dS = dm /Ty e Cy = dm/dTy [66].

Comecando pela entropia, devemos integrar a expressao dada para dS e notar que m = 4/ rIZJ +a?/2,
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uma vez que rg = 4/ (2m)? —a?. A estratégia é colocar todos os termos em fungdo de ry € in-
tegrar a expressao resultante. LLogo, comecemos determinando dm em funcao de dry:

d
dm = —H4H (4.60)

2 2
24/rg+a
Agora precisamos escrever Ty em funcado de ry (ndo confundir ry com rgg, pois rgy € a posi¢ao

do horizonte de eventos da solu¢do de Simpson-Visser, enquanto que rgg € a posi¢ao do hori-

zonte na solu¢do de Schwarzschild). De (4.59), temos que:

T'H
== 4.61
" 47(r2 +a?) el
Agora podemos calcular a entropia integrando a expressao dm/Ty:
a? I‘IZ],S —a?+ rgs
S:27r/\/ ry +a*dry = Sg ——In , (4.62)
T a

onde Sg = nr%{S ¢ a entropia da solug@o de Schwarzschild [69]. Este resultado € obtido fazendo
uma mudanca de varidvel em rg no integrando de (4.62) mudando-a para atg8, o que resultara
em uma integral de sec@, que pode ser resolvida pelo método de integral por partes. Aqui
percebemos que a correcdo ndo € tdo trivial como no caso da temperatura de Hawking, pois
além do fator /1 —a?/ rlzis, temos um logaritmo que depende de ryg. Primeiro, vemos que a
solugdo € consistente com a soluc¢do nao regular, pois quando a — 0, a entropia tende a Sg. Para
a < rgs, a medida que a se aproxima de rgg, o valor da entropia cai rapidamente, tal que no
limite a — rgg, a entropia cai a zero, como podemos ver na figura abaixo. A figura também
mostra um comportamento diferente da entropia em relacao a temperatura de Hawking, pois no
caso desta, ela possui o valor da solu¢do de Schwarzschild para a = 0 e, para a > 0, seu valor
decai monotonicamente até zero em a = rygs. No caso da entropia, ela também possui o valor
da solugdo de Schwarzschild em a = 0, porém quando comecamos a aumentar o valor de a, a
entropia também cresce até atingir um valor mdximo. Apds esse ponto ser atingido, ela decai
rapidamente até atingir o valor nulo em a = ryg. Para a > ryg, o valor da entropia ndo € vélido,
pois temos um buraco de minhoca sem horizonte de eventos. A Figura 8 mostra a entropia em
func¢do de ryg para alguns valores especificos de a.

Agora podemos calcular a capacidade térmica:
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Figura 8: Entropia em funcao de rygs. Fonte: proprio autor.

dm d Am(r? 2)2
cy=amdrm _ T ”(ZH+§’ ) (4.63)
di’H dTH 2 /’”1%1"‘“2 (a —FH)
Como Cyg = —27rr1213, onde Cyg € a capacidade térmica da solu¢do de Schwarzschild [69],
temos que:
2 2\3/2
Cy = ol ta)” (4.64)

a2}

Aqui notamos novamente a consisténcia do resultado com relac@o a solu¢do usual de Schwarzs-

child quando @ = 0. Porém temos um fator de correcdo diferente dos que vimos para a tempera-
tura de Hawking e para a entropia. O mesmo fator /1 — a2/ ’”J%Is aparece em todas elas, porém
aqui temos um fator adicional que é o (1 —2a?/ r]%l,s)_1 que gera um efeito muito interessante,
pois esse termo serd positivo para todos valores de a no intervalo de 0 a rys/ V2. Em rus/ V2,
esse fator diverge, pois o termo entre parénteses € nulo, mas como ele esta elevado a —1, a ex-
pressdo serd divergente, o que gera um problema para uma interpretacao fisica do mesmo, pois
além da divergéncia existe uma descontinuidade, ja que quando a tende a ryg/ V2 pela esquerda
ele tende a +o0 e quando ele tende a este valor pela direita, o resultado é —co. Porém, quando
a > rys/\/2, o valor do fator que mencionamos troca de sinal, o que implica na inversio de si-
nal da prépria capacidade térmica. Quando ocorre esta mudanca de sinal, temos uma transi¢ao
de fase, que neste caso € uma transicao nao suave, uma vez que ocorre uma assintota vertical e,
portanto, uma descontinuidade, semelhante ao que ocorre no caso da regularizacdo da solugdo
BTZ [70].

O sinal de Cy € importante para avaliarmos a estabilidade termodinadmica do buraco
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negro, pois, se Cy > 0, isto implica que o buraco negro serd termodinamicamente estivel, e
se Cy < 0, teremos uma soluc¢do instavel [71]. Portanto, na solu¢ao usual, como a capacidade
térmica serd sempre negativa, o buraco negro € instavel, mas na solugdo regularizada, a solu¢ao
¢ instdvel apenas se 0 < a < rygs/ V2, pois a capacidade térmica é negativa, e é estdvel se
rus/ V2 < a < rys, ja que neste intervalo a capacidade térmica é positiva. Por fim, quando
a tende para ryg, a capacidade térmica tende a zero. A Figura 9 mostra o comportamento da

capacidade térmica em fun¢do de ryg para alguns valores especificos de a.

Cylrs)
]
i ' hwarzschil
00 - i Schwarzschild
[ J a=0.2
./
'd
L gt et oy mmpmmremia=0s,

s

1.5 2.0
----- ~"a=0.8

_60 =
Figura 9: Capacidade térmica em fun¢do de ryg. Fonte: proprio autor.

Por fim, vamos avaliar a energia livre de Helmholtz, dada por F = m — TS [70].

Substituindo seus valores e deixando tudo em fung¢do de ryg, vamos obter:

/2 2 2 2
rg+a r —da

H ryg rgs HS
F = - s= ¥ 25—

2 471:(r121 +a?) 2 47[1%15
2 2 2 FJ%IS—02+FHS
Fslo— J1-S- | 1-5—+ % L (465
"Hs "us Ths a

onde Fs = rys/4 é a energia de Helmholtz da solugdo usual (isso pode ser determinado por
substitui¢do direta, pois m — TysSs = rys/2—1/ (47rrH5)7rr[2{S = rgs/4). O resultado continua
consistente, pois quando a — 0, S — Sg e recuperamos o resultado usual Fg. Aqui, também
temos uma dependéncia nao trivial da solucdo de F' com relacdo a a e rgs, € quando a — rys,
ao contrario das outras grandezas, F' ndo tende a zero, mas sim para 2Fg. A Figura 10 mostra

o comportamento da energia livre de Helmholtz em funcao rgg para alguns valores especificos

de a. Vemos, nesta figura, que F' > 0 em todos os casos exemplificados. A energia livre de



89

Helmholtz esta relacionada com a estabilidade global da solucdo, enquanto a capacidade térmica
indica a estabilidade local. A solu¢do € globalmente estavel se F' < 0 e globalmente instavel se
F > 0[72], que € o nosso caso, logo, temos que a solucdo, de forma global, € instavel.

Um comentério geral que ocorre em todas as grandezas calculadas nesta secdo é
que todas elas tendem aos seus valores usuais, isto €, aos resultados validos para a solugdo de
Schwarzschild (@ = 0), quando rys — oo. Isto porque, neste limite, a razdo a/ryg tende a zero,
ou seja, este termo passa a ser desprezivel, gerando o efeito andlogo ao de fazer a = 0, que,

como vimos, faz com que recuperemos os resultados da solucdo de Schwarzschild.

F(rhs)
L \
08 \ = Schwarzschild
[ \
[ “ a=0.2
06 [ \ a=0.5
. .
r N e - a=0.8
0.4 -
0.2 -
L L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | rHS
0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 10: Energia livre de Helmholtz em funcao de rgygs. Fonte: préprio autor.

4.5.2 Orbitas circulares da solugio de Simpson-Visser

Um resultado importante que podemos encontrar € o das Orbitas circulares possiveis
para esta solucdo, isto €, se é possivel uma particula massiva ou a propria luz realizar uma tra-
jetdria circular em torno do buraco negro regular ou buraco de minhoca de Simpson-Visser,
dependendo do valor de a. Uma forma de avaliarmos isto € definindo a energia potencial efe-
tiva (V. ry) do sistema formado pelo buraco negro regular/buraco de minhoca e uma particula
massiva ou um féton. Apds a determinacdo desta energia potencial, pode-se aplicar a condi¢cdo
basica para que uma 6rbita possa ser circular, ou seja, que seja um ponto de equilibrio (ou, em
termos matemadticos, um ponto em que a derivada em relacdo a coordenada radial da energia
potencial seja nula), conforme [21,73]. Existem dois tipos basicos de Orbitas circulares, a 6rbita
estavel e a instdvel. A Orbita estdvel é aquela em que, nas vizinhangas do ponto de equilibrio,

"

a concavidade da funcgdo € positiva, ou seja, V, > 0, e a instavel, sua concavidade é negativa,

portanto, e’}f < 0[74].
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O raciocinio comega analisando a métrica, porém vamos diferenciar as coordenadas

em relagdo ao tempo proprio:

ds 2_ 1 2m dr\? 1 2m L rar\?
(E) __( _¢r2+a2> (E) +( ‘vr2+a2) (E) i
doN? 5 [(do\*

Devido a simetria esférica, podemos simplificar a nossa anélise supondo 6 = /2 e

(' +d?)

trabalhar com o problema equatorial. Definindo (ds/ d'r)2 = g, podemos reescrever a equacao

(4.66):

2m di\* om N\ N dr\? ., (do\?
= (1) (@) () (@) e (G) - e

Agora € importante fazer duas definicdes que serdo imprescindiveis para a andlise da energia
potencial efetiva que sdo a da energia por unidade massa, que sera definida por E, € 0 momento
angular por unidade de massa, que serd definido por L. Segundo [60], podemos escrever essas

grandezas pelas seguintes formas:

dt o0 do 33
778 g7 8 (4.68)

Portanto, sabendo que g% = 1/gp0 e g*° = 1/g33, e que goo = —(1 —2m/Vr? +a?) e g33 =

2 +a?, vamos obter os seguintes resultados para E e L:

2m dt 2 2 d¢
E=—(1—-——)—;L= —. 4.69
( «/r2+a2) dt (r+a )dT ( )
Substituindo estes resultados em (4.67), obtemos:

2m -1 dr 2 [?
=|1- — —E? — —_— 4.70
‘ ( \/r2+a2> +(d’6> ]+r2+a2’ (4.70)

em que podemos isolar o termo (dr/dT)? e obter o resultado:

dr\? 2 2m L?
(Y (i 2 Y (e 2, -

Seguindo 0 mesmo raciocinio de [21], podemos estabelecer a seguinte defini¢ao:
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dr\? 2
’r =E* —Vos(r), 4.72)

logo, comparando a equagdo (4.71) com a (4.72), facilmente chegamos na expressio para V,y:

2m L?
Veff(r) = (1 — \/m) <r2+a2 —8) . 4.73)

Para a luz, como ds®> = 0, vamos ter o valor 0 para (ds/d7)?. Para uma particula
massiva, temos que ds> = —dt?, logo (ds/d”L')2 = —1 [21]. Portanto, vamos ter € = 0 para
fotons, e € = —1 para particulas massivas. Vamos comecar analisando as possiveis Orbitas
circulares para fotons, também chamada de esfera de f6tons. Fazendo € = 0 na equagao (4.73),

vamos obter o valor da energia potencial efetiva para particulas ndo massivas:

2m [?
Verr(r) = (1 — m) (r2+a2) . (4.74)

O préximo passo € impor a condi¢@o para se ter uma Orbita circular que foi definida no inicio

desta secdo, ou seja, Ve’ff(r) =0:

3m 1 2L%r
l _ 2 o _ _ 2 2y —
Vope(r) =2L°r <(r2+a2)5/2 (r2+a2)2> BCESEE Bm—Vr*+a?)=0. (4.75)

Temos duas solugdes possiveis. A primeira seria r = 0, porém essa solu¢do nao € razodvel,

pois ndo € possivel haver uma orbita na origem do buraco negro ou na garganta do buraco de

minhoca. Logo, devemos considerar apenas a segunda opcao que é dada a seguir:

Vri+a?=3m—r==44/(3m)?—d2. (4.76)

Considerando que o nosso universo seja aquele em a coordenada r € positiva, entdo vamos
ter r = /(3m)? — a?. Vemos, primeiramente que o resultado é consistente com o da solugdo
de Schwarzschild quando fazemos a = 0, pois nela a posicdo da esfera de fétons € r = 3m
[62]. Também € importante notar que para este resultado ser possivel, o argumento na raiz
quadrada deve ser positivo para que r seja real. Logo, deveremos ter a < 3m, o que implica
que podemos ter um buraco negro regular, qualquer que seja o parametro a, uma vez que o
buraco negro regular corresponde a 0 < a < 2m, podemos ter um buraco de minhoca de via-
Unica, a = 2m, e também um buraco de minhoca tipo Morris-Thorne, desde que 2m < a < 3m.

Logo, para buracos de minhoca em que a > 3m, nao € possivel obter drbitas circulares para
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fotons. Podemos agora analisar se essa Orbita € estavel ou instdvel analisando o sinal de Ve’}f

em r=/(3m)? —a?:
" 212 2 g2(372 — 42 2 2
Vers(r) :m[ r’+a*(3r-—a°) —3m(4r- —a”)| 4.77)
212
1O _ e~ G (G~ (79

Como (3m)2 > a2, o resultado de (4.78) sera sempre negativo, consequentemente, a Orbita sera

instavel, como podemos ver na Figura 11.

Vet (1)

0.006
0.004

0.002

-0.002

Figura 11: Energia potencial efetiva para particulas ndo massivas. Consideram-se m = 0,25 e
L = 1. Fonte: proprio autor.

Agora vamos analisar a energia potencial efetiva de particulas massivas. Basta fa-

zermos € = —1 na equacdo (4.73), que ird resultar em:

2m L?
Veff(r) = (1 — \/m) (r2+a2 + 1) . 4.79)

Vamos repetir os mesmos passos que fizemos para o caso de particulas ndo massivas. Comece-

mos impondo a condigdo V! =0

p 2r

Vopp(r) = 7 [((3m — /12 +a2)L* +m(r* +a*)] = 0. (4.80)

(r2+a?
Vamos novamente eliminar a solucdo r = 0. Porém, vamos fazer uma andlise um pouco di-

ferente desta vez. Vamos denotar por L. o momento angular por unidade de massa da 6rbita

circular, e r,, a posi¢do radial desta 6rbita. Assim, vamos obter:
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(3m — W)Lg+m(rg+a2) =0— L, :\/ ) ' (4.81)
r2+a>—3m

A equacdo (4.81) descreve o momento angular por unidade de massa de uma particula em
fun¢do da posi¢do da 6rbita circular, ou seja, temos uma infinidade de possibilidades desde
que elas obedecam a esta equacdo. Mas, podemos determinar qual € a menor Orbita possivel
minimizando o valor do momento angular [21]. Essa orbita é chamada de innermost stable
circular orbit ou ISCO. Antes de determinarmos qual € este valor, € interessante observar que
a expressao para L. possui também uma razoabilidade com o resultado newtoniano, pois, neste
caso, se considerarmos uma orbita circular na teoria de Newton, teremos que GM / rg = a)zrc,
mas como L. = @r2, entdio GM/r? = L2/r?, que resulta em L. = v/GMr,, o que é préximo
do resultado que obtemos na equacao (4.81) se considerarmos r. > a, pois neste caso teremos
L.~ /mr. (lembre-se de que m ndo € apenas a massa, ela possui a constante G e velocidade da
luz agregadas, de modo que, se considerarmos m = GM /c?, fazendo ¢ = 1, vamos obter m = GM
e, consequentemente, L. ~ v/GMTr,, recuperando assim o mesmo resultado newtoniano). Outra

consisténcia que obtemos é quando fazemos a = 0, pois iremos obter:

2
e (4.82)

L} =
re—3m’

c

que € o mesmo que se obtém para o caso da solu¢do de Schwarzschild [62]. Agora vamos obter

o ISCO diferenciando parcialmente a expressdao da equagdo (4.81):

JL. \/\/ 2+a 3m [mrC r:+a? —6m2rc] 4.83)

dre (\/r2+a*>—3m)?
aLc e 1 re+a®—6m (4.84)
ar. 2 \/\/m_g)m Vm(r+a?) | \/r:+a*—3m
dL. 1 2 1

L e _ . (4.85)
Ire 2\/\/r§—l—a2—3m Vrita:  \/ri+a®=3m

A condi¢do para minimizarmos o valor do momento angular é dL./dr. = 0, na qual, eliminando

a solucdo r. = 0, vamos ter:
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2 1
— =0—1\/r2+a?>=6m—r.=/(6m)?—a?, (4.86)
r2+a? r:+a?—3m

onde este valor para r. corresponde a menor Orbita circular estavel possivel (ISCO). Nova-
mente, vemos a consisténcia do resultado com relacdo a solucdo de Schwarzschild, uma vez
que, para a = 0, r, = 6m, exatamente o valor obtido no caso de Schwarzschild [62]. Aqui nota-
mos que o intervalo de validade desta solu¢do (para que r, seja real) em relagdo ao parametro a €
0 < a < 6m, ou seja, podemos ter um buraco negro regular para qualquer parametro a, buraco de
minhoca de via-tinica, e buraco de minhoca do tipo Morris-Thorne para 2m < a < 6m, ou seja,
para buracos de minhoca em que a > 6m, ndo é possivel obter 6rbitas circulares para particulas
massivas. A Figura 12 mostra a energia potencial efetiva em fun¢do de r para particulas massi-
vas. Nota-se claramente que existe um ponto de equilibrio em todos os casos, mas que € prati-
camente um ponto de inflexdo, ou seja, ele estd no limite entre uma solucao estdvel e instavel,

por isso dizemos que € a menor Orbita estavel possivel.

Veir (1)
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Figura 12: Energia potencial efetiva para particulas massivas. Consideram-se m = 0,25e
L = 0,866. Fonte: proprio autor.

E interessante notar também que podemos escrever esses resultados em fungdo dos
resultados da solugdo de Schwarzschild em que o fator /1 — a?/k? aparece em cada um deles,

pois:
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a? a?
rF:3m 1— 3 2:rFS 1_T (487)
(3m) ks
a2 a2
rp=6my|1— ez = Tis 1——, (4.88)
(6m) s

onde rr € a posicdo da drbita circular de particulas ndo massivas (esfera de fotons) da solugdo
de Simpson-Visser, rrg € a posi¢ao da orbita circular para fétons da solu¢ao de Schwarzschild,
r7 € posicao da menor Orbita circular estavel para particulas massivas (ISCO) da solucao de
Simpson-Visser, e r;s é a posi¢do da menor 6bita circular estdvel (ISCO) para a solucdo de
Schwarzschild. Logo, para fétons, temos o fator m com k = 3m, e, para particulas

massivas, k = 6m.
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5 REGULARIZACAO DE SIMPSON-VISSER PARA UMA CORDA NEGRA

No capitulo anterior, vimos como usar uma modificacdo da métrica de Schwarzs-
child e encontrar uma solucdo que faz um salto de um buraco negro para um buraco de minhoca
e que € regular, ou seja, ndo ha singularidades para os tipos de solu¢des encontrados para esta
métrica. Podemos estender esses resultados para outros tipos de solucdes fazendo o mesmo
raciocinio: analisar a métrica da solu¢do de um determinado problema que possua singularida-
des (solu¢do ndo-regular), fazer a mesma modificagdo usada por Simpson-Visser, isto €, fazer
a troca r> — r> +a?, e analisar a solucio novamente, para verificar a existéncia ou nio de
singularidades.

Nesse sentido, vamos fazer este procedimento para a solu¢do de um buraco negro
com simetria cilindrica, também conhecido como corda negra (black string). Tomaremos como

base o trabalho publicado por Lemos, em 1995, que pode ser encontrado em [2].

5.1 Soluc¢ao de um buraco negro cilindrico

Em Relatividade Geral, as principais solu¢des para buracos negros formam uma
familia de 4 parametros bdsicos chamados de familia generalizada de Kerr-Newman. Os 4
parametros sdo a massa M, o momento angular J, a carga elétrica Q, e a constante cosmoldgica
A. Todas essas solucdes possuem simetria axial (axissimétricas), e podem ser assintoticamente
planas (quando a constante cosmoldgica € nula), de de Sitter (se A > 0), ou anti-de Sitter (se
A < 0), portanto, o comportamento assintotico depende diretamente da constante cosmoldgica
[2].

Uma solugdo conhecida e mais bésica de buraco negro é a de Schwarzschild, em
que o seu horizonte de eventos se encontra em r = 2m em unidades onde ¢ = 1, e m = GM, em
que M € a massa do buraco negro. Pode-se facilmente constatar isso pela defini¢do matematica
de horizonte de eventos definida em (3.4.3), isto é, goo = 0, uma vez que, para esta solugdo,
goo = —(1 —2m/r). Essa solugfo possui simetria esférica, mas também podemos encontrar
solucdes com simetria cilindrica, pois esta simetria também € axial.

Esse tipo de solucdo € particularmente importante para a cosmologia, pois no es-
tudo da evolug¢do do Universo, nas transicdes de fase que podem ter ocorrido apds o big bang,

estuda-se os chamados defeitos topologicamente estaveis, como as cordas cOsmicas, que geram
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resultados muito interessantes como a flutuacdo de densidade que permite explicar a criagao
de galdxias [75]. As cordas cOsmicas sao assintoticamente cOnicas, logo possuem simetria
cilindrica [76], além de possuirem um déficit de angulo A¢ = 8wGLy, onde Ly € a densidade
linear de massa da corda, nas superficies ortogonais a corda [77]. Porém, nesse periodo do
surgimento e evolucdo do Universo, é provavel que também se tinha a existéncia de buracos
negros primitivos ou primordiais, que podem inclusive terem sido a fonte de matéria escura no
Universo e também as fontes de buracos negros supermassivos que podem existir no interior
das galdxias. Mais do que isso, esses buracos negros primordiais podem estar conectados as
cordas cosmicas e os efeitos gerados por estas podem ser afetados de forma significativa por
esses buracos negros e vice-versa [78]. Nesse contexto, podemos ter diversos tipos de solugdes
de buracos negros que podem fazer essa contraparte as cordas cosmicas, especialmente os que
possuem simetria cilindrica como os chamados de BTZ (Banados-Teitelboim-Zanelli), em 2+ 1
dimensdes, e as cordas negras, em 3 + 1 dimensoes [79]. Outra aplicagdo importante da corda
negra é no contexto de dimensdes extras, pois ela € a solucdo de um modelo de p-branas com
p =1, onde p é a quantidade de dimensdes espaciais extras além das 3 usuais, em que se tem
um volume de p+1 dimensdes de espaco-tempo. Em teoria das cordas, a corda negra descreve
uma D1-brana, em que basicamente, considerando que o nosso Universo seja representado por
uma brana (world-brane) em um espagco com dimensdes extras, um colapso gravitacional pro-
duz um buraco negro na brana. Portanto, cordas negras siao solu¢des das equacoes de Einstein
em dimensdes superiores [7].

Uma caracteristica importante que devemos ressaltar é que a solucdo de corda negra
¢ instdvel em um cendrio assintoticamente plano, como os que normalmente trabalhamos em
Relatividade Geral, ou seja, se a constante cosmoldgica for nula, ndo € possivel ter corda negra
estavel [80]. Esta solu¢do exige, portanto, a presenca de constante cosmologica nao nula e a
mesma deve ser negativa (o espaco deve ser assintoticamente anti de Sitter) [2,6].

O que vamos fazer agora € encontrar uma soluc¢do exata de um buraco-negro ci-
lindricamente simétrico para as equacdes de Einstein com constante cosmoldgica negativa,
também chamada de corda negra [2]. Portanto, vamos trabalhar com coordenadas cilindricas,
ou seja, x* = (¢, r, ¢, z), em unidades em que ¢ = 1. Essas coordenadas variam segundo os
seguintes intervalos: f €] — oo, co[;r € [0, oo[; ¢ € [0, 27];z €] — o0, 00o[. Como vimos, para
este tipo de solucdo € necessdrio haver constante cosmoldgica. Portanto, € preciso fazer uma

modificacdo nas equagdes de campo Einstein para acrescentar a constante cosmoldgica A na
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equacdo:

G

1
Ruv—iguvR‘f’guvA: C—4Tuv7 (5.1)

em que esta constante foi tomada como sendo zero nos outros casos em que trabalhamos [42].
Agora € preciso definir como deve ser a métrica desse sistema para que esta seja determinada
pelas equacdes de Einstein. Devido a simetria axial (¢ — —¢ e z — —z mantém a métrica
invariante) e ao fato desta solugdo ser estdtica (t — —¢ mantém a métrica invariante), usando
um raciocinio andlogo ao feito para a métrica de Morris-Thorne, na secao (3.3), chega-se a

conclusdo que métrica deve ser ortogonal. Mais do que isso, ela deve seguir o seguinte padrao:

dr?
ds* = —f(r)dt* + —— +r*d¢* + a*r’dZ?, (5.2)
f(r)
onde a? = —%A > 0, sendo a constante cosmoldgica negativa, como mencionamos. Este ansatz

para a métrica € o mesmo usado em [2, 6]. Para resolvermos as equagdes de Einstein, devemos
calcular as componentes do tensor de Einstein usando a métrica definida na expressao (5.2).
Entretanto, para o nosso propdsito, s6 € necessario usar uma componente do tensor de Einstein,
a componente Ggp. Seguindo o mesmo raciocinio do capitulo anterior, vamos trabalhar com
este tensor de modo que ele seja do tipo (1, 1), ou seja, na forma G%j. Desta forma, a equagio

(5.1) deve ser adaptada para:

G*y + 8E'A =8rGTH,, (5.3)

onde consideramos ¢ = 1. Portanto, vamos obter o seguinte valor para G%:

0o _ _14d
G 0— > - 7‘2 dl’[rf(r)]’ (54)

(1]

onde f'(r) = df(r)/dr. O tensor momento energia estard restrito apenas ao eixo “z”, exa-
tamente como se fosse uma corda infinita de matéria, ou seja, enquanto na simetria esférica
considera-se que a matéria colapsa no centro do sistema de coordenadas, na origem, aqui
considera-se que a matéria colapsou numa reta que coincide com o eixo “z”, como um fio
infinito. Portanto, podemos representar a componente 7°( por uma distribuicdo delta de Dirac,

por exemplo, por 7% = x&(r), onde k é uma constante. Como estamos interessados na regido

em que r # 0, podemos entdo assumir que, nessa regido, 7% = 0. Logo, teremos:
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1 d
0 0A _ _

A C
dirf(r)] = —Ar*dr — f(r) = —gr2 + =, (5.6)

r
onde C é uma constante de integracio. Mas ja vimos que —A/3 = . Definindo C = —b/«,

temos que:
fry=ar -2 (5.7)
or '

Portanto, podemos reescrever a métrica definida em (5.2):

2

b
ds* = — (a2r2 - —) dr* + ( +r2d9 + o’ ridz. (5.8)

ar aZr? — %)

Essa € a solug@o para um buraco negro que possui simetria axial e que se entende por todo o
eixo z, isto €, o horizonte de eventos ocorre dentro de uma regido circular e que se mantém ao

longo do eixo z de —o a co. O horizonte de eventos pode ser determinado simplesmente fazendo

goo = 0:

22 b 1/3 b/3
o ——=0—>ar=>b" —r=rgr=—. (5.9)
or o

Essa solu¢do ndo € regular, pois o escalar de Kretschmann do mesmo € dado por:

b2
RMYAPR, 0 p = 240" (1 + 2a6r6) : (5.10)

portanto, € singular em r = 0. Outro resultado interessante € que o escalar de Ricci serd cons-

tante e proporcional a constante cosmoldgica, pois, supondo r # 0, teremos TH, = 0, logo:

1
R“v—§5#R—|—6\‘fA:O. (5.11)
Contraindo ¢ com Vv:
4
R—ER:—4A—>R:4A. (5.12)
Como A = —3a?, teremos R = — 1202, logo, o sinal do escalar de Ricci serd o mesmo da

constante cosmoldgica, nesse caso, negativo. Além disso, vemos claramente que de fato essa
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solucdo ndo serd assintoticamente plana, ja que o escalar de Ricci é uma constante diferente de
zero, logo, no limite assintdtico, o escalar de Ricci serd diferente zero, evidenciando que existe
curvatura quando nos afastamos da fonte da corda negra.

Nosso objetivo agora € tentar encontrar uma solucdo regular a partir desta solugcdo

basica de uma corda negra sem rotacao.

5.2 Regularizacao da solucao de uma corda negra

Para fazer a regularizacio, novamente vamos fazer a mudanga em r para acrescentar
o parametro a, de acordo com o que foi feito em [21], e fazer as andlises pertinentes da solu¢@o

para os possiveis valores deste parametro. A métrica passard a ter a seguinte a forma:

b )dt2—|— ar’ +
2 2 b
avrita (az(r2+az) R ,zﬂ,z) (5.13)

(r2 +a2)dq>2 + 062(1‘2 + az)dzz,

ds* = — (Ocz(r2 —I—aZ) —

onde a coordenada r, assim como definimos para a métrica de Simpson-Visser na equagao (4.3),
varia no intervalo de —oo a oo,

Vemos, por exemplo, que a fungdo f(r) agora sofreu uma modificagdo em relagdo
aquela que determinamos na equacdo (5.7), em que ela tem comportamentos diferentes a de-
pender do parametro a como detalharemos na sec¢do seguinte e que pode ser vista na figura

abaixo:

Black String usual

_al a=0.2
a=0.5

i - a=0.8

Figura 13: Funcao f(r) da solu¢do regularizada para alguns valores especificos de a.
Consideram-se o =2 e b = 1. Fonte: proprio autor.

Por questdo de simplicidade, iremos fazer uma mudanca de coordenadas nesta

solucdo que serd apresentada na secdo seguinte de uma forma mais detalhada.
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5.2.1 Mudanca de coordenada na métrica

Uma forma mais simples de realizar a regularizacdao de Simpson-Visser e de vi-
sualizar os resultados, principalmente as transicdes entre buraco negro e buraco de minhoca
dependendo do parametro “a”, é fazer uma mudanca na coordenada radial:

P=rr+d® —>7=+Vr2+d. (5.14)

Este processo € similar ao encontrado em [81], entretanto neste trabalho o autor chama a nova

coordenada por R, enquanto estamos nomeando esta nova coordenada por 7. Assim:

.
r=tVR—a? s dr=+——12 (5.15)
-2 2
7 —a

-2 12 -2

) rdr B dr
dr = 5= = = (5.16)

I

Assim, podemos reescrever a métrica (5.13) da seguinte forma:

dr?

b
__?)dtz—'— 2 2_ b
: <1—§—2> (a7 — &)

+72do> + o’ dZ>. (5.17)

que pode ser reescrita em fungdo da posicdo do horizonte de eventos 7y = p'/3 Ja:

-3 -2
d
ds* = a7 (1 _ ) dr* + d S+ A’ + PP (5.18)
r o2 (1 — —2) (1 — —gf)

Antes de determinar os tensores € os invariantes de curvatura, vamos realizar a

mesma andlise das curvas radiais nulas, isto é, vamos fazer ds* = d ¢ = dz = 0 para obter:

dr 2.2 ™ a

Como 7 = £V 72 + a2, para r = 0, vamos ter 7 = %a, logo, a é o valor minimo que a coordenada
radial podera ter, semelhante a “garganta” de um buraco de minhoca. Se a > 7y, como 7 > a,
pois esse € o intervalo natural de validade de 7, além de que o radicando deve ser positivo
para que o resultado de (5.17) seja real, o que s6 € verdade neste intervalo para 7, o horizonte

de eventos nunca serd alcangado, isto €, o termo temporal da métrica nunca se anulard, o que
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implica que dr/dt sera sempre diferente de zero, exceto em 7 = a, mas esse valor se encontra
fora do horizonte de eventos. Portanto, essa solugdo € caracteristica de um buraco de minhoca
atravessavel, porém nao € do tipo Morris-Thorne, ja que sua simetria nao € esférica, mas sim
cilindrica (para mais informacdes sobre buracos de minhoca cilindricos, consultar [82]). Se
a =7y, significa que em 7 = a vamos ter um horizonte de eventos, exatamente na “‘garganta”
do buraco de minhoca, semelhante ao exemplo de Simpson-Visser. Portanto, vamos ter um
buraco de minhoca com via-tinica de movimento. Por fim, para a < 7y, o horizonte de eventos
poderd ser alcangado em um valor diferente do valor minimo a, pois este possui um valor
menor que o do horizonte e a coordenada 7 pode assumir qualquer valor maior ou igual a a,
consequentemente, a medida que a coordenada se afastar do valor minimo que € o préprio a,
ela se aproximard e um determinado ponto atingird o horizonte, indicando a entdo uma solugdo
de buraco negro.

A Figura 13 deixa essa andlise bem clara, em que podemos usar uma argumentagao
muito similar A que fizemos ao analisar a Figura 5, onde aqui temos b'/3 /a =0,5 e temos os
trés tipos de solugdes (buraco negro regular, buraco de minhoca one-way, e buraco de minhoca
atravessavel) para os valores a = 0,2, a = 0,5, e a = 0,8, respectivamente. Assim como na-
quele caso, temos que para a = 0,2 a fungdo f(r) cruza o eixo r um pouco antes de 0,5, pois
o horizonte de eventos se encontra em \/b%/3 /o2 — a2, conforme veremos na sec¢io 5.3, para
a = 0,5, a funcdo cruza o eixo r em r = 0, o que € esperado para o buraco de minhoca com
horizonte na garganta, e para a = 0,8, a fun¢do ndo cruza o eixo r, indicando a auséncia de
horizonte e, portanto, mostrando que se trata de um buraco de minhoca atravessavel. E impor-
tante ressaltar que, na Figura 13, estamos usando a coordenada r, enquanto que na andlise que
foi feita nesta secdo, estamos trabalhando com a nova coordenada 7, mas as propriedades da
métrica continuam sendo validas, pois, como vimos no Principio da Covariancia Geral, a fisica
deve permanecer igual mediante qualquer transformacgdo de coordenadas. Isto explica o fato da
métrica ter as mesmas propriedades tanto na coordenada » como em 7.

Agora precisamos analisar os tensores € os invariantes de curvatura para analisar a
regularidade ou ndo destas solugdes e por fim analisar as equagdes de Einstein e as condi¢oes

de energia, assim como fizemos com a solu¢do de Simpson-Visser.
5.2.2 Tensores e invariantes de curvatura

Nosso trabalho agora é determinar os tensores de Riemann e de Ricci, assim como

os escalares de Ricci, contracdo de Ricci, e de Kretschmann, a partir da métrica definida na
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equacao (5.17). O primeiro passo € determinar as conexdes de Christoffel que podem ser de-
terminadas a partir da equagao (2.28), onde vamos obter os seguintes valores para os simbolos

nao nulos:

2P +7 _ oM (P —a?) (P -7y) 2P + 7
27 (7 ) 27
Fh 3 rH i (2?33 +7313q) ; F%z = az(az — r_zz)(r3 _??{); 5.21)
2r(r —a?)(r —7y) 7
42 2\(3 3
a*(a”—77)(F —Ty) 1
I3 = = HoTh =103 =T} =I5, = = (5.22)

Dados esses valores, podemos determinar as componentes nao nulas do tensor de Riemann:

RO — o (27,7 —2 ia%%, —2P) ; (5.23)
r

a?(a> —F) (2P +75)

R%p =R%p3 = o ; (5.24)
2 223 =3 2 =5
o (3a”ry — Ty =21
20,2 _ 2\(3 _ 3
a — J—

75
Aqui estamos seguindo o mesmo raciocinio do resultado de Simpson-Visser de utilizar o tensor
de Riemann com dois indices contravariantes e dois covariantes.

As componentes nao nulas do tensor de Ricci agora podem ser determinadas:

o?[a* (47 —75;) — 67

RY% = = ; (5.27)
3a’Ty — 6
Ry = &L azr; r), (5.28)
3 a OC ??_I 2
R =R = S| F+2) -3 (5.29)

Somando todas essas componentes, temos o escalar de Ricci:
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3a?a? (73 +21°)
= '

R= 1202+ (5.30)

Com as componentes do tensor de Ricci e com o escalar de Ricci podemos determinar as com-

ponentes nao nulas do tensor de Einstein:

o3P —a*(F +27)]

G% = — ; (5.31)
T
3 22 2
G11 = w; (5.32)
r
2.2 =3
o
G =G =302 -0 (% + 1) . (5.33)
r r

Por fim, a contracdo de Ricci e o escalar de Kretschmann sao:

18a% o (15, +27°) N 3at ot (379, + 4r, 7 + 87°)

R Ry = 360" - ; 5.34
uv & 2710 ( )
uvip 30t [at (1179 +47%) — 4> (37572 + 73,7 4 278))]
R Ruvip = 10 + -
1204 (7, +27°) '
7o '

Analisando as componentes do tensor de Riemann e os escalares de curvatura no valor minimo

de 7 que € a, ou seja, fazendo ¥ — a vamos obter os seguintes resultados:

o2 (73 +2a%)

R¥or = === (5.36)
R0 =R%03=0; (5.37)

2(73 3

o (ry —a
R, = R1 5 = L0 =) e ). (5.38)

R, =0:; (5.39)
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3062 =3 203
R= —12a2+%. (5.40)
120473, 90478
RMYRyy = 120 — ——11 4 =211, (5.41)
30t (379, 4 4a® — 4730
RMYAPRyap = G 5 ) (5.42)

Portanto, supondo a # 0, vemos que ndo ha singularidades na curvatura deste espago-tempo, ou
seja, temos uma solugdo regular para qualquer parametro a nao nulo. Porém, esta solucdo é um
pouco diferente da encontrada por Simpson-Visser, pois a sua métrica nao é assintoticamente
plana, o que pode ser visto quando fazemos a mesma anélise, porém com |r| — oo, pois todas
as componentes do tensor de Riemann tenderdo a —a?, o escalar de Ricci tenderd a —12a2, a
contracio de Ricci, para 36a* e o escalar de Kretschmann, para 24a*, ou seja, mesmo no “infi-
nito”, ou seja, bem distante da fonte que gera a curvatura no espago-tempo, ainda temos curva-
tura ndo nula dependendo da constante o, que por sua vez depende da constante cosmoldgica.
Seguindo 0 mesmo raciocinio usado em Simpson-Visser, vamos agora avaliar a matéria que

gera a métrica definida em (5.17) e analisar as condi¢des de energia.
5.2.3 Tensor momento-energia da corda negra e condigdes de energia

Seguindo o mesmo raciocinio do caso de Simpson-Visser, podemos definir as pressoes

do tensor momento-energia da seguinte forma:

T =p;TH=T5=p,. (5.43)

A principio terfamos que definir 72, = Py € T33 = p,, mas como G?, = G3, entiio teremos
T?, =T33, que serd uma pressio lateral p | . A componente T% serd —p, como vimos na secio
4.4).

As equacdes de Einstein para os tensores do tipo (1, 1), o caso do tensor de Einstein
e do tensor momento-energia, serdo as definidas na equacdo (5.3). Para os indices i e v iguais

a zero, vamos ter:

a’a® (P +273)
8n1GP

G% +8)A =81GT% — p = (5.44)

Para u e v iguais a 1 e a 2, respectivamente, vamos ter:
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G+ 8IA = $7GT!) = py = — 2L (5.45)

ranT LT P 8nGr? '

N I
a“o~(2r° +73;)
G*+ 85A=8aGT*, — p, = — H 5.46
2 2 2 Pl 167[G75 ( )
Fazendo agora p + p||» vamos ter:

o o?d?(P+2r;)  30’d® 2470 (P —T) (5.47)

PP "8G s1GP  8nGP '

resultado valido fora do horizonte de eventos, ou seja, para 7 > 7. Vemos, portanto, que o lado
direito da equacdo (5.47) sera negativo sempre, uma vez que todos os termos ali serdo positivos,
porém existe um sinal de menos multiplicando toda a expressdo. Isto implica em p + p; <0,
ou seja, a condi¢ao nula de energia novamente € violada.

Considerando a regido no interior do horizonte de eventos, onde 7 < 7y, temos
que inverter as caracteristicas do tipo-espaco e do tipo-tempo, o que implica em 79, = p|e
T'; = —p. Fazendo um raciocinio anilogo ao que fizemos para a regidio fora do horizonte,
isto €, resolvendo as equacOes de Einstein para os indices 0 e 1 e somando a densidade de

massa-energia com a tensao radial, teremos:

30a®  a?a(P+27)  2a70%(P —7)
8TGF 8nGP 8TGP

que neste caso também serd sempre negativo, o que implica que a violagc@o da condicao nula de

: (5.48)

energia ocorrera em todos os casos. A Figura 8 mostra as fungdes p, p|, e p + p| dentro do
horizonte de eventos. Podemos entao fazer uma generalizacao desses resultados para ambos os

casos, dentro e fora do horizonte de eventos:

202 02| — 7|
8nGP

p+p|=— (5.49)

Concluimos que a regulariza¢ao da métrica da corda negra segue o mesmo padrao da
regularizagdo da solucio de Schwarzschild feita por Simpson-Visser: ela pode gerar um buraco
de minhoca ou buraco negro dependendo do parametro a utilizado na métrica, suas solucdes
sdo todas regulares (sem singularidades) se a # 0, porém as condi¢des de energia do sistema
sdo violadas, ou seja, o tipo de regularizacdo feito por Simpson-Visser trds como consequéncia
a violacao das condic¢des do sistema, andlogo ao fizemos ao que analisar o buraco de minhoca

de Morris-Thorne [21].
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Um outro ponto importante para efeito de comparacao € que ao fazer a = 0, ou seja,
recuperando a solugdo da corda negra usual, vamos obter o resultado trivial p = py = p, =0, 0

que ¢é consistente com a nossa andlise da se¢do (5.1), ja que para r # 0, temos que ter T#, = 0.

5.3 Aplicacoes da solucao regular de uma corda negra

Até agora, ja estudamos a geometria de espaco-tempo descrita pela métrica de uma
corda negra regularizada, onde concluimos que podemos ter solucdo para buraco negro ou bu-
raco de minhoca, dependendo do parametro a, e verificamos que se trata de uma solugao regular
para a corda negra, ou seja, sem singularidades. Depois fizemos uma anélise das condi¢des de
energia desse sistema, em que chegamos a conclusdao de que estas serdo sempre violadas, seja
dentro ou fora do horizonte de eventos.

Nesta se¢do veremos algumas das aplicagdes para esta métrica, que sdo algumas
propriedades termodinamicas, e as possiveis Orbitas circulares estaveis ou instdveis para fétons e
particulas massivas. Para essas andlises, trabalharemos com a métrica na forma (5.13), seguindo
a metodologia de Simpson-Visser em [21]. E importante notar que, nesta forma, a posicdo do
horizonte de eventos serd diferente, ja que gogp possui uma outra forma (por isso ndo devemos
confundir esta posi¢cao com 7y, pois sdo coordenadas distintas). Definindo esta posi¢do por ry,

temos que:

rg ==+ rlzﬂ —a?, (5.50)

onde, como ja vimos, rg; = b'/3 /o Vemos que este resultado é semelhante ao que vimos na
solucdo de Simpson-Visser. Por questdao de simplicidade, vamos trabalhar apenas com sinal

positivo da coordenada r e, consequentemente, apenas com este sinal na equagado (5.50).
5.3.1 Termodindamica da corda negra regular

Nosso objetivo € seguir o0 mesmo raciocinio usado na solu¢do de Simpson-Visser
para obter as propriedades termodinamicas do buraco negro regular, porém agora usando a
métrica da corda negra regular. Assim como fizemos em (4.5.1), vamos primeiro calcular a tem-
peratura de Hawking, a entropia, capacidade térmica, e, por fim, a energia livre de Helmholtz.

Sabendo que o termo da métrica gog é dado por —[a®(r? 4+ a?) — b/ (a\/r? +a?)],

usando a equagdo (5.16), podemos determinar a temperatura de Hawking da corda negra regular:
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(5.51)

onde Ty; = 3a’ryr/(47) é a temperatura da solu¢do da black string comum [71, 83]. Aqui
podemos ver o mesmo padrao observado em [21], isto é, temos um fator de correcdo em relagao
a solu¢do nao regular do tipo m, onde k = ryr. Vemos que, para a = 0, recuperamos
a solucao usual da black string, mostrando sua consisténcia. Quando temos a < rgyr, a tempe-
ratura tende a diminuir em relacdo a Ty;, de modo que, a medida em que a — ryr, Ty tende
a zero, tal que este é atingido quando temos o caso do buraco de minhoca de garganta extrema
onde a = ryr. Para a > rygy, o resultado obtido em (5.51) ndo € mais vélido, o que € razodvel,
uma vez que neste intervalo ndo temos mais um buraco negro e sim um buraco de minhoca sem
horizonte de eventos.

A Figura 14 mostra gréaficos da temperatura de Hawking em funcao de ry; para a
solucdo usual da corda negra e para a solucdo regular da corda negra com diferentes valores

para o parametro a.

Th(rL)
20
Black String usual e

L o
1.5+ a=0.2 it

L .

a=0.5 R :
‘/

o - a=0.8 -
1.0 ’.’

L K

L
L

k ‘l‘
0.5 e

L 4

Al‘
'
1
L i L L L L L L L L L L L L L L L L L L rHL

Figura 14: Tempe}atura de Hawking em funcdo de rgyz. Considera-se o = 2. Fonte: préprio
autor.

Agora, podemos escrever o parametro b, definido na métrica da corda negra, por

4M [73]. Logo, como b = &> (r3, +a?)*/?, temos que:

3
dM = Zoﬁrm [r? +a*dry. (5.52)

Agora, podemos escrever Ty em fungdo de ry e integrar a expressdo dM /Ty para obter a entro-

pia:
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: (5.53)

onde S; = (ot /2) 77’”1%1 ; € aentropia da black string usual [71,83]. Vemos que a forma da entropia
segue exatamente o mesmo padrdo da solu¢cdo da entropia para o caso de Simpson-Visser. A
Figura 15, de maneira andloga a figura 14, mostra a entropia em funcdo de ry; para valores

especificos de a.

S( L)
15
‘/
/
e Black String usual Ry
/7
a=0.2 R
4

10 - a=0.5 ¢

----- - a=0.8

4
/
4__'(,‘1))"1/?‘.‘1‘“‘1““1

0.5 1.0 15 2.0
Figura 15: Entropia em funcio de rgz. Considera-se o@ = 2. Fonte: proprio autor.

MHL

Podemos agora calcular a capacidade térmica:

amM d}”[-[ /
v d}”H dTH ra rH+a VL

onde Cyy = anr,zﬂ € o valor da capacidade térmica da black string usual (podemos determinar

(5.54)

este resultado de forma direta fazendo a diferenciacdo dM /dTyy, sabendo que dM /dTy; =
(dM /dryp)(dryr/dTyr), M = Oc3r[3{L/4, e que Ty = 3a’ryr/(4m)). Vemos que ela segue
exatamente 0 mesmo padrdo da temperatura, ou seja, temos o fator /1 —a?/ rIZqL corrigindo
o valor usual da capacidade térmica, portanto, pode-se recuperar o resultado usual fazendo
a =0, como se esperava. Vé-se, na equagao (5.54), que Cy serd sempre positivo, assim como
Cy1, indicando que essa solucdo serd sempre estavel [84], sem possibilidades de evaporacao,
por exemplo. Aqui temos uma diferengca em relacido ao resultado de Simpson-Visser, dado
na equacdo (4.64), pois 14 tinhamos uma transi¢do de fase em a = ryg/ V2 devido ao fator
(1—2a%/k*)~! que era presente na sua expressdo matematica e que nio aparece na equagio

(5.54), o que explica a ndo ocorréncia de transicdo de fase para a capacidade térmica da corda
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negra.
A Figura 16, de maneira andloga a figura 14, mostra a capacidade térmica em funcao

de rgy para valores especificos de a.

Cv(fu)
25
Black String usual S
20 a=0.2 o
: a=0.5
Broa. - a=08 o

1 1 1 1 1 1

L

Figura 16: Capacidade térmica em funcdo de rgr. Considera-se & = 2. Fonte: proprio autor.

Por fim, vamos obter a energia de Helmholtz. Usando o fato de que M = b/4 e

usando as equagdes (5.51) e (5.53), vamos obter:

(5.55)

onde Fy = —oc3r131 1 /8 é aenergia livre da solugdo usual (basta resolver a expressdo M — Ty S; =
o’riy [4—[3a%ryL/ (47)](amry, /2) = —o’r3; /8). Aqui podemos ver um padrio semelhante
ao que € encontrado na regularizacdo do buraco negro tipo BTZ [70], quando a esta préximo de
zero, a energia é negativa, porém, quando a se aproxima de ry7, a energia passa a ser positiva.
Logo, devido a mudanca de sinal de F (caracterizando uma transicdo de fase para F'), essa
solucdo pode ser globalmente instdvel para alguns valores especificos de a que fagcam F > 0,
mesmo que localmente ela seja estavel para qualquer a.

Em relacdo a solu¢do de Simpson-Visser, essa solucao também possui uma forma
diferente da que deduzimos em (4.65), embora elas tenham o mesmo fator mS /Su,
onde Sy designa a solucdo usual da entropia (Ss para a de Schwarzschild, e S; para a corda
negra usual). A principal diferenca estd no fato de que na solu¢c@o de Simpson-Visser ndo havia
transi¢cao de fase, onde F era sempre positiva, € no caso da corda negra regular, existe a transi¢ao

de fase. A Figura 17, de maneira analoga a figura 14, mostra a energia livre de Helmholtz em
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funcao de ryy, para valores especificos de a.

F(rL)
2T T T ~—._
i ~—
\h
e ~
L CTmesl TS e e e (T ]
0 0.5 10w 15 20
_2 -
—4r Black String usual
r a=0.2
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AN TEE - a=0.8 \,
[ %
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Figura 17: Energia livre de Helmholtz em funcao de rgyy. Considera-se oo = 2. Fonte: préprio
autor.

5.3.2 Orbitas circulares na corda negra regular

Para obter as possiveis Orbitas circulares da corda negra regular, devemos seguir o
mesmo procedimento que fizemos em (4.5.2), ou seja, vamos usar a métrica da solucao regula-
rizada da corda negra para relaciond-la com a energia por unidade de massa e com o momento
angular por unidade de massa para definir a energia potencial efetiva. A partir desta, usaremos
as mesmas condi¢des mencionadas na solucio de Simpson-Visser para determinar se ha alguma
orbita circular possivel e se esta é estavel ou instavel.

Comecemos diferenciando a métrica em relacdo ao tempo préprio e vamos consi-

derar apenas a situacdo equatorial, ou seja, z = 0. Obtém-se o seguinte resultado:

ds 2 . 2,2 2 b dt 2
(#) = (e =) (7) -
202 2\ b “Hrary? 2, 2\ (49 ?

O termo do lado esquerdo da equacdo (5.56) pode assumir dois valores diferentes, dependendo
se a Orbita € descrita por um corpo massivo ou pela luz. De acordo com [60, 73], teremos os

seguintes resultados:

E=— (az(r2+az) — L) ﬁ;L = (r2+a2)—¢, (5.57)
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onde E e L sao, respectivamente, a energia por unidade de massa e o momento angular por

unidade de massa. Podemos substituir os resultados de (5.57) em (5.56) para obter:

€= az(r2+a2)——b B (I 2 +L—2 (5.58)
= PN dt r’+a* '

Facilmente podemos isolar (dr/dT)?:

ar\* _ 202, 2 b L
(%) _E +<a P ) (e= ) (5.59)

Usando a defini¢do que fizemos na equacao (4.72), podemos determinar a energia potencial

efetiva V, r7(r):

2 2\3)2 2
Veff(r) = az(ﬂ +a2) (] — (FI;:"—_ZZ))3/2> ( g> , (5.60)

r r2 +a?

—~

onde (r3 +a*)3? =b/a’.
O primeiro caso que podemos analisar € o da trajetdria circular da luz, ou seja,
queremos fazer € = 0 em (5.60) e usar a condig¢do V, ¢ = 0. Portanto, vamos obter os seguintes

resultados:

2 23\3/2
_ 272 (rg +a°) :
Verr(r)=o’L (1— (r2+a2)3/2>’ (5.61)

2 2)\3/2

V. s(r) = 302L2r (%) . (5.62)
Aqui podemos ver que a tnica solucao possivel para Vé / f(r) =0¢ér=0. Porém, r =0 implica
em 7 = a, ou seja, ou a luz estaria na garganta de um buraco de minhoca, caso a > 7y, ou estaria
dentro do horizonte de eventos de um buraco negro, caso a < 7y, portanto, claramente nao € uma
solucdo valida do ponto de vista fisico [21]. Logo, podemos concluir que ndo existem Orbitas
circulares para um féton em torno de uma corda negra. De certa forma, esse resultado possui
alguma similaridade com o que vimos na solu¢do de Simpson-Visser, pois 14, o resultado para a
orbita circular da luz dependia diretamente do resultado para a solug¢ao usual de Schwarzschild,
porém com o fator de correcao que depende do parametro a. Aqui, nao hd essa solucao de orbita
circular para a luz, porém, similarmente, ndo ha 6rbita circular para o féton na solug¢do usual

da corda negra (isso pode ser facilmente constatado quando fazemos a = 0 na equagao (5.62) e
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aplicamos a condi¢ao Ve’ = 0), logo existe uma relacdo entre eles, mas obviamente ndo existe
o mesmo fator de correcdo da solugdao de Simpson-Visser. A Figura 18 mostra uma comparagao
da energia potencial efetiva para particulas ndo massivas da solucdo usual, e da solucdo regular

com alguns valores especificos do pardmetro a.

Ve (1)
r
-0.05 |
Black String usual
a=0.2
L a=0.5
-ot0p 2208

Figura 18: Energia potencial efetiva para particulas ndo massivas. Consideram-se ¢ = 2,
b=1,e L= 1. Fonte: préprio autor.

Analisemos agora o caso da particula massiva. Fazendo o mesmo raciocinio que no

caso da luz, porém usando € = —1, vamos obter:
2 2\3/)2
rg+a
Veff<l’°) = 062 (1 — W) (L2+r2—|—a2); (563)
V() = o2r 3(L2+r2+a2)(r,29+a2)3/2 oo (r%{+a2)3/2 (5.64)
eff\") — (r2—|—a2)5/2 (r2+a2)3/2 ’ ’

Impondo V, ff(r) =0, supondo r # 0 e definindo L. como sendo o momento angular por unidade

de massa da orbita circular, e . como sendo o valor da coordenada radial da orbita circular,

podemos encontrar L. em funcdo de r., a, e rg:

2\5/2 2 2\3/2
+a ) <(r[—]+a ) 1) _(r3+a2) (565)

2
2 _ —
e (2 )P

2
rC
¢ 3(1%1 +a?)3/2

L2=—

c

5.66
3 3(r +a?)3/? (5.66)

(2 +a?) u&+fw1

Logo, vé-se claramente que essa expressao ndo pode ser vdlida fisicamente, pois o lado direito

da equacdo (5.66) € sempre negativo para quaisquer r., a, € ry. Como consequéncia, teriamos
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um momento angular complexo, o que ndo é permitido fisicamente. Portanto, também nao po-
demos ter Orbitas circulares para particulas massivas em torno de uma corda negra regular, o
que também ocorre para a solucio usual da corda negra (isso também pode ser facilmente cons-
tatado quando fazemos a = 0 na equagio (5.64) e aplicamos a condigdo V, = 0 para isolar L2).
Estes resultados sdo semelhantes ao caso da regulariza¢ao do buraco negro do tipo BTZ [70], em
que ndo € possivel encontrar Orbitas circulares nem para fo6tons nem para particulas massivas,
indicando uma semelhanca entre os dois tipos de solucdes, diferentemente do caso analisado
por Simpson-Visser, onde encontram-se 6rbitas para a esfera de fétons e para particulas mas-
sivas. Mas, assim como neste caso os resultados para a soluc¢ao regular se relacionam com a
nao regular, aqui no caso da corda negra, também temos essa relacdo uma vez que tais Orbitas
circulares ndo sdo permitidas nem para o caso usual (a = 0), nem para a solugdo regular (a # 0).
A Figura 19 mostra a energia potencial efetiva para particulas massivas da solucao usual e da

solugdo regular para alguns valores especificos de a.
Vert(r)

15

10

Black String usual

a=0.2
a=0.5
----- - a=0.8

Figura 19: Energia potencial efetiva para particulas massivas. Consideram-se ¢ =2, b =1, e
L = 1. Fonte: préprio autor.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como propdsito fazer breves revisdes sobre buracos negros e bu-
racos de minhoca para trabalhd-los em um método criado por Simpson e Visser que transforma
uma solucao de buraco negro nao regular em outra que interpola um buraco negro regular e um
buraco de minhoca do tipo Morris-Thorne. Feita a definicao deste método e seu uso em algu-
mas aplicagdes importantes, 0 mesmo método foi aplicado, de forma inédita, a uma solugao
de buraco negro com simetria cilindrica assintoticamente anti de Sitter, em que foram feitos os
mesmos passos que Simpson e Visser fizeram na andlise feita em [21] para verificar a regulari-
dade da nova solugdo e suas aplicacoes.

As revisoes, feitas no capitulo 3, mostraram as principais defini¢des de buracos
negros, singularidade da solucao destes e solu¢des sem singularidades chamadas de regulares,
além de definir o que sdao os buracos de minhoca, quais os critérios para que seja possivel
uma travessia humana por estes, € uma solu¢do matematica com todas as suas propriedades e
andlises matemadticas dos critérios como os tempos de travessia e a gravidade de maré que o
viajante deve enfrentar durante a travessia. Uma andlise da matéria que deve gerar um buraco
de minhoca atravessavel foi feita a partir do tensor momento-energia. Com o uso da condi¢@o
de flaring out, chega-se a uma violacao da condi¢do nula de energia, isto €, a matéria que deve
gerar esse tipo de solucdo deve ser do tipo exdtica que nao € fisicamente razoavel, ja que ela
viola essa e outras condi¢des de energia como a condi¢ao fraca.

Com os buracos negros regulares e buracos de minhoca definidos, foi apresentado,
no capitulo 4, o método de regularizagdo de Simpson-Visser, na qual € feita uma modificacao
na solucdo de Schwarzschild que consiste na mudanga da coordenada radial em que fazemos a
troca > — % + a2, na qual a é um pardmetro ajustdvel. Dependendo do valor deste parimetro,
pode-se ter uma solu¢do de buraco negro regular, um buraco de minhoca de via-tinica com
garganta extrema, ou um buraco de minhoca do tipo Morris-Thorne. Apds uma anélise dos
tensores e invariantes de curvatura, verificou-se que os mesmos nao possuem singularidades na
origem desde que a # 0, mostrando que a solugdo de fato € regular. Apds a analise da geometria
do espaco-tempo de Simpson-Visser, definiu-se o tensor momento-energia e, com as equagoes
de Einstein, pode-se fazer a andlise das condicOes de energia, onde obteve-se como resultado

a violacdo das mesmas tanto dentro como fora do horizonte de eventos, o que ja era esperado
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para o caso de um buraco de minhoca atravessavel (fora do horizonte obviamente), porém o
resultado se estende para os outros tipos de solugdes.

Com relacdo as aplicagdes da solugdo regularizada, fez-se uma andlise da termo-
dindmica do buraco negro regular com as defini¢cdes e célculos da temperatrura de Hawking,
da entropia, da capacidade térmica, e da energia livre de Helmholtz. Os resultados apresenta-
ram formas distintas entre si, porém todos tiveram alguns padrées em comum: recupera-se a
solugdo usual para o caso de Schwarzschild no caso em que a = 0, e eles s@o caracterizados pelo
produto destas solugdes usuais por algum fator de corre¢ao, que em diferente em cada caso, pos-
suindo, portanto, propriedades diferentes, mas todos possuem o fator 4/ 1 — a? / rIZJS, fator muito
caracteristico desse tipo solugdo, pois ele também aparece na posi¢ao do horizonte de eventos
(rg). Outra aplicacdo feita foi para o cdlculo de Orbitas circulares para particulas massivas e
nao massivas. Como resultado, que foi obtido através da andlise da energia potencial efetiva
Ver¢(r), tivemos um padrdo para os dois casos, pois para o caso de particulas ndo massivas, o
resultado também € o produto do resultado obtido na solu¢do de Schwarzschild por um fator
do tipo /1 —a?/k?, com k = 3m, enquanto que no caso de particulas massivas, a posi¢do da
menor Orbita circular estavel (ISCO) possui 0 mesmo padrao, porém vamos ter k = 6m.

Feita toda anélise do método de Simpson-Visser, consideramos a solu¢do ja conhe-
cida na literatura de uma corda negra e fizemos o mesmo procedimento de Simpson-Visser para
regularizar esta solu¢do. Com isso, tivemos resultados muito semelhantes aos encontrados por
eles, em que encontra-se uma interpolagcdo entre um buraco negro regular e um buraco de mi-
nhoca atravessavel, embora este ndo seja do tipo Morris-Thorne. A regularidade da solugdo
pdde ser demonstrada através da andlise dos tensores e invariantes de curvatura, que sao todos
finitos na origem desde que a # 0, onde a € o parametro usado para regularizar a solucéo.

Ap06s determinarmos a solucao e verificarmos a regularidade da mesma, também foi
feita uma andlise das condi¢des de energia relacionadas ao tensor momento-energia € mais uma
vez identificamos o mesmo padrao da regulariza¢ao de Simpson-Visser, isto €, a condi¢ao nula
de energia € violada dentro e fora do horizonte de eventos para qualquer tipo de solugdo, seja
buraco negro regular ou buraco de minhoca.

Ap6s essa andlise da curvatura e das condi¢des de energia, passamos para aplicagoes
basicas desta solu¢do. Primeiro analisamos as propriedades termodinamicas da corda negra e
verificamos que todas as grandezas calculadas, que foram a temperatura de Hawking, a entropia,

a capacidade térmica, e a energia livre de Helmholtz, sofrem alguma alteracdo em relacao aos
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seus respectivos valores na solugao nao regular usual. Nos casos da temperatura e da capacidade
térmica, essa alteracdo corresponde ao produto do valor usual das respectivas grandezas com
um fator de corregdo do tipo /1 —a?/k?, onde k = ry = b'/3 /@ que é a posi¢ao do horizonte
de eventos na solucdo usual. J4 nos casos da entropia e da energia de Helmholtz, a correcao é
mais complexa envolvendo ndo sé este fator, mas também uma funcdo logaritmica. Todas as
grandezas foram consistentes com o fato de que quando a — 0, recupera-se a solucao usual.
Ja no limite em que a — ryr, com exce¢do da energia livre de Helmholtz, todas as grandezas
tendem a zero. No caso da energia livre, ela passa de um valor negativo, da solucao usual, para
um valor positivo quando se aproxima de ryy.

Por fim, analisamos as possibilidades de drbitas circulares para f6tons e particulas
massivas. Como resultado, diferente do trabalho de Simpson-Visser, ndo foi possivel encontrar
Orbitas circulares para a corda negra regular em nenhum dos casos, pois, tanto para o caso
de fotons, como para particulas massivas, a unica solugdo se encontra em r = 0, o que nao €
razodvel fisicamente, pois estariamos dentro do buraco negro ou na “garganta” de um buraco de
minhoca. Mesmo que tentemos encontrar algum valor para o momento angular que minimize
a orbita circular no caso massivo, encontra-se um valor negativo para Lg, ou seja, teriamos um
momento angular complexo como solucdo, o que ndo € permitido fisicamente.

Como perspectivas futuras, pretende-se estender essa andlise para solucdes mais
complexas de corda negra, onde podemos considerar fonte de campo eletromagnético e mo-
mento angular (buraco negro com rotacdo) e fazer todas essas andlises, incluindo a estrutura

causal delas com o uso dos diagramas de Carter-Penrose.
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APENDICE A - ESTRUTURAS DE CARTAN E AS “TETRADAS”

Em Relatividade Geral € extremamente importante saber trabalhar no referencial
local do sistema uma vez que o mesmo ¢é localmente plano, ou seja, relagdes da Relatividade
Restrita sdo validas para esses referenciais, o que facilita muitos célculos que sdo necessarios
nas solucoes das equagdes de Einstein. Esse apéndice tem como objetivo introduzir o conceito
das estruturas de Cartan que irdo fazer a conexao do referencial global curvo com os referenciais
locais através das “tetradas”. Além disso, vamos demonstrar como deduzir os termos do tensor
de curvatura no referencial local que foram apresentados na secdo (3.3.1), nas equagdes de
(3.25) a (3.30).

Este apéndice serd construido com base em [85], portanto, todos os conceitos e
equagdes que serdo mostrados aqui podem ser encontrados nessa referéncia.

Uma base coordenada é uma constru¢do de um sistema de coordenadas na qual os
seus vetores de base sdo definidos por ¢, = d/dx*. As bases coordenadas néo sdo ortonormais
em geral, exceto a base cartesiana, o que muitas vezes dificulta alguns calculos, como os da
Relatividade Geral. Porém, existe uma alternativa a esse problema que consiste em construir
uma base ortonormal, também chamada de ndo-holondmica para simplificar nosso trabalho.
Fisicamente, essa base ortonormal construida € a base do referencial local de um observador, ou
seja, temos uma base global ndo ortonormal, mas dentro dela podemos uma construir localmente
uma base ortonormal.

Como j4 foi mencionado na secdo (2.1) sobre o Principio da Equivaléncia, € impor-
tante lembrar que o conceito de localmente significa que € preciso estar em um ponto e con-
siderar apenas as vizinhancas muito proximas deste, tais que os efeitos de mudanca no campo
gravitacional sdo despreziveis. Isto implica que esse referencial local s6 € védlido nas proximi-
dades de um determinado ponto, ou seja, se nos afastarmos muito deste ponto, temos que usar
um novo referencial local definido neste novo ponto, pois o referencial anterior ndo serd mais
vdlido ja que a mudanga de curvatura serd perceptivel.

Uma vez definida a base local, pode-se fazer uma transformacgao que relacionada
a base global nao ortonormal com a local com base na prépria métrica do espaco (ou espago-

tempo). E exatamente isso que serd tratado aqui neste apéndice.
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Mas antes, € preciso definir o que € uma base holondmica. Quando um conjunto de
bases € definido em termos das derivadas de suas respectivas coordenadas, ou seja, uma base
¢y definida como uma derivada parcial em relagdo a x*, essas bases sdo chamadas de bases

holondmicas ou bases coordenadas. Assim, temos a seguinte definicdo matematica:

. d
Por exemplo, um vetor contravariante escrito em uma base holondmica pode ser representado

por:

V=V, (A.2)

No entanto, é importante notar que esses vetores de base podem ndo ter norma
unitaria e também nao serem da mesma dimensdo. Isso fica explicito no caso em que tra-
balhamos com coordenadas esféricas, pois, segundo a equacdo (3.23), as normas de €3, €3
sdo, respectivamente, r e rsenf. No caso do vetor €}, para o espaco euclidiano onde ds* =
dr* + r2(d 02 + sen’0d q)z), sua norma € unitdria. Logo, esses vetores nao sdo ortonormais, em-
bora sejam ortogonais. Isso pode ser resolvido construindo uma base ortonormal que pode ser

formada em func¢do dessa base ndao ortonormal impondo a condic¢ao de que:

g(ép, éy) =ép -8y =Mnpp- (A.3)
A condi¢do acima € para o caso geral de estarmos no trabalhando no espaco-tempo. No exem-
plo que estdvamos analisando, deve-se considerar o espaco euclidiano onde a métrica na base
ortonormal deve ser o delta de Kronecker, uma vez que estamos trabalhando apenas com as
coordenadas espaciais. Essa nova base € facil de ser construida e é chamada de base nao-
holondmica ou base nao-coordenada.

Uma base nao-holonémica € aquela em os seus vetores de base sdo ortonormais com
relacdo a métrica escolhida do sistema, também chamada de nido-coordenada ou de “tetradas”
ortonormais. Nessa base, devemos ter vetores de base ortogonais entre si e todos com normal
unitiria. A sua representagdo deve ser feita com um “chapéu” em cima dos seus indices, por
isso representamos seus vetores por €. Como jé foi dito, essa base corresponde, do ponto de

vista da Relatividade, a base de um referencial do observador local, o referencial préprio, onde

a Relatividade Restrita € vélida, e a base de coordenadas holondmica corresponde ao espago-
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tempo global curvo. Outro ponto interessante € que podemos escrever um dado vetor em fungao
tanto da base coordenada como da ndo-coordenada, ou seja, sao formas diferentes de representar
0 mesmo vetor. Matematicamente, temos vV =VH ey = yA ég.

Vamos agora determinar como as duas bases se relacionam. Precisamos encontrar
uma transformacdo que relacione a base coordenada com a ndo-coordenada. Para isso, deve-
se escrever os vetores da base ndo-holondmica como uma combinac¢ido dos vetores da base
holondmica. Nessa combinag¢do, cada vetor da base coordenada deve estar multiplicado pelos
coeficientes da base nao-coordenada, ou seja, o vetor da base nao-coordenada deve ser escrito
como se fosse um vetor comum escrito na base coordenada onde as componentes do vetor sao

os coeficientes denominados de “tetradas”. Matematicamente, temos:

éﬂ = (eﬂ)ve_{,. (A.4)

Explicitamente, se quisermos escrever €; em termos das “tetradas”, teriamos:

&, = (€)% + (e7)' e + (e)?& + (e7) 3. (A.5)

Podemos usar uma notagao mais simples para as componentes do vetor de base, que

podera ser usada numa representagdo matricial:

(e‘a)v :Aﬂv. (A6)

Esta matriz € invertivel € usada para a situacio inversa, quando queremos expandir 0s vetores

da base coordenada em fun¢do da ndo-coordenada:

en = (ey)’eg = (A1), e. (A.7)

Logo, temos alguns resultados importantes envolvendo estes termos:

(en)" (e9)” = 81 (ep)¥ (ev)” = 8] (ew) (ev) g = Muv- (A.8)
Com essas defini¢oes, podemos desenvolver uma forma de relacionar agora as com-

ponentes do tensor de Riemann na base coordenada com a nao-coordenada. Podemos usar o

exemplo do vetor V. Como o vetor pode ser escrito nas duas bases, temos:

Vi, =vVe, =V (A" Pey. (A.9)
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Comparando os dois membros da equacdo (A.9), chegamos na expressao:

VA =(AhH,AvY. (A.10)

Para um vetor covariante, vamos ter:

Vieh =vye¥ =V (A1) e, (A.11)

onde usamos a métrica para “descer” e “subir” indices na expressao para o vetor V e na equagao

(A.7). Logo:

V= (AW (A.12)

Assim, podemos fazer uma generalizacdo para o caso do tensor de curvatura de Riemann:

RE. = (A RE (AP (AT (AT (A.13)

(ATHH = Ak, (A.14)

Portanto, vamos ter:

RE, = (Ao RY (AP A TALC. (A.15)

Byo

N

Ap
Vamos considerar agora o exemplo da métrica do buraco de minhoca de Morris-Thorne. Que-
remos encontrar, primeiramente, os vetores da base ndo-holondmica em fun¢do da base ho-
londmica. Isso j4 foi feito na secdo (3.3.1), onde os coeficientes (‘“tetradas”) podem ser deter-
minados pela prépria métrica, pois como os vetores da base coordenada ja sao ortogonais, basta
que suas normas sejam unitarias, € os termos que multiplicam as diferenciais na métrica sdao
exatamente as normas quadraticas do vetores, portanto, chega-se nos seguintes valores para as

“tetradas’:

A" =e A = (1=b/n)" 2 A7 = r 1 AP = (rsen) ™, (A.16)

conforme definimos na equacdo (3.21), e os demais elementos sdo todos nulos. Com esses re-
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sultados, é facil determinar a matriz inversa, A~', usando qualquer uma das equacdes definidas

em (A.8):

(A0 =e®; (A = (1=b/r) 12 (A2 = 15 (A1) = rsens, (A.17)
e as demais componentes da matriz sdo nulas, ou seja, as duas matrizes sdo diagonais. Agora
que temos as duas matrizes, podemos calcular o tensor de Riemann na base niao-coordenada.
Vamos considerar os exemplos que determinamos nas equacoes (3.6) e (3.20). Devido ao fato de
as matrizes serem diagonais, uma componente do tensor de Riemann na base ndo-coordenada
dependerd apenas da sua respectiva componente na base coordenada, isto €, a componente com
os 4 indices com “chapéu” dependerd apenas da componente com os mesmos indices, porém

sem “chapéu”. Logo, para a componente R(1)01 , teremos:

0 se cancelam, (A;')? = (1—b/r), e o termo entre chaves é o valor

onde os termos A" e (A7 1)
da componente Ry,. Para R},; = (b'r — b)sen’*0/2r e R3,; = (b/r)sen*6, temos, respectiva-
mente:

Rl = (AN TR 5ACA A = (U'r —b) /27 (A.19)

Q> —>

i3

Ry = (A1) 2R3 AP ASPAS = b/, (A.20)

L D>
[\)Y

3
Seguindo esse procedimento para todas as componentes ndo nulas do tensor de Riemann,
R"f 2,p> €NCONtram-se todas as componentes na base ndo-coordenada que estdo determinadas nas
equagoes de (3.25) a (3.30).
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