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RESUMO

Um método de evolugao temporal de pacotes de onda, baseado na técnica split-operator, é
desenvolvido para investigar o espalhamento de quasi-particulas em uma interface normal/super-
condutor de perfil e forma arbitrarios. Como aplicagdo prética, considera-se um sistema onde
elétrons de baixa energia podem ser descritos como particulas de Dirac, o que € o caso da maioria
dos materiais bidimensionais, como grafeno e dicalcogenetos de metais de transi¢ao. No entanto,
o método pode ser facilmente adaptado para outros casos, como elétrons em poucas camadas de
fésforo negro, ou quaisquer quasi-particulas de Schrédinger dentro da aproximagao de massa
efetiva em semicondutores. Empregamos o método para revisitar a reflexdo de Andreev em mono,
bi e tricamada de grafeno, onde casos de reflexdo especular e retrorreflexdo sdo observados
para elétrons espalhados por uma regido supercondutora em degrau. O efeito da abertura de um
canal de gap zero na regido supercondutora no espalhamento de elétrons e buracos também ¢é
abordado, como exemplo da versatilidade da técnica aqui proposta. Em um segundo momento
€ realizado uma simulacdo da dinadmica de pacotes de ondas de um dispositivo baseado em
grafeno, onde as trajetdrias de propagacdo de elétrons sdo guiadas por um campo magnético
aplicado em direc@o a uma interface normal/supercondutor. O campo magnético controla o
angulo de incidéncia do pacote de ondas eletronico de entrada na interface, o que resulta na
razdo elétron-buraco sintonizdvel na fun¢do de onda refletida, devido a dependéncia angular da
reflexdo de Andreev. Aqui, o controle mapeado das trajetdrias de quasi-particulas pelo campo
magnético externo define uma sondagem experimental para estudos fundamentais da reflexao de
Andreev no grafeno, mas também estabelece as bases para o desenvolvimento de dispositivos de

focagem magnética baseados em nanoengenharia de materiais bidimensionais supercondutores.

Palavras-chave: grafeno; reflexdo de Andreev; pacotes de onda; supercondutores.



ABSTRACT

A time evolution method for wave packets, based on the split-operator technique, has been
developed to investigate the scattering of quasi-particles by a normal/superconducting interface
with arbitrary profile and geometry. As a practical application, the method is generalized to
any situation where low energy electrons can be described as Dirac particles, which is the case
for most two-dimensional materials such as graphene and transition metal dichalcogenides.
However, the method developed here can be easily adapted to other cases, such as electrons
in few layer black phosphorus, or any Schrodinger quasi-particle within the effective mass
approximation in semiconductors. We employ the method to the revisit the study of Andreev’s
reflection in mono, bi, and trilayer graphene, where specular reflection and retroreflection cases
are naturally expected for electrons scattered by a step-like normal/superconductor interface. As
a second example, the method is also applied to simulate wave packet dynamics in a graphene
based device where electron propagation trajectories are guided, by an applied magnetic field,
towards a normal/superconductor interface. The magnetic field controls the incidence angle
of the electronic wave packet at the interface, thus resulting in a tunable electron-hole ratio in
the reflected wave function, due to the angular dependence of the Andreev reflection. In this
case, the mapped control of quasi-particle trajectories via external magnetic fields defines an
experimental probe for future fundamental studes of Andreev reflection in graphene, while also
paving the way for the development of magnetic focusing devices based on nanoengineered

superconducting two dimensional materials.

Keywords: graphene; Andreev reflection; wave packets; superconductors.
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14
1 INTRODUCAO
1.1 Supercondutividade

A supercondutividade foi descoberta em 1911 na Universidade de Leiden pelo
fisico holandes Heike Kamerlingh Onnes. Alguns anos antes, em 1908, Onnes foi o primeiro a
desenvolver uma técnica para liquefazer hélio, o que tornou possivel a realizacao de experimentos
em temperaturas proximas a 4,2 Kelvin [1, 2]. Esse fendmeno s6 foi completamente entendido
quase meio Século depois com o desenvolvimento de uma teoria microscépica por Bardeen et al
[3] e independentemente por Bogoliubov [4], mas na literatura essa teoria ficou conhecida como
teoria BCS em alusdo aos nomes dos autores Bardeen, Cooper e Schrieffer.

No inicio do Século XX, vdrias teorias fenomenoldgicas foram desenvolvidas e a
principal motivacdo para isso foi a teoria da superfluidez do Hélio liquido desenvolvida por
Landau [5], em 1941, que trouxe um critério de superfluido a supercondutividade. Em um
material supercondutor, uma fragdo finita de elétrons é condensada em um superfluido que se
estende por todo o volume do sistema, onde na temperatura zero essa condensagdo é completa e
todos os elétrons participam da formagao desse superfluido, mas somente os elétrons préximos a
superficie de Fermi t€ém seu movimento afetado pela condensagdo. Isso leva a uma suposi¢ao
em que os elétrons se combinam em pares andlogos aos d&tomos de Hélio na superfluidez. No
entanto, uma causa para tal combinag¢ao nao foi encontrada na época, pois de acordo com a
lei de Coulomb, os elétrons devem se repelir. Isso causou uma parada no desenvolvimento de
novas teorias para supercondutividade nesta época [6]. Somente na década de 1950 as forgas
responsaveis por essa condensacdo foram conhecidas.

Desenvolvida em 1957, a teoria microscopica da supercondutividade, conhecida hoje
como teoria BCS, explicou o fendmeno do efeito is6topo, o qual iremos descrever brevemente
mais adiante neste capitulo, e também a existéncia de um gap de energia 2 A no nivel de Fermi
do sistema. A teoria BCS € baseada em trés principais intui¢des: na primeira, verifica-se que
as forcas efetivas entre os elétrons, as vezes, podem ser atrativas ao invés de repulsivas, como
seria previsto pela lei de Coulomb; a segunda mostra o problema de Cooper, onde ele considerou
um sistema simples de dois elétrons fora de uma superficie de Fermi ocupada; por dltimo,
Schrieffer construiu uma fun¢do de onda de muitas particulas na qual todos os elétrons proximos

a superficie de Fermi estdo emparelhados [7].
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1.1.1 Interacado elétron-elétron

Em 1950, foi descoberto um fendmeno que ficou conhecido como efeito is6topo, o
qual mostrava, experimentalmente, que o estado supercondutor surge abaixo de uma temperatura
critica T¢ que fica maior em sistemas isétopos com massa atdmica maior. Isso indica que a
supercondutividade precisa vir da interagdo entre elétrons e as vibracdes na rede de dtomos
do soélido, levando com isso ao entendimento que a supercondutividade ndo era um fendmeno
puramente eletronico. [6, 8].

Na mesma época, Frolich [9] obteve resultados similares e também disse que para
que o estado fundamental (identificado como estado supercondutor) seja alcangado, requer-se
que a interagdo entre os elétrons e as vibracdes da rede (fonons) exceda um determinado valor.
Utilizando a teoria da perturbacdo de segunda ordem (assim como na teoria da conduvidade
eletronica de Bloch), pode-se obter uma mudanga de energia, onde esta pode ser atribuida a
emissdo e reabsorcao dos quanta vibracionais pelos elétrons. A ligagdo atrativa entre elétrons
resultante deste fendmeno € responsdvel pela formag¢do de um gap de energia entre o estado
fundamental e o primeiro estado excitado. Uma teoria semelhante foi desenvolvida por Bardeen
[10, 11] onde foi concluido que este tipo de interacdo entre os elétrons ocorre para elétrons
proximos a superficie de Fermi.

Inicialmente essa ideia aparentava ser surpreendente, pois dois elétrons deveriam ser
repelidos um pelo outro devido a interacdo Coulombiana. Ocorre que para elétrons livres isso é
verdadeiro, mas em um metal, deve-se levar em consideracao o movimento de um elétron e de
quasi-particulas, ou seja, excitacdes coletivas [7]. E isso que uma teoria envolvendo a interagio
elétron-elétron num ambiente mediado por fonons pretende resolver.

O diagrama de Feynman mostrado na Fig. 1 apresenta como essa interacdo se di.
Na Fig. 1(a), um elétron com momento k; emite um fonon do cristal com momento q, onde um
segundo elétron, com momento K3, absorve o fé6non e capta o momento q. Na Fig. 1(b), um
elétron com momento Kk emite um fonon com momento —(, onde depois um segundo elétron,
com momento Ky, absorve o fonon com momento —q.

Utilizando a teoria da perturbacio de segunda ordem, a amplitude de espalhamento
pode ser expressa como um produto de matrizes de intera¢do elétron-fonon em cada vértice, Wy,
dividida pela diferenca de energia entre o estado inicial e o estado intermedidrio (regido onde

encontram-se os vértices).
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Figura 1 — (a) Nesse processo, um elétron com momento k; emite um fonon com momento ¢ que € absorvido por
um segundo elétron com momento K;. (b) Um elétron com momento kj emite um féonon com momento

—q que € absorvido por outro elétron com momento Kj.
Ky+q ki-q

i

TEMPO

Fonte: Adaptada pelo autor de [6, 8].

Para o processo mostrado na Fig. 1(a), a amplitude de espalhamento é dada por

‘ 2

V(a) _ ‘Wq

g =
M ey — &gy q — g

) (1.1

onde 7i@wq € a energia do fonon e € € a energia do elétron. Para o processo na Fig. 1(b), tem-se
2
yo Wl

ooa = .
24 &y, — 8y pq — iy

(1.2)

A frequéncia @y € os elementos da matriz Wy sdo invariantes para a troca de q por —q. Entdo,

sendo a energia conservada durante o processo de espalhamento, é dito que
&k T &y = &k—q 1 Ekytq>
logo, temos que a amplitude de espalhamento para os dois processos € dada por

"o 2h0q |Wql’ 13
K (hg)? — (e — &k q)? '

A utilizac@o de uma constante empirica e a omissao da introdu¢do explicita de termos
de interacdo Coulombiana feitas por Frolich [9] e Bardeen [11] eram uma aproximagdo razodvel
e chegavam a bons resultados quando a mudanca na frequéncia das interagdes elétron-fonon era
pequena, mas ndo ocorria 0 mesmo quando a mudanca de frequéncia era grande [12].

Sabe-se que a energia de interagio eletrostitica entre dois elétrons é e /r no espaco
real e, escrita no (através de uma transformada de Fourrier) espaco dos momentos é dada por

4rme? /¢. Levando em conta o efeito de blindagem do campo eletrostatico por outros elétrons
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e pelos fons positivos na rede, sendo esse efeito descrito por uma fungio dielétrica €(qw) o

potencial de interacdo [13], pode ser obtido como

2

V(q) = ng(q7 0)),

(1.4)
onde, utilizando a aproximacdo de Thomas-Fermi, € € dado por € = 1+ k§ /q?, entdo a Eq. (1.4)

se torna

2

V(q) (1.5)

T PR

Utilizando o modelo de Jellium, o potencial de interacdo Coulombiano foi incorporado a Eq.

(1.3) [12] e a expressdo para a interagdo efetiva elétron-elétron passa a ser dada por

(1.6)

[’ — 1
q B kS W~ - COq

onde o primeiro termo da Eq. (1.6) é devido a repulsdo Coulombiana e o segundo termo € a
interacdo mediada por fonons da rede cristalina. Fica entdo claro que para @ < @, a interagdo
entre elétrons € atrativa.

E importante mencionar que, para chegar neste resultado, Frolich [14] considerou

um Hamiltoniano, hoje chamado de Hamiltoniano de Frohlich, que consiste de trés partes,
H:Hel+Hf+Hint7 (L.7)

a primeira, devido aos elétrons livres, a segunda, ao campo, e a ultima € devido a interagao

elétron-fonon. O Hamiltoniano de interagdo neste caso € dado por

- i T
Hip = 5 Z Vkl7qck1+q,61Ckz—qGZCkLGZCkIGl7 (1.8)
q.k k01,02

onde clT( & € Ck,c 880 os operadores de cria¢do e destrui¢do, respectivamente, de elétrons com
momento Kk e spin o, e q € o momento do fonon, com a restricdo que a energia dos elétrons
envolvidos estdo todos dentro da faixa +Awp da esfera de Fermi (ver Fig. 2). A restricdo de
energias para um intervalo de energias de Debye 7ic®p tem um papel na teoria que serd discutido

a seguir.
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Figura 2 — Interacdo efetiva elétron-elétron préximo a superficie de Fermi. Os elétrons em ki, o7 € Ky, 07 sdo
espalhados para k| + ¢, 61 e k — g2, 0,, respectivamente. A interagdo € atrativa desde que todos os
vetores de onda g estejam dentro da faixa £4@p da energia de Fermi.

k,-q. o,

K, 05

Fonte: Adaptada da Ref. [7].

1.1.2 Problema de Cooper

Um importante avanco em dire¢do a teoria microscopica da supercondutividade foi
feito por L. N. Cooper em 1956. Como dissemos anteriormente, ele descobriu que € necessdria
uma atracdo entre elétrons para o surgimento da supercondutividade. Foi observado que a
interagdo atrativa ocorre apenas em energias proxima a superficie de Fermi, e esse par de elétrons
interagentes foi chamado de par de Cooper [15, 16].

O modelo de Cooper supde uma esfera de Fermi em temperatura zero, onde todos
os estados com k < kr estdo ocupados. Entdo, sdo adicionados dois elétrons no mar de Fermi,
que interagem entre si, mas ndo com aqueles do mar, exceto pelo principio da exclusio de Pauli.
Logo, procura-se uma fun¢do de onda de duas particulas, onde pelos argumentos de Bloch,
espera-se que os estados de mais baixa energia tenha momento total nulo, de modo que os dois
elétrons tenham momentos com mesmo mddulo, mas sentidos opostos [16]. Esta fun¢do de onda

¢ dada entdo por

W(rla r2) — ngeikrlefik.ra (19)
k

onde gx sdo alguns coeficientes de expansdo a serem encontrados. Pode-se escolher o autoestado
de energia para ser um spin singleto ou tripleto correspondendo a uma fun¢io de onda antis-
simétrica e simétrica, respectivamente. Grande parte dos supercondutores conhecidos tém par
de Cooper singleto [7], logo escolhe-se uma fungdo de onda (|1]) — [}1)), que é antissimétrica,

onde a parte orbital tem que ser simétrica. Por fim a funcdo de onda torna-se
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0(r,r2) = | ) gkeos[k-(ri—r2)][[T)) — [I1)] ] (1.10)
k>Kkp
Inserindo a funcdo de onda da Eq. (1.10) na equagdo de Schrodinger independente do tempo,
pode-se mostrar que os coeficientes de ponderacdo e o autovalor da energia E podem ser obtidos
resolvendo-se a equacao de Schrédinger no espago dos momentos, dada por:
(E-28)8k= Y Viagw, (1.11)
k/>kF

onde Vig sdo os elementos da matriz do potencial de interagao

Viae = é / V(r)e® Ry (1.12)

onde r € a distancia entre dois elétrons, Vi descreve o espalhamento do par de elétrons com
momento (k’,—k’) para momento (k,—k) e Q é o volume do sistema. Se um conjunto gi
satisfaz a Eq. (1.11) com E < 2EF, esta condigdo permite entdo existir um estado ligado. E
dificil analisar esta situacdo para Vg geral [16], entdo Cooper introduziu uma aproximacao Vi

= —V para os estados onde & < & ' < €r + hwp sendo hwp a energia de Debye. Logo,

1 VYkgw

1.13
8= Gre E L (1.13)
Somando ambos os lados da Eq. (1.13) e cancelando ) gk/, obtem-se
=5 Lvea—6)" (1.14)

k>kF

Substituindo a soma sobre k na Eq. (1.14) por uma integral sobre a energia, a soma € transformada

cm

1 erthop (g 1 2er — E +2hop
— —N(e = —N(er)l 1.15
% (F>/EF 2—E 2 (F)”< 2er —E ) (1.15)

logo,

2 2ep —E +2h
:ln(gF + wD), (1.16)

N(«SF)V 2ep — F

onde por fim a energia é dada por

E ~ 2¢p — 2hape 2/NEV (1.17)
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Figura 3 — Regido onde se formam os pares de Cooper. A formagao dos pares de Cooper € proporcional a drea
sombreada.

casca de espalhamento

Fonte: Adaptada da Ref. [17].

A Eq. (1.17) mostra que existe um estado ligado com energia negativa em relacdo a
superficie de Fermi composta por elétrons, sendo esta energia sempre menor que a energia do
estado normal, ndo importa o quao fraca seja a interagdo V. O espalhamento no espaco de fase
estd restrito a uma casca de largura i@p. Nesse caso, 0 momento no processo de espalhamento é
conservado e é dado por k| +k; = K, conforme € mostrado na Fig. 3. A melhor escolha para K
para o emparelhamento no estado fundamental é K = 0, logo k, = —K;, o que garante que se Kk
estiver desocupado k; também estara [3]. Para essa situag@o foi considerado que o potencial de

interacao era constante. L.ogo, o Hamiltoniano reduzido € dado por

Hrea = Y €kCligCho + 3 Vi Cop € €11k (1.18)
ko KK’
onde o primeiro termo da Eq. (1.18) representa a um contador de estados com energia & € 0

segundo termo o potencial de interacao.
1.1.3 Funcgdo de onda BCS

Sabendo-se agora que o mar de Fermi € instdvel contra a formacao de um par de
Cooper, os pares devem condensar até que o equilibrio seja atingido, isso ocorrerd quando o
estado do sistema estiver tdo alterado que a energia de ligacdo para formar um par adicional for a
zero [16]. O problema de Cooper ndo ¢ adequado para descrever este estado de muitas particulas,
pois como ja mencionado, o modelo aborda dois elétrons em pares que sao tratados de maneira
diferente dos outros elétrons do mar de Fermi.

Entdo, supondo um metal no estado fundamental (T = OK) no qual os elétrons em
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estados préximos se atraem mutuamente formando vérios pares de Cooper, encontra-se que 0o
estado fundamental de um supercondutor serd um estado coerente de pares de Cooper. Logo,
essa situacdo pode ser descrita pela fungdo de onda BCS. E possivel construir operadores que
criam (clT(T) ou aniquilam (cy+) pares de elétrons com momento total nulo e spins opostos [7, 16].

Em termos do operador de criagdo, a fun¢do de onda BCS de muitos corpos € dada por
|Wpes) = const.exp zk:akcliTCT—ki 0), (1.19)

Esses operadores comutam entre si para diferentes valores de k, k # k’; logo utilizando esse fato
a Eq. (1.19) pode ser reescrita como um produto de exponenciais um para cada ponto k, logo

obtém-se

|Wpes) = const. I;Iexp (O‘kcl}ciu) 0}, (1.20)

entdo expandindo em série de Taylor a Eq. (1.20), obtém-se
|Wpes) = const. H (1 + O‘kcliﬁciu) |0). (1.21)
K

Logo, aplicando o produto da Eq. (1.21) pelo seu complexo conjugado obtém-se a funcdo

normalizada dada por

Wpes) = ij <uk ket ¢) 10Y, (1.22)

onde Clic é o operador de criagdo de uma particula com momento k e spin &, |0) é o estado de
véacuo, uk € vk sdo parametros variacionais. Argumentou-se que com tantas particulas envolvidas
seria uma boa aproximacao usar um campo auto-consistente de Hartree ou uma aproximagao
de campo médio, em que a ocupacgdo de cada estado k € considerada como dependente apenas
da média de ocupacio de outros estados, logo como hd uma variacdo no nimero de particulas
trabalha-se no ensemble grand-canonico [16].

Para determinar os parametros variacionais, podem ser utilizados os dois métodos,
apresentados em detalhes no apéndice A. O primeiro € o método variacional e foi o original-

mente utilizado por Schrieffer [18], e o segundo é um mais moderno que € obtido através das

tranformacdes de Bogoliubov-Valitin.
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1.2 Equacoes de Bogoliubov-de Gennes (BdG)

Nessa secdo serd mostrado um método autoconsistente desenvolvimento por Bogo-
liubov e de Gennes [13] que € essencialmente uma generalizagdo das equagdes de Hartree-Fock
para o caso da supercondutividade. Esse método inclui os efeitos do potencial de emparelha-
mento supercondutor A(r), bem como o potencial escalar comum U (r) [16]. As equagdes de
Bogoliubov-de Gennes (BdG) fornecem uma descri¢do adequada para sistemas com interface
Normal/Supercondutor (N/SC) e com base nesse formalismo Blonder et al. [19] formularam
uma teoria que descreve a condutancia nessas interfaces e é conhecido na literatura como modelo
Blonder-Tinkham-Klapwijk (BTK). O desenvolvimento das equacdes seguiu as Refs. [13, 16].

O ponto de partida para obtencdo das equacdes BAG é o Hamiltoniano reduzido, ou,
também conhecido como Hamiltoniano de emparelhamento, apresentado na Secdo 1.1 e dado
pela Eq. (1.18). Esse Hamiltoniano pode ser reescrito em termos dos operadores de campo que

sdo definidos como

r) =Y " e, (1.23)
k

=Y e ®rel (1.24)
k

onde ckg € clt & a0 os operadores de criagdo e destrui¢do, respectivamente, definidos no espago
dos momentos da teoria BCS e 6 =1 ou | é o indice do spin. Logo, Wy (r) e ¢ (r) criam ou
removem elétrons, respectivamente, com spin ¢ na posi¢do r [13].

Dessa forma, o Hamiltoniano escrito em termos dos operadores de campo resulta em

H:H1+H27
sendo
2
H, = /erwG { }%() (1.25)
1
Hy= =3V [ dr ¥ i) vk () vor () v (1), (1.26)

oo’

onde H; é a soma da energia cinética e potencial da particula livre e H, € a interacdo efetiva

elétron-elétron entre pares de Cooper.
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Agora o potencial de interacdo H; deve ser substituido por um potencial médio que
age apenas em uma particula por vez [13]. Para obtenc¢do da aproximacao de campo médio

aplica-se procedimento similar ao usado no caso de Hartree-Fock e é obtido

+yl () v )y (0w ) -yl (w0 (0w (), 1.27)

com a diferenca que sdo introduzidos contra¢des andmalas que ndo estdo presentes no formalismo
de Hartree-Fock - essas contracdes anormais ocorrem por causa da superposicao de estados com
diferentes niimeros de particulas [20].

Aplicando o teorema de Wick, € obtida a chamada aproximacao de Hartree-Fock-

Bogoliubov dada por

vi

() ) () wy (0w (0) = (Wl vy + (wown vl ) — (wy]) (wyyn)
+ (v vl + v vl — (wlv) (vl wy)

- ((wﬁwﬁijﬁ (v wly, - <w§w><ij>) . (1.28)

Os termos ()() sdo constantes do Hamiltoniano. Nos campos de Fock (I//; V) =

(] ;) =0. Logo, a Eq. (1.28) torna-se

i (0) v (0) yy (o) vy (0) = (Wi wws + vl vl + (wlv) vl
+ (v vlv +C(r), (1.29)

onde os dois primeiros termos sao conhecidos como campos de emparelhamento, o terceiro e
quarto termos sdo chamados de campos de Hartree e C(r) é uma constante.
Substituindo a aproximagdo de Hartree-Fock-Bogoliubov dada pela Eq, (1.29) no

Hamiltoniano H, tem-se

Hy = —%V/dr Dy + v+ wlvv v+ (vl vl v+ o)
(1.30)
Os termos de campo de emparelhamento juntamente com o potencial possibilita a
obten¢do do parametro de ordem da teoria BCS na posi¢do r, que representa o espalhamento do

par de Cooper e sdo dados por

A(R) = 3V v )
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sy — LUt
A*(r) = _§V<WT1V¢>'

Os termos de campo de Hartree podem ser escritos como o operador nimero

ne = ZW’?; Vo),
(e}
onde juntamente com o potencial e o termo constante obtem-se o chamado potencial de Hartree

dado por

1
UHF(I') = _Evng.

Por fim, chega-se ao Hamiltoniano efetivo que é dado por

Hir =Y [ dr [ (r)Hoya (1) + Une (6) W36 Wi () + A) ] (1) (1) + A" () (0w () + C(r)|
(1.31)

onde
pz

H, =
" 2m,

+ Uy (l’) —EF.

O termo Ef representa a energia de Fermi como na teoria BCS. O potencial de Hartree, Uy r (1),
destrdi e cria elétrons, com isso conserva o nimero de particulas.

Sendo o Hamiltoniano efetivo conhecido e sabendo que ele é quadritico em ¥ e P,
ele pode entdo ser diagonalizado. Para isso, pode-se diagonaliza-lo utilizando as transformacoes
de Bogoliubov que € linear e mistura operadores de criagdo e destruicdo, definindo operadores

de criacdo e destruicao de quasi-particulas Eqgs. (1.32 - 1.35), forma andloga a obtida na Sec¢do

2?13, 16]:

Vi (1) = X [ (0) v (1) 7 (1.32)

Vi (1) = X [ (0) g 407 (1) 7 (1.33)

v (0 =X [ (1) —va (1) ] (1.34)

%®=Zﬁ®ﬂﬁw®m; (1.35)



25

O Hamiltoniano efetivo diagonalizado é dado por

Her = Eo+ Y EnYiotho- (1.36)
no

Para mostrar as equagdes para u e v, s20 necessarios calcular os comutadores para

[Her, Vus| € [HEF, }/,TG], onde Hgp é dado pela Eq. (1.36):
[HeF , Yoo) = HEF Yno — Yo HEF
= <Eg + Zgn'}/rfo%m) Yo' — Yo' (Eg + Zgn%jl-O"}/ﬂG>
no no
= Zgn (}/JGYHGYMG/ — Yo’ ygc}’nc)
no
= Zen{’}/;cra Yino' } Yoo
no

- _Zgnanmfscc"}/nc = &Yoo, (137)
no

[Her, Vo] = HerYio — YioHEr
— | E i Tt E i
st X eTioho | Yo' — Yo | Bs T L EntaoTo
no no
=Y &0 (VoMo o — Vo Voo Tho )
no
= ZenYZG{ynda Ymc’}
no
=Y €Yo 0umoor = En¥jis- (1.38)
no
Como também os comutadores de [¥4(r), Hgr] e [¥| (r), Her| que sdo dados por
[wi(x), Her] = [He+ U (r)] wi(r) + A(r) y] (r), (1.39)

(v (), Her) = [He + U(r)] i (r) = A" (r) y (), (1.40)

onde para obté-los foi utilizado o Hamiltoniano dado pela Eq. (1.31). Por fim, utilizando-se das

Egs. (1.32 - 1.40) € possivel obter as equacdes de BAG
gu(r) =[H,+U(r)]u(r)+A(r)v(r),

€v(r) = — [H, +U(r)]v(r) + A% (r)u(r),
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que escritas na forma matricial sdo expressas como

H,+U(r) A(r) (1) —e tn (1) (1.41)
N AU | )

onde a primeira matriz mostra o Hamiltoniano Hp,g.

1.3 Reflexao de Andreev

Quando um metal normal (N) estd em contato com um metal supercondutor (SC),
ocorre a passagem de elétrons do metal normal para o supercondutor e de pares de Cooper do
supercondutor para o metal normal, ocorrendo o chamado efeito de proximidade, onde N passa a
ter propriedades supercondutoras [21].

As propriedades supercondutoras podem ser medidas em um ponto de contato na
juncdo N/SC que pode ou ndo possuir uma barreira (microconstri¢do) [22]. Através dessa juncio
ocorre a presenca de uma supercorrente devido ao efeito de proximidade [23].

O efeito de proximidade supercondutor pode ser entendido através do fendmento
chamado de reflexdo de Andreev. A natureza da reflexdo dos elétrons na fronteira entre a fase
normal e supercondutora, que ocorriam pela alta resisténcia térmica no estado intermedidrio
supercondutor quando comparados ao estado supercondutor foi explicada por Andreev [24].
Essa condugdo térmica foi descoberta por Medelssohn [25] que fez medicdes do fluxo de calor
para os estados normal e supercondutor em chumbo puro e chumbo contendo uma pequena
quantidade de bismuto. A conducao de calor foi medida em dependéncia do campo magnético
e da temperatura, onde a liga mostrou uma conducao de calor menor no estado intermediario
do que no estado supercondutor ou normal. Este comportamento and6malo levou a indicar a
existéncia em supercondutores de um tipo de transporte de calor semelhante ao observado no
Hélio liquido.

Um elétron com energia acima do nivel de Fermi incide no supercondutor e é
condensado no estado fundamental como um dos componentes do par de Cooper. Para formar
esse par € necessdario um segundo elétron retirado do metal normal, esse elétron extra € entdao
refletido de volta como um buraco (com energia abaixo do nivel de Fermi) pelo mesmo caminho
do elétron incidente. Essa forma de reflexdo é conhecida como retrorreflexdo de Andreev [22].

Essa forma incomum de reflexdo apresenta algumas diferencas quando comparadas
com a reflexdo normal, as quais podem ser vistas na Fig. 4. A comparagdo entre as duas

reflexdes podem ser feitas quanto a conservacdo da carga, momento, energia e spin. A carga é
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Figura 4 — Comparacio entre as reflexdes: (a) retroreflexdo, (b) especular. Em (a) um elétron (preto) de um metal
normal incide em um supercondutor e € refletido na forma de um buraco (branco). J4 em (b) o elétron
incide sobre um isolante e sofre uma reflexdo especular.

b
Fonte: Adaptada de [26]. "

conservada apenas na reflexdo normal, pois na reflexdo de Andreev a particula refletida (buraco)
tem carga oposta a da particula incidente (elétron). Mas a carga ausente entra no supercondutor
como componente do par de Cooper, o que nao viola a lei de conservacdo da carga. Quanto
ao momento, ele é conservado apenas na reflexdo de Andreev, isso devido a uma inversao do
vetor velocidade, o que ndo ocorre na reflexdo normal. Em ambas as reflexdes hd conservagao
da energia. A reflexdo de Andreev € considerada um processo de espalhamento eléstico, pois
ambas as particulas, elétron e buraco, possuem a mesma energia de excitagdo. Por dltimo, a
conservacao do spin ocorre nas duas reflexdes. No caso da reflexdo de Andreev o buraco tem

spin oposto ao do elétron.

1.4 Grafeno

O grafite, um al6tropo tridimensional (3D) do carbono, tornou-se amplamente
conhecido ap6s a invencgao do lapis em 1564. O grafite € uma rede hexagonal 3D de dtomos de
carbono, onde uma tnica camada de grafite forma um material bidimensional (2D), chamado
grafite 2D ou grafeno. A utilidade do 14pis como instrumento para escrita vem do fato de que o
grafite € contituido de pilhas de camadas de grafeno fracamente acopladas pelas forcas de van der
Waals [27, 28]. Os primeiros estudos sobre a estrutura de bandas do grafeno foram apresentados
por Wallace [29] e mostrou o comportamento semimetalico incomum neste material.

O grafeno foi primeiramente isolado por Novoselov et al. [30] pelo método de
clivagem micromecanica do grafite. Esse material possui d&tomos de carbono densamente
compactados, separados por uma distancia a = 1,42 Angstrons (pardmetro de rede), dispostos
em uma rede do tipo favo-de-mel. Este tipo de rede ndo é uma rede de Bravais, ou seja, ndo

¢é possivel transladar entre quaisquer dois pontos da rede apenas partir de uma combinagdo de
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multiplos inteiros de dois vetores de rede. Porém, a rede pode ser representada como duas

sub-redes triangulares (estas, sim, sdo redes de Bravais) A e B superpostas [28].

Figura 5 — (a) Estrutura da rede cristalina do grafeno apresentando as duas sub-redes A e B indicando os vetores
de rede, os primeiros vizinhos e (b) primeira zona de Brillouin onde sdo mostrados os vetores na rede
reciproca.

(b)

Fonte: Adaptada da Ref. [28]

Na Fig. 5 é mostrada (a) a célula unitéria e (b) a zona de Brillouin do grafeno como
um losango pontilhado e um hexdgono sombreado, respectivamente, onde os vetores de rede a;
e a no espaco real sao dados por

a :%’(3,[3) e 32:g<3,—\/§). (1.42)

A Fig. 5(a) mostra que cada dtomo da sub-rede A possui trés primeiros vizinhos da

sub-rede B (vice-versa), onde os vetores que 0s conectam S30 expressos por
a a
61:§<1,\/§>, 52:§<1,—\/§> e 83=a(—1,0). (1.43)

Correspondentemente, na Fig. 5 (b) sdo mostrados os vetores by e b, que definem a rede
reciproca e s30 expressos por

b1=§—Z<l,f3) e bzzi—Z(l,—\@). (1.44)

O Hamiltoniano tight-binding, que descreve algumas propriedades eletronicas do
grafeno, considerando somente o hopping entre os primeiros vizinhos, escrito no formalismo de
segunda quantizacdo (ver Ref. [28]) € expresso por:

Hrg= Y ©(afbj+bla;)., (1.45)

<i,j>
onde T~ 2,8 eV € o parametro de hopping entre os primeiros vizinhos (hopping entre diferentes
sub-redes), os operadores a; (a;() destroem (criam) um elétron no i-ésimo sitio da sub-rede A e b;

(b:f) aniquilam (criam) um elétron no j-ésimo sitio da sub-rede B.



29

Para uma rede ideal infinita, as transformadas de Fourier para os operadores de

criacdo sao

1 ik-r; —ik-r;
a;=——=) " ay, al e iq , 1.46
1 \/N; k i \/_Z k ( )
€
1 ! + 1 /
hi— YV oK 'rjbk/ e b{. — V. k r/bi,, (1.47)

onde N € o ntimero de células unitdrias. Logo, substituindo as Egs. (1.46) e (1.47) na Eq. (1.45),

obtém-se
Hrp=—-17 ) 1 Ze"k r’a L Z Kb | + 1 Ze‘ik/'rfbf LZeik’r"ak
G- [\VN % VNG VNG Y)\VNE ’
(1.48)
de forma que
Hrp=—— Z [ Y _ik'riei’?'rfa,ibk/ + ) e_ik/'r-feik'ribz,ak] . (1.49)
<z J> | <k k> <k,k'>
A Eq. (1.49) pode ser reescrita como
HTB - _ Z Z |: ) I‘Je ik- (r,'—rj)a;;bk/ +e—i(k’_k)‘7jeik~(l‘i_l‘j)bzlaki| ) (150)

<l,j> <k,k'>

Cada 4tomo possui trés primeiros vizinhos, logo considerando a origem do sistema situada no

sitio j e variando i1 ao longo dos trés primeiros vizinhos, localizados pela Eq. (1.43), obtém-se

k.4 7 a\f_ 7a . a[ .
HTB_——Z Z |: ) (e—zkxzezkyz3 _|_e—zkx§e—lkyT3 _|_etha> Cl}:bk/
J <kk'>
i(K' . oa a a/3
+e—l(k —k).rJ (elk”e iy = +elkxzelk, T 4e zkxa) b]t/ak:| : (1.51)
sabendo que
1 /
]—Vze(k K7 = (k- K), (1.52)
J

obtém-se

k.4 1 M i a m . K
Hrp = —TZ [(e_’k’“ge’ky R P —|—e’kxa> a,by
k

—|—(eikxg€ lk\ 2 + ¢! xze’k) 2 +e lkxa) bz/ak:|7 (1.53)
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que pode ser reescrito como

Hrp=—-7) [<2c0s (kya\/§/2> e ks 4 eikxa> a; by + <2c0s (kya\/§/2> ehes 4 e_ikxa) b,t,ak] ,
k

(1.54)
e por fim
Hrp=—1Y [g (K)al by + g* (K) b,t,ak} , (1.55)
k
onde g (k) € o fator de estrutura expresso por
2(k) = 2cos (kya\/§ /2) e~hig | gikna, (1.56)

O Hamiltoniano mostrado na Eq. (1.55) pode ser reescrito na forma matricial como

_1g(k
Hrp = 0 v (k) . (1.57)
—1g8* (k) 0

Diagonalizando a matriz da Eq. (1.57), obtém-se um espectro de energia dada por

E(k) =+/3+ f(k), (1.58)

onde

f (k) =2cos (kya\/§> +4cos (kﬁ;) cos (l@%) ) (1.59)

O espectro de energia no nivel de Fermi é formado pelos estados ©* (banda de
condugdo) e estados 7 (banda de valéncia). Esses dois estados se tocam em seis pontos equi-
valentes na chamada zona de Brillouin, quando E = 0, e sdo denominados pontos de Dirac ou
de Fermi. A Fig. 6 mostra a relagdo de dispersao eletronica para uma monocamada de grafeno,
apresentado os seis pontos onde o gap é nulo. Apenas dois desses pontos, chamados K e K, ndo

sdo equivalentes e suas posi¢des no espaco reciproco sao dadas por

27 27 2 21w
K== ——"—|eK=(Z"). 1.60
(3a 3aﬁ) (3a 3aﬁ) (1.0

Estes pontos sdo importantes para o estudo das propriedades eletronicas do grafeno,
pois a estrutura de bandas ndo convencional, apresentando gap nulo nos pontos de Dirac e
excitagOes de baixas energias ao redor do nivel de Fermi, faz com que os elétrons comportem-se
como particulas relativisticas seguindo a fisica da eletrodindmica quantica, exceto pelo fato de
no grafeno os férmions se movem com uma velocidade de Fermi cerca de 300 vezes menor que

a velocidade da luz [28, 31].
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Figura 6 — Relagdo de dispersdao em uma rede do tipo favo-de-mel enfatizando o cone de Dirac, enfatizando a banda
de energia préxima a um cone de Dirac.

&

Fonte: Adaptada da Ref. [28].

Em estudo realizado por Novoselov et al. [32] relatou-se que o transporte dessas
excitacoes sao essencialmente governadas pela equacdo de onda (relativistica) de Dirac.

Para demonstrar o comportamento desses elétrons € realizada uma expansdo em
série de Taylor do fator de estrutura, g(k), em torno dos pontos K e K'. Considerando apenas os
termos até a primeira ordem, obtém-se para o ponto K

3a . V3 1) 3a NPNES
g(k) ~ =~ (ky — ik)) (—7 —I—z§> =3 (ke —iky)e"e, (1.61)

e para K’

2

3 3 1) 3 5z
glk) ~ 3 (=K, — k) (—gﬂ'z) — (<K —ik) €T (1.62)

Substituindo as Egs. (1.61) e (1.62) no Hamiltoniano da Eq. (1.57), obtém-se o Hamiltoniano

aproximado para o sistema

HE = hvp 0 ke —iky , (1.63)
ke + ik, 0

onde vp = 37/2h é a velocidade de Fermi e os sinais + e — referem-se aos elétrons de baixa
. / .
energia em torno dos pontos K e K', respectivamente.

A Eq. (1.63) pode ser reescrita de uma outra forma dada por
HE = hp (£ke0y + ky0y) (1.64)

onde oy € 0y sdo as matrizes de Pauli.
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Figura 7 — Vista lateral da estrutura cistalina de uma bicamada de grafeno. Os dtomos Al e Bl na camada
inferior s@o mostrados como circulos brancos e pretos, A2, B2 na camada superior sdo pretos e cinzas,
respectivamente.

Fonte: Adaptada da Ref. [34].

1.5 Bicamada e tricamada de grafeno

Uma bicamada de grafeno consiste em duas monocamadas de atomos de carbono
empilhadas, cada uma com uma estrutura cristalina em forma de favo de mel, onde esse empilha-
mento € disposto de duas formas, AB e AA. O tipo de empilhamento AB, ou Bernal, consiste de
atomos da sub-rede A; (camada superior) coincidentes com os dtomos da sub-rede By, (camada
inferior) [33, 34]. A estrutura cristalina de uma bicamada de grafeno do tipo AB apresentando
os hoppings entre as duas camadas (71, 73, %) € entre os 4tomos da mesma rede ()p) pode ser
vista na Fig. 7.

O Hamiltoniano tight-binding descrito por Castro Neto ef al. [28] para esse problema

pode ser escrito como

2
Hrg=-% Y, ), (ajn,ibm,j +b, jamJ) N (df,isz +b} jau>

<i,j>m=1

—% (a;ibhj—i—bll(’jaz,i) — Y Z (aiiaz,j+a;jal7,~+b1(7ib27j+b;jb1,i> ,  (1.65)

<i,j>
onde ay,; (b, j) destréem um elétron na sub-rede A (B), no plano m = 1,2, no sitio ¢;. O fator
Y = T representa a energia de hopping numa mesma camada e ¥} = 7, ~ 0.4 eV € a energia
de hopping entre os atomos sobrepostos A1 € B>. Ja 13 =~ 0.3 eV e y4 ~ 0.04 eV representam a
energia de hopping entre (A2B)) e (A1A; e B1B;), respectivamente.

O Hamiltoniano da Eq.(1.65) pode ser reescrito na forma matricial (ver Ref. [34])
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Figura 8 — Estrutura de bandas para bicamada de grafeno com empilhamento AB (esquerda) e AA (direita).

ey

a

Fonte: Adaptada da Ref. [35].

da seguinte forma

€Al —Yg(k) N v4g(K)
—we*(k £ k —mno*(k

Hrp— 08" (k) B1 148 (K) 138" (k) | (166)
N 18" (k) €42 —Yg(k)

nug' (k) —pegk) —wg*(k) ep

onde fazendo as energias na diagonal principal e os parametros 3 € Y4 iguais a zero, obtém-se

0 —1g(k) T 0
—e*(k 0 0 0
Hrp = weg" (k) . (1.67)
T, 0 0 —%g" (k)
0 0 —Y8(k) 0

Usando o modelo continuo para aproximacao de baixa energia para Hrp da mesma

forma que feito para monocamada, obtém-se

hve (Ttp,—1i 0 0 0
Hrp = P (Tpx = ipy) | ases
T, 0 0 Iwr (Tpx —ipy)
0 0 hve (Tpx +ipy) 0

A Fig. 8 mostra a estrutura de bandas de uma bicamada de grafeno para o tipo de empilhamento
AA e AB.
Uma tricamada de grafeno consiste em trés monocamadas de 4tomos de carbono

empilhadas. Sado esperados que dois tipos diferentes de empilhamento, ABA (ou Bernal) e
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ABC (ou romboédrica) aparecam na natureza, sendo que as propriedades eletronicas dependem
fortemente do tipo de empilhamento [36].

As redes de grafeno de trés camadas incluem pares de locais ndo equivalentes A1, B1,
A2,B2 e A3, B3 na parte inferior, centro e camadas superiores, respectivamente.

As camadas sao dispostas de acordo com o empilhamento de Bernal (ver Fig. 9 (a)),
de modo que os locais B1, A2 e B3 fiquem diretamente acima ou abaixo um do outro [37]. J4 as
camadas dispostas no empilhamento ABC (ver Fig. 9 (b)) se apresentam de modo que os pares

de sitios Bl e A2, e B2 e A3, fiquem diretamente acima ou abaixo [36].

Figura 9 — Esquema da rede de trés camadas no empilhamento ABA contendo seis sitios na célula unitaria, A
(circulos brancos) e B (circulos pretos) em cada camada. (b) Esquema da rede de trés camadas no
empilhamento ABC contendo seis sitios na célula unitdria, A (circulos brancos) e B (circulos pretos) em
cada camada.

Fonte: Adaptada das Refs. [36, 37].

Utilizando o modelo tight-binding similar ao utilizado para a bicamda, pode-se obter
o Hamiltoniano para a tricamada de grafeno. O Hamiltoniano para tricamada com empilhamento

ABC [38] em torno do ponto K é

0 vpp_ 0 0 0
vep+ 0 N 0 0

o o O

0 0 VED— 0
il Fp 7 (1.69)

()

0 vip+ 0 N 0
0 0 0 N 0 vrp_
0 0 0 0 vrpy 0

Os autovalores da Eq. (1.69) leva, a uma estrutura de bandas de baixa energia que consiste em
um conjunto de seis bandas cubicas, duas delas se tocando no ponto K e as outras quatro se

cruzando em uma energia E = +7; acima (abaixo) do ponto K [38].
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Figura 10 — Estrutura de bandas de baixa energia de tricamada de grafeno empilhamento (a) ABA (b) ABC, em
torno do ponto K.
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Fonte: Adaptada da Ref. [38].

Ja o hamiltoniano efetivo de baixa energia para o empilhamento ABA também em

torno do ponto K é

0 vpp_ 0 0
vip+ 0 "l 0

0
0

0 " 0 wvep- O " (1.70)
0 ’ '

)

vep+ 0

0
0 0 0 0 0 vep—
0

0 4l 0 wvepy O
onde p+ = p,+ip,, com p = (px, py) 0 operador de momento bidimensional e vp = 3at/2 a
velocidade Fermi do grafeno monocamada, em termos do hopping do primeiro vizinho no plano
t = 3 eV e a distincia carbono-carbono a ~ 1,42 angstrons. [38]. A Fig. 10 mostra a estrutura
de bandas para os empilhamentos ABA e ABC, respectivamente.

Para baixas energias, foi demonstrado que este Hamiltoniano pode ser simplificado
para uma forma 2x2, que considera apenas as duas bandas mais préximas do nivel de Fermi

Er =0 (ver Ref. [39]), como

(th)N 0 (kx — iky)N

Hy = L
P e+ iky)Y 0

, (1.71)

onde N = 2 representa o Hamiltoniano para a bicamada de grafeno, podendo ser generalizado

para a tricamada de grafeno fazendo N = 3.

1.6 Reflexdao de Andreev no grafeno

Na Secao 1.3 foi dito que um elétron que incide em uma interface entre um metal

normal e um metal supercondutor, se a incidéncia for normal, € totalmente convertido em um
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buraco, o qual segue uma trajetdria paralela a do elétron incidente. Caso a incidéncia seja
obliquia, parte da func¢do de onda retorna para a regiao normal como um estado de um elétron.
No caso de um sistema contendo um material semicondutor, o qual possui um gap de energia
entre as bandas de conducdo e valéncia, 0o momento do buraco, juntamente com sua dispersao de
energia, também traz uma trajetoria paralela ao elétron incidente, ocorrendo a retrorreflexao de
Andreev.

A estrutura de bandas ndo convencional do grafeno proporciona a possibilidade de
observar fendmenos quasi-relativisticos em laboratério, como o tunelamento de Klein, que seria
o tunelamento dos férmions de Dirac através de barreiras de potencial, e o zitterbewegung, um
movimento trémulo de pacotes de onda. Na monocamada de grafeno, dependendo das condi¢des
do sistema, a fun¢do de onda do buraco pode voltar para a regido normal em uma trajetdria
paralela aquela do elétron refletido (ndo do incidente), gerando o fenomeno chamado na literatura
de reflexdo especular de Andreev [40].

Figura 11 — Comparacao entre as reflexdes. Em (a) um elétron (preto) incide sobre um material normal (grafeno)

e sofre uma reflexdo especular. Em (b) mostra um elétron de um material normal incidindo em um
supercondutor e sendo refletido na forma de um buraco (branco).

Fonte: Adaptada da Ref. [40].

Através do estudo de reflexdo de elétrons relativisticos em supercondutores, Beenak-
ker [40] previu uma maneira ndo convencional de conversao elétron-buraco em monocamada
de grafeno. Enquanto normalmente o elétron refletido volta ao longo da trajetéria do elétron
incidente (retrorreflexdo), a reflexdo de Andreev € especular no grafeno ndo dopado (ver Fig.
11).

Para confirmar essa previsao, Beenakker [40] considerou uma folha de grafeno em
um plano x-y com um eletrodo supercondutor cobrindo apenas uma parte da folha sendo essa a
regido SC. Foram construidas bases de estados nas regides SC (x < 0) e N (x > 0) e utilizou as

equacgdes de Dirac-Bogoliubov-de Gennes (DBdG) para descrever as excitacdes elétron-buraco.



37

As solugdes foram obtidas a partir da equagdo DBAG, dada por

Hy—E A u u
= —e"], (1.72)
A* EF — Hj: 1% 1%
onde para aregiio N,A=A*=U =0e H* =p- 0 = —if (0,0, + 0,dy). J4 para a regido SC,
A=Age? (A* =Age ) e HT =p- o —U).
Em uma dada energia € e vetor de onda transversal g foram consideradas até quatro

bases de estados dados por

exp (Fia/2) 0
et _ exp (iqy + ikx) | exp (xia/2) pht _ exp (iqy + ik'x) 173
== Veows S e wp |7
0 cosor exp (Fia'/2)
0 Fexp (+ia! /2)

onde a = arcsen[hvq/ (€ +EF)|, o = arcsen|hvg/ (€ —Er)), k= (hv™') (e + EF)coso e k' =
(hv_ 1) (e + EF) cosa. Os sinais sdo definidos tal que para retroreflexdo o’ e kK’ tem sinais opostos
a o e k (para € < Ep), enquanto para a reflexdo especular o’ e kK’ e o e k tem os mesmos sinais.

No regime relevante Uy 4+ EF >> Ag as solucdes sdo

exp (FiP)
+ +i ]

WS — exp (igy + ikox + Kx) exp (£iyFiP) : (1.74)
exp (—i9)

+exp (Liy—i9)
Para completar a constru¢do do estado de espalhamento, precisa-se combinar os

estados na fronteira das regides N e SC exigindo continuidade em x = 0. A amplitude de reflexdo

para um elétron incidente € obtida resolvendo a equagdo dada por
W 4 PPt 4 W = g WSt 4 ppS (1.75)
ja a amplitude de reflexdo para um buraco incidente é obtida resolvendo a equagao dada por
Whe It et = ST s (1.76)

onde

e X1/ cosacosa
ra = 9

0



r=x"1 (—cosBsen [((x'+a) /2] +isen [(Oc’— oc) /2}) ;

r;; :€2i¢'rA’
F=x"1 (cosBsen[(a'+ ) /2] +isen (o — ) /2]),
X = cosBcos [(o — a) /2] +isenBcos [(o — ) /2] .

Uma proposta semelhante utilizando as equagdes DBAG para investigar a reflexao
de Andreev em uma bicamada de grafeno foi apresentada por Ludwig [41]. A verificacdo
experimental desse fendmeno em bicamada de grafeno, onde a reflexdo de Andreev foi observada
em uma interface de Van der Waals formada entre a bicamada de grafeno e o supercondutor
NbSe; foi realizada por Efetov et al. [42].

Uma caracteristica tnica do espalhamento de Andreev em interfaces N/SC com
base em materiais Dirac-Weyl, como o grafeno, é a possibilidade de observar a retrorreflexao
ou reflexdo especular de Andreev do buraco espalhado apenas ajustando o nivel de Fermi do
sistema [40, 43], ao contrario do que ocorre em interfaces N/SC usuais, onde apenas o primeiro
¢ observado.

De uma forma bastante indireta a transi¢do da retrorreflexdo para reflexdo especular
em bicamada de grafeno, ou seja, pela supressdo da condutincia através da interface N/SC
quando o nivel de Fermi atinge o valor do gap SC foi observada por Efetov et al. [42]. Uma
observacao direta dessa transi¢do exigiria uma técnica experimental onde trajetdrias de elétrons
e buracos espalhados poderiam ser controladas.

Uma forma de controlar as trajetérias dos elétrons € através do uso de campos
magnéticos, foi proposto, por exemplo, no contexto da eletro-6ptica, na busca de refracao
negativa de elétrons em monocamada de grafeno. A forca de Lorentz induzida por campo foi
usada para desviar as trajetdrias de elétrons em direcao a uma juncdo p-n, onde elétrons sofrem
tunelamento de Klein e devem obedecer a um andlogo eletro-Optico da lei de refracao de Snell.
A investigacdo do acimulo de elétrons em diferentes lados do dispositivo fornece, portanto,
informacdes sobre a natureza positiva ou negativa da refracao do elétron [44].

Um dispositivo baseado em grafeno sugerido por Bhandari et al. [45] utiliza um
campo magnético aplicado para guiar elétrons de uma regido normal (grafeno) em direcdo a uma

regido supercondutora. A Fig. 12 (a) mostra o elétron sendo guiado pelo campo magnético para
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um contato central Normal e sendo refletido com um elétron. J4 na Fig. 12 (b) o elétron é guiado
para o centro SC, onde na interface N/SC, os elétrons sdo convertidos em buracos, e o eventual
acumulo de cargas positivas no terminal de saida do dispositivo permite detectar o processo de
reflexdo de Andreev. A Fig. 12 (c¢) mostra as 6rbitas do elétron e do buraco fotografadas por
microscopia de varredura em um dispositivo de grafeno encapsulado em nitreto de boro hexagonal
(hBN) com contatos supercondutores S1, S2, S3, S4 e S5, onde os semicirculos vermelho e azul
ilustram, respectivamente, as Orbitas do ciclotron de um elétron e um buraco refletidos em um
campo magnético perpendicular B. Para registrar o fluxo balistico dos portadores, uma corrente
I € passada de S2 para os contatos S1 e $3, que sdo aterrados. Os portadores balisticos fluem
para o lado oposto da amostra, onde sdo coletados pelos contatos $4 e S5, que sdo flutuantes. A
mudanca de sinal na tensdo detectada permite determinar se os portadores coletados pelo contato

S4 sdo elétrons ou buracos que sofreram reflexdo de Andreev.

Figura 12 — Reflexdo de Andreev em um dispositivo de grafeno com contatos supercondutores, onde e é a carga
eletronica e h € a carga do buraco. (a) Ilustragdo do foco magnético das 6rbitas dos elétrons para uma
amostra de grafeno com contatos normais em um campo magnético perpendicular B quando o didmetro
do ciclotron corresponde ao espacamento dos contatos. (b) Para um contato central supercondutor,
a reflexdo de Andreev converte um elétron que entra em um buraco que sai com carga positiva que
flui para o contato $4 e um par de Cooper passa para o supercondutor. (c) Micrografia eletronica de
varredura do dispositivo de grafeno encapsulado em com contatos supercondutores S1, S2, §3, S4 e S5.
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Fonte: Adaptada da Ref. [45].

Multiplos processos de conversdo elétron-buraco em interfaces N/SC baseado em
grafeno sob a acdo de um campo magnético aplicado também foram demonstrados experimen-
talmente para produzir estados de borda do efeito Hall quintico envolvendo espalhamento de

Andreev de elétrons e buracos [46].
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1.7 Objetivos e estrutura da tese

Nesta tese € desenvolvida uma técnica numérica para investigar a dindmica de pacotes
de onda em uma interface N/SC, baseada em uma extensao do chamado método do split-operator,
a qual considera um Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes que descreve um supercondutor
e um Hamiltoniano de Dirac-Weyl que descreve o comportamento dos portadores de carga no
sistema. O método permite uma investigagdo numérica do espalhamento do pacotes de onda na
interface e a conversao entre os estados do elétron e do buraco, permitindo assumir uma forma
arbitrdria para a interface e para os perfis de potencial e alterar convenientemente o Hamiltoniano
do sistema para qualquer material bidimensional.

No Capitulo 2 s@o apresentados o método split-operator e o Hamiltoniano que servird
como entrada no cédigo desenvolvido. No Capitulo 3, aplicou-se o0 método para calcular as
probabilidades de transmissdo em interfaces N/SC baseadas em mono, bi e tricamada de grafeno,
bem como na Se¢do 3.3 aplica-se em um sistema que consiste em um guia de onda normal
baseado em monocamada grafeno definido por regides supercondutoras adjacentes. O primeiro
demonstra a versatilidade do método aqui proposto no que diz respeito a sua flexibilidade para
ser adaptado a outros Hamiltonianos do sistema, enquanto os resultados do segundo ilustram
como a largura e o comprimento de um canal podem ser usados para ajustar os componentes
de elétrons e buracos do pacotes de onda que sai da regido do canal. No Capitulo 4 € aplicada
a técnica para uma trajetoria de um elétron incidente guiado por um campo magnético. No

Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 DINAMICA DE PACOTES DE ONDA

A maioria das técnicas propostas na literatura para o estudo do espalhamento de
Andreev recorre a métodos baseados em ondas planas que, embora fornecam solucdes analiticas
para o problema de espalhamento, sdo mais dificeis de serem adaptadas a situacdes fisicas
envolvendo potenciais e interface N/SC de geometria arbitraria, bem como a presenga de campos
aplicados. Entdo, essa tese objetiva o desenvolvimento de um método que seja facilmente
adaptado para qualquer configuracdo dos potenciais e interface N/SC, como também para
qualquer forma de Hamiltoniano que descreva os materiais envolvidos.

Nesse capitulo serd desenvolvida uma técnica numérica para investigar a dindmica
de pacote de ondas em uma interface N/SC, tendo como base uma extensdo do chamado método
split-operator [47, 48], que considera o Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes (BdG) para
descrever um supercondutor. O método permite a investigacao do espalhamento do pacote de
ondas na interface e a interacdo entre os estados do elétron e do buraco, permitindo assumir
uma forma arbitraria para a interface e para os perfis de potencial e alterar convenientemente o
Hamiltoniano do sistema para qualquer material bidimensional.

Particulas quanticas exibem conjuntamente caracteristicas de particulas e ondas. Na
Fisica Classica uma particula € bem localizada no espago, pois podem ser obtidas a0 mesmo
tempo e com precisdo sua posi¢cdo e velocidade. Na Mecanica Quantica, segundo a hipétese de
de Broglie, uma particula é descrita por uma fun¢ao de onda que corresponde a materia associada
a um comprimento de onda. Mas as func¢des de onda podem se espalhar por todo o espago. Uma
particula localizada dentro de uma determinada regido do espaco pode ser descrita por uma onda
de matéria cuja amplitude € grande nessa regido e zero fora dela. Logo, uma funciao de onda
localizada é chamada pacote de onda [49]. Um pacote de onda consiste em uma superposi¢ao
de ondas planas de comprimentos de onda diferentes, com fases e amplitudes que interagem
construtivamente em pequenas regides do espaco e destrutivamente nos demais espagos.

O espalhamento de quasi-particulas em uma interface N/SC pode ser investigado
utilizando o método de evolugdo temporal de pacotes de onda. O ponto de partida para a
discussdo € a equacdo de Schrodinger dependente do tempo dada por

iha |W (r,7))

o =HIP ), @1

onde H é o operador Hamiltoniano e |¥(r,7)) é a funcio de onda dependente do tempo. A

fun¢do de onda que satisfaz a Eq. (2.1), na representacdo de Schrodinger, apresenta a seguinte
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forma

W (r,t+Ar)) =e 1 |¥(r,1)), 2.2)

onde o termo exponencial representa o operador evolucio temporal e € unitdrio desde que H seja
hermitiano [17].

A solugao para a equagdo de Schrodinger dependente do tempo € baseada na re-
presentacdo aproximada do operador evolucao temporal (split-operator). A técnica consiste
em separar o operador de evolu¢do temporal: o Hamiltoniano € dividido em duas partes, uma
primeira envolvento o termo de energia potencial, V (r), e outra apenas contendo a energia
cinética T (k) escritas nos espacos real e reciproco, respectivamente [47]. Havendo comutagio
entre os operadores, temos '™ = e*e”. Mas o operador Hamiltoniano presente no argumento da
exponencial que compde o operador evolugdo temporal ndo pode ser dividido dessa forma, pois

energia cinética e energia potencial ndo comutam. Podemos usar a formula de Zassenhaus [50]

&V =e'de 1 e 3

eyl Dbl | felxy]]
- T (2.3)

Utilizando a Eq. (2.3) o operador evolucdo temporal torna-se e iHA — g TA = VAL O(Ar?),
aproximacao referenciada na literatura como expansao de Suzuki-Trotter [51], onde sua forma

mais simétrica é dada por

e HHM — o= VA TA =5 VA L (AR, (2.4)
2.1 Hamiltonianos dependentes de spin

Existe uma classe de Hamiltonianos que podem ser tratados de uma forma simples
com a técnica split-operator: quando o Hamiltoniano pode ser escrito como H = W - 0, isto €,

em termos das matrizes de Pauli 6 = o,/ + Oy J+ GZIAc, sendo
O, = oy =| ,0, = . (2.5

O operador de evolucao temporal, neste caso, torna-se

o HHA _ o= f(W-0) _ —i(S0) (2.6)

onde chamou-se S = %W.
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O operator evolugdo temporal escrito na forma da Eq. (2.6) expandido em série de

Taylor torna-se

kgL A2k _ 1Y (Q. 4\ 2kt
e*iS-o' = cos (S ) G) —isen (S . G) — ( 1)(2(:)!6) _ i( 1221ES+ f)>' . 2.7)

Utilizando-se as propriedades das matrizes de Pauli 6;0; = I e a relag¢io de comutacéo [o;, 0;] =0,

onde [ € a matriz identidade, tem-se
(S-0)* =5*1,(S-0)* ! =4S 0), (2.8)

logo, a Eq. (2.7) torna-se

s _ (ZDFS(—1)'s*(S- o)

2.9
20 T k1) 29)
Pode ser observado que o primeiro termo da Eq. (2.8) pode ser escrito como
k ¢2k
S _ (=1)"$7(8-0)
e =cos(S)I—i T (2.10)
Multiplicando o numerador e o denominador do segundo termo por S e sabendo que
S Sy — 1Sy
(S'G) :Sx6x+5y6y+SZGZ — 3
Sx + iSy —SZ
a Eq. (2.10) pode ser escrita como
5 cos(S) — isen(S)% —isen(S)@ @11
e = _ . .
—isen(S)SXLSlSy cos(S)+isen(S)%

O operador evolugdo temporal pode, entdo, ser representado por matrizes onde S é o mddulo do

vetor S e é dependente do vetor k.

2.2 Split-operator para a interface grafeno/supercondutor

Considerando uma base (ug up va vB)T, onde u; e v; (i = A, B) representam a i-ésima
componente do spinor de duas componentes que descreve elétrons e buracos, respectivamente.
O Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes (BdG) que descreve a interface NS é dado pela Eq.
(2.70)

H—-Er+U A(r)

Hpyc = , (2.12)
A*(r)  —[H—Ep+U]
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onde H € Hamiltoniano que no caso € uma matriz 2 X 2 que descreve particulas carregadas de
baixa energia na fase normal, U (r) é o potencial externo, Er é a energia do nivel de Fermi e
A(r) = Ag(r)e? é o gap supercondutor dependente da posicio, o qual, como foi mostrado na
Secdo 2.1, € diferente de zero somente na regido supercondutora. Todos os elementos da matriz
dada pela Eq. (2.12) sao multiplicados por uma matriz identidade I, de modo que Hg,i € uma
matriz 4 x 4.

A evolugdo temporal de um pacote de onda arbitrario inicial dado por

P(r,r=0)= x y(r,0), (2.13)

€ calculada como
Hpac

W (r,r+Ar)) =e

AP (r,1)). (2.14)

O Hamiltoniano Hp,i; pode convenientemente ser dividido em partes que dependem
exclusivamente das coordenadas espaciais reais ou reciprocas, onde o primeiro termo apresenta
apenas os termos que dependem das coordenadas do espago reciproco k € G sdo as matrizes de

Pauli, logo Hp, torna-se
Hpic = (H—Er)®0;+U(r) ® o; + Ag(r)(cos 91 ® oy + sendl @ oy). (2.15)

A aplicacdo da expansdo de Suzuki-Trotter na exponencial do operador de evolugdo temporal da

Eq. (2.14) produz
e—iHB,%At — e—l'Wr®O'e—iWk®O'e—iWr®G + 0(Al3), (216)

onde W, = (Agcos¢, Agsend,U) 5£, Wy = (0,0,H — Ep) & e O (A*) é um erro de ordem A3,
que vem da ndo comutatividade entre os operadores W, e W;. Cada uma das exponenciais da

Eq. (2.16) é expandida de forma exata utilizando a expansdo dada pela Eq. (2.11), logo, para o

termo e~*Wr'9 tem-se:
& /A2 U2 —isen( B /a2 +U2) — Y —isen( AL\ /A21U2 Bge 10
e cos(Zh 5 ) lsen(Zh 0 ) A%+U2 ”E”(zh 0 ) /A(%+U2 A (217)

i9
—isen( 4% /A(Z)+U2)\/Af(2)el+_l/2 cos (96 \/A3+U7 ) isen( 4 A(2)+U2)\/A(2)U+_U2
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Cada elemento da matriz 2 x 2 também € uma matriz 2 x 2, logo, a Eq. (2.17)
torna-se
A 0 B_- 0
- 0 A- 0 B_
e W0 — M, = : (2.18)
B 0 Ay O

0 B, 0 A,

onde AL = cos (%,/Agﬁ—UZ) + isen <§t—h@/A%+U2> \/ﬁ e B = —isen <%w/A(2)+U2>
0

Aoeiid]
VA2+U?
Aplicando-se a expansdo de Suzuki-Trotter para o primeiro termo de (2.15), tem-se
(2) 0 )
. W, . W +iW,
Weo _ cos(Wy) — lS€I’l<()Wk) (W)’k —lsen(Wk)T( | 2.19)
. w —iw,?Y . wh ) :
—isen(W) === cos(Wy) + ises(Wi) -

onde Wi = (0,0,H —Ep)%. Logo, a Eq. (2.19) torna-se

—i(H—Eq)A
oo _ [0 (2.20)
0 el(H_EF)% ’ .
onde o primeiro termo da diagonal principal da Eq. (2.20) pode ser reescrito como
e_i(H_EF)% = e_iH%eiEF%. (2.21)
Sendo H =h- o e definindo ® = (hx,hy,hz)%, a Eq. (2.21) torna-se
e—i(H—EF)% — €_iw.G€iEF%. (222)

Aplicando-se novamente a expansao de Suzuki-Trotter na primeira exponencial da Eq. (2.22),

obtém-se:
. ,; . WOy —i0y
oo cos(w) —isen(w) 5 —isen(®)—5—=
€ = Octio, o (2.23)
—isen(®)—=5—>  cos(®)+isen(w):
O procedimento € repetido para a segunda exponencial de (2.22) e tem-se
e eiEF% 0
et = s (2.24)
0 eEF T
Logo, realizando o produto entre as Eqgs. (2.23) e (2.24), obtém-se
: Al —io. At
o100 RS _ (cos(a)) - isen(a))%) eFr —isen(w)%e’EF 7 (225
—isen(a))%e‘&% (cos(®) + isen(®) %) EF
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De forma andloga, o segundo termo da diagonal principal da matriz (2.20) pode ser

reescrito como

G H—ER)5 _ —i(=H)3 ~iEF5 _ e—iw’-cre—iEF%7 (2.26)
onde @' = (—hy, —hy, —hz)%, logo, a Eq. (2.26) torna-se
N N\ —iEp . N O —i®y _ER A
J-i0 —iEp Y _ (cos(a)) isen(® )w,> e isen(@")=—e "
! i) At / o At
—isen(w’)%e"EFf (cos(a)') + isen(m’)%) e Er
(2.27)
Por fim, substituindo as Egs. (2.25) e (2.27) na Eq. (2.20), tem-se
C. D- 0 O
. D, C. 0 0
e Wko — [, = o , (2.28)

o o Cc D
0o 0 D, C,
onde Cy = (cos(w) + isen(w)%) eiEF%, Dy = —isen(w)@e’ﬂ%, Cli = (COS(Q’/) + isen(a)’)%)

. Iyt .
e iEF T, D, = —isen(w’)%e_’&%, ® = (he,hy,h;) & e @' = (—hy,—hy, —h;) &
A evolugdo de um pacote de ondas em um instante ¢, |¥(r,¢)), para [¥(r,t +Ar)) é

dado como

®(r,7 +Af)) = MMM, [¥(r,7)), (2.29)

esse processo € realizado em trés etapas: (i) multiplicando |¥(r,t)) por M,, (ii) tomando a
transformada de Fourier do spinor resultante e multiplicando por M no espaco reciproco, e
entdo (iii) levando o spinor resultante de volta ao espaco real, realizando uma transformacao
inversa de Fourier nele e multiplicando-o por M, novamente. O processo € repetido até que
a propagacdo seja realizada por um determinado intervalo de tempo. O tnico erro envolvido
neste procedimento é o erro O(Ar?) resultante da expansio de Suzuki-Trotter da exponencial
do operador de evolucdo temporal, mas como € considerado um pequeno intervalo de tempo
At = 0.1 fs, esse termo pode ser desprezado de agora em diante.

As densidades de probabilidade do elétron e buraco sdo calculadas a partir do

pseudo-spinor elétron-buraco propagado dado por

P(r,1) = , (2.30)



47

Figura 13 — Esboco dos dois sistemas baseados em grafeno considerados: (a) uma tnica interface entre as regides
normal (N) e supercondutor (SC), e (b) um canal inclinado (por 45 °) de comprimento L e largura W
em toda a regido de SC. No primeiro caso, as retrorreflexdes (cima) e reflexdes especulares (baixo)
de Andreev serdo investigadas calculando as trajetérias do elétron (e, azul) e buracos (h, vermelho),
assumindo um angulo de incidéncia ¢ e descrevendo as quasi-particulas como pacotes de onda gaussia-
nos circulares. Quanto ao ultimo, serdo investigadas as probabilidades de transmissdo/reflexdo de um
elétron de entrada descrito por uma frente de onda gaussiana (gradiente azul).

(@) sc (b)
Normal
(0]
W
—
L
SC SC
Normal
a Normal
A e s A
Fonte: [52].
utilizando-se as integrais
rn
PO = [ [1va(e0) P+ i) Plde @31
ry
rn
Pt = [ W (r. 0+ s (7o) Plar, (2.32)
r

onde o intervalo [ry,r;] limita a regido de interesse no espaco. As probabilidades de reflexdo
(transmissdo) sdo obtidas como os valores convergentes das Eqgs. (2.31) e (2.32), integrados
apenas dentro do espaco antes (depois) da regido supercondutora, como ¢ — .

Utilizando a dinamica de pacotes de onda pode-se revisitar o problema da reflexao
de Andreev em interfaces N/SC onde utiliza-se materiais Dirac-Weyl. A Fig. 13(a) mostra um
esbogo da situagdo proposta, onde um elétron na regido normal (grafeno) se propaga em dire¢ao
a regido supercondutora (sombreada) através de uma trajetéria que forma um angulo & com a
direcdo normal a interface.

Também serd investigado a propagacio de uma frente de onda através de um canal
aberto na regido supercondutora, conforme ilustrado na Fig. 13 (b). Todo o procedimento
realizado até aqui foi para uma interface entre uma monocamada de grafeno e um supercondutor,
mas esse calculo pode ser adaptado, por exemplo, para grafenos de duas e trés camadas (na
sequéncia de empilhamento ABC), apenas alterando o Hamiltoniano para o caso desejado.

O espalhamento de Andreev através de pacotes de onda estudados até aqui foram
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realizados na auséncia de campos externos, no entanto o método utilizado pode ser adaptado para
a utilizacao de campos magnéticos que ajudam a controlar as trajetdrias de elétrons, situagao

similar a estudada experimentalmente por Bhandari et al. [45].

Figura 14 — Esbogo do dispositivo (painéis a esquerda): os elétrons vém do terminal 1 para a regido de campo
magnético (normal), onde suas trajetdrias sdo desviadas em direcdio a regido supercondutora, devido a
forca de Lorentz. As setas pretas indicam as dire¢des x e y. Em (a), onde a energia de Fermi Er é menor
do que o gap SC Ay (veja o painel direito), o buraco que sofre espalhamento de Andreev € entio coletado
no terminal 2. Em (b), onde Er > A (ver painel direito), o buraco que sofre espalhamento de Andreev
¢ coletado de volta no terminal 1. O campo magnético controla as trajetérias e, consequentemente, o
angulo de incidéncia na interface N/SC, alterando assim a razdo elétron-buraco na fun¢do de onda de
saida. A camada de grafeno € ilustrada com alguns dtomos por uma questdo de simplicidade, mas as
amostras reais nos cdlculos sdo grandes o suficiente para garantir a validade do modelo continuo.

(a) Terminal 2

“
B>0
=

X
Terminal 1

(b) Terminal 2 Er=10 A,

[ewJoN

[\
JAY,)

e ———

QS

>0
L

X
Terminal 1

[ewJoN

Fonte: [53].

Um esboco do sistema proposto onde hé a presenca de campo magnético é mostrado
na Fig. 14. Um pacote de ondas eletronico vindo do terminal 1 (77) entra na regido de campo
magnético, onde sua trajetoria € desviada em uma Oorbita de Lorentz. Os pacotes de onda é
espalhado por uma interface N/SC, onde ha a conversdo elétron-buraco por reflexdo de Andreev.
Os pacotes de onda do buraco na saida €, portanto, analisado em 77 ou no terminal 2 (73),
dependendo do nivel de Fermi Er: se Er é menor do que o gap SC Ay, o buraco que preenche a
banda de conducao € refletido especularmente e se move em direcao a 7>, como mostrado na
Fig. 14 (a). Inversamente, se Er > Ag, o buraco da banda de valéncia € retro-refletido de volta
para 77, como pode ser visto na Fig. 14 (b). Em qualquer caso, a razao elétron/buraco na funcio

de onda refletida depende fortemente do dngulo de incidéncia de entrada do elétron, algo que é



49

facilmente controlado neste sistema, uma vez que diferentes campos levam a diferentes raios da
orbita de Lorentz e o elétron entra sempre na mesma distancia da drea de SC [40]. O método
de propagac¢do do pacotes de onda proposto aqui e o dispositivo de foco magnético sugerido
esbogado na Fig. 14 podem ser facilmente adaptados para o estudo do espalhamento de Andreev
em outros materiais bidimensionais [54, 55]. A dependéncia da probabilidade de transmissao
(reflexd@o) Tj5(11) entre os terminais no campo externo, bem como no nivel de Fermi do sistema,
podem ser investigadas em detalhes, exibindo assinaturas reflexdo especular de Andreev ou
retro-reflexdo controladas por campo magnético no grafeno, apenas adaptando a técnica utilizada
para o caso onde nao hd a presenga de campo.

O Hamiltoniano BdG dado pela Eq. (2.15), para elétrons de baixa energia no grafeno,
agora reescrito levando em conta a presenca de um campo magnético B =V x A, € dividido

como
Hpyc = (H—Er)®0;,—e0-A®0;+Ay(r)(cos ¢ ® 0y + send ¥ @ oy), (2.33)

onde o primeiro termo depende de coordenadas reciprocas, enquanto os termos restantes depen-
dem apenas de coordenadas espaciais reais. Aplicar a expansao de Suzuki-Trotter no operador
de evolugao temporal leva a Eq. (2.16), onde agora Wy = (Agcos @, Agsend, —eA - 6)At /2h,
Wi = (0,0,H — Ep)4, e O(Ar®) é um erro de ordem A, vindo da ndo comutatividade entre
os operadores W, ® 0 e W; ® 0. Finalmente, a identidade dada pela Eq. (2.11) € usada para
resolver a exponencial de cada parte do Hamiltoniano BdG, com a presenga de campo magnético,
de forma exata.

Usando a Eq. (2.11), os termos exponenciais no operador de evolucao temporal na

Eq. (2.16) sdo reescritos como

w P Z 0
R W 0 Z
zZt 0 w P*
0 Zt Rt W

, (2.34)
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onde
At - At
W = cos <ﬁAo) cos <|A|ﬁ) )
- At At +iA, —A
Ri = sen <|A|2—) COS (EAO) %,
o At +iA,+ A,
P = sen <|A|2—) cos (ﬁ 0) %,
At ;
7 = —isen | =Ay | e 2.35
isen <2h 0) e, ( )
cCt D 0 0
J’_
oo _ | Pr €000 (2.36)
0 0 Cc D
0 0 D, C
onde C* = cos(a))eiiEF%, Dy = —isen(w)%e’ﬂ%, D, = —isen(a))%e"ﬂ%, ew=
vrAtK.

Uma vez que o operador de evolucdo temporal é definido, a propagagdo de um
pacotes de onda € obtida simplesmente (i) multiplicando |¥(r,#)) pela matriz na Eq. (2.34) no
espaco real, (ii) tomando a transformada de Fourier do spinor resultante e multiplicando-a pela
matriz na Eq. (2.36) no espago reciproco, e entdo (iii) tomando a transformada inversa de Fourier
do spinor resultante para multiplica-lo novamente pela matriz na Eq. (2.34), nas coordenadas do
espaco real. Isso leva a |¥(r,7 + At)) e o processo é repetido até que a propagagio seja realizada
por um determinado intervalo de tempo.

Da mesma forma que no caso onde ha auséncia de campo magnético, essa abordagem
é exata, exceto pelos erros numéricos envolvidos nas transformadas de Fourier e o erro O(Af?)
que é, a partir de agora, desprezado, pois serd considerado um pequeno intervalo de tempo,
Ar =0.1 fs.

A trajetoria do elétron (buraco) € obtida pelos valores esperados das coordenadas x e
y calculados com os componentes ()4 € Y, (,)p dos pacotes de onda. As probabilidades de
transmissdo (reflexdo) 715(q) sao obtidas a partir dos valores de convergéncia das Egs. (2.31)
e (2.32), integrados apenas dentro do espago apds (antes) da regido do campo magnético na
Fig.14, ou seja, em T5(1). Serdo consideradas as probabilidades de elétron e buraco como
T1(11) = Pe — By, de modo que os valores de T1(1) na se¢do seguinte variam entre -1 (fungéo

de onda de buraco completo ) para +1 (fun¢do de onda eletronica completa).
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3 INTERFACE N/SC EM MATERIAIS DIRAC-WEYL (GRAFENO)

Neste capitulo, serdo considerados os resultados obtidos pelo método proposto no
Capitulo 2 em relagdo a reflexdo na interface N/SC em grafeno revisitando os resultados obitidos
por Beenakker [40].

Para a func¢ao envelope multiplicando o pseudo-spin na Eq. (2.13), é assumido um
pacote de ondas gaussiano dado por

__1 (x—2x0)* + (v —y0)*
W(rvo)_d\/ﬁexp 2d2

que descreve a propagagdo de um elétron de baixa energia no grafeno. A estrutura de banda de

+iky-r|, (3.1)

materiais do tipo Dirac-Weyl (por exemplo, grafeno) em torno dos pontos K e K’ da primeira
zona de Brillouin pode ser aproximada por fung¢des lineares que seguem da diagonalizacdo do

Hamiltoniano efetivo dada pela Eq. (1.64)
Hi = hop(£k0y + ky0y), (3.2)

onde vy é a velocidade de Fermi e + referem-se aos cones K(+) e K'(—), de modo que os
elétrons de baixa energia neste material se comportam como férmions de Dirac sem massa como
ja dito anteriormente. Esses cones sdo relacionados por simetria de reversdao temporal, portanto,
aqui serd considerado apenas o caso dos elétrons em torno de K, enquanto o comportamento dos
elétrons em K’ sdo previstos a partir dos resultados obtidos para K apenas aplicando transfor-
macoes diretas devido a mudanca de sinal na Eq. (3.2). Este Hamiltoniano entra na Eq. (2.36)
através de @ = hAr /h e @' = —hAt /11, neste caso, construidos reescrevendo H+ = (+hy, hy,0) -0
com h = Aivpk.

O potencial externo é considerado como U(r) = 0 e o gap supercondutor A(r) é
assumido como uma funcdo degrau que € zero para y < 0 e Ag caso contrario. Também ¢é
assumido uma fase supercondutora nula, ¢ = 0. A partir de agora, as energias serao escritas em
unidades do gap SC, Ay, e as coordenadas espaciais em unidades de ro = hivp /Ag. A energia do
pacote de ondas € fixada como € = 0.7A, entrando na Eq. (3.1) através do médulo do vetor de
onda, dado por kg = (€ + Er)/Agro em no caso da monocamada de grafeno. A largura do pacote
de ondas € fixada como d = 6.67ry, 0 que representa uma largura AE ~ 0.15A( no espago de

energia no caso da monocamada.
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Figura 15 — Estruturas de banda nas regides normal e SC (esquerda) e trajetérias dos pacotes de ondas (direita),
considerando um angulo de incidéncia o = 45 e trés valores de energia de Fermi: (a) Ef = 10Ay,
(b) EF =2Ag e (a) EF = 0,1A¢. As regides SC sdo destacadas como areas sombreadas nas Figs.. O
mapa de cores nos painéis da direita é tal que vermelho (azul) representam pacotes de ondas de buracos
(elétrons), enquanto cores mais escuras representam densidades de probabilidade mais altas.
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Fonte: [52].

3.1 Monocamada de grafeno

Os resultados discutidos aqui para monocamada de grafeno, assim como os que
estudaremos em breve na Secao (3.2) para bicamada de grafeno, revisitam os estudos tedricos
de Beenakker e Ludwig [40, 41], respectivamente. Ja para o caso de tricamada de grafeno nao
foram encontrados estudos na literatura. Os cdlculos apresentados aqui também podem ser
facilmente adaptados, por exemplo para interfaces N/SC para poucas camadas de fosforeno,
onde os elétrons de baixa energia também sdo descritos por um Hamiltoniano 2 x 2 que pode ser
facilmente reescrito em termos do vetor h previamente definido [56].

A Fig. 15 mostra os diagramas de banda nas regides normal (branco) e supercon-
dutora (sombreado), para diferentes valores do nivel de Fermi. Quando o nivel de Fermi é
muito maior que o gap supercondutor, Er > Ay, os elétrons com energia € < Ag incidentes na
regido supercondutora sdo refletidos parcialmente como buracos. Se a incidéncia for normal, a
conversao elétron-buraco ocorre com probabilidade unitdria. Por outro lado, se a trajetéria do
elétron incidente faz com com o eixo vertical um angulo « diferente de zero (ver trajetérias na

Fig. 15 para a = 45°), uma reflexdo normal (elétron) também € esperada. Além disso, espera-se
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Figura 16 — Registros instantidneos das projecdes do pacote de ondas sobre os estados de elétron (azul) e buraco
(vermelho), para um pacote de onda em grafeno sendo refletido por uma regido supercondutora (area
sombreada) em y > 0, assumindo Er = 10Ag. Os registros instantineos sdo obtidos em trés instantes
diferentes no tempo, isto €, =0, 110 e 300 fs.
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Fonte: [52].

que o buraco refletido se propague ao longo da mesma trajetéria do elétron incidente, mas com
direc@o de propagacao oposta, que € conhecida como retrorreflexdo de Andreev. Isso é verificado
na trajetoria dos elétrons (simbolos azuis) e buracos (simbolos vermelhos) na Fig. 15 (a), onde
cores mais escuras (mais brilhantes) representam maior (menor) densidade de probabilidade.
Um pequeno deslocamento Goos-Hénchen também € observado entre as trajetorias do elétron
e do buraco [57]. O comportamento €, no entanto, diferente se Er estiver na mesma ordem
de magnitude que Ag, como na Fig. 15 (b), onde quase nenhuma conversao elétron-buraco é
observada. Além disso, se Er < Ag, a fun¢do de onda convertida em buraco se propaga na
mesma dire¢do que o elétron refletido, conforme se verifica em 15 (¢), que é conhecido como
reflexdo especular de Andreev.

As Figs. 16 e 17 ilustram as retrorreflexdes e relfexdes especulares de Andreeyv,
respectivamente, mostrando os registros instantaneos das distribuicdes de densidade de probabi-
lidade de elétron (azul) e buraco (vermelho) em trés instantes de tempo diferentes. No primeiro

(ultimo), os pacotes de onda de buracos e elétrons dispersos se propagam claramente em dire¢des
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opostas (iguais). Embora ndo seja facil observar experimentalmente registros instantaneos da
propagacdo do pacote de ondas como os mostrados nas Figs. 16 e 17, ainda € possivel rastrear as
trajetorias e densidades de probabilidade de elétrons e buracos ao longo do sistema via microsco-
pia de varredura [58], uma técnica que tem sido considerada como uma das ferramentas mais
convenientes para verificar experimentalmente funcdes de onda e propriedades de transporte em
sistemas de baixa dimensdo, que foi recentemente empregada com sucesso no contexto especifico

de reflexdes de Andreev em interfaces N/SC baseadas em monocamada de grafeno [45].

Figura 17 — Similar a Fig. 16, mas para Er = 0.1A.
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Considerando a conserva¢do do momento ao longo da direcdo x do sistema, pode-se
entender a direcao de propagacdo da reflexdo de Andreev do buraco da seguinte forma: no
caso da monocamada de grafeno, o elétron incidente tem um momento kg = (Er + €)/hvr,
enquanto o buraco que sofreu espalhamento de Andreev tem momento k, = (Er — €) /hvp. A
conservacao do momento ao longo da direcdo horizontal requer kgsena = kysenoy,, onde oy,
€ o angulo de reflex@o do buraco. Isso sugere a existéncia de um angulo de incidéncia critico
além do qual o buraco espalhado se propaga com oy, = /2. Um caso interessante acontece

quando € = EF, onde este angulo de incidéncia critico é zero e qualquer buraco que venha do
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Figura 18 — Similar a Fig. 16, mas para um pacote de ondas com a mesma energia do nivel de Fermi, € = Er =

0.1A.
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espalhamento de Andreev tem que se propagar lateralmente ao longo do eixo x, com momento
zero, independentemente do angulo de incidéncia o. Esta situacdo € ilustrada na Fig. 18, que é
semelhante a Fig. 17, mas para um elétron incidente com energia € = 0.1Ag = Er. Na condicdo
de pacote de ondas em monocamada de grafeno, um pacote de ondas de buraco de momento
zero exibiria de fato uma evolucdo temporal na forma de um anel circular, ver ref. [[59, 60, 61]],
assim como o observado na Fig. 18. Fica claro que, enquanto o elétron refletido se propaga para
trds, o buraco se propaga para os lados, o que garante que buracos nao possam ser coletados na
regido de onde os elétrons vieram.

Este efeito estd intimamente relacionado ao conceito basico por trds da chamada
"crossed andreev reflection"(CAR), em portugués conhecida como reflexdo cruzada de Andreeyv,
onde uma juncdo pnp é configurada de forma que os elétrons que chegam tenham a mesma
energia que Ef, evitando assim buracos espalhados na regidao de origem, enquanto o nivel de
Fermi na regido de escoamento € definido de forma a garantir que apenas buracos sejam coletados
nessa regido [62, 63, 64]. Isso sugere que, ajustando adequadamente o potencial e os niveis de

Fermi, pode-se usar convenientemente o método proposto aqui também no estudo de CAR e
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fendmenos de co-tunelamento em materiais de Dirac-Weyl.
Dentro do modelo Blonder-Tinkham-Klapwijk (BTK), a condutividade é proporcio-
nal a

/2
/o [1—r(e,00)+ra(e,a)|cosada, (3.3)

onde r e r4 representam probabilidades de observar um elétron e um buraco refletido, respec-
tivamente, apds o espalhamento do elétron incidente pela interface SC. Na interface N/SC do
grafeno, sabe-se que no caso de retro-reflexdo (especular), ou seja, para Er > Ag (Er < Ap),
aumentar a tensdo V leva a um aumento (diminui¢c@o) na condutividade [40]. Nao estd no objetivo
desta tese calcular o valor exato da condutividade. No entanto, pode-se usar o método aqui
proposto para verificar esse resultado. O nicleo de integragdo (€, ) = [1 —r(g, o) +ra(€, )]
na expressao BTK € plotado como uma func¢do do angulo de incidéncia na Fig . 19, assumindo
dois valores para o nivel de Fermi. O aumento da energia do pacote de ondas incidente, que
desempenha o papel da tensdo V no modelo BTK, leva a curvas I X o com drea consistentemente
menor quando Er > Ag, como na Fig. 19 (a). Consequentemente, a integral de / em relacao ao
angulo o diminui com &, sugerindo assim uma condutividade que diminui com V. O oposto é
verdadeiro para Er < Ao, como mostrado na Fig. 19 (b), onde aumentando a energia do pacote

de ondas ocorre aumento da 4rea de I X & e, conseqiientemente, da condutividade.

3.2 Bicamada e tricamada de grafeno

O célculo realizado para a monocamada de grafeno pode ser facilmente adaptado,
por exemplo para uma bicamada ou tricamada (na ordem de empilhamento ABC) de grafeno
usando a Eq. (1.71), onde escolhe-se N igual a dois (trés) para bicamada (tricamada), onde y é o
parametro de hopping entre as camadas.

Como ja mencionado anteriormente, uma vantagem do método aqui proposto é
sua flexibilidade para ser facilmente adaptado a outros materiais onde os portadores de carga
também podem ser descritos como quasi-particulas de Dirac-Weyl. Como exemplo, calculamos a
evolugdo temporal e a dispersao de pacotes de ondas em interfaces N/SC baseadas em bicamada
e tricamada de grafeno. As Figs. 20(a) e 20(b) mostram o nucleo de integragdo no modelo BTK
plotado em fung¢do do angulo incidente &, assumindo dois valores de nivel de Fermi, nos casos
de bicamada e tricamada, respectivamente.

Para Er > Ay, o integrando / diminui monotonicamente com & em todos 0s casos,
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Figura 19 — Nucleo de integracido no modelo BTK de condutividade em fun¢do do angulo de incidéncia do pacote
de ondas, assumindo pacotes de ondas com energias diferentes € e niveis de Fermi (a) Er = 10Ap e (b)
Er =0,1A¢.

Fonte: [52].

embora com drea maior (menor) para o caso do grafeno tricamada (monocamada), levando assim
a maiores (menores) condutividade. E observado que os resultados na Fig. 20 para Er > Ap
ndo convergem para 2 com o — 0°, como seria de esperar (ver, por exemplo, Fig. 19) por
exemplo a partir de um calculo de onda plana. Isso se deve a largura finita dos pacotes de
ondas no espago reciproco considerados aqui, o que resulta em uma distribui¢do de energia
para o pacote de ondas relevante no caso de Er > Ag. Esta questdo € menos relevante para a
monocamada de grafeno, onde sua dispersao linear de energia garante que a largura do pacote
de onda em energia seja proporcional a sua largura em momento. A dispersdo de energia na
bicamada (tricamada) de grafeno, por outro lado, exibe uma dependéncia de segunda (terceira)
ordem em K, que produz distribui¢des mais amplas em energia para o pacote de ondas, em
comparacio com o caso monocamada [34]. Como consequéncia, os casos de grafeno bicamada
e tricamada requerem calculos com distribuicdes de momento mais estreitas, ou seja, pacotes

de ondas mais amplos no espaco real, a fim de manter toda a distribuicao de energia do pacote
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de ondas abaixo do gap supercondutor. De fato, foi verificado que aumentando a largura do
pacote de onda (assim, estreitando a distribuicao de energia) leva a I em o0 = 0° consistentemente
mais proximo de 2. No entanto, lidar com pacotes de onda tdao largos em uma simulacao de
propagacdo temporal torna o sistema computacionalmente mais custoso, devido a necessidade
de um esfor¢o computacional muito maior, o que torna invidvel a reproducio da Fig. 20 com
grandes pacotes de onda. Portanto, por uma questao de consisténcia, foi decidido manter esses
resultados na Fig. 20, assumindo um pacote de ondas com a mesma largura das outras Figs., e

discuti-los apenas de forma qualitativa.

Figura 20 — Nucleo de integracdo do modelo de condutividade BTK em fun¢do do angulo de incidéncia do pacote
de onda, assumindo pacotes de onda com energia € = 0,7A( espalhados pelas interfaces N/SC baseadas
em (a) bicamada (b) e tricamada de grafeno. Dois valores de nivel de Fermi, Er = 0,1Ag e Er = 10A,
sdo considerados.
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Por outro lado, para Er < Ag, observa-se que o valor do integrando / para o = (°
no caso da bicamada € nulo, o que significa que, em incidéncia normal, o elétron € totalmente
refletido pela barreira e nenhum buraco se propaga através da regido normal. Isso contrasta

fortemente com os resultados observados para o grafeno monocamada e tricamada, onde o



59

integrando converge para 2 com o — 0°, e se origina da estrutura de bandas quadrética de
elétrons de baixa energia na bicamada de grafeno, que difere dos casos de mono e tri camada
de grafeno. O nucleo de integracdo I na bi e tricamada de grafeno exibem dependéncia ndo
monotonica do angulo de incidéncia o, o que também difere dos resultados observados para o
caso da monocamada de grafeno.

O comportamento do integrando / em fun¢do de & observado nas Figs. 19 e 20(a)
sdo consistentes com estudos anteriores sobre monocamada e bicamada de grafeno realizados por
Beenakker [40] e Ludwig [41], respectivamente, onde esta quantidade foi calculada combinando
modos quanticos na interface N/SC para alguns casos especificos. Isso ajuda a validar o modelo
aqui proposto, que, como mencionado anteriormente, também nos permitiu investigar interfaces
N/SC de tricamada de grafeno, um caso que ainda nio € discutido na literatura em detalhes, até

onde sabemos.

3.3 Canal com gap nulo dentro da regiao SC

Com o objetivo de ilustrar o método aqui proposto para o estudo de interfaces N/SC
com forma e perfil arbitririos, serdo mostrados nessa se¢ao, como um exemplo de caso, os
resultados da propagacdo de uma frente de onda através de um canal aberto na regido SC,
conforme mostrado na Fig. 13(b). O canal dentro do supercondutor ¢ inclinado em 45 ° em
relagdo ao eixo vertical, de modo que a primeira reflexdo pela interface N/SC faz o elétron se
propagar horizontalmente.

A evolugao temporal de P, (azul) e P, (vermelho), integrados na regiao apds o
supercondutor ([y1,y2] = [L/2,e0] € [x],x2] = [—o0,00], ver Fig. 13 (b)) é mostrada na Fig. 21,
assumindo Er = 10Ag (s6lido) e Er = 0, 1A (tracejada). Em geral, todos os valores de P, e P,
sdo pequenos, devido ao fato de que a maior parte da frente de onda de entrada dos elétrons
atingem a regido SC ao lado da entrada do canal, e apenas uma pequena fracdo dela € realmente
capaz de entrar no regido do canal. A probabilidade de encontrar um elétron apds a regido SC é
sempre diferente de zero e € maior para Er = 0.1Ag. No entanto, a probabilidade de buracos
cruzarem o canal é diferente de zero apenas para Er = 0.1Aq. As trajetérias de elétrons (azul) e
buracos (vermelho) ilustradas nos canais ajudam a entender essa caracteristica. Como o elétron é
refletido horizontalmente (verticalmente) pela primeira (segunda) interface N/SC no canal, os
buracos resultantes se propagam em uma direcao que depende de Er. Para Er > A, os buracos

retrorrefletidos que surgem em cada reflexdo N/SC se propagam para tras ao longo da mesma
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Figura 21 — Densidades de probabilidade integradas em fun¢@o do tempo de elétron (azul) e buraco (vermelho) na
regido normal além de um canal na regido supercondutora com W = 300 A, L=300A, assumindo
energias de Fermi Er = 10A¢ (s6lido) e Er = 0,1A¢ (tracejado). As setas nos canais ilustram as
trajetdrias esperadas de elétrons e buracos que sofrem reflexdes pelas interfaces normal-SC.
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trajetoria do elétron em andamento, portanto, nenhum buraco é capaz de atravessar o canal. Por
outro lado, para Er < Ag, buracos refletidos especularmente que surgem em cada reflexao N/SC
se propagam junto com o elétron através do canal e, eventualmente, fazem seu caminho através
dele, resultando em probabilidade diferente de zero de se observar buracos além do canal.

A dependéncia das probabilidades de transmissdo de elétrons e buracos em um
canal de largura W e comprimento L sdo mostradas nas Figs. 22 e 23, respectivamente. Para
Er = 0.1A¢9 e um comprimento fixo L = 300 A, os resultados na Fig. 22 (a) mostram que
aumentando a largura W do canal de 200 A para 400 A melhora a probabilidade de transmissdo
de buraco para pacotes de ondas de energias inferiores a ~ 0.775A¢. Para energias mais altas,
a probabilidade de transmissdo do buraco para W = 300 A ¢ apenas ligeiramente menor do
que para W =400 A . No entanto uma probabilidade significativa de transmissao de buraco é
observada apenas para Er = 0.1A¢. Para Er = 10A¢, a Fig. 22 (b) mostra uma probabilidade
de transmissao de elétrons que aumenta monotonicamente com a energia do pacote de ondas,
enquanto as probabilidades de buraco sempre sdo muito pequenas. Qualitativamente, esse
resultado persiste para toda a faixa de energia considerada, isto €, de € = 0.6 Ag a € = 0.85
Ap. Conclusdes semelhantes também sdo tiradas dos resultados na Fig. 23, onde o aumento do
comprimento L do canal demonstrou produzir resultados equivalentes como a diminui¢do da
largura W.

O valor de 45° para o angulo de inclina¢do do canal foi escolhido apenas por

conveniéncia, a fim de facilitar a visualizacdo dos resultados. Pode-se verificar facilmente que os
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Figura 22 — Probabilidade de transmissdo integrada em funcdo da energia da frente de onda de entrada de elétron
(azul) e buraco (vermelho), assumindo um canal na regido supercondutora com comprimento L = 300
A, e assumindo larguras W = 200 A (pontilhado), 300 A (tracejada) e 400 A (sélido). As energias de
Fermi sdo (a) Er = 0,1Aq e (b) EF = 10A.
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mesmos resultados qualitativos seriam observados para qualquer angulo. Na verdade, mesmo
um canal vertical linear mostra uma probabilidade de transmissdo diferente de zero para buracos
no caso Er < Ag. No entanto, este efeito € muito mais fraco para um canal vertical, uma vez
que a conversao elétron-buraco requer que a funcdo de onda salte para frente e para tras entre
as interfaces normal/SC no canal, o que € otimizado conforme o dngulo entre o canal e o eixo

vertical aumenta.
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Figura 23 — Probabilidade de transmissdo integrada em fungo da energia da frente de onda de entrada de elétron
(azul) e buraco (vermelho), assumindo um canal na regido supercondutora com largura W = 300 A,
para comprimentos L = 200 A (pontilhado), 350 A (tracejada) e 400 A (sélido). As energias de Fermi
sdo (a) Er = 0,1A¢ e (b) Er = 10Ay.
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4 TRAJETORIA DO ELETRON INCIDENTE GUIADA POR CAMPO MAGNETICO

Neste capitulo, serdo abortados os resultados para o caso onde as trajetorias dos
elétrons incidentes sdo controladas por um campo magnético. Assim como no Capitulo anterior,
definimos ry = fivp /Ag como a unidade de comprimento e Ap como a unidade de energia. A
unidade natural do campo magnético neste caso € P / 7rr(2), onde &y =h / 2e é o fluxo magnético
quantizado.

Neste caso serd considerado um pacote de ondas gaussiano inicial da forma

1 2+ (y—yo)?
r,0) = ex

+ikoy |, 4.1)

onde o centro do pacote de ondas comega em (xp,yo) = (0,—15r9) e se propaga inicialmente
(na auséncia de campo magnético) ao longo da direcdo y positiva, devido ao momento inicial
ko diferente de zero. O momento se relaciona com a energia do pacote de ondas como € =
hvrpko — Er. Além disso, para evitar o movimento trémulo do pacote de ondas nos passos de
tempo iniciais da propagacao, também conhecido como zitterbewegung [65, 47], é assumido o
pseudo-espinor inicial para o estado eletronico na Eq. (2.13) apontando na mesma diregdo de
seu momento, ou seja, ug = 1, up =ievqg =vp =0. A largura do pacote de ondas em todos os
célculos é mantida como d = 6.67ry, o que representa uma largura de distribui¢do de energia de
~ 0.15A¢.

A Fig. 24 mostra as trajetorias calculadas do espalhamento de Andreev de elétrons e
buracos para € =0, 8A¢ e trés valores diferentes de campo magnético, B = (a) 1.75 X 1029, / nrg,
(b) 3.25 x1072d,/ nr(z), e (c)3.75 x1072d,/ 7rr(2). A regido do campo magnético € definida entre
y=0ey=55rp, de modo que P, e P, nas Egs. (2.31) e (2.32), respectivamente, sdo calculadas
assumindo intervalos [y;,yz] = [—e,0] para T} e [y1,y2] = [55r¢,+oo| para T>. O pacote de onda
inicial é de um elétron (azul), mas, conforme atinge a regido SC em x = 25r( (regido sombreada
em azul claro), torna-se predominantemente com carater de buraco (vermelho), ou seja, P, — 0 e
P, # 0. Cores mais escuras (mais claras) nas trajetdrias representam densidade de probabilidade
mais alta (mais baixa) para o elétron ou buraco. Devido ao baixo nivel de Fermi Er = 0.1A¢
neste caso, buracos espalhados ocupam a banda de condugao, exibindo assim reflexdo especular
de Andreev e, conseqiientemente, propagando-se em direcao a 7>.

E observado que a situagio Er < Ag é qualitativamente a mesma que a investigada no
dispositivo apresentado por Bhandari et al. [45]. O aumento da intensidade dos campos reduzem

o raio da 6rbita, fazendo com que os elétrons incidentes atinjam a regido SC (drea sombreada em
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azul a direita de cada painel) quase perpendicularmente na Fig.24 (b), o que leva a um pacote de
ondas refletido quase totalmente dominado pelas componentes do buraco. Aumentar o campo
aumenta ainda mais as componentes de elétrons do pacote de ondas refletido novamente, como
observado na Fig. 24 (c). E possivel notar que possiveis desvios no angulo de incidéncia neste
sistema ja sdo naturalmente contabilizados no método de pacote de ondas proposto, uma vez
que os pacotes de ondas nao possuem um vetor de momento inico, mas sim uma distribuicdo de

momentos em ambas as componentes do vetor momento, cuja largura € proporcional a 1/d.

Figura 24 — Trajetérias de elétrons (azul) e buracos (vermelho) com energia € = 0,8A, espalhados por uma
interface N/SC com nivel de Fermi Er = 0, 1A sob trés valores diferentes de campo magnético B: (a)
1,75 x1072®¢/7r3, (b) 3,25 x1072dy/7rd, € (c) 3,75 x 10~2®y/mr3. As cores mais escuras (mais
claras) nas trajetdrias representam densidade de probabilidade mais alta (mais baixa) para o elétron ou
buraco. As dreas sombreadas em amarelo representam os terminais, enquanto a drea sombreada em
azul claro a direita representa a regidao SC
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As trajetdrias para Er = 10Ag sdo mostradas na Fig. 25, assumindo os mesmos
parametros de pacote de ondas que os da Fig. 24 e campos magnéticos B = (a) 2.5 x 10~ 'dg/ nrg,
(b) 3.25 x 10_1<I>o/7rr(2), (c)4.25 x 10_16130/7rr(2). Pode-se observar que esta energia de Fermi Er
muito mais alta neste caso leva a um maior momento do pacote de ondas e, conseqiientemente,
campos magnéticos mais intensos sdo necessarios para obter as mesmas Orbitas que as da Fig. 24.
Para Er > A, buracos espalhados ocupam a banda de valéncia, exibindo assim a retrorreflexao
de Andreev e, conseqiientemente, propagam-se de volta para 7. Nesta situacdo, a quantidade
relevante a ser investigada € a probabilidade de reflexdo do dispositivo 71;. O sinal em 75 é
naturalmente positivo, uma vez que todos os buracos retrorrefletidos sao coletados em 77, € s6
pode ser elevado se as componentes no pacote de ondas do elétron refletido forem relevantes.

A razdo do pacote de ondas de elétron-buraco refletidos depende do adngulo de
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Figura 25 — As trajetorias de elétrons (azul) e buracos (vermelho) com energia € = 0,8A, espalhados por uma
interface N/SC com nivel de Fermi Er = 10Aq sob trés valores diferentes de campo magnético B:
(@) 2,5 x10~ 1y /7r3, (b) 3,25 x10~1dy /77, (c) 4,25 x 10~ 'dy/7r3. As cores mais escuras (mais
claras) das trajetdrias representam uma densidade de probabilidade mais alta (mais baixa) para o elétron
ou buraco. As dreas sombreadas em amarelo representam os terminais, enquanto a drea sombreada em

azul claro a direita representa a regido SC.
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incidéncia, como se infere, por exemplo no integrando na férmula Blonder-Tinkham-Klapwijk,
que tem um andlogo aqui em 77, e 771. Controlar as trajetdrias por meio de campo magnético
aplicado e detectar o acimulo de carga em 77 e 7, é uma maneira indireta de investigar a
dependéncia angular da contribui¢ao do pacote de ondas do buraco para reflexdo de Andreev.
Isso € verificado pela dependéncia do campo magnético de 71, e 771 na Fig. 26, para (a)
Er = 0.1Ag e (b) EF = 10Ag, respectivamente. Todos os valores na Fig. 26 sdo negativos,
representando a predominancia de reflexdo dos pacote de ondas de buracos em todos os casos
estudados aqui.

Uma das caracteristicas que mais se destacam da conversdo especular para retror-
reflexdo de Andreev na interface de uma monocamada de grafeno/SC, conforme o nivel de
Fermi aumenta de Er < Ag para Er > Ay, € o fato de que, para Er < Ag (EF > Agp), energias
mais altas do elétron incidente produzem maior (menor) espalhamento elétron-buraco com uma
dependéncia angular mais fraca (mais forte). De fato, os resultados na Fig. 26 (a) mostram 77,
mais baixos a medida que € aumenta, enquanto o oposto € observado para 771 em 26 (b). Além
disso, uma forte dependéncia do campo magnético para menores € no caso Er < Ag [Fig. 26 (a)]
€ refletido na curva mais estreita para € = 0.6A(, em comparagdo com aquela com € = 0.8A.
Uma vez que o campo magnético leva a diferentes angulos de incidéncia, esta ¢ uma verificagao
indireta da forte dependéncia angular na razdo no pacote de ondas elétron-buraco refletidos

conforme a energia € do elétron incidente € reduzida, conforme previsto por trabalhos tedricos
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anteriores [40]. Na Fig. 26 (b), apenas uma dependéncia de campo magnético muito fraca é
observada para valores de campo intermedidrios. Mesmo assim, verifica-se que energias mais
altas € levam a uma dependéncia de campo ligeiramente mais intensa, em contraste com o caso
anterior da reflexio especular. Para € = 0.8Ag, campos da ordem de ~ 40 x 1072d/ n'r% sao
suficientes para produzir uma variacao observavel em 771, enquanto para uma energia inferior
€ = 0.6Ap, um platd quase plano em torno de 771 = —1 persiste até um campo visivelmente
superior, ~ 47 x 1072 /7r3.

Figura 26 — Dependéncia do campo magnético das probabilidades de transporte 77 e 712, assumindo um sistema

com niveis de Fermi (a) Er = 0,1A¢ e (b) Er = 10Ag, respectivamente . Trés valores diferentes da
energia do elétron € sdo considerados.
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Fonte: [53].

A Fig. 27 mostra a evolucao temporal das probabilidades de encontrar elétrons (7,

preto) e buracos (P, vermelho), conforme calculado pelas Egs. (2.31) e (2.32), em (a) 7>, para
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Figura 27 — Evolugdo temporal das probabilidades P, (preto) e P, (vermelho) de encontrar elétrons e buracos,
respectivamente, em (a) 75, para Er = 0, 1Ag, e em (b) T, para Er = 10A¢. Trés valores diferentes de
campo aplicado sdo considerados, para uma energia de pacote de ondas fixa € = 0,6A.
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um sistema com reflexdo especular de Andreev, ou seja, Er < Ag, e em (b) 77, para um sistema
com retrorreflexdo de Andreev, ou seja, Er > Ag. Em ambos os casos, a energia do pacote de
ondas é € = 0,6A¢. Trés valores de campo magnético sdo considerados em torno dos minimos
observados para as curvas € = 0,6A( (pontilhada em azul) na Fig. 26. Na Fig. 27 (a), fica
claro que a probabilidade do buraco (elétron) é mais alta (mais baixa) no minimo da curva T,
na Fig. 26 (a), ou seja, em B = 0.02dg/ 7rr(2) (tracejado). Para Er > A, aumentar o campo
magnético de B = 0.175®/ nr(% (s6lido) para B = 0.3®(/ 7rr(2) (tracejado) produz um aumento
significativo na probabilidade de encontrar buracos que sofreram espalhamento de Andreev em
T1, como se verifica na Fig.27 (b). No entanto, conforme o campo € aumentado ainda mais para

B =0.575%/ nr(z) (pontilhado), uma pequena probabilidade de encontrar elétrons retornando a



68

T\ também € observada, devido ao fato de que um campo t@o inteso leva a um raio de 6rbita de
Lorentz muito pequeno, de modo que (uma pequena) parte do pacote de ondas do elétron retorna
a 71 sem alcancar a interface N/SC. Portanto, em campo tao intenso, como no caso do nivel
de Fermi mais alto, a presenca de elétrons em 77 pode dificultar o entendimento adequado da
reflexdo de Andreev por este dispositivo, uma vez que a probabilidade de buraco mais baixa P,
observada na Fig. 27 (b) para B = 0.575®/ nr(% (pontilhado) resulta ndo apenas da dependéncia
angular do espalhamento de Andreev, mas também do fato de que uma parte ligeiramente menor
da funcdo de onda do elétron € realmente espalhada na interface.

Os resultados da Fig. 27 também fornecem informacdes sobre o tempo de resposta
do dispositivo proposto. Para buracos com reflexdo especular (Er < Ag), a Fig. 27(a) mostra que
aumentar o campo magnético retarda a resposta do dispositivo, pois a probabilidade do elétron
P, leva mais tempo para alcangar convergéncia. O oposto é observado no caso de retrorreflexio
(EFr > Ap), onde aumentar o campo resulta em convergéncia mais rapida de P, e P,.

Para fins praticos, € instrutivo estimar os valores de comprimento e campo magnético
considerados nas Figs. 24 - 27 em unidades convencionais, como nm e Tesla, respectivamente.
A conversao das unidades adimensionais escolhidas nos célculos apresentados € direta e resulta
em Orbitas, por exemplo, da ordem de ~ 0.094 yum para campos magnéticos ~ 1.73 T, para os
parametros da Fig. 24 (c). Realmente, as imagens experimentais para as Orbitas apresentadas por
Bhandari et al. [45] para reflexdo especular de Andreev, como na Fig. 24, foram produzidas com
campos ~ 5 vezes menores em magnitude, resultando consequentemente em raios ~ 5 vezes

maiores do que os da Fig. 24.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Em sintese, foi proposta nesta tese uma técnica numérica geral para investigar o
espalhamento de elétrons e a conversao elétron-buraco em interfaces normais/SC com formas
e perfis arbitrarios. O método, baseado na propagacido de pacotes de ondas em tempo real
através de um sistema descrito por um modelo de Bogoliubov-de Gennes, € facilmente adaptado
para Hamiltonianos do tipo Dirac-Weyl representando diferentes materiais bidimensionais e
permite observar trajetérias de elétrons e buracos de forma pedagdgica e conveniente. Como
exemplo, aplicou-se o método para revisitar o problema de reflexdo de Andreev em uma interface
normal/SC em monocamada de grafeno, onde a transi¢do de retrorreflexdo para reflexdo especular
€ observada apenas rastreando trajetdrias de elétrons e buracos a medida que o nivel de Fermi
do sistema varia. Em seguida, expandimos este estudo para a investigacdo da reflexdao de
Andreev também em casos de bicamada e tricamada de grafeno, observando discrepancias com
o caso do da monocamada, especialmente para pacotes de ondas com energia menor que o gap
supercondutor. Isso ilustra o quao flexivel € o método aqui proposto, sendo facilmente adaptivel
a outros Hamiltonianos do tipo Dirac-Weyl.

Como exemplo de um perfil arbitrario da regido SC, consideramos o caso de uma
frente de onda de elétrons se propagando através de um canal normal dentro da regido super-
condutora, inclinada 45° em relacdo a trajetéria de propagacao do elétron incidente. O sistema
demonstrou funcionar como um guia eletronico de ondas para qualquer valor do nivel de Fermi
Er. No entanto, o canal guia os buracos junto com os elétrons apenas para Er < A, enquanto 0s
buracos retrorrefletidos no caso Er > Ag se propagam para tras e saem do canal por sua entrada.
Esse efeito € aprimorado a medida que o comprimento ou a largura do canal aumentam.

Também foram investigadas teoricamente utilizando a mesma técnica a reflexdo de
elétron e buraco por espalhamento de Andreev em uma interface N/SC baseada em grafeno,
onde as trajetorias dessas quasi-particulas sdo controladas por um campo magnético externo.
Nossos resultados sugerem que esta configuragdo pode ser usada para sondar a natureza e
a dependéncia angular da reflexdo de Andreev. A medida que o campo magnético aplicado
aumenta, as probabilidades de transporte entre os terminais apresentam um minimo, cuja largura
fornece informacgdes sobre a dependéncia angular da reflexdo de Andreev. Com um nivel
de Fermi Er < Ao (EF > Ap), energias mais altas do elétron incidente resultam em minimos
de probabilidade de transporte mais baixos (mais altos) dominados pelo buraco, bem como

dependéncia de campo magnético mais forte (mais fraca). Isso estd intimamente relacionado
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ao fato de que a condutividade em sistemas submetidos a (retro) reflexdao especular de Andreev
aumenta (diminui) a medida que a energia do elétron aumenta, conforme previsto por estudos
anteriores usando ondas planas.

O método proposto podera estimular futuros estudos onde serdo investigadas a re-
flexdao de Andreev em, por exemplo, dicalcogenetos de metais de transicao e monocamada de
fosforeno, mesmo sob campos elétricos e/ou magnéticos aplicados externamente, pois as modifi-
cagdes necessdrias sdo simples. Também é possivel, ajustando adequadamente o potencial e os
niveis de Fermi, usar convenientimente o método aqui proposto no estudo do CAR e fenomenos
de co-tunelamento em materiais de Dirac-Weyl. Os resultados dessas simulagdes provavel-
mente também despertardo interesse em experimentalistas que trabalham com heteroestruturas

envolvendo materiais 2D e supercondutores.
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APENDICE A - CALCULO PARAMETROS VARIACIONAIS

Para obter os parametros, faz-se necessario a utilizacado do Hamiltoniano reduzido
dado pela Eq. (1.18) e a funcéo de onda BCS da Eq. (1.22). O ket |¥pcs) ndo tem um niimero
fixo de particulas, logo para regular o niimero médio de particulas, N, serd incluido um termo
—UN,), , onde u € o potencial quimico (ou energia de Fermi) que funciona como multiplicador
de Lagrange e N,, que € o operador nimero de particulas. Em seguida, minimiza-se o valor

esperado da soma

0 (Wacs| (Hrea — UNop) [PBes) = 0. (A.1)

A inclusdo de N,, ¢ matematicamente equivalente a tomar o zero da energia cinética como sendo

u (ou Er) [16]. Logo, substituindo H,.; na Eq. (A.1) tem-se
1 ((‘PBCS| Y ko [Paes) + (Pacs] Zka/C;QTCT_k 16K/ CK' |‘PBCS>> =0, (A.2)
ko Ny

onde & = & — U é a energia da particula livre relativa a energia de Fermi. Entdo, substituindo a

funcdo de onda nos dois termos da Eq. (A.2), obtém-se

(Ppes| Y ko [Pees) =2 ) & il (A.3)
ko k
<‘chs| Z ka’chTCikf—k’ick’T ’lPBCS> = Z ka/ukvf;u;;,vk/. (A.4)
Kk’ Kk’
A Eqg. (A.1) torna-se
Es = (Wpcs| (Hyeq — UNop) [Waes) =2 & vic|* + Y Viaeuvigugovie. (A.5)
K Kk’

Minimizando a energia da Eq. (A.5) em relacdo a uy e vk utilizando a condi¢do de

normalizac@o e impondo que ux = senf e vk = cosB (ver Ref. [16, 17]), obtém-se que

2 1 [(&

|uxc| _E(E_kJrl)’ (A.6)
2_ (&

vk | —§<1 Ek>’ (A7)

onde também sao definidas as relagdes

| Ay
A= =) Viwu v = _EZkaIE_’ (A.8)
K’ K K
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Ex= (A + &) (A.9)

Com a fun¢ao de onda determinada, calcula-se que a energia que é dada por

2 2
EszZ(k—é—")—A— (A.10)

. Ex v’
€ menor que a energia do mar de Fermi [16]. A Diferenca entre a energia no estado supercondutor
e a energia no estado normal resulta na chamada energia de condensacdo em 7 = 0K e € dada

por

1
Eond = —EN(O) IA]. (A.11)

Agora serd abordado o método que utiliza transformacdes canOnicas e ndo serd
necessario nenhuma utilizacdo de cdlculo variacional. O desenvolvimento das contas seguiu as
Refs. [16, 66, 67]. O ponto inicial € o Hamiltoniano da Eq. (1.18) regulado pelo nimero médio

de particulas e é dado por
H—uN = Z gkC£GCkG + Zka,CltTCikJ,C—klick/T' (A.12)
ko Kk’

O segundo termo desse Hamiltonioano € quadritico em relacdo aos operadores quasi-particulas,
o que torna dificil a andlise. Logo, na teoria BCS € utilizada a aproximag¢do de campo médio

para desacoplar o termo quadratico. Para isso faz-se o produto do operador expresso por

ek cxt = b+ (c_k okt — bi) (A.13)

e by = (c_g iCkT> med € by = (CT(TCL( Qmed- A partir disso termo do potencial de interacdo do
Hamiltoniano da Eq. (A.12) pode ser reescrito utilizando a Eq. (A.13) e torna-se
Vi = Y_ Vi (bf; + (CIT(TCT_k | b§>> (b + (c—wyerr — bie))
KK/

T * T
= Zka/ [bltcfk’ick"r + bk’chTC—kJ, - bkbk’ + (CILTCT_M — b;;) (C*ka*k/T — bk’):| R
kk'

(A.14)

onde o ultimo termo do lado direito da Eq. (A.14) é menor do que o grande nimero de particulas,

logo esse termo € desprezado e o potencial de interacdo torna-se

Vi = ¥ Vige [b;;c_k, Jewr +betyct — i (A.15)
kk'
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onde substituindo a Eq. (A.15) na Eq. (A.12) € obtido o chamado Hamiltoniano modelo

Hy = Z gkcltcckg + Z ka/ [bltc—kwck’T + bk’cltTciki - b;:bk/] . (A 16)
ko kk!

Para reescrever o Hamiltoniano modelo sio definidas as fun¢des gap, que sao diferentes de zero

apenas na regido SC e sdo dadas por

A== Vb, (A.17)
k/

A ==Y Viawby, (A.18)
k

Logo, a Eq. (A.16) torna-se
HM = Z ékclicckc - ZA;/c—k/ick/T — ZAkci’;TCiki + ZAkb;; (Alg)
ko K’ k k
Renomeando os indices de soma, vem
Hy = Zékcr{ccko — Z [Aﬁc,k 1kt t+ Akcfmcik L Akb;;} X (A.20)
ko k

O Hamiltoniano modelo pode ser diagonalizado utilizando transformagdes lineares
adequadas definindo novos operadores de Fermi, Y, e coeficientes uk e vk, onde esses coefi-
cientes satisfazem a condi¢o de normalizacdo |ux|> + |vk|> = 1. Estas transformagdes foram

desenvolvidas independentemente por Bogoliubov e Valatin e sdo descritas por
Cit = UVt T VKT ) (A21)
Cik¢ = ”kyij, - VltM(T'

Abrindo o somatério em ¢ do primeiro termo do Hamiltoniano dado pela Eq. (A.20),

tem-se

Z ﬁkCTkao = Z &k <C£¢CkT + CT_k ¢C—k¢> ; (A.22)
ko k

onde o sinal negativo indica o emparelhamento no estado fundamental indicando que k; = —Kk;.

Agora reescrevendo a Eq. (A.22) em termos das transformacodes da Eq. (A.21) obtem-se
é@kcrmqm = g, Sk [(uk%} + Vlﬁ%kJ,) (Mfi?’kT + Vk?’jk ¢> + (”k?’jk 1 Vﬁ?’k?) (ufi%m - vwl})}
= Zklgk [|”k|2 (?’ET%@ + }’ikﬂ—m) + zukaYETYikJ
+ ; & [2ui2vi‘;%km<¢ + 2 (y,k ot %(TYIZT)} (A.23)

2 2 ] 2
=) & [(’“k\ — vk ) <le¢%@ + Yikﬂ—u) + 2R ¥ 20k e + 2 k[
k

(A.24)
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onde na passagem da Eq. (A.23) para a Eq. (A.24) foram utilizadas as relagcdes de anticomutac¢ao

fermidnicas dadas por

[yka, yli,g,] = BSoe =0, (A25)
a1
[M(G? M(/G’]+ - |:’}/k07 }’k/G/] " =0. (A26)

Da mesma maneira, o segundo termo do Hamiltoniano dado pela Eq. (A.20) pode

Ser reescrito como

- [Aﬁc—kwm +Akepet Akbf;} ==Y [Ai'i (Mi'EY—lq - Vk?’liT) <M§%<¢ g i)}
k k

-Y [Ak (UkYET + Vﬁ?’—u) <Mk?’jk T Vﬂi’iﬁ) - Akbﬁ]
k

(A.27)

_ Zk: [(Af; (l/ll*()z — Ag (Vlt)2> Y-k} Yier + (Akuﬁ — Af;vi) yliTﬂki]

— Z [Altultvky—ki}/ik¢ — Altu;;vk’}/lzT’}'j{T — Akukvlﬁylgn@ + Ak“k"lt?’—kw’iu — Akblﬁ] (A.28)
k

[( — Ax (vg) ) Yok Yt + (Akui - Altvi) yliﬂ’iki}

k
+ Z [ Akukvk + Akukvk) (’)/;TM(T + yjki’y*lQ) — (Al*(uiivk + Akukvl’;) + Akblt} (A.29)
k

Na passagem da Eq. (A.28) para a Eq. (A.29) também foram utilizadas as trans-
formacgdes de Bogoliubov-Valitin. Para o Hamiltoniano ficar diagonalizado, os termos que
acompanham Yliﬂ’ik | eseu hermitiano conjugado nas Egs. (A.24) e (A.29) devem desaparecer,

logo, para isso tem-se

2E v — A + Ajvi = 0. (A.30)
Multiplicando a Eq. (A.30) por obtem se

A2 K i +2‘g’k—Ak — A =0, (A.31)
k

que € uma equacdo do segundo grau e sua solucao serd

2 2
Vv \/gk‘HAk’
_k—_ék_|_—

T A% * )
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podendo ser reescrita como

Ev —
% _ Ex—& (A32)
onde Ex = /&2 + |A|? é a energia de excitagdo.
Utilizando a condicdo de normalizagdo tem-se
2 1
uy|” = ——. (A.33)
V]
1+ i
Substituindo a Eq. (A.32) na Eq. (A.33) obtém-se
’ k‘2 |Ak|2
|Ak|? + Ef — 2B+ &2
onde utilizando a energia de excitagio, vem
LA
2 Kk
Uk — (A.34)
™= 7 Ex (Ex — &)
Sabendo que |Ag|? = El% — ‘g'lf a Eq. (A.34) torna-se
1/7¢
2 Kk
=—|=+1). A.35
=5 (5+1) (A35)

Para obtencdo de |vk]2, precisa-se substituir a solu¢do na equacao de normalizacio e obter
1 S
2 k
=—|1-=]. A.36
Vi 5 < Ek> (A.36)
A Eq. (A.24) reesctita em termos das Egs. (A.35) e (A.36), torna-se

=) (ék ch%«r> +Z§k (1 - 3) (A37)

ko

Y & [(|Mk!2 —w[?) Z%ig%(()' +2|vie|?
k o

Fazendo o mesmo procedimento para a Eq. (A.29) e sabendo que

Sk

Ek) (Ex — &),

Axugvg = Agupvg = 3 <1 +
tem-se

k

:EKHE—‘;) (Ek—ﬁk)}/ligykg] —Z( éi) (Ex — &) +ZAkbk (A.38)

k

Z [(Akukvlt + Aguzvg) Z 7’11071(6 — (Akukvg + Agupvi) + Axby
(o)

Logo, o Hamiltoniano da Eq. (A.20) reescrito em termos das Eqgs. (A.37) e (A.38), torna-se

2 2
HZ;(%JFEk—gk)Ykg%erZ( k_g_,ll{(_ 2“+Akbk) (A.39)
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E por fim a Eq. (A.39) torna-se
H = Eo+ Y ExYio Yo, (A.40)
ko

onde Ey = Y (& — Ex —f—Akblﬁ) € a energia no estado fundamental. O segundo termo dé o
aumento de energia acima do estado fundamental em termos do operador niimero, }/lic Yo, para
os férmions Y. Estes termos descrevem as excitacdes de quasi-particulas do sistema e s@o

chamados bogoliubons [16].
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