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Resumo

Neste trabalho, obtemos alguns resultados para subvariedades de tipo espago com cur-
vatura escalar constante em espagos forma semi-Riemannianos, usando uma férmula
de tipo Simons e um operador diferencial introduzido por Cheng-Yau. Para isto,
impomos algumas condigdes ou para o comprimento da segunda forma fundamental,
ou para as curvaturas seccionais ou para o vetor curvatura média. Os resultados para

subvariedades completas (ndo compactas) e compactas foram obtidos separadamente.
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Abstract

In this work, we obtain some results about spacelike submanifolds with constant
scalar curvature in semi-Riemannian space forms, using a Simons type formula and
a differential operator introduced by Cheng-Yau. In order to achieve this we impose
some conditions either on the length of the second fundamental form, or on the
sectional curvatures or on the mean curvature vector. The results for complete (non-

compact) and compact submanifolds were obtained separately.

xi



Junted b

- 1 . - - =l 1 L
1 | 1
1 1 1= - f
1 -
1 - r s - g d
- 1 A =19
oL




Sumario

Introducgao 1
1 Preliminares 7
1.1 Equagdes de estrutura . . . . . . . . .. .. ... 8
1.2 Curvaturas e outras definicoes .. ..................... 10
1.3 A férmula de tipo Simons . . . . . . ... ..o 12
1.4 Alguns resultados conhecidos . . . . .. .. .. . ... 16

2 Hipersuperficies de tipo espaco completas com curvatura escalar

constante em S7t!(c) 21
2.1 O problema proposto por H. Li . . . .. ... ... .. ........ 22

2.2 Caracterizacao através de uma restrigéo para o quadrado da norma da

segunda forma fundamental . . . . ... .. .. ... ... 29

3 Subvariedades de tipo espago completas com curvatura escalar cons-

tante em um espacgo forma semi-Riemanniano 33
3.1 Aplicacao da Férmula de tipo Simons para o operador U . . . . . . . 33

3.2 Caracterizagio através de hipdteses sobre o quadrado da norma da

segunda forma fundamental . . . ... ... ... ... ... ... 38

3.3 Caracterizacdo através de hipGteses sobre as curvaturas seccionais . . 495

xiil



xiv

Sumadrio

4 Subvariedades de tipo espago compactas com curvatura escalar cons-

tante em S77(c) 49

4.1

4.2
4.3

Alguns resultados sobre subvariedades de tipo espago compactas em
SPFP(C) . e e e e 51

Generalizagao do resultado de Zheng . . . . .. .. ... ... .... 51

Caracterizacao através de uma restrigdo sobre o quadrado da norma

da segunda forma fundamental . . . . . . .. ... ... ... 54

Referéncias Bibliograficas 61



Introducao

Neste trabalho, estudamos subvariedades de tipo espago imersas em um espago forma
semi-Riemanniano, isto é, aquelas subvariedades para as quais a métrica induzida
pela imersdo é definida positiva e o espago ambiente onde elas estdo imersas é uma
variedade semi-Riemanniana (variedade diferencidvel com um produto escalar nao
degenerado e de indice constante) conexa, completa (no sentido de que toda. geodésica
maximal deste espago estd definida para todo valor do parametro) e tem curvatura

constante (as curvaturas seccionais sdo iguais).

Um resultado importante acerca de espagos forma semi-Riemannianos é que espa-
cos forma semi-Riemannianos simplesmente conexos sao isométricos se e somente
se eles tém mesmos indice, dimensdo e curvatura. Por indice da variedade semi-
Riemannaniana, queremos dizer o indice da métrica da variedade. Em particular, se
o indice é zero, a variedade é dita Riemanniana e, se o indice é um, a variedade é
dita Lorentziana. Assim, a menos de isometrias, existe no maximo um espago forma
simplesmente conexo Q;‘(c) de dimensdo m, indice p e curvatura c¢. Para ¢ = 0,
temos os espagos semi-Euclidianos IR7", para ¢ > 0, temos as pseudo-esferas S;*(c)
e para ¢ < 0, os espagos pseudo-hiperbélicos H}'(c). Maiores detalhes podem ser

encontrados no Capitulo 1.

O nosso estudo trata apenas dos espacos forma semi-Riemannianos cujo indice p
é maior ou igual a 1 e a dimensao m € igual a n + p, para n > 2, e consideramos as

subvariedades de tipo espago de dimensdo n imersas em Qp*?(c).

A existéncia de uma tnica conexao em Q;‘“L” (c) que é compativel com a métrica e
livre de torcao - a conexao de Levi-Civita - torna possivel encontrarmos uma conexao
de Levi-Civita para a imersao de tipo espago, isto é, para a subvariedade de tipo

espago imersa em Q;“”’(c), que se relaciona com a conexao de Q;‘*’” (¢).
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2 Introducgao

O tensor de curvatura, a curvatura de Ricci, a curvatura escalar e as curvaturas
seccionais da subvariedade podem ser calculados em coordenadas locais usando a
meétrica induzida pela imersao e suas derivadas. A fim de expressar essas defini¢des
através de coordenadas, é usual tomarmos um referencial local ortonormal (unitario
e ortogonal) em Q;‘“’ (c) que é adaptado & imersdo. Um vetor dado em um plano
arbitrario tangente a Q;“’(c) é dito unitario se seu produto interno é 1 ou —1, uma vez
que a codimensao da subvariedade, que é a dimensdo do fibrado normal da imersao,
implica na existéncia de p diregées normais a subvariedade, que sao de tipo tempo.
Dois vetores em um espaco tangente de Q;,H"’ (¢) sao ortogonais se seu produto interno

é zero.

Do ponto de vista fisico, as subvariedades de tipo espago geralmente aparecem no
estudo de questdes relacionadas & causalidade em relatividade geral. Por exemplo,
as hipersuperficies de tipo espago com curvatura média constante nio nula sio con-
venientes para se estudar a propagacao das ondas gravitacionais. Do ponto de vista
matematico, seu interesse é motivado pelo fato dessas hipersuperficies exibirem boas
propriedades do tipo Bernstein, além de serem solugoes para um problema variaci-
onal, uma vez que sao pontos criticos do funcional drea para variacdes que deixam

uma certa fungao volume constante.

Muitos autores abordaram problemas relativos a subvariedades em ambientes Rie-
mannianos e semi-Riemannianos. A linha que vamos seguir, teve como trabalho pio-
neiro [26], onde o autor obteve uma férmula conhecida como a férmula de Simons e a
aplicou no caso em que a subvariedade é compacta e tem curvatura média nula. Qu-
tros trabalhos seguiram apés este, sempre empregando a mesma técnica introduzida
por Simons. Vamos fazer o histérico dos resultados existentes, dividindo-os em dois

casos: 1) a subvariedade é compacta, e 2) a subvariedade é completa (nio compacta).

Abordagens no caso compacto para subvariedades em espacos forma Riemannia-
nos e semi-Riemannianos com curvatura média nula podem ser encontradas em [14]

e [22], respectivamente.

Conhecidos os resultados para subvariedades compactas minimas e maximas (no-
menclaturas utilizadas para subvariedades com curvatura média nula em espagos
forma Riemannianos e semi-Riemannianos, respectivamente), o préximo passo foi

estudar a classificagdo das subvariedades que possuem vetor curvatura média nao
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nulo e paralelo. Essa é a condigdo em codimensao maior que substitui a condigao de
curvatura média constante em codimensao 1. De qualquer modo, uma conseqiiéncia
do vetor curvatura média ser paralelo é que a curvatura média é constante. Em
ambientes Rie-mannianos, podemos citar os resultados obtidos em [4] e [19], para
hipersuperficies, e em [25], para subvariedades. Se o ambiente é semi-Riemanniano

de indice positivo, podemos citar [1], [5] e [22].

As anélises no caso completo, com vetor curvatura média paralelo, podem ser
encontradas nos trabalhos [3], [7], [9], [10] e [16].

Em Qp*?(c), dois resultados se destacam:
Teorema: ([1]) Seja M™ uma subvariedade de tipo espago compacta imersa em
Sp*P(c), com fibrado normal plano e vetor curvatura média paralelo, entdo M™ é
totalmente umbilica.
Teorema: ([16]) Seja M™ uma subvariedade de tipo espago completa mdzima imersa
em QntP(c). Sec >0, entdo M™ € totalmente geodésica. Se c <0, entdo S < —npe,

onde S denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental.

Isso mostra que no caso compacto, com vetor curvatura média paralelo e, no caso
completo, com curvatura média nula, a classificacdo estd completa para ambientes
semi-Riemannianos, desde que observemos que a hipétese sobre o fibrado normal é
natural e que nio existem subvariedades compactas em Q;*?(c), se ¢ < 0. No caso
compacto, em ambientes Riemannianos, ndo existe uma classificagao das subvarieda-
des com vetor curvatura média paralelo sem condigoes adicionais, e isso acarreta que
também nao existe essa classificacdo para subvariedades completas. Alguns resulta-

dos foram obtidos através de limitagdes sobre S (veja [14] e [25] para S™*?(c)).

Tendo em vista as classificagoes ja existentes em Q;}‘“’(c), restaria estudar o que
acontece no caso em que a subvariedade é completa e o vetor curvatura média é nao
nulo e paralelo. Em 1977, Goddard conjecturou que toda hipersuperficie de tipo
espago completa imersa em S7t!(c) é totalmente umbilica. Akutagawa [3] provou
este resultado com uma hipétese adicional sobre a curvatura média da hipersuperficie
e mostrou que a conjectura era falsa, apresentando exemplos de hipersuperficies de
tipo espago completas ndo totalmente umbilicas com curvatura média constante - um
grupo de hipersuperficies rotacionais. Montiel [22] apresentou outro contra-exemplo

para a conjectura de Goddard - os cilindros hiperbdlicos (veja a defini¢ao no Capitulo
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2). Cheng [10] generalizou o resultado de Akutagawa para codimensdo maior, pro-
vando o resultado a seguir.

Teorema: ([10]) Seja M™ uma subvariedade de tipo espago completa com vetor cur-
vatura média paralelo. Se

H? <c¢, para n=2,
n?*H? < 4(n — 1)¢, para n > 3,
entao, M™ € totalmente umbilica.

Mais tarde, em [6], os autores obtiveram uma outra limitagdo para H? no caso

n > 3, que serd mais adequada para os nossos resultados.

Com esse breve histérico, percebemos que € natural pensar em substituir a condicdo
vetor curvatura média paralelo e considerar as subvariedades de tipo espago em

Q;“”’ (¢) com curvatura escalar constante.

Se a subvariedade é compacta, alguns resultados existentes devem ser citados. No
ambiente Riemanniano, Cheng e Yau [13] foram os precursores, obtendo um impor-
tante resultado para hipersuperficies.

Teorema: ([13]) Seja M™ uma hipersuperficie compacta com curvaturas seccionais
nao negativas imersa em um espago forma Riemanniano de curvatura c. Se a cur-
vatura escalar normalizada de M™ é constante e maior ou igual a c, entdo M™ é

totalmente umbilica, ou um produto de duas subvariedades totalmente umbilicas ou
plana (flat).

No ambiente semi-Riemanniano, temos o seguinte:
Teorema: ([12]) Seja M™ uma hipersuperficie de tipo espago compacta com curva-
tura escalar normalizada constante imersa em Syt (c) satisfazendo R < ¢, entdo M™

¢ totalmente umbilica.
Outros resultados de relevancia podem ser vistos no decorrer do trabalho.

A idéia central deste trabalho foi utilizar as mesmas técnicas que aparecem no
estudo de subvariedades imersas em um espago forma semi-Riemanniano com ve-
tor curvatura média paralelo e transferi-las para o estudo de subvariedades de tipo
espaco imersas em um espago forma semi-Riemanniano com curvatura escalar (nor-
malizada) constante, bem como, generalizar resultados de hipersuperficies de tipo

espago com curvatura escalar constante em Q71! (c) para subvariedades com a mesma
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caracteristica em Q7*?(c).
O trabalho apresenta-se com a seguinte divisao:

No primeiro capitulo, apresentamos os principais conceitos da teoria de subva-
riedades de tipo espago da Geometria Semi-Riemanniana, tais como as definigdes
dos espagos forma, as notagGes, as equagoes fundamentais (equagdes de estrutura,
equacdo de Gauss), e as curvaturas. Além disto, expomos resultados conhecidos que

sdo essenciais para a obtengao das formulas e nas demonstragoes de alguns teoremas.

No segundo capitulo, baseamo-nos em um problema proposto por H. Li em [17]
para obter um resultado para hipersuperficies de tipo espago completas no espago de
De Sitter Sp+!. Além disto, através de uma desigualdade interessante, inspirada em
um teorema de [21], caracterizamos as hipersuperficies de tipo espago completas que

satisfazem uma condigao sobre S.

O terceiro capitulo é destinado as subvariedades de tipo espago completas. Uma
desigualdade para um operador é obtida e, através dela, obtém-se teoremas de ca-
racterizagao através de condigoes para o quadrado da norma da segunda forma fun-

damental, para as curvaturas seccionais ou para a curvatura média.

Para o quarto capitulo, reservamos o estudo de subvariedades de tipo espago
compactas. O objetivo deste capitulo é obter resultados semelhantes aqueles do

Capitulo 3, utilizando, no entanto, ferramentas particulares ligadas & compacidade
da subvariedade.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, estio os principais conceitos, notagdes e teoremas utilizados no de-

correr do trabalho. Eles podem ser encontrados com mais detalhes em [8], [15] e [23].

Denotamos por IR.:,“”’ = (R™?,(, )) o espago semi-Euclideano, onde

P n+p
{, )= —Zda:?+ Z dz?,
i=1 i=pt1

e (1, ..., Tnyp) SA0 as coordenadas candnicas em R**? n>2 p>1.

Consideramos uma variedade semi-Riemanniana conexa, completa, de dimensao
n + p e curvatura constante ¢ denotada por @Qp*?(c). Q*?(c) é chamada um espago
forma semi-Riemanniano de indice p. O indice estd relacionado com o indice da
métrica em Q5*7(c).

O sinal de c determina a forma de Q2*?(c), no caso em que Q57 (c) é simplesmente

conexa. A saber:
o se c =0, entdo Qp*7(c) = Rp*P;

e se ¢ > 0, entio Q"*P(c) = S™*P(c) = {z € R : (z,z) = 1}, conhecida
P P p c

como a pseudo-esfera de RLPH! e

e se ¢ < 0, entdo Qp*?(c) = HY™P(c) = {z € nip+l . (z,z) = 1}, conhecido

: 213 n+p-+1
como o espago pseudo-hiperbélico de IR, 17"

7



8 Preliminares

Seja M™ uma variedade conexa de dimenséo n. Dizemos que z : M™ — Q7 (c)
€ uma imersao de tipo espago se x é uma aplicagado diferencidvel tal que, para todo
g € M, dzy : TyM™ — Ty )Q5*P(c) é injetora e a métrica induzida por z da métrica
em Q7*P(c) é Riemanniana. Neste caso, diremos que z : M™ — Qp*P(c) é uma
subvariedade de tipo espago imersa em Q;}‘”’(c), ou simplesmente que M”" é uma

subvariedade de tipo espago imersa em Q;,“”’ (¢).
A métrica Riemanniana induzida por z também serd denotada por { , ).

Denotemos por X' (M) o conjunto dos campos diferencidveis tangentes & M™.

1.1 Equacoes de estrutura

Seja {ez, ..., €ntp} um referencial ortonormal local adaptado & imersdo z em Qx*?(c),
isto é, em cada ponto de M™, {ey, ..., €.} gera o espago tangente de M™ e {€n41, -, €nip}

gera o espago normal a M™.

Vamos fazer a seguinte convengao usual de indices:

1§A73101§n+p7 ]-SiJj)k""Sn; n+15a7ﬁ1’77"'5n+p'

Associado a este referencial ortonormal local, temos o coreferencial {wy, ..., Wntp},

de modo que a métrica semi-Riemanniana de Q**?(c) é dada por
P

d§2=Z£AwA2, gi=1l, ea=-1,1<i<n, n+1<a<n+p.
A

Desta forma, as equagées de estrutura de Q3*?(c) séo dadas por

dwy = ZSBWAB Awp, wap+wpa=0. (1.1)
B
1
dwap =Y ecwac Nwep — 5 Y ecepKapcpwe Awp. (1.2)
c c.D
Kapep = ¢ (6acdBp — dapdBC). (1.3)

As restrigoes das formas wj, wap a M™ satisfazem as mesmas equacoes de estru-

tura (1.1) a (1.3) levando-se em conta que, como o referencial {ey, ..., en4,} é adaptado
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a M™, tem-se que
We=0 Vn+1l1<a<<n+p (1.4)

e, portanto, a métrica Riemanniana de M™ fica escrita como {; )= E wi2,
i

Além disto, 0 = dw, = Zw"i A w; e, pelo lema de Cartan, segue que
Wai = Zh%wj, hf; == h; (15)
J

As formas diferenciais lineares w;; sdo chamadas as formas de conexao de M™,
uma vez que elas permitem definir uma nogdo de derivagao para campos de vetores
em M™".

Usando (1.4), podemos reescrever as equagoes de estrutura (1.1) a (1.3), separando-

as na parte tangente a M"

dw,- = Zw,-j /\wj, Wij +(.Uji = 0, (16)
J

dw;; = Zwik A wij + Qij, (1.7)
k

onde §);; sdo as formas de curvatura de M™ que definem o tensor de curvatura R (veja

8], pag. 50) e, uma vez que cada €2;; é uma forma de grau 2, podemos escreveé-la
j

como
Q= —% ; Rijriwy A wy, (1.8)
e na parte normal a M"
dwe = — zwap Awg, Wap+ wpa =0, (1.9)
B
dwep = — Zwa,, A wyg + Qap, (1.10)

v

onde 0,5 sdo as formas de curvatura normal que definem o tensor de curvatura
normal R* (veja [8], pdg. 36) e, analogamente as formas de curvatura, elas podem

ser escritas como
1
Qaﬂ = —5 ; Rag,-jwi A Wj. (111)
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Das equagdes (1.2), (1.7) e (1.8), obtemos a seguinte relagao entre as fungdes Riju

e a curvatura de Qp*P(c)
Riju = ¢ (i — 6udje) — . (hG:hS — h3hS,) (1.12)

que é conhecida como a equacdo de Gauss.

Da mesma forma, de (1.2), (1.10) e (1.11), obtemos uma expressao para as funcdes
Raﬁij, a saber
Fogis = 3 (1 — h), (113)

1

que € conhecida como a equagdo de Ricci.

1.2 Curvaturas e outras definigoes

Seja B = Z hiwiwjeq a seqgunda forma fundamental de z.

ali‘j

Definimos o vetor curvatura média como
1 o
h= ;Z(Zhﬁ)ea (1.14)

e a funcao curvatura média por

H=hl= S he (1.15)

Notemos que, com esta tiltima defini¢ao, a fungéo curvatura média é nao negativa.

As fungdes R;jr, que aparecem em (1.8), nos permitem definir vérios tipos de
curvatura em M. Seja P C T;, M um subespago de dimenséao 2 do espaco tangente
TmM, comm € M. Se e;j,e; € T,,M geram P, i # j, entao R;ji; é chamada a

curvatura seccional de M em m segundo P.

As componentes do tensor curvatura de Ricci, definidas por

Ri; = Ric(e;, e;) = ZRikjk
k
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sao dadas por
= (n—1)cbi; — Z (Zh ) +Zh’k “. (1.16)

A curvatura escalar normalizada R, que é definida por
1 .
= mXi:ch(ei,e,)
satisfaz, portanto, de (1.16)
n(n—1)(R—c) =S —n’H? (1.17)

onde S = Z(h )2 denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental B.

« 'l,]

A partir de agora, faremos mengao a equagao (1.17) como a equagao de Gauss.

Seja V< a conexdo de Levi-Civita do fibrado normal de M™. Dizemos que o vetor
curvatura média h é paralelo se V+h = 0, isto é, Vxh = 0, para todo X € X(M).

Observacao 1.2.1. Se h € paralelo, entdo H é constante.

Demonstracgao: De fato, H = |h| é constante se e somente se |h|? é constante.
Seja f = (h,h) = —|h|%. Entdo f ¢ uma funcéo diferencidvel definida em M. Seja
X € X(M), entdo X(f) = 2(Vxh,h) =0, se h é paralelo. Mas, como M ¢é suposta

conexa, temos que f é constante, portanto H € constante. [ ]

M é dita mdrima se h = 0 e é dita totalmente geodésica se B = 0, isto é,
hg =0, Va,i,].

Dizemos que o fibrado normal de M é plano se

Rt =0. (1.18)

Isso eqiiivale a
Rﬂlﬂij = 0’ Va7 ﬂa 7’)] (119)

Denotando por h® a matriz dos hg,

temos que (1.19) e (1.13) implicam que
as matrizes h® e h? comutam para todo «, B. Logo, as matrizes h* podem ser

diagonalizadas simultaneamente para todo a (veja [8], Prop. 1, pag. 95).
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Subvariedades de tipo espago totalmente umbilicas

Uma subvariedade de tipo espago M™ imersa em Q77(c) é dita umbilica em um
ponto m € M se, para todo & € Tp,(M)1, existe A¢ € R tal que (B(X,Y),¢) =
Ae(X,Y), para todos X,Y € T,,(M). M™ é totalmente umbilica se ela é umbilica em
todo ponto.

E claro que uma subvariedade totalmente geodésica é totalmente umbilica, onde
A¢ = 0, para todo & € X(M)*.

As matrizes h* sao miiltiplas da matriz identidade, em cada ponto da subvarie-

dade, para cada a, se M™ é totalmente umbilica. Deste fato, segue o seguinte:

Proposicao 1.2.2. Seja M™ uma subvariedade de tipo espago imersa em Q*P(c).
Entdo, S —nH? > 0 e a igualdade vale se, e somente se, M™ ¢é totalmente umbilica.
Além disto, se M™ € totalmente umbilica, entdo o vetor curvatura média é paralelo e
Rt =0.

Um resultado interessante da teoria de subvariedades de tipo espago encontrado
em [16], que utiliza simplesmente a expressao (1.16) das componentes do tensor cur-

vatura de Ricci, € o seguinte:

Proposigao 1.2.3. Seja z: M™ — Qp*P(c) uma subvariedade de tipo espago imersa
em Qp*P(c). Se M™ é mdzima, entdo Ric(e;,e;) > (n— 1)c e a igualdade vale, se e

somente se, M™ é totalmente geodésica.

Tal proposicao tem um resultado analogo na teoria de subvariedades minimas em
espagos forma Riemannianos, o qual pode ser encontrado em [15], Prop. 1.5, pag.10,

observando que a curvatura de Ricci é definida por Ric(e;) = Ric(e;, e;).

n—1

1.3 A férmula de tipo Simons

Em 1968, Simons [26] obteve uma férmula para o Laplaciano do quadrado da norma
da segunda forma fundamental de uma imersao de uma variedade conexa em S™*?, es-
tabelecendo uma desigualdade no caso em que a imersao é minima e, como aplicagao,

estudou o caso em que a variedade é compacta.
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Muitos autores abordaram este tema, conseguindo resultados andlogos aqueles
obtidos por Simons. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos: [14] no caso compacto
e minimo em espacos forma Riemannianos, [4] no caso compacto com curvatura média
constante em S™*!, entre outros. Vale observar que, no caso em que H € constante,
para p = 1, ou h é paralelo, para p qualquer, é conveniente introduzir um operador
® de trago zero e obter uma férmula de tipo Simons para o Laplaciano de |®|2.
Essa é a ferramenta que torna possivel transportar resultados do caso em que a
subvariedade tem vetor curvatura média nulo (minima ou méxima, de acordo com a
nomenclatura escolhida no espaco forma Riemanniano ou semi-Riemanniano) para o
caso em que a subvariedade tem vetor curvatura média paralelo. Para maiores deta-
lhes, e conhecimento da sua expressao, veja, por exemplo, [25] no caso Riemanniano

(8™*?(c)) e [9] no caso semi-Riemanniano (Sp+?(c)).

A férmula de tipo Simons contida nesta segdo pode ser encontrada em [9]. No
caso em que a subvariedade é méxima, sua expressao é mais simples e foi obtida por
Ishihara [16]. E importante observarmos que as técnicas empregadas na demonstragao
desta férmula podem ser aplicadas a operadores semelhantes ao operador segunda
forma fundamental (como é o caso do operador ®). Para alguns exemplos disto, veja
[1], [9] e [10].

Antes de mostrarmos os clculos para a obtencgao dessa férmula, faremos um breve

apanhado sobre operadores diferenciais.

Operadores Diferenciais

Definimos o gradiente, o Hessiano e o Laplaciano de uma fungao f € C?*(M),
elementos que serdo utilizados na obtengao e no emprego das férmulas e teoremas en-
contrados nas préximas segdes. A importancia destes operadores reside no fato de que

eles nos permitem demonstrar teoremas globais em variedades semi-Riemannianas.

Definicdo 1.3.1. Para qualquer funcdo f € C*(M), o gradiente de f, denotado por
Vf, é um campo vetorial metricamente eqiiialente a diferencial df € X (M). Ou
seja,

(Vf,X) = df(X) = X(f), VX € X(M).

Em termos de coordenadas, df = Z fiw;. E imediato que Vf = Z fiei, onde
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{e1, ..., en} é um referencial local ortonormal tangente a M.

Definigao 1.3.2. A diferencial covariante de df é dada por

V(df) = fwiw;,

1,3
onde Zf.—,-'wj = df; + ijﬂ)ji.
J J
V(df) é chamada o Hessiano de f na métrica de M e serd denotado por Vf.
Notemos que f;; = f;; € V2f é bilinear.
Definigao 1.3.3. O trago da forma bilinear V2f, isto é,

Af = Zfii

€ chamado o Laplaciano de f.
Seja f: M - Rep: IR — IR, entao

Alpo ) = ¢ (Af + " (PIVSLE. (1.20)
Seja ® um tensor simétrico definido em M™, cuja expressao no referencial local é

® = Z@f}wiwjea. (1.21)

1,7,
A derivada covariante de ®f; é definida por
D Ofwn =dOG + ) Phwrs + ) Dk — Y Dowpa. (1.22)
k k k B

Com estas definigoes, podemos prosseguir o nosso estudo da férmula de Simons.

Sejam hg; as componentes da segunda forma fundamental B da imersao z : M™ —
Q"*P(c). Como S = h)?, temos, por (1.20) que
P ij

l?]’a

AS =2 (h3)*+2>  hSARS,. (1.23)

ilj!k’a i’j’a
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E necessario, desta forma, calcularmos as derivadas até 2* ordem de hg;.

As derivadas covariantes hy, de h{; satisfazem, por (1.22),

S hgpwr = dh$ + Y BGws + > hSwk — Y hiwpa. (1.24)
k k k B

Substituindo dhg; da definigdo (1.24) na derivada exterior de (1.5), obtemos as
equagoes de Codazzi
o = h3,. (1.25)

Analogamente, temos que as derivadas covariantes de segunda ordem hgjy,; of Ag;

satisfazem
> B = dhgy + ) R + > G+ Y kg — Y hiwea.  (1.26)
l l l l B

Entdo, por derivagio exterior de (1.24), obtemos a férmula de Ricci

B — hw =D huBomjkt + Y hRmitt + ) hRapi. (1.27)
m m B

%5

O Laplaciano Ahg; de hg;, pela Definigéo 1.3.3, é dado por Ahg; = Zh;"jkk. De
k

(1.25) e (1.27), temos

ARG = B+ D Bk + O Boni Rkt + ) i Raps (1.28)
k m,k m,k k,B

h
Se H # 0, podemos escolher a base {ey, ..., entp} de forma que e,y = T Assim,
= L) = Hoe HY = Lu(h®) =0, a>n+2. (1.29)
n n

Segue de (1.12), (1.13), (1.28) e (1.29) que

a _ a a a o a pB 1B
ARS = nHS + nch — ncHoS; + Yy hhbuhl =2 ) hinhin b+

km

fem e (1.30)
+ Y Bk — nH > hahnE 4 h o, Vo
ﬂakvm m ﬁ,k,m
A seguir obtemos uma férmula de tipo Simons, que pode ser verificada utilizando-

se (1.23) e alguns calculos diretos.
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Teorema 1.3.4. Seja z : M™ — Q*P(c) uma subvariedade de tipo espago imersa

em Qp*P(c), com curvatura média ndo nula. Entdo

—AS > (h)? +n ) hSHS +nc(S — nH2) + > _[tr(h*hf)]+
a,i, gk a,t,j o, (131)
—nHZtr R (R%)?) + ) N(h*h? — hPhe),
Yﬂ

onde N(A) =tr(AA*), para toda matriz A = [a;;].

1.4 Alguns resultados conhecidos

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados da teoria de subvariedades de tipo espaco
em Q;“’(c), incluindo aqueles que serao fundamentais para as demonstragées dos

nossos resultados.

Teorema 1.4.1. ([17]) Seja M™ uma subvariedade de tipo espago imersa em Qp*P(c).

Se M™ possui curvatura escalar normalizada constante R < c, entdo

> (hg)? = n?|VH > 0. (1.32)

i7j7k1a

Demonstragao: Se H = 0, entao a conclusdo (1.32) é ébvia. Suponhamos
H # 0. Como R < ¢, da equagdo de Gauss (1.17) temos que

> (h2)? =S < n?H2 (1.33)

1,70
Tomando a derivada covariante V., em ambos os lados de (1.17), obtemos

n*HH, = h3hs, (1.34)
l])
para todo k=1,...,n
Por outro lado, para cada k, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que

nHPHE = (Y hihin) < S ) (). (1.35)

i’jla 1.77
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Somando em k a equacdo (1.35), e usando (1.33), obtemos

nHYVH]? < S (k) < n’H? > (hg)™ (1.36)
1,5,k i,5,k,
Uma vez que H # 0, segue o resultado. [ |

Lema 1.4.2. ([25]) Sejam A, B : R® — IR™ aplicagdes lineares simétricas tais que
AB = BA etr(A) =tr(B) = 0. Entao

ltr(A2B)| < %N(A)\/N(B). (1.37)
nmn —

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, (n — 1) dos autovalores z; de A e

os correspondentes autovalores de y; de B satisfazem

N(A)

|z:| = n(n_—l)_’ &ty 20
_ [_N(B) _ N(B)
Yi = 'n(n—_T) (TGSP- Yi = — m) .

A demonstragao deste lema é essencialmente algébrica e serd omitida aqui.

A desigualdade (1.37) pode ser considerada uma generalizagdo do Lema de Oku-
mura, comumente utilizado na prova de resultados para hipersuperficies. Apresen-
tamos o seu enunciado abaixo e utilizaremos essa desigualdade quando tratarmos de

hipersuperficies.
Lema 1.4.3. (Lema de Okumura) Sejam z,...T, nimeros reais tais que Zm,- =0

i

e Zx? = K? K >0. Entao

3 (n=2) ks 1.38
IZ I‘\/_—T) (1.38)

e a iqualdade vale em (1.38) se, e somente se, pelo menos n — 1 dos z; sdo iguais.

A sua demonstragao consiste em encontrar os pontos criticos de _S_ z3 através do

Método dos Multiplicadores de Lagrange sujeito as condigoes z:c,- =0e me = K2
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No caso em que a variedade M é compacta, existem alguns resultados interessan-
tes, que serao aplicados no Capitulo 4 e estao descritos a seguir. O mais importante
deles, e do qual os outros decorrem, é o conhecido Teorema de Stokes, que é um

coroldrio do Teorema da Divergéncia.

Teorema 1.4.4. (Stokes) Sejam M uma variedade Riemanniana orientdvel compacta

e f uma fungdo diferencidvel em M. Entdo

/MAf=O.

Seja @ o tensor dado em (1.21). Podemos definir, como em [13], um operador (O0*

associado a ®, que, em um referencial ortonormal local, pode ser escrito por

O°f = Z 2 £, (1.39)

onde f € C*(M).

Proposicao 1.4.5. ([13]) Seja M™ uma variedade Riemanniana orientdvel compacta.

Entao 00* € auto-adjunto no L%-produto interno se e somente se

Z be = (1.40)

Demonstracao: Suponha que vale (1.40). Entéo, seja {e1, .., en} um referencial
local ortonormal em M™. Sejam f e g funcdes arbitrrias de classe C2 em M™.

Tomando a derivada covariante de 03 f,g, obtemos
(D5fi9)i = 955 fig + @5 5fiig + 5 fig;- (1.41)

Assim, integrando em M e usando (1.41), tem-se:

| @ na- / (Z@ f,]) = [ 4 (Z@,fug*w,) -] > s (142

De forma analoga,

/M CORYN, (Z<I>,,gu> - [ d (Z@ guf*w,) / > sy (149
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Comparando (1.42) e (1.43), temos que os segundos termos a direita da igualdade
de cada uma das expressoes sdo iguais e, pelo Teorema de Stokes, os primeiros termos
A direita da igualdade se anulam. Logo (1% é auto-adjunto com relagao ao L2- produto

interno.

A reciproca é anéloga. ]

Teorema 1.4.6. (Principio do Mdzimo de Hopf) Seja M uma variedade Rieman-
niana orientdvel, compacta e coneza. Seja f uma fungdo diferencidvel em M com
Af > 0. Entao f € constante.

Uma demonstragio para o Teorema de Hopf pode ser encontrada em (8], pag. 78.

A préxima proposigao serd usada para ilustrar o que ocorre na situagao em que
a subvariedade M™ é uma superficie de S3, isto é, se p = 1 e n = 2, exemplo que

poder4 ser encontrado no Capitulo 2.

Proposigao 1.4.7. Seja M? uma superficie de tipo espago completa em S3(1) com

curvatura Gaussiana constante satisfazendo
0<K<L1.

Entdo M? ¢ totalmente umbilica.

A prova segue facilmente de um teorema devido a H. Li [17] (veja Capitulo 2)

ap6s aplicarmos o conhecido

Teorema 1.4.8. (Bonnet-Myers) Seja M™ uma variedade Riemanniana completa
com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante positiva. Entao

M™ é compacta.

Quando tratamos de variedades Riemannianas (e as subvariedades de tipo espago
se encaixam neste contexto) que nio sdo compactas mas sao completas, é necessario
um resultado similar a um principio do méaximo. Abaixo, enunciamos um teorema
para essas variedades, que pode ser encontrado em [24], e sera aplicado na demons-

tracao de nossos resultados.

Teorema 1.4.9. (Principio do Mdzimo de Omori) Seja M™ uma variedade Rieman-

niana completa com curvaturas seccionais limitadas inferiormente e seja F': M™ —
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IR uma fungao de classe C? que € limitada superiormente em M™. Entdo eziste uma

sequiéncia de pontos {pr} em M™ tais que

Jim F'(px) = sup(F),
Jim | VF(pe) |=0e (1.44)
lim sup max{(V?F (px))(X, X) : | X| =1} < 0.

k—o0



Capitulo 2

Hipersuperficies de tipo espago
completas com curvatura escalar

constante em S{H'l (c)

Em [17], H. Li estudou hipersuperficies de tipo espago compactas no espago de De
Sitter e provou o seguinte resultado:
Teorema: Seja M™ uma hipersuperficie de tipo espago compacta em Si““ (c) com

curvatura escalar normalizada constante R. Se

-2
e c<R<g (2.1)

n
entdo M™ é totalmente umbilica.

No mesmo artigo, H. Li propds o seguinte problema: se substituirmos a hipétese de

compacidade pela hipétese mais geral de completude, obteremos o mesmo resultado?

Na primeira segéo deste capitulo, pretendemos abordar este problema, utilizando
praticamente a mesma ferramenta principal do trabalho de H. Li, que € o operador
O definido por Cheng-Yau [13]

O(f) = Z(nH5ij — hij) fijs (2.2)
i,j
para qualquer funcio f € C?*(M), como em (1.39). Observemos, no entanto, que

neste caso, apesar de valer (1.40), veja a demonstragdo no Capitulo 4, o operador ]

21
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nao é auto-adjunto em relagio ao L2-produto interno (como na Proposicio 1.4.5), pois
M™ nao é necessariamente compacta. Cabe, entdo, utilizarmos, nessa situagao, uma
versao do Principio do Maximo para variedades completas, que é o Teorema 1.4.9,
para concluirmos o nosso resultado. Esta técnica também foi utilizada no trabalho

[2], para variedades Riemannianas, num contexto mais geral.

Na segunda secao, encontramos uma desigualdade simples para (J(nH) e, a partir
de uma limitagao para o quadrado da norma da segunda forma fundamental, S,

classificamos tais hipersuperficies como totalmente umbilicas.

2.1 O problema proposto por H. Li

Seja M™ uma hipersuperficie de tipo espaco completa em S7*(c), ¢ > 0, com n > 3,
e, para cada p € M, escolhemos um referencial ortonormal de campos {e, ..., €nt1}
em STt (c) de modo que {e, ..., e,} gera o espago tangente de M™ em p. Tomamos
o coreferencial associado {wy, ..., W41} € wi; as 1-formas de conexao.

A métrica em S7*!(c) é dada por ds? = wa —w2,,.

Simplificando as férmulas ja obtidas no Capitulo 1, temos que as 1-formas de

conexao wp41; (1.5) sdo escritas como
Wnyli = zhijwja hi; = hji,
4,3
onde estamos denotando, para simplificar, h;; = h:-}“ as componentes da segunda
forma fundamental de M™.
1
A funcao curvatura média de M™ é dada por H = ;Zhii. Se H # 0, entao,

i
sem perda de generalidade, podemos supor H > 0. Para isto, basta escolhermos uma
orientacdo adequada, com o vetor curvatura média A na mesma orientacao temporal

que €n41, isto é, (h, ent1) < 0.

As fungodes Rijx (1.12) de M™ ficam escritas como

Rijri = c(0irdji — 0abjk) — (hichji — hahji). (2.3)
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As componentes do tensor de Ricci (1.16) tém a forma simplificada

Ri; = (n — 1)cbi; — nHhij + Z hikhi;. (2.4)
k

A férmula de Simons (1.31) torna-se

—A|A|2 Z:(h,ﬂc + nZ hijHij + ne(|A]* — nH?) — nHtr(A*) + [tr(A%)]?, (2.5)

ijk i,

onde A = (h;;) é a matriz da segunda forma fundamental de M e, portanto, S = |A|%.

Aplicando o operador (2.2) em f =nH, temos que

O(nH) = nHA(nH) — Y _ hij(nH)s;

i’j
Dai, usando (1.20), temos

O(nH) = %A(nH)2 ~ P = M), (2.6)

onde estamos supondo que o referencial ortonormal de campos {e1,..-ent1} escolhido

seja tal que {e1s s en} diagonaliza A, isto é, h;j = Xidij.

Da equagdo de Gauss (1.17), sabemos que

%AIAP — E(”’T—I—)AR = %A(nH)z. (2.7)

Logo, por (2.5), (2. 6) e (2 7), obtemos
O(nH) = A|A|2 nn=1)p_ Z (nH;)? Z)\ (nH); =
= Z (hiji)? — ———)AR + nZ/\ Hi + ne(|A]> — nH?) +

1,7,k

— nHtr(A®) + [tr(A%)])? — Z(nH) - ZA (nH)i.
E, portanto,

-1
OmH) = 3 (hise)? - ——)AR — 2| VH|*+
1,5,k

+ ne(|A|? — nH?) — nHtr(A®) + |A]*.

(2.8)
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Com esta expressao, podemos enunciar e demonstrar uma desigualdade para

O(nH), que envolver4 o polindémio

n(n — 2)

vn(n—1)

Proposicao 2.1.1. Sejaz : M™ — S{"H(c) uma hipersuperficie de tipo espago com-

Py(z) = 2 — Hz + n(c— H?). (2.9)

pleta com curvatura média nao nula. Se a curvatura escalar normalizada R de M™

€ constante e satisfaz R < c, entdo

n(n — 2)

Vn(n—1)

onde ® € o operador dado por ® = A— HI, com I denotando a aplicagdo identidade.

O(nH) > |9/ (I‘I>|2 - H|®| +n(c— Hz)) =[2Pu(|2]), (2.10)

Demonstragao: Como R é constante e R < ¢, temos que vale a desigualdade
(1.32) que, substituida em (2.8), fornece

O(nH) > nc(|A]* — nH?) — nHtr(A%) + |A|* (2.11)

Da definicdo do operador ®, temos que ele tem traco zero, é diagonalizavel e
satisfaz
|®* = |A|? — nH2. (2.12)

Sejam ®;; as componentes de ®. Entao, denotando por p; = ®;;0;; os autovalores
de ®, temos
wi=X\—H. (2.13)

Desta forma, tr(A?%) pode ser obtido calculando-se tr(®)3, pois

pe =2} — 3)\2H + 3\ H? — HS,

Assim,
tr(®%) = pd = tr(A%) — 3H|A]? + 2nH®.

Portanto,
tr(A%) = tr(®°%) + 3H|®|? + nH>. (2.14)
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Logo, substituindo (2.12) e (2.14) em (2.11), obtemos

O(nH) > n(c — H?)|®|? + |®|* — nHtr(®°). (2.15)

Usando agora o Lema 1.4.3 para os y; dados pela equagao (2.13) e lembrando que
tr(®3) = Zuf’, temos

(@) < — 22— af".
Vn(n—1)
Conseqiientemente,
-2
—nHtr(®%) > _ =2 gigp. (2.16)
vn(n—1)
Substituindo a desigualdade (2.16) em (2.15), obtemos o resultado. ]

Podemos agora enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 2.1.2. Seja M™ (n > 3) uma hipersuperficie de tipo espago completa em
STt (c) com curvatura média ndo nula H limitada superiormente e curvatura escalar

normalizada constante R satisfazendo

c<R<eg (2.17)

entdo M™ é totalmente umbilica.

Demonstragao: Consideremos o polinémio (2.9).

Afirmamos que Py(|®]) > 0.

De fato, se H? < 4(_71,#

n
negativo, e portanto, Py (|®[) > 0.

, temos que o discriminante do polinémio dado é

4(n—1
Suponhamos que H? > (an—)g Entdao Py(z) possui raizes.
1

Seja a = s\ n 7_1 ] ((n —2)H + /n2H? — 4(n — l)c) a maior raiz de Py(z), que
, sy _— . 2 4(n - 1) ~
é positiva. Notemos que ela pode ser a tinica raiz se H* = ———. Entao

n
of = —n—(n2H2 —2nH? 4+ 2H% - 2(n — 1)c+ (n —2)H\/n2H? — 4(n — 1)c ).

2(n —1)
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Usando a equagdo de Gauss (1.17) e a férmula (2.12), temos que
|®|> =n(n —1)(R—c+ H?). (2.18)

n—2

Como, por hipétese, R > ¢, segue que |®|2 > (n — 1)(nH? — 2¢).

n
Vamos mostrar que |®|2 > o2, conseqiientemente, |®| > « e, portanto, Py (|®|) >

Com efeito, através de simples calculos, mostramos que

2 2 (n=2) 5. 22
|®]> — « Zm(n H? —nH\/n2H? — 4(n — 1)c — 2(n — 1)c). (2.19)

Segue que |®|2 — a? > 0 & n?H? —nH\/n2H? — 4(n — 1)c — 2(n — 1)c > 0. Mas
a desigualdade anterior é vilida se e somente se 4(n — 1)%¢> > 0, o que é sempre
verdade, pois ¢ > 0. Logo |®|> — a? > 0, o que prova a nossa afirmagao.

Assim, O(nH) > |®|?Py(]®|) > 0 e a igualdade vale se, e somente se, |®|? = 0,

ou seja, se M™ é totalmente umbilica.

Entretanto, por definicao,

Das equagdes (1.17) e (2.17), segue que S < n2H?, pois R < c. Logo \? < n?H?,
para cada %, o que implica que |\;| < nH e, portanto, nH — \; > 0.

Para concluirmos a demonstragao, seja f = H. Entdo f é de classe C? e, por
hipétese, é limitada superiormente. Além disto, as curvaturas seccionais de M™ sao

limitadas inferiormente, pois de (2.3)
Rijij =Cc— Ai/\j (221)

e, como |\;| < nH, para cada i, temos que A\ < |[X\A;| = |Ai]|Aj| < n?H2. Logo
Rijij > ¢c—n?H? e, como H é limitada superiormente por hipétese, segue que Rji; é

limitada inferiormente, para cada i, j.

Como M™ é de tipo espago e completa, podemos aplicar o Teorema 1.4.9. Entao

existe uma seqiiéncia de pontos {pi} tais que vale (1.44).
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Em particular, para cada pi vale

19%(px) Pur(1@]) (pi) < O(mH)(pi) = D (nH — X) (p)nHis (pr)- (2:22)
Como vale (1.44), lim H(px) = sup H, portanto, da férmula (2.18), segue que
hm |<I)| (px) = sup |<I>|2 Logo tomando o lim sup em (2.22), obtemos que

k—o00

0 < sup I‘D|2liﬁigp(PH(|¢|)(Pk)) < lim S“P(D(nH)(p’“)) =
= "Z lim sup[(nH — ;) (pk) (Hii(pk))]-

k—o0

(2.23)

Por um lado, como nH — \; > 0, temos que limsup(nH — X\;)(px) > 0 e nH — i

L k—o0
é limitada superiormente, pois

nH— M\ < |TLH—)\,I <nH+ |A1| < 2nH

e H é limitado superiormente.

Por outro lado,

Hii(pe) = (V2H)(p) (es, €5) < max{(V>H (pi))(X, X) : | X] = 1}. (2.24)
Logo, aplicando limsup & (2.24) e utilizando (1.44), temos
k—o0
lim sup(Hi; (px)) < hmsupmax{(VzH(pk))(X X):|X|=1}<0.

k—o0

Segue de (2.23) que

0 < limsup(O(nH)(px)) < 0.
k—oo
Logo, sup |<I>|211m sup(PH(|<I)|)(pk)) =0 e, uma vez que hmsup(PH(|<I>|)(pk)) >0,
segue que lim sup(PH(|<I>|)(pk)) = 0 ou sup |®|?> = 0. Mas, se hm sup(PH(|<I>|)(pk))
k— k—

0, temos que
lim sup|®|?(px) = lim sup(a?(px)).- (2.25)

k—oo k—o0

Como |®2 > (n — 1)(nH? — 2c), raciocinando como em (2.19), obtemos que

(2.25) ocorre se e somente se ¢ = 0, o que é absurdo. Logo, lim sup(Px(|®[)(px)) > 0.

k—o0
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Conseqiientemente, sup |®|? = 0, entdo |®|? = 0 e isso implica que M™ é totalmente

umbilica. ]

A seguir, vamos apresentar um exemplo, encontrado em [17], para justificar a

condigao (2.17) para a curvatura escalar normalizada constante.
Exemplo 2.1.3. O cilindro hiperbdlico.

Seja M, = {z € S7*' : —z? + 22 = —senh®r}, comr € R*.

M, é uma hipersuperficie de tipo espago mergulhada em ST (1) que é isométrica
ao produto Riemanniano H'(1 — cotgh®r) x S™~'(1—tgh?r), onde H'(1 — cotgh®r) é
um espago hiperbdlico de dimensdo 1 (reta hiperbélica) com curvatura 1 — cotgh®r e
S™1(1 — tgh®r) € uma esfera de dimensio n — 1 com curvatura 1 — tgh?r.

M, tem duas curvaturas principais distintas

Al = ... = A1 = tghr e )\, = cotghr.

Usando a equacio de Gauss (1.17) para calcular R, encontramos
-2 -2
R=""2(1—tgntr) < 2—2
n n
Desta forma, € possivel, para cada R satisfazendo
n—2

0<R< y (2.26)
n

escolhermos algum r para o qual a hipersuperficie M, é de tipo espago, completa, mas

nao totalmente umbilica.

O cilindro hiperbélico H* x S™~! ¢ uma hipersuperficie que aparece também como
contra-exemplo para a conjectura de Goddard. Com efeito, se calcularmos a sua
curvatura média, obtemos
(n — 1)tghr + cotghr

n

H =

— 1)%tgh? tgh’r +2(n — 1
Entao H? = (n—1)tg r+;o2 gh e+ 2n ) Em particular, se tomarmos
C . . 4(n—1
r € IR* tal que cotgh’r = n—1 (e isto implica que n > 2), temos que H2 = (77'_2)
n

Isso mostra que a limitagao no teorema de Akutagawa é a melhor possivel.
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Uma pergunta natural seria a respeito da condig¢ao sobre a dimensao da hipersu-
perficie. Suponhamos, entdo, que M? seja uma superficie de tipo espaco completa
em S3(1), com curvatura escalar normalizada constante satisfazendo (2.17). Da de-
finigdo de curvatura escalar normalizada, sabemos que ela coincide com a curvatura,
Gaussiana neste caso. Se 0 < K < 1, entdo, da Proposicido 1.4.7, segue que M? é

totalmente umbilica.

Para o caso em que R = K = 0, o resultado ndo se aplica e isso pode ser

comprovado através do seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.4. Para cadat > 0 seja f; : R? — S3(1) dada por

X
e 2) = (s () tsen (3) VI s (2 ) VT Ten (225 )).

Estas superficies foram estudadas por Dajczer e Nomizu, que provaram que elas

sao completas, suas curvaturas seccionais sao nulas, mas elas nao sdo totalmente

t V1t
V1+1¢2 t

umbilicas, uma vez que tém curvaturas principais distintas

2.2 Caracterizacao através de uma restricao para
o quadrado da norma da segunda forma fun-

damental

O resultado que provamos nesta se¢éo € inspirado no Teorema 1, em [19).

Teorema 2.2.1. Seja z : M™ — S+ (c) uma hipersuperficie de tipo espago com-
pleta com curvatura média ndo nula e curvatura escalar normalizada R constante
satisfazendo R < c. Se

sup S < 2v/n — Ic, (2.27)

entdo M™ ¢€ totalmente umbilica.

Demonstracao: Sabemos da Proposicao 2.1.1 que

O(nH) > |®|? (m? _nn=?)

o H|®| +n(c— Hz)) : (2.28)
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Considere a forma quadratica

Q(u,t) = u® — Mut —1? (2.29)

vn—1

e a transformacgdo ortogonal

= \/%[(1 VA= Tu+ (1-vVa=D)i), (2.30)

- 1

Ent3o, nao é dificil verificar que, em termos de @ e t, (2.29) é dada por

n(u? — f?)

1) =Q(1,t) = 2.32
Q)= Q@ = H— 232
Além disto, de (2.30) e (2.31) também é facil ver que

w4+t =a% 4+ (2.33)

Sejau = |®| et = \/nH. Substituindo em (2.29), temos que a desigualdade (2.28)
torna-se

O(nH) > |®)*(nc+ Q(|®|, vnH)). (2.34)

De (2.32), segue que (2.34) se escreve como

O(nH) > |3 (nc-l- "7(“%\/‘_:’?) — o (nc —n (;\‘;;21) + \/’:Lﬂ_z_l) . (2.35)

De (2.33) e do fato que u? +t2 = |®|2 + nH? = S, segue que

O(nH) > |®)? (nc— (2.36)

nS )
2/n—1/"

nsS
2v/n—1

No entanto, como na demonstragao do Teorema 2.1.2, temos que vale (2.20).

Por hipétese, O(nH) > 0, pois nc — > 0, uma vez que S < sup S.

Além disto, de (2.27) temos que cada funcao h;; é limitada superiormente e por-
tanto H também o é, bem como as curvaturas seccionais, dadas por (2.21) sao limi-

tadas inferiormente e podemos aplicar o Teorema 1.4.9 para a funcao H.
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Logo, existe uma seqiiéncia de pontos px tais que
lim H(px) = sup H,
k—o0

lim sup max{(V2H (px))(X,X) =0: |X| =1} <0.

k—oo

Observemos que, das equagdes (2.12) e (2.18), temos que S =n(n — 1)(R —c¢) +
n2H? e, portanto, klim S(px) =sup S.
—00

Assim, calculando (2.36) nos pontos px da seqiiéncia e tomando o limsup, tem-se

k—oo
que
S
05 Cink S sup |32 __’”ﬂ’__>>o, 2.37
> lﬂi}p( (nH)(pk)) = sup |®| ("C n—1) = (2:37)

Portanto sup |®|? = 0 e, conseqiientemente, M™ é totalmente umbilica. |
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Capitulo 3

Subvariedades de tipo espaco
completas com curvatura escalar
constante em um espacgo forma

semi-Riemanniano

Neste capitulo, alguns resultados de classificagao de subvariedades de tipo espaco
completas imersas em um espago forma semi-Riemanniano serao obtidos, através de
restricoes, ora na curvatura escalar constante, ora no quadrado da segunda forma

fundamental, na curvatura média ou nas curvaturas seccionais da subvariedade.

As ferramentas principais utilizadas neste estudo sdo a férmula de tipo Simons
dada em (1.31), o operador [J, definido em (1.39), e o Principio do Méximo de Omori
(Teorema 1.4.9).

3.1 Aplicacao da Férmula de tipo Simons para o
operador [

‘Seja M™ uma subvariedade de tipo espaco completa imersa em um espago forma

semi-Riemanniano Q;‘“’ (c). Sejam R e H as curvaturas escalar normalizada e média

33
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de M™, respectivamente, e S o quadrado da norma da segunda forma fundamental

da imersao, seguindo as notagoes introduzidas no Capitulo 1.

Suponhamos até o final deste capitulo que a curvatura média de M™ é positiva.
Para o caso em que H = 0, veja [16]. Entdo, como visto anteriormente, podemos
escolher um referencial ortonormal local de campos {ey, ..., €n4p} €m Q;‘“’ (c) tal que
€ni1 = T}}’ onde h € definido por (1.14). Valem, portanto, as equagdes (1.1) a (1.13)

para este referencial e para o coreferencial associado {ws, ..., Wnip}-

Consideremos o seguinte tensor simétrico
P = Z DL wiwjeq, (3.1)
i,J,&
onde ®f = h; — H;5, e os H* sao definidos por (1.29).

Notemos que cada ®* tem trago zero, pois

tr(@) =) @3 = h%— Y H*=nH*—nH*=0.

Seguindo a técnica utilizada por Cheng-Yau no ambiente Euclideano [13], conside-
ramos o operador [J dado por
O(f) = Y (nHb; — B £y, (3.2)

.7
para cada funcdo f € C%(M).

Notemos que este operador é semelhante ao operador definido por (2.2), que foi

utilizado no contexto de hipersuperficies.

Em particular, se f = nH, temos que

O(nH) = nHA(RH) —n ) h% ™ Hy, (3.3)
1,3

recordando que H;; = (V2H)(e;, e;), seguindo a notacio da Definigao 1.3.2.
Mais uma vez utilizamos a regra da cadeia (1.20) para A(nH)? e, seguindo o
mesmo raciocinio empregado em (2.7), a equagéo (3.3) torna-se

O(nH) = %AS E w

AR—n’|VH|> —=n) " hEMH,;. (3.4)

1,J
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Observemos que, se M™ é uma subvariedade de tipo espago completa com curva-

tura escalar normalizada constante, entdo AR = 0 e a equagao (3.4) torna-se

O(nH) = %AS —n?|VH|? - nz R Hs (3.5)

i’j
Substituindo a férmula de Simons (1.31) na expressao (3.5), segue que

O(nH) = Y (h%e)? +ny hHG +nc(S — nH?)+

i,j,k,a i»jya
—nHY tr(A" (h%)?) + Y _[tr(hh?)]P+ (3.6)
[s3 avﬁ
+ SON(hHE — 1Phe) — n?[VH|? =y hiH Hy.
o,B 2

Se ent1 = %— é paralelo, entdo a férmula (3.6) torna-se mais simplificada.

Proposicao 3.1.1. Seja M™ uma subvariedade de tipo espaco completa imersa em

Qp*?(c), com curvatura escalar normalizada constante. Se a curvatura média de M™

é ndo nula e T € paralelo, entao

O(nH) = Z (hgx)? — n?|VH|? +ne(S — nH?) — nHZtr(h"+1(ha)2)+
i,j,k,a o (3'7)
+>_[tr(hhP))? + > _N(h’ — h°h%).
a,ﬂ aiﬂ
Demonstragio: Seja {e1, ..., en4p} um referencial local ortonormal adaptado a
M™ tal que e,y1 = —, como anteriormente. Entdo vale a férmula (3.6). Uma vez

H
que e, € paralelo, segue que

1
0=V Entl = E :wan+lea~
ey

Logo,
Wpyte = 0, Vo (3.8)
Pela definicdo (1.24) das derivadas covariantes de hj;, temos
> hgwe = dh +2 > gk — Y Hiwga. (3.9)
k k B

Tomando a somatéria em i na equagao (3.9), e usando (1.29) e (3.8), segue que
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e sea=n+ 1, entdo ZHL""lwk =dH.
%
Portanto, da definigio de dH, tem-se que Hy = H'*';

e se a > n+ 1, entao ZH,‘:wk = —HWny10 = 0. Logo, HZ = 0.
k

Falta verificarmos o que ocorre com as derivadas covariantes H,.

Pela definigdo (1.26) das derivadas covariantes de segunda ordem de hg;, temos

que
> hewr = dhgy, + 2 D hGaws + > hwy — > hywpa. (3.10)
l l l B

Tomando a somatéria em i na equagio (3.10), usando (1.29), (3.8), e o fato que

H*' = Hy e HX =0, para a > n + 1, temos

e se a =n+ 1, entdo ZH,:‘,“wl =dH, + Zlelk.
1 1
Mas, da Definigdo 1.3.2, segue que dH; + ZH’w"‘ = ZHk;wz e, portanto,
1 l
Hy = Hijt;

e se @ > n+ 1, entao _s_ How = —Hiwpy16 =0 e, consequentemente, Hg = 0.
1

Substituindo H,:‘l“ = Hye Hj =0paraa >n+1em (3.6), temos que vale
(3.7). |

Pela defini¢ao do tensor @, dada na férmula (3.1), temos, analogamente ao caso

de hipersuperficies, que

1B =) "(95)* = S — nH>. (3.11)

i’j!a

Seja ®* = [®F]. Entdo ®* = h* — H*[. Assim, ®+! = p»+l — HJ e &= = p2,

para a > n+ 1. Usando isto, nao é dificil verificar que
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—nHZtr(h"+l(h“)2) + Z:[tr(h"‘hﬂ)]2 = —nHZtr(@"“ (®%)?%) — nH?|®|* +

+ ) [tr(220%))?
e que N(hah® — WPhe) = N(2°0F — 989°).

Logo,
O(nH) = Y (h%)* —n’|VH? +n|@f(c— H) + > [tr(@e?)+
1,5,k o,f
- nHZtr(@T‘“ (®@*)?) + ZN (®°®P — oPD™). (8.12)
o,

O teorema a seguir é uma generalizagao da Proposigdo 2.1.1 e optamos por apre-
sentar a sua demonstracdo por diferir sutilmente da demonstracao da Proposicao

2.1.1. Por exemplo, a codimenséo p aparece na desigualdade para C(nH).

Teorema 3.1.2. Seja M™ uma subvariedade de tipo espago completa imersa em
Qr*?(c) com curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R < c. Se a
curvatura média de M™ é nao nula e o vetor curvatura média normalizado € paralelo,

entao
n(n — 2)

n(n—1)

Demonstracgio: Como o vetor curvatura média normalizado de M™ ¢ paralelo,

O(nH) > |®? ("122 — H|®| + n(c— H2)) . (3.13)

temos que vale (3.8). Assim, da equagéo (1.10),
0= dwn+1a = Qn+1cu-
Usando a definicéo das formas de curvatura normal (1.11), segue que Rnt1ai; = 0,

para todos «, i, j. Portanto, da equagdo de Ricci (1.13), temos que hHh —

heh™! = 0, para todo a, ou seja, a matriz h™*! comuta com todas as matrizes h”.
Como as matrizes ®* = [®f;] sdo definidas por
&> = he — HI,

temos que ®"*! comuta com todas as matrizes ®*. E, uma vez que elas tém trago
zero e sao simétricas, pois as matrizes h™ sdo simétricas, podemos aplicar o Lema
1.4.2 para as matrizes A = ®* e B = ®"1, obtendo

(I)a /N n+1
\/n(n JVN(@

tr(@"(®%)?) € ——
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Somando a desigualdade acima em «,

D@ (@) S et SN (@) N ).

Mas
N(@™) =tr(@™)* < |27 e Y N(®*) = |®? (3.14)
e, portanto,
— 2)
_nHS (@ (@%)?) > - M2 22 pigp. 3.15
;( (@9)%) > n(n—l)ll (3.15)

Além disto, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|®[* = (ZN (‘I"’)) <py (N(@%))* =p)_[tr(@*)7? < p) _[tr(®°@°)P,
a a a a,B

logo, i
D ltr(@2f)? > 1—)|<1>|4. (3.16)
a8

Por hipétese, R é constante e R < ¢, logo vale (1.32).

Substituindo (1.32), (3.15) e (3.16) em (3.12), obtemos

Sxpmtd n(n — 2) 3, Lz
O(nH) > n(c— H?)|®| —n(n—l)Hl(pl +p|‘1>| =
— |<I>|2_ n(n — 2) e — H?

= || ( - n(n_l)H|<I>|+ ( H)). =

Este teorema e sua demonstragao foram baseados no Teorema 1.7 de [9].

Esta desigualdade tem seu interesse fundado na prova do principal resultado da

préxima segao.

3.2 Caracterizacao através de hipdteses sobre o
quadrado da norma da segunda forma funda-

mental

Nesta segao, apresentamos um teorema que foi obtido através da desigualdade (3.13).

Mais especificamente, provamos que, com hipéteses adicionais sobre o polinémio que
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aparece naquela desigualdade (dependente de |®| e H, e, portanto, as hip6teses se
estendem a H ou a S), podemos concluir que M" deve ser totalmente umbilica ou
obtemos implicagdes para o quadrado da norma da segunda forma fundamental S.

A seguir, enunciamos o resultado.

Teorema 3.2.1. Seja M™ (n > 3) uma subvariedade de tipo espago completa imersa
em um espago forma semi-Riemanniano Qp*P(c) com curvatura escalar normalizada
constante R satisfazendo R < c. Suponha que a curvatura média H de M™ € nao
nula e que o vetor curvatura média normalizado é paralelo. Consideremos o polindmio

dado por

Pr(z) = = —nlp— L (n = 1)(p; DR =) + ne+ (3.17)

"2 e DR - o)+ n(E <)

n—2

Se Pp(sup S) > 0 e, em adigao, para o caso particular p = 1 ocorrem R < &

para c > 0, ou R <0, para c =0, entao:

1. |®|* = 0 e, portanto, M™ é totalmente umbilica, ou

2. Pr(supS) =0, p=1 esupS = Cn(R), onde

(=nR + (n — 2)c)(n — 2)

C.(R) = [(—nR+ (n —2)c)(n — 2)(n — 1)(R — o)+

+n((n—1)(R—c)+c)?.

Demonstragio: Seja {e1, ..., entp} um referencial local ortonormal adaptado a
M. Como H # 0, podemos tomar €,+1 = A Por hipétese, e,41 é paralelo, logo vale
(3.13).
2> _n(n—2)

B n(n—1)

Considere o polinémio P(H, |®|) = H|®|4+n(c—H?) que aparece

em (3.13).

Usando a equacgdo de Gauss (1.17) e a férmula (3.11), obtemos as seguintes
relagoes:
_S=nn-1)(R—¢
= = ,
(n—1)S+n(n—1)(R—c)

|®|* = = : (3.19)

H2

(3.18)
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Substituindo as relacoes (3.18) e (3.19) em (3.13), temos
O(nH) > "T—l(s +n(R - ¢))Pa(S), (3.20)

onde Pgr(S) = P(H,|®|) é dado por (3.17).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que o referencial escolhido {e1,...en}
diagonaliza a matriz A"+, isto é, ;™" = AI*16;;. Disto, segue que o operador (3.2)
calculado em nH pode ser escrito como

O(nH) = " (nH — \*')(nH)s;. (3.21)

1

Além disto, como R < c, segue da equagdo de Gauss (1.17) que S < n2H2. Logo,
(M2 < S < n2H? e nH — A > 0.

Usando que Pg(sup S) > 0, temos, escrevendo Pg(S) em fungio de R e H, que

0 < Pg(sup S) = Pg(sup H) = w sup H? + %(R —c)+ (3.22)

+nc —n(n —2)sup Hy/R — c + sup H2.

Ou seja,

(n—2)sup Hy/R— c+sup H2 < (n_+p—)supH2+(—n—;—l)(R—c) +c. (3.23)

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.23) e usando que (sup H)? = sup H?:

(sup H?)? [(n _op_ (%-”) 2] + sup H? [(n — )R —c)— 2@1{

) ("‘Tl“p)?(R—C)J - [(”—?) (R—c)+Rr <0

=] = 5N
Notemos que (n — 2)% — (%) > 0 e a igualdade vale se e somente se

(3.24)

p=1

Para maiores detalhes, vamos separar o estudo de (3.24) em dois casos:

1. se p=1, entdo (3.24) se escreve como

(n = 2)(—nR+ (n —2)c)sup H < [(n — 2)(R — ¢) + R]%. (3.25)
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(a) Sec >0, entdo —nR + (n — 2)c > 0, da hipétese.

(b) Se ¢ < 0, entdo a hipétese R < c implica que
—nR+ (n—2)c> —nc+ (n—2)c=—-2c>0.
(c) Se ¢ =0, entao da hipétese, R < 0 e, novamente,
—nR+ (n—2)c=—-nR > 0.

Portanto, temos, a partir de (3.25), a seguinte limitagao para o sup H 2

[(n — 2)(R —c) + R)?

H%< : .
swH S ) (Rt (n—-2)9) (3.26)
2. se p > 1, resolvendo a equagdo biquadrada
n—1-p ? n—1=
[(n -2)? - (——p———) ] zt + [(n —2)2%(R—c)—2 (___p) R+
‘ P (3.27)

2 ("—_—;—_—p)Q(R—c)] 22 — [(%’—p) (R—c)+R]2= 0,

obtemos, trocando z? por sup H2 em (3.27) e usando (3.24), a seguinte limitacao

[—(n-2)2+2(”‘p—%‘—p)2 (R—c)+2(£_T}_—p)R+\/E

o

onde A é o discriminante de (3.27) cuja expressao é

supH2 <

)

(3.28)

n—1-—

A= (n—2)? [(R—c)2(n—2)2+4( p) (R—c)R+4R2].

Assim, mostramos que, para qualquer p > 1, sup H 2 ¢ limitado superiormente.
Disto segue que as curvaturas seccionais de M™ sao limitadas inferiormente.

De fato, da equagdo (1.12), temos que

Rijij=c— Y _h%hS +> (k) > c— ) hehs;.
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Logo, uma vez que S < n’H?, segue que (h$)? < n2H?, para cada 3,5, e,
portanto,

hehe; < |hS||hS| < n2H

R i

Mas H? é limitada superiormente, pois valem (3.26) e (3.28), e, portanto, as

curvaturas seccionais sao limitadas inferiormente.

Além disto, como M™ é uma subvariedade de tipo espaco completa, podemos

aplicar o Teorema 1.4.9 para a fungao f = nH.

Sejam os pontos pr € M™ da seqiiéncia dada pelo Teorema 1.4.9. Usando (3.20)
e (3.21) segue que, em particular,

— ©))Pr(S)(px) < O(nH)(pr) =

= Y H X)) nE)(p). ¢

Observando que, ainda pelo Teorema 1.4.9,
klim nH(pr) = supnH,
e usando a relagao (3.18), temos que

sup S = klim S(px)-

Logo, tomando lim sup em (3.29), temos
k—o0

0< (sup S +n(R —c))Pr(supS) <

k—oo

(3.30
< limsup(O(nH)(px)) = hfi sup (Z(nH =X (k) (nH )ﬁ(pk)) - )
Mas (nH)ii(px) < maz{n(VZH)(px)(X,X) : |X| = 1} e, portanto, como vale
(1.44), temos que
lim sup(nH)si(px) < 0.
k—o0

E ¢é importante observarmos que a fungao nH — A*! é limitada superiormente,
pois nH — A\ < |nH — A < nH + |A\**!| < 2nH, e H é limitado superiormente.
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Entao,
0 < limsup(O(nH)(px)) <0

k—o0

e, portanto, limsup(O(nH)(px)) = 0.

k—o0

n—1

Logo, por (3.30), (sup S +n(R —c)) = 0 ou Pr(supS) = 0.

n
Por (3.19), a primeira possibilidade eqiiivale a sup |®|2 = 0. Se isso ocorre, entao

|®|% = 0 e, portanto, M™ é totalmente umbilica.
Caso contrario, Pr(supS) = 0.

No entanto, uma vez que 0 = limsup(O(nH)(px)) = sup |®|?> Pr(sup S), isso sig-
k—o0
nifica que todas as desigualdades utilizadas para obtermos (3.13) sdo, na verdade,

igualdades quando tomamos o lim sup. Como conseqiiéncia, a desigualdade em (3.14)

k—oo

é uma igualdade, isto é,

lim sup(N (2" (px))) = lim sup(|®|*(px)) = sup |®|* (3.31)

k—o0 k—o00
e, se denotarmos por C* = lim sup(NN(®*)(px)), para cada @ > n + 1, entdo (3.31)
k—o0
torna-se
C™*! = sup |®|%.

Ainda de (3.14), temos que ZC"" = sup |®|. Segue, portanto, que C* = 0, para
a>n+1. N

Além disto, a desigualdade de Cauchy-Schwarz utilizada para obtermos (3.16),

quando tomamos o lim sup, também é uma igualdade, isto ¢,
k—oo

(C™)? = (sup|]*)? = Py (C*)? = p(C™H1)?

e, portanto, p = 1, logo ® = @1

Voltando & Pg(sup S) = 0, segue que

(—nR+ (n—2)c)(n — 2)[

(—nR+ (n—2)c)(n—2)(n —1)(R—c)+
+n((n—1)(R-c)+¢)?.

sup S =
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Observagao 3.2.2. As condigoes adicionais para a curvatura escalar normalizada
no caso em que a codimensao € 1 e a curvatura do espago-forma € ndo negativa
tornam-se necessdrias sob a justificativa de obtermos a limitacdo (3.26) para sup H?

e podermos aplicar o Teorema 1.4.9.

Em [3], Akutagawa obteve um importante resultado envolvendo hipersuperficies
de tipo espaco completas em S}*!(c), com curvatura média constante limitada su-
periormente por uma constante, através da andlise do polinémio que aparece em
(3.13). Essa é uma das justificativas para trabalharmos com aquele polinémio. Q.
M. Cheng, em [10], generalizou o resultado de Akutagawa para subvariedades de tipo
espago completas em S;,‘+P(c), com vetor curvatura média paralelo e fungao curvatura
média, no caso, constante, tendo as mesmas limitaces que aparecem em codimensao
1. Em [6], os autores obtiveram um teorema que engloba o resultado de Akutagawa.
Mais precisamente, eles provaram que se uma subvariedade de tipo espago completa
M™ (n > 3) em Sp*P(c) tem vetor curvatura média paralelo e a curvatura média

satisfaz
4(n—1)c

Qp)

onde Q(p) = (n — 2)%p + 4(n — 1), entdo M™ é totalmente umbilica.

H? <

Usando o Teorema 3.2.1, substituimos a hipdtese sobre o vetor curvatura média
do Teorema 1.1 de [6] pelas condigdes que o vetor curvatura média normalizado
é paralelo, a curvatura escalar normalizada R é constante e satisfaz R < ¢, para

concluirmos o seguinte:

Teorema 3.2.3. Seja z : M™ — S;*P(c) (n > 3) uma subvariedade de tipo espago
completa com curvatura escalar normalizada constante R satisfazendo R < ¢, curva-
tura média nao nula e vetor curvatura média normalizado paralelo. Suponha que a
curvatura média de M™ satisfaz

4(n—1)c
(n—2)2p+4(n—-1)

sup H? < (3.32)

FEntao M™ € totalmente umbilica.

Demonstragao: Como vale (3.32), temos que o polinémio
2> n(n—2)

P(H,|9|) = i

H|®| +n(c— H?) >0,
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uma vez que ele tem discriminante negativo.

Podemos reescrever P(H, |®|) da seguinte forma:

P(H|2]) = ('% - %H) b gy 4= De - QEH?)

onde, como visto antes, Q(p) = (n — 2)’p+4(n — 1).
Em particular, P(sup H, sup |®|) > 0.

Usando as relagdes (3.18) e (3.19), nao é dificil verificar que Pr(supS) >0,eo0
resultado segue da aplicagdo do Teorema 3.2.1. [

3.3 Caracterizacdo através de hipéteses sobre as

curvaturas seccionais

Seguindo com o nosso estudo envolvendo subvariedades de tipo espago completas,
buscamos um outro resultado, usando a mesma técnica que os autores de [9] aplica-
ram no Teorema 1.7 daquele artigo. A idéia é considerarmos uma restrigao para as
curvaturas seccionais da subvariedade. Mais explicitamente, substituimos a hipétese
sobre 0 sup S (e sobre o polinémio definido em (3.17)) pela condigdo que as curva-
turas seccionais sio nio-negativas. Vale observarmos que tal condigao implica numa
restricdo para o espago forma Q;‘ﬂ’(c), visto que, como a hipétese R < ¢ é funda-
mental para os nossos resultados - por conta da desigualdade (1.32) - ela nao deve
ser retirada. E portanto, se as curvaturas seccionais sao nao negativas e R < ¢, entao

¢ > 0. Analisaremos apenas a situagao em que ¢ > 0.

Teorema 3.3.1. Seja M™ uma subvariedade de tipo espago completa imersa em
Sp*P(c) com curvaturas seccionais ndo negativas. Se M™ tem curvatura escalar nor-
malizada constante satisfazendo R < ¢, sua curvatura média H € positiva e limitada

superiormente, e o vetor curvatura média normalizado € paralelo, entao ou

1. M™ é isométrica a uma esfera ou

2. inf K = 0, onde inf K denota o infimo das curvaturas seccionais de M™.
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Demonstragao: Seja {e1, ..., en4p} um referencial ortonormal local adaptado &
M™, com e,y = I

Nos passos da demonstragao da férmula de tipo Simons (1.31), substituindo (1.28)
em (1.23) obtemos

—AS Z h,Jk)2+Zh th’ﬂ] Z h:; ?mRmijk'}'

1,3,k 1,J, i,7,km,a (333)
+ Y A hz,,Rmk,-k + ) hghY Ragik.
)J)k m a i’jlklalﬂ

Como % é paralelo, temos que (3.33) fica escrita como

—AS Do (B’ +nY R H 4+ ST gk, Rt

i,g.k 1,j i.J,k,m,a (3.34)
+ D hghe Rk + Y BSHG Ragj.
YJ’k m a i?j!k)a!ﬂ

Consideramos novamente o operador [1 dado em (3.2). Efetuando-se os calculos

até (3.5), substituindo (3.34) em (3.5) e observando que

> hghf Rapin = —ZN(h"hﬁ RPR*),

i,7,k,a,3
tem-se:
O(mH) = Y (h5)* — o’ IVHP+ Y hghg,, Rmiit
i,7,k,c z J.k,mua
(3.35)
+ ) hgh% R + —ZN(h"h” RPR®).
i,5,k,m,a

Se, para um « fixado, escolhemos um referencial ortonormal local {e1, ..., en} tal

que h; = A{d;;, entdo

2 ( > hghRmige+ Y h:;hgankjk) =
i,5,k,m i,7,k,;m
= Z( 2X7A8) Riir + Z () + (AD)?) Rikar =
= Z % = 28)?Riir > ( mf K)) (¢ —ag)?
i,k

- (1nf K)(@2nN(h®) — 2n2(H°)2)1,= 2n(inf K)N(9%),

(3.36)
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onde inf K é o infimo das curvaturas seccionais de M™.
Portanto,

> Bghgn Rmigk + S hehe R 2 n(inf K)N(2%). (3.37)

i!j’klm i!j’klm

Logo, somando em a, e substituindo (3.37) em (3.35), temos O(nH ) > ninf K|®|?,
pois, como R < ¢, vale (1.32).

Como M™ é de tipo espago, completa, e as curvaturas seccionais sao, por hipétese,
limitadas inferiormente, podemos aplicar o Teorema 1.4.9 para a fungéo f=nH, que

é limitada superiormente, por hipétese.

Sejam os pontos py dados pelo Teorema 1.4.9. Entao, para cada pi vale que

ninf K|®(p)[* < O(nH)(pe) = Y_(nH(px) = A7+ () (nH)ii(pe),  (3:38)

1
onde novamente estamos supondo que o referencial {e, ..., en} diagonaliza hrtl,

A n#o negatividade das curvaturas seccionais implica que ninf K |®(pk)|? > 0 e,
portanto, O(nH)(px) > 0.

Tomando limsup na equagao (3.38) e raciocinando como na demonstragao do
k—o0
Teorema 3.2.1, concluimos que

lim sup(O(nH)(pk)) = 0.

k—o00
Logo, de (3.38), segue que

(inf K)klim |®(px )| = 0.

Mas, como klim H(px) = sup H, entao klim |®(px)|? = sup |®|*.
—00 —00

Assim, se inf K # 0, entao sup |®|2 = 0 e, portanto, M™ é totalmente umbilica.
Uma vez que, por hipétese, as curvaturas seccionais de M™ sao nao negativas, temos
que inf K > 0 e, conseqiientemente, R;j;; > 0 V,j. Do Teorema 1.4.8, segue que M"

é compacta e, por [1], temos que M™ é isométrica a uma esfera. i
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Capitulo 4

Subvariedades de tipo espaco
compactas com curvatura escalar

constante em S ()

Neste capitulo, pretendemos abordar alguns resultados para subvariedades de tipo
espago compactas em espagos forma semi-Riemannianos. E importante ressaltarmos
que, devido & hipétese sobre a compacidade dessas variedades, os espagos forma a
serem estudados restringem-se aos espagos S;‘J“P(c), pois os ambientes Hy7P(c) e IR;""’

nao admitem subvariedades de tipo espago compactas.

De fato, consideremos a funcéo altura f = (z,a), onde a é um vetor arbitrario
fixado em R}*?, se Qp*P(c) = Ry™, ou em R, 77, se Qt?(c) = H;"(c). Entao,

f é uma fungao diferencidvel em Q5*7(c).

Seja z : M" — Q;,‘“’(c), ¢ < 0, uma subvariedade de tipo espago imersa em
Q;‘*P(C), e tomemos um referencial ortonormal local de campos {ey, ...,ensp} €m

Q7*?(c) adaptado & imerséo .
Pela definicao de gradiente, temos que, para todo X € X (M),
(V{z,a),X) = X(z,a) = (X, a).

E, portanto, V(z,a) = a”.

Vamos agora dividir a demonstragdo em dois casos.

49
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ec=0

Como a € IR*?, entdo a = o — Z(a,ea)ea, onde o € X(M).

s

Com isto, a¥ = a + Z(a, €a)€a-

a

Logo, |[V(z,a)” = |a"|* = (a,a) + ) (a,ea)

Notemos que, se (a,a) > 0, entdo |V(z, a)|* > 0. Segue que a funcdo f = (z,a)

nao tem pontos criticos e, portanto, M™ nao pode ser compacta.

e c<(

Como a € ]R.:if“, entdo a = a” + ¢(a, z)T — Z(a, €a)€a, onde aT € X(M).

o

Assim, aT = a — ¢(a, z)z + Z(a, €a)€a-

Entéo, |V(z,a)|? = |a7|? = (a,a) — c(a,z)2 + D (a,ea)>.

Analogamente ao caso ¢ = 0, se (a,a) > 0, temos que |V(z, a)|? > 0 e, portanto,
a fungao altura (z, a) ndo possui pontos criticos. Disto segue que M™ nao pode

ser compacta.

O objetivo deste capitulo é obter resultados andlogos aqueles do Capitulo 3,

através da técnica de Cheng-Yau [13], para codimensao maior.

Na primeira se¢ao, faremos um breve estudo sobre as principais propriedades de
subvariedades de tipo espago compactas em S;,‘Jr” (¢). Na segunda segao, estudamos
a generalizacdo do resultado de Zheng [27]. E na terceira se¢ao, obtemos uma carac-
terizagao para subvariedades de tipo espago compactas, a partir de limitacoes sobre
S. Aproveitamos para demonstrar o Teorema 3.2.3 no caso compacto. Optamos por
apresentar esses resultados, pois as técnicas empregadas no caso compacto sao bas-
tante interessantes e distintas do caso completo. Em particular, em contraposi¢io ao
caso completo, a hipdtese sobre as curvaturas seccionais serem nao-negativas carac-

teriza totalmente as subvariedades estudadas.
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4.1 Alguns resultados sobre subvariedades de tipo

espago compactas em S}*P(c)

Seja z : M™ — S}P(c) uma subvariedade de tipo espago compacta imersa em

Spt?(c). Entdo M™ é difeomorfa & esfera S™. De fato, este resultado segue de

Lema 4.1.1. ([1]) Eziste um difeomorfismo ¢ : S* — M™ tal que o : 5™ —

Spt?(c) € um mergulho.

Demonstragao: De fato, basta considerarmos a aplicagao F : S x R? — S;'“’,
dada por F(u,v) = (v, v/1+ [v[u). E claro que F é um difeomorfismo. Agora seja
7 : S® x IRP — S™ a aplicacio projegdo e tomamos a aplicagao ¥ = 7 o Flog:
M™ — S™. Mostra-se que ¥ é um difeomorfismo local e, usando que M™ é compacta
e S" é simplesmente conexa, tem-se que ¥ é um difeomorfismo global. Seja ¢ = UL

Entdo ¢ é o difeomorfismo procurado. [ ]

S. Montiel, em [22], provou que toda hipersuperficie de tipo espago compacta com
curvatura média constante é totalmente umbilica. Este resultado responde & conjec-
tura de Goddard no caso compacto. A generalizagao deste resultado para codimensao
qualquer foi feita por R. Aiyama [1]. Usando uma férmula integral interessante, a

autora mostrou que:

Teorema 4.1.2. Seja z : M™ — S;,‘JFP (c) uma subvariedade de tipo espago compacta
com vetor curvatura média paralelo e fibrado normal plano. Entdo M™ é totalmente

umbilica.

Em [1], é observado que as subvariedades de tipo espago compactas totalmente

umbilicas de dimensdo n em S3*P(c) sdo isométricas as esferas S™.

4.2 Generalizacao do resultado de Zheng

Em [27], Zheng provou o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Seja = : M™ — ST (c) uma hipersuperficie de tipo espago com-

pacta com curvatura escalar normalizada constante R imersa no espago de De Sitter
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ST (c). Se
K(M)>0eR<ec,

entdo M™ € isométrica a uma esfera, onde K(M) sdo as curvaturas seccionais de M.

A idéia da prova de Zheng foi considerar a férmula de tipo Simons (1.31) e,
através da propriedade sobre existéncia de ponto de méximo para a fungdo curvatura
média, uma vez que M™ é compacta, obter uma desigualdade que levasse ao que era
pretendido. Além disto, este resultado é a versdo Lorentziana do Teorema 2 [13].
Notemos também que o autor mostra que M™ é totalmente umbilica e, utilizando a
classificagao das hipersuperficies totalmente umbilicas dada em [22], conclui-se que

M™ é isométrica a uma esfera S™.

Sejaz: M™ — .S';+P (¢) uma subvariedade de tipo espago compacta com curvatura
escalar normalizada constante R imersa em S;*?(c). Suponhamos que a curvatura
média de M™ é diferente de zero, isto é, H > 0. Entao, escolhendo um referencial
ortonormal local em S;*7(c) adaptado & M™ tal que enqy = ﬁ, temos que vale a

H
férmula de tipo Simons (1.31). |

Consideremos novamente o operador [ introduzido por Cheng-Yau [13], dado por
Df = Z(’ILH(S,J = h;?-l)fij, v f S C2(M)
1,j

Observagao 4.2.2. O € auto-adjunto em relagio ao L2- produto interno.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.4.5, [J é auto-adjunto se e somente se vale
(140), onde (I)ij = nHJij -_ h:;+l

Vamos mostrar que ocorre (1.40), ou seja, ZQ,-J-J- =210
J

Como
(Dijj = nHjcS,-j == h"-l+1 (41)

ijj )

temos, somando em j, que
> ®u; =) nHby— Y Wit =nHi - W' =nH, —nH; =0,
J J J J

onde estamos usando a equagao de Codazzi (1.25) para a =n + 1. [
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Assim, da Observagao 4.2.2, segue que

/MEI f=0, (4.2)

/MEIf = /MfDl = 0.

Como vimos no Capitulo 3, fazendo f = nH em (3.2), obtemos a férmula (3.5).

pois

Suponhamos que e, é paralelo, entao segue, repetindo os mesmos argumentos

que foram aplicados nas férmulas (3.34) e (3.35), que (3.5) se escreve como (3.35).

Para cada « fixado, seja A* um autovalor de h?, isto é, hf; = A#4;;. Entao, usando
(3.36), obtemos (3.37).

Com isto, podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.3. Seja ¢ : M™ — S;‘*” (c) uma subvariedade de tipo espago compacta
com curvatura escalar normalizada constante R < c¢ e curvaturas seccionais nao
negativas. Suponha que a curvatura média de M™ € ndo nula e que o vetor curvatura

média normalizado é paralelo. Entdo M™ é totalmente umbilica.
Demonstracgdo: Como a curvatura escalar normalizada R € constante e R <ec,
temos que vale (1.32).

Além disto, de (3.37) o lado direito da equagdo (3.35) é ndo negativo, pois,
por hipétese, as curvaturas seccionais de M sao nao negativas e, conseqiientemente,
inf K > 0.

Integrando (3.35) e usando (4.2) para f =nH, temos que

/M O(nH) = 0

e, portanto, O(nH) = 0, uma vez que vimos que cada um dos seus termos é nao

negativo.
Logo, da expressao (3.35), obtemos
1. N(hh? — hPh*) =0, Vo, 5;

2. Y (k) —n’|VH|* =0;

i]ijYQ
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3. hShg Rmik+ Y hEhe Rukse = 0.
i,5,k,m,a t,5,k,m,a
Se (1) ocorre, temos que o fibrado normal de M™ é plano. Assim, existe um
referencial ortonormal local {ey, ...,e,} em M™ que diagonaliza as matrizes h®, para

todo a, simultaneamente.

Se (2) ocorre, entdo temos que todas as desigualdades em (1.36) sdo, na verdade,
igualdades, isto é,
(S —n’H?) > (k%) =0.

1,9,k

Como S < n?H? pela equagdo de Gauss (1.17), segue que

> () =0. (4.3)

i’j)kia

Portanto, tomando o referencial que diagonaliza cada matriz h* e substituindo

(4.3) em (1.24), temos que dh$; = 0. Como M™ é conexa, segue que hg; é constante

1

para cada i, j, a.
Conseqiientemente, H é constante. Como e, é paralelo, temos que A ¢é paralelo.

Com isto, podemos aplicar o Teorema 4.1.2 e segue o resultado. [

Observagao 4.2.4. Devemos observar que este resultado foi também obtido por X.
Liu, em [21], com a hipdtese adicional de que M™ possui fibrado normal plano. Ape-
sar das técnicas para a demonstragio de ambos os teoremas serem semelhantes, gos-
tariamos de salientar que a hipdtese sobre o fibrado normal plano ndo é necessdria

e, por esta razao, acrescentamos este resultado ao trabalho.

4.3 Caracterizacao através de uma restricao sobre
0 quadrado da norma da segunda forma fun-

damental

Em ambientes Riemannianos, muitos trabalhos apresentaram resultados para subva-

riedades compactas com curvatura escalar constante e limitacoes para o quadrado
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da norma da segunda forma fundamental. Podemos citar, por exemplo, [11] e [17],
entre outros. Isso ocorre porque, apenas a hipétese sobre R constante satisfazendo
R > ¢, e as ferramentas utilizadas (férmula de Simons, operador [J) néo séo suficien-
tes para se concluir que a subvariedade é totalmente umbilica. Nestes ambientes, isso
acontece mesmo com a hipétese sobre vetor curvatura média paralelo substituindo
R constante e nos fornece uma diferenca bésica entre os ambientes Riemannianos e

semi-Riemannianos.

Nesta secdo, buscamos uma limitagao apropriada para o quadrado da norma da
segunda forma fundamental, a fim de encontrar quais sao as subvariedades de tipo
espaco compactas imersas em Sgﬂ’ (c) que satisfazem a limitagao obtida e possuem

curvatura escalar constante.

Seguindo as notagoes de [11], definimos

Sy = tr(h™)? —nH? = (h3™)* —nH® (4.4)
1,
€
n+p n+p
Sa= Y tr(h®?= > > (A (4.5)
a=n+2 a=n+2 i,j

Vamos calcular o Laplaciano de S, e tentar obter uma desigualdade para que
possamos aplicar o Teorema de Stokes.

Seja novamente {ey, ..., éntp} um referencial local ortonormal adaptado & imersao
em Sp*?(c) de modo que eny1 = I

Através de cdlculos andlogos aqueles feitos no Capitulo 3, obtemos

Lasi= Y Sl n X YOhgHS —nH 3 irl (e

a>n+1i,5,k a>n+l 4,5 a>n+1 (46)
+ 3 Slr(herf)? +neSa+ Y D> N(AH — hPh%).
a>n+l B a>n+l

Supondo que en41 € paralelo, temos que Hj; = 0, para todo a > n+1 e, portanto,
(4.6) torna-se:

%AS2 S S+ Y Slr( R - nH Y ek (h))+

a>n+1i,5,k a>n+l B a>n+l (47)
+ncSa+ Y > N(hh’ —h°h%).

a>n+l B
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Com um raciocinio similar ao feito no Capitulo 3, usando o operador (3.1), temos

que (4.7) se escreve como

FAS = 3 F@5°+ 3 S lr(#@) + ncss — nHSy+

a>n+1i,5.k a>n+l B (48)
— nHtr(@(3)%) + ) Y N(®°®F — 9°9°).
a>n+l B

Do Lema 1.4.2, temos que

n+1l/Fa\2 n—2 nt+l a
tr(®"t(9%)?) < m\/w@ YN (®%).

Logo, observando que N(®"*!) = S; e Z N(®%) = S,, obtemos a seguinte
a>n+1

desigualdade para a equagao (4.8)

—A52 > ) (@) + S (n(c— H?) — \/"T(l’("n__Z)H\/BI)

a>n+1i,5k (49)
+ ) ) N(@F — 9P,
a>n+l 8

Agora notemos que

_r=-2) H\/Sl "(" 2)H2—1(n—2)sl. (4.10)

n(n — 1) 1) 2
De fato:
=2 g5 ”(" 2)H2 5(n—2)S; = —(n 2)( 51 — H) > 0.

n(n — 1) - 1)

Além disto, das deﬁmgoes de S; (4.4) e S2 (4.5), segue que

S)+ Sy =S8 —nH>. (4.11)

1
Substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9), temos que a desigualdade para 5AS2 torna-

se

%A,Sb G;J;(q)z]lcy + %(’n = 2)53 + Sy (Tl(c = H2) - ;(—::%H2 + (4 12)

nn—-2)_, 1

Com isto, temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.3.1. Seja © : M™ — S3*?(c) (n > 3) uma subvariedade de tipo espago
compacta com curvatura escalar normalizada constante R < ¢, curvatura média nao

nula e vetor curvatura média normalizado paralelo. Se

n(n —1)(2nc — (n®> — 6n+6)(R —¢)) .

n(c—R) < S < Cur(R) = ST S — (4.13)
2(n—1)c
H? 4.
7 W —4n’ +8n—6 (4.14)

entdo M™ é totalmente umbilica.

Demonstragdo: Nao é dificil verificar, usando (3.18) que a condigéo (4.13) im-

plica que
n—2 (n? — 6n + 6)

< 2
S <nc+ 3(n—1) nH”. (4.15)

Substituindo (4.15) em (4.12), temos que

%As2 > 0. (4.16)

Integrando (4.16) sobre M™", e usando que M™ é compacta e o Teorema 1.4.4,
segue que AS; = 0. Voltando & expressdo (4.12), temos que Sz = 0 e, portanto, de
(4.11), segue que S; = S — nH?. Conseqiientemente, S; = |®|2.

Assim, a férmula (3.7) fica escrita como

O(nH) = Z (hgy)? —n?|VH|? +ne(S — nH?) + [tr(h"*1)?)2 —nHtr(h™)%. (4.17)

1,7,k,c

Uma vez que R < ¢, um raciocinio andlogo aquele usado na demonstragao de

(2.10) mostra que

n(n — 2)

vn(n—1)

O(nH) > |®)? (|<1>|2 - H|®| + n(c — H2)) . (4.18)

De (4.13), temos que vale (4.15) e, portanto, da expressdo (4.9), segue que

n(n — 2)

vn(n—1)

n(c— H?) — H|®| > 0.
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Logo, O(nH) > 0. Mas, novamente usando (4.2) para f = nH, temos que

_ - 2 2 n(n —2) nlc — H?
o-/MD( H)Z/M"I" (|<I>| 20 =2 H|@) + n(c H))zo.

n(n —1)
2 2 _n(n—2) 2
Portanto, |®|* = 0 ou |®|* — ——=H|®| +n(c— H*) = 0.
n(n —1)
Se |®|?> = 0, entdo M™ é totalmente umbilica. Caso contririo, temos que ocorre

n(n — 2)
n(n —1)

positivas de (2.9). Logo, substituindo |®|? em (2.18), temos que H é constante e,

|®|% — H|®| + n(c — H*) = 0. Entdo |®| coincide com uma das raizes

portanto, h é paralelo, uma vez que T é paralelo.

Além disto, o fato que S; = 0 implica que h* = 0, para todo o > n + 1. Con-
seqiientemente, temos que o fibrado normal de M™ é plano. Pelo Teorema 4.1.2,

segue que M™ é totalmente umbilica. [ |

Observagao 4.3.2. A hipdtese (4.14) sobre a fungdo curvatura média no teorema
acima € estritamente algébrica e necessdria para garantir que a constante C,(R)
escolhida nao contradiz o fato que S < n*H? na equagcdo de Gauss (1.17), isto é,
R<ec.

De fato, se vale (4.13), entdo vale a desigualdade (4.15). Usando (4.14), temos

S

n—2, 2n(n — 1)c + (n? — 6n + 6)nH? 2

2 - 2(n—1)
= 2_('n_TL—T)[("3 —4n® +8n — 6)H” + (n® — 6n + 6)H*] =
n? 2_N—2 2709

e, portanto, S < n?H?.
Notemos também que a condigio S > n(c — R) implica na condicdo S > nH? e,
2(n—1)c

implicitamente, (4.15) nos dd uma limitacdo superior para H, que é H? < r—
n —_

que ndo contraria a hipdtese (4.14).
Abaixo enunciamos e demonstramos o resultado anélogo ao Teorema 3.2.3.

Teorema 4.3.3. Seja z : M™ — S}*P(c) (n > 3) uma subvariedade de tipo espago

compacta com curvatura escalar constante R satisfazendo R < ¢, curvatura média
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ndo nula e vetor curvatura média normalizado paralelo. Se

4(n—1)c
Q) ’

onde Q(p) = (n — 2)?p + 4(n — 1)c, entdo M™ € totalmente umbilica.

H? <

Demonstragao: Por hipétese, vale (3.13).

Aln —
(n 1)c, entao P(H,|®|) > 0, onde

2
Se H* < )

|2 _ n(n—2)
p n(n —1)

P(H,|®|) = H|®| +n(c— H?)

é o polinémio que aparece em (3.13).

Integrando (3.13) sobre M™, temos / O(nH) = 0 e, conseqiientemente, |®|* = 0.
M

Entao M™ é totalmente umbilica. m
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