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Resumo

Neste trabalho, obtemos alguns resultados para subvariedades de tipo espaço com cur-

vatura escalar constante em espaços forma semi-Riemannianos, usando uma fórmula
de tipo Simons e um operador diferencial introduzido por Cheng-Yau. Para isto,
impomos algumas condições ou para o comprimento da segunda forma fundamental,

ou para as curvaturas seccionais ou para o vetor curvatura média. Os resultados para
subvariedades completas (não compactas) e compactas foram obtidos sepmadamente.
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Abstract

In this work, we obtain some results about spacelike submanifolds with constant
scalar curvature in semi-Riemannian space forma, using a Simons type formula and

a diRerential operador introduced by Cheng-Yau. In arder to achieve this we impose

some conditions either on the length of the second fundamental form, or on the
sectional curvatures or on the mean curvature vector. The results for complete (non-

compact) and compact submanifolds were obtained separately.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos subvariedades de tipo espaço imersas em um espaço forma
semi-Riemanniano, isto é, aquelas subvariedades para as quais a métrica induzida

pela imersão é definida positiva e o espaço ambiente onde elas estão imersas é uma
variedade semi-Riemanniana (variedade diferenciável com um produto escalar não
degenerado e de índice constante) conexo, completa (no sentido de que toda geodésica

maximal deste espaço está definida para todo valor do parâmetro) e tem curvatura

constante (as curvaturas seccionais são iguais) .

Um resultado importante acerca de espaços forma semi-Riemannianos é que espa-

ços forma semi-Riemannianos simplesmente conexos são isométricos se e somente
se eles têm mesmos índice, dimensão e curvatura. Por índice da variedade semí-
Riemannaníana, queremos dizer o índice da métrica da variedade. Em particular, se

o índice é zero, a variedade é dita Riemaimiana e, se o índice é um, a variedade é
dita Lorentziana. Assim, a menos de isometrias, existe no máximo um espaço forma

simplesmente conexo C?r(c) de dimensão m, índice p e curvatura c. Para c = 0,
temos os espaços semi-Euc]idianos ]R;, para c > 0, temos as pseudo-esferas SPm(c)
e para c < 0, os espaços pseudo-hiperbólicos .fípm(C). Maiores detalhes podem ser
encontrados no Capítulo l.

O nosso estudo trata apenas dos espaços forma semi-Riemannianos cujo índice p

é maior ou igual a l e a dimensão m é igual a n + p, para n ? 2, e consideramos as

subvariedades de tipo espaço de dimensão n imersas em C?l;+p(c).

A existência de uma única conexão em Qpn+p(C) que é compatível com a métrica e
livre de torção - a conexão de Leva-Civita - torna possível encontrarmos uma conexão
de Leva-Civita para a imersão de tipo espaço, isto é, para a subvariedade de tipo

espaço imersa em Qpn+p(C), que se relaciona com a conexão de Q;+'(c).

l



2 Introdução

O tensor de curvatura, a curvatura de Rica, a curvatura escalar e as curvaturas
seccionais da subvariedade podem ser calculados em coordenadas locais usando a

métrica induzida pela imersão e suas derivadas. A fim de expressar essas definições
através de coordenadas, é usual tomarmos um referencial local ortonormal (unitário

e ortogonal) em (2P+P(c) que é adaptado à imersão. Um vedor dado em um plano
arbitrário tangente a QPn+p(C) é dito unitário se seu produto interno é l ou -- 1, uma vez
que a codimensão da subvariedade, que é a dimensão do vibrado normal da imersão,

implica na existência de p direções normais à subvariedade, que são de tipo tempo.

Dois vetores em um espaço tangente de QPn+P(c) são ortogonais se seu produto interno

Do ponto de vista físico, as subvaliedades de tipo empa'ço geralmente aparecem no

estudo de questões relacionadas à causalidade em relatividade geral. Por exemplo,
as hipersuperfícies de tipo espaço com curvatura média constante não nula são con-

venientes para se estudar a propagação das ondas gra;vitacionais. Do ponto de vista
matemático, seu interesse é motivado pelo fato dessas hipersuperfícies exibirem boas

propriedades do tipo Bernstein, além de serem soluções para um problema variaci-
onal, uma vez que são pontos críticos do funcional área para vuiações que deixam
uma certa função volume constante.

Muitos autores abordaram problemas relativos a subvariedades em ambientes Rie-

maiinianos e semi-Riemannianos. A linha que vamos seguir, teve como trabalho pio-
neiro 1261, onde o autor obteve uma fórmula conhecida como a /brmuZa de Sãmon.s e a

aplicou no caso em que a subvariedade é compacta e tem curvatura média nula. Ou-

tros trabalhos seguiram após este, sempre empregando a mesma técnica introduzida

por Simons. Vamos fazer o histórico dos resultados existentes, dividindo-os em dois

casos: 1) a subvariedade é compax3ta, e 2) a subvariedade é completa (não compacta).

Abordagens no caso compacto para subvariedades em espaços forma Riemannia-

nos e semi-Riemanmanos com curvatura média nula podem ser encontradas em [141
e 1221, respectivamente.

Conhecidos os resultados para subvariedades compactas mínimas e máximas (no..
menclaturas utilizadas para subvariedades com curvatura média nula em espaços
forma Riemannianos e semi-Riemannianos, respectivamente), o próximo passo foi
estudar a classificação das subvariedades que possuem vetor curvatura média não
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nulo e paralelo. Essa é a condição em codimensão maior que substitui a condição de
curvatura média constante em codimensão 1. De qualquer modo, uma conseqüência

do vedor curvatura média ser paralelo é que a cwvatura média é constante. Em
ambientes Rie-mannianos, podemos citar os resultados obtidos em l41 e j191, para

hipersuperfícies, e em j2SI, para subvariedades. Se o ambiente é semi-Riemanniano

de índice positivo, podemos citar j1l, l51 e 1221

As análises no caso completo, com vetou curvatura média paralelo, podem ser
encontradas nos trabalhos l31, 171, 191, líol e lt61.

Em C?;+P(c), dois resultados se destacam:
Teorema: r/]/) Sda ]W" uma subuadedade de tipo espaço compacta imersa em

S;+P(c), com ./obrado nozmaZ plano e vetar curvatura média paraZeZo, então .IW" é
totalmente umbz2áca.

Teoremas ([íóJ) Seja M" 'uma subuaüedade de tipo espaço completa mádma imersa

em Q;+P(c). .Se c 2: 0, então M" é totalmente geodésica. Se c < 0, então S $ --nw,
on,de S denota o quadrado da qonna da segunda foT"m,a fundamental.

Isso mostra que no caso compacto, com vetor curvatura média paralelo e, no caso

completo, com curvatura média nula, a classificação está completa para ambientes
semi-Riemannianos, desde que observemos que a hipótese sobre o obrado normal é

natural e que não existem subvariedades compactas em Q;l'»(c), se c $ 0. No caso
compacto, em ambientes Riemannianos, não existe uma classificação das subvarieda-
des com vetor curvatura média paralelo sem condições adicionais, e isso acarreta que

também não existe essa classificação para subvariedades completas. Alguns resulta-
dos foram obtidos através de limitações sobre S (veja j141 e 1251 para S"+P(c)).

Tendo em vista as classificações já existentes em C?;l+p(c), restaria estudar o que
acontece no caso em que a subvariedade é completa e o vedor curvatura média é não

nulo e paralelo. Em 1977, Goddard conjecturou que toda hipersuperfície de tipo
espaço completa imersa em Sr+i(c) é totalmente umbílica. Akutagawa l31 provou
este resultado com uma hipótese adicional sobre a curvatura média da hipersuperfície

e mostrou que a conjectura era falsa, apresentando exemplos de hipersuperfícies de

tipo espaço completas não totalmente umbílicas com curvatura média constante - um

grupo de hipersuperfícies rotacionais. Montiel 1221 apresentou outro contra-exemplo
para a conjectura de Goddard - os cilindros hiperbólicas (veja a definição no Capítulo
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2). Cheng j101 generalizou o resultado de Akutagawa para codimensão maior, pro-
vando o resultado a seguir.

Teorema: (li01) Seja M" umü saiMamedade de t®o espaço compl.eta. com uetor cur-

vatura médi,a, paralelo. Se
.172 $ c, para n = 2,

n2H2 < 4(n -- l)c, para n ? 3,

então, M" é totalmente umbtüica.

Mais tarde, em l6}, os autores obtiveram uma outra limitação para .H2 no caso
n ? 3, que será mais adequada para os nossos resultados.

Com esse breve histórico, percebemos que é natural pensar em substituir a condição

vetor curvatura média paralelo e considerar as subvariedades de tipo espaço em
C?pn+'(C) com curvatura escalar constante.

Se a subvariedade é compacta, alguns resultados existentes devem ser citados. No

ambiente Riemanniano, Cheng e Yau [131 foram os precursores, obtendo um impor-

tante resultado para hipersuperfícies.
Teorema:(j131) Seja M" umü hipersuperfície compacta com curro;Luras seccionais
não n,egatàmas imersa em um espaço for'm,a Riemanniano de cur'uaturü c. Se Q cur-
vatura escalar n07maZízada de .A4" é comfante e maior ou igual a c, então À4" é
totalmente umbzúica, ou um produto de duas subuahedades totalmente umbtüicas ot

Pt-' ($.t).

No ambiente semi-Riemanniano, temos o seguinte:

Eeolema:(j121) Sda M" umcl hipersuper$(áe de tipo espaço compQ(üQ com csrua-

'"« e«'/« -«-ZI«d. ««..t-te {me«. em q''':(.) «tu$a*«d. R < c, então M"
é totalmente &mbz#àca

Outros resultados de relevância podem ser vistos no decorrer do trabalho.

A idéia central deste trabalho foi utilizar as mesmas técnicas que apmecem no
estudo de subvariedades imersas em um espaço forma semi-Riemaimiano com ve-

dor curvatura média paralelo e transfere-las para o estudo de subvariedades de tipo

espaço imersas em um espaço forma semi-Riemanniano com curvatura escalar (nor-

malizada) constante, bem como, generalizar resultados de hipersuperfícies de tipo
espaço com curvatura escalar constante em C?:+i(c) para subvariedades com a mesma
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car,cterística em Ql;+'(c).

O trabalho apresenta-se com a seguinte divisão:

No primeiro capítulo, apresentamos os principais conceitos da teoria de subva-
riedades de tipo espaço da Geometria Semi-Riemanniana, tais como as definições

dos espaços forma, as notações, as equações fundamentais (equações de estrutura,

equação de Gauss), e as curvaturas. Além disto, expomos resultados conhecidos que
são essenciais para a obtenção das fórmulas e nas demonstrações de alguns teoremas.

No segundo capítulo, baseamo-nos em um problema proposto por H. Li em j17j
para obter um resultado para hipersuperfícies de tipo espaço completas no espaço de

De Sitter Sr+i. Além disto, através de uma desigualdade interessante, inspirada em
um teorema de j211, caracterizados as hipersuperfícies de tipo espaço completas que

satisfazem uma condição sobre S.

O terceiro capítulo é destinado às subvariedades de tipo espaço completas. Uma

desigualdade para um operador é obtida e, através dela, obtêm-se teoremas de ca-

racterização através de condições para o quadrado da norma da segunda forma fun-
damental, para as curvaturas seccionais ou para a curvatura média.

Para o quarto capítulo, reservamos o estudo de subvariedades de tipo espaço

compactas. O objetivo deste capítulo é obter resultados semelhantes àqueles do
Capítulo 3, utilizando, no entanto, ferramentas particulares ligadas à compacidade
dasubvariedade.
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Capítulo l

Preliminares

Neste capítulo, estão os principais conceitos, notações e teoremas utilizados no de.
correr do trabalho. Eles podem ser encontrados com mais detalhes em l81, j151 e 1231

Denotamos por ]Rpn'» = (]R"+p, < , >) o espaço semi-Euclideano, onde

< , > - - }1:a,? + >: ó«?,
i-l i::P+l

e (zl, ..., gç«+,) são as coordenadas canónicas em Rn+', n 2 2, P 2 1

Consideramos uma variedaxie semi-Riemanniana conexo, completa, de dimensão

n + p e curvatura constante c denotado por Qj;+P(c). (2;+P(c) é chamada um espaço
forma semi-Riemanniano de índice p. O índice está relacionado com o índice da

métrica em Qpn+p(C).

O sinal de c determina a forma de (2pn+p(c), no caso em que C?;+P(c) é simplesmente
conexo. A saber:

. se . Q;"(c)

. se . > 0, ente. Q;+'(C) - Spn+'(') - {" € 1R;"''':
como a pseudo-esfera de ]R;+P+i e

. se . < 0, e«tã. C?l;'''(c) = m:'''(c) - {' € ]R;:?''':
como o espaço pseudo-hiperbó]ico de ]R;:?+i

<«,«>

<«,«>

!}, conhecida

!}, conhecido

7



8 Preliminares

Seja JW' uma variedade conexo de dimensão n. Dizemos que z : .A4" -.. Q;j+P(c)
é uma imersão de tipo espaço se z é uma aplicação diferenciável tal que, para todo
q C .A4, dzç : TçJW" --' T=(ç)Qp+p(c) é injetora e a métrica induzida por z da métrica
em QP'+'(c) é Riemanüana. Neste caso, diremos que z : .A/" --, Qj;+P(c) é uma
subvariedade de tipo espaço imersa em Ql;'»(c), ou simplesmente que .A/" é uma

subvariedade de tipo espaço imersa em QP"'»(c).

A métrica Riemanniana induzida por z também será denotado por < , >.

Denotemos por Z(M) o conjunto dos campos diferenciáveis tangentes à .A4"

1.1 Equações de estrutura

Seja {ei, ..., e«+p} um referencial ortonormal local adaptado à imersão z em Ql;+P(c),
isto é, em cada ponto de À/", {ei, ..., e«} gera o espaço tangente de .ü4" e {e.+i, ..., e«-»}
gera o espaço normal a À/"

Vamos fazer a seguinte convenção usual de índices

l$ A,B,0, 5; n + p, l $ {,j, k, $ n, n + l $ cl, /3, "r, - . . $ n + P.

Associado a este referenciall ortonormal local, temos o coreferencial {ul, ..., Un+pl',
de modo que a métrica semi-Riemanniana de Qpn+p(C) é dada por

dg2= 1:c..4w..42, ci=1, ca=--1, 1<á<n, n+l <c!<n+p.
A

Desta forma, as equações de estrutura de Qpn+p(C) são dadas por

d'''.4 = ) , CBW.,IB A C''B, 'd,4B+ COB..4 = O.
B

(1.1)

(1.2)

(1.3)

d«" - >,'.;«,- '"' '''- - ã : o.Km-w.; '"-..,,.a ' c.D

KABCO = C (.5.40ÓBO -- Ó..40ÓBC).

As restrições das forma w,l, w.aB a À4" satisfazem as mesmas equações de estru-

tura (1.1) a (1.3) levando-se em conta que, como o referencial {ei, ..., e«+.} é adaptado
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a ]V", tem-se que

w.=0,Vn+l$ a $n+P

e, portanto, a métrica Riemanniana de .M" fica escrita como < , > = 1>.Jwi2

Além disto, 0 = (&o. :: }.o.i /\ wi e, pelo lema de Cartan, segue que

2

Z

(1.4)

«,.: - >:h;«u, h3 - h;.
J

(1.5)

As formas diferenciais lineares wij são chamadas as formas de conexão de JW",

uma vez que elas permitem definir uma noção de derivação para campos de vetores
emJW"

Usando (1.4), podemos reescrever as equações de estrutura (1.1) a (1.3), separando-

as na parte tangente a M"

d0{ = >,oíj AcOy, wij +cqi = 0,
J

(1.6)

dois = }'uik A w j + Qij

onde Qij são as formas de curvatura de M" que deânem o censor de curvatura -R(veja

l81, pág. 50) e, uma vez que cada Qij é uma forma de grau 2, podemos escrevê-la
como

k

(1.7)

'., - -; E &,..". " ".' h,z
(1.8)

e na parte normal a .A/"

uaP+oP. =0, (1.9)

d«.P - - >:«,., A «,,P + Ç2.P, (l.IO)

onde Q.p são as formas de curvatura normal que definem o tensor de curvatura
normal RI (veja l81, pág. 36) e, analogamente às formas de curvatura, elas podem
ser escritas como

-.. - -; >ll: R...,:.". ,. «,. o.i

l
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Das equações (1.2), (1.7) e (1.8), obtemosa seguinte relação entre as funções Ri;kt

e a curvatura de Qu*P(c)

Rijti = C(ô:xÔji — Ôu1Ô;k) — > (hg.hã — hahã), (1.12)

que é conhecida como a equação de Gauss.

Da mesma forma,de (1.2), (1.10) e (1.11), obtemos umaexpressão para as funções

Rapij, à saber

Rapij = 55 (hab — ahh), (1.13)
1

que é conhecida como a equação de Ricci.

1.2 Curvaturas e outras definições

Seja B = > hijwiw;ea à segunda forma fundamental de x.
ai)

Definimos o vetor curvatura média como

h=DO (1.14)

e a função curvatura média por

==>[DOhe. (115)

Notemosque, com esta últimadefinição, a função curvatura médiaé não negativa.

As funções R;;k, que aparecem em (1.8), nos permitem definir vários tipos de

curvatura em M. Seja PC TmM um subespaço de dimensão 2 do espaço tangente

TmM, com m E M. Se ee; E TnM geram P, i £ j, então Rijij é chamada a

curvatura seccional de M em m segundo P.

As componentes do tensor curvatura de Ricci, definidas por

Rij = Ric(e;,e;) = DSRisk
k



1.2 Curvaturas e outras definições

são dadas por

". - '« - :'''« - ; (; «:.l «; * : «:"*
(1.16)

A cumcztura essa/ar nor'maZÍzada R, que é definida por

M;L-$Z"'.'.., .JR-

satisfaz, portanto, de (1.16)

n(n- l)(R- c) - n'.H', (1.17)

onde S = >:(h;)2 denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental -B.

A pa:rtir de agora, faremos menção à equação (1.17) como a equação de Gauss.

Sda VX a conexão de Leva-Civita do obrado normal de .IW". Dizemos que o vetor
curvatura média h é paralelo se Vlh = 0, isto é, VXh = 0, para todo X C Z(M).

Observação 1.2.1. Se h é paralelo, então .l? é constante

Demonstração: De fato, H = lhl é constante se e somente se lhl2 é constante.
Seja / = <A,h> = --lhl2. Então / é uma função diferenciável definida em M. Seja

X € Z(À/), então X(/) = 2<V h, h> = O, se h é paralelo. Mas, como M é suposta
conexo, temos que / é constante, portanto .H é constante.

À4 é dita máa;íma se h = 0 e é dita totalmente geodésica se .B = 0, isto é,

Ü3 = 0, Va,i,.j.

Dizemos que o ./obrado nomzaZ de M é plano se

Rx =0. (1.18)

Isso eqüivale a
R..Dij = Q. 'qcx, l3,'t. ã. (1.19)

Denotando por h' a matriz dos h$, temos que (1.19) e (1.13) implicam que

as matrizes h' e hP comutam para todo a, /3. Logo, as matrizes /t' podem ser

diagonalizadas simultaneamente para todo a (veja l81, Prop. 1, pág. 95).
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Subvariedades de tipo espaço totalmente umbílicas

Uma subvariedade de tipo espaço ]t/' imersa em QPn+P(c) é dita umbzüáca em um
ponto m C M se, para todo € C Tm(M)l, existe Àe € ]R tal que <.B(X,y),e> =
Àe<X, y>, para todos X, y C T.(Ã4). M" é totalmente umbz2{ca se ela é umbílica em
todo ponto.

É claro que uma subvariedade totalmente geodésica é totalmente umbílica, onde

Àe = 0, para todo ( C X(M)X

As matrizes h' são múltiplas da matriz identidade, em cada ponto da subvarie-

dade, pma cada a, se M" é totalmente umbílica. Deste fato, segue o seguinte:

Proposição 1.2.2. Sda .A4'" uma subuahedade de tipo espaço imersa em Qpn+p(C).

Então, S -- nHz Z. 0 e a igualdade vale se, e somente se, M" é totalmente umbzüica.

..4Zém disto, se ]14" é totalmente umbzajca, então o uefor cumatura média é paralelo e

.Rx 0

Um resultado interessante da teoria de subvariedades de tipo empa'ço encontrado

em j161, que utiliza simplesmente a expressão (1.16) das componentes do tensor cur-
vatura de Rica, é o seguinte:

Proposição 1.2.3. Sda z : M" --, QP"'»(c) uma suZ)uahedade de tipo apago imersa

em Q=''"'(c). Se M' é mama, ente. Bác(':, e:) 2: (n -- l)c e a ig-Zd.de «Ze, « e
somente se, M" é total;mente geodésica,.

Tal proposição tem um resultado análogo na teoria de subvmiedades mínimas em

espaços forma Riemannianos, o qual pode ser encontrado em jlS], Prop. 1.5, pág.lO,

observando que a curvatura de Rica é deânida por -Rác(ei) = =:Tnãc(ei, ei).

1.3 A fórmula de tipo Simons

Em 1968, Simons 1261 obteve uma fórmula pala o Laplaciano do quadrado da norma
da segunda forma fundamental de uma imersão de uma variedade conexo em S"+P, es-

tabelecendo uma desigualdade no caso em que a imersão é mínima e, como aplicação,

estudou o caso em que a variedade é compacta.
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Muitos autores abordaram este tema, conseguindo resultados análogos àqueles

obtidos por Simons. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos: j141 no caso compacto
e mínimo em espaços forma Riemannianos, l41 no caso compacto com curvatura média
constante em S"+i , entre outros. Vale observar que, no caso em que -H é constante,
para p = 1, ou h é paralelo, para p qualquer, é conveniente introduzir um operador
© de traço zero e obter uma fórmula de tipo Simons para o Laplaciano de 1012

Essa é a ferramenta que torna possível transportar resultados do caso em que a
subvariedade tem vetor curvatura média nulo (mínima ou máxima, de acordo com a
nomenclatura escolhida no espaço forma Riemanniano ou gemi-Riemanniano) para o

caso em que a subvariedade tem vedor curvatura média paralelo. Para maiores deta-

lhes, e conhecimento da sua expressão, veja, por exemplo, 1251 no caso Riemanniano

(S"+'(c)) e l91 no caso semi-Riemanni'no (Spn+'(C)).

A fórmula de tipo Simons contida nesta seção pode ser encontrada em l91. No
caso em que a subvariedade é máxima, sua expressão é mais simples e foi obtida por

lshihara j161. E importante observarmos que as técnicas empregadas na demonstração

desta fórmula podem ser aplicadas a operadores semelhantes ao operador segunda

forma fundamental (como é o caso do operador a'). Para alguns exemplos disto, veja

j1l, l91 e j101.

Antes de mostrarmos os cálculos para a obtenção dessa fórmula, faremos um breve

apanhado sobre operadores diferenciais.

Operadores Diferenciais

Definimos o gradiente, o Hessiano e o Laplaciano de uma função / C (72(À4),
elementos que serão utilizados na obtenção e no emprego das fórmulas e teoremas en-
contrados nas próximas seções. A importância destes operadores reside no fato de que

eles nos permitem demonstrar teoremas globais em variedades semi-Riemannianas.

Definição 1.3.1. Para qualquer /unção / C C2(M), o gradiente de /, denotado por

V/, é «m c«mpo «toh«Z methc«mente eqdi«Ze«te à d@«nc{.Z aF C .Y(M). O"
sqa,

<V/, X> VX € Â'(M).

Em termos de coordenadas, ÓF = >1:/.w{. E imediato que V/
t

onde



]4

{ei, ..., e.} é um referencial local ortonormal tangente a M-

Definição 1.3.2. .4 diferencial couahante de aF é dada por

v(@') - }l: /,jw:«,j,
t.?

Preliminares

-de >:/.j«j

'vtaf) é chamada, o Hessiüno de f na métüca de M e será denotado por'y'z f

Notemos que /.j = /Ji e V'2/ é bilinear.

Definição 1.3.3. O traço da /07'ma bíZánear V2/, isto eJ

a/ -E .Ê.

J J

t

é chamado o Laptaciano de f

Seja/ : M --, ]R e p : ]R --, ]R, então

a.(p ./) a/+ p"(/)lv/I'.(i.20)

Seja ® um censor simétrico definido em M", cuja expressão no referencial local é

= 11: '"iwje.. (1.2i)
z,.7,a

A derivada covariante de @$ é definida por

>: OS.«,k Oã:"hj + >: d'Jqi«'h - >1, '$8«,p..(1.22)

Com estas definições, podemos prosseguir o nosso estudo da fórmula de Simons.

Sejam h$ as componentes da segunda forma fundamental .B da imersão z : M' ---,

Opn+p(C). Como S = >,(/z;)', temos, por (1.20) que
t,.7,a

.AS (h;h)'+2>:/z;.Ah;.
í,.j,k,a i,.j,a

(1.23)
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E necessário, desta forma, calcularmos as derivadas até 2' ordem de ü3

As derivadas covariantes h$h de h$ satisfazem, por (1.22),

)ll: ";.«,. - dh; + >ll: hã«,.j+ >: h%«,.. - }l: àgo,..

Substituindo dh$ da definição (1.24) na derivada exterior de (1.5), obtemos as
onl l a n;\oQ rl o f :r\f{ nv'zl

k

(1.24)

h$i ' (1.25)

Analogamente, temos que as derivadas covariantes de segunda ordem h$À;z of ü3
satisfazem

>ll:à3..«,. }l:h8.«,« + 1: ãi".j + l>1:h;.'',.* - }:h8.wP.. (1.26)

Então, por derivação exterior de (1.24), obtemos a fórmula de Rica

h;.. - h$.. a«j.. + }l: h;,.a,.,:*. + >ll: hgnp*..
m m P

O Laplaciano A.A$ de h3, pela Definição 1-3.3, é dado por Ahii - >:h$kk' De

(1.25) e (1.27), temos

a.h; Ek j + >1: hz,.]t«:jh + 1>1: A:./?«.hjk + }ll: hâ;&.pjk. (i 28)
k m,k m,k t,P

(1.27)

Se .H # 0, podemos escolher & base {ei, ..., e«+pl' de forma que e«+i = IK' Assim,

H"+t - -!tr(h"+:) = -H e H' = +tr(h') = 0, c- 2: n + 2. (1.29)

Segue de(1.12),(1.13),(1.28) e(1.29) que

Ah3 = ,'/6 + nch$ - nc.a'õij + }: hE,.hE..hg - 2 >: hE,.hE.,hâ:+

-- E "S.:h:..hÊ; ' -- E h% ÀPmhhã, ".. O.3Q
/3,k,mm/3,h,m

A seguir obtemos uma fórmula de tipo Simons, que pode ser verificada utilizando-
se (1.23) e alguns cálculos diretos
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Teorema 1.3.4. Sega ]ç : À/" --, Q;+P(c) uma suZ,uaóedade de tôpo apago imersa

em C?pn+p(C), com cumatura média não nula. .Então

;a.s - }ll: (h;.)' + " >: h;Jq + «.(s - "-a') + >1:1t'(A'h")I'+
a,i,j,k a,i,i a,P

-nB' >1: t,(h"''":(A')') + >: N'(h'hP - àPh'),
-,Pa

(1.31)

.nde .M(À) ), p«. t.d« «..th, .A

1.4 Alguns resultados conhecidos

Nesta seção, apresentamos alguns resultados da teoria de subvariedades de tipo espaço

em Q;+P(c), incluindo aqueles que serão fundamentais para as demonstrações dos
nossos resultados.

Teorema 1.4.1. r/]#) Sda M" uma subia idade de t@'o apago imersa em C?;l+p(c)
Se M' possuí cur"-t/alara escalar n07'matizada conzsfante .R $ c, então

>: (h$.)'
á,j,k,a

n'lV.H1' 2: 0. (1.32)

Demonstração: Se H = O, então a conclusão (1.32) é óbvia. Suponhamos

H # 0. Como R $ c, da equação de Gauss (1.17) temos que

(h$)'- S $ n'.H'.
t,J,a
E (1.33)

Tomando a derivada covariante V. em ambos os lados de (1.17), obtemos

«'.Ha - >ll:h;";*
tl.7,a

(1.34)

para todo k = 1, ..., n

Por outro lado, para cada k, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que

«'.#'a - (}: h;hl}.)' $ sE:(A;.y.
z,J,a t,J,a

(1.35)
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Somando em k a equação (1.35), e usando (1.33), obtemos

n'-H'lV.HI' $ S )ll: (h;.y $ "'#' >, (h;.)'.
i,j,k,ai,i,k,a

(1.36)

IJma vez que .H ?é 0, segue o resultado.

Lema 1.4.2. (]r95/) Secam ,4, .B : ]R" --} IR" aplicações lineares siméthcas tais que

.'lB = B.4 e t,(.A) = t,(B) - O. Então

It,(.A'.a)l $ -7:l=::!=.v(.A)«N(B}.(t.37)
n(n -- l)

.4Zém díss., . ág-Jd.de «Ze «, e s.mente «, (n -- 1) do' «t"«Z«es z. d' A '
os correspondentes autouatores de yi de B satislfazem

N'(B)
n(n - l)

A demonstração deste lema é essencialmente algébrica e será omitida aqui.

A desigualdade (1.37) pode ser considerada uma generalização do Lema de Oku-
mura, comumente utilizado na prova de resultados para hipersuperfícies. Apresen-
tamos o seu enunciado abaixo e utilizmemos essa desigualdade quando tratarmos de

hipersuperlícies.

Lema 1.4.3. éZema de Okumuz'n) Soam zi, ...z. ntímeros reais tais que >1.ízi = o

e >.,aç? = .K2, .1( > 0. .Então

Z

Z

e a ígwaZdade vale em r.Z.38) se, e somente se, rezo menos n -- l dos içi são iguais.

(1.38)

A sua demonstração consiste em encontrar os pontos críticos de >:aç? através do

Método dos Multiplicadores de Lagrange sujeito às condições >1,açi = 0 e >,z2 = K2.

t

2Z
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No caso em que a variedade M é compacta, existem alguns resultados interessan-

tes, que serão aplicados no Capítulo 4 e estão descritos a seguir. O mais importante

deles, e do qual os outros decorrem, é o conhecido Teorema de Stokes, que é um
corolário do Teorema da Divergência.

:teorema 1.4.4. 6Stokes) Secam M uma uahedade Ráemann ana ohentáueZ compacta
e f uma J;unção diferenciámet em M. Então

Seja Q' o censor dado em (1.21). Podemos de6nir, como em j131, um operador [l'

associado a @, que, em um referencial ortonormal local, pode ser escrito por

D'/
t,.7

(1.39)

onde / C C'2(M)

Proposição 1.4.5. r7./S7) Seca À/" uma variedade -Riemannàana oóenfáueZ compacta
.Então [J' é auto-a(#unfo no .L2-produto nfer"7zo se e somente se

(1.40)

Demonstração: Suponha que vale (1.40). Então, seja {ei, ..., e«} um referencial
local ortonormal em M'. Sejam/ e g funções arbitrárias de classe (;'2 em .A4"

I'amando a derivada covariante de Q'$/.g, obtemos

(©;/.g)j $j/.g + Q';/,jg + 'b;/.© (1.41)

Assim, integrando em À/ e usando (1.41), tem-se:

Á'«',.-Á l;.«),-.['];.««*«]-Á;.«« ':"'
De forma análoga,

Á''-'., - Á' It:«;,,l - .L ' l;.;«,' * «l -.[ ; .;,:" ': ",
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Comparando (1.42) e (1.43), temos que os segundos termos à direita da igualdade
de cada uma das expressões são iguais e, pelo Teorema de Stokes, os primeiros termos

à direita da igualdade se anu]am. LogoE]' é auto..adjunto com relação ao -L2- produto
interno.

A recíproca é análoga.

Teorema 1.4.6. ÍPhncÍbÍo do Mázámo de .17ol)/) Seca ]\4 uma uahedade Ráeman-
niana odentáuet, compacta e coneza, Seja f uma função dtferenciáuel em M com
b.f Z Q. Então J é con,stante.

Uma demonstração para o Teorema de Hopf pode ser encontrada em l8j, pág. 78.

A próxima proposição será usada para ilustrar o que ocorre na situação em que
a subvariedade M" é uma superfície de SÍ, isto é, se p = 1 e n = 2, exemplo que

poderá ser encontrado no Capítulo 2.

Proposição 1.4.7. Sda Ma uma super$cÍe de tôpo espaço completa em Sa(1) com
cu atura Gaulssíana con&stante satlBJazendo

o<.K <l

Então Ma é totalmente 'umbz2ica

A prova segue facilmente de um teorema devido a H. Li j171 (veja Capítulo 2)

após aplicarmos o conhecido

:teorema 1.4.8. ÍBonnet-Myers) Sega .M' uma uahedade -Riemannáana completa

com cumatura de Ricc{ limitada infedomnente por uma constante positiva. Então
M" é compczcta.

Quando tratamos de variedades Riemannianas (e as subvariedades de tipo espaço
se encaixam neste contexto) que não são compactas mas são completas, é necessário

um resultado similar a um princípio do máximo. Abaixo, enunciámos um teorema

para essas variedades, que pode ser encontrado em 1241, e será aplicado na demons-

tração de nossos resultados.

Teorema 1.4.9. ÍPhncíbio do Jb4'dama de Omor9 Sqa .A/" uma uahedade Rieman-

niana completa com curvaturas seccionais limitadas infedoTmente e sela F : M" --+
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]R uma ./zlnçao de classe (;2 gae e Zzmztada supemoz'7z&ente em À4'n. .Então ezzsle w7na

seqÍiêncía de pontos {pi;} em M" tais que

.]im F(ph) = sup(.F),k--,oo

.lim l VF'(pi) lk---poo

hmsupmax{(V'F(pk))(X, X): IXI
R--+00

(l.M)



Capítulo 2

Hipersuperfícies de tipo espaço
completas com curvatura escalar

constante em Sf+"(')

Em j171, H. Li estudou hipersuperfícies de tipo espaço compactas no espaço de De
Sitter e provou o seguinte resultado:
Teorema: Sd« M" "m' bife««pedháe de tipo e.p.ço «mp"ta em S;'':(c) «m
cumatura escalar no'r"matizada constante R. Se

c$ R Sc,
2

(2.1)

então M" é totalmente umbtüica.

No mesmo artigo, H. Li propôs o seguinte problema: se substituirmos a hipótese de

compacidade pela hipótese mais geral de completude, obteremos o mesmo resultado?

Na primeira seção deste capítulo, pretendemos abordar este problema, utilizando

praticamente a mesma ferramenta principal do trabalho de H. Li, que é o operador
[] definido por Cheng-Yau j131

[](/) (".HÕ.j -h:j)/,j, (2 2)

para qualquer função / € C'2(M), como em (1.39). Observemos, no entanto, que
neste caso, apesar de valer (1.40), veja a demonstração no Capítulo 4, o operador []

z,j

21
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não é auto-adjunto em rela,ção ao .L2-produto interno (como na Proposição 1.4.5), pois
.A4" não é necessariamente compacta. Cabe, então, utilizarmos, nessa situação, uma

versão do Princípio do Máximo para variedades completas, que é o Teorema 1.4.9,

para concluirmos o nosso resultado. Esta técnica também foi utilizada no trabalho

[2], para variedades Riemannianas, num contexto mais geral.

Na segunda seção, encontramos uma desigua]dade simp]es paraE](n.ll) e, a partir
de uma limitação para o quadrado da norma da segunda forma fundamental, S,
classificamos tais hipersuperfícies como totalmente umbílicas.

2.1 O problema proposto por H. Li

Seja À4'" uma hipersuperfície de tipo espaço completa em q+i(c), c > 0, com n Z 3,
e, para cada p C M, escolhemos um referencial ortonormal de campos {ei, ..., e«+i}

em q'+l(c) de modo que {ei, ..., e.} gera o espaço tangente de .A4" em p. Tomamos
o coreferencial associado {wl, ..., wn+l} e wij as l-formas de conexão.

A métrica em q'+l(c) é dada por ds2 - }ll:w2 -- w2

Simplificando as fórmulas já obtidas no Capítulo 1, temos que as l-formas de
conexão «,.+ii(1.5) são escritas como

2

wn+l = 1:àijwj, hij =hji,

onde estamos denotando, para simpli6car, hij = h;t"i as componentes da segunda
forma fundamental de .M"

A função curvatura média de .A4" é dada por .H = ;>1:hi. Se .H # O, então,

sem perda de generalidade, podemos supor H > 0. Para isto, basta escolhermos uma

orientação adequada, com o vedor curvatura média A na mesma orientação temporal

que e«+i, isto é, <h, e.+i> < 0.

As funções -&jkz (1.12) de ]l/' ficam escritas como

2

c(õ.*4- - õ«A.*) (.hiKhjt -- hühjK). (2.3)
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(2.4)

As componentes do tensor de Rica(1.16) têm a forma simplificada

&j = (n - l)cõij -- n-Hhij + )l, h:khAj.
k

A fórmula de Simons (1.31) torna-se

;a.l.AI' k)' +"l: h.j.aj+ nc(IÁI' - ".H') - "Ht'(Á')+ ]t'(A')]',
' ijk i,j

onde .A = (hij) é a matriz da segunda forma fundamental de M e, portanto, S =

Aplicando o operador (2.2) em / = n-H, temos que

0(n.H) - )l: h.j(".H):Í.
t,.7

(2.5)

IÁI'

Daí, usando (1.20), temos

[]("H') - ;A("n'y - >1:("a)' - }l:À'("-K)«,

onde estamos supondo que o referencial ortonormal de campos [ei, ...e«+i}

seja tal que {ei, ..., e«} diagonaliza ..4, isto é, hij = Xiõij.

Da equação de Gauss (1.17), sabemos que

{AI..*l' - !eT:-0"': - ;''.(«'''y.

Logo, por (2.5), (2.6) e (2.7), obtemos

n(«-H) - !a.l..4l' - !e%:Da..n - >ll:(«.ay - >:.x:(«-a)« -

'y - !!Ç!!j:-DA.a + n>:À..a: + nc(IÁI' - "n'') +
i,j,k l

- nn't«(.A;) + it,(.A')I' - >:(".ay - >1:À:(".Ü)«

E. portanto

lZ

tt

(2.6)

escolhido

(2.7)

n(".a) - }:(h:j')' - !!Çli-Da..n - n'lvHI'+
{,.j,k

+ n.(l.AI' - n.H') - nH't,(.A') + l.AI'

(2.8)
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Com esta expressão, podemos enunciar e demonstrar uma desigualdade para
[](n-H), que envo]verá o po]inõmio

pH(,) - ,' - -;g::!L.a« + n(c - .a').
n(n -- l)

Proposição 2.1.1. Seja z : .A4'" ---, Sr+l(c) uma Azpersupe7JüÍe de t@o espaço com-

pleta com cx natura medi,a não 'nul,CL. Se Q curvatura escalar nor'matizada, R de M"
é co'n,soante e satisfaz R '$ c, então

(2.9)

-'«"' : . ' ( ..' - 3H"' *«''- «',) - .-'«' ',',
onde Q' é o operador dado por Q' = .A -- .#/, com / denotando a aplicação identidade.

(2.10)

Demonstração: Como .R é constante e .R $ c, temos que vale a desigualdade
(1.32) (lue, substituída em (2.8), fornece

D(n.H) 2 nc(l.4l' nH') - n-Ht,(.A;) + l..4l'. (2.11)

Da definição do operador ©, temos que ele tem traço zero, é diagonalizável e
satisfaz

lq'l' I'-n-H'. (2.12)

Sejam Oij as componentes de q'. Então, denotando por /h - '©ijõlj os autovalores
de 'b, temos

(2.13)

Desta forma, tr(Á3) pode ser obtido calculando-se tr(@)3, pois

À? -- 3À?.Zr + 3Ài.H2 -- .273

Assim,

tr('Fa) = >1. P3 = tr(Á3) -- 3HI.Al2 + 2n-H3
Z

Portanto.

t,(.4') tr(@3) + 3.Z?lq'l2 + n.H3. (2.14)
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Logo, substituindo (2.12) e (2.14) em (2.11), obtemos

[](nH') 2: n(c - n'')lq'l' + l@l' - nXt,(®;). (2.15)

Usando agora o Lema 1.4.3 para os p{ dados pela equação (2.13) e lembrando que

t,(Q'')
2

It,(q';)l $ v;ã:êste'i'.
Conseqüentemente,

-«.at,(o:) P: --:B::!La'le't'.
n(n - 1) ' '

(2.16)

Substituindo a desigualdade (2.16) em (2.15), obtemos o resultado.

Podemos agora enunciar o nosso resultado principal

Teorema 2.1.2. Sda JI/" Ún 2 3,) uma Aàpersuper:/ã'cie de tipo espaço completa em

q'+l(c) com curvatura média não nula .ll limitada supehor'mente e cumatura escalar
nomlalãzada constante R satb:fazendo

!!.:!c< R <c. (2.17)

então M" é totalmente umbzüica.

Demonstração: Consideremos o polinõmio (2.9).

Afirmamos que PH(la'l) > 0.

De fato, se .H2 < ]iÇ!!i;;l!)-, temos que o discriminante do polinâmio dado é

negativo, e portanto, PH(I'bl) > 0.

Suponhamos que ã'2 2 !(!.m2 ' Então -f)H(z) possui raízes.

s.*. « - ! J;E ((« - 8" -- ó®''«;:%) . «-« -', '. '»(.), «-2Vn--lX.' ' ' ' './
. 4(n l)

é positiva. Notemos que ela pode ser a única raiz se -H2 :: -:l!=:;T-:Z.. Então

(z' := 2--=(n'.H' - 2nH'' + 2.H' - 2(n - l)c + (n - 2).ax/'àiH'' - 4(n - l)' )
2(n - l) ~

\'" '/v l \'' '/"v '' '' '\'' / /
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Usando a equação de Gauss (1.17) e a fórmula (2.12), temos (lue

l@'l' - i)(.n- c+ .H'). (2.18)

Como, por hipótese, R ? !!=!c, segue que lõl2 2 (n -- l)(n.H2 -- 2c).

Vamos mostrar que IÕla > a2, conseqüentemente, l©l > a e, portanto, &r(IOI) >
0

Com efeito, através de simples cálculos, mostramos que

l@l' - a' z :l:f:l!("'n'' - n.#v''n'-#' - 4(" - i)' - 2(" - 1)'). (2.19)

Segue que lota -- a2 > 0 .++ n2.272 -- n.H.V4t2.llr2 - 4(7 - 1)c -- 2(n -- l)c > 0. Mas
a desigualdade interior é válida se e somente se 4(n -- l)2c2 > O, o que é sempre

verdade, pois c > 0. Logo lõl2 -- a2 > 0, o que prova a nossa afirmação.

Assim, [](nH) 2 1@l'PH(l©l) ? 0 e a igua]dade va]e se, e somente se, l©l' = 0,
ou seja, se À4'" é totalmente umbílica.

Entretanto, por deânição,

n("x) .#õ:j - h.j)(".a) j ll:("-H - À:)("-a)-.
Z t

(2.20)

Das equações (1.17) e (2.17), segue que S $ n2.H2, pois -R $ c. Logo À? $ n2H2

para cada {, o que implica que IÀil $ n.H e, portanto, n.H -- Ài ? 0.

Para concluirmos a demonstração, seja / = -H. Então / é de classe O2 e, por
hipótese, é limitada superiormente. Além disto, as curvaturas seccionais de .A4" são
limitadas inferiormente, pois de (2.3)

/?ijij = c -- ÀiÀj (2.21)

e, como IÀil $1 n-H, para cada ã, temos que À{Àj $ 1À{Àjl :: IÀill.Xjl $ n2.ll/2. Logo

/Üjij 2 c -- n2.H2 e, como .fr é limitada superiormente por hipotese, segue que /?ijij é
limitada inferiormente, para cada {, .j-

Como M" é de tipo espaço e completa, podemos aplicar o Teorema 1.4.9. Então

existe uma seqüência de pontos {pt} tais que vale (1.44).



Em particular, para cada pk vale

lq'l'(Pk)PH(I'PI)(Pi) $ Ü(nn')(Pk) (".H -- .X.)(PÜ)"Ü{(PÉ).

Como vale (1.44), .lim n(ph) = sup H, portanto, da fórmula (2.18), segue quek--..,oo

.lim l@l2(pk) = sup lõl2. Logo, tomando o limsup em (2.22), obtemos que
lc --+ oo R--+ oo

0 $ sup l©'j']im sup(P#(la'l)(pk)) $ 1im sup([](n-#)(pü)) =

E' ' k-.-+oo

Por um lado, como n-H -- Ài 2 0, temos que limsup(n-H -- Ài)(ph) 2 0 e n-H -- Xi
k---,oo

é limitada superiormente, pois

nH -- Xi $ 1n-H -- Àil $ nã' + IÀil $ 2n.H

ormente

k--poo

him supl(n.H - À.)(p.)(.U.(p.))l. (223)

t
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(2.22)

ç zl ç iiiiil uaP\i\i D uf/ ç.

Por outrolado,

H..(p.) (p.)(e:, e.) $ m«'{(V'H(p.))(X,X) : IXI

Logo, aplicando lim sup à (2.24) e utilizando (1.44), temos
k---,oo

límsup(Hü(pk)) $ 1imsupm'x{(V'H(pk))(X, X) : IXI = 1} $ 0.k--,oo k-+oo

Segue de (2.23) que

0 5; [im sup([](nH)(p.)) $ 0.
k--+oo

Logo, sup l@j'limsup(PH(lq'l)(pk)) = 0 e, uma vez que limsup(PH(I'bl)(ph)) ? 0,
k--+oo ' '' ' k--Foo

segue que limsup(PH(lq'l)(pk)) = 0 ou sup l®l' = 0. Mas, se limsup(PH(I'PI)(pk)) -
k--,oo

lim supl©l'(pk) = lim sup(cl'(ph)).(2.25)
k--,oo k--.oo

Como l@l2 2 (n -- l)(n.H2 -- 2c), raciocinando como em (2.19), obtemos que

(2.25) ocorre se e somente se c = 0, o que é absurdo. Logo, limsup(PH(IQI)(pk)) > 0-

--+oo

0, temos quee

--+ (x)
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Consequentemente, sup 1012 = 0, então lõl2 = 0 e isso implica que .A4'" é totalmente
umbílica.a

A seguir, vamos apresentar um exemplo, encontrado em j171, para justificar a
condição (2.17) para a curvatura escalar normalizada constante.

Exemplo 2.1.3. O cilindro ÀíperbóZãco.

Sega M, = {# C .Sr+i : --a? + zg = --senh2r}, com r C ]R+

Jt4, é um' A@e««pe,yüÍe de tip. ap'ç. mera«ZA.d. em 4'-'-'(1) gue é ü.métdc«
« p«d«t. :em-ni-. H:(l -- «tgA',) x .9':(í--tgh',), onde #:(l -- «tgh2,) é

um espaço hiperbólico de dimen,são l (Teta hiperbólica) com cumatura \. -- cotghar e
Sn-l(l -- tgh2r) é uma esfera de dimensão n -- l com cu atura 1 -- tgh2r.

M, tem duas cume;Euro.s püncipais distintcLS

\«-\ e )-... = cotghr.

Usando a equação de Gau.ss (l.I'T) para cale'fitar R, encontramos

R - !.=3(i - tgh',) < !:-2n - - ' n

Desta fo'r'mü, é possível, para cüdct R satisfazendo
n -- '7

0<.R <

escolher'mos algum r para o qual a hipersuperfície M, é de tipo espaço, completa, mas
não tofaZmente umbz2{ca.

) (2.26)

O ci]indro hiperbó]ico /]'l X Sn--l é uma hipersuperfície que aparece também como
contra-exemplo para a conjectura de Goddard. Com efeito, se calcularmos a sua
curvatura média, obtemos

(« - 1)tgh, + cotgA,

Então .a2:; . Em particular, se tomarmos

r c ]R+ tal que cotgh2r = n -- l (e isto implica que n > 2), temos que -H2 = 11(2..:.1)

Isso mostra que a limitação no teorema de Akutagawa é a melhor possível.



2.2 Caracterização através de uma restrição para o quadrado da norma
da segunda forma fundamental 29

Uma pergunta natural seria a respeito da condição sobre a dimensão da hipersu-
perfície. Suponhamos, então, que .M2 seja uma superfície de tipo espaço completa

em SÍ(1), com curvatura escalar normalizada constante satisfazendo (2.17). Da de-

finição de curvatura escalar normalizada, sabemos que ela coincide com a curvatura

Gaussiana neste caso. Se 0 < .K $ 1, então, da Proposição 1.4.7, segue que À42 é
totalmente umbílica.

Para o caso em que n = .K = 0, o resultado não se aplica e isso pode ser
comprovado através do seguinte exemplo.

Exemp[o 2.1.4. Para cada t > 0 sda /t : ]R2 --, SÍ(1) dada por

"'.:,«, -(«« m,«-" m , ";'«.(#h),«: -- *«-(#h»
Estas superfícies foram estudada.s por Dajczer e Nomizu, que pro'Datam que el.as

são completas, suas cumafuras seccáona s são Ruim, mas e/as não são totaZmenfe

umbtaicas, uma uez que têm cumat'aras pr'incipais distintas --.r:::-: e t+

2.2 Caracterização através de uma restrição para
o quadrado da norma da segunda forma fun-
damental

O resultado que provámos nesta seção é inspirado no Teorema 1, em j191

Teorema 2.2.1. Sega z : À4" --, Sr+i(c) uma A@ersupe71/Zcie de tipo espaço com-

plena com, c'uruatura média não nula e cumatura escalar nomnatizada R con,soante

satbfazen,do R $: c. Se

suP S < 2v;':'Íc, (2.27)

então M" é fofaZmente umbzglca

Demonstração: Sabemos da Proposição 2.1.1 que

-'-': . ' -«',l (2.28)
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Considere a forma quadrático

Q(«, t) - «' - -Ç;:;:2«t - t'n l (2.n)

e a transformação ortogonal

Çi:Í)u + (l (2.30)

(2.31)i' - -4-i(Vi':T - l)u + (v'n - 1 + i)tl.
2n

Então, não é difícil verificar que, em termos de iZ e i, (2.29) é dada por

c2(«,t) - Q(ã, tD - !iy;;g. (2.32)

Além disto, de (2.30) e (2.31) também é fácil ver que

u2 + t2 - ü2 + ta. (2.33)

Seja u = l©l e t = .«ãH. Substituindo em (2.29), temos que a desigualdade (2.28)

torna.se

0(n-H) 2 1ÕI'(n. + Q(l®l, \6.a)). (2.34)

De (2.32), segue que (2.34) se escreve como

-'«",* .'(«.*$g) - .'(« «(gg)*$1). ',.;;,
De (2.33) e do fato que u2 + t2 = lõl2 + n-H2 = S, segue que

-'«",; .'(-- 6%). (2.36)

Por hipótese, [](nH) 2 0, pois nc -- =---i::::::f > 0, uma vez que S $ sup S.

No entanto, como na demonstração do Teorema 2.1.2, temos que vale (2.20).

Além disto, de (2.27) temos que cada função hij é limitada superiormente e por-
tanto .H também o é, bem como as curvatura seccionais, dadas por (2.21) são limo

fadas inferiormente e podemos aplicar o Teorema 1.4.9 para a função -H.
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da segunda forma fundamental

Logo, existe uma seqüência de pontos pk tais que

.lim H(pk) = sup H,k--,oo

limsupm'"{(V'.H(pk))(X, X) = 0 : IXI = 1} 5; 0.
k--+oo

Observemos (lue, das equações (2.12) e (2.18), temos que $ = n(n -- l)(.R -- c) +

n2.ll2 e, portanto, .lim S(pk) = sup S.lc --+ oo

Assim, calculando (2.36) nos pontos pk da seqüência e tomando o limsup, tem-se
k--,oo

que

0 Z lims«p(D(n.H)(p.)) 2 sup l©'l' l n. - . .--. l 2 0. (2.37)
k--...,oo\

o suD l®l2 = 0 e, consequentemente, À/n é totalmente umbílica.

ara o quadrado da normarr

Portantr
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Capítulo 3

Subvariedades de tipo espaço
completas com curvatura escalar
constante em um espaço forma

e -v--% © ©semi-]3,iemanniano

Neste capítulo, alguns resultados de classificação de subvariedades de tipo espaço
completas imersa em um espaço forma semi-Riemanniano serão obtidos, através de

restrições, ora na curvatura escalar constante, ora no quadrado da segunda forma
fundamental, na curvatura média ou nas curvaturas seccionais da subvariedade.

As ferramentas principais utilizadas neste estudo são a fórmula de tipo Simons

dada em (1.31), o operador [], definido em (1.39), e o Princípio do Máximo de Omori

(teorema 1.4.9).

3.1 Aplicação da Fórmula de tipo Simons para o
operador []

'Seja M" uma subvariedade de tipo espaço completa imersa em um espaço forma

gemi-Riemanniano Q;+P(c). Sejam .R e H as curvaturas escalar normalizada e média

33
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de M", respectivamente, e S o quadrado da norma da segunda forma fundamental
da imersão, seguindo as notações introduzidas no Capítulo l.

Suponhamos até o final deste capítulo que a curvatura média de À/" é positiva.
Para o caso em que H = 0, veja j16]. Então, como visto anteriormente, podemos

escolher um referencial ortonormal local de campos {el, ..., e«+P} em Qpn'»(c) tal que

en+l - l#, onde h é definido por (1.14) Valem, portanto, as equações (1.1) a (1.13)
para este referencial e para o coreferencial usociado {wl, .. , wn+P]'.

Consideremos o seguinte tensor simétrico

© = }1: 'b;t":u'je.,
z9.7,a

onde ®$ = h$ -- H'õij, e os .#' são definidos por (1.29)

Notemos que cada @' tem traço zero, pois

(3.1)

t,('$') - >:'b: ÕS - >'.H'E 0

Seguindo a técnica utilizada por Cheng-Yau no ambiente Euclideano j131, conside-
ramos o operador [] dado por

D(/) - >:(nH'Ó.j - hy':)/,j, (3.2)

para cada função / C C2(M).

Notemos que este operador é semelhante ao operador definido por (2.2), que foi
utilizado no contexto de hipersuperfícies.

Em particular, se / = n.H, temos que

[]("H') - n >1: à;'''H.j,

recordazido que .l&j = (V2H)(ei, ej), seguindo a notação da Definição 1.3.2.

Mais uma vez utilizamos a regra da cadeia (1.20) para A(n.H)2 e, seguindo o
mesmo raciocínio empregado em (2.7), a equação (3.3) torna-se

n(«x) - ;.as - !g\:.D.a.a - «'lv.al' - « >1: ã;'':.a,.

t,.7

z,.7

(3.3)

(3.4)
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Observemos que, se A4" é uma subvariedade de tipo espaço completa com curva-
tura escala normalizada constante, então a.R = 0 e a equação (3.4) torna-se

[](n.H) - LIAS - "'lv.al' - «>: À;'':x.,. (3.s)
t,.7

Substituindo a fórmula de Simons (1.31) na expressão (3.5), segue que

[](,'.H) - }l: (h$.y + ">1:h$.i6 + «c($ - "-H')+
i,.j,k,a i,.j,a

- nn'l>:t,(h"''':(h')')+ }l:lt'(h'h')I'+

+ }l:.W(h'hP - hPh') - "'lV-HI' - nll:h;'':aj
a,# t,J

(3.6)

Se e.+l = -! é paralelo, então a fórmula (3.6) torna-se mais simpliÊcada.

Proposição 3.1.1. Seca ]W" uma swbt;ar'íedade de tipo espaço completa imersa em

C?l:+p(c), com cumatura escalar normalizada constante. Se a cumatura média de M"

é não nula e -: é paraZeZo, então

n(,'#) - }l: (h$.)' - "'1Vn'l' + nc(S - "H') - "H'>:t,(h"''''(h')')+
i,.j,k,a "

+)ll:lt,(h'h')I' + >ll:.w(h'h' - hph')
-,P «,P

(3.7)

Demonstração: Seja {ei, ..., e«+P} um referencial local ortonormal adaptado à

À/" tal que e.+i = -;, como anteriormente. Então vale a fórmula (3.6). Uma vez
que e«+i é paralelo,segue que

0 = VXe«+i = 1>1: '"-+:e..
a

Logo,
w.+i. = 0, Va. (3.8)

Pela definição (1.24) das derivadas covariantes de h$, temos

>l:h:.«,k : + 2 : hã'"k. - }l:hÍI.«,-.
k k P

(3.9)

Tomando a somatório em ã na equação (3.9), e usando (1.29) e (3.8), segue que
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' se a ente >1: ]4''":wk

Portanto, da definição de d-H, tem-se que J7i = /7Z'+i;

k

' " '- » « + l, .«tã. >1:.Zqw.
k

-n'W«+i. = 0. Logo, .17ha = 0

F'Hta verificarmos o que ocorre com as derivadas covariantes /]rkz .

Pela de6nição (1.26) das derivadas covariantes de segunda ordem de h$, temos
que

>: ":..«,- - ah:. + 2 : $*.«« + >: ":..«.. - >1:AÍI..«p.. (3.10)
Z Z P

Tomando a somatório em í na e(luação (3.10), usando (1.29), (3.8), e o fato que
.lllr+i = .17i e /]rha = 0, para a > n+ 1, temos

' se a n+ 1, entã. >:.Ea'':.«.

Mas, da Definição

n». - nl:r: ;

Z !

segue que dHh + >1.íxzwzk portanto

' " " > " + i, .«tã. >:.zq««.
Z

Hiw.+l. 0 e, conseqüentemente, .ZirB = 0

Substituindo

(3.7).
Hu e H:t 0 para a > n + l em (3.6), temos que vale

Pela definição do tensor ®, dada na fórmula (3.1), temos, analogamente ao caso
de hipersuperfícies, que

l@l' - >1:('»;)' - s - «-H'.
t,J,a

(3.11)

Seja 'b' = ]©$]. Então q'' = h' -- .l?''/. Assim, (D"+l = Anal -- .f/.r e ®' = à',
para a > n + 1. Usando isto, não é difícil verificar que
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-«.Hall:t,(h"''":(A'y) + >:lt'(h'hp)I' - -''x>1:t,(q'"''':(õ')') - "x'lõ'l' +

+ >:lt,('p''P')I'

e que N(h'hP -- hPh') = N(©'®P -- ®P'b').

Logo,

[](n.H) = )1: (h$h)' -- "'lvnl' + nlq'l'(c -- H') + )l:ltr('P'$p)I'+
i,j,k,a a,P

- «.H>1:t,(o'''":('p')') + }l:.v('p'õ' - wq'').
(3.12)

O teorema a seguir é uma generalização da Proposição 2.1.1 e optamos por apre'

sentar a sua demonstração por diferir sutilmente da demonstração da Proposição
2.1.1. Por exemplo, a codimensão p aparece na desigua]dade para [](nH)

Teorema 3.1.2. Seca M' uma subuadedade de tipo espaço completa emersa em

(2;+P(c) com cumatura escalar n07maZizada cortante R satálslfazendo R $ c. Se a
cumatura média de M" é não nata e o uetor cumatura média nomnatizado é paralelo,

-'",* lv ' -«',l
Demonstração: Como o vetor curvatura média normalizado de À4" é paralelo,

temos que vale (3.8). Assim, da equação (l.IO),

0 = dw«+i- = Qn+la.

(3.13)

Usando a definição das formas de curvatura normal (1.11), segue que -lt.+laij = 0,

para todos a, {, .j. Portanto, da equação de Rica(1.13), temos que h"+ih' --

h'h"+t = 0, pala todo a, ou seja, a matriz h"+i comuta com todas as matrizes h'

Como as matrizes Q' = l©$1 são definidas por

Q' -tf H'l,

temos que Q'"+t comuta com todas as matrizes @'. E, uma vez que elas têm traço
zero e são simétricas, pois as matrizes h' são simétricas, podemos aplicar o Lema

1.4.2 para as matrizes .4 = ©' e Z? = O"+i , obtendo

t,(Q'"''":(a'')') $ --r;;:=-:.v(o')'«NilÕ;:ÍD.
n(n -- l)
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Somando a desigualdade acima em a,

E',p"''":P')0 $ ;eG=::$E.WH'')
Mas

x'('b"''':) - t'('©"':)' $ 1'pl' ' >:x'(@')
a

(3.14)

e,portanto,

n'>1:t,@"''':@')D ? -\;:lil;!;bxiõi'.
Além disto, da desigualdade de Cauchy-Schwarz

l@'l' - l }l:.N($') 1 p)l:(.x('$'))' - p>1:1t,('b')'j' $ p>1:1t'(o'o')I',
\ a / a a a.P

2

(3.15)

logo,

>l:lt,('p''©')1' 2 1l@l'.
-,P '

Por hipótese, R é constante e -R $1 c, logo vale (1.32).

Substituiu(11o (1.32), (3.15) e (3.16) em (3.12), obtemos

[](«n') 2 «k - .aDI'bl' - \;#:l;i?i:-Hiõi' + laia'i' -

Este teorema e sua demonstração foram baseados no Teorema 1.7 de l91.

Esta desigualdade tem seu interesse fundado na prova do principal resultado da
proxima seçao

).!jF - J:2%"l'i -'- «ü - "n

(3.16)

3.2 Caracterização através de hipóteses sobre o
quadrado da norma da segunda forma funda-
mental

Nesta seção, apresentamos um teorema que foi obtido através da desigualdade (3.13).

Mais especificamente, provámos que, com hipóteses adicionais sobre o polinõmio que
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aparece naquela desigualdade (dependente de I'tl e -fí, e, portanto, as hipóteses se

estendem a -H ou a S), podemos concluir que M" deve ser totalmente umbílica ou
obtemos implicações para o quadrado da norma da segunda forma fundamental S.

A seguir, enunciámos o resultado.

Teorema 3.2.1. Sda .114" Ín 2 3,) uma subuar$edade de tipo espaço completa imersa

em um espaço /oz'ma gemi-Riemann ano Q;+P(c) com cumatura escalar nozmaZízada
constante R satisfazendo R $ c. Suponha que a curvatura média H de M' é não

nula e que o vetar curvatura média normaZãzado é para/eZo. (bnsideremos o poZãnómio

dado por

pR(') - 2-';i--. .... @..:.!Xe.J:..Og!:d -.- «.+

'P (3.17)

Se PR(supS) 2 0 e, em adição, para o caso radicular p = 1 ocos'em R < --;Í--c,
para c > 0, ou R < 0, para c = 0, então;

-z. l®l' 0 e, padanto, M" é totalmente umbzaáca, ou

2. PR(suP S) e suPS Cn(.R), o"de

a.(a) - [(-"a + (" - 2)')(" - 2)(" - i)(a
+ n((n - l)(.R - ') + ')'l.

c)+

Demonstração: Seja {ei, ..., e«+p} um referencial local ortonormal adaptado à

M. Como .H # O,. podemos tomar e.+i = iÍ. Por hipótese, e.+i é paralelo, logo vale
(3.13).

l®l'
Considere o polinõmio P(-H, I'bl) - --=

em (3. 13).

Usando a equação de Gauss (1.17) e a fórmula (3.11), obtemos as seguintes
relações:

ifg::!iiljHid'i +n(c--H') que aparece

S -n(n -l)(R -.l.Fi -
2n

(3.18)

1.1' - (3.19)
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Substituindo as relações (3.18) e (3.19) em (3.13), temos

[](nH') 2: :!:J(S + n(R - c))Pz(S),

onde Pa(S) = P(.H, l@l) é dado por (3.17).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que o referencial escolhido {ei, -..e«}

diagonaliza a matriz h'+i, isto é, h;n = À:+iõij. Disto, segue que o operador (3.2)
calculado em n.H pode ser escrito como

(3.20)

[](".H) - .X:''':)(n.H)«.
t

(3.21)

Além disto, como R $ c, segue da equação de Gauss (1.17) que S $ n2H2. Logo,
(.X?''":)' $ S $ n'J7' e nH -- Àr+: Z 0.

Usando que PR(sup S) 2 0, temos, escrevendo Pa(S) em função de -R e H, (lue

o $ pa0«P 8 - pR@«P -H) ' !e!:it=-Õ ;«P'H' + !k::D('a - d+ 0.24
+nc -- n(n -- 2) suP H'«.R -- c + suP li2

Ou seja,

(« - 8 ;«p 'a'/ã':'i;';;i@ $ @..:-!-:@ ;«p -H' + eliD(a - 0 + .. 0.2©

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.23) e usando que (sup JI/)2 = sup .a2:

';«-«,' ['« - ,,' (-P>'] * ;«-«' ['« - ,,''" ., - ,'1'«
-,("P)''«-',] -[(:P)'« ',*q''.

(3.24)

N.'.m« «« (" - ')' - ( ? 0 ' ' i.:ddü. «l. « . «m«t. «
P

Para maiores detalhes, vamos separar o estudo de (3.24) em dois casos

1. se p=1, então (3.24) se escreve como

(n - 2)(-nR + (n - 2)C) s«P .H' $ 1(n - 2)(.R - c) + nl'. (3.25)
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(a) Se c > 0, então -n-R + (n - 2)c > 0, da hipótese

(b) Se c < 0, então a hipótese -R $ c implica que

-n-R + (n -- 2)c 2: --nc + (n -- 2)c .2c > 0

(c) Se c = 0, então da hipótese, R < 0 e, novamente,

--nR + (n -- 2)c = --nR > 0

Portanto, temos, a partir de (3.25), a seguinte limitação para o sup H2

;«-«'.JHS=F] .
biquadrada

(3.26)

2. se p > 1, resolvendo a equação

I'«- ,,' - (-i:'ri :' * i'«- ,,''"- , , (-;:') »
-, (':i::'y '« - :,l .' '« - '' -- d ' - .,

obtemos, trocando z2 por suP .Ha em (3.27) e usando (3.24), a seguinte limitação

;«-"' ' ) "-'' @
onde .6 é o discriminante de (3.27) cuja expressão é

» - '« - ,,'[.,- .,''« - ,,' * '(-F) '«- ',«* ',']

Assim, mostramos que, para qualquer p ? 1, suP .Ha é limitado superiormente.

Disto segue que as curvaturas seccionais de .A/" são limitadas inferiormente

De fato, da equação (1.12), temos que

R'j'j >'h:h; +E:(h1;)' 2 '- l: :àZ

(3.27)

(3.28)
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Logo, uma vez que S $ n2.Ha, segue que (h$)2 $ n2.17Z, para cada á,.j,a e,
portanto,

hgh$ $ 1hSllh%l $ n'-H'

Mas .H2 é limitada superiormente, pois valem (3.26) e (3.28), e, portanto, as
curvaturas seccionais são limitadas inferiormente.

Além disto, como .A/" é uma subvariedade de tipo espaço completa, podemos
aplicar o Teorema 1.4.9 para a função / = n.H.

Sejam os pontos pk C M" da seqüência dada pelo Teorema 1.4.9. Usando (3.20)
e (3.21) segue que, em particular,

:!.:-!($(Pi) + n(-R - c))Pn(S)(Pi) $ [](n-H)(p.)

' - .X;''':)(P.)(n-H)«(P.).(3'29)
2

Observando que, ainda pelo Teorema 1.4.9,

.hm n-H(ph) = sup n.H,k--.oo

e usando a relação (3.18), temos que

sup S - .lim S(p.)k--,oo

Logo, tomando lim sup em (3.29), temos
k---,oo

0 $ !-;-!(;«P S + "(-R

$ hm sup([](n-H)(p.))
k--,oo

c))Pa(suP S) $

:u, l;'«« *;*:,".''«"'.:',.,)

(3.30)

M.' (nH)«(pk) $ m-ln(V'.H)(pk)(X,X) : IXI = 1} e, por'"'to, como «de

(l.M), temos que

bm sup(n.H)«(pk) $ 0.
k---.,oo

E é importante observarmos que a função n.H -- Xr+i é limitada superiormente,

pois n-H -- À. +i $ 1n-H -- Xi+i l $1 n.H+ IÀ: +i l $ 2n.]], e .H é limitado superiormente.
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Então,
0 $ hm sup([](n.H)(p.)) $ 0

k--.oo

e, portanto, ]im sup([](n-#)(pk)) = 0.
k--.,oo

Logo, por (3.30), :!-:l(sup S + n(R -- c)) = 0 ou Pa(suPS) = 0.

Por (3.19), a primeira possibilidade equivale a sup lq'l2 = 0. Se isso ocorre, então

1012 :: 0 e, portanto, Mn é totalmente umbílica.

Caso contrário, PR(sup S) = 0.

No entanto, uma vez (lue 0 = ]imsup([](n.H)(ph)) = sup l©j2Pa(suP S), isso sig-
k--.}oo

niÊca que todas as desigualdades utilizadas para obtermos (3.13) são, na verdade,

igualdades quando tomamos o lim sup. Como conseqüência, a desigualdade em (3.14)
k---+oo

é uma igualdade, isto é,

lim sup(.N(a'"+:(ph))) = lim sup(I'DI'(ph)) = sup IOI'(3.31)
k--Foo k--+oo

e, se denotarmos por (7' ' 1imsup(.N(@')(pk)), para cada cl 2: n + 1, então (3.31)
k--,oo

torna.se

C'n+l = SUP IQ'l2

Ainda de (3.14), temos que >1,a' = sup lõl2. Segue, portanto, que (7' = 0, para
cl> n+l.

a

Além disto, a desigualdade de Cauchy-Schwaiz utilizada para obtermos (3.16),
quando tomamos o lim sup, também é uma igualdade, isto é,

k

(C'"''"')'(s«P I'PI')'(C''y - P(a"''':)'
a

e, portanto, p :: l, logo @ ;: Õ'"+i

Voltando à Pn(sup S) = 0, segue que

s«P $ - -"R + (" - 2)')(" - 2)("

+ n((n - l)(R - c) + yl.

1)(R -.)+
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Observação 3.2.2. .As condições adicionais para a cumatura isca/ar normalizada
no caso em que a codimemão é .Z e a cumatura do espaço-/alma é não negativa

tornam-se necessáhas sob a ju,sti$catiua de obtermos a limitação (3.26) para sup Hz
e T)odes"mos aplicar o Teorema l.4.9.

Em l31, Akutagawa obteve um importante resultado envolvendo hipersuperfícies
de tipo espaço completas em .q'+i(c), com curvatura média constante limitada su-
periormente por uma constante, através da análise do polinâmio que aparece em

(3.13). Essa é uma das justiâcativm para trabalharmos com aquele polinâmio. Q.
M. Cheng, em jlO], generalizou o resultado de Akutagawa para subvaliedades de tipo

espaço completas em .S;+P(c), com vetor curvatura média paralelo e função curvatura
média, no caso, constante, tendo as mesmas limitações que aparecem em codimensão

1. Em l61, os autores obtiveram um teorema que engloba o resultado de Akutagawa.
Mais precisamente, eles provaram que se uma subvariedade de tipo espaço completa

.A4'(n 2 3) em S;+'(c) tem vetor curvatura média paralelo e a curvatura média
satisfaz

4(n -- l)c

onde Q(p) = (n -- 2)'p + 4(n -- 1), então M" é totalmente umbílica.

Usando o Teorema 3.2.1, substituímos a hipótese sobre o vetor curvatura média
do Teorema 1.1 de l61 pelas condições que o vetor curvatura média normalizado
é paralelo, a curvatura escalar normalizada R é constante e satisfaz .R $ c, para
concluirmos o seguinte:

Teorema 3.2.3. Sda aç : À/n --, S"'+p(C) 6n 2: 3,) uma subuahedade de t@o espaço
completa com cur"z;atura escalar nor'matizada conzstante R satí:s$azendo R $ c, cuma-

tura média não bula e 'uetor cura'natura média normalizado T)aralelo. Suponha, que Q

cumatura, medi,a, de M" satisfaz

.17' < l

suP /l2 <
4(n - l)c

(n - 2)'P + 4(n - l) (3.32)

Então M" é totalmente umbíbca

Demonstração: Como vale (3.32), temos (lue o polinâmio

p(-H, l.©l) - 1: - \;:ãl;!ilb.al@l + «(. - H'') > o,



uma vez que ele tem discriminante negativo.

Podemos reescrever P(.H, l©l) da seguinte forma:

''", - l$ - e#y«y * «h'«"- :,.-","',,
onde, como visto antes, Q(p) = (n -- 2yP + 4(n -- l).

Em particular, P(sup .H, suP l©l) > 0.

Usando as relações (3.18) e (3.19), não é difícil verificar que PR(sup S) > 0, e o
resultado segue da aplicação do Teorema 3.2.1.

3.3 Caracterização através de hipóteses sobre as
curvaturas seccionais

Seguindo com o nosso estudo envolvendo subvariedades de tipo espaço completas,
buscamos um outro resultado, usando a mesma técnica que os autores de l91 aplica-

ram no Teorema 1.7 daquele artigo. A idéia é considerarmos uma restrição para as
curvaturas seccionais da subvariedade. Mais explicitamente, substituímos a hipótese

sobre o supS (e sobre o polinâmio de6nido em (3.17)) pela condição que as curva-
turas seccionais são não-negativas. Vale observarmos que tal condição implica numa

restrição para o espaço forma C?;+P(c), visto que, como a hipótese R $ c é funda-
mental para os nossos resultados - por conta da desigualdade (1.32) - ela não deve
ser retirada. E portanto, se as curvaturas seccionais são não negativa e R $ c, então

c ? 0. Analisaremos apenas a situação em que c > 0.

Teorema 3.3.1. Seca .A/" uma subuadedade de tipo espaço completa imersa em

Snn--'(c) com '«t«« .ec'ion«8 «ã. n.g«t{«.. Se M" tem '«««t«" e«"Za' -,-
matizada movi.stante satisfazendo R $ c, sua curvatura média H é positiva e limitada

supehomnente, e o uetor curvatura média normalizado é paralelo, então ou

1. M" é isométdca a uma esfera ou

2. inf K 0, onde infK denota o ínámo das curvaturas seccionaás de À4"
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Demonstração: Seja {ei, ..., e«+p} um referencial ortonormal local adaptado à
M", "m e«+:

Nos passos da demonstração da fórmula de tipo Simons (1.31), substituindo (1.28)
em (1.23) obtemos

(A;.)'
{,j,k,cx
E
+

+ }:h;(>1:àEn ) +
i,j,a k {,j,k,m,a

h$Aâ;apj*.

/z;hZ,.Jt«ijA;+

i,.j,k,m,a
h;À:iJt«hjÀ: + E

i,j,K ,cl,$

(3.33)

Como $ é paralelo, temos que (3.33) 6ca escrita como

!6.S2'' (h$.y + «>:h;'':.a
i,j,k,a {,j
E hy':.aj+

í,j,k,m,a
h$AE,. /t.:j.+

+
i,j,k,m,a

h;h:ilt«&jk + E
i,j,k.a,P

(3.34)

Consideramos novamente o operador [] dado em (3.2). Efetuando-se os cálculos

até (3.5), substituindo (3.34) em (3.5) e observando que

>ll: h;Aâ;apj l!>1:.w(à'hp - hph'),
i,j,h,a,P ' a,P

tem-se

D(n-H) >l:(ã;.)'
{,j,k,a

+
i,j,k,m,ct

E
a,P

ü$h:..a'«'j. + ã NÇHa W - H6Ha ).

n'lVH'l' h; /zZ,.Jt«iji;+

+ E
i,.j,kjm,a

(3.35)

Se, para um a fixado, escolhemos um referencial ortonormal local {ei, ..., e«} tal
que /z$ = À:õij, então

i,j,k,m
h$àZ,.]&«ijh + >l

{,.j,h,m

>l:(-2À:ÀÍ)-a.:* + }l: ((À:)'
i,k {,k

>ll:(À: - Àgya*: ? (iü .K) >1:(.x: - .xg)'
i,k í,k

";": "*, )
+ (ÀÍ)') -&.:.

(3.36)

/\k./

(i«f K') (2n.N(à«) 2n'(.H')') 2n (inf -K).M(©') ,



onde inf K é o ínfimo das curvaturas seccionais de M"

Portanto,

E
í,j,k,m

H

h;hg./t«ijk +
i,j,k,«}
E h h {.]&«kjk 2: n(inf -K)]V('P'). (3.37)

Logo, somando em cl, e substituindo (3.37) em (3.35), temos [](nH) 2 n inf KI'$12,

pois, como R $ c, vale (1.32).

Como M" é de tipo espaço, completa, e as curvaturas seccionais são, por hipotese,

limitadas inferiormente, podemos aplicar o Teorema 1.4.9 para a função / = n-ll, que

é limitada superiormente, por hipótese.

Sejam os pontos PÀ; dados pelo Teorema 1.4.9. Então, para cada pk vale que

n inf Kl©(ph)I' $ D(,'H)(PÉ) = }:(".H(PÉ) -- À?+'(Pk))(".H)*(Pi),
Z

(3.38)

onde novamente estamos supondo que o referencial {ei, ..., e.} diagonaliza h'+t

A não negatividade das curvaturas seccionais implica que n inf KI'$(pk)l2 2 0 e,
portanto, [](nH)(pk) 2: 0.

Tomando limsup na equação (3.38) e raciocinando como na demonstração do
k--....>oo

Teorema 3.2.1, concluímos que

lim s«p(O(n.H) (p. ) )
k--.,oo

0

Logo, de (3.38),segue que

(inf K).lim IO(p.)I'k---,oo

Mas, como .lim H(pi) = sup -#, então .lim l®(pk)l2 = sup I'Pl27 '' k--+00 / ' ' JÍ:--+00

Assim, se infÃ. # 0, então sup I'Pl2 :: 0 e, portanto, .M" é totalmente umbílica.
Uma vez que, por hipótese, as curvaturas seccionais de M' são não negativas, temos

que inf Ã. > 0 e, conseqüentemente, .l&jij > 0 V{,.j. Do Teorema 1.4.8, segue que M"
é compacta e, por jll, temos que M" é isométrica a uma esfera.
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Capítulo 4

Subvariedades de tipo espaço

compactas com curvatura escalar

constante em SZ+"(.)

Neste capítulo, pretendemos abordar alguns resultados para subvariedades de tipo

espaço compactas em espaços forma semi-Riemannianos. E importante ressalltarmos

que, devido à hipótese sobre a compacidade dessas va'iedades, os espaços forma a
serem estudados restringem-se aos espaços S;+P(c), pois os ambientes .jjÇ+P(c) e ]Rp+P

não admitem subvariedades de tipo espaço compactas.

De fato, consideremos a função altura / = <aç, a>, onde a é um vetor arbitrário

h«lo em ]Ç+', se Q;''"'(c) = ]lÇ+', .u em iR;j:r:, se (21;+'(c) - m;''"'(c). Então,
/ é uma função diferenciável em C?P+P(c).

Seja z : M" --, Q;+P(c), c $ 0, uma subvariedade de tipo espaço imersa em

Q;+P(c), e tomemos um referencial ortonormal local de campos [ei, ..., e«+p} em

C?;+P(c) adaptado à imersão z.

Pela definição de gradiente, temos que, pala todo X C Â'(M),

<V<z, .>, X> - X<z, .>

E, portanto, V<z, a> = ar

Vamos agora dividir a demonstração em dois casos

49
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e c=0

Como a C ]jÇ+P, então .z = aa" -- >:<a, e.>e., onde al' C X(M)

Com isto, ar = a + >1'<a, e.>e..

a

a

Logo, IV<z, a>12 = larl2 (', '> + }:<., e.>'

Notemos que, se <a, a> > O, então I'V'<aç, a>j2 > 0. Segue que a função / = <z, a>

não tem pontos críticos e, portanto, .A/" não pode ser compacta.

e c<0

Como a C IR;lr: , então a = ar + c<a, z>z -- >:<a, e.>e., onde al" € Z(M).
a

Assim, aa" = a -- c<a, z>a + >ll:(a, e.>e..

Então, IV<z, a>12 = lari2 = <a, a> -- c<a, ]ç>a + >1.í<a, e.>2.

Analogamente ao caso c = 0, se <a, a> > 0, temos que I'V'<z, a>la > 0 e, portanto,
a função altura <z, a> não possui pontos críticos. Disto segue que M' não pode
ser compacta

a

a

O objetivo deste capítulo é obter resultados análogos àqueles do Capítulo 3,
através da técnica de Cheng-Yau j131, para codimensão maior.

Na primeira seção, faremos um breve estudo sobre as principais propriedades de

subvariedades de tipo espaço compactas em SP'+P(c). Na segunda seção, estudamos
a generalização do resultado de Zheng l27). E na terceira seção, obtemos uma carac-

terização para subvariedades de tipo espaço compactas, a partir de limitações sobre

S. Aproveitamos para demonstrar o Teorema 3.2.3 no caso compacto. Optamos por
apresentar esses resultados, pois as técnicas empregadas no caso compacto são bas-

tante interessantes e distintas do caso completo. Em particular, em contraposição ao

caso completo, a hipótese sobre as curvaturas seccionais serem não-negativas carac-
teriza totalmente as subvariedades estudadas.
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4.1 Alguns resultados sobre subvariedades de tipo
espaço compactas em J$+'(c)

Seja z : M" --' S;+P(c) uma subvariedade de tipo espaço compacta imersa em
Spn+p(C). Então ]14" é difeomorfa à esfera S". De fato, este resultado segue de

Lema 4.1.1. ([íJ) Edste um dlfeomor$smo (p : S" ---, M" tat que z o y : S" --'

.S'''(c) é "m m'ry"Zh'.

Demonstração: De fato, basta considerarmos a ap]icação F : S' x ]RP --} SPn+P,

dada por .F(u, u) = (u, 1/1 -}.. ul2u). É claro (lue F' é um difeomorfismo. Agora seja
n' : Sn x ]RP ---} S" a aplicação projeção e tomamos a aplicação W = n' o F-i o z

À4'n ....} Sn. Mostra-se que © é um difeomorfismo ]oca] e, usando que ]W" é compacta

e .S" é simplesmente conexo, tem-se que W é um diíeomor6smo global. Seja p = W'i

Então p é o difeomorÊsmo procurado. H

S. Montiel, em 1221, provou que toda hipersuperfície de tipo espaço compacta com
curvatura média constante é totalmente umbílica. Este resultado responde à conjec-

tura de Goddard no caso compacto. A generalização deste resultado para codimensão

qualquer foi feita por R. Aiyama jll. Usando uma fórmula integral interessante, a
autora mostrou que:

Teorema 4.1.2. Sda z : À/n --, Spn+P(c) uma s buadedade de tipo espaço compacta

com uetor cumatura méd'ia paralelo e obrado normal plano. Então M" é totalmente

umbz2áca.

Em jll, é observado que as subvariedades de tipo espaço compactas totalmente

umbílicas de dimensão n em SPn+p(C) são isométricas às esferas S"

4.2 Generalização do resultado de Zheng

Em l27j, Zheng provou o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1. Sda z : .A4" --. Sr+:(c) uma h@ersupe7yüãe de tipo espaço com-

pacta com cumatura escalar nomlatizada constante R imersa no espaço de De Sitter
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ST''':(c). Se
K(.M) ? 0 e R < c,

então À4" é {sométhca a uma es/era, onde K(M) são as cumaturas seccionada de M

A idéia da prova de Zheng foi considerar a fórmula de tipo Simons (1.31) e,
através da propriedade sobre existência de ponto de máximo para a função curvatura
média, uma vez que M" é compacta, obter uma desigualdade que levmse ao que era

pretendido. Além disto, este resultado é a versão Lorentziana do Teorema 2 j131.

Notemos também que o autor mostra que À/" é totalmente umbílica e, utilizando a

classi6cação das hipersuperfícies totalmente umbílicas dada em ]22], conclui-se que
.A4" é isométrica a uma esfera Sn

Seja z : ]l/" --. .S;'»(c) uma subvariedade de tipo espaço compacta com curvatura

escalar normallizada constante -R imersa em 8'+P(c). Suponhamos que a cwvatura
média de ]W" é diferente de zero, isto é, .1] > 0. Então, escolhendo um referencial

ortonormal local em .SP+'(c) adaptado à M" tal que e.+i = -;, temos que vale a
fórmula de tipo Simons (1.31).

Consideremos novamente o operadorE] introduzido por Cheng-Yau j13], dado por

n/ ("n'õ.j - hy':)/.j, v / c c'(w)

Observação 4.2.2. [] é acto-a(junto em relação ao .L2- produto ínte7no

Demonstração: Peia Proposição 1.4.5, [] é auto-adjunto se e somente se vale
(1.40), onde '])ij = n-Hóij -- An+l

Vamos mostrar que ocorre (1.40), ou seja, >1:'Pijj
J

Como

'bijj = n.H',Õ.j - ÜB'', (4.1)

temos, somando em .j, que

j

H

nX,Ó:j - >1:àE':E
J J J

onde estamos usando a equação de Codazzi(1.25) para a n+l
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Assim, da Observação 4.2.2, segue qu.

l.p'-», (4.2)

'Pois

)M JM

Como vimos no Capítulo 3, fazendo / = n.H em (3.2), obtemos a fórmula (3.5).

Suponhamos que e«+i é paralelo, então segue, repetindo os mesmos argumentos

que foram aplicados nas fórmulas (3.34) e (3.35), que (3.5) se escreve como (3.35)-

Para cada a fixado, seja .X: um autovalor de h', isto é, h$ = À:õij. Então, usando
(3.36), obtemos (3.37).

Com isto, podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.3. Sda z : Mn --, Spn+p(c) uma subuadedade de tipo espaço compacta
com cur"-z/atura escalar nozmaZãzada constante R < c e cumaturas seccÍonais não

negativas. Suponha que a cu atura méd a de M" é não nula e gwe o vetar cumatura
média nomtatizado é paralelo. Então M' é totalmente umbtüica.

Demonstração: Como a curvatura escalar normalizada R é constante e .R < c,

temos que vale (1.32).

Além disto, de (3.37) o lado direito da equação (3.35) é não negativo, pois,
por hipótese, as curvaturas seccionais de ]W são não negativas e, conseqüentemente,

infK Z 0

Integrando (3.35) e usando (4.2) para / = nH, temos (lue

/ D(n.H) -0JM

e, portanto, [](nH) = 0, uma vez que vimos que cada um dos seus termos é não
negativo.

Logo, da expressão (3.35), obtemos

1. .M(h'hP - ÀPh') = 0, Va, P;

2. >: (h;.)'-"'lvxl'-o;
{,.j,k,a
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;. E
i,j,k,m,a

h3hE,.]t«:jh + >1: h;à:.{/ê«ijk
{,.j,k,m,a

0

Se (1) ocorre, temos que o vibrado normal de M" é plano. Assim, existe um
referencial ortonormal local {ei, ..., e«} em M" que diagonaliza as matrizes h', para
todo a, simultaneamente.

Se (2) ocorre, então temos que todas as desigualdades em (1.36) são, na verdade,
igualdades,isto é,

(S - "'.H') ): (h;.)' - 0.
i,j,k,a

Como S < n2/P pela equação de Gauss (1.17), segue que

i,.j,k,a
E 0. (4.3)

Portanto, tomando o referencial que diagonaliza cada matriz h' e substituindo

(4.3) em (1.24), temos que dh$ Como M" é conexo, segue que h$ é constante
para cada i, .j, a.

Conseqüentemente, .H é constante. Como e.+i é paralelo, temos que h é paralelo.

Com isto, podemos aplicar o Teorema 4.1.2 e segue o resultado. n

Observação 4.2.4. Z)edemas obter"z/ar gue este resuZfado /o{ também obtido por X.

Liu, em j211, com a. hipótese adicional de (lupa M" posa'ui obrado nol'mal plano. Ape-

sar das técnicas para a demos.stração de ambos os teoremas serem semelhantes, gos-
l,amamos de salientar que a ti;ipótese sobre o obrado nor'mal. pl,ano não é necessári,ct

e, por esta razão, acrescentamos este resulta,do ao trabalho.

4.3 Caracterização através de uma restrição sobre
o quadrado da norma da segunda forma fun-
damental

Em ambientes Riemannianos, muitos trabalhos apresentaram resultados para subva-

riedades compactas com curvatura escalar constante e limitações para o quadrado



4.3 Caracterização através de uma restrição sobre o quadrado da norma
da segunda forma fundamental 55

da norma da segunda forma fundamental. Podemos citar, por exemplo, jlll e j171,

entre outros. Isso ocorre porque, apenas a hipótese sobre R constante satisfazendo
R 2 c, e as ferramentas uti]izadas (fórmu]a de Simons, operador []) não são su6cien-

tes para se concluir que a subvariedade é totalmente umbílica. Nestes ambientes, isso
acontece mesmo com a hipótese sobre vetor curvatura média paralelo substituindo

R constante e nos fornece uma diferença básica entre os ambientes Riemannianos e
gemi-Riemannianos.

Nesta seção, buscamos uma limitação apropriada para o quadrado da norma da
segunda forma fundamental, a fim de encontrar quais são as subvariedades de tipo
espaço compactas imersas em SPn+p(C) que satisfazem a limitação obtida e possuem
curvatura escalar constante.

Seguindo m notações de jll], definimos

s: - t,(h"''':)' - «.a' - >1:(h;'':y - ".H'
t,.7

(4.4)

e
n-t-pn+p

Sa' >1, *'(h')'- >: }1:(h;)'.
a;=n+2 a=n+2 i,j

Vamos calcular o Laplaciano de $2 e tentar obter uma desigualdade para que

possamos aplicar o Teorema de Stokes.

Seja novamente {ei, ..., e«+p} um referencial local ortonormal adaptado à imersão

em SPn+p(c) de modo que e.+l = lã'

Através de cálculos análogos àqueles feitos no Capítulo 3, obtemos

;a.Sa ' }., .>-@$.)' + « >1: >:h;lq - «.H >: t,@"''':@'y)+
' a>n+l{,.j,k a>n+l i,.j a>n+l

+ >1: }:1t,(h'hP)I' + "'S2 + >- }-N'(h'hP - hPh').
a>n+1 /3 a>n+l P

(4.5)

(4.6)

Supondo que e«+i é paralelo, temos que .r;r8 = 0, para todo cl > n + l e, portanto,

(4.6) torna-se:

;a.S2 ' >1- >1-(h;.y+ l: :lt,(h'h')I' - "n' >: t,(h"+:(ã'y)+
' a>n+li,j,k a>n+1 /3 a>n+l

+n.S,+ >: }1:X'(A'hP-hPA').
a>n+l P

(4.7)
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Com um raciocínio similar ao feito no Capítulo 3, usando o operador (3.1), temos
que (4.7) se escreve como

;a.S, - >1: }:(©$.)' + >: >:1t,('P''@)I' + "'Sa - "-H'S2+
a>n+li,j,k a>n+l P

- n-Ht,('F"''':(®')') + >1: }1:.v($''F' - õ'q'').
P

(4.8)

Do Lema 1.4.2, temos que
n -- 2

t,(õ"''':(@'y) $ V .N(d'"+: }.M (@').

Logo, observando que .M('F"+:) = Si e }: .N('+') = Sa, obtemos a seguinte

desigualdade para a equação (4.8)

+ }: >:.N(Q''P'-@'Q'').
a>n+l P

Agora notemos que

J$i;lixa 2 - ;(« - D'-.

;Asar >1- >1,P$J'+S,
" a>n+li,.j,.k

«@ +

(4.9)

(4.10)

De fato:

-ãb4«m--gEÍl"'--;'« ',;: - ;'«
Além disto, das definições de Si (4.4) e Sa (4.5), segue que

S: +Sa S - n.H'. (4.11)

Substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9), temos que a desigualdade para cASa toma-

2

a'l a:o

Com isto. temos o seguinte resultado:



l
a.S2 2 0.

2
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Teorema 4.3.1. Seja z : M" ---, q+P(c) fn ? 3,) uma subuahedade de tipo espaço
compacta com cu atura isca/ar normalizada constante R < c, cumatura média não
nata e vetar cumatura média noTmatizado parcttelo. Se

n(.-.R)$ S $ Cn(.R) (4.n)

"' '' n3 . 4«2 + 8« - ''
então M" é totalmente umbtüica.

(4.14)

Demonstração: Não é difícil verificar, usando (3.18) que a condição (4.13) im-

plica que

ç' . «. * q#v«"'. (4.15)

Substituindo (4.15) em (4.12), temos que

(4.16)

integrando (4.16) sobre .]W", e usando que ]W" é compacta e o Teorema 1.4.4,
segue que 6.S2 = 0. Voltando à expressão (4.12), temos que S2 = 0 e, portanto, de

(4.11), segue que Si = S -- n.H2. Conseqüentemente, Si = lq'l2

Assim, a fórmula (3.7) fica escrita como

D(nH') }l:(À3.P - "'lvH'l'+ «.(s - ".H') + lt'(h"''':yl' - ".Ht,(h"''':)'-(4 17)
á,.j,k,ct

Uma vez que R < c, um raciocínio análogo àquele usado na demonstração de

(2.10) mostra que

[](n.H) 2 1a'l' l l®l' -'l á3" -'.-«',1 (4.18)

De (4.13), temos que vale (4.15) e, portanto, da expressão (4.9), segue que

«(. - -H') - -;e:=!L:-aiõl a: o.
n(n -- l)
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Logo, [](nH) Z O. Mas, novamente usando (4.2) para / = n.H, temos que

.-Á-'««,;Á . ' -«',l*.
Portanto, l®l2 = 0 ou 1012 -- ---r::r::::=.Erre'l + n(c -- .272) = 0.

n(n -- l )

Se 1012 = O, então ./l/" é totalmente umbílica. Caso contra:rio, temos que ocorre

lõl2 -- -!;É;;!L.Htõt + n(c -- .a2) = o. Então l®l coincide com uma das raizes
n(n -- l)

positivas de (2.9). Logo, substituindo lq'l2 em (2.18), temos que .Er é constante e,

portanto, h é paralelo, uma vez que =- é paralelo.

Além disto, o fato que Sa = 0 implica que h' = 0, para todo a > n + 1. Con-
sequentemente, temos que o obrado normal de M" é plano. Pelo Teorema 4.1.2,
segue que /l/" é totalmente umbílica. H

Observação 4.3.2. .A àÍpótese éy.-Z.4; sobre a ./unção cur"t/alara média no teorema

«ím. é e.tht.mente «Z©émc« e ne«áH. p«. g«-ti, q« . ««..t-te O.(R)
escolhida não contradiz o fato que S < nnH2 nü eq'unção de Gau.ss (1.11), isto é,
R<c

De fato, se vale (4.i3), e«lão ual,e a desig«aldüde (4.15). Usando (4.t4), te«os

!.=.Zs «
2 ' 2(n-l) '

< ãi;::DI("' - 4"' + 8« - 6)-a' + ("' - 6" + 6)x'j -

-ãÜf:-0(« («-nx'-2.}g«'a''
e, po'danço, S < naIPe

N.tem« t«móém q«e . «ndãção S 2 n(c -- R) {mpZ{« n. co«dÍção S 2 nH' e,
implicitamente, éy. /5) nos dá uma Zímitaçãa superior para .H, que é .lÍ2 < --T---''=',3n -- 4
que não contra a a hipótese (4.í4).

Abaixo enunciámos e demonstramos o resultado análogo ao Teorema 3.2.3

Teorema 4.3.3. Sega ]ç : À/" --, Spn+p(C) Ón ? 3) uma subuahedade de tipo espaço

compacta co'rn cumaturü escalar con,soante R satisfazendo R < c, cvmaturü média
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não nula e vetar curvatura média normalizado paralelo. Se

o«de Q(p) (n - 2)'P + 4(n - l)c, então M" é totalmente wmbz2áca.

Demonstração: Por hipótese, vale (3.13).

Se .Ha < 4(7 -- 1)c, então P(H, I'bl) > 0, onde

p(.H, ld'l)
lol'
P J:il:l;i:.aiq'i + «k - .an

é o polinâmio que aprece em (3.13).

integrando (3.13) sobre .A/", temos / [](nH)
Então M" é totalmente umbílica.

0 e, conseqüentemente, lõl2
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