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RESUMO

Considere uma aplicacao holomorfa que sai do n-produto cartesiano complexo para o
conjunto complexo, tentaremos ver relacao entre a acao da monodromia que é o auto-
morfismo no grupo de homologia da fibra de Milnor induzido por um gerador do grupo
fundamental dos complexos menos a origem e a funcao zeta de Igusa obtida através da
resolucao mergulhada. Mais especificamente, veremos um pouco sobre a conjectura da
monodromia que diz que toda vez que um ponto sy é polo da funcao zeta de Igusa, entao
a exponencial de 2imsy é autovalor da acao da monodromia. Usaremos o fato do caso
n = 2 ja foi totalmente demonstrado para exibir uma ideia das demonstracao para alguns

casos de n = 3, como polindmios homogéneos e singularidade super-isoladas.

Palavras-chave: singularidades (matemética); fibra de Milnor; funcdo zeta de Igusa.



ABSTRACT

Consider a holomorphic map that leaves the complex Cartesian n-product for the complex
set, we will try to see relation between the monodromy action that is the automorphism
in the group of homology of the Milnor fiber induced by a generator of the fundamental
group of the complex set minus the origin and Igusa’s zeta function obtained through
the embedding resolution. More specifically, we shall look at the monodromy conjecture
which says that whenever a point sg is pole of Igusa’s zeta function, then the exponential
of 2¢ pisy is the eigenvalue of the monodromy action. We will use the fact that the case
n = 2 has already been fully demonstrated to show an idea of the proof for some cases of

n = 3, such as homogeneous polynomials and super-isolated singularities.

Keywords: singularities (mathematics); Milnor fiber; Igusa’s zeta function. .
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo teve como base os trabalhos de Rpdrigues e Veys (2001) e
Artal-Bartolo et al (2002).

Considere f : (C",0) — (C,0) uma fungao analitica, que pode ser escrita lo-
calmente como, f = f4+ far1+---+ fj+---, onde f; # 0 e f; um polindmio homogéneo.
Tomamos uma resolu¢ao mergulhada dela, cuja existéncia é garantida por Hironaka (1964))
para definirmos a funcdo zeta de Igusa Z,,(f, s). Por outro lado, tomamos ¢ e ¢ suficien-

temente pequenos de modo que,

F1B.@ns-1 a0y © Be(x) N fH(Ds \ {0}) — Dy \ {0}

¢ uma fibragao suave, onde B.(z) := {z € C" ||z — z|| < ¢}, Dy := {z € C;|z| < d}.
A partir da fibra de Milnor M,y == f~'(t) N B:(z), com ¢t € D5\ {0}, tomamos o
automorfismo h, : H,(M;4),C) = H.(M(s ), C) induzido por um pequeno lago ao redor
0. Chamamos esse automorfismo de agao da monodromia de f em z. Trabalhamos aqui
com a conjectura da monodromia que afirma a existéncia de uma relacao entre os polos da
funcao zeta de Igusa e os autovalores da acao da monodromia de f. Mais especificamente,
ela diz que se sy é polo de Z,,(f, s), entao ™0 ¢ um autovalor da agao da monodromia.
O objetivo desse trabalho é oferecer alguns casos onde essa conjectura é verdadeira.

Muito ja foi feito no sentido de se demonstrar essa conjectura, Loeser (1988)de-
monstrou ela completamente para n = 2, Rodrigues e Veys (2001) demonstrou ela em
parte para f € C[zy,xs, 3] polindmio homogéneo nao nulo e Artal-Bartolo et al (2002)
completou a demonstracio dele além de demonstrar para quando f : (C3,0) — (C,0) de-
fine uma singularidade super-isolada, mas muito ainda falta para demonstrar a conjectura
por completo.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresen-
tamos alguns fatos e defini¢oes preliminares que serao usados ao longo do texto. No
capitulo 3 apresentamos os casos onde sabemos que a conjectura vale e apresentamos a
ideia para suas demonstracoes. No primeiro caso, vemos que a conjectura vale para quando
f:(C"0) — (C,0) define uma singularidade super-isolada e o candidato a polo s, ¢é dife-
rente de —3/d e até alguns casos onde a conjectura se mantem verdadeira mesma quando
sp = —3/d. Depois vemos, que a conjectura também é verdadeira para g € Clzy, xs, 73]
polinomio homogéneo com grau maior que zero e x(P% \ {g = 0}) # 0, onde x(-) denota

caracteristica de Euler.



10

2 PRELIMINARES

Introduzimos aqui algumas propriedades e defini¢oes que serao usadas ao longo

do trabalho.

2.1 Funcgoes holomorfas

Relembramos aqui alguns conceitos de fungoes holomorfas, germes de fungoes

e conjunto analitico e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1. Uma aplicagao f : U — C, onde U C C" é um aberto, é chamado de
C-diferencidavel em a € U se existe uma aplicacao C linear complexa T, : C* — C e uma

funcao r : U — C continua em a, tal que para todo v € C"
fla+v) = f(a) =Ta(v) +r(a+v)|v]

er(a)=0.
Se f : U — C é diferencidavel no ponto a, para todo v € C" e qualquer
t € C\ {0} suficientemente pequeno tem-se

|to]]

flatt) = F0) _ g )4 r(a+ o)

t
Como Ht:” é limitado por ||[v|| e a aplicacao r : U — C continua em a, temos
. flattv) = fla) _ : [tv]]
%1_{% ; —Ta(v)+1%r(a+tv) ; = Tu(v).

Em particular, vemos pela unicidade do limite, que é unica a transformacao C-linear
T,. A aplicacao T, é chamada de derivada de f em a e denotada simplesmente por
f'(a) : C* — C. Se a funcéo f : C* — C for C-diferencidvel em todo ponto a € U
dizemos que f : U — C é uma aplicagao holomorfa. Vamos considerar uma poténcia de
série normais ou simplesmente poténcia de série ao redor do 0 como uma expressao da

forma

oo

t1 t
E Aty to,ee 0 21 " 2y

t1, tn=0

com @y, ¢,...+, € C". Para simplificar a formula tomamos uns multi-indices. Seja t;,

n
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j €{1,--- ,n} inteiros ndo negativos, z = (z1,--- , 2,) € C". Entao, definimos

t| = Zt

i=1

com isso, escreveremos simplesmente a série formal ao redor do ponto w € C" como a

expressao

Z ai(z — w)

onde, a; € C.

Definicao 2.2. Chamamos uma aplicacio f : U — C de analitica em U se, e somente
se, para todo ponto w € U existir uma vizinhanca V C U e uma série formal ao redor de

w que converge para f em V, isto é

para todo z € V. Podemos Também escrever que na vizinhanca V'

f:fm+fm+1+"'a

onde f;(z) € um polinémio homogéneo da forma

fi(z) = Z ai(z — w)".

|t|=i

Teorema 2.3. Uma aplicacao f : U — C € holomorfa em U se, e somente se, for analitica

em U.

Demonstragao. Ver Ebeling (2007, pdgina 51, proposigao 2.7.) O

Introduzimos agora o conceito de germe de funcoes analiticas que analisa o
comportamento de fungoes analiticas numa vizinhanca do ponto desejado. Dizemos que
as fungoes analiticas f : U — C, g : V — sao equivalentes no ponto w € VNU se
existe, um aberto A C VNU com w € A tal que, fla = g|la e, nesse caso escreveremos
f ~w g. A relacao assim definida satisfaz as propriedade transitiva, reflexiva e simétrica

sendo assim uma relacao de equivaléncia. A classe de equivaléncia da funcao é chamada
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de germe de funcao em w e o conjunto dos germes de fungoes holomorfas em w forma um
anel comutativo denotado por O, ,,. Sabemos por Ebeling (2007, p. 61, proposicao 2.15)
que O,,,, ¢ isomorfa ao anel de séries convergente em w denotado por C{z — w} e o anel
O, ¢ um anel com unidade, e suas unidades sdo os germes de funcoes f onde f(0) # 0.

Por simplicidade denotaremos O,y por O,,.

Definicao 2.4. Um subconjunto X C C™ € chamado de conjunto analitico fechado ou
simplesmente conjunto analitico, se ele € o conjunto dos zeros de um conjunto finito de

fungoes analiticas fi,--- , fr, € C{xq,--- ,x,}, isto €
X=V(f, - fo) ={zeC| filz) =0, Vi=1,---  k}

De maneira andloga a definicao de germe de funcoes holomorfas, definimos
o germe de conjunto analitico. Dado dois conjuntos analitico fechados X,Y C C" e
p € X NY, dizemos que X, Y sao equivalentes em p se existe uma vizinhanca V' de p, tal
que X NV =Y NV e denotaremos X ~, Y. A classe de equivaléncia de X é chamado

de germe de um conjunto analitico e denotado por (X, p).

Definigao 2.5. Seja p € V(f), com f uma fun¢do analitica. Dizemos que p € uma
singularidade de V(f) se a derivada f'(p) : C* — C for a aplica¢io nula. Ademais, se
existir uma vizinhang¢a A de p; tal que p é a unica singularidade de V(f) em A p, é
chamado de singularidade isolada de V(f).

2.2 Grupo de homologia

Falaremos aqui sobre a definicao e algumas propriedades do grupo de homo-
logia que serao necessarias para a definicao da agao da monodromia.

Definicao 2.6. Dado q > 0 denotamos o q-simplex padrao como A, C R? onde

Aq = {Zq: /\iei
i=0

onde eg = 0 ee; = (0,0,---,1,---,0) € o vetor com a i-ésima coordena igual a 1 e o

zq:Ai:1,ogAi§1}

=0

resto zero que formam a base canonica do RY.

Definigao 2.7. Dado um espago topoldgico X um g-simplez singular (ou simplesmente -
simplex) € uma aplicagao continua o : A, — X e uma g-cadeia é o grupo Cy(X) formado

da sequinte forma

Cy(X) = {Z no; | n; € C,meN eo; € um q-simplez} :

=1
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Vamos definir a aplicac@o fronteira 0, : Cy(X) — C,_1(X), para isso tome a
funcao F : A,_; — A4, onde

q—1 i—1 q
Z )\jej — Z )‘jej -+ Z >‘j€j+l-
Jj=0 Jj=0 Jj=t

Isso significa que a fungao F{ leva o (¢ — 1)-simplex padrao na i-ésima face do g-simplex
padrao, com isso dado um g-simplex o : A, — X tome 0@ = ¢ o F{ agora podemos

definir a fungao fronteira 9, : Cy(X) = Cy—1(X) da sequinte maneira

aq(z n;o;) 1= Z n;04(0;).

Vamos convencionar que Cy(X) =0 para ¢ <0 e d, = 0 para ¢ < 0.
Teorema 2.8. Para todo q € Z temos 0, © Oy41 = 0, ou seja, Imdy,y1 C ker 0.

~ « s e 1
Demonstra¢do. Vamos inicialmente mostrar que Fit' o F! = F/™' o F? | sempre que

a > b, de fato pela definicao temos que

q—1 q
q e | = o
F; E e | = ;€
com

>\j—17 se j > b
Aj = 0, se j=1b
Aj, se j<b

Aplicado agora F9 obtemos que

q q+1
g+l E b\ _E 2\
Fa )\iei = )\jej,
1=0 j=0

onde

Aj—2, se j>a

~ 0, se j=a,b
J Aj—1, se b<j<a
Aj, se g <b.
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Analogamente obtemos que

de forma que

q—1 q+1 _
Féﬂrl (Fgl (Z /\161>> = Z /\jej

( Aj_2, se j>a
0 se j7=a
Xj =4 Ao, se b<j<a
0 se 7=0
L Ay, ose g <b.

Portanto Fitto F = Ff“ o Fl . Agora note que pela linearidade da aplicagao fronteira

¢ suficiente mostrar que 9,(09,41(c)) = 0 para qualquer (g + 1)-simplex

04(0g11())

q+1

D (1) 0,0

=0

q+1 q

Y (=D (~1 (oo Ffo FY

i=0 j=0

q+1 q

Y (D)oo (K e FL) + ) () oo (F o 1)
0<j<i 0<i<y

0.

Terminando a demonstracao. O

Denotamos ent@o o conjunto Z,(X) := ker 9, e B,(X) := Im 0,41. Entao, pelo
teorema [2.2] sabemos que B,(X) C Z,(X).

Definicao 2.9. O gropo quociente

Hy(X,C) := Z,(X)/By(X)

¢ chamado de q-ésimo grupo de homologia de X .

Exemplo 2.10. Seja X um espaco topologico conexo por caminhos, isto ¢, dado x,y € X

existe um 1—simplex o(z,) 1 [0,1] = X tal que 0(;,)(0) = & € 04 (1) =y, aplicando a

aplicagdo fronteira obtemos 0y(0(z,y)) = y—2, por oulro lado temos por convengio que Oy €
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identicamente nulo, logo Zy(X) = Co(X) = {>_ zixi|z; € C e x; € X}. Quando passamos

o quociente temos apenas Ho(X,C) = {>_ z[x;]/2z € C} pelo fato de que y—x = 01(0(z,)),
temos |x] = [y] para qualquer que seja x,y € X, donde

{Zm:zl zZGCZzZ—z}NC
=1

=1
Na verdade, vale em geral que Hy(X,C) = C", onden é o nimero de componentes conezas

por caminhos de X.

Seja f : X — Y uma aplicacao continua entre dois espagos topoldgicos, se
o:A; — X éum g-simplex de C,(X) entdo foo : A, — Y é um ¢-simplex pertencente a
Cy(Y), entdo a aplicagao continua f : X — Y induz uma aplicacao f, : Cy(X) = Cy(Y)
de modo que f,(> no;) =Y n;foo;.
Teorema 2.11. 9,0 f, = fy—100,

Demonstracao. Pela linearidade ¢ suficiente mostrarmos que 0,(f,(c)) = f,-1(0,(0)) para

qualquer ¢-simplex, mas por outro lado usando as defini¢oes temos

q

04(fg(0)) = O4(foo)= Z(—l)ifoaoFf

fo-1(04(0)) = fou (Z(—l)ia © Fz‘q) = Z<_1)1f oooFf.

Demonstrando a igualdade. O

Entéao, podemos definir um homomorfismo f, : H,(X,C) — H,(Y,C) de modo

que f.([o]) = [f o] o teorema acima nds garante que o homomorfismo estéd bem definido.

2.3 Fibracao de Milnor e agcao da monodromia

Vamos definir aqui a acao da monodromia para isso relembramos algumas

propriedades e algumas defini¢oes classicas de topologia.

Definicao 2.12. Nos dizemos que o espaco topologico M é uma variedade n-dimensional
topoldgica se, é um espaco Hausdorff com base enumerdvel e para todo ponto a € M existe
uma vizinhanca aberta U que é homeomorfa a uma vizinhanga V' de R™. O homeomorfismo
Vv:U—=V comU C M aberto, V. C R" é chamada de carta. Chamamos a familia de
cartas U = {1p; : U; — Vi}ier de atlas de M se Uy tU; = M. Seja iy = Uy — Vs,
Y Uy — Vo duas cartas com Uy NUy # @. Entao

wg e} 1/11_1 : 1/J1<U1 N UQ) — 1/12(U1 N UQ)
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¢ chamada de aplicacao de transicao.

Definicao 2.13. Seja M uma variedade n-dimensional topolégica. M é chamada de
variedade diferencidvel, se existe um atlas cujas todas as funcoes de transicoes sao dife-

renciduvets.

Seja ¢ : (—e,e) — M um caminho continuo com ¢(0) = a numa variedade
diferenciavel, dizemos que o caminho ¢ é um caminho diferenciavel em a se existir uma
carta ¢ : U — V com a € U tal que ¢ o ¢ : (—e€,e) — R™ é diferencidvel. Podemos
entao colocar uma relagao de equivaléncia no conjunto dos caminhos diferenciaveis em a

da seguinte forma ¢ ~ ¢ se, e somente se, existe uma carta contendo a tal que,

d d

G| o=l voon

a classe de equivaléncia de ¢ : (—e,e) — M com ¢(0) = a é denotado por [¢].

Definigao 2.14. Uma classe de equivaléncia [¢] € chamado vetor tangente de M em a, o
conjunto dos vetores tangentes em a € denotado como T,M ¢é chamada de espago tangente
de M em a.

Agora damos uma outra definicao, mas ainda equivalente a defini¢ao ja esta-

belecida de espago tangente.

Definicao 2.15. Seja M uma variedade diferencidvel, a € M. Nds denotaremos por f o
germe de uma funcao diferencidvel f : U — R, onde U C M uma vizinhanca aberta de a.
Seja Enrq 0 conjunto de todos os germes de funcgoes f : U — R, com U uma vizinhanga

de a.

Definicao 2.16. Seja M uma variedade diferencidvel, a € M. Uma derivagao de Eyrq €

uma aplicacao R—linear ¢ : Enrq — R que obedece a regra do produto

0(f.9) = f(a)d(g) +(a)d(f)

para todo f,G € Enra.
Denotamos o conjunto de todas as derivagoes de €y, por Derép .

Teorema 2.17. T,M = Der&yr, e o conjunto Der&y, € um espago vetorial de dimensdao

n, logo T, M € um espaco vetorial de dimensao n .

Demonstragao. Veja Lee( 2003, pdginas 62 e 70, proposigoes 3.15 e 3.23) . O

Seja M, N duas variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacao dife-

rencidvel. Se a € M, entao f induz um homomorfismo de dlgebra f* : En @) — Enra tal
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que f*(g) =go f. A aplicagao

TafZTaM — Tf(a)N
5 > dof

é chamada de aplicagao tangente de f em a.

Dizemos que uma aplicacao diferencidavel f : M — N é uma imersao, se para
todo ponto p € M a aplicagao tangente T),f : T,M — Ty, N ¢é injetiva. E chamada de
submersao se T),f : T, M — Ty, N ¢é sobrejetiva para todo p € M.

Definicao 2.18. Sejam N, M duas variedades suaves, com N C M, N €é chamada de

subvariedade se a inclusao natural i : N — M ¢é uma imersao.

De maneira analoga a definicao de variedade diferencidvel podemos definir uma
variedade complexa. Seja M uma 2n-variedade diferenciavel se as funcoes de transicao
sao holomorfas (fazendo a identificagio natural R*® = C"), chamamos M de variedade
complexa.

Definigao 2.19. Um fibrado diferencidvel ou fibrado suave é uma quadrupla (E, 7, B, F),
onde E, B, F' sao variedades diferencidveis e m : E — B € uma aplicagcao diferencidvel so-
brejetiva, tal que para cada ponto b € B existe uma vizinhanca U de b e um difeomorfismo

Y :U X F — 71 (U) de modo que o sequinte diagrama comuta

UxF —2 71 (U)

T
Pry

U

onde Pry € a projecao canonica em U.

Neste caso (E,w, B, F') é chamado de fibrado diferencial sobre B com fibra F,

um exemplo de fibrado diferencial é o fibrado tangente T'M definido da seguinte forma

TM = | J{z} x T,M

zeM

o fibrado tangente tem estrutura de variedade diferenciavel com a seguinte carta

oL oW (U) — U xR"
(@,0) = (pal@), Topa(v))
onde, m : TM — M é a projecao canonica, ¢, : U — U’ uma carta de M e fazendo a

devida identificacao T, »)R"™ = R", a topologia de T'M ¢ a topologia induzida pelas cartas

©¥ , isto é, os abertos de T'M sao obtidos por unioes de conjuntos V' = gp(*;l (V') onde V' C
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U’ x R™ é um conjunto aberto. Resta mostra que de fato o fibrado tangente é um fibrado
diferencial para isso, dado b € M tomaremos a carta ¢ : U — U’ uma carta ao redor de b
o difeomorfismo ¢ : U x R" — 7~ (U) definido como ¥ (z,v) = (2, Typ-1(zy¢~ ' (v)) dé uma

estrutura de fibrado diferencial para o fibrado tangente, como desejado.

Definicao 2.20. Um campo vetorial X, é uma aplicacio X : M — TM; tal que o

diagrama comuta
M X5 TM

i

Onde, w : TM — M ¢ a aplicacdo projecao canonica e Id : M — M € a aplicagao
identidade.

Definicao 2.21. Seja U C M um aberto, € > 0, I = (—¢,e) C R. Um parametro de

difeomorfismo de U em M ¢é uma aplicacao diferencidvel

g: IxU—-M

Com as sequintes propriedades:
e g:U — M, a— g(t,a), € um difeomorfismo de U em um subconjunto aberto de
M para cada t € 1.
e g.i(a) = gsogi(a) para todo s,t € I com s+t € I e para todo a € U com g,(a) € U.
° gy = Id.

Todo parametro local de difeomorfismo g : I x U — M induz um campo

vetorial em U da seguinte forma

Lema 2.22. Dado X um campo vetorial de M, seja a € M. Entao existe uma vizinhanca
U de a, um intervalo I = (—¢,€), € > 0 e um unico parametro de difeomorfismo de U em
M que induz X em U.

Demonstrag¢ao. Sabemos que localmente M é difeomorfo ao R”, entao analisamos apenas
em V', onde V é uma vizinhanga de a € M difeomorfo a um aberto do R", logo podemos

escrever o campo vetorial X : V' — T'M como

para a € M,

g 0
Xa = E h](a) %
=1 !

a
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onde h; : V' — R é uma funcao C*°. Noés definimos

h=(hi, - ho):U—R"

e consideramos a equagao diferencial y' = h(y).

Pelo teorema de Picard-Linderlof, provado em Sotomayor (1979, p.50, teorema
1), dado um ponto x € V existe uma solugdo ¢, : I — V da equagao diferencidvel
Yy = h(y) com ¢,(0) = z. Entdo, existe uma vizinhanca U, de a tal que existe uma

aplicagao

g:IoxU,: — M,
(t,x) — ¢(t),

onde

5:9(t2) = hlg(t,2)) (1)
g(0,z) = =x. (2)

Escolhemos agora um e > 0 suficientemente pequeno e uma vizinhanca U de a € M, tal
que s+t € Iy, gs14(U) C Uy para todo s,t € (—¢,¢).

Afirmamos agora que g : I x U — M é parametro de difeomorfismo. Ja
temos como consequéncia direta da definicao que g9 = Idy, falta verificar entao que

gt + 5,2) = givs(w) = g, 0 gu(), mas temos que

9(s +1,2) = du(s +1) € gs 0 gu(x) = s, (5)

onde p(s) = ¢,(s+t) é uma solugao da equagao diferencidvel 3/ = f(y) com ponto inicial
o(t), por outro lado ¢y, 1) (s) j4 é a tinica solucao da equacao diferencidvel com ponto inicial
¢(t), logo pela unicidade da solugao temos g(t+s,x) = gsog;(x). Em particular, para cada
tel, temos g;og_s = gy = go = Id. Além disso, como g é diferenciavel, veja Sotomayor
(1979, péagina 215, teorema 3), temos que g; é difeomorfismo, pois é diferencidvel com
inversa g_,; diferenciavel, provando assim que g é um parametro de difeomorfismo.

Resta entao verificar que g : I x U — M induz o campo vetorial X em U, mas

usando os resultado (1), (2) e a regra da cadeia obtemos

d

Xa(?) = % 7 © gt(a) para todo 7 € EM,a-
t=0

Terminando assim a demonstracao. O
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Precisamos também do conceito de transversalidade que introduziremos a se-

guir.

Definicao 2.23. Sejam f: X — M eqg:Y — M duas aplicagoes diferencidveis, v € X
ey €Y com f(x) =g(y) =a € M. Entdao, f e g sao chamadas de transversais em x,y

Se
T, f(T.X) + T,g(T,Y) = T, M.

Dizemos que [ e g sao transversais uma a outra se f e g sao transversais em x,y sempre
que f(z) = g(y).

Se X Y sao subvariedades de M, dizemos que elas se intersectam transver-
salmente, se as inclusoes naturais ¢ : X — M e 7 : Y — M sao transversais uma a

outra.

Teorema 2.24. (Teorema de fibra¢io de Ehresmann) Seja M, B duas variedades dife-
rencidaveis e f : M — B wma submersao propria sobrejetiva. Entao f : M — B € a

projecao de um fibrado suave.

Demonstra¢ao. Sejam m a dimensao de B, t € Be ¢ : V — V' C R™ uma carta de B
no ponto t. Assumimos, sem perda de generalidade, que ¢(t) = 0. Entao V' contém um

cubo U’ pré-compacto em V’, isto é

U:={zeR" |z<rj=1-- mlel CV'

Seja U := ¢~ H(U").

Afirmacao: Existe um difeomorfismo
Y :Ux M, — f~1(U)

U><M0—>f
\lf

onde My = f7Y(t) e fot = ny. Como U ¢é difeomorfo a U’ C R™, vamos tratar
U=U C R"et =0 (aprova se mantem a mesma a menos da aplicagdo de um
difeomorfismo).

Sabemos que f é uma submersao por hipdtese, logo ela estd nas condigoes do

teorema do posto usando ele, temos que, para cada ponto em a € f~'(U) existe uma
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carta ¢, : U, — U, C R™ ao redor de a tal que

fowgl(xb... 7xn) = (x17... 7xm)-

Ademais, sabemos que f~'(U) é compacto, pois f é prépria, segue que existe uma, sub-
cobertura finita {Ux}1<a<k de {Ua},e-1(7)- Vamos continuar a prova fazendo indugao na
dimensao da imagem m.

e Casom=1
No caso de m = 1, o conjunto U é o intervalo aberto (—r,r), iremos construir agora um

campo vetorial X na vizinhanca U%_ Uy de f~*(U) de modo que,

d

Taf(Xa> = E

para todo a € f~1(U).
f(a)

Para isso tomamos o campo vetorial X* em U, definido da forma

B 0
= Tpr(@®x (a—xl ( ))
ox(a

e uma parti¢do da unidade diferenciavel {p,} associada a cobertura finita {U,}, que exite

0
XM= —
¢ On

a

pelo Lee (2003, pdgina 43, teorema 2.23), entao

SN
X=) myx
—~ 0x]
Portanto, o campo vetorial assim obtido satisfaz a condigao desejada,

d

dt ‘f(a)

Aplicando o lema [2.22] temos que para cada a € My := f~1(0) existem uma vizinhanca

W, de a, (a) > 0 e um parametro local de difeomorfismo
g% (—¢(a),e(a)) x W, = M

que induz X em W,. Desde que M, é compacto, existe uma subcobertura {Wy, }1<;<, de
{Wataenm,, tal que

p
My € Wo = W,

j=1

Seja ¢ := min{e(a;)/1 < i < p}. Se W,, N Wy, # @, induz o mesmo campo vetorial em
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Wa, N W,,, entao pela unicidade garantida pelo lema [2.22, ggo’“i)(:c) = gﬁo’a" )(:r;) sempre

que x € Wy, N W,,, com isso definimos

gO : (—60,80) X Wg — M
(t,z) +— g/ (z) onde z € W,,.

A observagao feita acima, garante a boa definigao de ¢° : (—e&g,g0) X Wy — M, e por

consequéncia direta da definicao de ¢° ela induz X em W,. Ademais, tome a aplicacao

Id x i: (—gg,&0) X (—6,0) — (—e0,6) X U}

(t7xl) — (twrhx%"' 7xn)-

Segue que h = fog’old x p;! oId x i é um parametro de difeomorfismo que induz o
campo vetorial T, f(X), por outro lado, ® : (—eg,g0) X (—=6,0) — U com ®(t,v) =t +v
também gera o campo d/dt donde, pela unicidade garantida pela lema , temos h =
e fog’t z) =t para todo z € M. Logo,

fo go|(—8o,80)><M0 = T(—ep,e0)"

De modo analogo, para cada s € [—r, r|, existe um parametro de difeomorfismo
que induz o campo vetorial X ¢°: (s — €5, 5 + &5) X Wy — M. Definimos uma extengao

das ¢g® da seginte forma

g:(=r,r) x fH((=rr) = M
(t.p) — ¢°((t),p), onde p € W,

Note que,para t € (s — e5,5 +£5) N (8’ — €y, 5 + £¢), nds temos g = g pela unicidade
garantida pelo lema [2.22] Entao, a aplicagdao g : (—r,7) x f~'((=r,r)) — M estd bem
definida e satisfaz fog(t,p) = f(p) +1t, pois f og gera o campo d/dt. Fazendo a restrigdo

da aplicagao g a (—r,r) X My obtemos uma aplicagao
(=) x My — f7H((=r,7))

com f oy = my. Para mostrar que ¢ : (—r,7) x My — f~1((=r,r)) é um difeomorfismo
é suficiente exibirmos uma inversa diferencidvel. Tome como candidata a inversa h :
Y (=r,1r)) = (=r,7) X My, onde h(p) = (f(p),g(—f(p),p)). Pelos primeiro e segundo
item da defini¢ao temos

@ o h(p) = grm) © 9-r(pm(p) = 9(0,p) = p
ho(t,p) = h(g:(p)) = (f(9:(P), 9- 10 w)) © 9:(P)) = (£, g © g:(p)) = (¢, p).
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e (Caso geral
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Para o caso geral iremos supor que hipétese de indugao é valida para m e provaremos que

¢ valida para m + 1, para isso seja U C R™*! ¢ escreveremos U = U; x U, onde

Uy = {teRt|<r}
Uy = {2 eR™ |zl <ri=1,---,m}
fo= (fio s fmr)

Como no caso m = 1, existe um difeomorfismo 1, : Uy x f~4(Us) — f~

f1 01y = my,. Pela hipdtese de indugao existe um difeomorfismo
Vo1 Us x My — f7H(Us)
com f oy = my,. Entao, a composicao
Y =10ld x 9y : U x My — f1(U)
é o difeomorfismo desejado que faz o seguinte diagrama comutar
U x M, BN ft

\lf

Terminando assim a demonstracao.

1(U1 X UQ) com

]

Mostraremos agora que dado um fibrado diferencial (E, 7, B, F') e um caminho

suave 7 : [0, 1] — B existe um tnico levantamento de caminho 7, :

[0,1] — E de maneira

"horizontal” para cada = € E, ), onde 707, = v e 7,(0) = . Para isso iremos decompor

o fibrado tangente de E em componente horizontal e vertical.

Inicialmente consideramos a decomposicao do espago tangente T, F, para cada
r € E. Seja T'E = {v € T,E|T,n(v) = 0}. O subespago T'FE ¢é chamado de espago

tangente vertical de F no ponto z e seu complemento ortogonal denotado por T'E é

chamado de espaco horizontal de E no ponto X, obviamente temos que T, F = T E®TE.

Observe que a aplicagao linear
Tymlyng : THE — Try B

¢ um isomorfismo linear.



24

Teorema 2.25. Seja (E, 7, B, F) um fibrado suave com fibra F compacta. Entdo, dado
um caminho suave v : [0,1] — B e x € 7 Y(v(0)) existe um tnico levantamento em x
horizontal, isto €, um caminho 7, : [0,1] = E com w0, =7, 7,(0) =z e7, € TL E
para todo t € [0, 1].

Demonstragdo. Inicialmente definiremos o campo vetorial X em 7~ *(y([0, 1])), onde X, =

(Tam|rng) "' (7' (t)), 0 campo X estd bem definido de forma tinica, tendo em vista que
T.E|rng : TVE — Trw B

é um isomorfismo linear. Mostraremos agora que 7~ *(v([0,1])) é compacto, ora usando
a hipétese que (E,m, B, F') é um fibrado suave temos que para cada ponto p € ~([0,1])
existe uma vizinhanga V), de p e um difeomorfismo ¢ : V, x F' — 7 1(V},)) tal que o seguinte
diagrama comuta

V><F—>7T1

\l

Como ([0, 1]) é compacto, existe uma subcobertura finita {V}, }i=1.... x de {V} }pey(o,1)) que

induz uma cobertura finita {y~*(V},) }i=1... x por abertos de [0, 1]. Seja {0 = p1,p2, - ,pip1 =

1} uma partigao de [0, 1] de modo que a distancia entre p; e p;y1 é sempre menor que o

niimero de Lebesgue associado a cobertura {y~(V,,)}iz1... 4, logo [0,1] = U._, I; onde
I; = [pj,pj+1]. Ademais, temos v(I;) C V,, para algum 7, donde o seguinte diagrama
comuta

w'W(I )X F

V(1) x F——= 7= (v(1;))

\l

Usando a compamdade de F', garantida por hipétese, temos y(I;) x F' compacto. Segue
que Y(y(I;) x F) = 7= Y(vy(;)) é compacto, pois ¥ é um difeomorfismo. Dai, obtemos a
compacidade de 7 ( ([0,1))) = Ué‘:1 7~ 1(v(;)). De modo andlogo ao que foi feito no

caso n = 1 da demonstragao do teorema [2.24] obtemos uma aplicacao diferenciavel
9:00.1] x 7} (4(0)) > E

de modo que g induz o campo vetorial X e g; : E ) — E,u é um difeomorfismo. Com

isso, a curva 7, (t) := g(t,x) tem as propriedades desejadas. ]

Teorema 2.26. Seja f(C",0) — (C,0) uma fungao analitica existem £,6 > 0 tais que

FlB.ng-1ma\fop) © Be N f71(Ds \ {0}) — Ds \ {0}



25

¢ uma fibrag¢ao suave, onde B, := {x € C";||z|| < e}, Ds := {x € C; |z| < 6}.

Demonstracao. Por simplicidade mostraremos apenas quando 0 é uma singularidade iso-
lado, mas o resultado é véalido sem essa hipdtese também, veja Seade (2005, pagina 9,
Teorema 2.2). A prova para esse caso se resume apenas a mostrar numa vizinhancga a res-
tricao da funcao nessa vizinhanga estd nas condigoes do teorema [2.24, Para isso tomamos
g9,0 > 0 suficientemente pequenos, tais que, f~1(¢) se intersecta transversalmente com
Se :={x € C"; ||z|| = e}, sempre que t < § e € < g, a existéncia de gy e § é garantida por
Ebeling (2007, pagina 41, lema 3.5). Afirmamos que f : S. — C ainda é uma submerssao,
com f(S.) C Ds e a tnica singularidade de f em B. é o zero. De fato, caso ela nao seja
submerssao existe p € S., de modo que f'(p)(v) = 0 para todo v € T,S.. Por outro
lado, f'(p)(v) = 0 para todo v € T,,f~*(f(p)). Segue da defini¢ao de transversalidade que
f'(p)(v) = 0 para todo v € T,,C". Absurdo pois, 0 é uma singularidade isolada.
Ademais, se p € Int(B:)\ {0}, j4 temos que é uma submerssao pela hip6tese de
singularidade isolada. Entao, diminuindo o § se necessario para que Ds C f(B:), temos

que a aplicagao

flB.ns-1ms\jop)  Be N F7H(Ds \ {0}) — Dy \ {0}

¢ uma aplicagao sobrejetiva, ela também é propria pela continuidade da aplicacao tendo em
vista que f~Y 5.n F1y\{oy) (K) é um fechado dentro de um compacto, portando compacto.
Estando assim, nas condigoes do teorema terminando a demonstragao. Essa mesma
construgao pode ser feita para qualquer p € f~1(0).

m

Definicao 2.27. O fibrado suave
FlBns-1ma\fop) : Be N f71(Ds \ {0}) — Ds \ {0}
¢ chamado de fibragcao de Milnor e a fibra
Mgy == f~'(z) N Bz € Ds \ {0}

¢ chamada de fibra de Milnor de f no ponto O e estd unicamente determinada a menos

de um difeomorfismo.

Seja v : [0,1] — Ds \ {0} uma curva definida da forma

2imt

v(t) = ze
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onde, z € Dy \ {0}. Usando o teorema temos uma fungao continua

hy : Moy — Mz

y = ().

Definicao 2.28. A aplicacdo h, : H, (M) — H.(M( ) induzida por h, € chamada

de acao da Monodromia de f.

Exemplo 2.29. Seja f|p.nr-1ms\ o) @ B: N f7HDs \ {0}) — D5\ {0} wma fibragao de
Milnor, analisaremos quem € hy : Ho(M 40y, C) = Ho(Ms0y,C), ora temos pelo exemplo
que [x] = ly| para qualquer que seja x,y € M), por outro lado, o levantamento
hy = Moy — My leva um ponto em outro. Logo hg = Id.

2.4 Explosao Blowing-up (Resolugao de singularidades)

O espaco projetivo complexo ]P’g_l, podendo ser escrito simplesmente por P!,
pode ser definido de vérias formas, uma delas é definir como o conjunto de subespagos
complexos de dimensao 1 em C", e outra forma é definir como o grupo quociente C™ \
{0}/ ~, onde ~ é uma relacdo de equivaléncia da forma = ~ y se, e somente se, © = \y,
onde A € C\ {0}. Uma observacio importante a ser feita é que o P! tem estrutura
de uma (n — 1)-variedade complexa. De fato, para cada ponto p € ]P’g’1 existe uma
vizinhanga U; que é homeomorfo a C"~!. Dado uma classe de equivaléncia [z] € Pg_l,
sabemos que qualquer representante z da classe [z] é diferente de 0, entao existe ao menos
uma coordenada de modo que z; # 0. Tomamos o aberto U; := {[y] € P¢/y; # 0} e a

carta

0 C1 = U

(yh'” 7yn—1) = [(yla 7,%‘—1»17%‘7“' 7yn—1)]

é homeomorfismo entre C"~! e o aberto U;. Seja f: (C",0) — (C,0) um germe de funcao
analitica construiremos a explosao de f no ponto 0, primeiro tomaremos a aplicacao

quociente. po : C*\ {0} — P! de modo que py(z) = [z], definiremos o conjunto

~

C™ = By(C") := Gr(p,) = {(x, po()); 2 € C*\ {0}} C C" x P!

onde, Gr(pg) é o grafico de pg. Um fato importante é que C™ tem estrutura de uma

n—variedade complexa, para isso tomamos a projegao

. m n—1
P?"ngl . C — P(C
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-1

que é a projecao canonica de C™ em ]P’g_l, tomamos entao U’ := Pr_,",(U;) e o homeo-

Pt
morfismo ; : C* — U’, onde
Oi((21, 20, s zn)) = (21 - (22, 2, L zign - 5 2n), [22, 5 2is L, Zigens 5 2])
note que se z; = 0 entdo @;(z) = (0, 22, -+, 2, 1, 2ix1, -+, 2,)). Com isso a explosao ou

"blowing-up”de C™ no ponto 0 é a projegao m : By(C") — C", onde 7 é a restri¢ao de

men 2 C" x P! — C" ao subconjunto By(C™). Com essa defini¢ao, temos que

T gmamrqoy : C" \ 7 {0} = C™\ {0}

¢ um isomorfismo e definimos os conjuntos

S
i
>]\

e
I

{(0,[z]) € C" x P"7/[a] € P"'} = {0} x Pt =

Bo(f(0)) == 7 1(£71(0) \ {0}).

FEy é chamado de divisor excepcional da explosao e By(f~'(0)) de transformada estrita
da aplicagao f : (C",0) — (C,0) associada a explosao 7 : By(C") — C". Podemos
ainda generalizar a definicao de explosao para qualquer variedade complexa, seja M uma
n-variedade complexa e p € M existe um aberto U em M que é homeomorfa a um aberto

A C C™ tomaremos entao

onde 7: O™ — C" é a explosao de C" no ponto 0 € A C C", temos entao

0, \ 7 '(0) = A\ {0} = U\ {p}.

Entao, definimos a variedade complexa ]\/4;, formada pela colagem de M \ {p} com (A]p,
intuitivamente é a substituicao do ponto p pelo espaco projetivo Pg’l, portanto definimos
a explosao como a aplicagao m, : M;, — M, novamente tomando Ej, := 7, L(p), obtemos

um isomorfismo

7T;D:]\/4\17\Ep_>]\4\{p}-

Definigao 2.30. Seja f : (C",0) — (C,0), um germe de aplica¢iao holomorfa. Diremos

que uma resolugao mergulhada do conjunto V(f) definida pela pré-imagem do zero pela
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f (isto ¢ V(f) := f~1(0)) é uma aplicagio prépria ¢ : Y — C", que satisfaz as sequintes
propriedades.
e Y ¢ uma variedade complexa suave.
e p: Y\ ¢ 1(0) = C"\ {0}, é um isomorfismo.
o o Y (V(f)) tem apenas cruzamentos normais em Y, isto € para cada ponto p € Y
eziste uma vizinhanga U, e sistema reqular de coordenadas locais (z1,--- , z,) da
vizinhanga, tal que as componentes irredutiveis de o~ (V(f)) contendo p é gerado

por um dos z; = 0.

Chamamos o conjunto =X (V(f) \ {0}) de transformada estrita da resolugao.

Sabemos por Hironaka (1964) que sempre existe uma resolugdo mergulhada

formada por uma sequéncia finita de explosoes.
s TPm—
Y=Y, Y, , == ... 5¢C"

com ¢ =mo---0m, e p; ponto singular de ¥;_;. Em seu trabalho Denef (1987) mostrou
que para cada componente irredutivel E; de ¢ =1 (V(f)) existe um par de nimeros inteiros
nao negativos (N;,v;) chamado de dados numéricos associados a resolugdo ¢ : Y — C”

de modo que

fo(p — /U/'Z:{Vl"'Z;ZVT
O (doy A+ Ndwy,) = v-207 2y A AN dz,

onde u e v sao unidades em Oy, ist6 é, u e v nao se anulam em p.
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3 CONJECTURA DA MONODROMIA

Nesse capitulo falaremos sobre a conjectura da Monodromia sobre os resultados
ja obtidos e um leve estudo sobre como eles foram obtidos e por quem, para isso iremos
preparar o terreno para o enunciado da conjectura.

Trabalharemos aqui com a fungao zeta de Igusa. Seja f € C{xy,--- ,x,} uma
fungao analitica nao constante e 7 : ¥ — C" uma resolugao mergulhada do conjunto
analitico V(f). Sejam E; com i € T os componentes irredutiveis de 7=1(V(f)). Para

cada subconjunto I C T definimos os conjuntos Eoi, Ere E; da seguinte forma

E, = ﬂE

iel
J#i
E[ = EI\UEZ
¢l

para cada ¢ € T, chamamos de N; a multiplicidade de E; como zero de forev; — 1 a
multiplicidade de E; no divisor de 7*(w), onde w é uma n-forma nao nula em C". No
caso w = dxq A - Adx,, os pares (N;, v;) coincidem com os dados numéricos da resolugao
m:Y — C". Com isso definimos a funcao zeta de Igusa da seguinte forma.

Definigao 3.1. A funcao zeta de Igusa de f:C" — C €

1

Ziopo(frw,s) == Z X(EO'I Na (x)) H P

IcT i€l

Onde x denota a caracteristica de Fuler-Poincaré. Quando tivermos x =0 e w = dx; A

.-+ ANdx, denotaremos apenas como Z(f,s).

Conjectura 3.2. Seja f € C{zy, - ,2,}. Se sy € polo da fungao zeta de Igusa Ziop(f, s),
entdo €20 ¢ qutovalor da monodromia local H;(Mf4),C) para algum i € {0,1,2,--- ,n—

1} e algum ponto complexo x € f~1(0).

Muito ja foi feito no sentido de se, provar essa conjectura, que ja foi feita
completamente para n = 2 pelo Loeser (1988) e diversos autores demonstraram casos
parciais para n = 3, aqui serd dado as ideias da demonstrogao quando f € C{xy, z9, x5}
define um conjunto analitico com singularidade super-isolada e polo sy # —3/d e para

polinomios homogéneos f € Clxy, zq, 23] com x (P2 \ {f = 0}) # 0.
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3.1 Caso singularidade super-isolada

Veremos aqui o caso em que f € C{xy,xq,23} define uma superficie super-
isolada e o polo sy diferente de —3/d, onde d é a multiplicidade de f. Isto é f = f; +
<o« 4 fi+ -+ com f; homogéneo de grau 7 e f; nao nulo.
Definigao 3.3. Um germe (V,0) de superficie em (C3,0) é chamado super-isolado (SI)

quando € mecessario apenas uma explosao para obter uma resolugao merqgulhada.

Temos ainda uma definigdo equivalente para S.I. Seja (V,0) obtido por f :
C?® — C uma fungao analitica da forma f = f; + ---, entao dizemos que (V,0) é um
germe de superficie S.I. se Cyqyq1 N Sing(Cy) = &, onde Cyiq = {far1 = 0} e Sing(Cy)
¢ o conjunto das singularidades de C;. A equivaléncia das definigbes é garantida por
Artal-Bartolo (1994, pagina 19, teorema 3.11).

Definicao 3.4. Uma aplica¢ao racional de uma variedade X para uma variedade Y,
escrita como uma seta tracejada f @ X --» Y, € uma aplicacdo diferencidvel de um
aberto nao vazio U C X para Y. Uma aplicagao birracional é uma aplicagcao racional
f: X --+Y para qual existe uma outra funcao racional de' Y para X inversa a f. Uma

aplica¢ao birracional induz um isomorfismo de um aberto de X para um aberto Y .

Teorema 3.5. Seja 7 :V --» X uma aplicacdo birracional prépria entao

Ziop(frw, 8) = Ziop(f o m, 1% (w), 5).
Demonstragao. Veja Veys (2001, pagina 22, teorema 5.6). ]

Defini¢ao 3.6. Uma estratificacio de um conjunto X é uma parti¢ao {Sx}er de X, tal
que.
e Cada Sy, chamado de estrato de X, ¢ uma variedade suave.

e Se §>\1 N S)\z 7£ @, entao S)Q C §>\1'

Vamos precisar ainda do seguinte teorema que pode ser achado em Artal-
Bartolo et al (2002, pagina 610, Teorema 1.2).
Teorema 3.7. Seja X = Uycr. S\ uma estratificacao finita de X tal que para cada x € X
a fungdo zeta de Igusa Zyy, . (f,w,s) de x, depende somente do estrato Sy que contem o

ponto x. Chamaremos de Zip s, (f,w,s) a funcao zeta associado com o estrato Sy, entdo

Ztop(f7 w, S) = Z X(S)\)Ztop,s,\<f7 W, S)‘

AEL

A ideia da demonstragao desse Teorema é tomar uma resolucao de f e w, de

modo a reorganizar os termos de um lado para igualar aos do outro.
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Teorema 3.8. Seja [ € C{xy, 29,23} que define um S.1, tal que f = fq+ far1 +---.

Entao,

X(P"1\ Ca)

B X
Ztop(fa S) - 3+ds + (3—|—d5>(5+1)
g

PeSing(Cq)
Onde w := dxy ANdxo ANdz e g¥ : (C2,0) — (C,0) é uma fungdo analitica.

Demonstragao. Pela equivaléncia da definigao de S.I, temos que Cyi1 N Sing(Cy) = 2.
Portanto, Sing(Cy) é finito. Definiremos Cy := O\ Sing(Cy) C P? e tomamos a explosio
7. C3 - C uma explosdo sobre a origem de C®. Definimos uma estratificacao de
710} ~ P2, da seguinte forma:

1. Os estratos 0-dimensionais sao S? := {P;} onde P; € Sing(Cy);

2. O estrato 1-dimensional é S := Cy;

3. O estrato 2-dimensional é S? := P?\ Cj.

Dado um ponto P € Sing(Cy), tomamos a carta ao redor de P, de modo que,
colocando nas coordenadas locais obtidas pela carta nessa vizinhanga U obtemos (sem
perda de generalidade vamos supor que P € Us) 7 |y (k,y1,y2) = k.(y1,v2,1). Segue
que nessa vizinhanca, £ o 7(k, g, y2) = K4(fa(yr, vo, 1) + h(fars (g, 92, 1) + ) e, para
facilitar as contas, denotamos h(k,y1,y2) = k(fis+1(y1,y2,1) + ---). Derivando h com
relagdo k e usando que Cyi1 N Sing(Cy) = I, temos

ah(ka Y1, y?)

oF = far1(y1, 42, 1) +--- #0.

Usando o Teorema da submerssao local existe uma mudanga de coordenadas local z, z1, o

de modo que h(z,x1,22) = 2 = k(fap1(y1, y2, 1) +-- ) e dividindo por fay1(y1,y2,1) +---

obtemos
1
k= z.
(far1(y1, y2,1) +-++)
Segue que
fom(z,x1,29) = u.2%(z — g¥ (21, 22)),
onde u = ——— é uma unidade e g é a funcao f; escrito nessas coordenadas. De modo
fd+1+'“
analogo, para cada ponto em S!, temos que existe uma mudanca de coordenadas local

d

(2,21, 72) tal que fom(z,21,79) = 2%.2; e para cada ponto em S? temos uma mudanga

de coordenada locais tal que, f o m(z, 21, z2) = 2% Ademais, temos 7*(dy; A dya A dysz) =
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22dx; A dxoy A dz aplicando entao os teoremas e obtemos finalmente

X"\ Ca) (Ca)

X\Lq
Ziop(f,s) =
ton( /) 3+ds Brds)st1)
+ Z ZtOPJD((Z_gp(x17$2))zd722w73))'
PeSing(Cy)
]
Teorema 3.9. Se P € Sing(Cy) entao
Zuop (= = 9" 1, 2))2%, P5) =+ (04 1) (e = ) Zigal” 1)
top, 1,42 9 ) n (t — S) (S + 1) n top,0 s V).
Ondet =3+ (d+1)s.
Demonstragao. Veja Artal-Bartolo et al (2002, pdgina 613, Teorema 1.11). H

Corolario 3.10. Seja f € C{xy, x93, 23} que define um S.I. Entao, a fun¢ao zeta de Igusa
de f €

x(P?\ Ca) x(Ca)
3+ds (34 ds)(s+1)

+ > (% +(t+1) (m - %) Ztop,P(gP>t)) :

PeSing(Cy)

Ztop(f7 S) -

ondet =34 (d+1)s.

Lema 3.11. Seja (V,0) um germe de uma superficie super-isolada (S.1.) definida pela
fungdo holomorfa f : (C3,0) — (C

,0) com f = fq+---. Entao, o polindmio caracteristico
da monodromia local em Hy(M g0y, C

) € dado por

(14 — 1)XB*\Ca)
t—1

Ao(t) = IT ares,

PeSing(Cq)

onde AF(t) é o polinomio caracteristico da agdo da monodromia complera do germe
(Cq, P) em Hi(Myr .y, C) e como visto no exemplo temos que 1 € o unico auto-
valor de Hy(My,), C).

Demonstragao. Veja Artal-Bartolo (1994, pagina 44, Teorema 3.6.4). m

Agora iremos demonstrar o primeira caso da conjectura.
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Teorema 3.12. Seja f € C{xy, w9, 23} definindo uma S.I. com cone tangente Cyq C P2
Entao, vale que.
i) Os polos de Zy,p(f,s) estio contidos no conjunto {—1,—3/d} U {— Zﬁ’N }, onde
—v/N € polo da funcio Zi,p p(g”,s), para algum P € Sing(Cy).
i) Se so # —3/d é um polo de Z,p(f,s), entdao e*™° ¢ autovalor da monodromia local
H;(M(s4),C), para algum x € f~'{0} e algum i € {0,1,2} .
iii) Se sg = —3/d e alguma dessas condi¢oes a sequir vale, entdo e*™% & um autovalor
da monodromia de f.
a) x(P?\ Cy) > 0.
b) so € polo de Ziyp p(gh,t) e x(P*\ Cy) = 0 para algum ponto P € Sing(Cy).

Demonstracao. Usando o corolério 3.10, obtemos

X (P? \ Ca) X(éd)
3+ ds (3+ds)(s+1)

2 (e (g i) Awets).

PeSing(

Ztop(f7 5)

+

com t = 3+ (d+1)s. Usando as propriedades da caractristica de Euler, temos y(P?) = 3
e x(Cq) = 3 — x(P?\ Cy) +r, onde r = #Sing(C,). Fazendo as devidas substituicoes,

obtemos

X(P2\ Cy)(s+ 1) +3 — x(P?\ Ca) rt
Ztop(f? 5) (8 1 3 ds) (3 + dS)( 1)
1 1 1 P
D e > (e (o i) )
sx(]P2 \Cq)+3 1 R.
(B+ds)(s+1) t(3+ds)(s+1)
onde
R = > ((s+D)B+ds)—t+(t+1)(t— (s+1)(t—5) Ziprlg".1))
PeSing(Cy)
= 3 (s(s+2ds) — s(2+ 2ds)(t + 1) Zuop,p (9", 1))
PeSing(Cy)
= —s(2+2ds) D ((t+1)Zigpr(g”. 1) — 1).

PeSing(Cy)

Segue que
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sx(P?\Ca) +3  s(s +2ds)

Ztop(f7 S) = (3_|_d3)(3—}-1) t(3+d3)(5+1)

ST (D) Zur(g” 1) — 1),

PeSing(Cy)

Pelo Artal-Bartolo et al (2002, pagina 613, observagao 1.10), temos Z;,, p(g7,0) = 1 e,

entao t = 0 nao é polo de

(t+1)Zopp(g”,t) — 1
; )

Portanto, os polos da fungao zeta de Igusa estao no conjunto {—1,—3/d} e quando t é
polo de Z,, p(gF,t). Mas os polos de Zi,, p(g7,t) sao da forma t = —v/N. Assim, se t é
polo de Z;,, p(g”,t), temos

v v+ 3N
—— = 1 =
N 34 (d+1)sy = s @T DN

O que demonstra o item 7). Para o item %) sabemos que 1 = ¢ 2™ j4 ¢ autovalor da

monodromia de Ho (M0, C) pelo exemplo [2.29] entao resta apenas o caso sy = —%,
onde s = —v/N, que é um polo de Z,, p(g",t). Logo, como a conjectura para o caso das

curvas ¢ valido, veja Loeser (1990, pagina 17, Teorema IV.2.1), obtemos que P a polo

de AP(t). Ademais,

_ 2im(v+3N) . v+3N . . .
(6 @TON )d+1 _ 6—2171' S 6—2171’%.6—6’L7T _ 6—2171'%'

Donde, se (e2™0)4 =£ 1, temos

v+ 3N P(( 2imso\d+1 i
L OHBN b imgaety _ g p gt _
i (i (et
Se (e%™0)d = 1, vamos provar que sy = —3/d. Ora, se (e?™°)¢ = 1, entdo so.d € Z* e

existe £ € N de modo que

v+ 3N
(d+1)N

k
:>(v+3N)d:k(d+1)N:>%:k+a—3.

Sp —

No caso de curvas planas temos 0 < v/N < 1, veja demonstra¢do Denef (1990, pdgina
375, Teorema 5.2.4). Entao,
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k 1 3d 4d
k+--3<1 E(1+-=) <4 — <k —<4
0< +d 3 :>3<(+d) :>d+1< d+1<

Quando d > 2, temos 2 < k < 4 = k = 3 e portanto,

N d " a

Quando d =1 ,temos 2 < k < 4 e como ja fizemos o caso k = 3, suponhamos entao k = 2.

Entao,

%:1:1:3+230:30:—1:e—%:1
que ¢é autovalor de Hy(Myp),C), pelo lema |3.11] terminando assim o item 4i). Para o
item i) basta usar o lema [3.11} De fato, se (€?™0) = 1 e y(P?\ C;) > 0, entdo

iTs <<€2i7rso)d — 1)X(P\Cd) iTs
Aale™) = Ty [T afemt=o
PeSing(Cy)

E caso x(P*\ Cy) = 0 e so = —3/d seja polo de Zyyp, p(gp, s) para algum P € Sing(Cy)
pelo lema |3.11] temos

A2(6227rso> _ g H Af((emﬂ'so)d—l—l) _ 07
PeSing(Cy)

o que termina a demonstracao. 0

3.2 Caso polindmio homogéneo

Veremos aqui que a conjectura vale para o polinémio homogéneo f; € Clzy, z9, x3)
de grau d > 0, tal que x(P? \ Cy) # 0. A prova seguiréd a ideia do trabalho de Rodrigues
e Veys (2001). Inicialmente demonstraremos que a conjectura é valida para o candidato
a polo —3/d e depois para os outros candidatos a polo. Iremos separar as componentes
irredutiveis E; de 7= (V(f4)), diremos que i € Ty se, e somente se, F; ¢ um componente

irredutivel da transformada estrita.

Teorema 3.13. Se f; € Clxy, xo, 23] é um polindmio homogéneo ndo constate de grau d

entao vale as sequintes propriedades.
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o By = Bo\UpoBi = B2\ {f = 0}, onde By = 71(0) e {f = 0} = {lx]
P%4/fa(x) = 0} que estd bem definida pela homogeneidade da fungio f;: C* — C
L] N() =de Vg = 3

Demonstracdao. Provaremos o primeiro item por inducao no numero de explosoes, se a
resolucdo 7w : Y — C3 for formada por apenas uma explosdo, entdao temos que pela

consequéncia imediata da construcao dela, como ja comentado, que
Ey =71(0) = {0} x P2 = PZ.

Por outro lado, temos

T (V(fa) = U E; = FEyUr(V(fa) \ {0})

1€

intersectando com F, obtemos

Eyna(V(fs) = {0}) = Ean | J E:.
i#£0

Mostraremos que Fo N 7= YV (fq) —{0}) = {fs = 0}, de fato tome (0,[z]) € Ey N
71 (V(f;) — {0}) e tomando a carta p; : C* — U; de C3, onde U; contém (0, [z]), te-

mos

deai:CS — (C

(20’21’ . ,Zn_l) — (zo)dfd(zl,--- ,Zi_l, in__. ,Zi_l).

Por outro lado, existe entdo uma sequéncia (x,, [#,]) € V(fa) \ {0} que converge para

(0, [z]), tomemos entao y,, := ¢ (2, [r,m]), fazendo a composigao

fd © Qp(ym) = (ygn)dfd(z}na T 7277711_1)'

Ademais, se z,, # 0 temos pela cara da carta que 22 # 0 e, portanto, fa(zl -+ 271 =
0. Aplicando o limite obtemos f;(x) = 0, onde x é um representante da classe [x] € P,
donde Ey N 7= Y(V(fq) \ {0}) C {0} x {fs = 0}. Para mostrar a outra inclusao basta

tomarmos a sequéncia z,, = ~x onde, [z] € {f; = 0}, pela homogeneidade, temos f(z,) =

0 para todo n € N com, lim(x,, [z,]) = (0, [x]). Portanto

Egna=t(V(fa) = {0}) = {0} x {fa = 0} = {fa = O}.

Entdo, para uma explosao 7= 1(0) \ 7= (V(fs) \ {0}) = P%\ {fs = 0}, vamos mostrar que
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se é valido para (k — 1)-explosoes entao a propriedade em questao vale para k-explosoes.
Yi =% pp € Yoy 25 ... T €8

Denotamos por ¢;, a composicao das ¢ primeiras explosoes, afirmamos que

o 0\ o, (V(f) \ {0}) = m, (0321 (0) \ o (V () \ {O}))-

De fato, tomando p € ¢;'(0) \ ¢ ' (V(fa) \ {0}), como p € ¢, (0) = =, (¢, '1(0)),
obtemos de imediato m,, (p) € ¢ '(0). Sabemos também que as explosoes sdo feitas

nos pontos singulares, entdo p, € ¢ ' (V(f1)\ {0}) usando o fato de que p € Ep \

or ' (V(f2) \ {0}), temos que p é um ponto regular, entao existe uma vizinhanca dele que

é isomorfa a uma viznhanga de Y;_;. Portanto, se 7, (p) € ¢, (V(fa) \ {0}, existiria
uma sequéncia y,, € ¢; ' (V(fs) \ {0}) que converge para ,, (p) e aplicando a inversa
obtemos que x,, := m (yn) converge para p. Absurdo, pois ., € ¢, (V(fq) \ {0}) e,

entao,

o 0\ e (V) \ {0}) € m, (021 (0) \ 71 (V(fa) \ {O})).

A outra inclusao é obtida pela fato que

o (V(£) \{0}) € mp (022 (V (fa) \ {0}))

donde

T (521 (0)\ 0, 5 (V(£2) \{O}) € 7 (0) \ oo, (V () \ {O}),

mostrando assim a igualdade desejada. Ademais, p, € ¢; ', (V(f4) \ {0}), tendo assim

um issomorfismo

e (0121 (0) \ 5y (V(fa) \{0}) 2 0, 2,(0) \ o2y (V(f) \ {0}

que pela hipétese de indugao é isomorfo a P4 \ {f; = 0}. O outro item obtemos por
Rodrigues e Veys (2001, pagina 432, observagao 1.4.3). O

Lema 3.14. Para z € f~{0} seja AZ(t) o polinémio caracteristico da ag¢do da monodro-
mia em H;(Msz),C) parai=0,1,2. Entdo,

2

H(A?(t))_l(iH) _ H(l . tNi)—X(E?ﬂwfl{:C})'

1=0 ieJ
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Em particular, se x =0, f homogéneo de grau d e usando o primeiro item do
teorema [3.13, temos

2

[Ta@)™" = (1 — e,

1=0

Demonstra¢ao. Veja A’campo (1975 pagina 235. teorema 3). O

Pela segunda parte do lema [3.14] e pelo teorema [3.13] temos de imediato que
se x(PZ\ {fs = 0}) # 0 entao e~d" 6 um autovalor da acio da monodromia H;(My0),C)
para algum ¢ = 0, 1,2. Resta entao ver os outros candidatos a polo da funcao zeta de Igusa.
Para isso, precisamos ver de algumas definicoes e propriedades antes. Dado f : C* — C
um polinémio homogéneo, definimos as fungoes polinomiais f; : C* — C colocando z; = 1
em £, isto ¢ filw,y) = f(Lawy), falw,y) = (2,1,9) e fyle,y) = f(@,9,1). Queremos
Mostrar que se A é autovalor da agao da monodromia H,(My, »), C), entdo A é autovalor
da a¢do da monodromia de H;(My,),C) para algum i = 0,1,2 e algum ¢ € f(0), para

isso tomamos uma resolugao de f; : C*> — C da forma

hj = W‘ﬂ—l({szl}) : 7T71({$j = 1}) — Cz

fazendo a devida identificagao {z; = 1} := {x € C*z; = 1} = C% Com isso, temos que
as componentes irredutiveis E; de h; ' (f;71(0)) sdo da forma E; Nw~'({z; = 1}), entao

usando o lema (3.14] temos que

2
b —10i+1) —10+1)
[Tk =] =

=0 1=0

onde ¢ é o correspondente a b pelo isomorfismo {z; = 1} = C2. Portanto, se A é um
autovalor da monodromia local em Hy(My, ), C) para algum ¢, também é autovalor de
H;(M.),C) para algum i = 0,1,2.

Seja h : Y — PZ uma resolugao mergulhada de {f; = 0} C P%, Podemos

definir de maneira anédloga a funcao zeta de Igusa a funcao zeta projectiva.

Ztep,prog fd» ZX 51 H *+N*

IcT

onde &; sao os componentes irredutiveis de b= ({ f; = 0}) e (N}, v}) sao os dados numéricos
associados a componente &;, no trabalho de Rodrigues e Veys (2001, pagina 432, ob-
servagao 1.4.3) é mostrado que para cada i € T existe j € T tal que E; N Ey é isomorfo a

&; formando uma bijegao entre T\ {0} e 7. Além disso, é mostrado que se E; N Ey = &,



39

entao (N;,v;) = (N}, vf) com isso temos

1 . 1 1
ZiopJa:8) = 5740 2 ]l v+ Nis 3+ 75 Ziopros(fa: ),

0eICcT icl

pois x(ErNa=1(0)) = x(0) =0, se 0 ¢ I. Logo, se s é polo da funcao Z.,(f4, s) diferente
de —3/d, entao ele é polo de Zypp proj(fa, S)-

Teorema 3.15. Seja f; € Clxy,x9, 23] \ C um polindmio homogéneo de grau d tal que
xX(P2\ Cy) # 0. Entdo se, so € polo de Zyop(fa,s), entio €*™° é autovalor da monodromia

local de fy para algum ponto de f;'{0} .

Demonstragdo. J& provamos que para o polo so = —3/d a conjectura vale quando x (P \
{fa=0}) #0, isto é, e~a" é autovalor da monodromia local em H;(M,0), C) para algum

i =0,1,2, resta mostrar para os polos sy # —3/d, mas como j& comentado

1
Ztop(f7 8) = mztop,proj (fa 3)'
Logo, so ¢ polo da fungao zeta projetiva, sabemos que sy = —v;/N; para algum j € T e

pela demonstragdo de Denef (1990, pagina 374, Teorema 5.2.1), temos #(&; \ 5]) > 3 ou
j €T,

Vamos supor que j ¢ Ts e #(&; \53) > 3, entao &; também ¢ um componente
irredutivel da restrigio de m : J) — P24 a uma carta, que forma resolugao mergulhada de
fj_l(()) para algum j = 1,2,3 por Loeser (1990, pagina 12, Teorema I11.3.1), temos que
e?™s0 & autovalor da monodromia local em H k(M(s, 1), C), segue que também ¢é autovalor
da monodromia local em H;(M,,C) para algum ¢ € f~*(0) e l € {0,1,2}. Se j € T,
podemos achar um ponto regular ¢ € f~(0) tal que 7=!(c) N on # (), como consequéncia
da regularidade de ¢, temos 7~ !(c) N Ej =~ {c}ex(rl(c)N EJ) # 0, por outro lado,

2i7rvj Nj
1-— (e Ni ) = 0.

Entéo, usando o lema [3.14, e o fato que x (7~ (c) N EJ) £ 0, temos que €27 é um zero

ou polo de []>_, A%(z), terminando assim a demonstrago.

O
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4 CONCLUSAO

Estudamos inicialmente a conjectura da monodromia com o objetivo de ver
alguns casos onde ela vale e vimos pelo teorema [3.12|que a conjectura vale quando f induz
uma singularidade super-isolada e polo diferente de —3/d e também vimos pelo teorema
que também vale para polinomio f homogéneo nao constantes com x(PA\{f = 0}) #
0. Esses resultados foram obtidos tomando por base os trabalhos de Rodrigues e Veys e
Bartolo.
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