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RESUMO

O Teorema da Aplicagdo Inversa (TAI) € um importante resultado de andlise, que estabelece,
mesmo que localmente, a existéncia de uma aplicacdo inversa continuamente diferencidvel
de uma dada aplicacdo. Tendo em vista a sua importancia, esse trabalho visa sua detalhada
demonstracdo. Primeiramente, faremos uma exposi¢ao de todos os pré-requisitos necessarios.
Em seguida, provaremos alguns resultados que nos serao uteis na posterior demonstracao do TAIL
Também analisaremos algumas aplicacdes, a saber, o Teorema da Funcao Implicita, o método
dos Multiplicadores de Lagrange e a Forma Local das Imersdes e Submersoes. A fim de dar uma
ideia mais ampla e mostrar que o TAI tem validade em outros ambientes, daremos uma visao
basica, mas suficiente, de Superficies Euclidianas. Posteriormente, enunciaremos e daremos a
devida prova do TAI entre Superficies Euclidianas. A partir dai, estenderemos mais ainda nosso

ambiente para Variedades Diferencidveis.

Palavras-chave: teorema da aplicacao inversa; teorema da fun¢do implicita; multiplicadores
de Lagrange; forma local das imersdes; forma local das submersdes; superficies euclidianas;

variedades diferenciaves.



ABSTRACT

The Inverse Function Theorem (IFT) is an important result of analysis, which establishes, even
locally, the existence of a continuously differentiable inverse application of a given map. In
view of its importance, this work aims at its detailed demonstration. First, we will make an
exhibition of all the necessary prerequisites. Next, we will prove some results that will be
useful in the subsequent demonstration of the IFT. We will also analyze some applications,
including the Implicit Function Theorem, the Lagrange Multipliers Method, and the Local Form
of Immersions and Submersions. To give a broader idea and show that the IFT has validity in
other environments, we will give a basic but sufficient view of Euclidean Surfaces. Later, we
will enunciate and give due proof of the IFT between Euclidean Surfaces. From there, we will

further extend our environment to Smooth Manifolds.

Keywords: inverse application theorem; implicit function theorem; Lagrange multipliers; local

form of immersions; local form of submersions; euclidean surfaces; smooth manifolds.
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1 INTRODUCAO

A Andlise € uma teoria matemadtica que surgiu das diversas transformagdes do
Calculo. Os conceitos iniciais da Andlise, a saber, os de derivada e integral, expressam-se
através das nog¢des de limite e convergéncia, que, presentemente, sdo consideradas em toda a sua
generalidade por uma ou outra teoria, por exemplo, a Topologia (ramo da matemética que estuda
os espagos topoldgicos'), que surgiu em meados do século XIX. Sendo assim, do ponto de vista
da Anélise, uma abordagem atual do estudo de func¢des passa, inevitavelmente, pelo estudo dos
aspectos topoldgicos, ou seja, da topologia dos conjuntos, onde estas sao definidas.

Ao longo dos ultimos trés séculos, matemdticos de varias partes do mundo foram
protagonistas para tornar a Andlise como conhecemos hoje. Dentre esses, podemos destacar o
eminente matemadtico italiano Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Acredita-se que foi devido
a ele o que conhecemos hoje como Teorema da Aplicacao Inversa. Esse resultado € um dos
mais importantes dentre aqueles ligados ao conceito de Diferenciabilidade. O presente trabalho,
assim, tem como objetivo geral fornecer ao leitor todo o aparato necessdrio para a compreensao
do enunciado e demonstracdo do TAI no R”. Adicionalmente, mostraremos algumas aplicagdes.
Além disso, apresentaremos brevemente como este teorema pode ser visto em Variedades
Diferencidveis.

O TAI estabelece que uma aplicagio de classe C¥, f: U C R™ — R™, definida
num aberto U € R™, cuja derivada num ponto a € U € um isomorfismo, quando restrita a um
certo aberto B 3 a, tem como imagem um aberto V = f(B) 3 f(a), sendo tal restricio um
difeomorfismo de B sobre f(B). A forga deste teorema, que € de caréter local, reside no fato de
que uma propriedade facilmente verificavel, a saber, a bijetividade da derivada de uma funcao
num ponto, implica numa propriedade bastante especial da funcdo numa vizinhanca deste ponto,
a de ser um difeomorfismo.

Para a leitura desse trabalho, como pré-requisitos, recomendamos conhecimentos
elementares de Algebra Linear e um bom dominio dos conteudos iniciais de Anélise na Reta, a
saber: numeros reais, sequéncias de nimeros reais, topologia da reta, limites de funcdes, funcdes
continuas e derivada. Sugerimos a leitura, para Algebra Linear, (LIMA, 2012) e, para Andlise
na Reta, (AVILA, 1999), (FIGUEIREDO, 2015), (LIMA, 2020a), (LIMA, 2007) ou (RUDIN,
1976).

1

Espacos topoldgicos sdo estruturas que permitem a formaliza¢io de conceitos tais como convergéncia, conexi-
dade e continuidade.
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No capitulo 2 desse trabalho, apoiamo-nos, principalmente, em (LIMA, 2009)
e (LIMA, 2006), onde fornecemos as preliminares necessdrias para a leitura do capitulo 3.
Iniciamos definindo produto interno e norma de um vetor do espaco euclidiano R"; logo em
seguida, ampliamos praticamente todos os principais conceitos da topologia na reta ao espaco
euclidiano n-dimensional.

No capitulo 3, nossa base para o TAI € (LIMA, 2009) e, para as aplicacdes, (LIMA,
2015). Procuramos detalhar o maximo possivel as demonstracdes com o objetivo de torna-las
compreensiveis ao leitor que acessa o teorema em um primeiro momento. Adiante, damos
algumas aplicacdes do teorema, dentre outras, a Forma Local das Imersdes e Submersoes, e
finalizamos definindo Superficies no Espaco Euclidiano, abordando alguns conceitos nesses
espacos: espaco vetorial tangente e aplicacdo diferencidvel entre superficies, por exemplo.

No capitulo 4, damos mais algumas definicdes necessdrias para demonstrar o TAI
entre Superficies no Espaco Euclidiano. Logo em seguida, ampliamos o conceito do teorema

para Variedades Diferencidveis.
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2 PRELIMINARES

O objetivo geral deste capitulo € fornecer ao leitor os conceitos bdsicos para o
entendimento dos diversos aspectos que serdo abordados neste trabalho, a partir do capitulo 3.
Nos limitaremos em expor, aqui, apenas assuntos diretamente relacionados com os teoremas e
defini¢des que virdo a ser mencionados adiante. E natural que seja uma tarefa impossivel detalhar
todos os assuntos precedentes ao Teorema da Aplicacdo Inversa. No entanto, fizemos o possivel
para colocar as principais ferramentas que serdo usadas no ponto principal dessa dissertacao.

Iniciaremos abordando algumas nocdes topoldgicas no espago vetorial R”. !

2.1 Nocoes topolégicas no espaco R”
Nas defini¢des a seguir, veremos conceitos fundamentais que caracterizam o R”.

Definicao 2.1 Um produto interno em um espaco vetorial real qualquer E é uma funcdo
(,+) : E X E — R que faz corresponder a cada par de vetores x,y € E um niimero real, indicado

por (x,y), de tal modo que, para quaisquer x,y,z € E e @ € R, valem:

L (xy) = (nx);

2. (xy+z) =6y +(x2);

3. {ax,y) = a- (x,y) = (x, ay);

4. (x,x) >0sex#0;

5. (x,x) =0=x=0.

O exemplo mais importante € o produto escalar do espago vetorial R", que é definido
por
() == X191 +x2y2 + -+ XnYn,s

onde x = (x1,x2,...,X%,) e y = (¥1,¥2,...,yn) € R". Existem varios tipos de produtos internos,

mas, neste trabalho, quando fizermos mencao do termo produto interno estaremos considerando
o produto escalar no espaco euclidiano R".
Quando (x,y) =0, com x,y € R", dizemos que x e y sdo ortogonais, (indicamos por

x Ly).

1

Assumiremos ja conhecidas as propriedades que definem espaco vetorial. O leitor pode consultar o capitulo 1 de
(LIMA, 2009) ou (LIMA, 2006) para conferir estas informagdes.
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Defini¢io 2.2 Uma norma em um espago vetorial real qualquer E é uma fungdo | -|: E — R
que faz corresponder a cada vetor x € E um niimero real indicado por |x|, de tal modo que, para

quaisquer x,y € E e o € R, valem:

l. x#0=|x| >0;
2. x| =0 x=0;
3. |o-x| = |o]|x| (|| significa o valor absoluto do nimero real «);
4 x4yl < x|+ [yl
Por definicdo, temos que (x,x) = |x|2. Quando |x| = I, dizemos que x é um vetor
unitario.

Denominamos a norma |x| = y/x3 +x3 + - +x2 de norma euclidiana, ela é moti-
vada pela férmula do comprimento de um vetor no plano em coordenadas cartesianas, que se
prova com o Teorema de Pitdgoras. Para nocdes geométricas, ela € a mais natural.

Vale ressaltar que no espago vetorial R" existem diversas normas além da euclidiana.
Por exemplo, dado x € R” temos a norma do mdximo definida por: |x|ps := max{|xi|, |x2], ..., |xa|}.
e a norma da soma definida por: |x|s:= |x1| + |x2| 4+ - - + |x,|, evidentemente, estas duas normas
cumprem as quatro propriedades mencionadas acima. No capitulo 2 de (LIMA, 2020b), o autor
mostra que quaisquer normas em R” sdo equivalentes.

Durante todo esse trabalho, dado x € R”, sempre que usarmos |x|, estaremos nos

referindo a norma euclidiana |x| = /x} +x3 + -+ x2.
Para concluir esses pontos acerca da norma de um vetor x € R”, vamos mostrar que,

para toda norma, vale a desigualdade: ||x| — |y|| < |x—y|. De fato, de x = (x — y) +y resulta que

x| <|x—y|+|y|, dai, |x| — |y| < |x—y]|. Invertendo, x e y vem |y| — |x| < |y —x|. Sabendo que
|y —x| = |x =], teremos |y[ — [x| < [x —y|, portanto, {[x| —[y[| < |x—y].

No conjunto R, existe a importante nog¢ao de intervalo, por exemplo, dados a,b € R,
com a < b, representamos por (a,b) e [a,b], respectivamente, os intervalos abertos e fechados
de extremos a e b. Assim como na reta real, no R”, também, existe a definicdao de "intervalo",

mas neste caso, eles sdo generalizados com o conceito de bola. Dados a € R" e um nimero real

r > 0, a bola aberta de centro a e raio r, no espaco R”", é definida por
B(a;r) ={x e R";|x—a| < r}.
Analogamente, a bola fechada de centro a e raio r, serd

Bla;r] = {x e R";

x—al|<r}.
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Finalmente, a esfera’de centro a e raio r é o conjunto
Slasr] = {x e R |x —a| =r}.

Em R, a no¢do de “esfera"se reduz simplesmente ao conjunto de dois pontos {a,b}. Adotaremos

uma notacao especial para a esfera unitdria de dimensao n — 1:
S = {x e R x| = 1}.

Definicao 2.3 Um ponto a € X C R" é interior ao conjunto X quando existe uma bola aberta de
R"™ com centro a e contida em X. Indicamos por int X o conjunto formado por todos os pontos

que sdo interiores a X.

Definicao 2.4 Um conjunto A C R" é aberto quando todos os seus pontos sdo interiores, ou

seja, int A=A.

Dizemos que V € uma vizinhanga de um ponto a € R" quando V contém um aberto

que contém a.
Exemplo 2.5 Toda bola aberta B(a;r) é um conjunto aberto.

De fato, se x € B(a;r), entdo |x —a| < r. Tome s = r — |x —a| > 0. Afirmamos que B(x;s) C

B(a;r). Para ver isto, vamos mostrar que dado y € B(x;s), teremos y € B(a;r). Sejay € B(x;s),

entao
y—x|<s=|y—x|<r—|x—a|=|y—x|+x—a|<r
Como
y—al=|y—x)+x—a)| <[y—x[+]x—al,
entao

ly—a| <|y—x|+|x—a|<r=|y—a|<r=yeB(ar).

Exemplo 2.6 Nenhuma bola fechada, ou esfera de R", é um conjunto aberto.

2 Por esfera estamos nos referindo superficie esférica de uma “bola sélida", em que a bola sélida seria a unido

do conjunto dos pontos interiores a bola com o conjunto de pontos da superficie da bola, ou seja, é a bola fechada
Bla;r] = B(a;r) US[a; r].
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De fato, sejam B[a;r| C R" uma bola fechada e b € Ba;r|, tal que |b —a| =r, isto &, b € S[a;r].

Dada, entdo, uma bola B(b;€) com € < r, tomemos
x=Ab—a)+a=A-1)(b—a)+beR",

onde | <A < §+ 1. Temos que

o [x—al=Alb—a|=Ar>r;

o x—bl=|A-1)(b—a)|=A—-1)r<e,
donde, x € B(b;€) e x & Bla;r]. Assim, nenhuma bola de R” centrada em b estd contida
em S[a;r] ou Bla;r]. Dai e do exemplo anterior, podemos concluir que int(S[a;r]) = & e
int(Bla;r]) = B(a;r). Em particular, S[a;r] e B[a; r] ndo sdo abertos.

Fixado um conjunto X C R", um subconjunto A C X é aberto em X quando, para

cada a € A, existe 0 > 0 tal que B(a;6) N X C A. Em outras palavras, para cada a € A existe
0 > 0 tal que os pontos x, pertencentes a X, que cumprem a condi¢do |x —a| < &, estdo em A.

Por exemplo, A = (0, 1] € aberto em X = [0, 1].

Definicdo 2.7 Um conjunto X C R" ¢ limitado quando estd contido em alguma bola Ba;r).

Dizer que X é limitado equivale a dizer que existe k > 0 tal que |x| < k para todo x € X.

Uma aplicacdo f : X — R" € limitada no conjunto X C R" quando sua imagem
f(X) C R"™ é um conjunto limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que | f(x)| < ¢ para todo x € X.
Uma sequéncia (xy)ien € limitada quando existe uma bola em R” que contém todos

os termos xy, k = 1,2,.... Isto significa que existe ¢ > 0 tal que |x;| < ¢ para todo k € N.

Definiciio 2.8 Uma sequéncia de pontos (xy)ren C R" é uma sequéncia de Cauchy® quando,

para todo € > 0 dado, existe ko € N tal que k,r > ko = |x; — x,| < €.

Um fato interessante sobre as sequéncias de Cauchy € que elas sdo limitadas. De fato,
na defini¢do acima, tomando € = 1, vemos que existe um indice ko tal que, salvo, possivelmente,
0S pontos Xi,x2,...,X,, todos os demais termos x; pertencem a bola B(xy,—;1). Portanto, o
conjunto dos termos da sequéncia € limitado.

A condigdo para que a sequéncia (x;)reny seja de Cauchy pode ser vista também

—3o0

assim: lim |x; —x,| =0, ou seja, klirnN |xx — x| = 0. Dai, resulta que se N’ C N é um subconjnto
) ,re

infinito, isto &, se (x)reny € uma subsequéncia de (xy)ren entio lim |xx — x| =0.
k,reN

3 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) foi um matematico francés.
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Uma sequéncia (x; )reny C R” € dita convergente para um ponto a € R” quando existe
lim x; = a.
k—yo0

As sequéncias de Cauchy nos fornecem um importante critério de convergéncia que

enunciamos e mostramos abaixo.

Teorema 2.9 (Critério de Cauchy) Um sequéncia em R" converge se, e somente se, é uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstracido. Seja (x; )y uma sequéncia de Cauchy em R”. Sendo limitada, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass,* ela possui uma subsequéncia convergente (x,),cny. Seja a = lim ;.
reN

Temos lim |x, —a| =0e lim |x; —x,| = 0, conforme mencionado acima. Entdo, de
reN/ keNreN/

|Xk—a| < |xk_xr|+ |xr_a|7

resulta que lirg |xy —a| =0, ou seja, lim x; = a. Reciprocamente, se (x;)zen € convergente, com
kE k~)oo

lim x; = a, entdo, como
k—voo

|xk_xr‘ < |Xk—a’—|— |xr_a|7

concluimos que lim |x; —x,| =0, ou seja, (xg)reny € uma sequéncia de Cauchy. [

JF—roo

Definicao 2.10 Um conjunto X C R" chama-se convexo quando o segmento de reta que une
dois quaisquer de seus pontos estd inteiramente contido em X, isto é equivalente a x,y € X, 0 <

t<1=(l—-f)x+tyeX.
Naturalmente, o espago R" € convexo.
Exemplo 2.11 Toda bola B(a;r) C R" é convexa.

Seja B = B(a;r) a bola aberta de centro a e raio r > 0. Se x,y € B,entdo |[x—a| <re|y—a| <r.

Para qualquer ¢ € [0, 1], temos
[(I=t)x+ty—a| =1 -t)x—a)+1(y—a)| < (1 —1)|x—a|+tly—a[ <r.

A demonstracdo é andloga no caso da bola fechada Ba; r]|.

4 Bernard Bolzano (1781-1848), dentre muitas coisas, foi um matematico da antiga Boémia. Karl Weierstrass
(1815-1897) foi um matemdtico alemao. A demonstracdo do Teorema de Bolzano-Weierstrass pode ser
encontrada em (LIMA, 2009) e (LIMA, 2006). Também, recomendamos ao leitor ver a mesma versdo dele na
reta em (LIMA, 2020a), (LIMA, 2007) ou (AVILA, 1999).
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Falaremos, agora, de algumas noc¢des necessdrias para a definicdo de conjunto
fechado. Dado um ponto a € R", dizemos que ele é aderente a um conjunto X C R" quando ele
¢ limite de uma sequéncia de pontos (x;)ien desse conjunto. Por exemplo, todo ponto a € X é
aderente a X pois podemos escrever ]}1_{210 X, = a, com x; = a para todo k € N.

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho de X e é indicado com a

notacio X.

Definicao 2.12 Um conjunto X é dito fechado quando contém todos os seus pontos aderentes,

ou seja, quando X = X.

Além da defini¢do acima, existe um outro fato sobre conjunto fechado que € im-
portante mencionar: se X C R” é fechado, entdo um subconjunto F C X ¢é fechado em X se,
e somente se, é fechado em R”. A fim de que o subconjunto F C X seja fechado em X, é

necessdrio, e suficiente, que F' contenha todos os seus pontos aderentes que pertencam a X.

Exemplo 2.13 O fecho de qualquer bola aberta de R" é a bola fechada que tem mesmo centro

e raio.

Para verificarmos isto, consideremos uma bola aberta B(a;r) de R" e tomemos x € S[a;r|. A

) 1 )
sequéncia x; = ( 1-— —> (x—a)+a, k € N, claramente, converge para x. Além disso, para todo

k
|)C Cl|— 1 ! |.X' Cl|— 1 ! r<r
k k k ’

isto é, x; € B(a;r). Logo, x € B(a;r), onde S[a;r] C B(a;r). Uma vez que B(a;r) € B(a;r),

k € N, tem-se

tem-se, entao,

Bla;r] = B(a;r)US[a;r] C B(a;r).

y—al—r
2
¢ disjunta de B(a;r). Sendo assim, nenhuma sequéncia de pontos de B(a;r) pode convergir para

Por outro lado, dado y € R” — B[a; r], é facil ver que a bola com centro em y e raio € =

y. Donde, concluimos que y ¢ B(a;r) e, portanto, que B(a;r) = Bla;r].
Uma outra defini¢do, equivalente a anterior, dada a um conjunto fechado é: um

conjunto X C R" é fechado quando seu complementar em R", R" — X, é aberto.

Definicao 2.14 Seja X um subconjunto de R". O ponto a € R" é ponto de acumulagdo de X

quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do ponto a. Em outros
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termos:

Ve>0,3xeX;0< |x—a| <e.

Uma maneira equivalente de definir seria: dado X C R", a € R" € ponto de acumlagio
de X se a € X — {a}, ou seja, se existe uma sequéncia (x)reny em R” tal que x; € X — {a} Vk € N;
lim x; = a.
k—yo0

Um ponto de acumulagdo de um conjunto X pode ndo pertencer a X conforme o

exemplo a seguir.

Exemplo 2.15 Seja X C R" a bola aberta de centro na origem e raio r > 0. Todo ponto a € R"

com |a| = r (veja que a & X ) é ponto de acumulagéo de X.

Com efeito, dado € > 0, podemos, sem perda de generalidade, supor € < 2r. Entdo, o ponto

€ i £
xX= (1 — 2—) a, que pertence a bola X, é diferente de a, e tem-se |a — x| = 2 <&
r

Denotamos o conjunto dos pontos de acumulagdo de um conjunto X por X’. Quando
a € X — X', dizemos que a é um ponto isolado de X. Se todos os pontos de X sdo isolados,
chamamos X de um conjunto discreto. Exemplos de conjuntos discretos sdo Z" e os subconjuntos
finitos de R". Existe um importante teorema que nos ajuda a identificar se um determinado ponto

€ ponto de acumulacdo de um subconjunto do R". Enunciamos e provamos ele logo abaixo.

Teorema 2.16 Um ponto de R" é ponto de acumulacdo de um conjunto X C R" se, e somente

se, toda vizinhanga deste ponto em R" contém uma infinidade de elementos de X.

Demonstracio. Sejam X C R” e a € X'. Entdo, existe uma sequéncia (x;)rey em X — {a}, tal
que klgilo x; = a. Dada, entdo, uma vizinhanca V de a em R”, a partir de um certo kg, todos os
termos de (xi)ren estdo em V. Além disso, o conjunto {x € X;x = x; para algum k > ko } é
infinito, pois nenhum termo da sequéncia (x; )y € igual a a. Reciprocamente, se toda vizinhanga
de a contém uma infinidade de pontos de X, temos que a € X', pois, para cada k € N, podemos

. 1 -
escolher um x; € X, satisfazendo x; € B (a; %> e x; # a, onde teremos a € X — {a}. [ |

Definicdo 2.17 A fronteira de um conjunto X C R" é o conjunto dX, formado pelos pontos de
X que ndo sdo interiores a X, juntamente com os pontos de R" — X que ndo sdo interiores a
R" — X. Em outras palavras, temos que, x € dX quando toda bola de centro x contém pontos de

X e pontos de R" — X.
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Exemplo 2.18 Um conjunto X C R" é fechado se, e somente se, dX C X. Por outro lado, A C R"

é aberto se, e somente se, ANJA = @.

De fato, seja X C R” fechado e a € dX, entdo, para todo r > 0, temos que B(a;r) N X # &, isto
nos dd a € X, como X é fechado, segue que a € X. Logo, dX C X. Reciprocamente, considerando
0X C X, sejaa € X, entdo para todo r > 0, temos que B(a;r) N X # &. Se for B(a;r) C X, entdo
ndo hd mais o que fazer e o problema encerra. Mas, se B(a;r) ¢ X, entdo B(a;r)N(R" —X) # @,
isto nos d4 a € dX. Logo, X C X. A inclusdo X C X é imediata. Portanto, X é fechado. Por
outro lado, se A C R" é um conjunto aberto, suponha, por absurdo, que AN JA # &, entdo existe
a € (ANJA). Dai, teremos a € A = Ir > 0 tal que B(a;r) C A. No entanto, a € dA, o que nos
dd B(a;r) N (R" — A) # &, um absurdo. Portanto, AN dA # &. Reciprocamente, considerando
A C R" um conjunto tal que A NJdA = &, suponha, por absurdo, que A ndo é aberto, entdo existe
a € A tal que a ndo é ponto interior de A, ou seja, para todo r > 0 temos que B(a;r) ¢ A, dai,
teremos B(a;r) N (R" —A) # @. Como B(a;r) NA # &, entdo a € JA, um absurdo. Portanto, A

¢é aberto.

Veremos agora um importante conceito topolégico: a compacidade de conjuntos.
Um conjunto compacto admite diversas caracterizacdes, e algumas delas serdo abordadas no
intuito de tornar mais frutifero o entendimento de certas propriedades especiais, adquiridas pelas
aplicacdes continuas (ou diferencidveis) quando seus dominios sao conjuntos compactos.

Dado um conjunto X C R”, uma familia &/ = {A; }, A de subconjuntos de R" é
dita uma cobertura de X se X C |JA;. Uma subcobertura de o/ é uma subfamilia {Aj };ca,»
Ao CA, tal que X C Ujep,Ar-

Uma subcobertura o7 ={Aj }, ca € dita aberta, se cada A, é aberto, e finita se A é

um conjunto finito.

Defini¢do 2.19 Um conjunto X C R" é compacto quando toda cobertura aberta o/ = {Aj } 3 en
de X admite uma subcobertura finita, isto é, quando existem Ay, Ay, ..., A; € A, tais que X C

AM UA)LZ U--- UA,L..
Exemplo 2.20 Nenhuma bola aberta do R" é um conjunto compacto.

De fato, dados a € R" e r > 0, facamos, para cada k € N, Ay = B(a;r — (r/k+1)). Claramente,
o/ = {Ay }ren € uma cobertura aberta de B(a;r). Segue-se, dai, que esta cobertura ndo admite

subcobertura finita. Com efeito, dada qualquer quantidade finita de abertos de 7, dentre eles,
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existird um Ay, que conterd todos os outros. Porém, para nenhum k € N, B(a;r) estd contida em
Ay. Logo, nenhuma bola aberta de R” € um conjunto compacto.

Seja X C R” um subconjunto ilimitado. E facil ver que a familia % = {B(0;k) }ren
constitui uma cobertura aberta de R” e, em particular, de X. Uma vez que, para todo k € N,
B(0;k) C B(0;k+ 1), conclui-se, dai, que # ndo admite subcobertura finita, pois nenhuma bola
de R” contém X. Com base nisto, segue o seguinte resultado: rodo conjunto compacto de R" é,
necessariamente, limitado.

Existe uma relacdo interessante entre conjunto fechado e compacto que serd vista no

resultado a seguir.
Teorema 2.21 Todo subconjunto fechado de um conjunto compacto é compacto.

Demonstrac¢ao. Sejam K C R” um conjunto compacto e F C K fechado em R". Entdo, R" — F
¢ aberto. Assim, dada uma cobertura aberta de F, digamos &/ = {A; };,ca, temos que os
abertos de .7, juntamente com R” — F, constituem uma cobertura aberta de K. Como K é
compacto, desta cobertura podemos extrair uma subcobertura finita A ApAL, A R" —F, que,
consequentemente, cobrird F. Porém, R" — F € disjunto de F. Logo, {Aj,,A,,,...,Ay } é uma
subcobertura finita de .o/ Portanto, F' é compacto.
|
Pelo fato do espago vetorial R” ter dimensao finita, os conjuntos compactos deste
espaco admitem caracterizagdes, as quais nao envolvem coberturas. Uma delas diz que a
condi¢do de ser compacto € equivalente a de ser fechado e limitado. As bolas abertas, que ndao
sao compactas, sao limitadas, porém, nao sio fechadas. O espaco R", que nao é compacto, é
fechado, mas ndo € limitado. Temos esse importante resultado a respeito de conjuntos compactos.

A demonstrag@o pode ser vista no capitulo 3 de (LIMA, 2015).

Teorema de Heine-Borel.” Um subconjunto de R é compacto se, e somente se, é fechado e
limitado.

Segue do Teorema de Heine-Borel, que todas as bolas fechadas e esferas de R”, sdo
conjuntos compactos. No entanto, a interse¢do de qualquer bola de R” com QQ”, embora seja um
conjunto limitado, ndo é compacto por nao ser fechado. Pela mesma razdo, uma bola fechada
menos um nuimero finito de pontos ndo € compacta.

Sera abordada uma outra caracterizacdo para compactos que falaremos agora.

5 Heinrich Eduard Heine (1821-1881) foi um matemdtico aleméo. Félix Emile Borel (1871-1956) foi um politico
e matematico francés.
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Teorema 2.22 Um conjunto K C R" é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos de

K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demonstracao. Suponha que K C R" seja compacto. Entdo, K € limitado e, portanto, toda
sequéncia de pontos de K ¢é limitada. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia
em K possui uma subsequéncia convergente. Além disso, o limite de uma tal subsequéncia
tem que pertencer a K, visto que, pelo Teorema de Heine-Borel, K é fechado. Segue, dai, que
toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.
Reciprocamente, se toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que converge para
um ponto de K, entdo, K € limitado. Caso contrario, para cada k € N, poderiamos escolher
x; € K, tal que x; > k. A sequéncia (x;)xen ndo teria, dessa forma, subsequéncias limitadas e,
portanto, nenhuma delas seria convergente. Isso seria uma contradi¢do. Ainda, K = K, pois se
existisse a € K — K, existiria uma sequéncia de elementos de K convergindo para um elemento
ndo pertencente a K, o que também seria uma contradi¢do. Assim, K é fechado e limitado. Segue,
do Teorema de Heine-Borel, que K é compacto. |

Tratemos, agora, sobre o0 comportamento das aplicagdes continuas definidas em

conjuntos compactos.

Definicao 2.23 Uma aplicacdo f : X — R", definida no conjunto X C R™ ¢é continua, no ponto
a € X, quando, para qualquer € > 0 dado, se pode obter & > 0, tal que todo ponto x € X, cuja
distdncia ao ponto a seja menor do que 8, é transformado por f num ponto f(x) que dista de

f(a) menos que €. Simbolicamente:

Ve>0,30>0;x€X, |x—al<d=|f(x)—f(a)] <e.

Outra forma de dizer que f é continua no ponto a € X: para cada bola B(f(a);€)
dada, existe uma bola B(a; 9) tal que f(B(a;6)NX) C B(f(a);¢€).
Se f: X — R" é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos, simplesmente,

que f é uma aplicacdo continua em X.

Teorema 2.24 A aplicacdo f: X — R" é continua no ponto a € X se, e somente se, para toda

sequéncia de pontos (x)ren C X com klim Xj = a, tem-se l}im fxx) = f(a).
—>00

—»00
Demonstracao. Seja f : X — R” continua no ponto a. Dada a sequéncia de pontos (x;)reny C X

com ]}im X; = a, para todo € > 0 existe & > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a);¢€). Correspondente,
—>00
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a 8, existe kg € N, tal que k > ko = x; € B(a;0). Logo, k > ko = f(x;) € B(f(a);€). Isso
mostra que klim f(xx) = f(a). Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que ]}im Xy =a=
—»00 —r00

klim f(xx) = f(a). Porém, f seja descontinua no ponto a. Entdo, existe € > 0 com a seguinte
—»00

1
propriedade: para todo k € N, podemos encontrar x; € X com |x; —a| < Z |f(xx) — fla)| > €.

Assim, temos klim Xj = a, mas ndo temos klim f(xx) = f(a), uma contradig@o. |
—y00 —>0

Uma outra caracterizacdo de aplicagdes continuas que citaremos, mas nao iremos
demonstrar, € a seguinte: uma aplicacdo f: X CR" —Y C R"™ ¢é continua em a € X se, e
somente se, para toda vizinhan¢a V de f(a) em Y, f~1(V) é uma vizinhanga de a em X. Em
particular, f é continua se, e somente se, para todo aberto U de Y, f~! (U) é aberto em X. A
aplicagdo f € dita aplicacdo aberta quando dado qualquer U C X aberto, f(U) C Y é aberto.
Usando essa mesma situacdo, podemos substituir “aberto"por “fechado”, ou seja, podemos
afirmar, também, que: f: X C R" — Y C R™ é continua em a € X se, e somente se, para todo
fechado F de ¥, f~'(F) é fechado em X. A aplicagio f é dita aplicacdo fechada quando dado
qualquer F C X fechado, f(F) C Y é fechado. A prova desses dois fatos podem ser encontradas
no capitulo 4 de (LIMA, 2015).

Teorema 2.25 A imagem de um conjunto compacto por uma aplicagdo continua é um conjunto

compacto.

Demonstracao. Considere f : X — R uma aplicag¢do continua ¢ K C X um conjunto compacto.
Seja (yr)reny uma sequéncia de pontos em F(K). Para cada k € N, existe x; € K, tal que
f(xx) = yx. Como K é compacto, uma subsequéncia (x)ien converge para um ponto a € K.
Sendo f continua nesse ponto a, de ]}ierlgl Xr = a resulta, pelo Teorema 2.24, que l}ierlill’ fxx) = f(a).
Logo, toda sequéncia de pontos (y)ren = (f(x%))ren C f(K) possui uma subsequéncia (yy)ren
convergente para um ponto f(a) € f(K), ou seja, f(K) é compacto. [

Para finalizar os pontos abordados sobre compactos, iremos apresentar o importante

resultado abaixo. Logo em seguida, definiremos homeomorfismo.

Teorema 2.26 (Weierstrass) Toda funcdo continua definida num compacto é limitada e atinge
seus extremos no compacto, ou seja, se K C R" é compacto e f : K — R é continua, entdo

existem a,b € K, tais que f(a) < f(x) < f(b), para todo x € K.

Demonstracio. Pelo Teorema 2.25, temos que f(K) é compacto e, portanto, fechado e limitado.

Dai, segue que f é limitada. Sejam A e u o infimo e o supremo de f(K), respectivamente. Entdo,
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existem sequéncias (xg)ken, (Vk)ken, em K, tais que I}E?Of(xk) =Ae I}E?Of(yk) = u. Uma vez
que K é compacto, tomando subsequéncias, se necessario, podemos supor que kh_r>r°10 xr=ack
e I}iieoyk = b € K, onde I}iieof(xk) = f(a) e gii?of(yk) = f(b), pois f é continua. Portanto,
A = f(a) e u= f(b), como queriamos demonstrar. [

Decorre do Teorema de Weierstrass que, se f € continua no compacto K C R" e

f(x) > 0 para todo x € K, entdo existe € > 0 tal que f(x) > € paratodo x € K.

Definicao 2.27 Dados os conjuntos X C R™ e Y C R", um homeomorfismo entre X e Y é uma
bijecdo continua f : X — Y, cuja inversa f~' : Y — X também é continua. Dizemos, entdo, que

X e Y sdo homeomorfos.
Exemplo 2.28 A bola aberta B= B(0;1) C R" é homeomorfa ao espagco R".

De fato, as aplicagdes f : R" — Be g: B— R", definidas por f(x) = %M egly) = ﬁ

sdo continuas. Além disso, verifica-se, facilmente, que g(f(x)) =xe f(g(y)) =y para quaisquer

)

x€R"eyeB. Assim, g = fL.

Exemplo 2.29 Dada uma aplicagdo f: X C R" — Y C R"™, sabemos que o seu grdfico é o
conjunto

graf(f) ={(x,f(x));xe X} CX xY CR"xR™.

Vejamos que, quando f é continua, o grdfico de f é homeomorfo a X.

De fato, a aplicagdo ¢ : X — graf(f) C R” x R™, dada por ¢(x) = (x, f(x)), é bijetiva e continua,
pois suas coordenadas o sdo. Uma vez que ¢! = P| graf(f)» €m que P R X R™ — R" € a
projecdo ortogonal de R” x R™ sobre R”, e P é continua, por ser linear, temos que @ ! é
continua. Logo, ¢ é um homeomorfismo.

Existe uma interessante relacao entre compacidade e homeomorfismo conforme

apresentamos abaixo.

Teorema 2.30 Toda bijecdo continua definida num compacto é um homeomorfismo sobre sua

imagem.

Demonstracdo. Sejam K C R" e f: K — f(K) C R™ uma bijegdo continua. Pela defini¢do, f é
um homeomorfismo se, e somente se, f~! é continua. Uma vez que a inversa de f~! é a prépria

f, basta mostrarmos que f é uma aplicacdo fechada. Tome F' C K fechado em K. Uma vez que
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K é fechado em R", tem-se que F também é. Logo, F por ser um subconjunto fechado de um
compacto, é compacto. Segue do Teorema 2.25 que f(F) é compacto, logo fechado. Portanto, f

€ uma aplicacdo fechada. |

Exemplo 2.31 A aplicacio f :[0,21) — S!, onde f(t) = (cost, sent) é uma bije¢do continua,

mas ndo é um homeomorfismo.

Suainversa f~!:S! —[0,27) aplica o compacto S! sobre o intervalo [0,27), que nido é compacto.

Assim, f~! é descontinua. Mais precisamente, f~! é descontinua no ponto a = (1,0) = £(0) € S'.
. 1

Com efeito, se para cada k € N colocarmos #; = (1 — z) -271 e zxz=(cos t;, sen t;), teremos

lim zx = a, mas lim f~!(z;) = lim 1 = 27, Assim, ndo vale lim f~!(z;) = £ (a) = 0.
k—yo0 k—oo k—yo0 k—oo

Falaremos agora de outra propriedade importante de conjuntos do R”, a conexidade.

Uma cisd@o de um conjunto X C R” € uma decomposicio X =AUB,onde ANB =g
e os conjuntos A, B sdo abertos em X.

Todo conjunto X C R admite uma cisdo. Basta fazer X = X UJ. Esta é chamada

de cisdo trivial.

Definicao 2.32 Um conjunto X C R" chama-se conexo quando ndo admite outra cisdo além
da trivial. Assim, quando X é conexo, X = AUB, com A, B disjuntos e abertos em X, implica

A=CouB=0.

Quando existir uma cisdo nao-trivial X = AUB, X € desconexo. Por exemplo,
R — {0} é desconexo assim como qualquer conjunto discreto do R” com mais de um elemento.
Em particular, toda esfera de R é desconexa. Para todo a € R", o conjunto X = {a} é conexo, o
que decorre do fato de ele ter apenas dois subconjuntos, o préprio X e o conjunto vazio.

Observe que, se A C X é um subconjunto préprio e ndo vazio, que € aberto e ndo
fechado em X, entdo a decomposicdo X = AU (X —A) é uma cisdo ndo trivial de X. Assim, vale
o seguinte resultado de fécil verificacdo: um conjunto X C R" é conexo se, e somente se, os
tinicos subconjuntos de X, que sdo abertos e fechados em X, sdo o proprio X e o conjunto vazio.
Visto que o espaco R” € convexo, um resultado interessante o qual mostra que ele também ¢é
conexo é: todo conjunto convexo de R" é conexo.®

Agora iremos definir aplicacdo diferencidvel, mostrar como a derivada pode ser

vista como transformacdo linear, bem como analisar outros pontos que nos serdo de extrema

6 A demonstracio pode ser vista no capitulo 3 de (LIMA, 2015).
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importancia no capitulo seguinte. Aqui, vamos admitir que o leitor tenha conhecimentos prévios
de alguns conceitos a cerca de fungdes reais de n varidveis, por exemplo, derivadas parciais,
funcgdo diferencidvel, etc. Como referéncia, o capitulo 3 de (LIMA, 2009) ou (LIMA, 2006)
podem ser consultados.

No caso das fun¢des de uma varidvel, a derivada admite uma interpretagdo que vem
da ideia de se considerar a reta tangente ao grafico de uma fungao (derivdvel) num determinado
ponto, como, por exemplo, o grafico de uma funcao linear que a aproxima numa vizinhanca
deste ponto. Com base nisto, podemos estender o conceito de diferenciabilidade as aplica¢des
entre espagos euclidianos arbitrarios, ou seja, uma tal aplicacdo € diferencidvel num ponto de seu
dominio quando existe uma determinada transformacdo linear que a aproxima numa vizinhanga
deste ponto.

A derivada caracteriza-se pelo fato de permitir, em muitos aspectos, deduzir o
comportamento da aplicacdo numa vizinhanga de um ponto a partir das propriedades de uma
transformacao linear, que sao de ficil verificagdo. Vejamos agora, as defini¢des formais.

Uma aplicacdo f : U — R", definida no aberto U C R™, diz-se diferencidvel no

ponto a € U quando cada uma de suas fungdes-coordenadas fi, f2,..., f, : U — R é diferencidvel

nesse ponto. Mais precisamente para todo v=(ay,a,...,0,) talque a+v € U e, para cada
i=1,2,...,n,tem-se fi(a+v)— Z af’ ) o +ri(v), lim ri‘i‘f =0, ou seja,
d/i dfi d/i
flatv) = fila) = 5@ @+ 5@ ar o+ T @) o i),

onde lirr(l) ] =0.
V— %
A matriz Jf(a) = [3)]:’ (a)} € M(n x m) chama-se a matriz jacobiana’ de f no
ponto a: !
[ dfi dfi dfi
ErC R Ol C Q) |
d d )
(@)= a—){j@ afj( ) af( )
8fn 8fn 8fn

L 3x1( @) &xz( a) - 8xm( @) i

A matriz jacobiana recebe este nome em homenagem ao matematico alemao Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-
1851).

7
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Chamamos de derivada da aplicacdo f no ponto a a transformagio linear f'(a) :

R™ — R”", cuja matriz em relacdo as bases candnicas de R™ e R"” é Jf(a). Pela defini¢do de

matriz de uma transformacao linear, para todo vetor v = (o, 0, ..., ®%,) € R™, temos
d af;
f(a)-v=(B1,B2,-..,Bn ,ondeﬁ,_za){j i a—]:’(a) paracadai=1,2,...,n

Desta forma, definindo a derivada direcional da aplicacido f no ponto a na dire¢do do vetor v

como
3 (o — s L) = (@
ov' 150 t ’
teremos
P If 9 3f, ,
L= (%@L S ) = s

Podemos resumir as n igualdades numéricas que ddo a diferenciabilidade das funcdes-
coordenadas f; na igualdade abaixo, entre vetores de R":
: r(v)
fla+v)—f(a) = f'(a)-v+r(v), onde lim —= = 0.
v—0 ‘V‘
A expressdo acima, nos fornece, sem ambiguidades, a diferenciabilidade da aplicacdo f da
seguinte forma: a aplicag¢do f : U — R”, definida no aberto U C R™, é diferencidvel no ponto

a € U quando existe uma transformacao linear 7 : R” — R" tal que

fla+v)—f(a)=T-v+r(v), onde hmM =0.

v—0 |v|

Entdo, podemos concluir que T = f” (a). Dai, tomando tv em vez de v, teremos:

f(a+tv)_f(a) :TV:EM’V’
t |tv] '
Assim,
. - ) ,
T‘v:}g%f(awvt) f(a) af() 7). 2.1)

Quando f: U — R € diferencidvel em todos os seus pontos de U, dizemos que f € diferencidvel
em U. Dai, podemos definir uma aplicagdo f : U — Z(R™;R"), que faz corresponder a cada

x € U a transformacdo linear f’(x) : R™ — R”".

Exemplo 2.33 Vamos verificar que a aplicacdo f : R* — R? dada por f(x,y) = (y,x%) é dife-

rencidvel em (1,2). Também, determinar a sua derivada neste ponto.
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Inicialmente, iremos encontrar um candidato a derivada, isto é, uma transformacdo linear
T : R? — R? que cumpra as condi¢des que foram definidas anteriormente. Fazendo (x,y) = (1,2)
ev=(ay,m),se f for diferencidvel no ponto (1,2), pelo que foi definido na segunda igualdade

de 2.1, temos que

T-v=T(a, )= i (L2) Fr(on, a)) — £(1,2)

t—0 t

= (062,2061).
Nesse caso, r(v) € dado por

r(v) = r(au,00) = f((1,2) + (01, 00)) = f(1,2) = T (o, 02) = (0, 7).
r(v)

(04
Como — = |oy Jou] < |oy|, entdo lim —= = 0. Portanto, f é diferencidvel em (1,2) e
V] V] v=0 [v]

£'(1,2) : R? — R? ¢ a transformaco linear dada por f'(1,2) (o, ) = (0,201).

2
o

Exemplo 2.34 Toda transformacdo linear T : R™ — R" é diferencidvel em cada ponto x € R™

eT'(x)=T.
Por linearidade teremos T'(x+v) =T -x+ T -v. Segue, entdo, que r(v) =0e T'(x) =T.

Exemplo 2.35 Sejam f : U — R”" diferencidvel no aberto U C R™ e M > 0 uma constante. Se
f'(x)] <M para todo x € U.

|lf(x) = f(y)| < M- |x—y| para quaisquer x,y € U, entdo,

De fato, suponha, por absurdo, que | f'(x)| > M, ou seja, existe € > 0, tal que |f'(x)| =M + &,

para algum x € U. Como | f(x)| é o mdximo de |f’(x)-u| para |u| = 1 e S"~! é compacta, existe
u € R™ com norma 1, tal que |f'(x) - u| = M + €. Pela defini¢do de diferenciabilidade, a este €

corresponde 6 > 0 tal que
0 <1< 8= |f(rttu) — ()] = £/ (x) - tu-t r(eu)] = 11 (x) -] — (o),
onde |r(tu)| < te. Entdo,
0<t<d=|f(x+tu)— f(x)|>t(M+¢e)—te=t-M.

Fazendo v = tu, temos |v| =t. Logo, |f(x+v) — f(x)| > M - |v| o que é uma contradicao.
Uma caracteristica de grande relevancia sobre aplicacdes diferencidveis reside no
fato de que diferenciabilidade implica continuidade. Considere uma aplicagdo f: U C R" — R™

definida no aberto U C R", que € diferencidvel num ponto a € U. Sendo assim, temos que

r(v) r(v)

r(v) = fla+v)— f(a) — f'(a) - v satisfaz lim —= = 0. Assim, lim r(v) = lim —=|v| = 0, onde
v—0 v—0

v v—0 |V’
lirr(l)f(a +v) = lim(f(a) + f'(a) -v+r(v)) = f(a). Portanto, f é continua em a.

=1l
v—0
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Dizemos que uma aplicacio f : U — R" é de classe C! no aberto U C R™ (indicamos
por f € C') quando f for diferenciavel e a aplicagio derivada f': U — Z(R";R") é continua.

Equivalentemente, f : U — R" é de classe C! no aberto U C R™ se suas funcdes-coordenadas

fisfos-- s fn: U — R possuem derivadas parciais —— : U — R continuas. Uma aplicagio f

dx;

serd de classe CY quando for continua. Aplicacdes f :]U — R” de classe C* sdo definidas por
inducdo: dizemos que f é de classe C¥, com k € N, quando f é diferencivel e sua derivada
f U — ZL(R™R") é de classe C-1. Se f € C* para todo k € N, dizemos que f é de classe
C*” (f € C™). Nesse caso, também temos f’ € C*. Um caso trivial de fungdes de classe C* € o
das aplicacdes constantes, elas sdo de classe C* e suas derivadas sdo nulas.

Considerando as propriedades operatorias da derivada, a diferenciabilidade das
coordenadas de uma aplicacio diferencidvel e usando inducio, verifica-se que:®

e uma aplicacao € de classe C* se, e somente se, suas coordenadas o sdo;

e somas de aplicagdes de classe C¥, bem como produtos de fungdes de classe C¥ por

aplicacdes de classe C¥ e quocientes de funcdes de classe C* sio de classe C¥.
Exemplo 2.36 Toda transformacdo linear T : R™ — R" é de classe C*.

De fato, f': R"™ — Z(R™;R") é constante, ou seja, f’(x) = f para todo x € R™. Portanto,
) =0parak e Ncomk> 1.

Exemplo 2.37 Todo polinomio é uma fungdo de classe C*.

De fato, todo polindomio é, evidentemente, uma fun¢do continua e possui derivadas parciais (de
qualquer ordem) as quais ainda sdo polindmios e, portanto, sao funcdes continuas em R". Logo,
todo polinomio f: R™ — R € de classe C I As derivadas de f, sendo polindmios, sdo de classe
C!. Assim, f € C2. Repetindo o argumento, concluimos que f € C* para todo k € N. Logo, todo
polindmio é uma funcio de classe C*.

Definimos como aplicacao polinomial f : R™ — R”" aquela cujas coordenadas sao

funcdes polinomiais. Aplicagdes polinomiais sdo, portanto, de classe C*.

Exemplo 2.38 Seja ¢ : GL,(R") — GL,(R") onde GL,(R") é o conjunto das matrizes qua-
dradas de ordem n invertiveis e ¢ associa cada M € GL,(R") a sua inversa M~ € GL,(R").

Afirmamos que @ é de classe C*.

8 A demonstracio desses fatos podem ser encontradas no capitulo 5 de (LIMA, 2015).
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Para cada M = (x;;) € GL,(R"), fagamos M ! = (yy;). Como M~! =

detM
sdo os mesmos de M, exceto pelo k-ésimo, que é o [-ésimo vetor da base candnica de R",

adj M, cada entrada
detM

yi de M~ sera dada por yiy = (—1) , em que M, € a matriz cujos vetores-coluna
¢;. Temos que o determinante, por ser um polindmio, € de classe C*. Além disso, uma vez
que, para quaisquer k,/ € {1,...,n}, o det My € um polindmo de varidveis x;;, tem-se que a
funcdo & : GL,(R") — R, que associa cada matriz M € GL,(R") ao det My, é também de classe
C*. Logo, por ser o quociente de fun¢des de classe C*, cada coordenada de ¢ € de classe C*™.

Portanto, ¢ : GL,(R") — GL,(R") € C*.

Seja f : U — R uma fungao diferencidvel definida no aberto U C R, o gradiente

de f no ponto a € U € o vetor
d d
Vi@ = (5@ 3l @),

Vamos destacar aqui trés propriedades importantes do gradiente de uma funcao diferencidvel f.
Fixado um ponto a e supondo que V f(a) # 0, temos o seguinte:”
e o gradiente aponta para uma direcdo segundo a qual f é crescente;
e dentre todas as direcOes ao longo das quais a funcdo f cresce, a dire¢ao do gradiente € a
de crescimento mais rapido;
e o gradiente de f no ponto a é perpendicular a superficie de nivel ' de f que passa por
esse ponto.
No caso de uma aplicacdo diferencidvel f: U — R" definida no aberto U C R™, para

cadai=1,2,...,n, teremos o gradiente V fj(a) = (3—)]2(@, .. .,%(a)).

Definiciio 2.39 Um conjunto M C R"T! chama-se uma hipersuperficie de classe C* quando é

localmente o grdfico de uma fungdo real de n varidveis de classe C*.

Isto significa que, para cada p € M, deve existir um aberto V C R"*! e uma fungio
& :U — R, de classe C* num aberto U C R”, tais que p € V e V N M = gréfico de £. Quando

falamos “V N M = gréfico de £" , queremos dizer que, para um certo inteiro i € [1,n], tem-se

VM ={(x1,x2,...,%p41) € R X = E(X1, X0,y Xi 1, Xit 1y -y X 1)

O leitor pode encontrar as provas das afirmacdes citadas no capitulo 3 de (LIMA, 2006).

10" Se f é de classe C!, o conjunto f~!(c) = {x € U; f(x) = c} &, para todo ¢ € R, chamado o conjunto de nivel c
da funcao f. Quando U C R™ e m = 2, esse conjunto geralmente € chamado de curva ou linha de nivel ¢ de
f. a qual é definida pela equagio f(x,y) = c. Analogamente, quando m = 3, o conjunto f~!(c), definido pela
equacdo f(x,y,z) = ¢, costuma ser chamado a superficie de nivel ¢ da fungdo f.
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Dada qualquer fungio f: U — R de classe C¥ no aberto U C R”, seu grifico é
uma hipersuperficie M = {(x, f(x)) € R*"!;x € U}. Quando n = 1, uma hipersuperficie em R?

chama-se uma curva e, quando n = 2, tem-se uma superficie em R3.

Exemplo 2.40 A esfera S" = {x € R""!;(x,x) = 1} é uma hipersuperficie de classe C* em
Rn—i—l.

De fato, chamando U a bola aberta de centro O e raio 1 em R”, pondo, paracadai=1,2,...,n+1,
Vi={xeR" 1 x; >0}, W= {x e R""!;x; <0} e escrevendo x* = (X1,X2, ..., X 1,Xit 15+ Xni1)s

temos

xeS'NVie x| <lexi=+/1—(x*x*);
xeS'NW, < x| <lexi=—y/1—(x*,x*).

Logo, considerando a fungdo & : U — R, de classe C*, definida por & (u) = /1 — (u,u), vemos
que, paracadai=1,2,...,n+ 1, S"NV; é o gréifico da funcédo x; = & (x*), enquanto que S"N'W;
é o gréfico de x; = —&(x*). Como todo ponto p € S" pertence a algum V; ou a algum W,

concluimos que S” é uma hipersuperficie de classe C** em R+

Seja M C R"*! uma hipersuperficie de classe C¥ (k > 1). A cada ponto p € M asso-
ciaremos o conjunto 7,M, formado por todos os vetores-velocidade v = A'(0) dos caminhos'!
A :(=0,8) — M que sdo diferencidveis no ponto 0 e cumprem a condi¢do A (0) = p. O conjunto

T,M é chamado de espago vetorial tangente de M no ponto p.

Definicao 2.41 Um niimero c € R chama-se valor regular de uma funcdo f : U — R de classe
C!, definida no aberto U C R""!, quando ndo hd pontos criticos de f no nivel c, isto é, quando
f(x) =c = Vf(x) #0. Dizemos também que c é um nivel regular de f. Quando existe x € U

tal que f(x) =c e Vf(x) =0, chamamos ¢ de um nivel critico de f.

Definicao 2.42 Sejam U e V abertos do espaco euclidiano R". Uma bijecdo f : U — V chama-
se difeomorfismo de U sobre V quando é diferencidvel e sua inversa f~' : V — U também é

diferencidvel. Dizemos que U e V sdo difeomorfos.

Uma aplicacao diferenciavel f : U — R™, definida no aberto U C R™, € um difeo-

morfismo local quando, para cada x € U, existe uma bola aberta B = B(x;0) C U tal que f aplica

' Um caminho é uma aplicacio continua f : I — R” cujo dominio é um intervalo da reta.
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B difeomorficamente sobre um aberto V contendo f(x). Dai, se f : U — R™ é um difeomorfismo
local, entdo f'(x) : R™ — R™ é um isomorfismo para todo x € U. O Teorema da Aplica¢do
Inversa, que provaremos no capitulo a seguir, estabelecerd a reciproca, no caso em que f € uma

aplicacdo de classe C¥,k > 1: se f'(x) é um isomorfismo,'?

ou seja, se f’(x) invertivel para todo
x € U, entdao f € um difeomorfismo local.

Além dos fatos que acabamos de abordar, serd necessdrio o uso de alguns resultados
mais elaborados na apresentacdo do tema principal desse trabalho. Dessa forma, enunciaremos
e provaremos os teoremas abaixo. O primeiro deles nos diz respeito a desigualdade do valor
médio para caminhos.

O Teorema do Valor Médio para uma funcgéo diferencidvel f : [a,b] — R diz que
existe ¢, com a < ¢ < b, tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a). No entanto, essa igualdade nem
sempre vale para caminhos f : I — R”". De fato, se considerarmos o caminho f : [0,27] — R?,
dado por f(t)=(cos t, sent), temos f(27) — f(0) = 0. Mas, como |f'(¢)| = 1 paratodo ¢ € [0,27]
ndo pode existir ¢ € [0,27] tal que f(27) — f(0) = f'(c) - (2 — 0). Para caminhos, o Teorema

do Valor Médio assume a forma de uma desigualdade. Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.43 (Desigualdade do valor médio para caminhos) Seja f : [a,b] — R" um cami-

nho, diferencidvel no intervalo aberto (a,b), com |f'(t)| < M para todo t € (a,b). Entdo

[f(b) = fla)| <M - (b—a).

Demonstracdo. Defina a fungdo ¢ : [a,b] — R, fazendo ¢(¢) = (f(¢), f(b) — f(a)). Como
f é diferencidvel, entdo ¢ é continua e derivdvel em (a,b). Logo, pelo Teorema do Valor
Médio, existe ¢ € (a,b) tal que @(b) — @(a) = ¢'(c) - (b—a). Além disso, tem-se que @' (1) =
(f'(t),f(b) — f(a)). Verifica-se facilmente que @(b) — @(a) = |f(b) — f(a)|*. Assim, de @(b) —
¢(a) = ¢'(c)- (b—a), vem

[f(0) = f(a)?

(f(c), f(b) = f(a)) - (b—a)
= [f'(0),f(b) = fla)]- (b—a)
< |f()]-If(b) = f(a)]- (b—a).
Fazendo |f’(c)| = M e cancelando o termo |f(b) — f(a)|, obtemos |f(b) — f(a)| <M - (b—a),
como queriamos demonstrar. |
O préximo resultado nos d4 um caso mais geral do teorema acima, onde o dominio

da aplicacdo € um conjunto aberto do R".

12 Dados dois espacos vetoriais X e Y, se existe uma bijecdo linear f : X — Y, dizemos, entdo, que f : X — Y é um
isomorfismo e que os espagos vetoriais X e Y sdo isomorfos.
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Teorema 2.44 (Desigualdade do valor médio) Seja f: U — R”, definida num aberto U C R™,
diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta [a,a+v] C U. Se, para todo t € [0,1],

tem-se |f (a+1tv)| <M, entdo, |f(a+v)— f(a)| <M -|v|.

Demonstracdo. Defina o caminho A : [0,1] — R" dado por A(¢) = f(a+1v). Note que A

é diferencidvel, com A'(¢) = f'(a+1tv)-v. Dai,

A@) <|f'(a+tv)|-|v] < M- |v| para todo
t €[0,1].13 Segue do Teorema 2.43 que |A (1) —A(0)| <M -|v|-(1-0),isto &, |f(a+v)— f(a)| <
M- |v]. |

13 Na primeira desigualdade, usamos o fato de que a norma de uma transformagao linear 7' : R™ — R” é o niimero
||T|| =sup{|T - u|;u € S"~'}. Dessa definigdo resulta que, para todo v € R™, tem-se |T -v| < ||T|| - |v| e que, se
S :R" — RP é outra transformago linear, entdo, ||S-T|| < ||S|| - |T]|-
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3 O TEOREMA DA APLICACAO INVERSA NO R” E APLICACOES

Nesse capitulo, apresentaremos o teorema no espaco R”, bem como sua prova. Logo
em seguida, iremos rever o mesmo em outro ambiente.

Considere U,V C R conjuntos abertos. Ja vimos que um difeomorfismo f: U —V
€ uma bijecdo diferencidvel cuja inversa € diferencidvel. Conforme veremos no Teorema 3.1,
quando um difeomorfismo é de classe C¥, seu inverso também serd. A regra da cadeia nos
garante que sua derivada f(x) : R” — R™, em cada ponto x € U, é um isomorfismo (invertivel).!
Em termos do determinante jacobiano, isso significa que detJ f(x) # 0 para todo x € U, onde

i

Jf(x) = <—) é a matriz jacobiana de f no ponto x. E natural questionar se a reciproca é

8xj

verdadeira, € sobre isso que comecaremos a tratar agora.

3.1 O Teorema da Aplica¢ido Inversa no R"

De posse dos resultados preliminares, seguiremos agora para a demonstra¢io. Antes,
enunciaremos e provaremos algumas afirmagdes que nos serdo uteis. A primeira delas nos diz

respeito a continuidade das derivadas parciais da inversa de um difeomorfismo.

Teorema 3.1 Sejam U,V C R™ abertos. Se o difeomorfismo f:U — 'V é de classe C*, com

k > 1, entdo, seu inverso g = f_1 U — V também é de classe C*.

Demonstraciao. Faremos a demonstracdo usando induc¢io em k. Antes, observe que, para todo
y = f(x) € V, usando derivada da funcio inversa, temos que g’(y) = f’(x) . Agora, aplicando

ainversa £~ em y = £(x), teremos £~1(y) = £~1(f(x)) = x. Entdio, ¢'(y) = [£'(f ()], ou

seja, a aplicagdo g’ : V — Z(R™) pode ser escrita como a composta:
g=gofof U=V

em que
e ¢:GL,(R™) — GL,(R™) onde GL,(R™) é o conjunto de todos os operadores invertiveis
de Z(R™);
o f:U — Z(R™) leva todo ponto x € U na derivada f’(x) : R” — R™;

e f~1:U — V éaaplicagdo inversa de f.

' Este fato é um coroldrio da regra da cadeia. Mais detalhes podem ser encontrados na se¢io 3 do capitulo 5 de

(LIMA, 2006).



33

Observe que a aplicagcdo ¢ € de classe C™, conforme vimos no Exemplo 2.38. Seguindo com a
prova por indugdo, o teorema € vélido para k = 1. De fato, se o difeomorfismo f: U — V é de
classe C!, entio f é de classe 9. Sendo f um difeomorfismo, sua inversa f —1 ¢ diferencidvel,
logo continua, consequentemente, de classe CV. Sendo ¢ de classe C°, temos que g’ é composta
de trés aplicacdes de classe C¥. Logo, ¢’ também serd. O que nos dd g = f~' € C'. Suponha,
agora, que o teorema seja valido para um certo k — 1. Provemos para k. Se f é de classe C¥,
temos que f’ é de classe C~!. Por hipétese de indugio, f~! é de classe C¥~!. Por sua vez, @
também é de classe C*~!. Assim, g’ = @ o f'o f~! é composta por trés fungdes de classe CK~!,
o que nos di g’ € C*¥~!. Portanto, g = f~! é de classe C. |

O préximo teorema nos fornece uma estimativa para f : U — R na vizinhanca de

algum ponto do aberto U de R™.

Teorema 3.2 Seja f: U — R" de classe C' no aberto U C R™. Se, para algum a € U, a
derivada f'(a) : R™ — R" ¢ injetiva, entdo existem & > 0 e ¢ > 0 tais que B = B(a;8) C U
e, para quaisquer x,y € B tem-se |f(x) — f(y)| > ¢+ |x —y|. Em particular, a restri¢cdo f|p é

injetiva.

Demonstracio. Considere a fungdo real g : S"~! — R que leva cada ponto u da esfera unitdria
S™=1 no nimero real |f(a) - u|. Pelo Teorema de Weierstrass e pela injetividade de f, existe

.V
¢ > 0 tal que |f'(a)-u| > 2c, para todo u € S"~!. Tomando o vetor unitario [ € R™, segue que
%

|f'(a) - v| > 2¢|v| para todo vetor ndo nulo v € R™. Defina r: U — R" pondo

r(x) = f(x) = f(a) - f'(a)(x—a), x€U.

Assim, para quaisquer x,y € U temos que

0 que nos da

f) =) = f(@)(x=y) +r(x) = r(y).

Lembrando que |w —s| > |w| — |s| com w,s € R", vem

(@) (x =) +r(x) =r(y)|
(@) (x—y) = (r(y) = r(x)|
(@) (x=y)| = |r(x) = r(y)]
2cpe =yl =[r(x) = r(y)l-

[f(x) = fO)]

AV

v
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Como f é de classe C', a aplicacdo r definida também ser4 de classe C!, ou seja, ’ é continua.
Além disso, r(a) =0, o que implica em r/(a) = 0. Pela continuidade de 7/, dado ¢ > 0, existe
6 > 0 tal que

x—al|< 8= |F(x)—r(a) <c=|"(x)] <c.

Sendo r diferencidvel em U, em particular, no conjunto convexo B = B(a; §), pela desigualdade
do valor médio, temos que

X,y € B(a;6) = |r(x) —r(y)| < clx =y,

0 que nos da

—|r(x) =r() = —clx—yl.

Como | f(x) — f(y)| > 2¢|]x —y| — |r(x) — r(y)|, entdo,
x,y €B=[f(x) = f(V)| > 2c|x—y|—clx—y[ = [f(x) = f()] = c]x—y],

como queriamos demonstrar. Em particular, f|p € injetiva. De fato, sejam x,y € B tais que

f(x) = f(y), entdo teremos

fO)—f)| >clx—y|=0>clx—y| = |x—y| <0.

Se fosse |x — y| < 0, teriamos, claramente, um absurdo. Logo, s6 podemos ter |x —y| = 0, o que
nos leva a concluir que x = y. n
Mostraremos, agora, um fato acerca da diferenciabilidade do homeomorfismo in-

VETSo.

Teorema 3.3 Seja f: U — V um homeomorfismo de classe C' entre os abertos U,V C R™. Se,
para algum x € U, a derivada f'(x) : R™ — R™ é um operador invertivel, entdo o homeomorfismo

inverso g = =11V — U é diferencidvel no ponto f(x), com g'(f(x)) = f'(x)~L.

Demonstracao. Sejam x e v # 0, pontos de U, tais que x+v € U. Escolhamos ye w # 0 € V de

tal forma que f(x) =ye f(x+v) =y+w. Entlo,

flxtv) =f)+w=w=flx+v) - f(x).

Sendo f de classe C', logo diferencidvel, temos que

w=f(x+v)—f(x)=f(x)-v+r(v), onde 11_1}(1)% =0.
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Como g = f~!, de f(x) =y vem g(f(x)) = g(y) = x = g(y) e, de f(x+V) =y +w teremos
gfx+v))=gly+w)=x+v=g+w)=v=gr+w)—x=

gy+w)—gly)=v

Como f’(x) é um operador invertivel, definimos

gr+w)—g(y) = f/(x)"" - wts(w). 3.1)

Para mostrar que g é diferencidvel e que f’(x)~! é a derivada de g no ponto y, devemos provar

que 11%% = 0. Substituindo w = f'(x)-v+r(v) e g(y +w) —g(y) = v na igualdade (3.1),
w—r

obtemos
v=F0) 7@ v +sw) = v= 07 @) v+ @) r(v) 4 s(w) =
v=v4 /()7 r(v) +s(w) = s(w) = /()" r(v).

s(w) 1 ) M

Dai, podemos escrever ﬁ =—f"(x) ﬁ . m Como w foi definido inicialmente como
w vl w
fx+v)— f(x), segue que
s\w _1 rw 1%
():—f'(x) 1, () || )
wi vl fe4v) = f ()]

Pelo Teorema 2.2, existem 6 > 0 e ¢ > 0 tais que | f(x+v) — f(x)| > c-|v], isto é, i

[f(x+v) = fx)|

14 .. . .
ld ¢ limitada. Além disso,

[f(x+v) = f(x)]

€ continua. Logo, se w — 0, entdo v — 0, 0 que

1
—. Dessa ultima desigualdade, podemos concluir que
c

como f é um homeomorfismo, entdo g = f~!

r(v)

nos leva a lim —= = 0. Assim,
v—0 |V|
S(W) R r(v) |V| .|
1 =—f(x -lim . =—f(x -0=0.
A N ¥ R Ve a5 A

|

A fim de concluir com as ferramentas necessarias para a demonstragdo principal

desse capitulo, iremos demonstrar um lema que mostrard um resultado importante sobre minimo

local de uma funcdo real. Antes, porém, vamos recordar um importante conceito, maximos e
minimos locais.

Dada uma fun¢do f: U C R" = R, um ponto a € R" ¢ dito mdximo local de f se

existe uma vizinhanga V de q, tal que f(x) < f(a) para todo x € U NV. Analogamente, um

IN
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ponto b € R" é dito minimo local de f se existe uma vizinhanca V de b, tal que f(x) > f(b) para
todo x € U NV. Todo ponto que € um méaximo ou minimo local de uma fungao € dito extremo
local da mesma. Se U é aberto, f é diferencidvel em a € U e f'(a) = 0, dizemos que a é um

ponto critico de f.> Dados esses lembretes, vamos ao lema.

Lema 3.4 Sejam U C R™ aberto e g : U — R" diferencidvel no ponto a € U, com g'(a) : R™ —

R" sobrejetiva. Se a é um ponto de minimo local de |g(x)|, com x € U, entdo g(a) = 0.

Demonstracao. Sendo a um ponto de minimo local para |g(x)|, entdo, ele também serd um ponto
de minimo local para a fun¢io ¢ : U — R definida por ¢(x) = |g(x)|* = (g(x),g(x)). Assim,
¢'(a) = 0. No entanto, como @'(a)-v =2(g'(a) -v,g(a)), temos que (g'(a) - v,g(a)) = 0. Isso
significa que g(a) é ortogonal a2 imagem de g’(a), que, por ser sobrejetiva, € o R”. Portanto, s6
podemos concluir que g(a) = 0. [

Dados os resultados principais, vamos ao enunciado e demonstracao do Teorema da

Aplicacdo Inversa no R".

Teorema 3.5 (Teorema da Aplicacdo Inversa) Seja f: U — R” de classe C¥, com k > 1, no
aberto U CR™. Se a € U é tal que f'(a) : R™ — R™ é invertivel (equivalentemente: detJ f(a) #
0), entdo existe uma bola aberta B= B(a;0) C U tal que a restricdo f|p é um difeomorfismo

sobre um aberto 'V > f(a).

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.2, sendo f'(a) : R™ — R™ invertivel, com a € U, existe
6 > 0 tal que B = B[a;8] C U e f € injetiva no conjunto compacto B. Entdo, f|z: B — f(B)
¢ uma bije¢do continua e, pelo Teorema 2.30, B é homeomorfo a f(B). Em particular, f :
B = B(a;8) — f(B) =V é um homeomorfismo. Como f’(x) depende continuamente de x,
e todo operador linear suficientemente proximo de um invertivel € também invertivel, entdo
f'(x) : R™ — R™ é um isomorfismo para todo x € B = B(a; 8). Pelo Teorema 3.3, se provarmos
que V = f(B) é aberto, entdo f|p serd um difeomorfismo sobre V = f(B). Seja g = f(p) com
p € B=B(a;8). Chamando de S = S[a; 6], a esfera que é fronteira de B, temos que ¢q & f(S),
pois f|z € injetiva. Além disso, sendo f continua no compacto S e, como |f(x) —g| > 0, pelo
Teorema de Weierstrass, existe € > 0 tal que | f(x) — g| > 2€ para todo x € S. Afirmamos que
B(gq;€) C f(B) =V. De fato, dado y € B(gq;€), defina g(x) = f(x) —y. Temos que, o minimo de

|g(x)|, quando x varia no compacto B, ndo € atingido no ponto x € S, pois x € S = | f(x) —y| > €,

2 Também, dizemos que a é um ponto critico de f quando Vf(a) = 0.
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enquanto |f(p) —y| =|g—y| < €, onde p € B= B(a;0). Assim, o minimo de |f(x) —y|, com
x € B, é atingido num ponto xy € B = B(a;d). De acordo com o Lema 3.4, esse minimo vale
0, entdo |g(xo)| =0=|f(x0) —y| =0=y = f(x0) € f(B) =V, ou seja, B(q;€) C f(B) =V.

Portanto, f(B) é aberto, como querfamos demonstrar. |

Iremos agora ver alguns problemas basicos que podem ser resolvidos facilmente

com o Teorema da Aplicacdo Inversa.
Exemplo 3.6 Toda matriz proxima da identidade I, tem raiz quadrada.

Considere as matrizes X e Y € M(n x n). Dizemos que X é raiz quadrada de Y quando X?> =Y.
Visto que det (X?) = (det X)?, uma condicfio necesséria para que Y tenha uma raiz quadrada é que
-1 0
1 -1

tenha determinante > 0, niio existe X € M(2 x 2) tal que X2 =Y (fato facilmente verificavel).

det Y > 0. No entanto, essa condi¢do ndo € suficiente, pois embora a matriz ¥ =

Vamos usar o Teorema da Aplicacdo Inversa para mostrar que toda matriz proxima da identidade
possui raiz quadrada. Considere a aplicacio f : M(n x n) — M(n x n) dada por f(X) = X2. Note
que f é uma aplicag@o de classe C*. Sua derivada num ponto X € M(n x n) é a transformagao
linear £/(X) : R” — R", dada por f'(X)-Y =Y -X + X -Y. Em particular, se X = I,, teremos
f'(I,)-Y =2Y. Logo, f'(I,) : R"™ — R ¢ invertivel. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa,
existe um aberto B em M(n X n), com I, € B, tal que f|p é um difeomorfismo sobre o aberto
V = f(B) que contem f(I,). Isto significa que, para toda matriz Y € V, existe uma tinica matriz
X =Y € Btal que X?> =Y. Além disso, pelo Teorema 3.1, a aplicacio inversa f~!: V — U,
dada por Y = VY, é de classe C*.

Exemplo 3.7 Para todo k € N, existem abertos U,V C M(n x n) = R"™ tais que toda matriz

Y €V possui uma tinica raiz k-ésima X € U, isto é, tal que X*¥ =Y.

A prova € andloga ao exemplo anterior. A aplicacdo f : R ]R”z, dada por f(X) = X, é de

k

classe C*. Sua derivada no ponto X C R" éa transformacdo linear f'(X)-Y = ZX =Ly . xkt,
i=1

No ponto X = I,, temos que f'(I,)-Y =k-Y. Logo, f'(I,) : R" — R"™ & um isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicagdo Inversa, existe um aberto B € ]R”z, com I, € B, tal que f|p é um
difeomorfismo sobre o aberto V = f(B) que contém f(I,), ou seja, toda matriz Y € V possui

uma unica raiz k-€sima X € U.
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Exemplo 3.8 Sejam ¢ : U — R™ de classe C' no aberto U C R™ e ¢ € [0,1) tais que |@(x) —
©(y)| < clx —y| para quaisquer x,y € U. Iremos mostrar que f : U — R™, dada por f(x) =
x+ @(x), é um difeomorfismo de U sobre o aberto V = f(U) C R™. Além disso, se U = R™,
entdo f(U) =R™.

Do Exemplo 2.35, temos que |@’(x) - v| < c|v| < |v| para todo x € U e todo v € R™ — {0}. Logo,
If (x)-v|=|v+ @' (x)-v| > |v]|—|¢/(x)-v]| >0, se v# 0. Isso mostra que f'(x) : R”™ — R™ é
um isomorfismo, para todo x € U. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, f € um difeomorfismo
local, que transforma cada aberto A C U num aberto f(A) C R™. Além disso, dados x,y € U,

com x # y temos que

fx)—fO) =lx—y+0x)—0()| > x—y|—cx—y[=(1—c)x—y| >0,

o que nos da f injetiva. Portanto, f : U — R é um difeomorfismo de U sobre o aberto V =
f(U) C R™. Agora, suponha que U = R™. Como R é conexo, para que tenhamos f(R") = R",

devemos ter f(R™) aberto (fato ja mostrado) e fechado. Para provar que f(R™) é fechado,

1

seja (xx)ren Uma sequéncia tal que klim fxx) =y € R™. Como |x; —x,| < 1—|f(xk) — f(x)]s
—yo0 —C

entdo (x;)ren € uma sequéncia de Cauchy e, portanto, converge para um certo x. Dai, f(x) =

l}im fxx) =y e f(R™). Logo, f(R™) é fechado.
—»00
3.2 Aplicacoes

Nessa se¢do, iremos apresentar alguns resultados de maior relevancia usando o

Teorema da Aplicacdo Inversa. O primeiro deles, o notdvel Teorema da Funcao Implicita.
3.2.1 Teorema da Fungao Implicita

Com o intuito de nos servir de motivacao, considere o caso particular de uma func¢ao
f definida num aberto U C R?. O Teorema da Funcdo Implicita estabelece condicdes para
que o conjunto de pontos (x,y) € U que cumprem a igualdade f(x,y) =c, ¢ € R, seja, numa
vizinhanga de um ponto (a,b) € U que satisfaz f(a,b) = c, o grafico de uma fun¢do de variavel
x, y = y(x), ou de varidvel y, x = x(y). O teorema estabelece que se f é de classe C¥, com k > 1,
e %(a, b) # 0, tem-se o primeiro caso, e se %(a,b) # 0, tem-se o segundo.

O conjunto dos pontos (x,y) que satisfazem f(x,y) = ¢, ¢ € R, define, em muitos

casos, o traco de uma curva, a qual denominamos curva de nivel de f. Assim, decorre do



39

Teorema da Fungio Implicita que uma curva de nivel de uma fungio de classe C¥, com k > 1,
seja, localmente, o grafico de uma func¢io de uma tnica varidvel. Nesse caso, pelo menos uma
das derivadas parciais de seus pontos deve ser diferente de zero.

Por exemplo, considerando a funcio de classe C!, dada por

flx,y) = x*+y%, (x,y) € R,

temos que o conjunto de pontos (x,y) € R? que cumprem a igualdade f(x,y) = 1 é a esfera
S!. Geometricamente, para um dado ponto (a,b) € S!, distinto de (1,0) e (—1,0), existe
uma vizinhanga do mesmo em S! que é o grifico de uma funcdo y = y(x). Observe que
g—i(a,b) = 2b # 0, enquanto que %(1,0) = %(—1,0) =0.

No enunciado do teorema a seguir, f'(a,b) ]{O}XRm € um isomorfismo no sentido de
ser invertivel a matriz m X n cujos vetores-coluna sdo os m ultimos vetores-coluna da matriz
jacobiana de f em (a,b). Dito isto, e sendo f de classe C¥, o teorema assegura a existéncia de
uma vizinhanca de (a,b) cuja intersegio com f~!({f(a,b)}) é o grifico de uma aplicacio &, de

classe C¥, definida num aberto de R” e que toma valores em R”. Vamos ao enunciado.

Teorema 3.9 (Teorema da Funcdo Implicita) Sejam U C R"™" =R" x R™ um conjunto aberto,
f:U — R™, uma aplicagdo de classe C*, comk > 1, e (a,b) € U, tais que f(a,b) = c € R™. Nes-
sas condigoes, se f'(a,b)|(o)xrn € um isomorfismo sobre R™, entdo existem abertos V > (a,b),
VCUeA>a, ACR" que cumprem as seguintes condigoes:
1. Para todo x € A, existe um tinicoy = §(x) € R™, tal que (x,&(x)) € Ve f(x,E(x)) =¢;
2. A aplicagdo E(x) € R™ é de classe CF e E'(a) = —T, 'T1, em que Ty € L (R™;R™) e
T, € ZL(R™) sdo definidas por Ty -h = f'(a,b)(h,0) e T» -k = f'(a,b)(0,k).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que ¢ =0 e defina F' : U — R” x R, onde
F(x,y) = (x, f(x,y)), ou seja, as coordenadas de F sdo a projecdo P;(x,y) = x e a aplicagdo f,
onde F é de classe C* e

F/(a7b)<h7k) - (h,f/(a,b)(h,k)),

onde (h,k) € R" x R™. Em particular, se F'(a,b)(h,k) = (0,0), teremos h=0¢ 0 = f'(a,b)(h,k)
f'(a,b)(0,k), onde k = 0, visto que, por hipétese, f'(a,b)|oyxrm € um isomorfismo. Entdo,
F'(a,b) é um isomorfismo de R” x R™ sobre si mesmo. Pelo Teorema da Aplicagdo Inversa,
existem abertos V > (a,b), V C U, e W > (a,0), W C R" x R™, tais que Fly : V — W é um

difeomorfismo de classe C*. Observe a figura a seguir.



40

Figura 1 — Aplicacdo F

R™ R™

Fonte: (LIMA, 2015)

Sem perda de generalidade, vamos supor que W = A X B, em que A e B sao abertos
de R" e R™, respectivamente, e a € A. Entdo, dado x € A, existe um dnico y=E&(x) € V e
F(x,y) = (x, f(x,y)) = (x,0) € W, pois F|y — W € bijetiva. Portanto, a aplicagdo &, assim
definida, satisfaz f(x,&(x)) = 0 para todo x € A, o que conclui a prova de /. Para a prova de
2, considere G = (F|y)~!. Pelo Teorema da Aplicagio Inversa, G é de classe C*. Além disso,
G(x,0) = (x,&(x)). Definindo a proje¢do P(x,y) =y e ¢(x) = (x,0), com x € R", teremos
& =P, oGo¢,onde & é de classe C*. Note que, para todo (h,k) € R" x R™, tem-se

f'(a,b)(h,k) = f'(a,b)((h,0)+ (0,k)) = f'(a,b)(h,0) + f'(a,b)(0,k) =Ty -h+ T - k.
Derivando ambos os membros de f(x,&(x)) = 0 e fazendo x = a, teremos
0=f'(a,8(a))(h, & (a)h) = f'(a,b)(h,E'(a)h) =Ty - h+ T -E'(a)h, Y h R,

donde, concluimos que &’ (a) = —TZ_ITI. Isso encerra a prova de 2 e, assim, concluimos a
demonstragdo do teorema. |

Vale destacar que dada uma aplicacdo f : U C R" x R™ — R™, pelo Teorema da
Funcio Implicita, se f é uma submersio’ de classe C', entdo todo conjunto de nivel nio vazio
de f &, localmente, o grifico de uma aplicacio de classe C' definida num aberto R” e tomando

valores em R™.

3 Dado um aberto U C R", uma aplicagio diferencidvel f : U — R™, cuja derivada f’(x) é sobrejetiva para todo

x € U, é dita uma submersdo.
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3.2.2 Multiplicadores de Lagrange

Iniciaremos nossas consideracdes com as funcdes reais f : U — R, de classe C'
definida no aberto U C R""! com somente uma restricio. O método de multiplicador de
Lagrange se aplica na seguinte situacdo: considere uma funcio f: U — R, de classe C', uma
hipersuperficie M = ¢ ~!(c), que é imagem inversa de um valor regular ¢ da funcio ¢ : U — R,
de classe C!, e procura-se determinar quais sio os pontos criticos da restricio f|u, ou seja, 0s
pontos criticos x de f sujeitos a condi¢do ¢ (x) = c. Nao se trata de determinar os pontos criticos
de f: U — R que estdo localizados sobre a hipersuperficie M, mas sim os pontos criticos da
funcdo fly : M — R.

Um ponto x € M chama-se um ponto critico da restricdo f|y quando, para todo
caminho diferencidvel A : (—8,8) — M com A(0) = x tem-se (foA)’(0) =0. Pondo v=21(0),
esta condicdo significa (Vf(x),v) = 0. Como v é um vetor arbitrdrio pertencente ao espaco
vetorial tangente 7,M, vemos que x € M é um ponto critico de f|u se, e somente se, Vf(x) é
ortogonal ao espacgo vetorial tangente 7, M.

Temos que V@(x) é um vetor ndo-nulo ortogonal a 7,M. Como o complemento
ortogonal* de T,M em R"*! tem dimensio 1, segue-se que V f(x) L T,M se, e somente se, V f(x)
¢ um multiplo de V¢(x). Nessas condi¢oes, temos o Teorema do Multiplicador de Lagrange:
o ponto x € U é um ponto critico da restricdo f|y de f a hipersuperficie M = ¢~(c) se, e
somente se:

l. ¢(x)=c;
2. Vf(x) =A-V(x) para algum A € R.

Faremos a demonstracao geral desse teorema logo adiante. As condi¢des do Teorema
do Multiplicador de Lagrange representam um sistema de n + 2 equacdes nas n + 2 incognitas
X1,X2, .y Xnt1,A. O fator A é chamado o multiplicador de Lagrange. Sua presenga torna o
nimero de incdgnitas igual ao ndmero de equacdes, o que viabiliza a solugdo na pratica.

Note que se x € M é um ponto de minimo ou de mdximo local de f|y, entdo para
todo caminho diferencidvel A : (—6,8) — M com A(0) = x, a fung¢do foAd : (—5,8) — R tem
um minimo ou um maximo local no ponto 0. Logo, (foA)'(0) = 0. Portanto, os minimos
e maximos locais de fy estdo incluidos na defini¢do de ponto critico dada pelo Teorema do
Multiplicador de Lagrange.

Vale ressaltar, também, que todo ponto critico x € M da funcdo f : U — R é, com

4 O complemento ortogonal de T,M é o conjunto T,M*+ = {w € R"; (u,w) =0 Yu € T,M}.
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maior razao, ponto critico da restricao f|s pois, sendo Vf(x) =0, tem-se (V f(x),v) = 0 para
todo v € R*+1,

Muitas vezes, a condigdo adicional @(x) = ¢ é escrita como ¢(x) = 0. Isso ndo
representa perda de generalidade. Basta usar, em vez de ¢, a funcdo y(x) = ¢(x) — c. Entdo,
y(x) =0< @(x) =cecéo valor regular de y.

Falando agora de maneira mais geral, o método dos multiplicadores de Lagrange se
aplica ao problema de se determinar extremos locais da restri¢do de uma funcao diferencidvel f,
definida num aberto U C R” x R, a um subconjunto M C U, que, por sua vez, € um conjunto de
nivel de uma submersao de classe C!, g :U — R™. Nessas condi¢des, (falaremos detalhadamente
sobre isso no préximo teorema) para que um ponto p € M seja um extremo local de f]y, é
necessdrio que o gradiente de f em p esteja no espago gerado pelos gradientes das coordenadas

de g: g1,82,...,8m, €m p, isto é, devem existir A;,As,..., A, € R tais que

Vf(p) =MVgi(p)+2AVer(p)+ -+ A Ven(p).

Nesse contexto, os reais A1, A, ..., A, sdo chamados de multiplicadores de Lagrange.
Desta forma, se M € definida pela igualdade g(x) = ¢, as n+ m coordenadas de p,
juntamente com os m multiplicadores A, A;,. .., A, sdo as varidveis do sistema de equacdes

vetoriais:

Vilp) = MVgi(p) +MVe(p)+--+A4uVen(p)

glp) = ¢

Dadas essas consideragdes iniciais, vamos ao enunciado e demonstragdo do Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange.

Teorema 3.10 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam U C R" x R™ um conjunto aberto, f :
U — R uma funcdo diferencidvel e M C U um conjunto de nivel de uma submersdo de classe
C', ¢ =(g1,82,...,8m) : U — R™. Entdo, se p € M é um extremo local de f|y, existem

A2, ..., Ay €R, tais que
Vf(p) =MVei(p)+0Vep)+- -+ AnVem(p).

Demonstracdo. Seja p = (xg,y9) € M um extremo local de f|y. Uma vez que g é uma
submersdo, temos que g'(p) € Z(R"™" R™) é sobrejetiva, donde podemos supor, sem perda

de generalidade, que g'(p) |{0}XRm ¢ um isomorfismo sobre R™. Logo, pelo Teorema da Fun¢do
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Implicita, existem um aberto de R”, A 3 xo, e uma aplicacdo de classe C', £ : A — R™, tais que
o gréfico de & estd contido em M, ou seja, (x,&(x)) € M para todo x € A. Considere o grafico de
&' (x0), G:={(h,&'(x0)h);h € R"} C R" x R™, e observe que este é um subespago vetorial de
R" x R™ de dimensdo n (note que {(e1, & (xo)e1), (e2,&' (x0)ea), ..., (en, & (x0)en)} é uma base
de G). Sendo M um conjunto de nivel de g, temos que g(x,&(x)) é constante. Em particular,
dado um vetor 1 € R", tem-se g’(xo, & (x))(h, &' (xo)h) =0, isto é, g’ (p)(G) = 0. Logo, para todo
v=(h,& (x0)h) € G, teremos

0=2g'(p)v= (g1 (P &2(P)V,---, &m(P)V) = ((VE1(P),v),(VEr(P),V),- - (Vgn(P),V)),

donde concluimos que, para cada j € {1,2,...,m}, Vg'(p) € ortogonal a G. Porém, os vetores-
linha da matriz jacobiana de g em p sdo, justamente, Vg’ (p),Vg5(p),..., Vg, (p) e, portanto,
sdo linearmente independentes, ja que g'(p) tem posto® m. Segue dai que, o complemento
ortogonal de G em R" x R™ ¢ o subespago gerado pelos vetores Vg (p),Vgh(p),...,Ven(p).
Um vez que p é um extremo local de f|y, temos que xo é um extremo local de f(x, & (x)), x € A.

Dado, entdo, v = (h,&'(x0)h) € G, teremos
0= f'(x0,&(x0))(h,&' (x0)h) = (V£ (p),v),
onde f(p) € G*. Logo, existem reais A1, Ay, ..., A, tais que
Vf(p) =MVei(p) +22Vga(p) + - + AnVem(p),

como queriamos demonstrar. |

Exemplo 3.11 Seja f : R? — R definida por f(x,y) = ax+ by, com a*> +b* # 0. Quais os

pontos criticos da restricdo de f ao circulo unitdrio S'?

Temos que Vf(x,y) = (a,b), p(x,y) =x*+y*, S! = ¢~ 1(1) e Vo(x,y) = (2x,2y).

Os pontos criticos de f|gi sdo aqueles onde os vetores (a,b) e (2x,2y) sdo colineares. Além disso,
a b —a -b

deve—seterx2+y2:l,issonosdéx:— =———oux=— ,y= .
Va?+b? Va? +b?

VZi 2 VEib

Nesses pontos, f|gi assume, respectivamente, seu valor méximo igual a v/a? + b2, e seu valor

minimo igual a —v/a? + b2,

Exemplo 3.12 Dados a € R"! e uma hipersuperficie M C R"™!, que ndo contenha o ponto a,

determinar o ponto p € M mais proximo de a.

> O posto de uma transformacdo linear é a dimensdo de sua imagem.
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Considere a fungio f(x) = |x —al, que é de classe C* em R"*! — {a}. Procuramos
os pontos onde f|y assume seu valor minimo. Eles estdo entre os pontos criticos de f|y, isto

é, entre os pontos nos quais Vf(x) é normal a M. Ora, como f(x) = \/Z(x; —a;)?, temos

O _5i=0i onde V(x) = X
|x —al

F | | . Assim, os pontos criticos de f|js sdo os pontos x € M
xi |x—a

tais que x —a € normal a M.

Exemplo 3.13 Considere a fungdo f:R> — R, f(x,y,2) =x-y-z e, para cada c > 0, procure-
mos seu valor mdximo na superficie M = {(x,y,z) E R x+y+z=c¢,y >0,z > 0}. Na prdtica,
iremos mostrar que, dados trés niimeros reais x,y e z, sua média geométrica é menor do que ou

igual a média aritmética destes niimeros.

O valor mdximo mencionado acima existe em M visto que ele é um conjunto
compacto mas , na realidade, estd em M pois f é positiva em M e nula em M — M. Temos
que Vf(x,y,z) = (yz,xz,xy) e M é uma parte de ¢~'(c), com ¢@(x,y,z) = x +y +z, donde
Vo(x,y,z) = (1,1,1). Logo, num ponto de M onde f|y sgja maxima, devemos ter yz = xz =

. c c L.
xy=Aex+y+tz=c. Assim,x=y=z= 3 e f(x,y,2) = 77 Sendo esse valor mdximo de f em

3 3
c X+y+z
M, devemos ter xyz < 77 = (%) ,sempreque x >0,y >0,z>0ex+y+z=c. Mas
¢ € arbitrario e trés nimeros positivos x,y,z t€m sempre uma soma c. Podemos, entdo, afirmar

3
X X
que, dados 3 niimeros positivos x, y, z, tem-se xyz < <—+§ i Z) ,ou seja, Jxyz < (—+§ i Z) )

como querfamos demonstrar.

Exemplo 3.14 (Desigualdade de Hadamard) © Se X ¢ uma matriz n x n cujas linhas sdo os

vetores X; = (Xi1, X2, ..., Xin), i = 1,2,...,n, entdo detX < |Xi|-|Xz| - |Xy

, onde |X;| é a norma

euclidiana de X;.

O resultado € evidente se detX = 0. Caso detX # 0, entdo todos os vetores-linha sdo
diferentes de zero. Logo, X; = |X;| - W;, com |W;| = 1, para todo i = 1,2,...,n. Entdo, detX =
|X1|-|X2|---|X,|-detW, onde W é a matriz cujas linhas sdo os vetores unitarios Wi, W,, ... W,,.
A desigualdade de Hadamard ficara provada se mostrarmos que detW < 1. De um modo mais

geral, mostraremos que se W = (w; j) ¢ uma matriz n X n, tal que szzj =n, entdo detW < 1.

i,
o9 128
8xij

Defina f, ¢ : R" — R, pondo f(X) =detX e ¢(X) = Zx,zj Temos —— (X) =2x;j e (X)=
L,j
(—1)i+jX[,- j» onde X; ;1 € o determinante da matriz (n — 1) X (n — 1), obtida de ¢ pela omissdo

ax,'j

6 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) foi um matemético francés.
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da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Todo niimero real diferente de zero é um valor regular
de ¢. Logo, M = ¢~ !(n) é uma hipersuperficie compacta de classe C* em R™, que é a esfera
de centro O e raio \/n. Pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, uma matriz W = (w;;) é
ponto critico de f|y se, e somente se, Zwl-zj =neVf(W)=A1-Vo(W) para algum A real. Dai,

i,j
teremos

(—I)H_jW[ij] = 2& -W,'j (3-2)

para quaisquer i, j € [1,n]. Multiplicando por w;;, somando e levando em conta a regra de
expansao de um determinante em relagdo aos elementos de uma linha, temos
n-detW = Z(—l)i“wiij =21 Zwlzj =2\ -n,
iJ
donde detW = 2A. Agora, multipliquemos (3.2) por w;j, fixemos i e somemos em relacdo a j.
Resulta em

detW = Z(—l)i+jwijﬂf[ij] =27 ~Zw%j =detW - szzj
j J J

Suponhamos que W seja um ponto onde f|js assume seu valor maximo. Entéo, detW = f(W) #0

e da igualdade acima vem |Wj|? = Zw,zj = 1 para todo i. Em seguida, multipliquemos (3.2) por

J
Wgj» com k # i, e somemos em relagdo a j. Teremos

Z(—l)i+jwkjW[ij] =27 -Zwkjw,-j =24 (Wi, W;).

J J

Note que o primeiro somatdrio acima € zero, por ser o desenvolvimento em relacdo aos elementos
da i-ésima linha do determinante de uma matriz com duas linhas, a i-ésima e k-€sima linhas,
iguais a Wy. Logo, (W;,W;) = 0 para k # i. Assim, todo ponto W € M, onde f|)s atinja o seu
valor maximo, € uma matriz cujas linhas s@o vetores unitdrios dois a dois ortogonais, isto &,
W € uma matriz ortogonal. Em particular, detW = £1. Por ser det W maximo, seu valor é
evidentemente 1. Concluimos que detW < 1 para todo W € M, o que demonstra a desigualdade

de Hadamard.

3.2.3 Forma Local das Imersades

z

Uma imersdo do aberto U C R™ no espaco euclidiano R"” é uma aplicacdo diferen-

cidvel f: U — R" tal que, para cada x € U, a derivada f'(x) : R — R" é uma transformag@o

linear injetiva, o que ocorre somente quando m < n. A aplicacdo composta de duas imersoes



46

¢ ainda uma imersdo. Se a derivada f’ : U — £ (R™;R") for continua no ponto a € U, entdo,
pelo Teorema 3.2, a condigéo de f’(a) : R™ — R” ser injetiva implica que f é injetiva numa
vizinhanga de a e, mais precisamente, f transforma uma bola de centro a homeomorficamente

sobre sua imagem. Vejamos algumas situacoes.
Exemplo 3.15 Seja f: R™ — R™ x R" a aplicagdo de inclusdo, dada por f(x) = (x,0).

Como f é linear, temos f’(x) = f(x) para todo x € R™, logo f é uma imersdo de classe C*. O
Teorema da Forma Local das Imersdes mostra que toda imerséo de classe C* (k > 1) se comporta

localmente como esta.

Exemplo 3.16 Seja J C R um intervalo aberto. Um caminho diferencidavel f : J — R" é uma

imersdo se, e somente se, seu vetor-velocidade é diferente de zero em cada pontot € J.

Isto significa que a imagem f(J) possui, em cada ponto f (), uma reta tangente, a
saber, areta L= {f(r)+s- f'(t);s € R}. Observe que uma imersdo pode ndo ser injetiva. Entdo,
quando f(t;) = f(t2), as duas retas tangentes L; = f(t;) +R- f(1r1) e L, = f(t2) + R - f'(f2)
podem, ou nao, ser distintas. Se considerarmos, entretanto, uma pequena vizinhanca V de ¢q,
nenhum outro ponto de V terd a mesma imagem que #; € assim L; serd a unica reta tangente no
ponto f(¢;) para o caminho restrito f|y. Um exemplo simples de imersdo da reta no plano é

dado por f: R — R?, f(t) = (t* —¢,#*). A imagem de f é esbogada na figura abaixo.

Figura 2 — Gréfico de f(t) = (1> —1,1?)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborada pelo autor
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Exemplo 3.17 O caminho g : R — R?, definido por g(t) = (t —sent,1 —cos t), é injetivo, de

classe C*, mas ndo é uma imerséo de R em R2.

A imagem de g, uma curva chamada cicldide (figura a seguir), exibe uma infinidade de pontos
angulares chamados de cuspides, nos quais o vetor-velocidade g’(¢) deve obrigatoriamente ser

igual a zero.

Figura 3 — Cicl6ide

Fonte: Elaborada pelo autor

No entanto, note que os pontos onde a derivada de uma aplicacdo deixa de ser
injetiva nem sempre se denunciam pela forma geométrica da imagem. Por exemplo, a imagem
do caminho f: R — R2, f(¢) = (£3,¢3), é uma reta. Parat = 0, o vetor-velocidade f'(¢) se anula,
o0 que ndo se deve ao aspecto de f(R), mas a maneira como tal conjunto estd parametrizado por
f-

O teorema abaixo mostrard que em toda imersio de classe C* & possivel introduzir
novas coordenadas na vizinhanca de cada ponto da imagem, de modo que f assuma localmente

a forma do Exemplo 3.15.

Teorema 3.18 (Forma Local das Imersoes) Sejam U C R" um conjunto aberto e f:U —
R” x R™ = R™™ uma aplicacdo de classe C*(k > 1), tal que f é uma imersdo em a € U, isto
é, f'(a) € L (R";R"™™) é injetiva. Entdo, existem abertos A> a, de U, e W > f(a), de R"™™,
bem como um difeomorfismo G : W — G(W) C R"™, tais que a composta Go f : A — R"™"™

estd bem definida e, para todo x € A, vale a igualdade (G o f)(x) = (x,0).
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A demonstragdo faz uso do Teorema da Aplicacdo Inversa. A figura seguinte contém o significado

do teorema.

Figura 4 — Forma Local das Imersdes

Rnl T :H;”'

G(W)

R"™ (u..,'(]) (x,0) R"™

,/"""J(r* o J‘

E—

a A T R™

Fonte: (LIMA, 2015)

Demonstra¢io. Uma vez que f'(a) € injetiva, podemos supor, sem perda de generalidade, que
f(a)(R") =R" x {0} C R"™™. Defina F : U x R™ — R"*™ por
F(X,y) = f(X) + (Ouy) = f(Pl(xuy)) +P2(x7y)7

em que P; e P, sdo as proje¢des ortogonais de R sobre R x {0} e {0} x R™, respectivamente,

e, por abuso de notagdo identificam-se por U e U x {0}. Dado, entdo (h,k) € R" x R™, tem-se
F’(a,O)(h,k) = f/(Pl (a70))P1/(a70)<h7k) +P2I(a70)(h7k) = f/(a)h+ (07k)7

onde concluimos que o conjunto imagem de F'(a,0) é R" x {0} © {0} x R = R**™ 7, Segue-
se que F'(a) é sobrejetiva e, portanto, um isomorfismo. Logo, pelo Teorema da Aplicagdo
Inversa, existem abertos de R"*™, V 5 (a,0) e W > F(a,0) = f(a), taisque F|y : V. — W é um
difeomorfismo. Desta forma, fazendo-se G = (F|y)~! e A = P;(V) C U, tem-se que A é um

aberto e, para todo x € A, teremos

(Gof)(x) = G(f(x)) = G(f(x) +(0,0)) = G(F (x,0)) = (x,0),

como queriamos demonstrar. |

7 Recordemos, da Algebra Linear, que R” x {0} @ {0} x R” indica a soma direta de R" x {0} com {0} x R,
isto significa que R” x {0} e {0} x R™ t¢ém em comum apenas o elemento {0}.
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3.2.4 Forma Local das Submersoes

Seja U C R™ um aberto. Lembremos que a aplicacdo f : U — R" € uma submersao
se, para todo x € U, a derivada f’(x) : R™ — R" € sobrejetiva, isto s6 pode ocorrer quando m > n.

Pela regra da cadeia, a composta de duas submersdes € ainda uma submersao.
Exemplo 3.19 Seja P: R™ x R" — R" a projecdo definida por P(x,y) = y.

Entdo, P'(x,y) = P(x,y) para todo (x,y) € R™ x R". Logo, P é uma submersao.
O Teorema da Forma Local das Submersdes mostrard que toda submersao se com-

porta localmente como a do Exemplo 3.19.

Exemplo 3.20 Seja R" = R™ ' ® R’ uma decomposicdo em soma direta. Defina f: R™ — R
por f(x,y) = x| = |y[%, onde |x|* = (x,x) e [y = (y,y) parax e R" " e y € R,

Entdo, f/(x,y) - (h,k) = 2(x,h) — 2(y,k). Portanto, f’(x,y) # 0, exceto na origem (x,y) = (0,0).
Assim, f|gn_go) € uma submersdo pois, como funcional linear, f'(x,y) pode ser apenas nula ou
sobrejetiva.

No teorema a seguir, escreveremos o espago vetorial R”™" como uma soma direta
R"™" = E @ F, onde os elementos do espago original serdo representados por pares (x,y) de
modoquexe EeyeF.

Se é dada uma decomposi¢io em soma direta do tipo R"™ =E@Fe f: U — R"
é definida num aberto U C R"™"™, a derivada de f no ponto zg = (x,y9) € U ao longo de E
¢ indicada por d) f(zo) e a derivada ao longo de F é representada por d>f(zo). Essas sdo as
derivadas parciais de f no ponto zy em relagdo a decomposi¢io R" ™" = E @ F. Qualquer uma
dessas derivadas parciais podem existir ou ndo. Quando existem, e f : U — R" é diferencidvel no
ponto zp, elas sdo transformagdes lineares ) f(z0) := f'(z0)|e : E — R™ e d2f(20) := f'(20)|F :
F — R".

O Teorema da Forma Local das Submersodes diz que, dada uma submersao f de
classe C* (k > 1), é possivel tomar novas coordenadas em torno de cada ponto de seu dominio

de modo que f seja a projecao sobre as n ultimas coordenadas.

Teorema 3.21 (Forma Local das Submersdes) Sejam U € R™" um aberto e f: U — R"
uma aplicagdo de classe C* (k > 1), tal que f é uma submersdo em zo € U, isto é, f'(zy) €

L (R™1:R") é sobrejetiva. Dada qualquer decomposicdo em soma direta R™" = E ®F, (com
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20 = (x0,¥0), onde xy € E e yo € F) tal que o> f (z0) = f'(z0)|F : F — R" é um isomorfismo, existe
um difeomorfismo h:V x W — Z, de classe C, tal que f o h(x,w) = w para todo (x,w) €V x W,

onde V > xo é aberto em E, W > f(z¢) é aberto em R" e Z > 7z é aberto em R™™ com Z C U.

Como no caso da Forma Local das Imersdes, o teorema acima faz uso do Teorema da Aplica-
¢ao Inversa. Também, € importante relacionar o enunciado do Teorema da Forma Local das

Submersdes com a figura que o acompanha abaixo.

Figura 5 — Forma Local das Submersoes

U
Z R
Zg
£
0]
(I
VXW 1V
fh:(X,w) —» w
dc=f
(x;c) 0 =1(z,)
J
E Vv X,

Fonte: (LIMA, 2014)

Demonstracfio. Defina a aplicagio @ : U — E x R", de classe C¥, fazendo ®(x,y) = (x, f(x,y)).
A derivada ®'(z9) : R"*" — E x R" ¢ dada por

@' (20)(h,k) = (h,01f(20) - h+ A2.f(20) - k).

Para usar o Teorema da Aplicagdo Inversa, devemos verificar se ®'(zg) : R — E x R" dada
acima é um isomorfismo. Para tanto devemos mostrar que ®’(zo)(h, k) possui inversa. De fato,

fazendo

(ha alf(Z()) h+ aZf(ZO) ' k) = (M,V),

temos que

h=uev=209f(z0) -h+drf(z0)k,
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0 que nos da

k=1[02f(x0)] ™"+ (v— 1 f(x0) -u).

Como, por hipétese, d>f(z0) é um isomorfismo, segue que existe a inversa [d> f(xo)] ~!. Assim,

[ (z0)] " (u,v) = (us [Dof (x0)] ™' (v =1 (x0) - )

¢ uma inversa para @'(zg), que € entdo um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa,
se escrevermos f(zg) = ¢, ® é um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhanca de zy sobre
uma vizinhanga de (xg,c). Esta tltima pode ser escolhida na forma V x W onde V é aberto em
E e W é aberto em R”, onde xg € V e c € W. Tome Z =® 1 (V x W) aberto, z0 € ZC U e
h=®"!:V xW — Z. Entdo, para qualquer (x,w) em V x W, afirmamos que f o h(x,w) = w.
De fato, como ®(x,y) = (x, f(x,y)), segue que h = ®~! é da forma h(x,w) = (x,ha(x,w)). Dai,

para todo (x,w) em V x W, teremos

(x,w) = Poh(x,w)
= D(x,hp(x,w))
= (%, f(xha(x,w))
= (x,foh(x,w)),

donde resulta f o h(x,w) = w, o que finaliza a demonstracéo. |

3.3 Superficies no Espaco Euclidiano R"

Nessa secao, abordaremos alguns pontos acerca de superficies, um ambiente onde
naturalmente podemos falar de aplicacdes do Teorema da Aplicacao Inversa. Mais especifica-
mente, no fim dessa se¢do, abordaremos um teorema que usa diretamente o Teorema da Fungdo
Implicita na demonstracdo. A teoria das superficies € um tema vasto e ndo € nosso intuito se
delongar neste assunto, visto que, de certa forma, fugiria do objetivo principal desse trabalho. A
ideia em apresentar esse topico € fornecer ao leitor um caminho que faga uma ligacao natural

com o proximo capitulo.

Definicdo 3.22 Uma parametrizacéo de classe C* de um conjunto V.C R" é um homeomorfismo

¢ : Vo — 'V, que é também uma imersdo de classe ck, definido no aberto V € R™8

8 Note que, pela definicio dada, toda parametrizacio é um difeomorfismo.
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Se ¢ : Vp — V é uma parametrizagdo, cada ponto y = ¢(x) € V, embora pertenca a R”, necessita
apenas de m ndmeros para ter sua posi¢ao determinada, a saber, as m coordenadas de x € Vj,

chamadas os pardmetros que servem para localizar os pontos de V.

Definicdo 3.23 Uma superficie de dimensio m e classe C* em R" é um conjunto M C R" que
pode ser coberto por uma colecdo de abertos U € R", tais que cada V= U NM admite uma

parametrizacdo @ : Vo — V, de classe C*, definida num aberto Vo € R™.

A figura abaixo ilustra este fato. Cada um desses conjuntos V = U NM é um aberto em M. Para

cada p € M, diz-se que V é uma vizinhanga parametrizada de p.

Figura 6 — Defini¢do de superficie

M

Fonte: (LIMA, 2006)

Por tudo que consideramos acima, podemos concluir que uma superficie de classe C*
e dimensdao m em R” € um subconjunto tal que cada um dos seus pontos possui uma vizinhanga
izad izagdo de classe C* e dimensa
parametrizada, por uma parametrizacdo de classe C* e dimensdo m.
Quando M C R" € uma superficie de dimensdo m, escrevemos M™. Dizemos também

que M tem codimensdo n—m. Se dimM = 1, M chama-se uma curva de classe C¥.

Exemplo 3.24 Todo aberto U € R" é uma superficie de dimensdo n e classe C* em R”, coberta
por uma unica vizinhanga parametrizada U, sendo ¢ : U — U a aplicagdo identidade. Reci-
procamente, se M C R” é uma superficie de dimensdo n e classe C!, entdo cada vizinhanca
parametrizada V C M, sendo imagem do aberto Vy C R" pelo difeomorfismo ¢ : Vy — V, é
um subconjunto aberto de R”, pelo Teorema da Aplicacdo Inversa. O conjunto M, reunido das
vizinhangas parametrizadas V, € portanto aberto em R". Assim, as superficies de classe C e

dimensdo n em R" sdo os subconjuntos abertos de R".



53

Exemplo 3.25 No outro extremo, M C R” € uma superficie de dimensao 0 se, e somente se,
para cada ponto p € M existe um aberto U C R”" tal que U N M admite uma parametrizagao
¢ : Vo — V, definida num aberto Vo C R? = {0}. Assim, V; é um ponto e V = {p}. Portanto,
M C R" € uma superficie de dimensdo O se, e somente se, ¢ um conjunto discreto, ou seja, seus

pontos sdo todos isolados.

Exemplo 3.26 Ser uma superficie € uma propriedade local, ou seja, se cada ponto p do conjunto
M pertence a um aberto Z C R” tal que ZNM é uma superficie de dimensio m e classe C¥,
entdo M é uma superficie de dimensdo M e classe C¥. Assim, por exemplo, se para todo ponto
p € M existe um aberto Z C R", tal que p € Ze ZNM € o grifico de uma aplicagdo f: Vy — R”,
de classe C¥ num aberto Vo C R™, entdo M € uma superficie de dimensao m e classe C*. Em

particular, toda hipersuperficie de classe C* em R"*! é uma superficie de dimensao n e classe

C*.

Seja M C R” uma superficie de dimensio m e classe C¥ (k > 1). Dado um ponto
p € M, o espago vetorial tangente a M no ponto p € o subespaco vetorial 7,M C R" que pode
ser descrito de duas maneiras:
1. Tomamos uma parametrizagio ¢ : Vo — V, de classe C¥, de uma vizinhanca V > p; seja
¢(a) = p. Pomos T,M = ¢'(a) -R™ como a imagem da transformac@o linear injetiva
¢'(a) : R" — R";
2. Consideramos todos os caminhos A : (—¢&,€) — M, com A(0) = p, diferencidveis no ponto
0. Definimos T,M como o conjunto dos vetores-velocidade A'(0) desses caminhos.
A definicdo 1 apresenta 7,M como um subespaco vetorial de dimensdo m do espago
R”, mas tem o inconveniente de depender de uma parametrizacdo ¢. Por outro lado, a defini¢do
2 ndo depende da escolha de parametrizagdo, mas ndo € evidente que 7,M, assim definido, seja
um espago vetorial. No entanto, 1 e 2 definem o mesmo conjunto. Ndo faremos a prova deste

fato, mas o leitor pode encontrar a demonstragao no capitulo 5 de (LIMA, 2006).

z

Exemplo 3.27 Se M C R™" ¢ o gréifico de uma aplicagdo f : U — R”", seu espago vetorial
tangente 7, M, no ponto p = (a, f(a)), é o gréfico da derivada f’(a) : R™ — R", ou seja, T,M =
{(v,f'(a)-v);v € R™}. Basta tomar a parametrizagdo natural ¢ : U — M, ¢(x) = (x, f(x)), cuja
derivada no ponto a é dada por ¢'(a)-v = (v, f'(a)-v), para ver que T,M = ¢’ (a)-R™ é o grifico
de f’(a). A mesma observagdo se aplica a uma superficie que € localmente o grafico de uma

aplicacao.
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Seja M C R" uma superficie de classe CX (k > 1). Uma aplicacdo f : M — R’
diz-se diferencidvel no ponto p € M quando existe uma parametrizacio C¥, ¢ : Vo — V, de uma
vizinhanca V de p em M, tal que fo ¢ : Vy — R” (onde V) € um aberto do R™) € diferencidvel
no ponto a = ¢~ (p). Se tomarmos qualquer outra parametizacio C¥, v : Wy — W, de uma
vizinhanga de p em M, teremos f o y diferencidvel no ponto y~!(p) se, e somente se, fo ¢
for diferencigvel no ponto @~ !(p), pois fow = (fop)o (¢~ oy) e assumindo que ¢~ ' oy :
v L (VAW) = ¢~ (VNW) é um difeomorfismo de classe C*.°

Analogamente, dada a aplicagdo f : M — R’, definida numa superficie de classe
C*, dizemos que f é de classe C' (0 < i < k) quando, para cada ponto p € M, existe uma
parametrizacio ¢ : Vo —V C M, com p €V, ¢ € C*, tal que fo ¢ : Vo — R” é de classe C' no
aberto V C R™. Neste caso, para qualquer outra parametrizacdo ¥ : Wy - W C M,comp e We
v € C¥ tem-se ainda f oy : Wy — R’ de classe C'. Mas se for i > k+ 1, no tem sentido definir
a nogio de aplicacdo de classe C' em M se esta superficie é apenas de classe C* e nada mais.

Se f: M — R” é diferencidvel no ponto p € M, sua derivada nesse ponto € a trans-
formagcdo linear f'(p) : T,M — R’, definida do seguinte modo: tomamos uma parametriza¢o
¢ :Vo—V, com p = @(a). Dado um vetor v € T,M, temos v = ¢'(a) - vy para todo vetor
vo € R™. Definimos f'(p)-v=(fo @) (a)-vo. A transformagio linear f'(p) : T,M — R estd
bem definida, ou seja, se ¥ : Wy — W for outra parametrizacdo, com p = y(b), e tivermos
v =y’(b) - wg para algum wy € R™, entdo (fo @) (a)-vo = (fo w) (b) - wp.'°

Qualquer vetor v € T,M € o vetor velocidade, v = A (0), de um caminho A :
(—e,€) = M, com A(0) = p. Entdo, a imagem f'(p)-v = (foA)(0) é o vetor velocidade,
no ponto 0, do caminho fol : (—¢,e) — R”.

Se N C R’ é outra superficie de classe C* e a aplicacio f : M — R, diferencidvel no
ponto p € M, étal que f(M) C N, diremos que f : M — N é uma aplicagdo diferencidvel no ponto
p. O que falamos anteriormente sobre f'(p) - v ser o vetor velocidade de um caminho mostra
que se f: M — N é diferencidvel no ponto p € M, entdo a derivada f’(p) € uma transformago
linear de 7,M em T;N, onde ¢ = f(p).

Vale a Regra da Cadeia: se f : M — N € diferencidvel nopontope Meg: N — R*
¢ diferenciavel no ponto ¢ = f(p), entdo go f : M — R* é diferencidvel no ponto p, com
(8of)'(p)=¢'(a) f'(p)-

Generalizando a Defini¢do 2.41, diremos que um ponto ¢ € R" € valor regular de

9  Observe o capitulo 4, em particular, o coroldrio 4.4.

10 A demonstracio deste fato pode ser vista no capitulo 5 de (LIMA, 2006).
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uma aplicacdo diferencidvel f : U — R", definida num aberto U C R", quando, para todo ponto
x € U tal que f(x) = ¢, a derivada f'(x) : R™ — R” for uma transformagao linear sobrejetiva.

Considerando as fun¢des-coordenadas fi, f2,...,f, : U — R da aplicagdo f do
pardgrafo anterior, vemos que ¢ € R" é um valor regular de f se, e somente se, em todo ponto
x € f~1(c) os vetores V£ (x),Vfa(x),...,Vf(x) sdo linearmente independentes. De fato, estes
vetores so as linhas da matriz jacobiana Jf(x) e sua independéncia linear significa que esta
matriz n X m tem posto n, ou seja, que a transformagdo linear f’(x) é sobrejetiva. Quando n = 1,
essa condi¢do significa que f(x) = ¢ = V f(x) # 0 e recaimos na defini¢éo de valor regular dada
em 2.41.

Finalizando nossas consideragdes, iremos enunciar e provar o resultado abaixo

usando uma das aplicacdes do Teorema da Aplicacdo Inversa.

Teorema 3.28 Seja f: U — R"™™ de classe C* no aberto U C R™. Se ¢ € R"™ ¢ valor

regular de f, entdo f~'(c) é uma superficie de classe C* e dimensdo m em R". Em cada ponto

p € f~1(c), o espago tangente T,[f~1(c)] é o niicleo da derivada f'(p) : R* — R"™™.

Demonstracfio. Pelo Teorema da Aplicagio Implicita, para cada ponto p € f~!(c) existe um
aberto Z C R", contendo p, tal que ZN f~!(c) é o grifico de uma aplicaciio de classe C¥, definida
num aberto de R™. Logo, cada ZN f~!(c) é também uma superficie de dimensio m e classe
C*. Segue-se que f~!(c) também o é. (Observe o Exemplo 3.26.) Dado qualquer p € f~!(c),
como todo vetor v, tangente a f -1 (¢) no ponto p, é o vetor-velocidade de um caminho A contido
em f~!(c) (logo foA é constante), temos f'(p)-v= (foA)(0) = 0. Assim, o espago vetorial
tangente T,[f~!(c)] estd contido no niicleo de f’(p). Como ambos sdo espagos vetoriais de

dimensao m, segue-se que eles sao iguais. |
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4 O TEOREMA DA APLICACAO INVERSA EM VARIEDADES DIFERENCIA-
VEIS

Nesse capitulo, ndo iremos nos prolongar em demasia dando todos os detalhes
técnicos e definicdes a fim de apresentar o Teorema da Aplicagdo Inversa em Variedades Diferen-
cidveis. Nosso intuito aqui € mostrar ao leitor que ele pode ser estendido de forma natural a outros
ambientes. Para tanto, retomemos o assunto de superficies euclidianas visto na tltima secao do
capitulo anterior. Aqui usaremos o Teorema da Aplicacdo Inversa para mostrar que mudangas de
parametrizacdes sao sempre difeomorfismos, mostraremos o mesmo entre superficies de mesma
dimensao e logo em seguida finalizaremos nosso trabalho generalizando esta dltima ideia para
Variedades Diferencidveis.

Sejam ¢ : Vo — V e v : Wy — W parametrizacdes numa superficie M, de classe C¥
e dimensdo m. Suponha que VW # @. Entao, todo ponto p € VNW pode ser escrito como
p=¢(x),x €Vye,como p=y(y),y € Wy, pode ser representado pelos m parimetros que sdo

as coordenadas de x e pelas m coordenadas de y. A correspondéncia x — y, definida pala relagdo

¢©(x) = y(y), é a aplicacdo
vy lop:o (VW) y (VW),

chamada mudanga de parametrizagdo. Observe a figura a seguir:

Figura 7 — Mudancga de parametrizacao

Fonte: (LIMA, 2009)
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No teorema a seguir, M é uma superficie de dimensio m e classe C¥ em R”. Quando
mencionarmos “proje¢do 7 : R" — R™", estaremos nos referindo a uma aplicacdo dada por
m(x1,%x2,...,%,) = (Xi,,Xiy, - - -, Xi, ), definida a partir da escolha de m indices i} < iy < --- < iy,

compreendidos entre 1 e n.

Teorema 4.1 Seja ¢ : Vo — V uma parametrizagdo em M. Para cada p = @(xg) € V existe uma
projecdo © : R — R™ tal que 7o ¢ aplica um aberto Zy, com xy € Zy C Vy, difeomorficamente

sobre um aberto Wy C R™.

A figura abaixo ajuda a interpretar melhor o teorema:

Figura 8 — Teorema 4.1

M

R™ /
™o
Crdy )

Fonte: (LIMA, 2009)

Qi
8x,~

pendentes, de indices iy < i» < :-- < i,;,. Essas linhas formam a matriz m X m, invertivel,

Demonstracao. A matriz jacobiana { (xo)} € M(n x m) tem m linhas linearmente inde-

90
J = [ ;p”‘ (xo)] e os indices iy definem uma projecdo m : R” — R™. Note que J é a matriz
Xi

jacobiana da aplicacdo wo ¢ : Vy — R™. Logo, o resultado segue imediatamente do Teorema da

Aplicacdo Inversa. |

O teorema acima nos da os seguintes corolarios:
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Corolario 4.2 Toda superficie de classe C* é localmente o grdfico de uma aplicacdo de classe

C*.

Demonstracio. Usando a notacdo do teorema acima, escreva os elementos de R” sob a forma
z=(y,)), onde y = 7(z). Defina W = ¢(Z). Entio, aplicagio ¥ = @o (o) ! : Wy — W é

uma parametrizacdo. Além disso, para todo y € Wy, tem-se

m(y(y) = (mo@)o(mop)~'(y) =y

Dai, teremos y(y) = (y,y') e, portanto, W é o grifico da aplicacio de classe C¥, f : Wy — R" "™,
dada por f(y) =Y. |

Corolario 4.3 Seja M C R" uma superficie de classe C* e dimensdo m. Se uma aplicagdo
f: Vo — R", de classe C* no aberto Vo C RP, tiver sua imagem f(Vy) contida na vizinhanga

W C M, parametrizada por v : Wy — W, entdo yo f : Vo — R™ é uma aplicacdo de classe C*.

Demonstracio. De fato, para cada ponto xp € Vp, com f(xg) = y(yo), existe, pelo Teorema 4.1,
uma projecdo 7 : R” — R tal que 7 o ¥ é um difeomorfismo de uma vizinhanga de yy sobre um

aberto de R™. Entdo, numa vizinhanca de xy, podemos escrever

1

ylof=(moy) lomof.

Portanto, y~! o f é de classe C*. |
De acordo com o que definimos no inicio desse capitulo sobre mudanga de parame-

trizacdo, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.4 Numa superficie de classe C*, toda mudanca de parametrizacdo w~' o @ é um

difeomorfismo de classe C*.

Demonstraciio. Pelo coroldrio 4.3, w~! o ¢ é uma aplicacio de classe C¥. Pela mesma razio,
sua inversa @ ! o y também ¢ de classe CX. Portanto y~! o ¢ é um difeomorfismo. |
Tendo em vista tudo o que ja foi definido da se¢do 3.3 até aqui, estamos em condigdes

de enunciar e demonstrar o teorema abaixo.

Teorema 4.5 (O Teorema da Aplicacao Inversa entre Superficies) Sejam M C R”, e N C R®
superficies de classe C* (k> 1) e a aplicacdo diferencidvel f : M — N. Se p € M é um ponto
tal que f'(p) : TyM — Ty (,)N € um isomorfismo, entdo existem vizinhangas U de p e V de f(p)

tal que fly : U — V é um difeomorfismo.
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Demonstrac¢io. Como f’(p) é bijetiva, entdo M e N tém a mesma dimensio, digamos m. Consi-
dere B), e By(,) bases de T,M e Ty(,)N, respectivamente. Sejam ¢ : Zo — Z uma parametriza¢ao
em M onde Z € uma vizinhanga parametrizada de p € M e y : Wy — W uma parametrizagao
em N, onde W é uma vizinhanga parametrizada de f(p) € N. Pela definicdo de parametrizacéo,
¢ e v sao difeomorfismos. Sabemos que ¢ : Zp — Z e y : Wy — W levam a base canOnica
(do mesmo espago euclidiano) nas bases Bj, e By(,) de Tp,M e Ty(,)N, respectivamente. Te-
mos que a matriz jacobiana de f no ponto p, Jf(p), é a matriz jacobiana de w~! o fo ¢ no
ponto @~ '(p), Jy 1o fop(¢~'(p)). Pelo Teorema da Aplicagio Inversa no R”, teremos
0 # detJf(p) =detJy o fop(p~'(p)). Segue, dai, que y~' o fo¢@ é um difeomorfismo
local. Sendo assim, f também o é, ou seja, existem vizinhancas U de p e V de f(p) tal que

flu : U — V é um difeomorfismo. u

Tudo que acabamos de abordar aqui, a respeito de superficies, incluindo a sec¢ao
3.3, pode ser estendido ao conceito de Variedades Diferencidveis. As superficies no espaco
euclidiano R” apresentadas em 3.3 constituem variedades n-dimensionais e, de certa forma,
variedade generaliza o conceito de superficie. E 16gico que ndo podemos simplesmente dar um
“salto"e admitir como validos todos os conceitos vistos anteriormente para variedades (algo que
nem definimos de maneira formal).

O estudo das Variedades Diferencidveis requer um aparato mais rebuscado de concei-
tos que nao apresentaremos aqui. Este estudo inicia-se, evidentemente, com a defini¢ao precisa
de variedade topoldgica. A partir dai, temos um ambiente onde sdo construidos os conceitos
de estruturas diferencidveis (neste, o Corolario 4.4 € admitido como um axioma), aplicagdes
diferencidveis entre variedades e vetores tangentes que nos ddo uma nogao precisa para definir a
diferencial de aplicacdes entre variedades. Com tudo isso bem fundamentado de maneira sélida,
tudo que vimos sobre imersdes e submersdes no espago euclidiano R” pode ser ampliado para
Variedades Diferencidveis e, claro, ndo podemos nos esquecer que o mesmo vale para o Teorema

da Aplicacdo Inversa.! Abaixo segue seu enunciado.

Teorema 4.6 Sejam M e N variedades diferencidveis e F : M — N uma aplicagdo diferencidvel.
Se p € M é um ponto tal que F'(p) é isomosrfismo, entdo F é um difeomorfismo local, isto é,

existem vizinhangas conexas® Uy de p e Vo de F (p) tal que F|y, : Up — Vo é um difeomorfismo.

Veja os capitulos 1, 2, 3 e 4 de (LEE, 2011a).

2 Aqui, tratamos os abertos como conexos. Observe a Defini¢cio 2.32 e os comentdrios feitos em seguida.
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A prova do teorema acima segue a mesma ideia do que fizemos na sua versio entre
superficies euclidianas, logicamente, com os conceitos bem definidos e construidos dentro do
ambiente de Variedades Diferencidveis. Nao faremos a demonstra¢ao, mas o leitor interessado
em prosseguir com o assunto pode consultar as referéncias (LEE, 2011b) e (LEE, 2011a), que

tratam do tema variedades topoldgicas e diferencidveis de maneira excepcional.
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5 CONCLUSAO

Vimos no capitulo 3 em 3.5, que o Teorema da Aplicacdo Inversa tem o seguinte
enunciado: Seja f: U — R™ de classe C¥, com k > 1, no aberto U C R™. Se a € U é tal que
f(a) : R™ — R™ é invertivel (equivalentemente: detJ f(a) # 0), entdo existe uma bola aberta
B = B(a;8) C U tal que a restricdo f|p é um difeomorfismo sobre um aberto V> f(a). No
capitulo 2, apresentamos todos os pré-requisitos que julgamos suficientes para a compreensio do
TAI como, por exemplo, as definicdes de conjunto aberto, aplicacao diferencidvel, aplicacdo de
classe C*, difeomorfismo, dentre outros.

No capitulo 3, também analisamos alguns exemplos onde foram feitas aplicagdes
basicas do TAIL. Além disso, apresentamos resultados mais fortes como o Teorema da Func¢do
Implicita, o metédo dos multiplicadores de Lagrange e a Forma Local das Imersdes e Submersdes.

Finalmente, no capitulo 4, mostramos como o TAI pode ser visto em outros ambientes.
Apresentamos o conceito de superficie euclidiana na ultima sec¢do do capitulo 3 e, a partir dele,
expandimos para a ideia de variedade difencidvel. Concluimos o trabalho apresentando, mas nio

demonstrando, o TAI em variedades diferenciaveis.
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