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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar os numeros ciclicos, o teorema de Midy e as

relacBes existentes entre estes e as dizimas periddicas. Inicialmente, apresentamos as possiveis
formas decimais de um numero racional % com mdc(a,b) = 1. Na sequéncia, apresentamos a
definicdo de ndmeros ciclicos juntamente com exemplos e, posteriormente, mostramos
curiosidades a respeito do numero ciclico 142857. Em seguida, relacionamos as dizimas
periddicas a estes numeros mostrando que se uma fragdo % gera uma dizima periddica cujo
comprimento do periodo é b -1, entdo b é primo e o nUmero que representa o periodo é ciclico.
Posteriormente, demonstramos o Teorema de Midy e apresentamos aplicagdes deste na

determinacéo de periodos de dizimas. Por fim, apresentamos sugestdes de atividades didaticas

aplicaveis no ensino Basico e que utilizam os conceitos anteriormente citados.

Palavras-chave: nimeros ciclicos; teorema de Midy; dizimas periddicas.



ABSTRACT

The present work aims to present the cyclic numbers, the Midy theorem and the relationships

between these and the periodic tithing. Initially, we present the possible decimal forms of a
rational number %, with mdc(a,b)=1. In the sequence, we present the definition of cyclic
numbers along with examples and, later, we show curiosities about the cyclic number 142857.
We then relate the periodic tithing to these numbers showing that if a fraction % generates a

periodic tithing whose period length is b -1, then b is prime and the number representing the
period is cyclic. Next, we demonstrate the Midy Theorem and present its applications in the
determination of periods of periodic tihting. Finally, we present suggestions for didactic

activities applicable in basic education and that use the concepts mentioned above

Keywords: cyclic numbers; Midy theorem; periodic tithing.
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1 INTRODUCAO

Vivemos numa época na qual os nimeros fazem parte do dia a dia de uma maneira tal
que seria impensavel realizar determinadas atividades sem a existéncia deles. E claro que
guando refiro-me a nimeros, estou falando especificamente dos algarismos indo-arabicos que
foram aqueles que se sobressairam em relacdo aos demais algarismos existentes em outras
épocas, como por exemplo, os numerais romanos, hoje ainda utilizados porém muito mais como
adornos do que como nimeros que possuam eficiéncia pratica. Contudo, até chegarmos a este
estagio no qual a praticidade dos algarismos indo-arabicos é inquestionavel, foram necessarios
muitos seculos de desenvolvimentos de diferentes numeros e sistemas de numeragdo que

possibilitassem solucionar os problemas outrora existentes. Segundo Berlinghoff (2010, p. 7):

Por volta de 5000 a.c., quando a escrita come¢ou a se desenvolver no antigo Oriente
Préximo, a matematica comegou a surgir como atividade especifica. Conforme as
sociedades adotaram diferentes formas de governo centralizado, necessitavam de
meios para acompanhar o que era produzido, quanto era devido em impostos e assim
por diante. Tornou-se importante saber o tamanho de campos, o volume de cestos, 0
nimero de trabalhadores necessarios para uma dada tarefa.

Contudo, 0os nimeros ndo surgiram somente a partir de necessidades préaticas, mas
também em virtude de determinadas questdes abstratas. “Ha evidéncias de que, mais ou menos
em meados do terceiro milénio a. E. C. , as propriedades dos numeros passaram a ser
investigadas por si mesmas, transformagao que pode ser associada ao inicio de uma Matemaética
mais abstrata” (ROQUE; CARVALHO, 2019, p. 4). Na Grécia, nos séculos V e IV a.E.C. surgiu
a ideia de que poder-se-ia convencer alguém de que sua tese era verdadeira desde que se
estivesse de posse de argumentos irrefutaveis. Claro que tal ideia permeou a matematica grega
da época de tal modo que “a necessidade de demonstracdo surge com os gregos a partir deste
momento chave da historia” (ROQUE; CARVALHO, 2019, p. 53)

Baseados nisto, apresentaremos este trabalho com enfoque nas relagdes existentes entre

nameros ciclicos, Teorema de Midy e dizimas periddicas. No item 2, mostraremos as possiveis

formas decimais de um nimero racional %, com mdc(a,b) = 1. No item 3, definiremos nimero

ciclico e daremos exemplos de tais numeros. Na sequéncia, enfatizamos as particularidades
existentes nos produtos do nimero ciclico 142857 por nimeros naturais menores que 6, por

numeros naturais multiplos de 7 e por nUmeros naturais maiores que 6 e que nao sejam multiplos

. ‘ ~ 1 ;- T .
de 7. Por fim, neste capitulo, mostraremos que se a fragcdo - gera uma dizima periodica cujo
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comprimento do periodo é b — 1, entdo b é primo e o nimero natural que representa o periodo
desta dizima é um namero ciclico.

No item 4 abordaremos o Teorema de Midy, o qual nos diz que se tivermos uma dizima
periddica cujo periodo possui 2n algarismos e, dividirmos este periodo em duas partes de n
algarismos cada, a soma destes nimeros formados com estas partes serd um nimero composto
por n algarismos iguais a 9. Daremos exemplos iniciais da aplicacdo deste teorema e, na
sequéncia realizaremos a demonstracdo do mesmo.

No item 5 mostramos duas sugestfes de atividades didaticas que podem ser realizadas
em salas de aula do ensino béasico (ensino fundamental 2 e ensino médio). A primeira atividade
consiste na descoberta do nimero ciclico 142857 e as particularidades existentes nos produtos
deste nimero pelos ndmeros naturais. Tais descobertas serdo feitas pelos alunos mediante a
aplicacdo de um questionario composto de oito questdes. A segunda atividade proposta consiste
em determinar o periodo de determinadas dizimas periddicas utilizando uma calculadora cujo
visor sé comporta no maximo oito digitos. Para a determinacdo de tais periodos, faz-se
necessario utilizar os conhecimentos acerca das relagdes entre Numeros Ciclicos, Teorema de
Midy e Dizimas periodicas. Nossas consideracdes finais serao relatadas no item 6.

Objetivamos com este trabalho mostrar estas interessantes relagcdes existentes entre
numeros ciclicos, Teorema de Midy e Dizimas Periodicas bem como sua perfeita aplicabilidade
em salas de aula do ensino basico, ainda que de forma recreativa, levando assim um pouco de
beleza e ludicidade a este ambiente por vezes hostil ao Ensino de Matematica.

Para a elaboracdo de tal dissertacdo, utilizamos a pesquisa bibliografica como
metodologia principal, fazendo uso de livros, dissertagdes e artigos, na forma digital ou fisica,

que abordassem as bases necessarias para o desenvolvimento do tema proposto.
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2 REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS RACIONAIS

Quando falamos em ndmero racional, estamos nos referindo a um nimero que pode ser

expresso na forma % coma€Zb €Zeb + 0. Tais nimeros também podem ser expressos

na forma decimal sendo esta finita ou infinita e periodica. Isto é facilmente verificado quando

realizando a divisdo entre o numerador a e 0 denominador b.

Exemplo: == 3 + 5 = 0,6 - representacdo decimal finita

[N vl w

=1+ 6 =0,1666 ... > representacdo decimal infinita e periddica
Contudo, queremos nesta secdo inicial determinar qual o modelo de representacdo
decimal associado a um numero racional qualquer %, sem que para isso precisemos efetuar a

divisdo entre o numerador e o0 denominador. Consideraremos, para tal, mdc(a,b) = 1.
2.1 Representacéo decimal finita de nUmeros racionais

Em primeiro lugar, iremos verificar que um nimero racional % com mdc(a,b) =1, tem

representacdo decimal finita se, e somente se, o denominador b sé possui como fatores primos
0s ndmeros 2 ou 5. Por exemplo: o nimero decimal finito 0,24 tem como representacao

fracionaria

24 24 ., ~ 7 7 ~ . .. ,
— = ——; Jd a fracdo — = —— tem como representacdo decimal finita 0 nimero 0,35.
100 2252 20 225

De fato, se b = 2P.59,comp,q = 0,p = q, entéo:

a a a.5P71 a.5P~1 q. 5P71

b 2°r.54 2054504 2050  10QP

que € um numero decimal finito com p casas decimais.

2.2 Representacgdo decimal infinita de nUmeros racionais

Para o que segue, utilizaremos as duas proposi¢des abaixo.
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Proposicdo 1: Todo nimero natural que é primo com 10 tem um multiplo formado somente
por algarismos 9
Demonstracao:

De fato, existe uma infinidade de numeros do tipo 9, 99, 999, 9999, etc. formados
somente por algarismos 9. Ao dividirmos cada um desses nimeros por um namero natural b,
obtemos restos que variam de 0 a b -1. Ou seja, temos infinitas divisdes com um numero finito
de restos possiveis. Dai, existem dois desses nimeros que deixam o mesmo resto quando
divididos por b. Por um lado, a diferenca entre esses numeros é divisivel por b e, por outro lado,
é um numero formado por uma série de noves seguidos por uma série de zeros. Assim, temos

que:

n.b =99999:--900---0000 = 999---99 - 10*

Assim, b|999 ...99.10* e, como b é primo com 10, entdo b|999 --- 99.

Proposicdo 2: Todo nimero natural b tem um maltiplo cuja representacdo decimal é formada
por uma série de noves seguidos por uma série de zeros. O menor multiplo de b desta forma
termina com um namero de zeros igual ao maior expoente de uma poténcia de 2 ou 5 pela
qual b é divisivel.

Demonstracéao:

Seja b = 2*.5Y.k, onde k € um namero natural primo com 10. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que x > y. Isto significa que x é o maior expoente de uma poténcia de 2 ou de 5
pelo qual b é divisivel. Como k é primo com 10, pela Proposicao 1, existe um maltiplo de k
formado apenas por algarismos 9. Seja n 0 menor natural tal que n.k = 999 --- 99. Dali, te-
mos: 5* Y. n.b = 57V . n.2*.5Y. k = 10*.n.k = 999-:-99000--- 00, isto é, 5* Y. n.b €0
menor multiplo de b formado por uma série de noves seguidos por uma serie de zeros sendo
que a quantidade de zeros é igual ao maior expoente de uma poténcia de 2 ou 5 pela qual b é

divisivel.
Considerando agora o nimero racional % , teremos as seguintes possibilidades:

Se o denominador b for primo com 10 entdo teremos uma dizima periddica simples, ou

seja, 0 periodo inicia no primeiro algarismo decimal. Com efeito, sendo b primo com 10, pela
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Proposicdo 1, podemos escrever tal nimero racional como uma fra¢do cujo denominador é
formado apenas por algarismos 9. Basta multiplicar o numerador e o denominador da fracao
pelo mesmo namero, escolhido de modo que o0 novo denominador tenha a forma desejada.
Suponhamos entdo, sem perda de generalidade, que a < b. (se tivermos a > b, podemos separar

a parte inteira para colocarmos antes da virgula). Temos que:

a n n
b 99999 10k_1 K€L
Mas,
1
n _ 10k 1 1 1 _n n n
10k—1_"'1_ﬁ_"'(10k+102k+103k+"'>_10k+102k+103k+"'

que é uma representacdo decimal infinita e periddica, cujo periodo é igual a n e ja se inicia na

primeira casa decimal.

Se o denominador b possuir outros fatores primos além de 2 e 5, teremos uma dizima
periddica composta, isto é, teremos uma parte decimal ndo periédica formada por uma
quantidade de digitos igual ao maior expoente de uma poténcia de 2 ou 5 pela qual b seja

divisivel. De fato, pela Propsicdo 2, podemos escrever o nimero racional % como uma fracao

cujo denominador é formado por uma série de noves seguidos por uma série de zeros. Basta
multiplicarmos o numerador e o denominador por um ndmero natural que transforme o
denominador para a forma desejada. Assim, sendo b = 2*.5Y. k, com x >y e k primo com 10,

temos que:

a m _ 1 m
b 999--99 00---000 10* 999---99

X numeros zero

Como sabemos, 999..99 £ UMa dizima periodica simples, isto é, sua parte decimal ja

se inicia com o periodo. Ao multiplicarmos esta dizima por Tox Cstamos “recuando” a

virgula x casas decimais fazendo com que sua parte decimal se inicie com uma parte nao
periddica formada por uma quantidade de digitos igual ao maior expoente de uma poténcia de

2 ou 5 pela qual b seja divisivel.
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3 NUMEROS CiCLICOS

Nesta secdo abordaremos exemplos de numeros ciclicos com suas caracteristicas peculiares

3.1 Nameros Ciclicos: defini¢do, exemplos e peculiaridades

3.1.1 Numeros Ciclicos

Para introduzirmos o conceito de Numero ciclico, tomemos como exemplo, o himero
142857, composto de 6 algarismos, e vejamos 0 que ocorre quando o mesmo é multiplicado

pelos nimeros naturais 2, 3, 4, 5 e 6.

142857 x 2 = 285714
142857 x 3 = 428571
142857 x 4 = 571428
142857 x 5 = 714285
142857 x 6 = 857142

Claramente percebemos que os produtos de tais multiplicacfes sdo permutacdes ciclicas
do nimero 142857. Dai, dizemos que o0 numero 142857 é ciclico.
Assim, o inteiro positivo m, com s algarismos, na base 10, € um nimero ciclico se, quando m
é multiplicado por qualquer k €{2, ..., s}, obtém-se um ndmero cujos algarismos formam uma
permutacdo ciclica dos algarismos de m.
Outro exemplo de numero ciclico é 0588235294117647, que contem 16 digitos. Vejamos
abaixo a sequéncia dos produtos deste nimero pelos naturais de 2 a 16.

2 X 0588235294117647 = 1176470588235294
3 X 0588235294117647 = 1764705882352941
4 X 0588235294117647 = 2352941176470588
5 X 0588235294117647 = 2941176470588235
6 X 0588235294117647 = 3529411764705882
7 X 0588235294117647 = 4117647058823529
8 X 0588235294117647 = 4705882352941176
9 X 0588235294117647 = 5294117647058823
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10 X 0588235294117647 = 5882352941176470
11 x 0588235294117647 = 6470588235294117
12 X 0588235294117647 = 7058823529411764
13 X 0588235294117647 = 7647058823529411
14 X 0588235294117647 = 8235294117647058
15 X 0588235294117647 = 8823529411764705
16 X 0588235294117647 = 9411764705882352

E facil perceber, ao analisarmos a sequéncia acima, que os valores dos produtos do
numero 0588235294117647 pelos naturais de 2 a 16 sdo as permutacdes ciclicas deste
numero. Dai podermos classificar tal nimero como ciclico.

Mas, qual seria a origem destes dois numeros ciclicos? O nimero 142857 é o periodo
da dizima periddica cuja fragdo geratriz é % (% = 0,142857142857142857 ... ) isto é, uma

fracdo unitaria (numerador igual a 1) cujo denominador € um numero primo.

A origem do nimero 0588235294117647 assemelha-se a origem do nimero ciclico

142857, pois 0 mesmo é o periodo da dizima periddica cuja fracdo geratriz é %7

(a saber: é =0, 0588235294117647), isto é, uma fracdo unitaria com denominador

primo. Sabemos, por Gardner (2021, p. 111) que “entre os nimeros primos menores que 100
ha exatamente nove que geram ntimeros ciclicos, a saber, 7, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 97.”

Em todos estes casos, é gerada uma dizima periddica simples cujo periodo possui uma

. ;- . , . . . ;- 1
quantidade de digitos igual ao nimero primo menos um, isto &, a dizima gerada por - tem

periodo com 18 digitos, a dizima gerada por 2—13 tem periodo com 22 digitos, etc. O mesmo

Gardner (2021, p. 111) nos diz que “William Shanks, famoso por haver calculado as primeiras

1
17389

707 casas decimais de = [...] descobriu um nimero ciclico gerado por e determinou,

corretamente, seus 17388 digitos”. Sendo 17389 um niimero primo, temo0s mMais uma vez uma
fracdo unitaria com denominador primo que gera uma dizima periddica simples cujo periodo é

composto por uma quantidade de digitos igual ao nimero primo menos um. No item 3.2,
- ~ 1 ,_- s - . . ,
iremos mostrar que sempre que a fragao , gerar uma dizima periodica simples cujo periodo

tiver b — 1 algarismos, tal periodo sera um numero ciclico e b serd primo. Prosseguindo,
vejamos mais algumas particularidades presentes em multiplicacdes nas quais um dos fatores

é 0 nimero ciclico 142857.



16

3.1.2 Multiplicagdes do nimero 142857 por valores maiores que 6

Diante do que fora exposto sobre as multiplica¢cdes do nimero 142857 pelos naturais de
2 a 6, fica entdo o seguinte questionamento: continuaremos tendo algum padréo nos produtos,
se multiplicarmos tal nimero por valores maiores que 6? Vamos realizar tal verificacdo

multiplicando inicialmente 142857 por alguns multiplos de 7.

142857 x 7 = 999999
142857 x 14 = 1999998
142857 x 21 = 2999997
142857 x 28 = 3999996
Ao multiplicarmos 142857 por 7 obtemos um nameros de 6 digitos, todos iguais a 9.
Nas demais multiplicagdes obtemos um namero de 7 digitos sendo 5 deles iguais a 9 e os outros
dois, que ficam nos extremos do nimero, se somados, ddo 9. Verifiquemos com os multiplos
de 7 até 70 essa caracteristica:
142857 x 35 = 4999995
142857 x 42 = 5999994
142857 x 49 = 6999993
142857 x 56 = 7999992
142857 x 63 = 8999991
142857 x 70 = 9999990
A partir de 77 o padrdo muda sendo o produto final um numero de 8 digitos dos quais 4
deles sdo iguais a 9, situados no meio do nimero, e 0s outros quatro (dois no inicio e dois no
final) formam algarismos de 2 digitos cuja soma é 99. Por exemplo: 142857 x 77 = 10999989
(10 + 89 = 99); 142857 x 84 = 11999988 (11 + 88 = 99), etc.
Agora vejamos 0 que ocorre com algumas multiplicacbes de 142857 por numeros
maiores que 6 que nao sao multiplos de 7.
142857 x 8 = 1142856
142857 x 9 = 1285713
142857 x 11 = 1571427
142857 x 12 = 1714284
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Os produtos acima sdo formados por uma parte (destacada em negrito) de uma das
permutages ciclicas do nimero 142857. O numero original da permutacdo que ndo consta no
produto estd “decomposto” nos dois outros nimeros que encontram-Se Nnos extremos. No
primeiro produto, o nimero original que falta ¢ o 7 que estaria “decomposto” como 1 e 6
situados nos extremos. No segundo produto, falta o nimero 4 que estaria “decomposto” como
0 1 e 3 situados nos extremos. O mesmo ocorre com 0s demais produtos exemplificados
anteriormente.

Segundo SODRE (2013, p.14) “ao multiplicar 142857 por inteiros entre 7 e 70 (com
excecdo de alguns como o 17, 24, 27 e 31), os produtos terdo 7 algarismos e serdo iguais a
permutacdes ciclicas de 142857 com uma pequena alteragdo”. Dos exemplos mostrados até

aqui, pudemos verificar a quais tipos de alteracdes o autor em questéo se refere.

3.2. Periodos de Dizimas Periddicas Simples que representam nameros ciclicos

Inicialmente, vejamos alguns resultados de Teoria dos NUumeros que serdo utilizados

como base para a teoria que desenvolveremos a seguir

3.2.1. Sistema completo de residuos médulo m

Seja m um numero natural. Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de sua divisdo por m sdo iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes
modulo m, escreve-se: a = b(mod m). Sabemos que o resto da divisdo de qualquer nimero
inteiro por 1 é sempre nulo. Dai, a = b(mod 1), para quaisquer inteiros a e b. Desta forma,
iremos considerar, a partir de entdo, m > 1.

Dizer que a = b (mod m), é 0 mesmo que dizer que m divide b - a. Suponhamos
a,b,m € Z,comm > 1.Pelo algoritmo de Euclides, existem gq,q',r,r' € Z,tais que,
a=mq+r,com0<r<meb=mq +r’,com0<r'<m,que sdo as divisbes
euclidianas de a e b por m, respectivamente. Assim, temos que b —a =m.(q' —q) + (r' —
r). Dai, dizer que a = b(mod m) equivale a termos r = r’ na equagéo anterior e, portanto
r’ —r = 0 o0 que implica m dividir b — a.

Podemos perceber facilmente que todo nimero inteiro é congruente moédulo m ao seu
resto pela divisdo euclidiana por m e, portanto, € congruente médulo m a um dos ndmeros
0,1 .., m-1. Além disso, dois desses nimeros distintos ndo sdo congruentes médulo m. Desta

forma, chamamos de Sistema Completo de residuos médulo m a todo conjunto de numeros
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inteiros cujos restos pela divisdo por m sdo os numeros 0, 1, ..., m — 1, sem repeti¢fes e numa

ordem qualquer. Logo, um sistema de residuos completos médulo m possui m elementos.

3.2.2 Sistema reduzido de residuos médulo m e a funcéo ¢ (fi) de Euler

Um sistema reduzido de residuos médulo m € um conjunto de numeros inteiros k1, k, ...,

ki tais que:

() mdc (ki, m) =1, paratodoi=1,...,t;

(1) ki ndo é congruente a kj médulo m, se i # j;

(1) Para cada n € Z tal que mdc (n,m) = 1, existe i tal que n = k; (mod m);

E perfeitamente possivel obter um sistema reduzido de residuos médulo m de um
sistema completo de residuos modulo m. Para tal, basta retirar do sistema completo todos os
nameros que ndo sdo primos com m. Denominaremos @(m) 0 nimero de elementos de um
sistema reduzido de residuos médulo m > 1, ou seja, a quantidade de nimeros naturais entre 0
e m— 1 que sdo primos com m. Pondo ¢(1) = 1, isso define uma importante fungao
¢: N—N, chamada funcéo ¢ (fi) de Euler. Assim, ¢(m) < m -1, para todo m > 2. Além disso,
m € primo se e somente se ¢(m) = m — 1. A proposi¢do a seguir servira como base para a

demonstracdo do Teorema de Euler.

Proposicdo 3: Seja 11, **, Ty (my Um sistema reduzido de residuos médulo m e seja a € Z tal

que mdc (a,m) =1.Entdo, ary, -, arym) € um sistema reduzido de residuos modulo m.

Demonstracéo

Na sequéncia, ary, -+, arym) temos ¢(m) elementos. Devemos entdo mostrar que todos
eles sdo relativamente primos com m e que, dois a dois, sdo incongruentes médulo m. Como
mdc(a,m) = 1 emdc(r;, m) = 1temos, por Hefez (2016, p. 85) que mdc(ar;, m) = 1. Além
disso, se ar; = arj(mod m), entdo m|a. (r; — r;). Como mdc(a, m) = 1, entdo m|r; — 1}, 0
que implica r; = rj(mod m). Mas, 11, -+, Ty (m) € UM sistema reduzido de residuos modulo m.

Logo, r; = rj(mod m) = i = j, 0 que conclui a demonstracao.

Teorema 4 (Teorema de Euler): Sejam m, a € Z, com m > 1 e mdc(a,m)=1. Entao,

a®™ = 1(mod m).



19

Demonstracéo
Sejary, -+, rym) Um sistema reduzido de residuos modulo m. Logo, pela proposicao 1,
ary, **+,ary(m) € um sistema reduzido de residuos modulo m e, portanto,
ary. ary. - AT gm) = T1.12.* . To(m) (Mod m)
Dai,
a®m™ ry.ry. Tom) = T1:12. . Tpmm)(mod m) = m|(r1.15. . Ty(m))- (a‘P(m) - 1).

Como mdc(rl.rz. ---.r(p(m),m) = 1, entdom|a®™ — 1,0 que implica a®™ = 1(mod m).

Corolario 5 (Pequeno Teorema de Fermat): Seja a € Z e p um ndmero primo tais que

mdc (a,p) = 1. Tem-se que a?~! = 1 (mod p).

Demonstracao
Como visto anteriormente, p € primo se, e somente se, ¢(p) = p-1. Sendo mdc (a,p) = 1,

pelo Teorema de Euler, a?® = 1 (mod p) = aP~! = 1 (mod p).
3.2.3 Ordem de um inteiro_a com respeito a um inteiro m

Vimos pelo Pequeno Teorema de Fermat que se a € Z e p € primo com mdc(a,p) = 1 entdo
aP~! = 1(mod p). Contudo, vale ressaltar que p — 1 ndo é Gnico e pode ndo ser o menor valor
para o qual isto ocorre. Viejamos, por exemplo, com a = 10 e p = 3. Pelo Pequeno Teorema de
Fermat, temos que 102 = 1 (mod 3). Porém, também temos que 10 = 1 (mod 3), ou seja,
p-1 (que € 2 neste caso) ndo € o menor expoente para o qual ocorre a congruéncia em questao.
Desta forma, devemos determinar todos os expoentes t tais que a' =1 (mod m).
Definiremos a ordem de a com respeito a m como sendo 0 menor inteiro positivo h, tal que
a" = 1 (mod m), com mdc(a,m) = 1. Baseados nesta definigdo, iremos demonstrar a seguinte

proposicéo.

Proposicéo 6: Seja t um inteiro positivo. Temos que: at = 1 (mod m) < t é multiplo de h.

Em particular, pelo Teorema de Euler, h|p(m).

Demonstracéo
(=) Pelo algoritmo de Euclides, existem s,r € Ztaisquet = h.s +r, 0 <r < h.

Dai, at =1 (mod m) = (a™)%.a” = 1 (mod m) = a” = 1(mod m).
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Mas, como h é o menor inteiro positivo para o qual a® = 1 (mod m), sendo

0 <r < h, devemos ter r = 0, ou seja, t € maltiplo de h.

(<) Por hipdtese, t € maltiplo de h, isto é, existe k € Z, tal que t = k.h,
Como, a™ = 1 (mod p), temos entio:
(a™* = 1% (mod p) = a® = 1(mod p).

3.2.4. FracOes % que geram dizimas periddicas simples cujos periodos possuem b — 1 digitos

Neste tdpico iremos mostrar que, sendo mdc(b,10) = 1, se a fragdo % gera uma dizima

periddica simples cujo periodo é composto de b — 1 digitos, entdo b € primo.
Inicialmente verifiquemos que o comprimento da dizima periddica gerada pela fracdo

%, com mdc(10,b) = 1 depende exclusivamente do valor de b. Por comprimento da dizima

periddica entendemos o numero de digitos de seu periodo. Pelo Teorema de Euler, temos que
b|10¢®) — 1,

Como ¢(b) pode ndo ser necessariamente o menor valor para o qual a divisibilidade anterior

ocorre, consideremos entdo h como a ordem de 10 médulo b. Entdo, existe k inteiro, tal que
b.k=10" - 1.

Multiplicando por % em ambos os lados da equagéo anterior, obtemos:

1

1 _1 h _ —1 49h_1
cbk=.(10"-1)=k=2.10"—-.

Observamos que, para um valor de b fixado, existe um menor inteiro positivo h para o qual

1 1 L - o , “ ,
o 10" — ~ Pertence aos inteiros. Mas, multiplicar por 10" implica deslocar a virgula “h casas

- : 1
para a direita. Assim, representando - = 0, ajazas -, temos que:
nl_ on —
10 3= 10" (0,a,aza3 - ) = aqaza;z ...y, Ay 1020043 -
Mas,

1
b

isto €, ap6s a virgula, os valores sao exatamente iguais.

1
10" — b €EZ = aqa,a3 ...ap, Ap 1Ap,20443 ...— 0, a1a5a3 - EZ

b

Assim, a; = apy1,a3 = Qpya, ... , A = Apoy, donde podemos concluir que apos “h casas’

decimais, os digitos se repetem, ou seja, o periodo da dizima possui h digitos.
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Dai, o comprimento h da dizima depende exclusivamente do valor de b, visto que h é o menor
inteiro positivo para o qual b|10" — 1.

: . N .
Assim, desta forma, podemos afirmar que a fragédo b € dotipo 0,a;a; - apa a; - ay ... .

Agora, iremos verificar que o comprimento da dizima gerada pela fracéo % , com
mdc(10,b) = 1 € no maximo b -1. Pela Proposi¢éo 6, temos que h|e(b). Como, por definicéo,
¢@(b) < b —1,entdo, h < b — 1, isto é, o comprimento da dizima periddica gerada pela fracéo
% com mdc(10,b) =1, é, no maximo, b — 1.

Se h = b -1, sabendo que hjp(b), entdo b — 1 < ¢(b). Por defini¢do ¢(b) < b — 1.
Temos entéo

b—-1<¢b)<b—-1= ¢@(b) =b—1< béprimo,
como visto anteriormente no item 3.2.2.
Assim, se a fracdo % , com mdc(10,b) =1, gera uma dizima de comprimento b — 1, entdo b é
primo.
Vale ressaltar, porém, que a reciproca nao é verdadeira, isto é, podemos ter uma fragao %, com
b primo, gerando uma dizima periddica cujo periodo ndo contém b — 1 digitos. Vejamos isto
nos seguintes exemplos: g =0,3; ﬁ =0,09; % =0,076923.
Em nenhum dos exemplos anteriores, temos o periodo formado por uma quantidade de digitos

igual a uma unidade a menos que o denominador primo das fragOes geratrizes.

3.2.5 Dizimas Periddicas que possuem periodos ciclicos

Nesta secdo iremos mostrar que se a fracéo % , com mdc(b,10)=1, gera uma dizima periddica

simples cujo periodo tem comprimento b — 1, entdo este periodo € um namero ciclico. Para tal,

demonstraremos inicialmente o seguinte lema:
Lema 7: Para que o periodo da dizima gerada pela fracéo % , com mdc(b,10) = 1, tenhab -1

algarismos, é necessario que os restos parciais da divisao de 1 por b percorram todos os naturais
dela b-1.
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Demonstracéo
Seja 0,91929394 - qp-1 -+ O quociente obtido na divisdo de 1 por b e sejam
T, 12, 13,1y, -, Tp—1 +++ OS restos parciais obtidos nesta diviséo, sendo r, = 1. Temos que:
M1<r;<b-1,parai€{0,1,2,:--,b — 1}, pois ndo podemos ter um resto igual a zero ja
que isto caracterizaria uma divisdo exata, 0 que ndo €& 0 caso;
(1) b.q; +r; =10.r;_4, parai € {1,2,---,b — 1} que se explica pelo fato de termos sempre
que multiplicar um resto por 10 para podermos continuar efetuando a divisao.
Pelo item 3.2.4, se o periodo da dizima tem b — 1 digitos entdo b é primo. Além disso, se
considerarmos h como a ordem de 10 médulo b, entdo h = b — 1. Dito isto, observamos que as
poténcias 10°,10%,102,---,10"1 sdo incongruentes duas a duas médulo b. De fato, para
0 <i<j<#k-1,temosque:10’ = 10'(mod b) = b|10/ — 10 = b|10% (10/=¢ — 1).
Como mdc(b,10) = 1 entfo b|10/~t — 1 = 10’7t = 1(mod b) com 0 < j — i < h, absurdo!
Além disso, claramente, 10° = ry(mod b) ¢, pelo item (11),
b.q. +7, =10.1y =10 = b.q, = 10 — r;, = 10 = r,(mod b).
Raciocinando de maneira andloga, temos:
b.qy + 1, = 10.7; = 10%(mod b) = 10? = r,(mod b).
b.qs; + 13 = 10.1, = 103(mod b) = 103 = r3(mod b).
Desse modo, por indugéo, supondo que 10/ = ri(mod b), segue que:

b.qj+1 + 1541 = 10.77 = 107+ (mod b) = 10/ =1y, (mod b).
Portanto, 10! = r; (mod b), V0 <i<h—1=b—2.
Como todas as poténcias 10%,0 < i < h — 1 sfo incongruentes duas a duas médulo b, entdo,
todos os restos r;, 0 < i < b — 2 sdo incongruentes dois a dois médulo b. Como, 1 <r; < b —
1, temos entdo b -1 restos diferentes, isto €, todos os restos de 1 até b -1 aparecem nas divisdes

sucessivas.

Agora, mostraremos que se a fracdo % com mdc(b,10)=1, gera uma dizima periddica com

periodo de comprimento b -1, entdo este periodo € um numero ciclico.

Como 10° = r; (mod b),entdo,3Q € Z, talque b.Q +1; =105, 1 < i < b — 1.
Dai,

r, 100 r; 10
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1
Sendo - = 0,41qz *** 4iGi+1 "+ qp-1G192 *** i-14; -+, temos em (*):
Ly
p = 1192 90 i+ Ap-19192  Qi-19: 7 Q
Como 0 <%< 1, temos que sua parte inteira é 0. Para que isto ocorra devemos ter

Q = q19, - q;, Que, a partir de agora, denominaremos por Q; = q1q2 *** q;.

Logo,

r;

D" 0,9i+1"9p-19192 *** 9i-19:i9i+1 "
e

10b_1-% =qi+1"9p-19192 " 9i-190 Qi+19i+2

Dai, temos que:

ri

107712 =2t = Giyq  Qpo191G2 * Gica G
i 11 1
% =1 (10b 1.5 - ;) =13 (q192 " qp-1)

periodo da dizima

Por outro lado, 10"‘1.% —

Portanto, ;. (@192 *** 9p-1) = Qi+1 """ 9p-19192 *** 9i-19;> que € uma permutacdo ciclica do

periodo da dizima
periodo da dizima. Como r; percorre todos os nimeros inteiros de 1 até b — 1, entdo o periodo

da dizima € um numero ciclico.

Outo fato interessante é que podemos saber exatamente qual o periodo da dizima gerada pela

fracdo %, conhecido o periodo da dizima gerada pela fracdo %.

Isso & possivel ja que: 10" = r;(mod b) el = 17‘” _y

O resultado acima nos mostra que para determinarmos o periodo da dizima gerada pela fracdo
i T ~ 1 i P , . -

%, devemos multiplicar a fragao - por 10* e subtrairmos de tal valor o nimero inteiro Q;.

Para mostrarmos na pratica o que descrevemos anteriormente, consideremos a fracdo

% = 0,142857. Sem efetuarmos a divisao, qual seria o periodo da dizima periddica gerada pela
fracdo %? Para tal, devemos determinar i, tal que 10‘= 3 (mod 7). Temos que:
10 = 3 (mod 7). Dai, o periodo procurado é determinado multiplicando a fracéo % por 10 e,

subtraindo deste resultado, a parte inteira, isto €, % =10.0,142857 — 1 = 0,428571.
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Se considerarmos a fracdo % = 0,0588235294117647, qual seria o periodo da dizima
gerada pela fracéo % ? devemos encontrar i, tal que 10° = 4 (mod 17). Como 10* =
4 (mod 17), o periodo encontrado é determinado multiplicando a fragdo 1% por 10* e

subtraindo tal resultado de sua parte inteira. Desta forma, temos:

% = 10%*.0,0588235294117647 — 588 = 0,2352941176470588.




25

4 TEOREMA DE MIDY

Neste capitulo iremos abordar uma propriedade das dizimas periddicas que possuem uma
quantidade par de algarismos no periodo. Iniciemos com um exemplo que ilustrara a

propriedade a qual estamos nos referindo.
Tomemos a fracdo % cuja representacdo decimal é dada por 0,142857. Como podemos

perceber, o periodo da dizima que representa a fracdo é formado por 6 algarismos. Se 0s
dividirmos em dois grupos de 3 algarismos cada e somarmos tais nimeros, obteremos:
142 + 857 = 999.

A soma das metades do periodo é um numero formado apenas por algarismos 9. Como segundo
~ 1 . ~ . ‘ —_— .
exemplo tomemos a fracdo -, Cuja representacao decimal é 0,09. Realizando 0 mesmo

procedimento, dividindo o periodo em duas metades e somando tais valores, obtemos:
0+9=09
. S rar . A ~ 1 . ~ .
Como terceiro e ultimo exemplo ilustrativo, tomemos a fracéo 7 Cuja representacdo decimal

é dada por 0,076923. Divindo o periodo em duas metades e somando os valores, obtemos:
076 + 923 = 999.

Novamente temos como resultado um nimero formado somente por algarismos 9.

Fica entdo a seguinte indagacdo: sera tal procedimento um padrao das dizimas periddicas cujos

periodos sdo formados por uma quantidade par de algarismos?

Esta € a propriedade descrita no teorema de Midy: se tivermos uma dizima periddica cujo

periodo possui 2n algarismos e, dividirmos este periodo em duas partes de n algarismos cada ,

a soma destes nimeros formados com estas partes serd um nimero composto por n algarismos

iguais a 9. Esse resultado foi pulicado pelo matematico francés E. Midy em 1836, mas ficou

esquecido até ser redescoberto em 2004 por Brian Ginsberg, quando também foi generalizado.

Enunciado do Teorema de Midy: Seja p um inteiro positivo, q primo diferente de 2e 5, pe q

primos entre si e p < g. Seja s a ordem de 10 médulo g, com s = 2s’, com s’ inteiro positivo.

Temos entdo que: se Z: 0,aia; —ag Qg 10,5 g, COM 0 < a; < 10, para qualquer

1<i<2s,entdoaqa; -ay + ag 1ay,, Az =105 — 1.
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Para a demonstracdo deste teorema, utilizaremos um resultado preliminar enunciado abaixo.

Teorema 8: Se mdc (a,b) = 1 e a|b.c, entdo a|c. Em particular, se p é primo e p|a.b, entdo p|a
ou p|b.
Demonstracéao
Se a|b.c, entdo existe k € Z tal que
ak=Dh.c.
Como, por hip6tese, mdc(a,b) = 1, temos que existem m, n inteiros tais que:
ma+nb=1

Multiplicando ambos os lados da igualdade por c, temos:

cma+cnb=c.
Como a.k = b.c a equacéo pode ser reescrita como:

cma+ nak=c=a(cm+nk)=c= alc

Para a segunda parte do teorema, suponhamos que p  a. Assim, mdc(p,a) =1 e, pela

primeira parte do teorema, p|b.

Agora, passemos a demonstracdo do Teorema de Midy.

Suponhamos que 5 tem um periodo de comprimento 2s’ e, portanto,

- - !
g =0,a;a; — a; @y 1A4 42 Az, Multiplicando por 10°, temos:
rp
10° ; = Uuy, (uzul).

O denominador g néo divide 108 — 1 porque s é a ordem de 10 modulo g e s’ < s. Como
q|10% — 1 entdo, q|10%5 — 1 = (105 —1).(10% + 1). Sendo mdc (g, 10° — 1) = 1, entdo,
pelo Teorema 5,

q|10%" + 1, donde 105" + 1 = 0(mod q).

Desta forma,

, 108 +1).
B+105.B=—( )pez
q q q
pois, pelo que vimos anteriormente, q|105' + 1 e, por hipdtese, p é inteiro positivo. Por outro

lado,



27

10°.>+==a1a; " Ay, Qg 1A 42+ Qg A1y - Ay + 0,010, Ay Ay 110743 Apg!

QI
QI

(105'+1).p

gue € um numero com representacao decimal infinita. Assim, para que o0 nimero seja

simultaneamente inteiro e tenha representacdo decimal infinita e periddica devemos ter

0,ay 110542 Az Q105 - Ay + 0,010 Ay Ay 11 Agr 1 Ay = 0,999 - =1

Mas, sabemos que:

0,10 Ay 511511z Qg = 0,01 AgrAgr g+ Apgr Ay - At At g+ Qg+ =
_o! _ ! _ ! _ !
=a,ag 1075 4 ag, 0. 10725 +ay-ag. 10735 dagy g aye. 107 e

=ayay. (107 +1073 + 1075 + ) + ag,q - apy. (10725 + 1074 + 10765 +...)

0,a5 110512 Qg5 107 Qg = 0,057 41+ A1y =AY Aty ApgrQy =AY o =
_! _ ! _ ! _ !
= aS’+1"'a25’-10 S +a1"'as'-10 2s +aS’+1"'a25’-10 3s +a1"'as'-10 4s +"' =

= Ay,q Ay (1075 410735 + 1075 + ) + @y - ay. (10725 + 1074 4+ 10765 +...)

Dai, temos:

0,ay 10542 Az Q105 - Ay + 0,010 Ay Ay 11 Ag7 3 Az =

= (ay @y + @y ,q - apy). (1075 + 10735 +1075 +-.) +

@y @y + Qg g - Apg). (10725 + 1074 + 10765 + ...

= (a1 g + Ay yq o Ayy). (107 + 10725 + 1073 + 1074 + 10755 + 10765 + -
= (a1 Ay + Ay p0). 1075 (1 + 1075 + 10725 + 10735 + 1074 4 ...),

Mas,

1

1+ 10—5' + 10—25' + 10—35’ + 10—45’ L n—
1-10"°

Logo,

1=0,ay41 02y Ay Ay + 0,81 Ay g yq Aoy =

1
— (611 @y +ag g ...azsl).lo st (m)

!
1-10~° 1 Y
7 = T 1 = 1OS - 1
10-5 10—

Dai,ay - ay + agr q-- Ay =
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5 APLICACOES DOS CONHECIMENTOS DE NUMERO CICLICO E TEOREMADE
MIDY EM SALAS DE AULA DO ENSINO BASICO.

Neste capitulo, mostraremos duas atividades propostas, envolvendo numeros ciclicos e
Teorema de Midy, para salas de aula ensino basico (Ensino fundamental 2 e Ensino Médio

prioritariamente).

5.1 Conhecendo o nimero 142 857 e suas particularidades
Esta atividade tem por objetivo levar os alunos a conhecerem o nimero ciclico 142857 bem
como suas particularidades surgidas a partir do produto deste nimero por determinados

ndmeros naturais.

1

12 guestdo: Determine a forma decimal da fracdo g

Resposta Esperada: % =0,142857142857142857... = 0,142857.

22 questdo: O numero encontrado anteriormente é:
() Decimal Exato () Dizima Periddica
Se for uma dizima periddica, qual o seu periodo?

Resposta Esperada: Dizima Periddica com periodo 142 857.

32 questdo: Realize o produto do periodo da dizima anterior por 2, 3, 4, 5 e 6 e responda: Existe
alguma particularidade nos resultados destas multiplicagcdes?

Resposta Esperada:

142857 x 2 = 285714; 142857 x 3 = 428571; 142857 x 4 = 571428; 142857 x 5 = 714285;
142857 x 6 = 857142 .

Os algarismo mudam de posicdo mas mantém a sequéncia 1, 4, 2,8,5¢e 7.

42 guestdo: Multiplique o nimero 142857 por 7. O que vocé encontra?

Resposta esperada: Um nimero com 6 digitos iguais a 9

52 Questao: Multiplique 142857 por 14, 21, 28, 35 e 42. E possivel encontrar algum padréo ou
peculiaridade nos resultados encontrados anteriormente se compararmos com o resultado da
multiplicacdo de 142857 por 7?

Resposta esperada:
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142857 x 14 = 1999998; 142857 x 21 = 2999997; 142857 x 28 = 3999996;

142857 x 35 = 4999995; 142857 x 42 = 5999994,

Temos em todos os resultados uma quantidade de 5 digitos iguais a nove no meio do nimero e,
nas extremidades, dois valores cuja soma é igual a 9. Se compararmos com o produto de 142957
por 7 é como se um dos 6 noves que compBdem este produto fosse decomposto pelos valores

que estdo nas extremidades.

62 questdo: Verifique se este padréo se repete no produto de 142857 por 49, 56 e 63 e 70.
Resposta esperada: Sim, o padrdo se repete. Temos:

142857 x 49 = 6999993; 142857 x 56 = 7999992; 142857 x 63 = 8999991.

142857 x 70 = 9999990.

72 Questdo: Agora verifique se ha um padrdo no produto de 142857 por 77, 84 e 91.
Resposta Esperada:

142857 x 77 = 10999989 (10 + 89 =99 ); 142857 x 84 = 11999988 (11 + 88 =99 );
142857 x 91 = 12999987 (12 + 87 =99).

Sim. Temos um padréo similar aos produtos anteriores, porém com 4 algarismos iguais a 9 no

centro do nimero e outros 4 valores (dois em uma extremidade e dois na outra) cuja soma

resulta em 99.

8% questdo: Realize o produto de 142857 pelos naturais 8, 9, 10, 11, 12 e 13. Podemos encontrar
algum padrdo nos resultados destas multiplicacGes se compararmos com as multiplica¢6es do
numero 142857 pelos naturais 1, 2, 3, 4, 5, e 6?

Resposta Esperada: 142857 x 8 = 1142856; 142857 x 9 = 1285713;

142857 x 10 = 1428570; 142857 x 11 = 1571427; 142857 x 12 = 1714284,

142857x 13 = 1857141.

Resposta esperada: E como se o Gltimo algarismo dos resultados das primeiras multiplicacdes

fosse decomposto em dois nimeros os quais ocupam as extremidades destes ultimos produtos.
142857 x 1 = 14285 7; 142857 x 8 = 1 14285 6 (ultimo algarismo 7 decompostoem 1 e 6)
142857 x 2 = 28571 4; 142857 x 9 = 1 28571 3 (ultimo algarismo 4 decomposto em 1 e 3).

Ao final da atividade, incentivar os alunos a verificarem se tais padrfes continuam a existir nos
demais nimeros naturais ese ha algum dos nimeros que quebram o padrdo. Obviamente, 0

professor deve colocar-se a disposi¢cdo para esclarecer eventuais duvidas que venham a surgir.
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5.2 Utilizando uma calculadora simples, e dada uma fracdo, como encontrar a dizima que a

representa, se 0 comprimento do seu periodo exceder os digitos da calculadora?

Para ilustrar melhor o problema proposto, suponhamos uma calculadora em que aparecem

apenas 8 digitos (que é a mais comumente vendida em camelés e pequenos comércios) e
. £ 1 - - . .
consideremos a fragao ; que ja sabemos ter 16 digitos em seu periodo. Na referida

calculadora, aparecera 0,0588235 como a representacdo decimal da fragdo anterior. O Gltimo
digito 5 pode ser uma aproximagao. Assim, desconsideraremos este digito e ficaremos com

0,058823 como a representacdo que possui os digitos iniciais que estamos procurando.

p . . ~ ;. . 1
Ja sabemos que o comprimento do periodo ndo muda e que os digitos do periodo de -
~ 7 ~ ~ . a / ;.
aparecerdo também na representacédo das fragdes do tipo T, emaqueaeum dos possiveis restos

da divisdo por 17. Assim, facamos as divisGes destes modelos de fracdes na calculadora e
vejamos quais os digitos que aparecerdo na dizima periodica para podermos compara-los com

os digitos que ja conhecemos. Temos entao:

2
— =0,117647
17

3
— =0,1764705
17

*_ 0,2352941
17

5
— =0,2941176
17

6
— = 0,35294111
17

Utilizando sempre o critério de descartarmos o ultimo digito pela possibilidade de ser uma

aproximacao, com tais resultados preliminares podemos concluir que:

- Pela fracéo % = 0,2352941 sabemos que os 4 digitos posteriores a 0,058823 serdo 5294.
Dai, podemos escrever que i = 0,0588235294, aproximadamente.
- Pela fracdo % = 0,2941176 podemos concluir que os 3 digitos posteriores a 0,058823594

sdo 117. Dai, podemos escrever que i = 0,0588235294117, aproximadamente.
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2

- Pela fracédo 520’117647' podemos concluir que os 2 digitos posteriores a

1

0,0588235294117 sdo 64. Dai, podemos escrever ;=0,058823529411764,

aproximadamente.

Com estas divisdes iniciais ja obtemos 15 dos 16 digitos que necessitamos para podermos
completar o periodo da fracdo 1—17 . Desta forma, continuando com o mesmo procedimento,

temos que:

7
— =0,4117647
17

Com o resultado acima, seriamos tentados a concluir que o digito que procuramos seria o 7.
Porém, como estamos adotando o critério de eliminar o ultimo digito pela possibilidade de o
mesmo ser uma aproximacdo, continuaremos buscando um resultado mais seguro.

Prosseguindo entéo, temos:

8
— = 0,4705882
17

Como temos dois digitos iguais a 4 no periodo e, em um deles j& sabemos que os digitos
posteriores sdo 11, pela fracdo acima, podemos concluir que o outro 4 tem como digito posterior

0 nimero 7 visto que, logo apo6s tal digito, temos 05882 que ja é o inicio do periodo. Logo,
1

— =0,0588235294117647.

17

Uma outra maneira de solucionar tal problema seria utilizando o Teorema de Midy. A
abordagem inicial seria a mesma contudo, deve-se determinar somente os 8 primeiros digitos

do periodo sendo os 8 digitos restantes determinados pelo Teorema. Assim, teriamos:

- Pela fracédo % = 0,2352941 sabemos que os 4 digitos posteriores a 0,058823 serdo 5294.
Dai, podemos escrever que i = 0,0588235294, aproximadamente.

Temos assim, 10 dos 16 digitos do periodo da fracéo ﬁ Determinaremos os demais pelo

Teorema de Midy.
Dividimos o periodo em dois blocos com 8 digitos em cada da seguinte maneira:
Blocol >05882352
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Bloco2 2> 94 X X XXX X
A soma dos digitos que compdem cada um dos blocos deve gerar um namero de oito digitos

composto somente por algarismos nove. Para que isto ocorra, o segundo bloco deve ser formado

pelo numero 94117647 . Dai, o periodo da dizima periddica gerada pela fracéo 1—17

€ 0588235294117647, ou seja, 1—17 = 0,0588235294117647.

, . . . P ~ 1
Um segundo exemplo, porém mais desafiador, seria o de encontrar o periodo da fracédo o5 due

possui 46 digitos. Para tal, além da calculadora cujo visor comporta 8 digitos, iremos utilizar a
congruéncia 10° = r; (mod 47) e o Teorema de Midy. Uma observagéo importante deve ser
feita: como estamos propondo este problema para séries do Ensino Fundamental, obviamente
ndo se trabalha o assunto congruéncia neste nivel. Uma forma de se sanar esta quest&o é utilizar

a divisdo de 10° por 47 e aproveitar o resto de tal divisio. Para o aluno de nivel fundamental, a

L ;10! . - . .
formula % = Q; pode muito bem ser utilizada visto que a mesma € composta somente

por elementos familiares (fracdes, poténcias, etc) a alunos deste nivel.

Inicialmente dividimos 1 por 47 na referida calculadora e encontramos 0,0212765.
Descartaremos o ultimo digito, que pode ser uma aproximacao, ficando assim com 0,021276.

Temos assim 0s 6 primeiros digitos do periodo da dizima gerada pela fracdo 4—17.

Agora iremos utilizar a seguinte estratégia: iremos determinar os 23 primeiros digitos deste
periodo através da congruéncia 10 = r; (mod 47) e, os outros 23 digitos, serdo determinados
pelo Teorema de Midy visto que a quantidade de digitos do periodo é par.

Inicialmente, devemos determinar r; tal que 10° = r; (mod 47). Com isto, determinamos quais
os digitos imediatamente posteriores aos 6 primeiros que ja obtemos.

Temos que: 10° = 28 (mod 47).

. . ;10! . .
Assim, pela formula % = Q;, obteremos os digitos procurados calculando o valor decimal

da fracao i—j descartando o Gltimo digito que pode ser uma aproximacao. Desta forma, obtemos
que = = 0,595744 ¢ = 0,021276595744.
Com raciocinio semelhante determinamos que:

* 1012 = 32 (mod 47). Dai, 2 = 0,680851 ¢ 4—17 = 0,021276595744680851

* 108 = 3 (nod 47). Dai, — = 0,063829 e .- = 0,021276595744680851063829.
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Nesta Ultima aproximacao temos os 24 primeiros digitos do periodo procurado.

Utilizando o Teorema de Midy, encontramos os demais digitos do periodo. Dividimos o periodo
em dois blocos de 23 nimeros em cada um sendo que a soma dos dois blocos deve gerar um
numero de 23 digitos todos iguais a 9. Assim, temos:
Bloco1:02127659574468085106382

BIOCO 2: 9 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

Soma: 99999999999999999999999

Logo, pelo Teorema de Midy, o bloco 2 deve ser formado pelos seguintes algarismos:
97872340425531914893617

Assim temos que:

4—17 =0,0212765957446808510638297872340425531914893617
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6 CONCLUSAO

O tema por nds proposto na elaboragédo deste trabalho é seguramente simples visto que
trata de questdes elementares da Matematica que é trabalhada nas salas de aula do ensino basico.
Contudo, no processo de pesquisa bibliografica para o desenvolvimento do mesmo, percebi o
quanto séo escassas informagOes mais aprofundadas e demonstragOes de teoremas relevantes
mostrados nesta dissertacdo. E comum encontrar referéncias a nimeros ciclicos e suas relacées
com fracdes de denominador primo porém, a demonstracdo de tal relacdo, ja ndo € tdo comum
assim.

Dito isto, esperamos com este trabalho oferecer uma opg¢éo de fonte bibliogréfica para
aprofundamento neste tema além de oferecer uma gama de assuntos perfeitamente aplicaveis
em salas de aula de ensino basico. Tais assuntos podem ser tratados de maneira mais ludica ou
podem, até mesmo, serem trabalhados de maneira mais formal sendo demonstradas as
propriedades que outrora eram vistas apenas como “curiosidades matematicas”. Também
espero contribuir com a classe de professores que ap6s algum tempo de ensino, com um total
dominio na forma de lecionar o assunto, esquecem-se 0 porqué da validade de certas
propriedades. Eu mesmo sO tive o conhecimento de tais propriedades relativas a dizimas
periddicas e numeros ciclicos na elaboragdo desta dissertacdo, apesar de ja ter 15 anos de
atividade docente. Nunca foi tdo claro pra mim a maxima que diz que o professor nunca pode
parar de estudar e se dar por satisfeito com o conhecimento que ja tem.

Por fim, gostaria de dizer o quanto sempre foi desafiador para mim elaborar textos
cientificos de qualquer natureza: monografias, artigos, dissertacdes etc. Como sempre costumo
dizer para pessoas mais proximas, ndo sou um “homem da academia” ou um “homem da
pesquisa”. Sou um professor convicto, que ama estudar mas que ndo se sente a vontade quando
precisa transformar este estudo em texto académico. Contudo, ao entrar no PROFMAT, aceitei
o desafio que, sem sombra de ddvidas, foi 0 maior da minha vida até hoje, quando falamos de
vida profissional. Através deste trabalho espero, apesar de toda a dificuldade que me €é peculiar,
ter contribuido de forma consistente com a comunidade matematica que se empenha
constantemente em melhorar o ensino desta disciplina tdo importante, tdo desafiadora e téo

prazerosa.



35

REFERENCIAS

ALVARES, Edson Ribeiro. O comprimento de dizimas a/b ndo depende do numerador.
Universidade Federal do Parana, 2013. Departamento de Matematica. Disponivel
em:https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/4415604/mod_resource/content/1/dizimas%20e
%200%20teorema%20de%20Euler-Fermat.pdf. Acesso em: 06 jul. 2021.

BERLINGHOFF, William P. A matematica através dos tempos: um guia facil e pratico para
professores e entusiastas. Traducdo: Elza Gomide, Helena Castro — 2. ed. S&o Paulo: Bucher,
2010.

DOMINGUES, Hygino H. Fundamentos de aritmética. Sdo Paulo: Atual, 1991.

DOMINGUES, Hygino H. O Pequeno teorema de Fermat e as dizimas periédicas. Revista do
Professor de Matematica n. 52, 2003.

GARDNER, Martin. Circo matematico. Madri: Alianza Editorial, 1979. Disponivel em:
http://www.librosmaravillosos.com/circomatematico/pdf/Circo%20matematic0%20-%20Mart
in%20Gardner.pdf. Acesso em: 26 jun. 2021.

HEFEZ, Abramo. Aritmética. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 298 p. (Colecdo PROFMAT).

LIMA, Elon Lages. Voltando a falar sobre dizimas. Revista do Professor de Matematica n.
10, 1987.

PERELMAN, Yakov. Aritmética recreativa. 9. ed. [S.1.: s.n.], [20--]. Disponivel em:
http://www.librosmaravillosos.com/aritmeticarecreativa/pdf/Aritmetica%?20recreativa%20-%2
0Yakov%?20Perelman.pdf . Acesso em: 27 mai. 2021.

PIRES, Francisco Santos Teixeira. Representacdo dos niumeros na forma decimal e
generalizacdo a outras bases. 2013. 87 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica) —
Universidade de Aveiro, Aveiro, 2013.

ROQUE, Tatiana; CARVALHO, Jodo Bosco Pitombeira de. Tdpicos de histéria da
matematica. 2. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2019.

SODRE, Leandro de Oliveira. O nimero 142857 e o niimero de ouro: curiosidades,
propriedades matematicas e propostas de atividades didaticas. 2013. 79 f. Dissertacédo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Universidade
Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora, 2013. Disponivel em:
https://repositorio.ufjf.br/jspui/bitstream/ufjf/2364/1/leandrodeoliveirasodre.pdf. Acesso em:
21 mai. 2021.

SOUZA, Julio César de Mello e. Matematica divertida e curiosa. 26. ed. — Rio de Janeiro:
Record, 2009

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA. Biblioteca Universitaria. Guia de normalizacio
de trabalhos académicos da Universidade Federal do Ceara. Fortaleza: UFC, 2013.


https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/4415604/mod_resource/content/1/dizimas%20e%20o%20teorema%20de%20Euler-Fermat.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/4415604/mod_resource/content/1/dizimas%20e%20o%20teorema%20de%20Euler-Fermat.pdf
http://www.librosmaravillosos.com/circomatematico/pdf/Circo%20matematico%20-%20Martin%20Gardner.pdf
http://www.librosmaravillosos.com/circomatematico/pdf/Circo%20matematico%20-%20Martin%20Gardner.pdf
http://www.librosmaravillosos.com/aritmeticarecreativa/pdf/Aritmetica%20recreativa%20-%20Yakov%20Perelman.pdf
http://www.librosmaravillosos.com/aritmeticarecreativa/pdf/Aritmetica%20recreativa%20-%20Yakov%20Perelman.pdf
https://repositorio.ufjf.br/jspui/bitstream/ufjf/2364/1/leandrodeoliveirasodre.pdf.

