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RESUMO

Neste trabalho, uma estrutura de controle baseada em preditor é proposta para sistemas de tempo

discreto com atraso na entrada. Esta estratégia permite atenuar completamente perturbações de

dinâmica conhecida em regime estacionário a partir da saída do sistema. Para isso, é utilizado

um observador de estado aumentado em que considera-se a dinâmica do controlador e um

preditor baseado neste observador para estimar o estado do sistema de tempo discreto. A matriz

de realimentação das predições e a matriz de ganho do observador de estado aumentado são

calculadas utilizando um procedimento de síntese. Alguns dos resultados propostos recentemente

na literatura para controladores baseados em preditor são apresentados de maneira sistemática no

texto, onde são estendidas as abordagens para o caso em que não há acesso ao estado do sistema

e para o problema de síntese a partir de um resultado da literatura. A estrutura de controle

proposta é comparada às técnicas apresentadas, possuindo, em geral, desempenho superior.

Palavras-chave: Sistemas de tempo discreto. Observador de estado aumentado. Realimentação

baseada em preditor. Atenuação de perturbação.



ABSTRACT

In this work, a predictor-based control structure is proposed for discrete-time systems with input

delay. This strategy allows to completely attenuate disturbances of known dynamics in steady

state from the output of the system. For this, an augmented state observer is used in which the

controller dynamics is considered and a predictor based on this observer is used to estimate the

state of the discrete-time system. The predictor-based feedback matrix and the augmented state

observer gain matrix are calculated using a synthesis procedure. Some of the results recently

proposed in the literature for predictor-based controllers are presented in a systematic way in the

text, where the approaches are extended to the case in which there is no access to the system state

and to the synthesis problem based on a result of the literature. The proposed control structure is

compared to the presented techniques and has, in general, superior performance.

Keywords: Discrete-time systems. Augmented state observer. Predictor-based feedback. Distur-

bance attenuation.
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1 INTRODUÇÃO

Em diversas áreas da ciência, como engenharia, biologia e economia, sistemas com

atraso são utilizados para modelar sistemas dinâmicos (GU et al., 2003), o que indica também

sua importância para a teoria de controle. Esses tipos de sistema ocorrem amplamente devido a

várias causas, seja por uma propriedade intrínseca de sua dinâmica ou por conta de uma ação

de controle por realimentação. Assim, o desafio de adquirir, criar e executar informações para

controlar esses sistemas é comumente enfrentado por uma estrutura de controle (FRIDMAN,

2014).

Em diversas aplicações, o atraso pode tanto ser um fenômeno inevitável em alguns

atuadores, devido ao seu funcionamento ou função, quanto uma consequência da transmissão

de dados do próprio sistema de controle. Uma influência negativa nas propriedades, como a

estabilidade, e no desempenho desses sistemas é o que de fato acontece na prática (NORMEY-

RICO; CAMACHO, 2007).

1.1 Métodos de controle para sistemas com atraso

Uma das primeiras estratégias para compensar os efeitos do atraso em um sistema de

controle de malha fechada foi elaborada por Smith (1957), esta baseada na ideia de realimentação

da saída de um modelo do processo sem atraso. Em sua filosofia, o modelo interno funciona

como um preditor em uma abordagem no domínio da frequência incluindo uma realimentação

também de um erro entre as saídas do processo e do modelo interno utilizado para as predições.

Contudo, a eficácia do preditor de Smith é restrita ao controle de sistemas estáveis

em malha aberta e, eventualmente, com intuito de contornar essa limitação, durante as décadas

de 1970 e 1980 outros dois métodos emergiram, em uma abordagem em espaço de estados.

Além disso, outro inconveniente no uso do preditor de Smith é a sua conhecida sensibilidade a

incertezas no atraso já estudada por diversos trabalhos na literatura (MICHIELS; NICULESCU,

2003; MICHIELS; NICULESCU, 2014; GRIMHOLT; SKOGESTAD, 2018; MACHADO et al.,

2019; SILVA et al., 2020).

O método de Manitius e Olbrot (1979) fundamenta-se em uma análise no domínio

do tempo e apresenta uma extensão para as aplicações nos casos de sistemas instáveis em malha

aberta e de múltiplas entradas e saídas. Nele, propõe-se a substituição das predições por um

controle linear com o qual a malha fechada se comporta como um sistema livre do atraso e tem
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espectro finito após um tempo finito.

O método de redução de Artstein (1982) se concentra na geração das predições por

uma representação transformada do espaço de estados, que considera a evolução das predições

como um sistema sem atraso.

Essas duas últimas técnicas naturalmente introduziram uma nova área de estudo

dentro da teoria de controle de sistemas com atraso, denominada controle baseado em preditor.

A capacidade de compensar longos atrasos é apontada como a principal vantagem do

controle baseado em preditor em comparação a outros métodos, como aqueles que envolvem o

procedimento de análise de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii (HALE; LUNEL, 1993; GU et

al., 2003; SEURET; GOUAISBAUT, 2013; FRIDMAN, 2014; BARREAU et al., 2017), em que

toma-se como objetivo o ajuste dos parâmetros de controle para obter a maior robustez possível

aos efeitos negativos do atraso. De fato, em se tratando do controle baseado em preditor, um

esquema para gerar as predições do estado e o efeito na realimentação destas é uma solução ativa

na compensação do atraso, independente de sua magnitude.

Um desenvolvimento detalhado dos fundamentos e uma extensa apresentação dos

principais trabalhos para diferentes classes de problemas utilizando essa técnica podem ser

encontrados em Deng et al. (2022). Portanto, é evidente o crescente interesse desde o início

deste século e a grande quantidade de trabalhos recentemente publicados na área de controle

baseado em preditor, sendo este um tema relevante e atual para a teoria de controle.

1.2 Revisão bibliográfica

Um dos trabalhos mais citados no tema de controladores baseados em preditor e

que, talvez, tenha sido responsável por colocar em destaque os métodos de controle baseado

em preditores nos últimos sete anos foi o de (LéCHAPPé et al., 2015a). Nele, o esquema de

predição utilizado no método de Artstein é revisado e a proposta da inclusão de uma estimativa

de perturbações desconhecidas demonstra sucesso em reduzir eficientemente erros de predição

para certas classes de pertubação. Sucedendo a essa abordagem, Santos (2016) foca na síntese

de controle baseada no preditor de Artstein modificado.

Outro método na literatura, proposto por Sanz et al. (2016) utiliza a ideia de não

somente predizer o estado do sistema a ser controlado, mas também de prover predições da

perturbação para uma realimentação compensada. Essa técnica utiliza, como denominado,

um diferenciador de rastreamento, utilizado para estimar as pertubações e suas derivadas até
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uma determinada ordem, o que leva a resultados significativamente bons para os objetivos de

atenuação de perturbações desconhecidas.

Entretanto, estas propostas são dedicadas a sistemas lineares de tempo contínuo e

supõe-se, ainda, que o estado do sistema está disponível para medição.

Pode-se argumentar, portanto, que esta última suposição faz com que os métodos

possuam uma limitação nas aplicações, uma vez que o acesso ao estado do sistema nem sempre

é realizável.

No trabalho de Léchappé et al. (2015b), seu esquema de predição para perturbações

desconhecidas é, portanto, estendido ao caso de conhecimento parcial do estado do sistema, o

que sumariamente corresponde à necessidade de utilização de um observador de estado.

Os trabalhos de Hao et al. (2017) e Wu e Wang (2021) generalizam de certa forma,

respectivamente, as ideias de Léchappé et al. (2015a) e Santos (2016) para sistemas lineares de

tempo discreto.

Em especial, o primeiro considera implicações práticas de esquemas de predição e

de controle baseado em preditor para perturbações desconhecidas, dotando-se de um observador

de estado estendido para dispor não só a estimativa dos estados a partir da saída do sistema, mas

também a estimativa das perturbações para consequentemente incluir uma compensação destas

na lei de controle.

Verifica-se, portanto, a síntese dos ganhos de realimentação em uma lei de controle

anti-perturbação para garantir o objetivo de controlar a saída para o valor desejado.

Wu e Wang (2021) formalizam uma ideia de esquemas de predição, os quais con-

sideram a adição de termos de correção obtidos com base no erro de predição do esquema

antecedente, que corresponde à generalização da ideia de Léchappé et al. (2015a) para sistemas

lineares de tempo discreto e a um novo esquema de predição. Esse trabalho consiste em uma

abordagem eficiente para o problema de compensação do atraso com atenuação de algumas

classes de perturbações e pode ser considerado de grande importância na área.

Contudo, a abordagem de Léchappé et al. (2015a), Léchappé et al. (2015b) e

Wu e Wang (2021) tem como desvantagem a dinâmica do preditor utilizada para a síntese

da realimentação das predições, a qual é afetada diretamente pela característica dinâmica da

perturbação.

As estruturas de controle baseadas em preditores que utilizam observador de estado

têm como principal desafio o fato de que a dinâmica das predições realizadas com o estado ob-
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servado dependem direta ou indiretamente das perturbações. Isso foi verificado por Léchappé et

al. (2015b), onde as predições utilizando o estado observado dependem do valor suficientemente

próximo da origem para o qual o erro do observador converge.

Portanto, esquemas de predição utilizando observador de estado são limitados em

desempenho, o que será analisado adiante no texto desta dissertação.

Desse modo, são atrativos esquemas de predição em combinação com observadores

de estado e de perturbação, como forma de diminuir os efeitos da perturbação no erro do

observador. Em particular, esses observadores consideram a perturbação como um estado

adicional no sistema a partir de uma formulação da representação em espaço de estados por meio

de alguma manipulação algébrica, a exemplo da utilização de operadores de diferenças.

Com isso, a dinâmica do observador não depende mais da perturbação de maneira

direta, mas sim de sua dinâmica, isto é, de suas diferenças finitas. O esquema de controle

anti-perturbação de Hao et al. (2017) é um exemplo dessa estratégia, para o caso em que o

observador de estado e de perturbação depende da diferença da perturbação.

Finalmente, tem-se uma estratégia recentemente publicada por Castillo e García

(2021) que apresenta a ideia de observadores de ordem elevada para estimar o estado do sistema, a

perturbação e suas derivadas com objetivo de inseri-las na série de Taylor para uma reconstrução

do sinal de perturbação, estabelecendo um esquema de predição para o estado do sistema.

A ideia é generalizada para sistemas de tempo discreto por Lima et al. (2022) onde

utiliza-se uma série de Newton, do cálculo de diferenças finitas, com o mesmo objetivo.

Essas duas estratégias se provam muito promissoras em fornecer uma predição exata

do estado do sistema para uma ampla classe de perturbações e de superar as limitações dos

esquemas preditivos publicados nos últimos sete anos.

1.3 Motivação

O interesse na compensação do atraso utilizando o princípio do controle baseado em

preditor também leva ao estudo de implicações práticas, por exemplo, como formular predições

do estado do sistema a partir da saída, que pode ser medida, e como essa abordagem se alinha à

ideia principal do controle baseado em preditor: controlar os sistemas utilizando uma estrutura

homóloga sem atraso.

Além disso, o método de redução de Artstein não considera perturbações na elabora-

ção das predições, mesmo aquelas sendo tão comuns na maioria das aplicações de engenharia de
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controle. Assim, não surpreendentemente, diversos esquemas de predição têm sido propostos em

trabalhos recentes, preocupando-se principalmente em mitigar esse problema.

Do ponto de vista prático, pode-se inferir que o problema de atenuação de perturba-

ções em controladores baseados em preditor é um dos mais investigados em trabalhos publicados

em um período contendo os últimos dez anos.

Nesse contexto, as propostas de diversas técnicas de controle baseado em preditor

consistem não somente em utilizar esquemas preditivos para o controle de sistemas com atraso,

mas também em desenvolver métodos anti-perturbação que possam efetivamente regular as

variáveis desejadas.

Portanto, a análise das técnicas de controle baseado em preditor com atenuação de

perturbação para sistemas de tempo discreto com atraso é a motivação principal deste trabalho.

Faz-se útil para essa finalidade a consideração dos aspectos práticos de aplicação, como o

emprego de observadores de estado para obter estimativas do estado do sistema e da perturbação

em uma abordagem em espaço de estados no domínio do tempo discreto.

1.4 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral a apresentação e o desenvolvimento siste-

máticos das técnicas de controle baseado em preditor para sistemas de tempo discreto com

perturbação. Objetivos pontuais são: analisar os esquemas preditivos propostos recentemente

na literatura para o caso em que uma medição do estado do sistema não é acessível e analisar a

extensão do procedimento de síntese de controladores baseados em preditor para o caso de um

controlador dinâmico.

1.5 Contribuições

A principal contribuição deste trabalho está na apresentação de maneira sistemática

dos resultados propostos na literatura para controle baseado em esquemas preditivos, na proposta

de uma estrutura de controle que considera uma dinâmica na lei de controle para melhorar a

capacidade de atenuação de perturbações e no procedimento de síntese do observador utilizado

nesta estrutura para diminuir os efeitos das perturbações no esquema preditivo proposto.
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1.6 Trabalhos publicados

Durante o Curso de Mestrado Acadêmico em Engenharia Elétrica da Universidade

Federal do Ceará, o autor desta dissertação participou como autor ou co-autor do seguintes

artigos científicos listados em ordem cronológica:

1) Regra de sintonia de controlador PI para processos instáveis com atraso de transporte. XIV

IEEE International Conference on Industry Applications (INDUSCON) - 2021

2) Novo método de sintonia do preditor de Smith filtrado simplificado para processos de

primeira ordem. XXIV Congresso Brasileiro de Automática (CBA) - 2022

3) Preditor de Smith filtrado simplificado com ação feedforward para processos de primeira

ordem. XXIV Congresso Brasileiro de Automática (CBA) - 2022

4) Estudo de processos com atraso variável controlados por compensadores PI. XXIV Con-

gresso Brasileiro de Automática (CBA) - 2022

5) Controle baseado em observador-preditor com atenuação de perturbações para sistemas de

tempo discreto com atraso. XXIV Congresso Brasileiro de Automática (CBA) - 2022

1.7 Organização do texto

O texto está organizado como segue: no Capítulo 1.2 é apresentada uma breve revisão

bibliográfica dos principais trabalhos no tema nos últimos sete anos, o Capítulo 2 é dedicado à

fundamentação teórica e definições necessárias e utilizadas no texto, o Capítulo 3 apresenta o

desenvolvimento central do trabalho composto por uma análise de esquemas preditivos, por uma

síntese de controladores baseados em preditores e pela extensão dos resultados para o caso de

controladores dinâmicos, o Capítulo 5 trata de resultados numéricos de simulação e, por fim, as

conclusões do trabalho são apresentadas no Capítulo 6.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Naturalmente, é indispensável a apresentação dos principais fundamentos acerca da

teoria de sistemas dinâmicos, em especial os de tempo discreto, para situar o leitor acerca da

linguagem utilizada e sobre o tipo de problema analisado nesta dissertação. Sendo assim, este

capítulo introduz as definições mais gerais relacionadas a essa teoria.

2.1 Sistemas dinâmicos

Uma definição bem detalhada de um sistema dinâmico é encontrada no livro de

Haddad e Chellaboina (2011), parafraseada neste trabalho e voltada à sua ideia geral na seguinte

definição:

Definição 2.1.1 Um sistema é uma entidade singular cujas partes são claramente ou vagamente

definidas, combinadas e relacionadas entre si através de um conjunto específico de variáveis: os

estados do sistema. Ademais, um sistema é dinâmico quando seus estados mudam com o tempo.

As entradas e as saídas constituem as partes de um sistema relacionadas entre si atra-

vés dos estados. Os estados são significativamente importantes e responsáveis pela interpretação

da ideia de memória em um sistema dinâmico, uma vez que determinam completamente seu

comportamento, pois relacionam todas as suas partes. Essa ideia é elucidada quando os estados

em um determinado instante de tempo são unicamente definidos pelas entradas neste instante e

pelos estados em um tempo inicial.

2.1.1 Sistemas dinâmicos de tempo contínuo e equações diferenciais

Frequentemente, sistemas físicos podem ser modelados por um número finito de

equações diferenciais ordinárias acopladas (KHALIL, 1992), na forma:

ẋ1(t) = f1 (t,x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t))

ẋ2(t) = f2 (t,x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t))
...

ẋn(t) = fn (t,x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t))

(2.1)

onde t ∈ T, com T ⊂ R um conjunto totalmente ordenado, fi : T×R×R → R, i = 1, . . . ,n,

xi : T→ R, i = 1, . . . ,n, são os estados e ui : T→ R, i = 1, . . . ,m, são as entradas.
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Nota-se que xi ∈ F (T;R) , i = 1, . . . ,n, são as funções definidas pela i-ésima coor-

denada de x ∈ F (T;Rn) no instante t ∈ T e, analogamente, ui ∈ F (T;R) , i = 1, . . . ,m, são as

funções definidas pela i-ésima coordenada de u ∈ F (T;Rm) no instante t ∈ T. Então:

x(t) =


x1(t)

...

xn(t)

 , u(t) =


u1(t)

...

um(t)

 (2.2)

Portanto, utiliza-se a notação de vetores para reescrever as equações diferenciais de

maneira compacta em uma equação vetorial diferencial:

ẋ(t) = f (t,x(t),u(t)) (2.3)

onde f : T×Rn ×Rm → Rn. Naturalmente, tem-se x(t) ∈ Rn e u(t) ∈ Rm.

Uma equação vetorial para as saídas yi : T→ R, i = 1, . . . , p, é definida por:

y(t) = g(t,x(t),u(t)) (2.4)

onde g : T×Rn ×Rm → Rp e y(t) ∈ Rp.

Daqui em diante, o vetor cujos elementos são os estados do sistema dinâmico será

denominado de estado, poupando o plural, e representado por x(t). O mesmo vale para a entrada

u(t) e a saída y(t). Sumariamente, um sistema dinâmico pode ser visto como a estrutura de

um modelo matemático constituído de um estado x(t), uma entrada u(t) e uma saída y(t) e que

descreve de certa forma um sistema físico.

2.1.2 Sistemas dinâmicos de tempo discreto e equações a diferenças

Uma outra classe de modelo de um sistema físico é formulado por meio de um

número finito de equações a diferenças. A definição desse tipo de sistema dinâmico difere do

caso com equações diferenciais em alguns aspectos:

1. A variável de tempo é t ∈ T, com T⊂ Z um conjunto totalmente ordenado.

2. As equações a diferenças são escritas como:

xi(t +1) = fi (t,x1(t), . . . ,xn(t),u1(t), . . . ,um(t)) , i = 1, . . . ,n (2.5)

3. A equação vetorial a diferenças é:

x(t +1) = f (t,x(t),u(t)) (2.6)
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Em especial, sistemas lineares autônomos de tempo discreto são os objetos de estudo

deste trabalho. Um sistema linear autônomo é aquele no qual f (t,x(t),u(t)) = Ax(t)+Bu(t),

isto é:

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t) (2.7)

onde A ∈ R(n,n) e B ∈ R(n,m).

Ainda, para a saída, considera-se em um sistema autônomo com g(t,x(t),u(t)) =

Cx(t)+Du(t), isto é:

y(t) =Cx(t)+Du(t) (2.8)

onde C ∈ R(p,n) e D ∈ R(p,m).

Finalmente, reforça-se que uma excelente definição dos fundamentos de sistemas

dinâmicos é apresentada nos livros de Haddad e Chellaboina (2011) e de Khalil (1992).

Na seção seguinte, algumas definições de conjuntos, funcionais e operadores impor-

tantes utilizados no texto são enunciadas.

2.2 Conjuntos e operadores

2.2.1 Ponto de equilíbrio

Todo ponto x∗ ∈ Rn é dito um ponto de equilíbrio de um sistema dinâmico quando

uma vez que x(t0) = x∗ implica x(t) = x∗ ∀t ∈ T(t0,+∞). Em outras palavras, toda trajetória

começando em x∗ permanece em x∗.

No caso de sistemas lineares autônomos em que u(t) = 0 ∈ Rm ∀t ∈ T (diz-se que

esses sistemas são não-forçados), tem-se que a origem é um ponto de equilíbrio, pois é a solução

da equação:

f (x(t)) = Ax(t) = 0, A ∈ M = {A ∈ R(n,n) ; det(A) ̸= 0} (2.9)

2.2.2 Bola fechada de centro c e raio r

Define-se o conjunto:

B (c,r) := {w ∈ Rn;∥w− c∥ ≤ r} (2.10)

como a bola fechada de raio r ∈ R positivo centrada em c ∈ Rn.
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2.2.3 Operador v(·) do controle dinâmico

Sejam t ∈ T, v ∈ F (F (T;Rm) ;F (T;Rm)), u ∈ F (T;Rm) e v(u) ∈ F (T;Rm),

representa-se o operador v(·) no domínio da frequência utilizando a Transformada Z :

Z {u}= S (z)Z {v(u)} (2.11)

onde S(z) ∈ F (Cm;Cm) é uma matriz de transferência.

Exemplo 1 Um exemplo do operador v(u) no contexto desta dissertação é:

v(u)(t) = u(t)−u(t −1) (2.12)

no domínio da frequência:

Z {u}= z
z−1

Z {v(u)} (2.13)

Exemplo 2 Um outro exemplo do operador v(u) no contexto desta dissertação é:

v(u)(t) = u(t)−2cos(ω)u(t −1)+u(t −2) (2.14)

e no domínio da frequência, tem-se:

Z {u}= z2

z2 −2cos(ω)z+1
Z {v(u)} (2.15)

Portanto, ao definir um operador v(·), assume-se que existe uma representação em

espaço de estados que relaciona o funcional e a entrada de controle e que υ(0) = 0.

2.2.4 Operador de diferenças

O operador de diferenças ∆ : F (T;Rn)→ F (T;Rn) é um operador linear que tem

como definição a seguinte regra:

∆d(t) = d(t +1)−d(t) (2.16)

onde d(t) ∈ Rn.

Sejam di ∈ F (T;R) , i = 1, . . . ,n, as funções definidas pela i-ésima coordenada de

d ∈ F (T;Rn). Portanto, é natural definir-se:

∆d(t) = d(t +1)−d(t) =


d1(t +1)−d1(t)

...

dn(t +1)−dn(t)

 (2.17)
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Além disso, vale:

∆
r+1d(t) = ∆

rd(t +1)−∆
rd(t) (2.18)

para todo r ∈ Z não-negativo.
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3 CONTROLE BASEADO EM PREDITOR

Nesta seção, os principais esquemas de predição e de controle propostos na literatura

são revisados e uma breve análise das propriedades de cada estratégia é realizada. Por fim, é

apresentado um procedimento de síntese de controle baseado em preditor.

3.1 Formulação do problema

Considera-se o sistema linear autônomo no domínio do tempo discreto representado

por:

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t −h)+d(t), (3.1)

y(t) =Cx(t), (3.2)

u(t) = u0(t), para t ∈ Z[−h,−1] (3.3)

x(0) = x0, (3.4)

onde x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, d(t) ∈ Rn e y(t) ∈ Rp são, respectivamente, o estado, a entrada,

a perturbação e a saída do sistema. Ademais, u0(t) e x0 definem as condições iniciais desse

sistema.

Premissa 3.1 O atraso h ∈ Z é uma constante positiva conhecida.

Definição 3.1.1 Uma perturbação é dita constante se, e somente se, d(t) = d0 ∀ t ∈ Z+, onde

d0 ∈ Rn é constante.

Definição 3.1.2 Uma perturbação é dita assintoticamente estável se d(t) = d0 ∀ t ∈ Z[T0,+∞),

onde d0 ∈ Rn é constante e T0 ∈ Z+ é suficientemente grande.

Embora em cada trabalho diferentes representações de um sistema com perturbação

sejam utilizadas, neste texto optou-se por adotar o sistema (3.1) para todas as estruturas. Isso

ocorre sem perda de generalidade, uma vez que é possível definir d(t) = Bww(t), onde w ∈ Rq e

Bw ∈ R(n,q).

A predição exata do estado do sistema h-amostras à frente é formulada recursiva-

mente a partir da equação (3.1), o que resulta em:

x(t +h) = Ahx(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jBu( j)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j+h) (3.5)
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para t ∈ Z+.

O calculo do estado em (3.5) não pode ser realizado uma vez que os valores futuros

da perturbação são desconhecidos. Por consequência, a ideia central do controle baseado em

preditor é utilizar um esquema que pode prever com precisão o estado. Se esse objetivo é

alcançado, então pode-se utilizar a dinâmica da predição, que resulta em um sistema sem atraso,

para projetar uma lei de controle. Portanto, a eficiência do esquema preditivo é crucial para

compensar o atraso na entrada do sistema quando se utiliza o controle baseado em preditor.

3.2 Esquemas preditivos

Nesta seção, três esquemas preditivos de trabalhos da literatura são revisados e é

realizada uma simples análise desses esquemas, resultando em algumas proposições. Além disso,

é apresentado o caso em que não há acesso ao estado do sistema e um observador de estado é

utilizado nos esquemas preditivos.

3.2.1 Esquemas preditivos com acesso ao estado do sistema

3.2.1.1 Preditor de Artstein (1982) para sistemas de tempo discreto

Devido a não considerar perturbações na representação do sistema, o preditor utili-

zado por Artstein (1982) negligencia o último termo referente à predição exata (3.5) do estado

do sistema e é definido por:

xp0(t) = Ahx(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jBu( j) (3.6)

para t ∈ Z+.

A expressão matemática da dinâmica desse preditor é obtida substituindo (3.1) em

(3.6):

xp0(t +1) = Axp0(t)+Bu(t)+Ahd(t) (3.7)

para t ∈ Z+.

O erro de predição é definido como a diferença entre a predição exata (3.5) e o

preditor. Para o caso do preditor de Artstein (1982), tem-se que:

x(t +h)− xp0(t) =
t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j+h) (3.8)
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para t ∈ Z+.

Proposição 3.2.1 Em um sistema com perturbação constante ou assintoticamente estável, tem-

se que se limt→+∞ xp0(t) = x∗, então limt→+∞ x(t) = x∗+ limt→+∞ ∑
t−1
j=t−h At−1− jd( j+h), onde

x∗ ∈ Rn e limt→+∞ ∑
t−1
j=t−h At−1− jd( j+h) é uma constante diferente de zero.

Demonstração 1 Dado que:

lim
t→+∞

xp0(t) = lim
t→+∞

xp0(t −h) = x∗

Tomando a equação (3.8) no instante t −h e tomando o limite com t →+∞, tem-se:

lim
t→+∞

x(t) = x∗+ lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j)

Se a perturbação é constante ou assintoticamente estável, tem-se que d(t) = d0 para algum t,

então:

lim
t→+∞

x(t) = x∗+(A− In)
−1 (Ah − In)d0

□

A conclusão dessa análise é verificada em diversos trabalhos e é generalizada para

o problema de estabilização assintótica: em sistemas com perturbação, estabilizar assintotica-

mente um ponto de equilíbrio x∗ utilizando a dinâmica xp0(t) não implica a estabilidade deste

mesmo ponto em (3.1) (LéCHAPPé et al., 2015a; WU; WANG, 2021). Isso é particularmente

interessante, uma vez que mostra que um controle baseado no preditor de Artstein (1982) não é

adequado para o objetivo de atenuação de perturbações.

3.2.1.2 Preditor de Léchappé et al. (2015a) para sistemas de tempo discreto

Com o objetivo de melhorar a predição de Artstein (1982), Léchappé et al. (2015a)

propôs a inclusão indireta de alguma informação da perturbação, ou seja, sem utilizar medições

desta. A ideia desse esquema de predição é comparar x(t) a xp0(t −h):

x(t)− xp0(t −h) =
t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j) (3.9)

para t ∈ Z[h,+∞), e utilizar essa comparação como um termo de correção, definindo um novo

preditor xp1(t):

xp1(t) = xp0(t)+ x(t)− xp0(t −h) (3.10)
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para t ∈ Z[h,+∞).

Desse modo, de maneira indireta alguma informação da perturbação é considerada

nesse preditor. Entende-se que, estando x(t) e xp0(t −h) disponíveis em um instante t, o termo

não calculável em (3.5) referente às perturbações futuras pode ser aproximado pela diferença

x(t)− xp0(t −h).

Uma questão apontada em Léchappé et al. (2015a) e Wu e Wang (2021) é a definição

de xp1(t) quando t ∈ Z[0,h− 1], que resulta em utilizar xp0(t − h) = xp0(0) neste intervalo.

Portanto, tem-se:

xp1(t) =

xp0(t)+ x(t)− xp0(t −h), t ∈ Z[h,+∞)

xp0(t)+ x(t)− xp0(0), t ∈ Z[0,h−1]
(3.11)

A dinâmica do preditor de Léchappé et al. (2015a) para sistemas de tempo discreto é

formulada por:

xp1(t +1) = Axp1(t)+Bu(t)+d(t)+Ah [d(t)−d(t −h)] (3.12)

para t ∈ Z[h,+∞).

E o erro de predição associado a esse esquema é dado por:

x(t +h)− xp1(t) =
t−1

∑
j=t−h

At−1− j [d( j+h)−d( j)] (3.13)

para t ∈ Z[h,+∞).

Sendo assim, pode-se enunciar na seguinte proposição a vantagem desse preditor em

relação ao de Artstein (1982) ao considerar perturbações constantes e assintoticamente estáveis:

Proposição 3.2.2 Em um sistema com perturbação constante ou assintoticamente estável, tem-

se que se limt→+∞ xp1(t) = x∗, então limt→+∞ x(t) = x∗, onde x∗ ∈ Rn.

Demonstração 2 Dado que:

lim
t→+∞

xp1(t) = lim
t→+∞

xp1(t −h) = x∗

Tomando a equação (3.8) no instante t −h e tomando o limite com t →+∞, tem-se:

lim
t→+∞

x(t) = x∗+ lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− j [d( j)−d( j−h)]
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Se a perturbação é constante ou assintoticamente estável, tem-se que:

lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j) = lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j−h)

então:

lim
t→+∞

x(t) = x∗

□

Portanto, para o caso de perturbações constantes ou assintoticamente estáveis, a

estabilização assintótica de um ponto de equilíbrio x∗ de (3.12) implica que este mesmo é um

ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (3.1).

3.2.1.3 Preditor de Wu e Wang (2021)

O trabalho de Wu e Wang (2021) possui, dentre outros objetivos, definir quantos

preditores forem necessários para melhorar a predição do estado do sistema com atraso na

entrada, utilizando uma generalização da ideia de Léchappé et al. (2015a) para sistemas de tempo

discreto.

Assim, o estado x(t) é comparado a xp1(t −h), o que resulta em:

x(t)− xp1(t −h) =
t−1

∑
j=t−h

At−1− j [d( j)−d( j−h)] (3.14)

para t ∈ Z[2h,+∞).

Essa diferença é utilizada para melhorar a predição xp1(t) incluindo informação da

perturbação de forma indireta, definindo um novo preditor xp2(t):

xp2(t) = xp1(t)+ x(t)− xp1(t −h) (3.15)

para t ∈ Z[2h,+∞).

Ao substituir xp1(t) e xp1(t −h) em xp2(t), tem-se:

xp2(t) = xp0(t)+2x(t)− x(t −h)−2xp0(t −h)+ xp0(t −2h) (3.16)

para t ∈ Z[2h,+∞), o que revela que os termos xp0(t −h), x(t −h) e xp0(t −2h) não podem ser

calculados para t ∈ Z[0,h−1]. Ainda, xp0(t −2h) é não-calculável para t ∈ Z[h,2h−1]. Assim,
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o preditor xp2(t) é bem definido fazendo:

xp2(t) =


xp0(t)+2x(t)− x(t −h)−2xp0(t −h)+ xp0(t −2h), t ∈ Z[2h,+∞)

xp0(t)+2x(t)− x(t −h)−2xp0(t −h)+ xp0(0), t ∈ Z[h,2h−1]

xp0(t)+2x(t)− x(0)− xp0(0), t ∈ Z[0,h−1]

(3.17)

A dinâmica desse preditor é formulada por:

xp2(t+1) = Axp2(t)+Bu(t)+d(t)+[d(t)−d(t −h)]+Ah [d(t)−2d(t −h)+d(t −2h)] (3.18)

para t ∈ Z[2h,+∞).

O erro de predição associado a esse preditor é equacionado como:

x(t +h)− xp2(t) =
t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j+h)−
t−1

∑
j=t−h

At−1− j [2d( j)−d( j−h)] (3.19)

para t ∈ Z[2h,+∞).

Proposição 3.2.3 Em um sistema com perturbação constante ou assintoticamente estável, tem-

se que se limt→+∞ xp2(t) = x∗, então limt→+∞ x(t) = x∗, onde x∗ ∈ Rn.

Demonstração 3 A demonstração é semelhante a da Proposição 3.2.1, basta notar que se a

perturbação é constante ou assintoticamente estável, tem-se que:

lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j) = lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j−h) = lim
t→+∞

t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j−2h)

Logo, de (3.19) avaliado em t −h, tem-se que:

lim
t→+∞

xp2(t) = lim
t→+∞

xp2(t −h) = x∗ =⇒ lim
t→+∞

x(t) = x∗

□

A conclusão é a mesma da enunciada para o preditor xp1(t) quanto à estabilização

assintótica de um ponto de equilíbrio x∗ de (3.1) para o caso de perturbações constantes ou

assintoticamente estáveis.

Uma vez que xp1(t) e xp2(t) são formulados utilizando, respectivamente, xp0(t) e

xp1(t), uma equação para um esquema de predição xpk(t) pode ser definida como (WU; WANG,

2021):

xpk(t) = xp(k−1)(t)+ x(t)− xp(k−1)(t −h) (3.20)

para t ∈ Z[kh,+∞) e k ∈ N.



30

3.2.2 Esquemas preditivos com observador de estado

Considerando o caso no qual o estado em (3.1) não é acessível, um observador de

estado é utilizado com objetivo de estimá-lo a partir da medição da saída (3.2). A garantia de

existência de um observador de estado é decorrente da seguinte premissa:

Premissa 3.2 O sistema (3.1) – (3.2) é observável.

Nesse caso, considera-se um observador linear:

x̂(t +1) = Ax̂(t)+Bu(t −h)+L [Cx̂(t)− y(t)] , (3.21)

onde x̂(t) ∈ Rn é o estado estimado e L ∈ R(n, p) é a matriz de ganho do observador. Nota-se

que é possível, por conta das Premissas 3.1 e 3.2, construir um observador de estado dessa forma.

Definição 3.2.1 Define-se o erro de observação em um instante t como a diferença entre o

estado x(t) do sistema (3.1) e o estado x̂(t) em (3.21), ou seja:

e(t) := x(t)− x̂(t), (3.22)

para t ∈ Z+, onde e(t) ∈ Rn.

A dinâmica do erro de observação é formulada por:

e(t +1) = x(t +1)− x̂(t +1)

= Ae(t)−L [Cx̂(t)− y(t)]+d(t)

= (A+LC)e(t)+d(t)

(3.23)

para t ∈ Z+. A matriz de ganho do observador pode ser definida tal que (3.23) é assintoticamente

estável para o caso em que d(t) = 0, ∀ t ∈ Z+.

Proposição 3.2.4 Em um sistema com perturbação constante ou assintoticamente estável, tem-

se que a solução de:

e(t +1) = (A+LC)e(t)+d(t) (3.24)

onde t ∈Z+, converge para B (0,r) = {w ∈ Rn;∥w∥ ≤ r}, onde: r = ∥(I − (A+LC))−1 ∥·∥d0∥.
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Demonstração 4 A solução da equação vetorial à diferenças é dada por:

e(t) = (A+LC)te(0)+(I − (A+LC))−1 d0

para t ∈ Z+, onde (I − (A+LC)) é invertível. Portanto, a seguinte desigualdade é válida:

∥e(t)∥ ≤ ∥(A+LC)t∥ · ∥e(0)∥+∥(I − (A+LC))−1 ∥ · ∥d0∥

Tomando o limite dessa desigualdade quando t →+∞, tem-se:

lim
t→+∞

∥e(t)∥ ≤ lim
t→+∞

∥(A+LC)t∥ · ∥e(0)∥+ lim
t→+∞

∥(I − (A+LC))−1 ∥ · ∥d0∥

Se A+LC é Schur, então:

lim
t→+∞

∥e(t)∥ ≤ ∥(I − (A+LC))−1 ∥ · ∥d0∥

Portanto, a solução de (3.23) converge para a bola fechada B (0,r) = {w ∈ Rn;∥w∥ ≤ r}, onde:

r = ∥(In − (A+LC))−1 ∥ · ∥d0∥.

□

A predição exata do estado estimado h-amostras à frente é calculada recursivamente

a partir de (3.21), obtida por:

x̂(t +h) = Ahx̂(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jBu( j)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jL [Cx̂( j+h)− y( j+h)] (3.25)

para t ∈ Z+. Assim, ao substituir (3.2) nessa expressão, a parcela

−∑
t−1
j=t−h At−1− jLCe( j+h) é incalculável em um instante t, pois depende de valores futuros do

erro de observação.

No trabalho de Léchappé et al. (2015b), a ideia de Léchappé et al. (2015a) é genera-

lizada para o caso em que não há acesso ao estado do sistema (3.21), utilizando um observador

do tipo (3.21). Neste trabalho, os preditores de Léchappé et al. (2015b) são generalizados para o

domínio do tempo discreto.

3.2.2.1 Preditor de Artstein (1982) com observador de estado para sistemas de tempo discreto

O preditor x̂p0 é definido como:

x̂p0(t) = Ahx̂(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jBu( j) (3.26)
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para t ∈ Z+.

A equação matemática da dinâmica desse preditor é obtida substituindo (3.21) em

(3.26):

x̂p0(t +1) = Ax̂p0(t)+Bu(t)−AhLCe(t) (3.27)

para t ∈ Z+.

O erro de predição é formulado por:

x(t +h)− x̂p0(t) = Ahe(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− jd( j+h) (3.28)

para t ∈ Z+.

3.2.2.2 Preditor de Léchappé et al. (2015b) para sistemas de tempo discreto

Uma maneira de melhorar essa predição é considerar a diferença entre x̂ no instante

t e x̂p0 em t −h, dada por:

x̂(t)− x̂p0(t −h) =−
t−1

∑
j=t−h

At−1− jLCe( j) (3.29)

para t ∈ Z[h,+∞), e definir um novo preditor x̂p1:

x̂p1(t) = x̂p0(t)+ x̂(t)− x̂p0(t −h) (3.30)

para t ∈ Z[h,+∞). De maneira indireta, inclui-se alguma informação do erro de observação na

predição.

A dinâmica do preditor é formulada por:

x̂p1(t +1) = Ax̂p1(t)+Bu(t)−LCe(t)−AhLC [e(t)− e(t −h)] (3.31)

para t ∈ Z[h,+∞).

O erro de predição ao utilizar x̂p1 como preditor é calculado por:

x(t +h)− x̂p1(t) = Ah [e(t)− e(t −h)]+ e(t)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− j [d( j+h)−d( j)] (3.32)

para t ∈ Z[h,+∞).

A subtração de x̂p1(t −h) de x̂(t) é útil para generalizar o preditor de Wu e Wang

(2021) para o uso de observador de estado e é calculada pela diferença:

x̂(t)− x̂p1(t −h) = Ah [e(t −h)− e(t −2h)]+ e(t −h)+
t−1

∑
j=t−h

At−1− j [d( j)−d( j−h)] (3.33)

para t ∈ Z[2h,+∞).
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3.2.2.3 Preditor de Wu e Wang (2021) com observador de estado

Neste trabalho, o novo preditor x̂p2 é definido:

x̂p2(t) = x̂p1(t)+ x̂(t)− x̂p1(t −h) (3.34)

para t ∈ Z[2h,+∞).

A dinâmica de x̂p2 é formulada por:

x̂p2(t+1)=Ax̂p2(t)+Bu(t)−LCe(t)−LC [e(t)− e(t −h)]−AhLC [e(t)−2e(t −h)+ e(t −2h)]

(3.35)

para t ∈ Z[2h,+∞).

De maneira similar ao caso com acesso ao estado do sistema, uma equação para um

esquema de predição x̂pk(t) pode ser definida como:

x̂pk(t) = x̂p(k−1)(t)+ x̂(t)− x̂p(k−1)(t −h) (3.36)

para t ∈ Z[kh,+∞) e k ∈ N.

Comparando os preditores com acesso ao estado e com o uso de observador, a relação

d(t) =−LCe(t) evidencia a ideia de considerar alguma informação da perturbação no erro de

observação.

3.3 Controle com atenuação de perturbação baseado em preditor

Considerando a dinâmica do estado em (3.1) e o operador ∆ aplicado a d(t), pode-se

escrever o seguinte sistema de equações:

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t −h)+d(t)

d(t +1) = d(t)+∆d(t)
(3.37)

Seja x̄(t) :=
[
x(t)⊤ d(t)⊤

]⊤ ∈R2n definido para escrever o seguinte sistema discreto

em espaço de estados:

x̄(t +1) = Āx̄(t)+ B̄u(t −h)+ Ī∆d(t) (3.38)

ȳ(t) = C̄x̄(t) (3.39)
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As matrizes Ā ∈ R(2n,2n), B̄ ∈ R(2n,m), Ī ∈ R(2n,n) e

C̄ ∈ R(p,2n) são dadas por:

Ā =

A I

0 I

 , B̄ =

B

0

 , Ī =

0

I

 , C̄ =
[
C 0 0

]
(3.40)

Premissa 3.3 A matriz Ā possui posto completo, isto é:

posto
(
Ā
)
= posto

A I

0 I

= 2n (3.41)

Um observador pode ser projetado para estimar o estado de (3.1) e a perturbação d(t)

utilizando a representação (3.38)–(3.39). Este observador é denominado observador de estado

estendido e foi utilizado por Hao et al. (2017) em conjunto com o esquema de predição de Santos

(2016) para controle com atenuação de perturbação. Neste trabalho essa ideia é utilizada para os

preditores x̂pk(t) apresentados na seção anterior.

3.3.1 Observador de estado e de perturbação

Considera-se a seguinte premissa:

Premissa 3.4 O sistema (3.38) – (3.39) é observável.

Portanto, é possível utilizar um observador de estado para o sistema (3.38), dado

pela seguinte equação:

ˆ̄x(t +1) = Ā ˆ̄x(t)+ B̄u(t −h)+ L̄
[
C̄ ˆ̄x(t)− y(t)

]
(3.42)

onde L̄ ∈ R(2n, p).

Tem-se que é possível construir um observador de estado dessa forma por conta das

Premissas 3.1 e 3.4.

A dinâmica do erro de observação nesse contexto é definida como:

ē(t +1) =
(
Ā+ L̄C̄

)
ē(t)+ Ī∆d(t) (3.43)

para t ∈ Z+.

No caso em que ∆d(t) é nulo, é simples ver que se L̄ é calculado de tal forma que

a matriz Ā+ L̄C̄ é Schur, então a diferença x̄(t)− ˆ̄x(t) é nula para todo t ∈ Z+ suficientemente

grande.
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A consequência direta disso é que qualquer preditor x̂pk(t) possui a mesma dinâmica

do preditor xpk(t), para algum k ∈ N. Portanto, pode-se escrever a dinâmica do k-ésimo preditor

como:

xpk(t +1) = Axpk(t)+Bu(t)+d(t)+Φk(t) (3.44)

onde Φk(t) ∈ Rn é uma perturbação na equação vetorial à diferenças que depende do esquema

de predição utilizado, por exemplo:

Φ1(t) = Ah [d(t)−d(t −h)]

Φ2(t) = [d(t)−d(t −h)]+Ah [d(t)−2d(t −h)+d(t −2h)]
(3.45)

Em particular, para que Φ1(t) e Φ2(t) sejam identicamente nulos é suficiente que a

perturbação seja periódica, isto é:

d(t) = d
(

t −a
h
b

)
, a, b ∈ N =⇒ Φ1, 2(t) = 0 ∀ t ∈ Z (3.46)

o que, em geral, pode não ocorrer.

Portanto, é motivador realizar a síntese de uma lei de controle que tenha como

objetivo minimizar os efeitos das perturbações na equação vetorial à diferenças. Desse modo,

considera-se a lei de controle:

u(t) = Kx̂pk(t)+Fd̂(t) (3.47)

onde K, F ∈ R(m,n). Evidentemente, essa lei de controle pode ser formulada, pois há acesso, a

partir do observador, à estimativa do estado e da perturbação.

Substituindo u(t) na dinâmica do preditor, tem-se:

xpk(t +1) = Axpk(t)+BKx̂pk(t)+BFd̂(t)+d(t)+Φk(t) (3.48)

que pode ser reescrito como:

xpk(t +1) = (A+BK)xpk(t)−BK
[
xpk(t)− x̂pk(t)

]
−BF

[
d(t)− d̂(t)

]
+(BF + I)d(t)+Φk(t)

(3.49)

Dessa forma é possível analisar que a convergência do erro do observador utilizado

compreende um dos fatores que afetam a dinâmica do preditor, sendo um outro fator Φk(t), que

depende do esquema preditivo utilizado.
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Baseado nessa análise, a matriz K é projetada para o seguinte sistema:

xpk(t +1) = (A+BK)xpk(t)+Ψk(t)

ypk(t) =Cxpk(t)
(3.50)

onde Ψk(t) =−BK
[
xpk(t)− x̂pk(t)

]
−BF

[
d(t)− d̂(t)

]
+(BF + I)d(t)+Φk(t) ∈ Rn.

Proposição 3.3.1 O sistema (3.50) é assintoticamente estável com índice de desempenho µ ∈

R+, tal que:

∥ypk(t)∥2 ≤
√

µ∥Ψk(t)∥2 (3.51)

se existem matrizes P = P⊤ > 0 ∈ R(n,n) e W ∈ R(m,n) com as quais a seguinte desigualdade

é satisfeita:
P 0 PC⊤ PA⊤+W⊤B⊤

⋆ µI 0 I

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P

> 0 (3.52)

A matriz de realimentação é determinada por K =WP−1.

Demonstração 5 A função de Lyapunov candidata é quadrática e definida por V
(
xpk(t)

)
=

xpk(t)⊤P−1xpk(t), onde P = P⊤ ∈ R(n,n).

Do método de Lyapunov, tem-se que quando as seguintes condições são atendidas:

V
(
xpk(t)

)
= xpk(t)⊤P−1xpk(t) = 0, xpk(t) = 0 (3.53)

V
(
xpk(t)

)
= xpk(t)⊤P−1xpk(t)> 0, ∀ xpk(t) ̸= 0 (3.54)

−V
(
xpk(t +1)

)
+V

(
xpk(t)

)
> 0, ∀ xpk(t) ̸= 0 (3.55)

a estabilidade assintótica da origem é verificada. Segue que (3.54) se, e somente se, P−1 =(
P−1)⊤ > 0 =⇒ P = P⊤ > 0.

Da condição de desempenho, tem-se µ ∈ R+ tal que:

∥ypk(t)∥2 ≤
√

µ∥Ψk(t)∥2

que é reescrito como:

−ypk(t)⊤ypk(t)+Ψk(t)µΨk(t)⊤ ≥ 0
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resultando em:

−xpk(t)⊤C⊤Cxpk(t)+Ψk(t)µΨk(t)⊤ ≥ 0

em um domínio D⊂ R2n, onde deve ser verificada a condição (3.55) de estabilidade assintótica.

Logo, se:

−V (xpk(t +1))+V (xpk(t))− xpk(t)⊤C⊤Cxpk(t)+Ψk(t)⊤µΨk(t)> 0

é verificado para todo
[
xpk(t)⊤ Ψk(t)⊤

]⊤ ∈ R2n, então −V (xpk(t +1))+V (xpk(t))> 0 é veri-

ficada em D.

Portanto, tem-se que:

−ypk(t)⊤ypk(t)+Ψk(t)⊤µΨk(t)>V (xpk(t +1))−V (xpk(t))

=⇒

xpk(t)⊤

Ψk(t)⊤

⊤−(A+BK)⊤P−1 (A+BK)+P−1 −C⊤C −(A+BK)⊤P−1

⋆ µI −P−1

xpk(t)

Ψk(t)

> 0

⇐⇒

−(A+BK)⊤P−1 (A+BK)+P−1 −C⊤C −(A+BK)⊤P−1

⋆ µI −P−1

> 0

para todo
[
xpk(t)⊤ Ψk(t)⊤

]⊤
̸= 0

Esta desigualdade pode ser reescrita como:−(A+BK)⊤P−1 (A+BK)+P−1 −(A+BK)⊤P−1

⋆ µI −P−1

−

C⊤

0

 I
[
C 0

]
> 0

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur


−(A+BK)⊤P−1 (A+BK)+P−1 −(A+BK)⊤P−1 C⊤

⋆ µI −P−1 0

⋆ ⋆ I

> 0

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur


P−1 0

⋆ µI

−

(A+BK)⊤P−1

P−1

P
[
P−1 (A+BK) P−1

] C⊤

0


⋆ I

> 0

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur


P−1 0 C⊤ (A+BK)⊤P−1

⋆ µI 0 P−1

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P−1

> 0
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Utilizando uma transformação de congruência na desigualdade acima, tem-se:
P 0 0 0

⋆ I 0 0

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P



⊤
P−1 0 C⊤ (A+BK)⊤P−1

⋆ µI 0 P−1

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P−1




P 0 0 0

⋆ I 0 0

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P

> 0

=⇒


P 0 PC⊤ PA⊤+PK⊤B⊤

⋆ µI 0 In

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P

> 0

A mudança de variável W = KP, W ∈ R(m,n) resulta na seguinte desigualdade:
P 0 PC⊤ PA⊤+W⊤B⊤

⋆ µI 0 I

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P

> 0

finalizando a demonstração.

□

Nota-se que a matriz F pode ser calculada de maneira que a parcela (BF + I)d(t) seja

identicamente nula. Um exemplo disso é quando existir uma pseudo-inversa B† ∈R(m,n) ; B† =(
B⊤B

)−1 B⊤, então toma-se F =−B†.

Finalmente, um problema de otimização é formulado tendo como função objetivo o

índice de desempenho considerado e como conjunto viável o conjunto de todas as matrizes P e

W que satisfazem a desigualdade (3.52):

min
P>0, W

µ

sujeito a (3.52)
(3.56)

Considerando o caso em que ∆d(t) é não-nulo, existirá sempre um erro entre xpk(t)

e x̂pk(t), o que limita o desempenho do controle baseado em preditores que não possuem acesso

ao estado de (3.1).
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4 CONTROLE DINÂMICO BASEADO EM PREDITOR COM ATENUAÇÃO DE

PERTURBAÇÃO

Com base na análise realizada no capítulo anterior, uma abordagem para o caso de

leis de controle dinâmico, isto é, um controlador que possui representação em espaço de estados

é utilizada neste capítulo.

Considera-se algum operador v(u) como definido no Capítulo 2. Tem-se que uma

representação em espaço de estados com v(u)(t −h) como entrada e u(t −h) como saída pode

ser formulada como:

υ(t +1) = Mυ(t)+Nv(u)(t −h) (4.1)

u(t −h) = Qυ(t)+Rv(u)(t −h) (4.2)

υ(0) = υ0 (4.3)

onde υ(t) ∈ Rnv , M ∈ R(nv,nv), N ∈ R(nv,m), Q ∈ R(m,nv) e R ∈ R(p,m).

Associando em série os sistemas (3.1)–(3.2) e (4.1)–(4.2) pode-se obter uma repre-

sentação em espaço de estados tendo como entrada v(u)(t) e saída y(t) dada por:x(t +1)

υ(t +1)

=

A BQ

0 M

x(t)

υ(t)

+

BR

N

v(u)(t −h)+

In

0

d(t) (4.4)

y(t) =
[
C 0

]x(t)

υ(t)

 (4.5)

Uma vez definido este sistema, é possível utilizar a ideia introduzida na Subseção

3.2.2 para predições com o uso de um observador de estado. Para isso, define-se o sistema de

equações vetoriais como:

x(t +1) = Ax(t)+BQυ(t)+BRv(u)(t −h)+d(t)

υ(t +1) = Mυ(t)+Nv(u)(t −h)
(4.6)

Tem-se como resultado:

x̄(t +1) = Āx̄(t)+ B̄v(u)(t −h)+ Īd(t), (4.7)

ȳ(t) = C̄x̄(t) (4.8)

onde x̄(t) :=
[
x(t)⊤ υ(t)⊤

]⊤.



40

As matrizes Ā ∈ R(n+nv,n+nv), B̄ ∈ R(n+nv,m),

Ī ∈ R(n+nv,n) e C̄ ∈ R(p,n+nv) são, portanto:

Ā =

A BQ

0 M

 , B̄ =

BR

N

 , Ī =

I

0

 , C̄ =
[
C 0

]
(4.9)

Premissa 4.1 A matriz Ā possui posto completo, isto é:

posto
(
Ā
)
= n+nv (4.10)

4.0.1 Observador de estado aumentado

Partindo da seguinte premissa:

Premissa 4.2 O sistema (4.7) – (4.8) é observável.

um observador de estado é considerado:

ˆ̄x(t +1) = Ā ˆ̄x(t)+ B̄v(u)(t −h)+ L̄
[
C̄ ˆ̄x(t)− y(t)

]
(4.11)

onde L̄ ∈ R(n+nv, p).

A dinâmica do erro do observador é dada por:

ē(t +1) =
(
Ā+ L̄C̄

)
ē(t)+ Īd(t) (4.12)

para t ∈ Z+, onde ē(t) ∈ Rn+nv . A matriz L̄ pode ser projetada com objetivo de garantir

estabilidade da origem de (4.12) quando d(t) = 0.

Evidentemente, a perturbação afeta diretamente o erro do observador e, consequente-

mente, essa análise é realizada de maneira semelhante à apresentada na Proposição 3.2.4.

4.0.2 Esquema preditivo para o estado aumentado

A partir da estimativa do estado aumentado fornecida pelo observador (4.11), tem-se

a seguinte proposta de esquema preditivo:

ˆ̄xp(t) = ˆ̄xp0(t)− Āh−1L̄C̄ē(t) (4.13)

para todo t ∈ Z+, onde:

ˆ̄xp0(t) = Āh ˆ̄x(t)+
t−1

∑
j=t−h

Āt−1− jB̄v(u)( j) (4.14)
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A predição ˆ̄xp(t) é obtida a partir da solução recursiva de (4.11) desconsiderando

todos os termos que não podem ser calculados, isto é, considerando (3.25) para o estado

aumentado, tem-se:

ˆ̄x(t +h) = ˆ̄xp0(t)+ Āh−1L̄
[
C̄ ˆ̄x(t)− y(t)

]︸ ︷︷ ︸
ˆ̄xp(t)

+
t−1

∑
j=t+1−h

Āt−1− jL̄
[
C̄ ˆ̄x( j+h)− y( j+h)

]
(4.15)

Assim como nos esquemas preditivos com observador de estado apresentados, a

ideia de considerar alguma informação da perturbação a partir do erro é utilizada em (4.13).

A dinâmica do preditor é definida por:

ˆ̄xp(t +1) = ˆ̄xp0(t +1)− Āh−1L̄C̄ē(t +1)

= Ā ˆ̄xp0(t)+ B̄v(u)(t)− ĀhL̄C̄ē(t)− Āh−1L̄C̄ē(t +1)

= Ā
[

ˆ̄xp0(t)− Āh−1L̄C̄ē(t)
]
+ B̄v(u)(t)− Āh−1L̄C̄ē(t +1)

= Ā ˆ̄xp(t)+ B̄v(u)(t)− Āh−1L̄C̄ē(t +1)

(4.16)

e o erro de predição com esse esquema é formulado por:

x̄(t +h)− ˆ̄xp(t) = Āhē(t)+ Āh−1L̄C̄ē(t)+
t−1

∑
j=t−h

Āt−1− j Īd( j+h)

= Āhē(t)+ Āh−1 [L̄C̄ē(t)+ Īd(t)
]
+

t−1

∑
j=t+1−h

Āt−1− j Īd( j+h)

(4.17)

Nota-se que, mesmo com a convergência para zero do erro do observador, o erro

de predição do estado aumentado não é anulado mesmo para o caso em que a perturbação é

constante ou assintoticamente estável com d0 ̸= 0. No entanto, se o erro do observador possui

informação da perturbação de maneira que −L̄C̄ē(t) = Īd(t), então o efeito desta sobre o erro de

predição é nulo no instante t.

4.0.3 Síntese da estrutura de controle

Com o objetivo de minimizar o efeito da perturbação e do erro do observador no

esquema de predição do estado aumentado, define-se o seguinte sistema:

ē(t +1) =
(
Ā+ L̄C̄

)
ē(t)+

[
I 0

]
︸ ︷︷ ︸

BΨ

Ψ(t)

ēp(t) = Āhē(t)+
[
Āh−1 I

]
︸ ︷︷ ︸

DΨ

Ψ(t)
(4.18)
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onde ēp(t) := x̄(t +h)− ˆ̄xp(t), Ψ(t) :=
[
Φd(t)⊤ Φēd(t)⊤

]⊤ tal que:

Φd(t) = Īd(t)

Φēd(t) = Āh−1L̄C̄ē(t)+
t−1

∑
j=t+1−h

Āt−1− j Īd( j+h)
(4.19)

Portanto, L̄ pode ser projetado por meio da resolução de um problema de otimização,

que é o principal resultado deste trabalho, formulado no seguinte teorema.

Teorema 4.0.1 O sistema (4.18) é estável se o seguinte problema de otimização possui soluções

globais Z = Z⊤ > 0 ∈ R(n+nv,n+nv), W ∈ R(n+nv, p) e γ ∈ R+:

min
Z>0, W

γ

sujeito a



Z −
(
Āh)⊤DΨ

(
Āh)⊤ Ā⊤Z +C̄⊤W⊤ 0

⋆ γI 0 B⊤
Ψ

P−1 D⊤
Ψ

⋆ ⋆ I 0 0

⋆ ⋆ ⋆ Z 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ I


≥ 0

(4.20)

Nesse caso, a seguinte desigualdade é válida com o índice de desempenho ótimo:

∥x̄(t +h)− ˆ̄xp(t)∥2 ≤
√

γ∥Ψ(t)∥2 (4.21)

Demonstração 6 A função de Lyapunov candidata é quadrática e definida por V (ē(t)) =

ē(t)⊤P−1ē(t), onde P = P⊤ ∈ R(n+nv,n+nv).

Do método de Lyapunov, tem-se que quando as seguintes condições são atendidas:

V (ē(t)) = ē(t)⊤P−1ē(t) = 0, ē(t) = 0 (4.22)

V (ē(t)) = ē(t)⊤P−1ē(t)> 0, ∀ ē(t) ̸= 0 (4.23)

−V (ē(t +1))+V (ē(t))≥ 0, ∀ ē(t) ̸= 0 (4.24)

a estabilidade da origem é verificada. Segue que (4.23) se, e somente se, P−1 =
(
P−1)⊤ >

0 =⇒ P = P⊤ > 0.

Da condição de desempenho, tem-se γ ∈ R+ tal que:

∥ēp(t)∥2 ≤
√

γ∥Ψ(t)∥2
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que é reescrito como:

−ēp(t)⊤ēp(t)+Ψ(t)γΨ(t)⊤ ≥ 0

e é equivalente a:

−ē(t)⊤
(

Āh
)⊤

Āhē(t)− ē(t)⊤
(

Āh
)⊤

DΨΨ(t)−Ψ(t)⊤D⊤
Ψ

(
Āh

)
ē(t)

+Ψ(t)
(

γI −D⊤
ΨDΨ

)
Ψ(t)⊤ ≥ 0

em um domínio D⊂ Rn+nv .

Se a desigualdade:

−V (ē(t +1))+V (ē(t))− ē(t)⊤
(

Āh
)⊤

Āhē(t)− ē(t)⊤
(

Āh
)⊤

DΨΨ(t)−Ψ(t)⊤D⊤
Ψ

(
Āh

)
ē(t)

+Ψ(t)
(

γI −D⊤
ΨDΨ

)
Ψ(t)⊤ ≥ 0

é satisfeita para todo
[
ē(t)⊤ Ψ(t)⊤

]⊤ ∈ Rn+nv , então −V (ē(t +1))+V (ē(t))> 0 é satisfeita

em D.

Portanto, tem-se que:

−ēp(t)⊤ēp(t)+Ψ(t)⊤γΨ(t)≥V (ē(t +1))−V (ē(t))

se, e somente se, para todo
[
ē(t)⊤ Ψ(t)⊤

]⊤:−(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1 (Ā+ L̄C̄
)
+P−1 −

(
Āh)⊤ Āh −

(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1BΨ −
(
Āh)⊤DΨ

⋆ γI −D⊤
Ψ

DΨ −B⊤
Ψ

P−1BΨ

≥ 0

Tem-se que esta desigualdade implica:−(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1 (Ā+ L̄C̄
)
+P−1 −

(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1BΨ −
(
Āh)⊤DΨ

⋆ γI −D⊤
Ψ

DΨ −B⊤
Ψ

P−1BΨ


−

(Āh)⊤
0

 I
[
Āh 0

]
≥ 0

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur
−
(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1 (Ā+ L̄C̄
)
+P−1 −

(
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1BΨ −
(
Āh)⊤DΨ

(
Āh)⊤

⋆ γI −D⊤
Ψ

DΨ −B⊤
Ψ

P−1BΨ 0

⋆ ⋆ I

≥ 0
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⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur
P−1 −

(
Āh)⊤DΨ

⋆ γI −D⊤
Ψ

DΨ

−

(Ā+ L̄C̄
)⊤P−1

B⊤
Ψ

P−1

P
[
P−1 (Ā+ L̄C̄

)
P−1BΨ

] (Āh)⊤
0


⋆ I

≥ 0

=⇒


P−1 −

(
Āh)⊤DΨ

(
Āh)⊤ (

Ā+ L̄C̄
)⊤P−1

⋆ γI −D⊤
Ψ

DΨ 0 B⊤
Ψ

P−1

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ P−1

≥ 0

⇐⇒︸ ︷︷ ︸
complemento de Schur

P−1 −
(
Āh)⊤DΨ

⋆ γI

−

 0

D⊤
Ψ

 I
[
0 −DΨ

] (Āh)⊤ (
Ā+ L̄C̄

)⊤P−1

0 BΨP−1


⋆

I 0

⋆ P−1



≥ 0

=⇒



P−1 −
(
Āh)⊤DΨ

(
Āh)⊤ (

Ā+ L̄C̄
)⊤P−1 0

⋆ γI 0 B⊤
Ψ

P−1 D⊤
Ψ

⋆ ⋆ I 0 0

⋆ ⋆ ⋆ P−1 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ I


≥ 0

Utilizando as mudanças de variável Z = P−1 e W = ZL̄, W ∈ R(n+nv, p), tem-se:

Z −
(
Āh)⊤DΨ

(
Āh)⊤ Ā⊤Z +C̄⊤W⊤ 0

⋆ γI 0 B⊤
Ψ

P−1 D⊤
Ψ

⋆ ⋆ I 0 0

⋆ ⋆ ⋆ Z 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ I


≥ 0 (4.25)

Finalmente, a matriz do observador é obtida através da solução do seguinte problema de

otimização:

min
Z>0, W

γ

sujeito a (4.25)
(4.26)
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Figura 1 – Diagrama de blocos que representa a estrutura de controle proposta neste trabalho.

Sistema LTI 
de tempo 
discreto

Controlador 
dinâmico

Ent r ada

Observador 
de estado 

aumentado

Preditor de 
estado 

aumentado
Est imat iva

do est ado aument ado
Pr edição

do est ado aument ado

[K   H]

R eal iment ação
da pr edição

v(u)

Saíday

u

Fonte: Elaborada pelo autor.

com L̄ = Z−1W, o que conclui a demonstração do teorema.

□

Finalmente, tem-se que da dinâmica do preditor em (4.16):

ˆ̄xp(t +1) = Ā ˆ̄xp(t)+ B̄v(u)(t)− Āh−1L̄C̄ē(t +1) (4.27)

faz-se:

v(u)(t) =
[
K H

]
ˆ̄xp(t) (4.28)

e calcula-se K ∈ R(m,n) e H ∈ R(m,nv) tal que a matriz Ā+ B̄
[
K H

]
é Schur.

A estrutura de controle proposta é representada no diagrama de blocos na Figura 1.

Nela, mostra-se que a estimativa do estado aumentado gerada pelo observador de estado (4.11)

a partir da saída y e de v(u) é utilizada pelo preditor proposto (4.13) e a predição do estado

aumentado é utilizada para definir a realimentação v(u)(t) =
[
K H

]
ˆ̄xp(t) que é a entrada do

controlador dinâmico proposto. Por fim, no diagrama de blocos a entrada u, fornecida pelo

controlador dinâmico é aplicada ao sistema (3.1).
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5 RESULTADOS

Neste capítulo, são apresentados os principais resultados numéricos utilizando as

estratégias de controle baseado em preditor analisadas no capítulo anterior.

Considera-se dois cenários de simulação:

1) O sistema (3.1) afetado por perturbações em que ∆d(t) é nulo para algum t ∈ Z+;

2) O sistema (3.1) afetado por perturbações em que ∆d(t) é não-nulo para todo t ∈ Z+.

5.1 Perturbações constantes ou assintoticamente estáveis

No caso de perturbações constantes, é fácil verificar que:

∆d(t) = d(t +1)−d(t) = d0 −d0 = 0 (5.1)

para todo t ∈ Z+.

Em contrapartida, no caso de perturbações assintoticamente estáveis a condição de

∆d(t) nulo só é valida a partir de algum t = T0 ∈ Z+ suficientemente grande.

Assim, o primeiro tipo de perturbação é utilizado no primeiro cenário de simulação.

Neste, o exemplo retirado de Wu e Wang (2021) é apresentado a seguir.

Exemplo 3 Considera-se o sistema linear autônomo no domínio do tempo discreto representado

por:

x(t +1) =

 0 1

3,2 −1,4

x(t)+

0

1

u(t −h)+

 0

1,6


y(t) =

1 0

0 1

x(t)

u(t) = 0, para t ∈ Z[−h,−1]

x(0) =
[
1,5 1

]⊤
(5.2)

O problema de otimização (3.56) é resolvido para os preditores x̂p1(t) e x̂p2(t)
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associados ao observador de perturbação (3.42). O resultado são as matrizes:

P−1 =

1,0000 0,0000

0,0000 2,6180


K =

[
−3,2000 1,4000

]
F =

[
0 −1

]
L =

−0,8000 −3,2000 −0,8000 0

−1,0000 0,6000 0 −0,8000

⊤

(5.3)

e o índice de desempenho µ = 2,6180. O ganho do observador é calculado para que os

autovalores da matriz dinâmica do erro sejam 0,2, 0,2, 0 e 0.

Para o controle dinâmico baseado em preditor, considera-se duas estruturas de

controle:

– Controlador dinâmico 1:

Z {u}= z
z−1

Z {v(u)} (5.4)

e as matrizes no sistema aumentado:

M = N = Q = R = 1 (5.5)

As matrizes do controle por realimentação são obtidas para o mesmo índice de desempenho

µ = 2,6180 e o ganho do observador é calculado para a alocação dos autovalores da

matriz dinâmica do erro em 0,2, 0,2, e 0.:[
K H

]
=
[
−3,2000 1,4000 −1,0000

]
L̄ =

 0,2000 −3,2000 −0,0000

−1,0000 0,6000 −0,8000

⊤ (5.6)

– Controlador dinâmico 2:

Z {u}=
(

z
z−1

+
z

z−0.9

)
Z {v(u)} (5.7)

e as matrizes no sistema aumentado:

M =

1,9000 −0,9000

1,0000 0

 , N =

2

0

 ,

Q =
[
0,9500 −0,9000

]
, R = 2

(5.8)
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Figura 2 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do erro de predição e sua evolução no tempo. (Exemplo 3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

As matrizes do controle por realimentação são obtidas para o mesmo índice de desempenho

µ = 2,6180 e o ganho do observador é calculado para a alocação dos autovalores da

matriz dinâmica do erro em 0,2, 0,2, 10−9 e 0:[
K H

]
=
[
−1,6000 0,7000 −0,4750 0,4500

]
L̄ =

 0,2000 0,3799 403,0986 421,0300

−1,0000 −0,2976 −272,7117 −285,2780

⊤ (5.9)

As Figuras 2 e 3 mostram os resultados de simulação comparando os quatro con-

troladores com relação à norma euclideana do erro de predição dos esquemas preditivos e à

norma euclideana do estado do sistema (3.1), respectivamente.

△
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Figura 3 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do estado do sistema e sua evolução no tempo. (Exemplo 3)

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Perturbações senoidais

No caso em que d(t) = sen(ωt), onde ω ∈R+, tem-se que ∆d(t) é diferente de zero

para todo t ∈ Z+, então esse caso pertence ao segundo cenário de simulação, onde é utilizado o

exemplo de Wu e Wang (2021).

Exemplo 4 Considera-se o sistema linear autônomo no domínio do tempo discreto representado



50

por:

x(t +1) =

 0 1

3,2 −1,4

x(t)+

0

1

u(t −h)+

 0

0,6sen(1,35t)


y(t) =

1 0

0 1

x(t)

u(t) = 0, para t ∈ Z[−h,−1]

x(0) =
[
1,5 1

]⊤
(5.10)

Neste exemplo, os controladores com x̂p1(t) e x̂p2(t) do Exemplo 3 são utilizados e,

para comparação, os controladores dinâmicos considerados são:

– Controlador dinâmico 1 para perturbação de frequência conhecida:

Z {u}= z2

(z2 −2cos(1,35)z+1)
· z2

(z−1)2 Z {v(u)} (5.11)

e as matrizes no sistema aumentado:

M =


2,4380 −1,4380 1,2190 −1,0000

2,0000 0 0 0

0 1,0000 0 0

0 0 0,5000 0

 , N =


2

0

0

0

 ,

Q =
[
1,2190 −0,7190 0,6095 −0,5000

]
, R = 1

(5.12)

As matrizes do controle por realimentação são obtidas para o índice de desempenho

µ = 2,6181 e o ganho do observador é calculado utilizando o Teorema 4.0.1, o que resulta

em:[
K H

]
=
[
−3,2000 1,4000 −1,2190 0,7190 −0,6095 0,5000

]
L̄ =

 0,1121 −3,6979 −0,7811 −0,5789 0,1027 −0,0154

−1,0590 0,5220 −1,8698 −3,1012 −1,1306 0,1118

⊤ (5.13)

e os autovalores de Ā+ L̄C̄ são:

0,1502± i0,7416

0,0006+ i0,0000

0,4293± i0,2565

0,5126+ i0,0000

(5.14)
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– Controlador dinâmico 2 para perturbação de frequência desconhecida:

Z {u}=

 z2

z2 −2cos
(

2π

h

)
z+1


2

· z2

(z−1)2 Z {v(u)} (5.15)

e as matrizes no sistema aumentado:

M =



3,2361 −2,9271 1,8090 −1,4635 0,8090 −0,5000

2,0000 0 0 0 0 0

0 2,0000 0 0 0 0

0 0 1,0000 0 0 0

0 0 0 1,0000 0 0

0 0 0 0 0,5000 0


, N =



4

0

0

0

0

0


,

Q =
[
0,8090 −0,7318 0,4523 −0,3659 0,2023 −0,1250

]
, R = 1

(5.16)

As matrizes do controle por realimentação são obtidas para o índice de desempenho

µ = 2,6181 e o ganho do observador é calculado utilizando o Teorema 4.0.1, o que resulta

em:

[
K H

]
=
[
−3,2000 1,4000 −0,8090 0,7318 −0,4523 0,3659 −0,2023 0,1250

]
(5.17)

L̄ =

 0,0981 −3,7310 −1,7698 −0,9322 0,8276 0,0237 −0,8779 −0,2139

−1,0484 0,3484 −4,3795 −6,7539 −3,2164 1,5605 −0,1846 −0,8686

⊤

(5.18)

e os autovalores de Ā+ L̄C̄ são:

0,0593± i0,8093

0,3074± i0,6141

−0,0008+ i0,0000

0,4844± i0,2434

0,5810+ i0,0000

(5.19)
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Figura 4 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do erro de predição e sua evolução no tempo. (Exemplo 4)

Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 4 e 5 mostram os resultados de simulação comparando os quatro con-

troladores com relação à norma euclideana do erro de predição dos esquemas preditivos e à

norma euclideana do estado do sistema (3.1), respectivamente.

A definição das expressões dos controladores dinâmicos neste exemplo preza pelo

objetivo de incluir uma dinâmica senoidal na lei de controle, seja para o caso de perturbações

com frequência conhecida ou para o caso de perturbações desconhecidas, no qual, neste último

caso considera-se uma lei de controle com componente senoidal de período em função do valor

do atraso h conhecido.

△

A análise no domínio da frequência é uma ferramenta importante para avaliar o de-
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Figura 5 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do estado do sistema e sua evolução no tempo. (Exemplo 4)

Fonte: Elaborada pelo autor.

sempenho das estruturas de controle baseado em preditor em uma perspectiva geral, considerando

o sinal de perturbação e seus componentes de diferentes frequências.

Portanto, o exemplo seguinte tem como objetivo mostrar resultados numéricos de

comparação entre os esquemas preditivos por meio de gráficos da magnitude da relação saída-

perturbação parametrizada na frequência. Nele, também é explorada a estratégia do controlador

dinâmico para o caso de perturbação desconhecida, proposto no exemplo anterior.

Para a obtenção dos resultados, as funções de transferência Z {y(t)}/Z {d(t)} para

cada esquema preditivo são listadas a seguir:

– Controle com o preditor de Artstein (1982) para sistemas de tempo discreto:

Z {y(t)}
Z {d(t)}

=C (zI −A)−1
(

BK (zI −A−BK)−1 Ahz−h + I
)

(5.20)
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Figura 6 – Resultado numérico da magnitude da relação saída-perturbação parametrizada na
frequência na comparação entre os controladores dinâmicos utilizados no Exemplo 4 e os
esquemas preditivos de Léchappé et al. (2015a) e de Wu e Wang (2021).

Fonte: Elaborada pelo autor.

– Controle com o preditor de Léchappé et al. (2015a) para sistemas de tempo discreto:

Z {y(t)}
Z {d(t)}

=C (zI −A)−1
(

BK (zI −A−BK)−1
(

I +Ah(1− z−h)
)

z−h + I
)

(5.21)

– Controle com o preditor de Wu e Wang (2021) para sistemas de tempo discreto:

Z {y(t)}
Z {d(t)}

=C (zI −A)−1
(

BK (zI −A−BK)−1
(

2I − (I +2Ah)zh +Ahz−2h
)

z−h + I
)

(5.22)

– Controle com atenuação de perturbação com o preditor e o observador de estado aumentado
para sistemas de tempo discreto propostos nesta dissertação:

Z {y(t)}
Z {d(t)}

=C (zI −A)−1
(

B
(

Q(zI −M)−1 N +R
)
[K H]z−h

(
−
(
zI − Ā− B̄[K H]

)−1 Āh−1L̄C̄z
(
zI − Ā− L̄C̄

)−1 Ī
)
+ I

)
(5.23)

Exemplo 5 Na Figura 6, os controladores dinâmicos utilizados no Exemplo 4 são comparados

ao controle com os esquemas preditivos de Léchappé et al. (2015a) e de Wu e Wang (2021)

quanto a capacidade de atenuação de perturbações. De maneira clara é possível ver que, para

perturbações senoidais conhecidas, a dinâmica do controlador pode ser ajustada de maneira a

atenuar completamente o efeito da perturbação na saída.
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Figura 7 – Resultado numérico da magnitude da relação saída-perturbação parametrizada na
frequência para a comparação entre a estrutura de controle dinâmico 2 utilizada no Exemplo 4 e
controladores com os esquemas preditivos da literatura.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quanto ao controlador dinâmico 2 no Exemplo 4, a estratégia na definição de sua

dinâmica tem como objetivo incluir uma característica de atenuação de perturbações com

período cujo valor é um múltiplo de h, o que é uma característica também observada nos

esquemas preditivos propostos por Léchappé et al. (2015a) e generalizados por Wu e Wang

(2021).

A avaliação do desempenho com esse ajuste pode ser realizada com base nos

resultados numéricos apresentados na Figura 7. Neste resultado, tem-se que a região em cinza

representa as faixas de frequência nas quais o controle com o preditor de Wu e Wang (2021)

possui melhor resultado de atenuação de perturbações em comparação aos preditores de Artstein

(1982) e de Léchappé et al. (2015a) para sistemas de tempo discreto.

Ainda, constata-se que com a estrutura proposta neste trabalho, a reunião das

regiões cinza e verde em baixas frequências representa o melhor resultado na atenuação de um

intervalo maior de frequências de perturbações em comparação ao controle com o preditor de

Artstein (1982).

O desempenho do controlador dinâmico 2 para perturbações desconhecidas pode

ainda ser avaliado considerando o resultado numérico de simulação do Exemplo 4 quando
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Figura 8 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do erro de predição e sua evolução no tempo. (Exemplo 4)

Fonte: Elaborada pelo autor.

a perturbação possui frequência angular igual a
2π

h
rad/s. Naturalmente, com o projeto do

controlador dinâmico 2, a perturbação é completamente atenuada em regime estacionário,

enquanto os controladores que utilizam os preditores de Léchappé et al. (2015a) e de Wu e Wang

(2021) em sua estrutura não fornecem o resultado desejado de atenuação completa.

As Figuras 8 e 9 mostram a norma euclidiana do erro de predição e do estado,

respectivamente, com os controladores utilizados no exemplo.

A diferença no desempenho entre a estrutura de controle proposta e os controladores

que utilizam os esquemas de predição da literatura é justificada pela influência da dinâmica

do erro de observação. Neste exemplo, a utilização conjunta dos esquemas de predição de

Léchappé et al. (2015a) e de Wu e Wang (2021) com um observador de estado faz com que

o desempenho mostrado na Figura 7 não seja alcançado por conta da influência do erro de

observação.

Por outro lado, com o controlador proposto, a influência do erro de observação já é
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Figura 9 – Resultado numérico de comparação entre as estratégias de controle quanto ao valor da
norma euclideana do estado do sistema e sua evolução no tempo. (Exemplo 4)

Fonte: Elaborada pelo autor.

levada em consideração na análise numérica da Figura 7, portanto, de certa forma, o uso ou não

de observador de estado na estrutura proposta não altera qualitativamente a sua capacidade

de atenuação de perturbações de frequência conhecida e, concomitantemente, não altera sua

capacidade de atenuação de perturbações desconhecidas.

△

5.3 Comentários

Uma primeira avaliação dos resultados do Exemplo 3 pode ser feita considerando que

todas as estruturas de controle são capazes de atenuar a perturbação constante. Isso é esperado

para os preditores x̂p1(t) e x̂p2(t), pois o erro do observador converge para zero, o que garante

que a dinâmica do preditor com observador é igual a do preditor com acesso ao estado do sistema

para algum t ∈ Z+.

Desse modo, como mostrado nas Proposições 3.2.2 e 3.2.3, confirma-se que estabi-
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lizar um determinado ponto de equilíbrio utilizando o esquema preditivo implica estabilizar o

mesmo ponto de equilíbrio do sistema (3.1).

No caso dos controladores dinâmicos, fica clara a vantagem de utilizá-los pois,

simplesmente definindo o operador v(u) apropriadamente, pode-se atenuar perturbações cons-

tantes. Percebe-se que, para o exemplo, o desempenho do controlador dinâmico é superior em

comparação aos controladores com os esquemas de predição x̂p1(t) e x̂p2(t).

No segundo cenário de simulação, novamente fica clara a vantagem de utilizar o

controlador dinâmico. São dois motivos principais que permitem essa conclusão: o operador

v(u) quando definido para que u(t) possua a dinâmica exata da perturbação faz com o que a

rejeição desta em regime permanente seja obtida e a síntese do observador de estado aumentado

conforme o Teorema 4.0.1 diminua consideravelmente os efeitos no transitório das respostas

com controladores dinâmicos apresentados.

Além disso, mesmo quando u(t) não possui a dinâmica exata da perturbação, como

é o caso com o controlador dinâmico 2, a norma euclideana do estado é menor em comparação a

obtida com os dois preditores x̂p1(t) e x̂p2(t) na resposta transitória e na de regime estacionário.

Os controladores dinâmicos utilizados no Exemplo 4 e considerados na Figura 6,

para o sistema com perturbação senoidal, são considerados no Exemplo 5 e mostram a maior

capacidade de atenuação de perturbações de diferentes frequências.

Em particular, o intervalo de frequências em que se obtém melhores resultados com a

estrutura proposta nesta dissertação é maior em comparação aos considerados com os esquemas

preditivos de Wu e Wang (2021), como mostram em detalhes a Figura 7.

Sumariamente, a melhoria com a estrutura de controle proposta neste trabalho é

superior até médias frequências para o exemplo considerado e isso demonstra a maior capacidade

da proposta deste trabalho na atenuação das perturbações.

Por fim, entende-se que há vantagem em utilizar a estratégia com o operador v(u),

principalmente quando se têm alguma informação das perturbações, isto é, quando a dinâmica é

conhecida ou também quando as perturbações são determinísticas.

Ademais, a síntese do observador de estado aumentado é um resultado interessante

que, no âmbito dos exemplos apresentados nesta dissertação fez com que o desempenho dos con-

troladores na atenuação das perturbações fosse superior de maneira satisfatória, principalmente

para as respostas transitórias.
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6 CONCLUSÕES

Esta dissertação apresentou de maneira sistemática alguns dos resultados propostos

recentemente na literatura para controladores baseados em preditor. Alguns dos resultados foram

estendidos para o caso em que não há acesso ao estado do sistema, isto é, utilizando observadores

de estado.

Além disso, esquemas preditivos de trabalhos recentes como o de Wu e Wang (2021)

foram analisados em conjunto do procedimento de síntese dos controladores baseado no trabalho

de Hao et al. (2017), onde o objetivo de minimizar o efeito da perturbação no desempenho dos

controladores pôde ser alcançado.

Na proposta de uma estrutura que considera a dinâmica da lei de controle para

melhorar a capacidade de atenuação de perturbações, é apresentado um procedimento de síntese

do observador de estado aumentado com objetivo de diminuir os efeitos das perturbações na

qualidade das predições do esquema proposto.

A eficiência da estrutura de controle proposta na predição dos estados e na atenuação

das perturbações é evidente nas comparações com os esquemas preditivos com observador

baseados no trabalho de Wu e Wang (2021). Nessas comparações, tanto no caso de perturbação

constante quanto no de perturbação senoidal, o desempenho do esquema preditivo e a atenuação

das perturbações são maiores com a estrutura proposta.

O resultado principal desta dissertação é o procedimento de síntese do observador

de estado aumentado como proposto no Teorema 4.0.1 com o qual, nos exemplos considerados,

alcançou-se melhor desempenho principalmente na parte transitória das respostas em comparação

a estratégias de controle da literatura.

De maneira geral, erro nulo na predição do estado do processo em regime permanente

é obtida a partir da inserção da dinâmica exata da perturbação na lei de controle. Além disso,

mesmo quando não se tem conhecimento da dinâmica da perturbação, a estrutura de controle

proposta permite a obtenção de melhores resultados de maneira geral nas comparações realizadas

com exemplos numéricos de simulação com o ajuste da dinâmica do sinal de controle. A análise

dos esquemas de controle no domínio da frequência confirma o sucesso do método proposto para

a atenuação de perturbações e sua eficácia.

Perspectivas pontuais para a evolução do método proposto neste trabalho incluem: a

definição de diferentes dinâmicas para cada coordenada da entrada de controle e a melhoria do

esquema preditivo utilizado ou uma nova proposta.
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Não menos importante, a apresentação de uma breve revisão de alguns trabalhos

recentemente publicados no tema de controle baseado em preditor mostra que o tema é promissor

no âmbito de pesquisa e que cada vez mais os resultados apresentados na área têm mostrado a

evolução das diferentes soluções do problema. Portanto, há interesse em estudar as implicações

da abordagem tratada nesta dissertação para outros problemas, como em sistemas com atraso

variável no tempo e com incertezas no atraso.
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