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Resumo. Placas e cascas laminadas tém sido amplamentzadis na fabricacdo de
componentes de aeronaves, automoveis e estrutakassn A consideracao da flambagem é
de fundamental importancia no projeto destas egta#, devido a sua elevada esbeltez.
Adicionalmente, o comportamento pdés-critico degtsisuturas é de grande importancia,
visto que ele traz informacdes acerca da sensdudas imperfeicdes iniciais e da sua
capacidade de carga. Assim, diversos trabalhosdestuo comportamento pés-critico de
placas e cascas laminadas. Contudo, a grande naideistes estudos considera apenas 0
comportamento elastico, desprezando a falha do nmat®e forma a permitir um estudo
mais realista do comportamento destas estruturagyresente trabalho apresenta uma
metodologia baseada no Método dos Elementos Fimtoa andlise ndo linear fisica e
geométrica de estruturas laminadas. Os resultadui&glos mostram que a consideracédo da
falha progressiva pode ser importante no estudacamportamento destas estruturas, uma
vez que ela leva a uma reducdo da capacidade dgacgmando comparada a modelos que
consideram apenas a néo linearidade geométrica.

Palavras-Chave:Materiais Compésitos, Comportamento Pos-critiedhd Progressiva.
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Flambagem e Comportamento Pos-Critico de Placasihasas Considerando Falha Progressiva

1 INTRODUCAO

A elevada capacidade mecanica e o baixo pesopaledersatilidade de fabricacéo, tem
feito crescer a aplicacdo de materiais composiosngenharia. Deste modo, placas e cascas
laminadas tém sido amplamente utilizadas na fafitade componentes das industrias
aeronautica, automobilistica e naval. A flambagem grande importancia no projeto destas
estruturas, ja que geralmente elas sdo muito asbddizendo com que a sua falha possa
ocorrer com as tensodes inferiores a resisténciaaterial. Desta forma, o projeto de muitos
componentes estruturais € determinado a partiesteigdes de estabilidade juntamente com
resisténcia e rigidez (Liu et al., 2000; Bloomfieldal., 2009).

Devido aos grandes deslocamentos que estas eafrygadem apresentar, a analise na
sua configuracdo inicial pode levar a resultadoprétisos. Assim, analises ndo lineares
geomeétricas devem ser realizadas, permitindo astezaminhos de equilibrio do sistema e
estudar o comportamento pds-critico destas esasutur

O estudo do comportamento pés-critico € importgries permite classificar a forma de
perda de estabilidade, obter a capacidade de odegtas estruturas e quantificar a
sensibilidade as imperfeicbes iniciais. Assim, texis diversos trabalhos disponiveis na
literatura, onde se estuda a estabilidade de placasascas laminadas, incluindo a
determinacdo do caminho poés-critico (Rasheed & ,08905; Houliara & Karamanos,
2006; Le-Manh & Lee, 2014). Contudo, estes tralmlgeralmente desprezam a falha do
material, considerando que toda a perda de estatddiocorre no regime elastico.

Na prética, mesmo no caso de estruturas esbekafenémenos néo lineares fisicos,
devido a degradacéo ou falha do material, podenrarcde forma simultanea a instabilidade
e grandes deslocamentos. A interacdo entre asim@aritlades fisica e geométrica pode
resultar em uma reducdo da capacidade de cargastiaguras laminadas, em relacdo a
capacidade calculada considerando um comportarperamente elastico.

E importante notar que o inicio do processo deafaiio implica que a estrutura atingiu
sua capacidade de carga, uma vez que as tens@glasspelo material que falhou podem
ser redistribuidas para as laminas adjacentesaDesha, a analise com falha progressiva
deve simular o descarregamento das laminas quardafth Existem diversas formas de se
fazer este tipo de simulacéo, incluindo a utilivagg modelos simples de degradacéao, seja
ela constante, gradual ou instantanea (Rocha, 2®18)utilizacdo da Mecanica do Dano
Continuo (Maimi et al., 2007a, Maimi et al., 2007b)

Visando permitir uma simulacdo mais realista deugsias laminadas, este trabalho
propde uma metodologia baseada no Método dos Etemé&imitos para andlise nao linear
fisica e geométrica de placas e cascas laminadasdeoando a falha progressiva. O modelo
de degradacéo das propriedades mecéanicas propwsisa (Liu & Tsai, 1998; Kuraishi et
al., 2002; Rocha, 2013) € aplicado no presentaltiab

O resto deste trabalho é organizado da seguinteafdd Item 2 discute o comportamento
mecanico de compadsitos laminados e o modelo deadagio utilizado. O Item 3 discute a
Teoria de Reissner-Mindlin e o Item 4 apresentiemento finito de casca abatida utilizado.
Finalmente, o Item 5 apresenta os exemplos nunsedoalisados e o Item 6 apresenta as
conclusdes deste trabalho.
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2 COMPORTAMENTO MECANICO DE UMA LAMINA

Neste trabalho sdo estudados laminados onde caitzal@& feita de material compadsito
reforgado por fibras unidirecionais. Estes matersaio formados por fibras de alta resisténcia
e rigidez (e.g. carbono e vidro) imersas em umaimpolimérica. Em condi¢des usuais de
servico e para cargas estaticas onde o efeito déwnthcbes lentas é desprezado, o
comportamento mecanico dos compositos reforcadodilpas pode ser considerado como
linear elastico (Jones, 1999).

Figura 1 — Sistemas de coordenadas (Reddy, 2004).

Devido a presenca das fibras unidirecionais, cadanka apresenta um comportamento
ortotrépico no sistema do material, mostrado naufgigl. Neste sistema; € paralelo a
direcdo das fibrase é perpendicular a direcdo das fibragzeé perpendicular a lamina.
Considerando um comportamento linear eléstico d@ha do material, a relacdo tenséo-
deformacéo pode ser representada pela lei de Hgpahkeralizada. Se as laminas séo finas,
considera-se que as mesmas estdo submetidas atado Bdano de Tensdes. Assim, a
relacdo entre deformacgoese tensées; no sistema do material € dada por:

& Si S, 0|
& =S, S, 0 Ko,; = &g =So, (1)
Viz 0 0 Syl

onde S é simétrica (Jones, 1999) e é conhecida como anddriflexibilidade do material,
cujos coeficientes sdo dados por:

1 U U 1 1
Si=— Sz:‘i 321:_£ Sp=— ST (2)

El E2 Ei EZ GlZ
Nestas expressoes; e E; sdo os modulos de elasticidade nas dire¢des paiscienquanto
u; € o coeficiente de Poisson na diregatevido a aplicagdo de uma carga na dir¢ @,
é 0 modulo de elasticidade transversal. E impaetawttar que os coeficientes de Poisson
(u;) devem satisfazer a seguinte relagao (Jones, 1999)

== (i,j=123) 3)

A relacdo constitutiva € escrita no sistema do n@t€x;, X», X3), mas as relacdes
cinematicas e equacdes de equilibrio sdo escritasistema globalx( y, z). Assim, é
necessario transformar tensfes e deformacdesemté® dois sistemas. A partir da Teoria da
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Elasticidade pode-se obter uma matriz de transfgiima,, que leva as deformacdes do
sistema global para o local:

£ cos’ 8 sertd sendcosd || €,
£, r=| serfd cos’ & -sendcosd 1€, =g, =T, ¢ (4)

y

Vi) |—2senfcosf 2sendcosd cos’ G-serfl||y,,

Invertendo a Equacao (1), tem-se a relacéo tensi@oroacao no sistema do material:

al Ql 1 Q12 O gl

0,1=1Q. Q, 0 [i&=06,=Q¢ (5)
P! 0 0 Qe Vi
onde:
E Vo By E,
= - = 4 = < =G 6
Qu 1=V Qi 1-v, vy R 1=V e " ©

Quando o laminado é espesso, torna-se necessduiar aa efeito do cisalhamento
transversal. Assim, as componentes de deform#gzae ),, devem ser consideradas. Deste

modo, pela Teoria da Elasticidade, obtém-se umazn&as que relaciona as deformacdes de
cisalhamento nos sistemas local e global:

[ cos8 serdl|y,,
Vsl = =>1,=T,y (7)
Vo3) | —semd cost ||V,
As tensdes de cisalhamento referentes a estasriefoes s&o dadas por:
| _[Qu O } {y}
= =1,=0Q.7 8
{TZS} L 0 Q55 y23 ' ' ( )

sendoQas = Giz € Qss = Gaa.

Pode-se mostrar, ainda, que a transformacéo dsSetenlo sistema local para o sistema
global é realizada através de:

G = T; c,
9)

—TT
=T, 1,

Finalmente, substituindo as Eqgs. (4) e (5) e as EQse (8) na Eq. (9), obtém-se as
relacdes tensdo-deformacao no sistema de coordegimibel:

6=Q,e=>Q,=T,Q,T,

_ _ T (10)
T:QS’Y:QS:TS QSTS
Finalmente, pode-se escrever:
_ 6m 0

= - 11
° { 0 Qj -
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onde Q é chamada matriz de rigidez transformada e elsftsena as deformacdes em
tensGes no sistema global. Os coeficienfgs séo calculados conforme as operagdes
matriciais apresentadas anteriormente.

2.1 Critério de Falha

O critério de Tsai-Wu (1971) é utilizado no presetrtabalho. Este se baseia em uma
teoria polinomial de falha que utiliza tensoreselaa@®s nas resisténcias basicas do material
para ponderar os valores das tensfes. Neste @ribdnsidera-se um critério quadratico que
pode ser expresso, em notacéo indicial, da sedioime.:

fo+foo=1, 1j=12.6 (12)

ondef4 = f5 = fe = f14 = f15 = f]_e = f24 = f25 = f25 = f34 = f35 = f36 = f45 = f46 = f55 =0 e os termos
restantes sao dados por (Daniel & Ishai, 1994):

1 1 1 1
fi=—-— f, = fy =— (13)
iT FiC FiT FiC SJ

ondeFir, Fic e § sdo as resisténcias a tracdo e a compresséoragSedi (i = 1, 2, 3) e a
resisténcia ao cisalhamento nos planos j1=34), 2-3 [ = 5) ou 1-2 (= 6).

Liu & Tsai (1998), mostram que o termig para laminas tipicas com fibras de carbono
ou vidro, pode ser aproximado de forma razoavel por

f.=——/f f. (14)

O critério de Tsai-Wu para o Estado Plano de Tenpfde ser escrito como:
Flo)=f;00,+f 0 -1<0 (15)

Como se pode notar, este critério é expresso emsoneguacao. Por outro lado, este nédo €
capaz de identificar diretamente o modo de falhdad@na. E importante notar que para
aplicacdo do critério as tensdes devem estar temsadocal.

Fazendo as devidas simplificacbes para materiaisO@cos, pode-se mostrar que a
combinacdo das Egs. (12) a (14) se resume ao@i@von Mises utilizado para metais.

2.2 Modelo de Degradacéo

O modelo de degradacéo utilizado neste trabalhprigposto por Kuraishi et al. (2002)
dentro doWorldwide Failure Exercis WFE), tendo sido um dos critérios que apresentou
melhores os resultados na comparacao entre asasverorias de falha participantes deste
exercicio. Este modelo € baseado no critério defapresentado no item anterior.

Para aplicacdo da degradacado, este modelo defiseesimdos bésicos para o material
compdésito: destado Intactae oEstado DegradaddNo Estado Intacto, o material possui sua
resisténcia e rigidez inicial. No Estado Degradaddmite-se que a primeira falha
corresponde a falha da matriz e a segunda fallmaspmmde a falha das fibras.
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Apos a falha, o material permanece continuo e owga mesma posi¢cao, mas tem suas
propriedades elésticas reduzidas. Quando ocorrelte fda matriz, a degradacdo das
propriedades mecanicas € feita a partir de umaierfe de reducaa,

E; =a,.E, G =a,G U =a,y (16)

onde o superescritd indica que a propriedade mecéanica foi degradadasi@era-se ainda
uma reducédo da resisténcia a compressao das filads por:

E¢)
Fl=F, (E—Zj (17)

2

sendon um fator exponencial de degradacéo.

Se ocorrer uma segunda falha do mesmo materiadjd®ma-se esta corresponde a falha das
fibras e as propriedades elasticas do materialsgmdadas utilizando um fatqr

E'=a& E =a,E G =a,G vy =ay i,i=123 (18)

onde o superescritoindica a propriedade mecéanica do material ap@ha.f Os valores dos
parametros de degradacdo utilizados neste trals#ba, = 0.08,0; = 0.01 en = 0.1
(Kuraishi et al., 2002)

Pode-se considerar este modelo de degradacdo comonadelo Dano Continuo
simplificado. Esta interpretagcdo é valida porquedaformacdes do material degradado
continuam sendo calculadas pela Mecanica do Canmtifiyprincipal diferenca € que neste
modelo a degradacao das propriedades apés o ddalano ocorre de forma brusca em duas
etapas, enquanto nos modelos classicos da Mecdni€ano Continuo, o dano evolui de
forma suave com o aumento das deformacgoes.

E importante notar que o modelo adotado é termadsanente consistente. Isto ocorre
porque uma vez as propriedades mecéanicas tendadegtadadas utilizando as Egs. (16)-
(18), elas néo retornam aos seus valores anterioresmo que a carga seja reduzida e as
deformag@es diminuam. Assim, a irreversibilidadgdmesso de dano é garantida.

Ao reduzir as propriedades elasticas, 0 modelo pveno descarregamento do material,
uma vez que para as mesmas deformacgles as tersdesterial degradado sdo muito
menores que no material antes da degradacéo. testEes sao redistribuidas para laminas
gue ainda estao intactas. Com o aumento do careedaras tensées em outras laminas vao
aumentando e a falha vai se espalhando pela estrutai o processo ser conhecido como
falha progressiva. O colapso da estrutura ocoramdp esta ndo for capaz de redistribuir as
tensdes atuantes no material que falhou.

3 TEORIA DE REISSNER-MINDLIN

Sabe-se que a Teoria Classica de Placas (TCL)adans resultados para placas finas,
porém esta precisdo diminui a medida que a esedawstrutura aumenta, visto que o efeito
do cisalhamento transversal tende a amplificar eodamentos e a reduzir a frequéncia
natural e a carga critica da estrutura (Szilar8420

Com esta limitacdo da TCL, tornou-se necessariesemlolvimento de teorias mais
refinadas, de modo a se obter resultados maisspeepiara estrutura mais espessas. Assim,
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diversas teorias foram desenvolvidas com a findédde levar em conta o efeito deste
cisalhamento transversal. Reissner (1945) desesmwobma teoria onde as tensbes eram
tratadas como variaveis e, em seguida, Mindlin {)9%atou os deslocamentos como
variaveis do problema. Em ambas as teorias, ohasanto transversal é tratado como
constante ao longo da secéo (Szilard, 2004).

A hipotese basica da Teoria de Mindlin é que untea mermal ao plano médio da placa
nao necessariamente permanecera normal ao plano deéglaca apos a deformacdo, como
mostrado na Figura 2.

Deste modo, pode-se constatar que os deslocamemtagualquer ponto da placa séo
dados por:

u,(x vz)=ulx y)+ 26, u,(x %z)=vxy)-26, u,(x %z)=wxy) (19)

ondeu, v ew sdo os deslocamentos no plang ez e 6, e 6, sdo as rotagbes da reta normal
em torno dos eixos ey, respectivamente.

Figura 2 - Configuracéo indeformada e deformada dem trecho de uma placa.

Quando os deslocamentos sdo moderadamente graiesca haver uma interagao
entre os efeitos de membrana e flexdo, devido eslechmentos transversais. Para levar em
conta este acoplamento, utilizam-se as deformadéesreen-Lagrange, desprezando os
termos nao-lineares associados as componentessticalmento nas dire¢cdes do plano da
placa, ux e uy (Crisfield, 1991). Neste caso, as componentesedermacdoes em qualquer
ponto da placa sdo dadas por:

2
L W, 0,
— — 2 —[am m —_ M
€=1&, =9 V,, tZ W,y +zy -0, :s—(eo +8L)+ZK—8 +zxk  (20)

2
yxy u’y+v’x 2(W’x)(w’y) gy,y - gx,x
onde as duas primeiras parcelas da Eq. (20) comdsm as deformacgdes de membraiia) (
— sendo que uma ocorre devido ao comportamentarli@@g§) e a outra por conta do efeito

n&o-linear dos deslocamentos transversgi3 { e a terceira parcela é associada a curvatura (
K ) da placa.

As deformacgdes devido ao cisalhamento transvedisalladas por:
yxz W’x+0y

Y= = 21
{yyz} {W'y_ex} &
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As forcas e momentos resultantes sdo obtidos miegracdo das tensdes ao longo da
espessura da placa:

NX h/2 JX MX h/2 JX vV h/2 T
N={N, (= [ o 1dz M= M, = [ o, zz V:{v }:j{r }dz (22)
-h/2 -h/2 yz -h/2 (" Yz
ny Txy Mxy Z-xy

E importante notar que as deformacées sdo contalsigo da espessura do laminado,
0 que ndo ocorre com as componentes de tensaosP@ileda escrever os esforgos internos
em termos das deformacdes generalizadas, da sefpima:

N| |[A B 0]}|g"
M:=B D Ok = o=Csg (23)
\ 0 0 Gl|v

onde as componentes das sub-matrizes sdo dadas por:

A =30 (-a) 8 =3 Q) o @

(24)

n

—k
G; = 1. Q; (Zk+l - Zk)
k=1
SendoA, B, D e G as matrizes de rigidez extensional, de acoplamer@mbrana-flexéo,
flexional e de cisalhamento, respectivamentie,=5/6, é o fator de correcdo das tensdes de
cisalhamento (Reddy, 2004).

As expressdes da TCL podem ser obtidas fazépdow,, e 6, = w, na Eq. (21), que séao
o resultado da hipbétese das retas planas e pecpéardls ao plano da placa, assim
permanecerem apos a aplicacao das cargas. Corteistse qu&/ =0e G =0, nas Egs. (22)
e (23), respectivamente.

4 ANALISE NAO LINEAR

Na formulacdo de um elemento ndo linear geométgode-se adotar uma abordagem
Lagrangeana Total, Lagrangeana Atualizada ou Cuamantal (Crisfield, 1991). O presente
trabalho se limita a apresentacédo do elementmftetcasca abatida, desenvolvido por Rocha
(2013), aplicando a Teoria de Reissner-Mindlin eaomma abordagem Lagrangeana Total.

Aplica-se a Teoria de Marguerre nas deformacgfaesddarman, para se incluir o efeito
das imperfei¢cdes iniciais na placa (Crisfield, 992om isto, adiciona-se a Eq. (20) uma
funcéo z,(x, y) , conhecida. Deste modo, tem-se:

(w+2,): 2,

m m 1 2 1 2’

€ = ‘Ey = V’y +§ (W+ZO)’y _E ZO,y (25)
y:;/ u1y+le 2(W+ZO)1X(W+ZO)1y 22O,xZO,y

Desenvolvendo a Eg. (25), tem-se:
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X W’x ZO,x 1 W’x
g =gyt = vV, + W, Z,, +— W,i (26)
u,, +V,, W,y Zg, t W,y Zy, 2W,, W,

Como se pode notar, na presente formulacdo ocotrém tipos de acoplamento
membrana-flexdo: um devido ao efeito do laminadw, gonta da matriB (Eq. (23)); o
segundo devido a Teoria de von Karman, que incarpondo linearidade nos termos de
deformacéo de membrana de Green-Lagrange, singoid@-0s para o caso deslocamentos
moderadamente grandes e; por fim, o terceiro ocporeconta da curvatura inicial da
estrutura, que gera uma nova parcela nas compadndeformacao.

A partir das Egs. (20), (21) e (26), pode-se ommmd vetor de deformacdes, da seguinte
forma:

e={el & v ok K Ky Ve o =lem ko) (27)

ondee™, k ey sdo mostrados nas equacdes mencionadas anteriermen

4.1 Método dos Elementos Finitos

No elemento de casca abatida, cinco graus de d#berdsdo interpolados: os
deslocamentos de membrana e transversal (e w, respectivamente) e as rotacbes da
estrutura relacionadas a flexa@ € 9,):

u=>Hu v=>Hv w=YHw 6,=>H6, 6,=>HSE, (28)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
OndeH; sdo as fungdes de forma do elemento. Compactandquacdes acima em notagao
matricial, temos:
u=Hu, (29)

Sendau eu, 0s vetores de deslocamentos da estrutura e nesésuH a matriz das funcdes
de forma.

Além disso, no desenvolvimento do presente elemeutitiza-se uma formulacao
isoparamétrica, de modo que a geometria da esdrggja interpolada pelas mesmas funcoes
de forma que seus graus de liberdade, ou seja:

x= 2 HX y=2Hy, %= Hzm (0

O vetor de deformacgdes (Eq. (27)) se relaciona camator de deslocamentos nodais
por meio de uma matr2, da seguinte forma:

g" g g
€={K =¢K +¢ 0:=Bu, (31)
¥ ¥ 0

De modo a se obter os termos da ma;izleve-se analisar cada termo de deformacéo
separadamente. Combinando as Egs. (27) e (28s¢em-
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U, +W,, Z,, H, O ZH,, 00
g = Vo, W, Z,, =Bgu,=>Bg=| 0 H, ZH,, 0 0] (32
U, +v, +tw, z,, +Ww, Z,, H, H, ZH,+ZH, 0 0
. w,2 . 00 H W, 00
=2 wi l=leru,—Br=lo 0 HW, 00 33)
2W,, W, 00 HW+H W 0 0
8, 0 00O 0 Hi,
k=4 -6,, t=Bgu,=By=|0 0 0 -H,, O (34)
0,,-0,« 0 00 -H, H,
_|w, +6, _ps BS = 0 0 H, 0 H
1= W’y_Hx =byU, = by = 00 Hi,y H 0 (35)
sendo:
Zx:ZHixZOi Zy:ZHi,yZOi Wx:ZHi,x\Ni Wy:ZHi,y\Ni (36)
i=1 i=1 i=1 i=1
Portanto, a Eq. (31) pode ser reescrita da segiante:
By B
0 1| - 1
e=| B, ue+§ 0 u,= BO+§BL u,=Bu, (37)
B, 0

4.2 Vetor de Forcas Internas

Com o campo de deformacdes apresentado na Eq.a2®quacdes de equilibrio do
sistema podem ser obtidas. Deste modo, fazendoiac&a do trabalho interno igual a do
trabalho externo, temos que:

OWiy = OW,, (38)

sendo:

oW, =[G odV,= [, (6em ) N, + [, xMdn + [ SyTVdA (39)

W, = [, duTbav, + [ du"qdA + Soup = At (40)
0 i=1

onde oW € 0Wex: SA0 as variacdes do trabalho interno e extermspeotivamenteje € a
deformacéo virtual decorrente do deslocamentoalirhdinitesimaldu, b representa as forcas

de corpog € o vetor das for¢as de superficie prescritag\grm é o vetor das tensdesy; € o
deslocamento virtual no ponto de aplicaca@idgue representam as cargas concentradas que
atuam emmn pontos sobre a estruturd € o vetor de cargas externas na casca. As infeggac
sao feitas na area e volume iniciais da ca&ga Vo, visto que uma formulacéo Lagrangeana
Total esta sendo aplicada.
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Desenvolvendo a equacdo da variacdo do Traballenmt aplicando a Eq. (27),
substituindo o vetor das tensdes e fazendo a aitagrvolume inicial igual a integral na area
inicial e na espessura, obtém-se a formaWlg apresentada na Eqg. (39).

Pode-se, ainda, relacionar os incrementos de daf@ode com 0s incrementos de
deslocamentos nodadsle por meio de uma matriB, que pode ser obtida a partir das Egs.

(32) a (35), como se segue:
Og" Ogg Og]"

Je=10k =10k +{ 0 :=Bdu, (41)
oy oy 0

Sendo:
Je)' =BJ'du, =Bj du, (42)
o€l =%5(AG)ue +%AG Su,=AGdu, =B"du, =B"du, (43)
ok =B du, =B du, (44)
Jdy =B du, =Bdu, (45)
Portanto, a Eq. (41) pode ser reescrita da segiante:
By B
de=|BE |du,+| 0 |du, =(B,+B,)du, =Bdu, (46)
B 0

Substituindo os termos obtidos na Eq. (39), tem-se:
OW, = ou” [ [ (B") NdA + [ (B°) Mda + [, (§S)TVdAO} =ou'[, BlodA (47)

Finalmente, a Eq. (38) que descreve o PrincipioTdabalhos Virtuais (PTV), pode ser
compactada da seguinte forma:

5uT( J,Broda —f} =0 = gfu)=| BTedA, (48)

Nota-se que o vetor de forcas intergés) depende dos deslocamentos da estrutura por
conta dos efeitos da néo linearidade geométricatennos de deformacdo de Green-
Lagrange, além de possiveis nado linearidades $isigee serdo abordadas posteriormente.

Do PTV, admite-se quéu é arbitrario e cinematicamente possivel, mas nio. n
Portanto, a partir da Eq. (48), obtemos a condigdequilibrio do sistema, que implica que as
forcas externas estejam em equilibrio com as fantamas:

r=g(u)-f=0 (49)
4.3 Matriz de Rigidez Tangente
A solucéo das equagbes de equilibrio ndo lineaesracado do caminho de equilibrio

sdo realizados normalmente utilizando métodos mentais-iterativos como Controle de
Carga, Deslocamento ou Comprimento de Arco (ChisfiE991). Nestes métodos, a solucao

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American @uass on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de JaneiRd, Brazil, November 22-25, 2015



Flambagem e Comportamento Pos-Critico de Placasihasas Considerando Falha Progressiva

das equacdes de equilibrio a cada passo € reahti@d@s do Método de Newton-Raphson.

Este método € baseado na linearizagcdo das equagdesquilibrio, sendo necessério
determinar a matriz de rigidez tangente da estutur

A matriz de rigidez tangente corresponde a variagheesidua com os deslocamentos
nodaisu. No caso de cargas independentes dos deslocamtemese:

_or _alolu)-1] _dgl) _; o |
KT—a— T —IAOB dchb+J'AodB cdA (50)

O primeiro termo desta equacdo corresponde a nmaderingidezK, enquanto o segundo
corresponde a matriz de rigidez geométigaUltilizando a regra da cadeia:
do de

<. :IAOET Emd% +IAO(d§T)TNdAb :J‘AOETCTEdA) +j%(d§[”)TNdA) =K, +K, (51)

sendoCt a matriz que define a lei constitutiva tangentdatioinado. Esta matriz relaciona os
incrementos de tensaos{dcom os incrementos de deformacég).(d

Utilizando a Eqg. (43), a parcela da matriz de Bgigeométrica pode ser escrita como:

K,du=] GTdA™NdA :( J,G"sG dﬁb)du = K,=[ G'SGdA (52)

onde

s:{“* N*y} (53)
ny Ny

4.4 Nao-linearidade Fisica

A formulacdo desenvolvida nos itens anteriores pseteutilizada tanto para materiais
com comportamento linear elastico como com compuetdo nao linear, incluindo o modelo
de falha progressiva descrito no Item 2.2.

No caso de materiais com comportamento linear azrainstitutiva Q) de cada lamina
€ constante, assim como a matriz constitutiva oonado C = Cy). Assim, a matriZZ pode
ser integrada exatamente na espessura utilizabdp €4) e os esfor¢os internos podem ser
calculados diretamente utilizando a Eq. (23). Emseguéncia, a integragdo numérica é
realizada apenas na superficie média da cascantib a quadratura de Gauss.

Por outro lado, no caso de materiais com comporieon&o linear, a matriz constitutiva
(Q) pode variar ao longo da lamina (tanto na sugertjuanto na espessura), a medida que o
material vai falhando. Assim, os esforcos inter(mse a matriz constitutiva tangente do
laminado Cr), utilizadas nas Egs. (48), (51) e (53), devemirgegradas numericamente ao
longo da espessura.

Neste trabalho, a integracdo ao longo da espeésefietuada utilizando a quadratura de
Lobatto com 3 pontos de integracdo em cada lar&ista. quadratura foi escolhida porque ela
possui pontos nos extremos do intervalo, permiticgatar melhor o inicio do processo de
degradacdo do material. Além disso, 3 pontos deattolpermite integrar exatamente os
esforcos internos e a matriz constitutiva quandwoaterial esta no regime elastico (i.e. antes
da falha). A integracdo ao longo da superficie méth casca continua a ser realizada
utilizando a quadratura de Gauss.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

A formulacdo apresentada neste trabalho foi impteata no FAST (Rocha, 2013;
Dantas Junior, 2014), que é um programa de ardgdisstruturas pelo Método dos Elementos
Finitos desenvolvido no Laboratério de Mecéanica @otacional e Visualizacdo da UFC. O
FAST (Finite Element Analysis TgoE um programa implementado em C++ utilizando o
paradigma de Programacdo Orientada a Objetos (POOprograma foi desenvolvido
inicialmente para materiais homogéneos e depoisstendido para o tratamento de materiais
compésitos (Rocha, 2013; Dantas Junior, 2014).

A seguir serdo apresentados exemplos de analiggadas e cascas homogéneas e
laminadas, com objetivo de validar a formulacdoesgntada e de estudar o efeito da
degradacéo do material sobre a capacidade de @amgstrutura.

5.1 Exemplol

Este exemplo trata da investigacdo do comportangecritico de placas retangulares,
isotrépicas e laminadas, simplesmente apoiadasitasija cargas de compressao uniaxial e
biaxial. Estes estudos foram comparados com oallrad desenvolvidos por Le-Manh & Lee
(2014), Liew et al. (2006) e Sundaresan et al. §1.99s dados da geometria (Figura 3) e
parametros dos materiais sdo apresentados na Tabela

N, =N,

Y ¥ v ¥ ¥ ¥ vY.YvYY¥Y

I » : <
» . <
b > »x “ N
» <
! > «—

Figura 3 - Placa analisada.

Tabela 1 - Dados do Exemplo 2.

Tipo Geometria Material
a b h E((x10°) E(x10°) 012 Gio= Gas(¥10") Gys(x10')
Isotrépica 10 10 0.20 3.00 - - - -
L aminada (45/-45) 10 10 1.00 3.00 1.20 0.25 6.00 2.40
(45/-45» 10 10 1.00 3.00 1.20 0.25 6.00 2.40

As analises deste exemplo foram realizadas utdi@aass programas FAST e ABAQUS
(Simulia, 2009). Foram obtidos resultados satisi@aééem ambos os programas (ver Figuras
4, 5 e 6) utilizando malhas com>ID elementos quadrilaterais quadraticos com intégra
reduzida. A integracéo reduzida foi utilizada ppeamitir a comparacéo dos resultados do
elemento Q8 (FAST) com os do elemento S8R (ABAQWX)Mo esta estrutura apresenta
um caminho pG&s-critico estavel, o Método do Coatds Carga (Crisfield, 1991) foi utilizado
na para analise estrutural.
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A geometria imperfeita da estrutura pode ser madeleomo o resultado de uma
combinagéo linear dos seus modos de flambagem (

Ximp :Xperf +2Ai(pi (54)
i=1

onde Ximp € Xperf SA0 as coordenadas dos pontos que definem a geomtconfiguragao
imperfeita e perfeita, respectivamente\; € a amplitude da imperfeicédo relacionada ao modo
de flambageny;, uma vez que estes sdo normalizados de formauguenaior componente
seja unitaria. Neste trabalho, considerou-se apepasneiro modo.

Inicialmente, foram modeladas duas placas isotadpic= 0, Figura 3) imperfeitas com
Alaigual a 10 e 10°, respectivamente. A Figura 4 apresenta as cu@s-aleslocamento
normalizadas obtidas. As diferencas obtidas ergrdlbhn & Lee (2014), Liew et al. (2006)
e Sundaresan et al. (1996) se devem as condicmmtieno aplicadas na placa, visto que os
dois ultimos usaram as condi¢des de contorno S&fididas por Reddy (2004), enquanto o
primeiro aplicou condi¢cdes de contorno diferentes.

Le-Manh et al. (2014) definiram as seguintes cayelcde contorno para o problema
(aqui chamadas de CC-1):
{W=9X =0, Xx=%a/2

w=6,=0, y=%b/2 (55)

Por outro lado, as condicbes de contorno defin@aso SS-1 por Reddy (2004) sao
(aqui chamadas de CC-2):

v=w=6,=0, x=zta/2 56)
u=w=6¢,6=0, y=zxb/2
14
&
13 et
12 o;;:;;—/
11 =% - =
1.0 9
09 ’
.08 —Presente - FAST (CC-1)
§07 —Presente - ABAQUS (CC-1)
06

—TLe-Manh (2014)
0.5

0.4

® Liew, 2004

03 + Sundaresan (1996)

0.2 - = Presente - FAST (CC-2)

0.1 - - Presente - ABAQUS (CC-2)

0.0 T T T T !
0.0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

w/h

Figura 4 - Placa isotropica &h = 50) simplesmente apoiada sujeita a carregamentmiaxial (A = 10°).

Nota-se que o comportamento pés-critico da estaédwsensivel a condicdo de contorno
aplicada, visto que o ganho de capacidade de ahgplaca, quando os deslocamentos
chegam a magnitude da espessura, € da ordem dgugb¥do os apoios sédo definidos como
CC-1 e de 20% quando se aplicam as condic¢des tarorCC-2.

Na sequéncia, sdo analisadas as placas com laregdgdipoangle-plysimétrica (45/-
45) e antissimétrica (45/-4bkujeitas a compressao biaxiklH 1, Figura 3). Em ambos os
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casos, aplicam-se as condi¢des de contorno d&Ctipd. A Figura 5 e a Figura 6 mostram o
comportamento pés-critico da placa para o0 caso adeind¢doangle-ply simétrica e
antissimeétrica, respectivamente. Nota-se que ambasirvas estdo em concordancia com os

autores citados.

11 L1 R —
o e e e e SRS == === -
10 8 e oS TR 10 e ie—— e e
T r'—— s EREEEEES
0.9 P 0.9 SoiE
’, 3 ’ s
08 ¢ 08 ot
1, e
L K
07 4+ 0.7 4
i R i
506 506
= 1y = "
.
~os [ =05 I = Liew (2006)
" — Presente, imp = 0.001% oa bt
04 1y £ : —Presente. imp = 0.001%
— = Liew (2006) 03 b
i " 4 e —Le-Manh (2014), imp = 0.001%
! —Le-Maunh (2014). mmp = 0.001% : s ), 100 #
0.2 {1 0.2 45 T
: - - Presente. imp = 0.1% | Presente. imp = 0.1%
0.1 0.1 |
4 = = Le-Manh (2014), imp = 0.1% 1 - = Le-Manh (2014). imp = 0.1%
0.0 0.0 H
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.3 0.6 0.7 08 0.9 1.0 0.0 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L0 L1
w/h

w/ih
Figura 6 - Placaangle-ply antissimétrica @h = 10)

Figura 5 - Placaangle-ply simétrica (a’h = 10)
simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial

simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial

Os resultados obtidos confirmam que placas, tamimogéneas quanto laminadas,
apresentam comportamento tipico de bifurcacédo soaétstavel, com pequena sensibilidade
as imperfei¢cdes. Por outro lado, os resultadoseecidram a importancia das condi¢bes de

contorno sobre a resisténcia pos-critica de placas.

5.2 Exemplo 2

Neste exemplo serdo abordadas andlises néo lirdssca abatida mostrada na Figura
7 sujeita a uma carga concentrada no seu centexe@plo foi retirado de Sze (2004), no
qual o autor apresenta o caminho de equilibrio steuteira, considerando um material
isotrépico e duas laminacdes do tipmss-ply Sze et al. (2004) ainda analisam o efeito da
espessurl da casca no caminho de equilibrio.

Entretanto, neste trabalho, o modelo sera valigesdims laminacdes utilizadas pelo autor
e estendido para duas laminacéagle-ply como mostrado na Tabela 2. Neste exemplo, os
resultados obtidos seréo validados e, entéo, seli@do o efeito da falha do material, como
apresentado no Item 2.2. Da geometria da estruamaseR = 2540,0 = 0.1 radL = 254,h;
= 6.35 ehp, = 12.7. As propriedades elasticas e de falha dermmahestédo dispostas na Tabela
3. A casca é considerada simplesmente apoiadan = 0) nos trecho#B e DE e livre em
AD eBE. Vale ressaltar que as fibras na direcédo 0° sé@dgbas ao eixo longitudinal.

E.
P

I . P
SN Tabela 2 — Esquemas de laminacéo adotados.

\ J Laminacgao
N L1 [0/90/0]
iy i L2 [90/0/90]
[/ L3  [45/-45/45/-45]
@ L4 [45/-45/-45/45]

Figura 7 — Casca abatida sujeita a carga
concentrada (Adaptado de Sze, 2004).
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Tabela 3 — Propriedades mecéanicas do material.

Ei Ex=Es vi2=viz=v23 Gi2 G13=G23 Fi1 Fic For=Fsr Foc=F3s1 SS=§ S

3300 1100 0.25 660 440 38 42 4 17 10 8

A analise desta estrutura foi realizada utilizandprograma FAST com uma malha de
10x10 elementos do tipo Q8 com integracdo reduzidaialmente, o modelo foi validado
considerando as laminacfes L1 e L2 e as espessueb,. Em seguida, a estrutura foi
analisada considerando a falha do material. Em arobacasos as andlises foram realizadas
utilizando o Método do Comprimento de Arco (Crikfiel991). Os resultados obtidos, em
termos dos deslocamentos do pddisao apresentados na Figura 8.

250 1200 ]
200 /\ 1100 /
) //{_\\ / 1000 J
150 / / / n\ 900 - \ /
800
100 | 700 A
50 \& / \ 600
500
P 0 ; P
5 10 15 20 2 30 400 /
-0 s / —Sem falha
200 A
-100 b\ —Com falha
6 ( \\ } \ 100 = Sze, 2004
-15 —Sem falha 0 T T
i 100 5 10 s N\ 2/ /i 30
200 - —Com falha
. Sze -200
250 -300
W, w,
(a) Laminacgéo L1k = h;. (b) Laminacédo L1h = hs.
500 2000
/ 1800 e
/ 1600 . /\
1400 /
1200 .
P 1000
P
800
5 »c 600
400 —Sem falha
—Sem falha 200 —Com falha
-200 —Com falha = Sze, 2004
X 0 .
- = S26,2004 0 5 10 15 20 25 30
7 W, W,
(c) Laminagéo L2h = h;. (d) Laminacéo L2h = h.
400 400
350 50
300 300
250 250 /
200 200
150 55
D
100
P \ P 100
50
50
0 : 7
S 10 1 20 25 C 0
; i 5 10 25 0
-100 -50
-150 é — SEiifalli -100 —Sem falha
200 -150 A
—Com falha —Com falha
250 -200
W, W,
(e) Laminacéo L3h = hy. () Laminacado L4h = h;.

Figura 8 — Caminho de equilibrio da casca abatidaariando a laminacéo e a espessura do laminado.
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Percebe-se que a perda de estabilidade da estogtm& por ponto limite e verifica-se a
ocorréncia dos fendbmengsap-throughe snap-back Quando a falha do material é incluida,
nota-se que a primeira lamina falha antes do plimite e que a carga de pico € menor. A
Tabela 4 apresenta os valores das caRjass quais ocorrem a falha da primeira lamina
(First Ply Failure — FPF) e o ponto limite (Lim). Nota-se que a difega nos valores das
cargas nos pontos limites € pequena, mostrando gfigito da ndo linearidade geométrica é
dominante para esta estrutura. Por outro ladoficeese que o esquema de laminagédo tem
uma grande influéncia sobre a capacidade de cawgae sem falha progressiva.

Um aspecto importante mostrado pelos resultadoslasbe que seria antieconémico
basear o projeto destas estruturas na falha daeipgsit@mina (FPF), pois esta pode ocorrer
para uma carga muito inferior a carga limite, cones&rutura apresentando uma reserva
consideravel de capacidade de carga até que a gerdstabilidade ocorra. Esta reserva de
carga € maior, em se tratando de laminados matsssR.

Tabela 4 — Comparacéo entre as cargas limite da estura.

- Sem falha Com falha ,
Laminagao PLim Prpe PLim Prpr PLim dif (%)
L1 h=h; 243.325 169.341 229.927 0.736 5.506
h=h, 1082.330 737.781 1050.900 0.702 2.904
L2 h=h; 471.270 209.161 463.836 0.451 1.577
h=h, 1785.290 746.892 1718.200 0.435 3.758
L3 h=h; 323.237 247.887 317.391 0.781 1.809
L4 h=h; 276.506 192.104 270.852 0.709 2.045

6 CONCLUSOES

Neste trabalho, buscou-se analisar a influénciaoti@ideracéo da falha progressiva em
placas e cascas abatidas laminadas. Para istzoutie o elemento de casca abatida
implementado por Rocha (2013) para simular a néeatidade geométrica e o0 modelo de
degradacgédo de Tsai (Kuirashi et al., 2002) paraiderar a n&o linearidade fisica.

Deste modo, dois exemplos numeéricos foram apredesntdNo primeiro exemplo, foi
feita a analise nao linear puramente geométriqaatms isotrépica e laminadas simplesmente
apoiadas, sujeitas a carregamentos uniaxial e dbjasespectivamente. Verifica-se, neste
exemplo, a importancia das condi¢des de contornmraldema, visto que esta pode interferir
consideravelmente no comportamento pés-criticcsttatara.

No segundo exemplo, analisou-se uma casca abatidadda sujeita a uma carga
concentrada, conforme apresentado por Sze (20043teN percebe-se que a perda de
estabilidade da estrutura ocorre por ponto linfieando a falha do material é adicionada ao
modelo, a capacidade de carga da estrutura é deduzmo era esperado. Entretanto, a
inclusdo da néo linearidade fisica ndo muda, dadagualitativa, 0 modo de ruptura da casca
abatida, que é definido basicamente pela nao I geométrica.

Finalmente, verifica-se que no projeto de estrgtataatidas, pode ser antiecondmica a
adocao da restricdo de falha na primeira lamirgp\wjue o laminado pode apresentar uma
reserva de carga consideravel até o ponto limite.
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