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RESUMO

Este trabalho esta dividido em trés partes. Na primeira parte, o objetivo é generalizar o
principio do maximo para fungoes suaves f em variedades riemannianas M completas e
nao compactas, com crescimento de volume polinomial ou exponencial, para os quais exista
um campo vetorial X de norma estimada pela fungao distancia elevada a k, para k € [0, 1],
tal que (Vf, X) > 0em M e div X > af fora de um subconjunto fechado de M, para
alguma funcao positiva a € C*(M) com a condigao de (Va, X) > 0. Com esse resultado,
provaremos teoremas de rigidez do tipo-Bernstein para hipersuperficies orientadas imersas
em uma variedade riemanniana munida de um campo conforme fechado. Para a segunda
parte, estenderemos esse principio do maximo para variedade riemannianas com peso
o, além de provar teoremas de rigidez do tipo-Bernstein para hipersuperficies orientadas
imersas em uma variedade riemanniana com peso munida de um campo conforme fechado.
Por fim, na ultima parte, estudaremos aplicagoes desses principios do maximo em varie-
dades lorentzianas, come¢ando por hipersuperficies tipo-espaco de espagos-tempo confor-
memente estacionarios, passando por hipersuperficies tipo-espago em espacos-tempo de
Robertson-Walker generalizados e finalizando em hipersuperficies tipo-espaco de espacos-

tempo pp-wave.

Palavras-chave: principio do maximo; teoremas tipo-Bernstein; campo vetorial con-

forme fechado; variedades semi-riemannianas; hipersuperficies tipo-espaco.



ABSTRACT

This work is divided into three parts. In the first part, the objective is to generalize the
maximum principle for smooth functions f in complete and noncompact Riemannian ma-
nifolds M with polynomial or exponential volume growth, for which there is a vector field
X whose norm is estimated by the distance function to the power of k, for k € [0, 1], such
that (Vf, X) > 0in M and div X > af outside a closed subset of M, for some positive
function a € C'(M) such that (Va, X) > 0. With this result at hand, we will prove
Bernstein-type rigidity theorems for oriented hypersurfaces immersed in a Riemannian
manifold with a closed conformal field. For the second part, we will extend this maximum
principle to weighted Riemannian manifolds o, in addition to proving Bernstein-type ri-
gidity theorems for oriented hypersurfaces embedded in a weighted Riemannian manifold
endowed with a closed conformal field. Finally, in the last part, we will study applications
of these maximum principles in Lorentzian manifolds, starting with spacelike hypersur-
faces of conformally stationary spacetimes, passing through spacelike hypersurfaces in
generalized Robertson-Walker spacetimes and ending with spacelike hypersurfaces in pp-

wave spacetimes.

Keywords: maximum principle; Bernstein-type theorems; closed conformal vector field;

semi-Riemannian manifolds; spacelike hypersurface.
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1 INTRODUCAO

Em Geometria Diferencial, diversas situacoes geométricas sao modeladas de
forma analitica, principalmente, com o auxilio de operadores diferenciais parciais lineares
ou elipticos quasilineares, tais como o gradiente e o divergente. Por exemplo, sabemos
pelo Teorema de Hopf, que as tnicas fungoes subharmonicas em variedades riemannianas
compactas sem bordo sao as funcoes constantes. Esse resultado, por sua vez, conduz
a diversas aplicagoes envolvendo variedades compactas. Na tentativa de estender diver-
sos teoremas que utilizam o Teorema de Hopf, de variedades compactas para variedades
completas nao compactas, diversas formas de principio do maximo foram desenvolvidas.

Nesse sentido, em 1967, Omori introduziu uma importante forma de principio
do méximo conhecida como o principio do maximo de Omori (veja [29]), a qual foi poste-
riormente modificada por Yau (veja [35]), dando origem ao famoso principio do méximo
de Omori-Yau. Diversos trabalhos foram elaborados com objetivo obter principios do
méximo em variedades completas ndo compactas, tais como [3, [4] [6], 12} [31].

Em especial, o presente trabalho estende o principio do maximo em varieda-
des riemanniandas com crescimento de volume prescrito, presente no trabalho de Alias,

Caminha e Nascimento (cf. [4]). Nesse artigo, é provado o seguinte resultado:

Teorema 1.1 (Alias-Caminha-Nascimento). Sejam M uma variedade riemanniana co-
nezxa, orientada, completa e nao compacta, X € X(M) um campo vetorial limitado em
M, com | X| < ¢, e K um subconjunto compacto de M tal que M\ K € estdvel sob o fluxo
de X. Suponha que f € C*(M) € tal que (Vf, X) >0 em M edivX > af em M\ K,
para alguma constante a > 0.

(a) Se M tem crecimento de volume polinomial, entio f <0 em M \ K.

(b) Se M tem crecimento de volume exponencial, digamos como €, entdo f < L em

M\ K.

Assim, a presente tese é motivada por dois objetivos principais: estender o
Teorema [1.1] e mostrar suas aplicacoes em diversos contextos. Com isso, as Secoes 3.1
e 4.2 buscam obter o primeiro objetivo, enquanto as Secoes 3.2 e 4.3 e o Capitulo 5
procuram atender o segundo objetivo.

No Capitulo 3, inicialmente estendemos o Teoremall.T] fazendo com que K seja
somente um conjunto fechado ao invés de compacto e tomando a como uma fungao suave
e positiva tal que (Va, X) > 0 em M. O outro teorema principal dessa segao é o Teorema
, no qual se obtém um principio do méximo para o caso em que | X| < cp*, onde ¢ é uma
constante positiva, k € [0,1] e p = d(o, -) é a distancia riemanniana de origem em o € M.
As conclusoes desse teorema sao semelhantes as conclusoes do Teorema [1.1] exceto em
dois casos. O primeiro é quando M tem crescimento de volume polinomial, como t", e

k =1, quando se obtém f < ¢ como conclusao. O segundo caso ocorre quando M tem



crescimento de volume exponencial e | X|(z) — 0 a medida que p(z) — +00, quando se
obtém f < 0 como conclusao.

Como consequéncias iniciais desses principios do méximo, obtemos aplicagoes
diretas para solucoes e subsolucoes de algumas EDPs em M, incluindo uma extensao de
resultados cléssicos de Cheng e Yau [I5] (veja os Coroldrios[3.6)e[3.7)), além de mostrar que
funcoes harmonicas, sob certas circunstancias envolvendo o tensor de Ricci e Hessiano,
sao constantes. Obtemos, ainda, resultados de certa forma relacionados a teoremas de
Fischer-Colbrie e Schoen [19] (veja os Corolarios 3.9, [.10] .11 e [3.12).

Na segunda sec¢ao do Capitulo 3, apresentamos aplicagoes dos principios do

maximo obtidos na se¢ao anterior a resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies imer-
sas em variedades riemannianas munidas de campo vetorial conforme fechado. Nessa
parte, procuramos estender resultados obtidos em [3] e [4]. Inicialmente, consideramos
os casos onde o operador de Weingarten é nao positivo ou nao negativo (Teorema .
Outro resultado envolve como hipdteses a nao negatividade de uma pertubacao do ope-
rador de Weingarten por um miltiplo da identidade, além de uma estimativa envolvendo
o tamanho de uma fungdo suporte na hipersuperficie (Teorema . Posteriormente,
analisamos o caso em que a variedade ambiente é Einstein, o operador de Weingarten é
limitado e uma certa estimativa do tamanho de uma funcao suporte na hipersuperficie é
satisfeito (Teorema . Obtemos, ainda, dois resultados de rigidez quando a variedade
ambiente possui curvatura seccional constante e uma certa funcao suporte satisfaz esti-
mativas envolvendo as r-ésimas transformacgoes de Newton (Teoremas e[3.41). Para
cada um desses resultados, obtemos corolarios ao trocar o campo conforme fechado por
um campo paralelo, e discutimos exemplos envolvendo hipersupeficies de R"*! e H"*!.
No Capitulo 4, consideraremos M™ uma variedade riemanniana e uma funcao
suave 0 : M™ — R e designaremos a variedade com peso M associada a M" e o como a
tripla (M", g,dpu = e=?dM), onde dM denota o elemento de volume usual e g é o tensor
métrico de M". Nesse ambiente, podemos estender a definicao de alguns operadores,

conforme é mostrado em [34]. O tensor de Bakry—Emery—Ricci ¢ dado por
Ric, := Ric + Hess o.
A o-divergéncia de um campo vetorial X € X(M) é dada por
div,(X) = e’div(e 7 X) = div(X) — (Vo, X),
logo, o o-laplaciano de uma fungao f € C>°(M) é dado por:

Ao f = divy(Vf) = Af — (Vo, V).
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Além disso, volume com peso de um dominio limitado €2 de M é dado por:

vol, (€2) :/e_”dM.
Q

O objetivo princial deste capitulo é estender os resultados obtidos no capitulo
anterior, a respeito do principio do maximo, para variedades com crescimento de volume
prescrito, alterando a informagao de volume usual para volume com peso.

Na segunda secao do Capitulo 4, obtemos o resultado mais abrangente a res-
peito do principio do maximo para variedades com crescimento de volume prescrito, con-

forme motrado no teorema a seguir.

Teorema 1.2. Sejam M uma variedade riemanniana conezxa, orientada, completa e nao
compacta, o € C*°(M) uma fun¢ao suave, X € X(M) um campo vetorial em M e K um
subconjunto fechado (possivelmente vazio) de M tal que M \ K seja estdvel sob o fluxo
de X. Considere p = d(-,0) a distancia riemanniana de origem em o € M e constantes
c>0,0<k <1 Suponha que |X| < cp* fora de algum subconjunto compacto de
MseO0 < k<1 e|X| <cemM sek =0. Suponha que f € C°(M) seja tal que
(Vf£,X)>0em M ediv, X > af em M\ K, para alguma fungdo positiva a € C*(M)
tal que (Va, X) > 0. Assim, temos duas situagoes:

(a) M, tem crescimento de o-volume polinomial: se k < 1, entdo f <0 em M\ K. Se

k=1 e M, tem crescimento de o-volume como t", entao f < .
(b) M, tem crescimento de o-volume exponencial, digamos como €’t: se k = 0, entdo

fg% em M\ K. Se |X|(z) = 0, quando p(x) — +o0, entio f <0 em M\ K.

Observe que o Teorema abrange os principios do méaximo obtidos anteri-
ormente, quando consideramos o peso ¢ = (0. Com isso, a intencao de separar os casos
com e sem peso tem o intuito de mostrar as aplicagoes de forma mais didatica, podendo
interessar, separadamente, tanto aqueles que buscam resultados apenas para variedades
riemannianas quanto aqueles que buscam resultados envolvendo variedades riemannianas
com peso. Além disso, mostra de que forma esses resultados foram obtidos, ao apresenta-
los de acordo com a ordem que forma concebidos cronologicamente.

Na terceira segao do Capitulo 4, apresentamos aplicagoes dos principios do
maximo, para variedades com crescimento de volume com peso prescrito, semelhantes
aquelas obtidas na segunda secao do Capitulo 3. Alguns resultados envolvendo variedades
com crescimento de volume exponencial puderam ser reobtidos ao transformar tais varie-
dades em variedades com crescimento de o-volume polinomial, a partir de uma fungao peso
o adequada, conforme mostrado nos Corolérios [4.23] [£.30], [4.35], [4.41] e [£.44] Além disso,

essa secao possui uma aplicacao envolvendo sélitons de Ricci gradiente, que sao variedades

que possuem uma fung¢ao suave o e uma constante A tal que Ric+Hess o = A(, ), conforme

¢ mostrado no Teorema |4.36, Para cada teorema dessa se¢ao, mostramos aplicacoes em
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exemplos envolvendo hipersupeficies de R*+1, H**!, R™ x Sk e R™ x HF.

Finalmente, no Capitulo 5 estudamos problemas relacionados a geometria de
hipersuperficies imersas em espacos de Lorentz. O estudo dessas variedades vem crescendo
nas ultimas décadas, principalmente por suas aplicagoes a modelos de universo no campo
da Fisica, como aparece no livro [I§]. Do ponto de vista matematico, estamos interessa-
dos em obter a rigidez de hipersuperficies tipo-espaco de variedades lorentzianas munidas
de campo vetorial conforme fechado. Nesse sentido, estudamos trés ambientes lorentzi-
anos ao longo de trés segoes, que sao as variedades semi-riemannianas conformemente
estacionarias, os espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados e os espagos-tempo
pp-wave.

Na primeira secao do Capitulo 5, estudamos resultados relacionados a varie-
dades conformemente estacionarias, que sao variedades lorentzianas orientaveis munidas
de um campo conforme tipo-tempo globalmente definido. Em particular, os teoremas
principais dessa secao sao obtidos quando os campos conformes em questao sao fechados.
O primeiro resultado de rigidez é obtido através de estimativas envolvendo o operador de

Weingarten e o campo conforme fechado, como enunciado a seguir.

Teorema 1.3. Seja M wma variedade lorentziana orientada conformemente estdciond-
ria, munida com um campo conforme fechado K tipo-tempo cujo fator conforme € ¢. Con-
sidere o : X" — M”H, uma 1mersao isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa,
orientdvel, completa e nao compacta em M. Sejam N um campo normal unitdrio a ¥ em
M, tal que o operador Ay := A+ ¢/|K|I é ndo negativo, onde A é o operador de Wein-
garten na dire¢io de N e I o operador identidade. Assuma, ainda, que K (tr(Ay)) > 0
em X, que K seja limitado e livre de zeros em X e
ng + | K|tr(As) + g > 0,

| K]
onde n = (N, K). Assim, temos duas situagoes:

(a) Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € % tal que O(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entao ¥ € uma folha da distribui¢do
(K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K|I.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no infinito e existe
p € 3 tal que O(p) = 0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbélico entre K e N, entdo ¥
é uma folha da distribuicio (K)* e é umbilica em M, com A = —¢/|K|I.

Outro teorema principal dessa secao é obtido quando o espaco ambiente tem
curvatura seccional constante, relacionando estimativas envolvendo a k-ésima transformagao

de Newton Py e o campo conforme fechado, como enunciado a seguir.

. —n+1 . . . , . L.
Teorema 1.4. Seja M uma variedade lorentziana orientada, conformemente estaciondria

e com curvatura seccional constante, munida com um campo conforme fechado K tipo-
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tempo, cujo fator conforme é ¢. Considere p : X" — Mnﬂ, uma 1mersao isométrica de
uma variedade tipo-espaco conexa, orientdvel, completa e nio compacta em M. Oriente
Y2 pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que ¥ tenha sequnda
forma fundamental A limitada, que, para algum k € {0,...,n — 1}, Py seja positiva
definida (respectivamente, negativa definida), que Ay := A+ ¢/|K|I seja nao negativa
(respectivamente, ndo positiva), que K seja limitada, livre de zeros e K" (tr(AyPy)) > 0

(respectivamente, K (tr(AyPx)) < 0) em ¥ e que valha a sequinte condigdo:

notr( ) >0

Ptr(Py) + tr(Ag Py ) [ K| + —xl =Y

(respectivamente,

otr(Py) + tr(AgPe)| K| + WTIT@ < 0)
onde n = (N, K). Assim, temos duas situagoes:

(a) Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € % tal que O(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entao ¥ € uma folha da distribuicdo
(K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K|I.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no infinito e existe
p € 3 tal que O(p) = 0, onde 0 € a funcdo angulo hiperbélico entre K e N, entdo ¥
¢ uma folha da distribuicio (K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K|I.

Além disso, essa secao também traz aplicacoes a respeito da geometria de
hipersuperficies tipo-espaco nos espacos de Lorentz-Minkowski L""!, em subespacos do
espaco de De Sitter ST e do espaco anti-De Sitter H?™, mostrados nos coroldrios ,

@7@7M>m7mamem.

Na segunda secao do Capitulo 5, estudamos resultados relacionados a espacos-

tempo de Roberson-Walker gereneralizados, conhecidos com GRW, que sao variedades
lorentzianas orientaveis construidas a partir de produtos warped do tipo —1 x, M", onde
I é um intervalo aberto real, M" é uma variedade riemanniana e o : I — R é uma funcao
suave positiva. Nesse caso, pd; ¢ um campo conforme fechado de fator conforme ¢’. Um
dos resultados principais dessa se¢ao é obtido a partir de estimativas da funcao altura de

uma hipersuperficie tipo-espaco imersa nesse GRW, conforme enunciamos a seguir.

Teorema 1.5. Seja M= —Ix, M} um espago-tempo GRW nao compacto, com fungao
peso o € C®°(M) tal que (Vo,9;) = 0. Considere ¢ : X" — —I x, M, uma variedade
tipo-espaco completa, nao compacta, orientada, com campo normal unitdrio N tipo-tempo

e situada no interior de uma faiza do produto warped com peso —I x, M. Suponha que
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exista uma constante real positiva \ satisfazendo a sequinte condi¢do:
h >suph — A(nH, + (In 0)'(h)),
s

onde h = myop € a fungao altura e n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se ¥ e M tém o-volume polinomial, entdo X" é uma fatia {t} x M".
(b) Se X e M tém o-volume exponencial e 3, tende a zero no infinito, entdo X" é uma
fatia {t} x M™.

Outro resultado principal dessa secao aparece quando consideramos estimati-
~ t . , . . .
vas envolvendo a fungao ((t) = fto odt em uma hipersuperficie tipo-espago imersa nesse

GRW, conforme mostramos a seguir.

Teorema 1.6. Seja M= —Ix, M} um espago-tempo GRW nao compacto, com fungao
peso o € C°(M) tal que (Vo,0;) = 0. Considere ¢ : X" — —I x, M™ uma variedade
tipo-espaco nao compacta, completa, orientada com campo normal unitario N tipo-tempo
e situada no interior de uma faiza do produto warped com peso —I x, M. Suponha que

exista uma constante real positiva \ satisfazendo a sequinte condicao:
¢ 2 sup ¢ — AnH, + (ne)' (),

onde f(t) = ftz o(s)ds, h = o € a fungdo altura, ((p) = é‘(h(p)), para todo p € 3, e
n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se 3 e M tém o-volume polinomial, entao X" é uma fatia {t} x M™.
(b) Se X e M tém o-volume exponencial e 3, tende a zero no infinito, entdo X" é uma
fatia {t} x M™.

O outro resultado principal dessa secao é provado quando o espaco em questao
é um espaco-tempo GRW estdtico, a que ocorre quando o produto warped é um produto

usual, ou seja, o = 1, conforme é enunciado a seguir.

Teorema 1.7. Seja M= I x M? um espago-tempo GRW estdatico nao compacto

com fungdo peso o € C*(M) tal que (Vo,0;) = 0. Considere p : X" — —I x M
uma variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada. Suponha que exista um
niumero real positivo \ tal que fzi/cg(N*, N*) > M\|[N*|?, onde a sequnda forma fundamental
A é limitada, n = (N,0;) € limitada, N* = N + no; e 0,(H,) < 0. Assim, temos duas
situacoes:

(a) Se ¥ e M tém o-volume polinomial, entdo X" € totalmente geodésica e uma fatia

{t} x M™.
(b) Se ¥ e M tém o-volume exponencial e 9 tende a zero no infinito, entdo X" é

totalmente geodésica e uma fatia {t} x M™.
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Por fim, a terceira secao do Capitulo 5 traz aplicagoes relacionadas a espacos-
tempo pp-wave, que sao variedades lorentzianas orientaveis, munidas de um campo pa-
ralelo tipo-luz globalmente definido. Esses espagos pertencem a uma classe de solucoes
exatas das equagoes de campo de Einstein em condigoes especificas, conforme mostrado
no Capitulo 24 de [2I]. O termo espago-tempo pp-wave é uma abreviagdo do termo em
ingleés spacetimes of plane-fronted gravitational waves with parallel rays, e o estudo de tais
espagos foi iniciado em 1925, com Brinkmann [11].

Para provar os resultados principais dessa se¢ao, precisamos supor que o espaco
ambiente tem crescimento de volume polinomial e que satisfaz a condicao de convergéncia,
conhecida como TCC, do termo em inglés Timelike Convergence Condition. A seguir,

enunciamos tais resultados principais.

Teorema 1.8. Sejam m um espaco-tempo pp-wave com um campo vetorial paralelo
tipo-luz & e satisfazendo a condigcao TCC, e ¢ : X" — M uma hipersuperficie tipo-
espaco conexa, completa, nao compacta com crescimento de volume polinomial e com
sequnda forma fundamental limitada. Escolha um campo vetorial normal unitdrio N tipo-
tempo ao longo de ¥, cuja curvatura média H satisfaz €T (H) < 0. Se a fungdo suporte
n = (N, &) élimitada e Ric(N, N)+|AJ*> ¢ (0,¢), para algum ¢ > 0. Entdo, ¥ € totalmente

, . =—5n+1 . S n+1 . ~ , - .
geodésica em M~ e a curvatura de Ricci de M~ na direcao de N € identicamente nula.

Teorema 1.9. Sejam M um espaco-tempo pp-wave com campo vetorial paralelo tipo-
luz & e satisfazendo a condigao TCC, e ¢ : X" — M uma hipersuperficie tipo-espaco
conexa, completa, nao compacta e com crescimento de volume polinomial. FEscolha um
campo vetorial normal unitdrio N tipo-tempo ao longo de ¥, com operador de Wein-

garten ndao positivo (respectivamente, ndo negativo) e com curvatura média H satisfa-
zendo €T(H) < 0. Se em ¥ as fungoes H, [VH| e n = (N,&) forem limitadas, entdo

s

—n+tl . . T
p: X" — M"" ¢ totalmente geodésica, n € constante e a curvatura de Ricci de M ¢

identicamente nula na direcao de N.

Teorema 1.10. Seja M um espaco-tempo pp wave com campo vetorial paralelo tipo-
luz & e satisfazendo a condicao TCC, e p : X" — M uma hipersuperficie conexa,
completa, nao compacta, tipo-espaco e com crescimento de volume polinomial. FEscolha
um campo vetorial normal unitario N ao longo de X, e suponha que ¢ tenha curvatura
média H satisfazendo €T (H) < 0 e operador de Weingarten limitado em rela¢io a N.
Suponha, ademais, que as sequintes condicoes sejam satisfeitas:

(i) n=(N,&) € tal que —oco < infyn < n <supyn < 0.

(ii) Ewiste uma constante C > 0 tal que C' - Ric(N, N) > (Sugﬂ — 1>.

(iii) 2| AL < |APIET .

Entao, ¢ € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na direcao de N é

identicamente nula.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, veremos algumas defini¢oes e resultados que servirao de base

para o restante do trabalho.

2.1 Crescimento de volume

Para discutir estimativas de crescimento de volume, precisaremos da definicao

a seguir.

Defini¢ao 2.1. Dadas fungées f, g : [a, +00) = R, se ezistirem M >0 e a € R tais que
g(x) >0 e |f(x)] < M- g(z), para todo x > a, dizemos que f(x) é "O”grande de g(x) e

denotamos

Em outras palavras, estamos dizendo que o quociente f(z)/g(z) é limitado para x > a.

Observacao 2.2. Para essa defini¢ao, € fdacil ver que as sequintes propriedades $ao
vdlidas:

i) A equacao f(x) = h(z)+ O(g(z)) significa que f(x) — h(zx) = O(g(x)).

ii) Se f e g forem continuas f(t) = O(g(t)) parat > a, entdo

/j fBdt =0 (/axg(t)dt)
para z > a.

iii) Se f(x) = O(g(x)) para x > a e h(x) = O(g(x)) para x > b entao f(x) + h(zx) =
O(g(z)) para x > ¢ = max{a, b}.
i) Se quisermos dizer que uma funcdo f € limitada, podemos escrever f(x) = O(1)
para todo x em seu dominio.
Consideremos M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
nao compacta. Denotemos por B(p,t) a bola geodésica centrada em p e com raio t. Dada
uma fungao x : (0,400) — (0, +00), dizemos que M tem crescimento de volume como

X (t) se existir p € M tal que

vol(B(p,t)) = O(x(t))

quando t — 400, onde vol denota o volume riemanniano.
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Se p,q € M tém distancia d um do outro, nao é dificil ver que

vol(B(p, 1)) _ vol(B(g,t —d)) x(t—d)

Xt x(t=d X(t)

Dessa forma, a escolha do ponto p € M ¢ irrelevante para determinar o crescimento de
volume da variedade. Com isso, diremos que M tem crescimento de volume polinomial
quando o volume de suas bolas geodésicas puderem ser estimados por algum polinomio. Da
mesma forma, diremos que M tem crescimento de volume exponencial quando o volume

de suas bolas geodésicas puderem ser estimados por uma funcao do tipo x(t) = €, com

8> 0.

Exemplo 2.3. As variedades R™ e H", com n > 1, possuem formas polares, dadas por
R* =R x; S" 1 e H* = R Xgnnt S" ', e métricas canonicas dadas, respectivamente, por
dsk, = dr? + 7“2ds§n,1 e dsk, = dr* + sinh? r dsgn,l. Dados p € R" e q € H", tem-se:

t
volg (B(p. 1)) = wa_s / Py — O
0
quando t — 400 e
t
volgn (B(gq,t)) = wn_l/ sinh" ' r dr = O(e"™ V),
0

quando t — +o0o. Aqui, w,_1 = vol(S"™1). Logo, R™ possui crescimento de volume

polinomial e H" possui crescimento de volume exponencial.

2.2 Transformacgoes de Newton

Ao longo dessa secao, considere M™! uma variedade riemanniana e ¢ : X" —
M™! uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana orientdvel X" em M"L
Denote por V e V as conexoes de Levi-Civita de ¥ e M™+!, respectivamente. Oriente ¥"
pela escolha de um campo normal unitario NV e denote por A o operador de Weingarten
na direcio de N, isto é, A4 : X(X) — X(X) é dado por AX = —VyX, para X €
X(X). Doravente, resumimos esse contexto e notagao dizendo simplesmente que X" é
uma hipersuperficie orientdvel de M™1,

A r-ésima transformagao de Newton, T, : X(X) — X(X), é definida recursiva-

mente por:

To=1¢ T,=S1—AT,_,, 1<r<n,
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onde I denota a identidade em X(X) e S,(p) denota a r-ésima soma simétrica elementar
dos autovalores de A, para cada p € X.

E facil verificar, através de inducao, que:
T, =S50 — S 1A+ -+ (=115 A 4 (—1)" A"

Em particular, T,, = pa(A), onde ps é o polinémio caracteristico de A, de forma que
T, = 0, pelo Teorema de Cayley-Hamilton.

Uma vez que A é autoadjunto e T, é um polinomio em A, toda base que
diagonaliza A diagonaliza T,.. Usando esse fato e o que vimos anteriormente, nao é dificil

verificar que, para 1 < r < n, obtém-se:

tr(7,) = (n—r)S,,
tr(AT,) = (r+1)S,q, (1)
tr(A*T,_1) = SiS, — (r+1)S.41.

Definicao 2.4. Sejam X" wma hipersuperficie conexa e orientdvel de M™t. Definimos

o divergente da r-ésima transformacao de Newton por
divy T, = tr (VT,),
onde
(VxT,)Y =Vx(T,Y)-T.(VxY),

para quaisquer X, Y € X(X).

O lema a seguir foi demonstrado, por caminhos distintos, na Sec¢ao 3 de [2] e
no Capitulo 2 de [22].

Lema 2.5. Sejam X" uma hipersuperficie conexa e orientdvel de M™t, T. a r-ésima
transformacdo de Newton e R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) o tensor de Riemann de
M. Orientando %" por um campo normal unitdrio N e tomando um referencial ortonor-

mal local {E;}?_, em X", temos, para todo campo vetorial X € X(X%),

(divs Ty, X) = ZZ R(N,T,_,;E;)E;, A X).

7j=1 =1

Corolario 2.6. Nas notacoes acima, se o espaco ambiente M" ! tiver curvatura seccional

constante, entao divsT, = 0 para cada 0 < r < n.
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2.3 Variedades semi-riemannianas

Em tudo o que segue, V' denota um espaco vetorial real de dimensao finita.
Uma forma bilinear simétrica (,) : V x V — R é dita:
(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V'\ {0}.
(b) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0}.
(¢) Nao degenerada, quando (v,w) = 0 para todo w € V' implica v = 0.

Se (, ) é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subspago W de V' é dito nao
degenerado se (,)|wxw for ndo degenerada. Além disso, o indice de uma forma bilinear
simétrica é a maior dimensdo de um subspago W de V tal que (,)|wxw seja negativa
definida. Dados uma forma bilinear simétrica (,) sobre V' e um subespago W de V,

definimos o complemento ortogonal de W em V', denotado por W+, por
Wt ={veV;(v,w) =0;Ywe W}

O lema enunciado a seguir é provado em [28] e revela propriedades importantes

de formas bilineares simétricas.

Lema 2.7. Seja (,) uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de dimensdo
finita V, e W um subespago de V. Entao
(a) (,) € ndo degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma base de V
for invertivel.
(b) Se W ¢é nao degenerado, entdo dim(W) + dim(W+) = dim(V) e (W)t =W.
(c) W € nao degenerado se, e somente se, V=W & W,

Fixada uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada (,) sobre um espago
vetorial V| dizemos que v € V' \ {0} é:

(a) Tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
(b) Tipo-luz, quando (v, v) = 0;
(¢) Tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Além disso, definimos o que significa para um subespaco nao degenerado W
de V' ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V' \ {0} néo for tipo-luz, define-se o
sinal €, € {—1,1} de v por

(v, v)
{0, v}

Ep =

Ademais, a norma de v € V' é |v| = y/g,(v,v), e v é unitario se |v| = 1. Temos

que V admite uma base ortonormal {e;} com respeito a (, ), ou seja, tal que (e;, €;) = €;5;;.
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Assim, v € V' pode ser representado com respeito a uma tal base {e;} por
v = Zsz(v,ei}.

Definicao 2.8. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é um 2-tensor
covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € ndao degenerada para todo p € M. Uma
variedade semi-riemanniana M é um par (M, g), onde M € uma variedade diferencidvel
e g={(,) é um tensor métrico de indice v constante sobre M. Quando o indice v de M
¢ 0, M ¢ simplesmente uma variedade riemanniana, quando v =1, M é denominada em

variedade de Lorentz (ou espago-tempdﬂ).

Exemplo 2.9 (Espago semi-euclidiano). R? denota o espago semi-euclidiano de dimensao
n e indice v, tais que n > v + 1 > 2, isto €, o espaco vetorial real R™ munido com a

métrica semi-riemanniana

(,)= —zyjda:?—k 2”: da,
i=1

j=v+1

onde (x1,...,%,) sGo as coordenadas canonicas em R™. Além disso, o espago semi-

euclidiano R} € denotado por L™ e é conhecido como o espago de Lorentz-Minkowski.

2.4 Imersoes isométricas em variedades semi-riemannianas

Sejam Y™ M"™ variedades semi-riemannianas (onde a primeira, em alguns
contextos, serd uma variedade riemanniana) orientaveis e ¢ : ¥™ — M™ uma imersao
isométrica. Em particular, se m = n — 1, entao ¥ é uma hipersuperficie de M. Vale
mencionar que, se X for uma variedade riemanniana e for uma hipersuperficie de uma
variedade lorentziana M, entao X é dita uma hipersuperficie tipo-espaco.

Doravante, denotaremos V e V as conexoes de Levi-Civita de ¥ e M, respecti-
vamente. Para todos X,Y € X(X), tem-se VxY = (VxY)T, onde o T sobrescrito denota

componente tangente. Assim,
VxY =VxY +a(X,Y),

onde a : X(X) x X(X) — X*H(X) é a segunda forma fundamental (vetorial) de v. Seja

N um campo normal unitario de ¥ em M. Uma vez que « é C(X)-bilinear e simétrica,

'Em verdade, entre os matematicos hd um uso indevido desse termo. Dentre as variedades de Lorentz,
somente aquelas que sao solucoes para as equacoes de Einstein sao chamadas de espacos-tempo.
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definindo
(ANX,Y) = (a(X,Y), N),

obtemos um campo Ay : X(X) — X(X) de operadores lineares autoadjuntos Ay, : 7,3 —
T,Y, para p € X, denominado o operador de Weingarten na direcio de N em p. E
imediato verificar que AyX = —(VxN)'. No caso em que ¥ é uma hipersuperficie de

M, temos
Ay = —VxN, a(X,Y) =eny(AyX,Y)N,
e denotamos, Ay por A, sempre que nao houver perigo de confusao.

Exemplo 2.10. As variedades semi-riemannianas S!(c) e H"(¢) sdo dadas por

n+1
1
S’j(c)z{(a:l,.. ,Tny1) € ROTL Za: + Z 5 :E}’ (c>0)

Jj=v+1

v+1 n+1
1
HZ(C):{(xla---amn-i-Q Zi%a Z$ + Z €T, :E}v (C<0)‘

j=v+2

Esses espagos sao completos e de curvatura seccional constante ¢ (veja [1f ou [28]). Os
espagos St (c) e H!(c) sdo chamados de semi-esfera e semi-hiperbdlico, respectivamente.
E possivel mostrar (veja [28]) que S™(¢) € difeomorfo a R” x " e H(¢) € difeomorfo a
S¥ x R"™". Esses espacos sao conhecidos como formas espaciais semi-riemannianas. Em
particular, o SP(1) é conhecido como espago de De Sitter e H}(—1) como espago anti-De
Sitter.

Para finalizar essa secao, iremos definir e mencionar alguns resultados a res-
peito de Trasnformagcoes de Newton no contexto lorentziano, relativamente a hipersu-
perficies tipo-espaco. Considere M uma variedade lorentziana, ou seja, uma variedade
semi-riemanniana de indice 1, orientavel, munida com um campo vetorial tipo-tempo glo-
balmente definido, e ¢ : ¥" — M uma imersio suave tal que X" é uma hipersuperficie
tipo-espago em M Assim, existe um campo vetorial normal unitario tipo-tempo N,
globalmente definido em ™. Denote por A o operador de Weingarten na diregao de
N. Para cada 1 < k < n, k € N, denotamos por S, : X" — R a funcao suave
que associa para cada p € " a k-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de

A, : T,X — T,%. Nesse sentido, a k-ésima transformacao de Newton de 1) em relacao a
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N, denotada Py : X(X) — X(X), é definida recursivamente por:
Py=1 e P,=(—1)fS ] —AP,_1, 1 <k <n.
E facil verificar, através de inducao, que:
Py = (1" (Sp — Sp_1A+ SpoA® — - 4+ (1) 15 A 4 (—1)FAF)

Em particular, P, = pa(A), onde ps é o polinémio caracteristico de A, de forma que
P, =0, pelo Teorema de Cayley-Hamilton.

Uma vez que A é autoadjunto e P, é um polinomio em A, toda base que
diagonaliza A diagonaliza P,. Usando esse fato e o que vimos anteriormente, nao é dificil

verificar que, para 1 < k < n, obtemos:

tr(Py) = (—1)"(n —k)S,
tI‘(APk) = (—1)k(l€ + 1)Sk_|_1,
tr(A%P,) = (=1)*(S1Ski1 — (k4 2)Skya).

Para 0 < k < n, a k-ésima curvatura média Hj de X é definida por

(Z) Hy, = (—1)FS,.

Nesse caso, H; é chamada simplesmente de curvatura média de ¥ e denotada por H.

. -~ . . L. R R , —n—+1
Definicao 2.11. Sejam X uma hipersuperficie tipo-espaco conexa e orientdvel de M~ |
uma variedade lorentiziana orientdvel, e Py a k-ésima transformacao de Newton relativa-
mente a um campo normal unitario tipo-tempo N, globalmente definido em X. Definimos

o divergente da k-ésima transformacdao de Newton por
divy P, =tr(VP),
onde
(VxPB,)Y =Vx(PRY)-T,(VxY),

para quaisquer X,Y € X(X).

O lema a seguir foi demonstrado na Segao 3 de [2] e no Capitulo 2 de [22] por

caminhos distintos.

Lema 2.12. Sejam X" uma hipersuperficie tipo-espago conexa e orientdvel de Mnﬂ, uma

variedade lorentiziana orientdvel, e Py a k-ésima transformacao de Newton relativamente
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a um campo normal unitdrio tipo-tempo N, globalmente definido em %, e R : X(M) x
X(M)xX(M) — X(M) o tensor de Riemann de M. Tomando um referencial ortonormal
local {E;}!, em X", temos, para todo campo vetorial tangente X € X(X), que

k n

(divePe, X) =Y > (R(N, P j E;)E;, A7 X).

=1 =1

Corolario 2.13. Nas notagoes do lema anterior, quando o espaco ambiente M tem

curvatura seccional constante, entao divs Py = 0 para cada 0 < k < n.
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3 PRINCIPIOS DO MAXIMO RELACIONADOS AO CRESCIMENTO DE
VOLUME

Neste capitulo, estudaremos extensoes do principio do maximo relacionado ao

crescimento de volume obtido em [4] bem como algumas aplicagoes.

3.1 Sobre o principio do maximo I

Em tudo o que segue, M denota uma variedade riemanniana orientada, com-
pleta e nao compacta.

Para os préximos resultados convém recordar que o campo vetorial X na va-
riedade riemanniana M é dito completo se seu fluxo {¢,} for globalmente definido. Além
disso, nesse caso, um subconjunto €2 de M é estdvel sob o fluzo de X se 14(2) C 2 para
todo t > 0. Em particular, isso sempre é verdade quando € = (.

Nosso primeiro resultado estende o Teorema 2.1 de [4]. Enquanto naquela
versao era pedido divy/(X) > af, com a um nimero real positivo, nessa pedimos que a

seja uma funcao de classe C*(M), positiva e tal que (Va, X) > 0.

Teorema 3.1. Sejam M uma variedade riemanniana conezxa, orientada, completa e nao
compacta, X € X(M) um campo vetorial limitado em M, com |X| < ¢, e K um subcon-
gunto fechado de M tal que M \ K € estdvel sob o fluxo de X. Suponha que f € C*(M)
seja tal que (Vf, X) >0 em M edivX > af em M\ K, onde a € C*(M) € positiva e tal
que (Va,X) >0 em M.

(a) Se M tem crecimento de volume polinomial, entio f <0 em M\ K.

(b) Se M tem crecimento de volume exponencial, digamos como €, entdo f < % em
M\ K.

Observagao 3.2. Apesar da demonstracao desse resultado ser bastante similar aquela
do Teorema 2.1 de [{|], nds a apresentamos para deizar claro o uso das hipdteses mais

genéricas sobre a funcao a.

Demonstra¢ao. Suponha que exista um ponto p € M \ K tal que f(p) > o > 0 e
B=DB(p,r) CCAy={r e M\ K; f(x) > a}.

Como | X| é limitado e M é completa, o fluxo ¢, de X esta definido para todo
t € R. Entao, podemos tomar a fungao suave ¢ : [0, +00) — (0, +00) pondo

o(t) = vol(4u(B)) = /

Yi(B

dM = “(dM).
an /B@MM)
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Uma vez que B é compacto, temos

d d
¢'(to) = -

v = L / O (dM)

dt t=0 /1/1t+t0(3) dt t=0 J i, (B) :

_ / 4l yram) = / div(X)dM. 2)
¢t0(3) dt

wto (B)
Além disso, como

t=0

d
Zi (@) = (Vf.X) 0,

temos para r € A,, que

fWu(2)) = f(o(x)) = f(x) > a,

para todo t > 0. Como M \ K é estével sob o fluxo de X, tem-se ¢,(A,) C A,, para todo
t>0.

Usando o fato de div(X) > af em M \ K, o resultado em e o fato de que
Yi(B) C Y(As) C Ay € M\ K, obtemos

o' (t) = /wt(B) div(X)dM > /pt(B) afdM > a/¢t(3) adM = og/B(a o )W (dM),  (3)

para todo t > 0.

Sejam a : [0, +00) x M — R dada por a(t,z) = a o ¢y(x) e, para todo = € M,
az : [0,+00) — (0,00) tal que a,(t) = a(t,z). Temos a € C([0,+o00) X M) e a, €
C'([0, +o0)) para todo = € M. Além disso,

d _ d
La(t) = Saldi(@) = (Va, X) 2 0.

Com isso, a, é uma funcao nao decrescente para todo x. Ademais, como B é compacto,

inf,epa(x) = min, g a(x) = a > 0. Dessa forma, para todo = € B, temos

(@ogh)(z) = au(t) > 6:(0) = a(z) > a

Usando esse resultado e a desigualdade (3)), obtemos

o' (t) > a/B(a o Py )y (dM) > O@/w - dM = aad(t),

para todo t > 0. Em particular, se t > 0, entao ¢/(t) > 0, uma vez que ¢(0) = vol(B) > 0
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¢'(s)

para todo t > 0. Integrando a inequacao 35 > aq ao longo do intervalo [0, t], segue que
$(t) > vol(B)e*, (4)

para todo t > 0.
Seja d(x,4(x)) a distancia riemanniana entre x e ¥(z). Como |X| < ¢,

obtemos

Az, dn(x)) < / Ly ()| ds = / X (s(2))ds < ct.

Por outro lado, para todo x € B, temos

d(p,vr(x)) < d(z,¢e(x)) + d(p,x) < ct+.
Dessa forma, ¢;(B) C B(p, ct + r) para todo ¢ > 0. Com isso e de (4)), obtemos:
vol(B(p,ct + 1)) > vol(¢(B)) = ¢(t) > vol(B)e2™,

para todo t > 0. Por uma mudanca linear de variaveis, sabemos que existe uma constante

C > 0 tal que:

aat

vol(B(p,t)) > Ce <, (5)

para todo t > r.

Agora, se M tem crescimento de volume polinomial, entdo (5) nao pode ser
verdadeira para todo ¢ > r. Portanto, nossa suposic¢ao inicial de que existiria p € M \ K
tal que f(p) > a > 0 nos conduz a uma contradi¢do, seja qual for o valor de a > 0.
Assim, nao existe p € M \ K tal que f(p) >0, logo, f <0em M \ K.

Por outro lado, se M tem crescimento de volume exponencial, digamos como
%, pois, se isso ocorresse, existiria p € M \ K
tal que f(p) > L. Com isso, tomando o € R tal que f(p) > a > -2

a(p)’ a(p)
E,={zre M\ K; f(z)>a> %}, terfamos E, aberto (pois é a interse¢ao dos abertos

eP, entdo f nao pode ser maior que

e fazendo

[ Ha,400) e (%)71 (—o0,@)) e nao vazio, uma vez que p € E,. Refazendo toda a
construcao dessa demonstragao, podemos tomar B = B(p,r) CC E, e a = min, g a(x)

(por ser o minimo no conjunto B C E,, observe que a > ﬁ); entao, terlfamos novamente

a
a estimativa . Mas, como M tem crescimento de volume do tipo e, deverfamos ter
cp

a(z)’

B> %2, ou seja, a < %, contradizendo nossa hipétese. Portanto, f(z) < para todo
reM\K.

O

O préximo é apresentado no preprint [27].



26

Proposicao 3.3. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
nio compacta e X € X(M) um campo vetorial em M, com |X| < cpk fora de algum
subconjunto compacto K de M, onde ¢ >0, 0 <k <1 e py = d(-,0) denota a distincia
riemanniana de um ponto fizado o. Sejam 1y o fluxo de X et ~(t) a fun¢ao compri-
mento de arco de x a Y(x), para algum x € M. Entdo, X é um campo vetorial completo
e:

(a) Se k=1, entdo v(t) < A(e® — 1) para todo t > 0 e alguma constante A > 0.

(b) Se 0 <k <1 ep(r)) = +oo quando t — 400, onde p = d(-,z), entdo existem

t1 >0 e C >0 tais que y(t) < C’tﬁ, para todo t > ;.

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que X é um campo vetorial completo. Seja
(a,b) o intervalo maximal de defini¢do da curva integral ¢ — (). Se |X| < cpk fora de
um compacto K e m = supy |X|, temos pela desigualdade triangular que | X (¢,(z))| <
c(p(y(z)) + d)* +m em M, onde d = py(z).

Para0<t<be0< k<1, temos:

V(1) = [X(Ws(@)] < clp(tn(x)) + d)F +m < c(v(t) + d)* +m. (6)

ct

Para k = 1, multiplicando /() < ¢(v(t) + d) +m por um fator de integragdo e~ e

integrando ao longo do intervalo [0, ], temos:
() < (d+c'm)e? — (d+ ¢ 'm).

Se b é finito, a curva ¥;(x) estd contida em alguma bola geodésica, para todo 0 < ¢ < b.
Uma vez que M ¢é completa, as bolas geodésicas sao compactas, contradizendo o Lema
da Curva Divergente. Dessa forma, b = +00. Podemos concluir o mesmo resultado para
a = —oo mudando X por —X. Por fim, com A = d + ¢~ 'm, concluimos o item (a).

Para k € [0,1), temos, por hipdtese, que (t) ndo é menor que 1 para todo

t > 0. Assim, podemos supor que y(t) > 1 para ty < t < b, e segue de @ que:
V(1) < c(v(t) + d)F +m < c(y(t) + d) + m.

Podemos, pois, aplicar o mesmo argumento usado anteriormente para mostrar b = +00.
Dessa forma, para todo k € [0, 1], temos que X é completo.

Para k € [0,1), dado ¢ > ¢, temos a partir da hipétese sobre X que |X| < ¢p”
fora de algum conjunto compacto. Consequentemente, uma vez que lim;_, p(¢(x)) =

400, existe ty tal que

V(1) = X (¢(2))] < Tp(the(2))* < Ty(t)*
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para todo t > ty. Integrando a desigualdade Jég,)ﬁ < ¢ ao longo de [to, t], temos

Y()'F <E(1 = k)(t —to) + (o) " <E(1 — k)t + y(to) "

Tome t; > 0 tal que ¢(1 — k)t > (o) % para todo t > ;. Assim, para todo t > t;, temos
()1 F < 2¢(1 — k)t, de sorte que

y(t) < (26(1 — k))TF LT
Basta, entao, fazer C' = (2¢(1 — k))ﬁ
O

De posse da proposicao anterior, obtemos mais um teorema que estende o
principio do maximo para variedades com crescimento de volume prescrito. Nesse caso,
as hipdteses se concentram no comportamento do campo vetorial X de M, conforme o

resultado a seguir. (Veja o preprint [27].)

Teorema 3.4. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta, X € X(M) um campo vetorial em M e K um subconjunto fechado (possivel-
mente vazio) de M tal que M \ K seja estdavel sob o fluxo de X. Considere p = d(-,0), a
distancia riemanniana de origem em o € M, e constantes ¢ > 0 e 0 < k < 1. Suponha
que | X| < cpt fora de algum subconjunto compacto de M se 0 < k <1, e |X| < ¢ em
M se k = 0. Suponha que f € C®°(M) € tal que (Vf, X) >0 em M ediv X > af em
M\ K, para alguma constante a > 0. Assim, temos duas situagoes:
(a) M tem crescimento de volume polinomial: se k < 1, entdo f <0 em M\ K. Se
k=1 e M tem crescimento de volume como t", entao f < =c.
(b) M tem crescimento de volume exponencial, digamos como €°': se k = 0, entdo
f< % em M\ K. Se |X|(z) — 0, quando p(x) — +oo, entio f <0 em M\ K.

Demonstragao. Suponha que exista um ponto p € M \ K tal que f(p) > 0 e escolha a e
r satisfazendo 0 < v < f(p) e B= B(p,r) CC Ay ={z € M\ K; f(z) > a}.

Como |X| é completo (conforme mostrado na Proposicao [3.3)), o fluxo v de
X esté definido para todo t € R. Assim, podemos tomar a fungao suave ¢ : [0, +00) —
(0, +00) pondo

o(t) = vol(y(B)) = /

Yi(B

dM = / Wi (dM).
) B
Uma vez que Bé compacto, temos

d
#(to) = —

/ M = div(X)dM. (1)
t=toy Y ¥:(B) Yt (B)
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Além disso, como

d
af(l/ft(l")) =(Vf,X) >0,

temos para r € A, que

fWu(2)) = f(o(x)) = f(x) > a,

para todo t > 0.

A partir dai, e tendo em vista que M \ K é estavel sob o fluxo de X, segue
que Yy (A,) C A,, para todo t > 0.

Usando o fato de div(X) > af em M \ K, o resultado em ([7)) e o fato de que
Yi(B) C(As) C Ay € M\ K dao

'(t) = di d d dM =
o' (t) /%(B) iv(X)dM > /wt(B) afdM > aa/ M = aag(t),

Yt (B)

para todo t > 0. Em particular, se t > 0, entao ¢'(¢t) > 0. Dessa forma, ¢(t) > ¢(0) =

vol(B) > 0 para todo t > 0. Integrando a inequagao % > aa ao longo do intervalo [0, ¢],

obtemos:
o(t) > Vol(B)e“at, (8)

para todo t > 0.
Denote por d(z, ¢y (x)) a distancia riemanniana entre x e ¢ (x). Se d(x, Y (x)) -
+00 quando t — 400, entdo existe L > 0 e uma sequéncia (t;);>1, com t; — 400, tal que

d(z, ¢y, (x)) < L.
Por outro lado, para todo x € B, temos

d(p, () < d(z, () + 7, (9)

Isso significa que ¢y, (B) C B(p,L + r) para todo i € N, e segue de a seguinte
desigualdade:

vol(B(p, L + 1)) > vol(¢,(B)) = ¢(t;) > vol(B)e .

Isso claramente nao pode ocorrer, uma vez vol(B(p, L + 1)) < +00 e vol(B)e* — 400
quando t; = +o00. Assim, d(z,¢:(z)) — 400 quando t — +oo.
Pela Proposicao [3.3] temos, caso 0 < k < 1,

d(xz, P (x)) < Ct™ (10)
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para m = ﬁ et >t > 0. Caso k =1, temos, também por aquele resultado,
A, Yul)) < Al —1). (11)

Para k < 1, tome C’ > C e ty > t; tais que C't" > Ct™ +r, para t > t5. Com

isso, segue de @, e que
vol(B(p, C't™)) > vol(B(p, Ct™ + 1)) > vol(vy(B)) = ¢(t) > vol(B)e*,

para todo t > t5. Por uma mudanca de variaveis, temos:

1-k

vol(B(p,t)) > vol(B)e(&) (12)

para todo t > ts.
Para k =1, tome A’ > Aet' > 0 tal que A'e® > A(e — 1) +r, parat >t
Como no caso anterior, segue de ({9), e (8) que

vol(B(p, A'e™)) > vol(B(p, A(e” — 1) + 1)) > vol(¢(B)) = ¢(t) > vol(B)e™,

para todo ¢t > t'. Por uma mudanca de varidveis, supondo ¢’ > A’, temos:

ac

vol(B(p, £)) > vol(B) (Ai) - (13)

para todo t > ts.

Analisemos, agora, os itens (a) e (b). Suponha que M tem crescimento de
volume polinomial. Se 0 < k£ < 1, entao nao pode ser verdadeira para todo t > t,.
Dessa maneira, a suposigao inicial de que f(p) > 0 para algum p € M \ K, nos conduz
a uma contradigao; logo, f < 0 em M \ K. No caso k = 1, se n < 2%, entao nao
pode ser verdadeira para ¢ > t'. Com isso, nao podemos ter f(p) > <, pois do contrario
poderiamos escolher a satisfazendo f(p) > o > <, isto é, n < 2.

Suponha que M tem crescimento de volume exponencial. Se k£ = 0, isto é,
| X| < ¢, entao

t

ds :/0 X (6 ()] ds < t.

A, r()) < /0 (@)

Assim, @ e , fornecem

vol(B(p, ct + 1)) > vol(v(B)) = ¢(t) > vol(B)e ™,
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para todo t > 0. Uma mudanga linear de varidveis da
vol(B(p,t)) > [vol(B)e = | e, (14)

para todo t > r.

Se o crescimento de volume exponencial é como e, e existisse p € M \ K tal
que f(p) > %, entao poderiamos escolher um numero real « satisfazendo % < a< f(p).
Com isso, nao poderia ser verdadeiro para todo t > r, o que é uma contradicao.
Logo, f < % em M\ K.

Por fim, suponha que lim,(;)—, o0 |X| = 0. Para cada x € B, ja sabemos que

limy 40 d(, ¥4 (z)) = 4+00. Fixando um tal x, considere a fun¢ao comprimento de arco

A(t) = / X (b)) ds.

Uma vez que y(t) — +oo quando t — +00, aplicando a Regra de L’Hopital, obtemos:

o) B
Jm ==t () = lim (X (@) = 0.
Esse resultado nos permite tomar uma sequéncia (¢;);>; tal que %}]) < %, onde t; — +00.
Consequentemente,
L

De @D e , segue que

t:

vol <B (p, 2+ r)) > vol(ty,(B)) = ¢(t;) > vol(B)e". (15)
J

Escrevendo 7; = tJ_J +r e tomando j' que satisfaca aay’ > 23, se torna
vol(B(p, 'Yj)) > VOl(B)@“aj(Vj—T) > [VOI(B)G_MT} 62B’Yj’

para todo j > j’. Isso nao pode ser verdade se o crescimento de volume for do tipo e’

Portanto, é necessario que f <0 em M \ K. O

Observagao 3.5. A constante a > 0 no Teoremal[3.4 pode ser substituida por uma fungdo
a: M — RY satisfazendo condigoes andlogas aquelas do Teorema .

O Teorema e a Observagao [3.5| possuem diversas aplicagoes para funcoes
suaves em variedades riemannianas. Os dois proximos resultados estendem resultados

classicos de Cheng e Yau (veja [15]).
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Corolario 3.6. Sejam M wuma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta e Q@ C M um dominio. Seja f € C*°(M) uma fun¢ao nao negativa tal que M\ 2
¢ estdvel sob o fluro de Vf e Af > af em M\ Q, para alguma a € C*(M) positiva em
M\ Q e tal que (Va,Vf) > 0.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial e |V f| < cp*, onde p = d(-,0) € a
distancia riemanniana de origem em o € M ec > 0, 0 < k < 1 sao constantes,
entio f =0 em M\ Q.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |V f|(x) — 0, quando p(z) — 400,
entio f =0 em M\ Q.

Demonstragio. Tomando X = Vf e K = Q no Teorema e usando a Observacao ,
concluimos que f < 0 em M \ €. Dessa forma, uma vez que f > 0 em M, temos que
f=0em M)\ Q. O

Uma aplicagao direta do Corolario ¢ obtida quando fazemos € = (), con-

forme mostra o resultado a seguir.

Corolario 3.7. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta. Seja f € C®(M) uma fun¢io ndo negativa, tal que Af > af em M para
alguma a € CY(M) positiva tal que (Va,V f) > 0.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial e |V f| < cp*, onde p = d(-,0) € a
distancia riemanniana de origem em o € M ec > 0, 0 < k < 1 sao constantes,
entio f =0 em M.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |V f|(x) — 0 quando p(x) — 400,
entao f =0 em M.

O préximo resultado indica quando fungoes harmonicas sao constantes, medi-

ante estimativas envolvendo seus hessiano e gradiente.

Corolario 3.8. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, completa, orientada e nao
compacta, e f € C*(M) uma fung¢ao harmonica. Suponha que Ricy (Vf,Vf) > ANV f[%,
com A > 0.

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial e existem ¢ > 0,k € [0,1) tais que:
|(Hessp f)(Vf, X)| < cp”, para todo X € X(M) tal que |X| <1, (16)

em que p(x) = dist(z,0), com o € M um ponto fizado, entdo f € constante.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e
|(Hessp f)(V f, X)|(x) = 0, quando p(x) — +o0, (17)

para todo X € X(M) e |X| < 1, em que p(z) = dist(z,0), com o € M um ponto
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fixado, entao f € constante.

Demonstracao. Para os dois casos, pela formula de Bochner e usando que f é harmonica,

obtemos a seguinte estimativa:

SAIVS? = Riew(VLVS) + (VL V(AS)) + [Hossu fI
= Ricy(Vf, Vf) + [Hessy f|* > Ricy (VF, Vf)
> AV

Para o que segue, devemos analisar cada caso separadamente.
(a) Para M com crescimento de volume polinomial e usando a condigao (|16)), dado um

referencial ortonormal local {e;}"_; em M, obtemos:

n

VIVEPPR = (VIVIP VIV =Y e (IVFP)]
=1

= S [e(VAEVAP =Y 2(V, VLV

i=1 i=1
= 24 Hessy f(V f, e)] <Z402 2k

= 4c np**

Dessa forma, temos |V|V f|?| < 2¢y/np”.

Assim, a funcao |V f|?> : M — R é suave, nao-negativa, tem a norma de seu
gradiente menor ou igual Cyp*, onde Cy > 0 e kg € [0, 1) e satisfazendo AV f|? > 2)\|V f]2.
Pelo Corolério , IV f|> =0, portanto, Vf =0 e f é constante em M, uma vez que M

é conexa.

(b) Para M com crescimento de volume exponencial e usando a condigao (17)), dado um
referencial local ortonormal local {e;}" ; de M numa vizinhan¢a de um ponto x € M,

obtemos:
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n

VIV () = <V|Vf|2,V|Vf|2>(w)=Z[ei (V)] (@)

= Y[ VEVAF (1) = Y 2(VeVE VAP (@)

i=1 i=1

— 24 [Hessy f(V £, )] (x)

i=1
< >4 sup [Hessy f(VF X)) (2)
— Xxex(M),|x|<1
= 4n  sup [Hessyr f(V £, X)) (z).
Xex(M),|X|<1
Dessa forma, temos |V|V f|?|*(z) — 0 quando p(x) — +oc.
Assim, a fungao |V f]* : M — R ¢ suave, nao negativa, tem o médulo de seu
gradiente tendendo a zero no infinito e satisfaz A|V f|? > 2A|V f|?, Pelo Coroldrio 3.7,
IVf|? =0, portanto, Vf =0 e f é constante em M, uma vez que M é conexa.
[

As quatro préoximas aplicagoes estao relacionadas a resultados classicos de
Fischer-Colbrie e Schoen (veja [19]). As duas primeiras aplicagoes referem-se a variedades
com crescimento de volume polinomial e as duas tultimas a variedades com crescimento

de volume exponencial.

Corolario 3.9. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta, @ C M um dominio limitado e ¢ € C*°(M) uma fun¢ao positiva. Se M tem
crescimento de volume polinomial, entdao o operador A — q nao possui solucdo nao trivial
f e C®(M) que satisfaca as sequintes condigoes:

(a) f € nao negativa em M \ Q.

(b) IVf| < cpk, onde p = d(-,0) é a distancia riemanniana de origem em o € M e

c>0,0< k<1 sao constantes.
(c) M\ Q é estdvel sob o fluzo de Vf.
(d) (Vq,Vf)>0em M ouinfy g > 0.

Demonstra¢ao. Suponha que exista uma fungao f € C*(M) satisfazendo as condigoes
dadas. Se (Vq,V[f) > 0, entdo, fazendo a = ¢ no Coroldrio [.6] temos que Af = ¢f,
logo, f = 0 em M \ ©, pela versdo polinomial desse corolario. Se inf,; ¢ > 0, fazemos
a = infy; ¢ > 0, assim obtendo Af > af e, consequentemente, f = 0 em M \ ), pela
versao polinomial do coroldrio. Além disso, pela unicidade de continuacao para solucoes
de equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem (veja [§]), temos que f = 0

em M. Dessa forma, a tnica solugao que goza das propriedades (a), (b), (c) e (d) é f =0,
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o que demonstra o resultado.

Fazendo €2 = () no coroldrio anterior, teremos o seguinte resultado.

Corolario 3.10. Sejam M wuma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
ndo compacta e ¢ € C*(M) uma funcao positiva. Se M tem crescimento de volume
polinomial, entdo o operador A—q nao possui solugdo nao trivial f € C*°(M) que satisfaca
as sequintes condigoes:

(a) f € nao negativa em M \ €.

(b) IVf] < cp¥, onde p = d(-,0) € a distancia riemanniana de origem em o € M e

c>0,0< k<1 sao constantes.
(¢c) (Nq,V[f)>0em M ouinfy g > 0.

Quando M é uma variedade riemanniana com crescimento de volume expo-

nencial, obtemos consequéncias semelhantes.

Corolario 3.11. Sejam M wuma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
nao compacta, @ C M um dominio limitado e ¢ € C>°(M) uma fungao positiva. Se M
tem crescimento de volume exponencial, entao o operador A — q nao possui solu¢ao nao
trivial f € C*°(M) que satisfaca as sequintes condigoes:

(a) f € nao negativa em M \ €.

(b) |Vfl(x) = 0, quando p(z) — 400, onde p = d(-,0) é a distancia riemanniana de

origem em o € M.
(¢) M\ Q ¢ estivel sob o fluro de Vf.
(d) (Vq,Vf)>0em M ouinfy g > 0.

Demonstragao. Suponha que exista uma fungao f € C*(M) satisfazendo as condigdes
dadas. Quando (Vq, Vf) > 0, entao, fazendo a = ¢ no Corolério temos que Af = ¢qf,
logo, f = 0 em M \ Q, pela versao exponencial desse corolario. Quando infy; ¢ > 0,
fazemos a = inf,; ¢ > 0, assim, obtemos Af > af e, consequentemente, f =0 em M \
pela versao exponencial desse corolario. Além disso, pela unicidade de continuacao para
solugdes de equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem (veja []), temos que
f=0em M. Dessa forma, a tnica solu¢ao que goza das propriedades (a), (b), (c) e (d)

é f =0, o que demonstra o resultado. O

Fazendo € = () no coroldrio anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.12. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
ndo compacta e q € C®(M) uma func¢ao positiva. Se M tem crescimento de volume
polinomial, entdo o operador A—q nao possui solugdo nao trivial f € C*(M) que satisfaca
as sequintes condigoes:

(a) f € nao negativa em M \ Q.



35

(b) |Vfl(x) = 0, quando p(x) — +oo, onde p = d(-,0) € a distancia riemanniana de
origem em o € M.

(c) (Vg,Vf)>0em M ouinfy g > 0.

Observagao 3.13. Resultados semelhantes aos coroldrios ao podem. ser obtidos
para operadores diferenciais elipticos de sequnda ordem, da forma Lu = div(T(Vu)),
onde T : X(M) — X(M) é um (1,1)-tensor simétrico positivo definido em M, com

supy [|T]] < +o00. As demonstragoes sao semelhantes, bastando tomar X = T(Vu).

3.2 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies

. mntl . . . . S,
Seja M uma variedade riemanniana orientada com métrica g = (,) e co-

nexao de Levi-Civita V. Um campo vetorial £ em M ¢é dito conforme fechado se

Vxé=9X

para alguma funcao suave ¥ em M e todo X € X(M). A fungao ¢ é o fator conforme de

¢, Em particular,

Y=

I divyz€.

Considere ¢ : M" — M uma imersio isométrica de uma variedade riema-
nniana conexa orientavel, completa e nao compacta M" em MnH, e oriente M pela
escolha do campo normal unitario V.

Nesta se¢ao, iremos aplicar o Teorema[3.4] para estudar o comportamento de .
O propésito é obter resultados similares aqueles de [3] e [4], relaxando a hipdtese de que
N convirja para £ no infinito e, em compensagao, impondo uma restri¢ao ao crescimento
de volume da hipersuperficie.

Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente, e deno-
tamos por A(-) = —v(.)N o operador de Weingarten de ¢ com respeito a N. Calculemos
o gradiente da fungao suporte n = (N, ¢). Usando o fato de £ ser campo conforme fechado
e a simetria de A, para todo X € X(M), obtemos

(Vn,X) = X(n)=(VxN,§ + (N,Vx&)
= —(AX. &) + (N, X)
= <_A§T7X>a
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onde ¢ denota a projecdo ortogonal de §,, em T'M. Dessa forma, temos:

Ademais, observe que a distribuicao (€)1 é integrdvel, pois dados X,Y € (£)+,
ou seja, tais que (&, X) = (£,Y) = 0, obtém-se

X Y]) = (€ VxY) = (EVyX) = X(Y) — (Vx£Y) =Y X) + (Vy§, X)
= —¢<X7Y>+¢<Y7X>:O

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que n < |¢]. Além disso, a
igualdade em toda a M ocorre se, e somente se, N é paralelo a £ ao longo de M, em cujo
caso M seria uma folha da distribuicao (£)* e N = £/|£| no caso em que & # 0 em M.
Nessa mesma situacao, dados p € M e u,v € T,M, a condicao de £ ser conforme fechado

nos permite calcular, em p:

[€1(Apu, v) = —[E(VuN, v) = =(V.&, v) = (=Yu,v).

Nesse caso, se & for livre de zeros em M, ou seja, & # 0 em todos os pontos de
M, temos que ¢ : M™ — M ¢ uma imersdo isométrica umbilica, com A = —(/1ENT,
onde I : X(M) — X(M) é o operador identidade. Sabe-se (veja [33]) que se dim M > 2,
os zeros de £ sao isolados. Assim, A é umbilica em um numero finito de pontos.

Na circunstancia onde M é uma hipersuperficie de M nas condicoes descritas
no inicio dessa secao, tome f € C*°(M) dada por f = [{| —(N,&) e X € X(M). Com isso,

obtemos

206V, X) = 281X (f) = 2[€1X([€]) — 20| X (N, €))
= X(|]*) = 21EVxN, &) = 2[E[{N, Vx§)
= 2(Vx¢,8) + 2/€[(AX, €) — 2[g[¥(N, X)
= 20(X, &) +2E[(AX,€T)
= 2(p¢’ + |¢lAgT, X)

Dessa forma, se £ for livre de zeros em M, segue que

W:AH+%5T (18)

O lema a seguir nos mostra expressoes para divergéncias envolvendo ¢7, o

operador de Weingarten e as r-ésimas transformagoes de Newton quando & € X(M) é
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somente um campo conforme, isto é, L¢(,) = 9(,) para 1 € C°(M), a qual também é

chamada de fator conforme. Essa condicao é equivalente a expressao
<vX£7Y> + <X7vY£> = "¢<X7 Y>7

para todos X,Y € X(M). Nesse caso, (V& X) = (X, X). Além disso, todo campo

conforme fechado é um campo conforme.

. —n—+1 . . . P . R
Lema 3.14. Sejam ¢ : M™ — M uma tmersao isométrica de uma variedade ori-
’ - . —’)’L-‘rl ey s
entdavel M™ numa variedade orientada M~ ~, N um campo normal unitdrio globalmente
. n+1 L.
definido em M™, & um campo conforme em M com fator conforme v e T, a r-ésima

transformagao de Newton de p. Assim, fazendo n = (Y, N), temos

(a)
divas (€7) =n- (Y +nH),

onde H ¢é a curvatura média de ¢ em relagao a N;

(b)
divyy (AE") = —Ricg(§", N) + & (nH) + noH + 1| AP,

onde Ricy; € o tensor de Ricci de M ;

(c)
divar (T,67) = (divar Tp, &) + ¢ - tr(T;) + 1 - tr(AT,);
(d)
divas (AT, 1&7) = (VS 7Y +rSpap 4+ 1 - tr(A*T_y) — (diva T,,Y),

onde S, € a r-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A.

Demonstracao. Para todos os casos, fixamos um ponto p € M e um referencial ortonormal
{e;}?_, em uma vizinhanga de p em M, que seja geodésico em p e que diagonalize A em

D

(a) Calculando o divergente de £ em M no ponto p, temos
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n n

divyr(€T) = Zweigﬂei)ZZW@-(S—nN),eJ

= > ((Weie) = (Ve N,ey)

i=1

= np+n-tr(A)=n+nH).

(b) Fazendo \; = (Aye;, e;), para 1 < i < n, entao, calculando o divergente de A" em M

no ponto p, temos

n n

divy (AET) = Z(VeiAfT,CO Z<—veingN,€i>

=1 =1

= Z(}_%@T, ei)N - vsTveiN - V[g,ei]N, 6,‘>

=1

= —Ricy(€",N) + € (nH) + > (VT Aey)
=1

= —Ricgr(§",N) + & (nH) + Y (Ve (€ —nN), Ae;)

i=1

— —Ricy (€7, N) +£T(nH) + Y (M(Ve e) + n{Ae;, Aey))
=1

= —Ricy (€T, N) + " (nH) + npH + n] A%,

(¢) Como T, é um polinoémio de A, podemos fazer \;, = ((1}),e;, €;), uma vez que {e; }1,
é um referencial que diagonaliza A em p. Usando o Lema [2.5 calculamos o divergente de

T.£" em M no ponto p por

n n

divy(Tig") = D (VelTE) ) = > (Ve T + To(Vel'), e

i=1 =1

= <diVMTr7 £T> + Z<v6i (é - nN)v Tr(ez»

=1

= <diVMTT:£T> + Z(Ai,r<veif7 ei) — 77<veiNa T.(e:)))

i=1

= (divy T, &) + ZW(@,TT(@:’» + n(Ae;, T, (€:))).

i=1

Dessa forma, obtemos
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div(T,67) = (divy T, &) + - te(T,) + > nles, AT, (e;))
=1

= (divyTy, €Y+ - to(Ty) + - tr(AT).

(d) Usando o Lema e que AT,y = S,I — T, calculamos o divergente de AT, (T em
M mno ponto p por

divy (AT, 1€7) = divy(S,&T) — diva (T€")
= (VS ") + Sdivy(€7) — divy (T.€T)
= (VS ")+ S, (np +1- tr(A))
—(divag, 7Y —ap - tx(T,) — i - tr(AT})
= (VSN +n(S1S, — (r+1)S,41)
Y (nS, — (n —1)8,) — (divy, €T)
= (VS ") +7Sb +n-tr(AT,) — (divy, €7).

O

No proximo teorema, veremos condigoes suficientes para que M seja umbilica
em uma variedade M munida de campo vetorial conforme fechado £7. Observe que, em
seu enunciado, a condicao €' (tr(A)) > 0 pode ser interpretada geometricamente como

garantindo que @(M) se curva na diregao de &.

Teorema 3.15. Seja M wma variedade riemanniana orientada munida de campo de
conforme fechado & cujo fator conforme é 1. Considere ¢ : M™ — M wma imersdo
1sométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta
em M. Fizado um campo normal unitirio N ao longo de ¢, suponha que o operador
de Weingarten correspondente A seja nao negativo (respectivamente, ndo positivo), que
infy (N, &) >0, 19 >0 em M (respectivamente, que 1 < 0), & € limitado e livre de zeros
em M e £T(tr(A)) > 0 (respectivamente, &' (tr(A)) < 0). Assim, temos duas situagoes:

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entao M ¢é totalmente geodésica em

M.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£7] tende a zero no infinito, entdo

M ¢ totalmente geodésica em M.

Demonstrag¢ao. Analisemos, inicialmente, o caso em que A é nao negativo, ¢ > 0 e
€T (tr(A)) > 0. Nesse caso, devemos observar que, se tr(A) = 0, o problema est4 resolvido,

ja que A é nao negativa.
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Dessa forma, fagamos f = tr(A), de sorte que f > 0, e n = (N,&). Com isso,
temos (Vf,£7) = £7(tr(A)) > 0. Ademais, por conta do Lema m, item (a), obtemos

que
divp(€7) = nyp + 0 - tr(A) > n-tr(A) > of,

onde a = infy (N,§) > 0. Aplicando o Teorema e o fato de que |€7| < |¢] no
caso polinomial, e [£7] tende a zero no infinito, no caso exponencial, temos que f < 0.
Portanto, f = 0, provando a primeira parte.

Para o caso em que A é nao positivo, 1 < 0 e &' (tr(A)) < 0, também devemos
mostrar que tr(A) = 0. Para isso, basta tomar f = —tr(A) e trocar £' por —¢' para
obter as mesmas consequéncias.

]

Exemplo 3.16 (Espaco hiperbdlico). Um dos modelos do espago hiperbélico H" pode ser
concebido como uma hipersuperficie do espago de Lorentz-Minkowski L™, que € o espaco

R com a métrica de Minkowski
—dx} +das + -+ dad
onde x = (x1, -+ ,Tpy1) € R". Nesse caso,
H'={z el —al+a3+ - +a2,,=—-1lex; >0}

com métrica indizida de L"*1. Com isso, H" é uma variedade riemanniana cujo campo
normal unitdrio é o campo posicio P(x) = x, com x € L", e T,H" = P*(z).
O espaco hiperbolico H™ também pode ser visto como uma hipersuperficie de

H": basta tomar, para k constante e 2 <i<mn+1,

]HI":{xEL”+2;—x%+x§+---+xi+2:—1,:701>Oexi:k}CH”+1.

Nesse caso, tanto P quanto 0; = % sao campos normais a H", visto como subvariedade
1

de IL"*2. Visto como hipersuperficie de H" ™', o campo & = 0; + x; P € um campo normal
nao nulo em relagio a H", uma vez que & € X(H"™Y) (pois (&, P) = z; + x;(P,P) = 0)
e (X,€) = 0 para todos X € X(H"). Tomando V, ¥V e D as conexdes de Levi-Civita de

H™, H"*! e L"*2, respectivamente, e X, Y € X(H") quaisquer, temos
(Vx&Y) = (Dx(9; +x:P),Y) = (X(2:) P+ :X,Y) = (1:.X,Y).

Com isso, & é um campo conforme fechado de H"' cujo fator conforme € x;. Ademais,

€2 = 1+ 22, logo, (1 + xf)_%f ¢ um campo normal unitirio a H™ cujo operador de
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Weingarten nessa direcdo € dado por

V14 a? 7

onde I : X(H") — X(H") é o operador identidade. Portanto, a imersio1: H" — H"*! é

umbilica e serd totalmente geodésica se, e somente se, k = 0.

A= —

Como consequéncia do Teorema |3.15| aplicado ao exemplo construido anteri-

ormente, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.17. Sejam H"™' o espaco hiperbolico e & = 0; + x;P o campo vetorial
conforme fechado, cujo fator conforme é x;, onde 2 <1 < n+2, P é o campo posi¢ao
e 0; = a%i. Considere ¢ : M™ — H"' wuma imersao isométrica de uma variedade rie-
manniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em H''. Fizado um campo
normal unitario N ao longo de ¢, suponha que o operador de Weingarten correspondente
A seja nao negativo (respectivamente, nao positivo), que infy (N, &) > 0, x; > 0 em M
(respectivamente, x; < 0) e £ (tr(A)) > 0 (respectivamente, £ (tr(A)) < 0). Se M tem
crescimento de volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito, entdo M™ é totalmente

geodésica.

Observacao 3.18. O Ezxzemplo nos mostra a existéncia de uma hipersuperficie de
H"*! com crescimento de volume exponencial tal que x; = 0 e &' = 0, com & = 0; +
x; P, que, no caso, ¢ o H". No coroldrio temos que a hipersuperficie obtida possui
crescimento de volume exponencial tal que || tende a zero no infinito e a hipersuperficie
¢ totalmente geodésica, mas esse resultado, em si, nao garante que M™ seja o espaco
hiperbdlico H™. Apesar disso, no trabalho de Do Carmo e Lawson (veja [17]) € provado que
hipersuperficies completamente umbililicas de minimas sao espagos hiperbdlicos. Dessa
forma, o resultado anterior garante, junto com [17], que M™ = H"™. Para garantir a
variedade M™ é uma folha de (€)* no caso geral, precisaremos de outras hipdteses, como

veremos posteriormente.

Para o caso em que £ é um campo de Killing de M, temos que as férmulas do
Lema [3.14] ainda sao validas, uma vez que todo campo de Killing é um campo conforme
de fator conforme nulo. Usando o fato de que divy(€7) = 7 - tr(A) na demonstragio do

Teorema [3.15] obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.19. Seja M uma variedade riemanniana ortentada, munida de um campo
de Killing £&. Considere ¢ : M™ — WH, uma imersao isométrica de uma variedade rie-
manniana conezxa, orientdvel, completa e ndo compacta em M. Fizado um campo normal
unitdrio N ao longo de ¢, suponha que o operador de Weingarten correspondente A seja
nao negativo (respectivamente, nao positivo), que infy (N, &) > 0, £ seja limitado em M
e £T(tr(A)) > 0 (respectivamente, £ (tr(A)) <0). Assim, temos duas situagoes:
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(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M ¢é totalmente geodésica em

M.

(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£7] tende a zero no infinito, entdo

M € totalmente geodésica em M.

Quando M =G 6 um grupo de Lie munido com uma métrica invariante
a esquerda e £ € g é um elemento do centro da algebra de Lie de G, isto é, [X,{] = 0

para todo X € g, entao £ é um campo de Killing. De fato, dados X7, X5 € g, obtemos:

(Vx, &, Xo) + (X1, Vx,8) = ([X1,€]+ VeX1, Xo) + (X1, [ X5, &) 4 VeXo)
= (X1, Xo) — (X1, VeXo) + (X1, Ve Xy)
= 0.

Como todo campo vetorial em G pode ser obtido a partir de uma combinagao C*(G)-
linear de elementos da algebra de Lie, segue que & é um campo vetorial de Killing e, como

consequéncia do Teorema [3.15] obtemos o corolario a seguir.

Corolério 3.20. Sejam G™' um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, munido com uma
métrica invariante a esquerda, e £ um elemento unitario do centro de g. Considere
0 @ M™ — G" uma imersdao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, ori-
entdvel, completa e nao compacta em G. Fizado um campo normal unitario N ao
longo de ¢, suponha que o operador de Weingarten correspondente A seja nao negativo
(respectivamente, ndo positivo), que infy (N, &) > 0 e £ (tr(A)) > 0 (respectivamente,
ET(tr(A)) <0). Assim, temos duas situagoes:

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entao M € totalmente geodésica em

G.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito, entdo

M € totalmente geodésica em G.

Quando M =R eV € R 6 um vetor fixado, entao V induz um campo
de Killing (de fato, paralelo) em R™™'. Assim, em decorréncia do Teorema [3.15] temos o

corolario a seguir.

Corolario 3.21. Seja M™ C R™™ um grdfico inteiro sobre R", com crescimento de
volume polinomial. Se a sequnda forma fundamental de M com respeito a um campo
normal unitdrio N for nao negativa e infy (N, V) > 0, onde V' é um vetor unitdrio fizado

de R" 1 entdo M é um hiperplano de R™"*1.

Impondo uma estimativa sobre a fungao n = (N, £) no Teorema m podemos
retirar a condigao &' (tr(A)) > 0, conforme aparece no resultado a seguir.

. =+l . . . . .
Teorema 3.22. Seja M~ uma variedade riemanniana orientada munida com um campo

vetorial conforme fechado & cujo fator conforme € 1. Considere p : M"™ — Mnﬂ, uma
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mmersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e ndo
compacta em M. Sejam N um campo normal unitdirio a M em M, tal que o operador
A+ /€| € nao negativo, onde A € o operador de Weingarten na diregio de N e I € o
operador identidade. Assuma, ainda, que & € limitado, livre de zeros em M tal que ¢ > 0
em M e

€]
= tr(A) + ny|g|-t+ 17

(19)

onde n = (N,&). Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M ¢é uma folha da distribui¢do
(E)* e ¢ umbilica em M, com A = —/|€|1.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"] tende a zero no infinito, entdo
M ¢é uma folha da distribuicdo (£)* e é umbilica em M, com A = —/|€|1.

Observacao 3.23. A condicao @, apesar de causar estranheza a primeira vista, €
plausivel pelo fato de || > n, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, e do fato de A+ /|€|1

ser nao negativo nos fornecer a desigualdade

tr(A) + did >0,

€l

o que 1mplica que

tr(A)+%+1>@.

IS

Dessa desigualde, obtemos uma condi¢cao sobre o comprimento de &

€|
€l = tr(A) + ny|&-t+ 1

Com isso, a condi¢do (@) nos pede que a funcdo n esteja entre o comprimento de £ e o

quociente condicao em questao.

Demonstrac¢ao. Conforme fizemos no inicio desta secao, para provar esse teorema devemos
mostrar que N é paralelo a £, logo, n = |£|. Assim, fazendo f = |{| —n, pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz, temos que f > 0. Além disso, tomando &', sabemos, pelo Lema m,

que divys(€7) = n + 1 - tr(A). Dessa maneira, temos:

€]
= tr(A) + ny|E|-1+ 17

o que implica que

ntr(A) +ny - (n- €7 +n > [¢].
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Ainda pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos 7 - [£]™? < 1. Logo, uma vez que
¥ > 0, obtemos:

n-tr(A) + 4+ >0 te(A) +ng- (- [€7Y) +n > (€]

Com isso, temos:

n +n-tr(A) > [ —n=f.

Isso nos mostra que divy (€7) > f. Ademais, como £ nao possui zeros em M, conforme

calculamos em (|18]), no inicio da segao, obtemos:

(1.6 = (474 EEET) 20,
onde usamos o fato de A + /|| ser um operador nao negativo.

Dessa forma, divy (€7) > f, (V£,€T) >0, [€7] < |€] no caso polinomial, e
|€T| tende para zero no infinito no caso exponencial, entdo, pelo Teorema (3.4, temos que
f=0c|¢N =¢.

O

Como as folhas da distribuicao (9; + z;P)* no espaco hiperbélico H*** sio os
subespagos H" = {z € L"*%; —af + 23+ -+ 22, = =1, 21 > 0 e x; = k} C H"™, temos

0 seguinte

Coroldrio 3.24. Sejam H" 0 espaco hiperbélico e & o campo vetorial conforme fechado
& = 0; + x; P, cujo fator conforme € x;, onde 2 < i < n+2, P é o campo posi¢cdo e
0; = 8%1-' Considere o : M™ — H"" uma imersao isométrica de uma variedade rie-
manniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em H""'. Sejam N um campo
normal unitdrio a M em M, e suponha que o operador A+z; - (1+$§)’%I € nao negativo,
onde A € o operador de Weingarten na direcao de N e I € o operador identidade. Assuma

que & € limitado, nao possui zeros em M, x; >0 em M e

. Nz

T tr(A) 4 na - (1+a2) 2+ 1

onde n = (N,€). Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"| tende a zero no

infinito, entdo
M'={zel" —af+as+  +ai,,=—-1la;>0ex =k} =H"

onde k € uma constante.
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Exemplo 3.25. Outro modelo de espaco hiperbélico H' ' € dado pelo produto warped

R x. R", onde a métrica de H"*' é
<'7 ’><t7x17 to 7xn) = dt2 + €2t (d%’% + -+ d%i) .

Nesse caso, o campo & = €'d;, com 0; = d/dt, é conforme fechado cujo fator conforme
é et. Além disso, a hipersuperficie H = {t} x R™ de H", com sua métrica induzida,
€ uma horoesfera cujo crescimento de volume € polinomial, uma vez que € isométrica ao

espaco euclidiano. Ademais, as folhas da distribuicao {€'0;,)* sdo horoesferas.

Corolario 3.26. Sejam H"™ = R x . R" o espaco hiperbolico e & = €', o campo vetorial
conforme fechado, cujo fator conforme é et. Considere p : M™ — H"", uma imersdo
1sométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta
em M. Sejam N um campo normal unitdrio a M em H" ', tal que o operador A + et
€ nao negativo, onde A ¢ o operador de Weingarten na direcio de N e I € o operador

identidade. Assuma & € limitado em M, e

6t

> -
= tr(A) +n+1

onde n = (N,£). Se M tem crescimento de volume polinomial, entao M™ é uma horoes-

fera.

No caso em que ¢ é um campo de Killing unitério e fazendo f = 1 — (N, &) nas

notagoes do Teorema temos

(VI,ET) = —(V(N,€),€T) = —¢T(N,&) = —(Ver N, &) — (N, Veré)
= (AT +VNEET) = (ALT,€7) + (VnE &) — (N, EN(VNE N)
= (AgT, €Ny,

onde usamos o fato de ¢ ser unitario para ver que (Vy¢, &) = 0 e o fato de € ser Killing para
ver que (Vy&, N) = 0. De posse desse resultado, uma simples adaptacao da demonstracao
do Teorema dé o corolario a seguir.

s e . =n+l . . . . .
Corolario 3.27. Seja M uma variedade riemanniana orientada, munida com um
17- - . ——n+1 . ~ . -
campo de Killing unitario . Considere ¢ : M™ — M, uma imersao isométrica de
uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em M. Seja N

um campo normal unitdrio a M em M, tal que a sequnda forma fundamental A de M
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com respeito a N € nao negativa e

1
n >

SR =

onde n = (N,&). Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M €é uma folha da distribui¢do
(E)L e ¢ totalmente geodésica em M.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"] tende a zero no infinito, entdo

M ¢é uma folha da distribuicdo (£)* e é totalmente geodésica em M.

: - ——n+1 : .
Aplicando o Corolario quando M = G"*! for um grupo de Lie munido
com uma métrica invariante a esquerda e £ € g for um elemento unitario do centro da

algebra de Lie, temos o resultado a seguir.

Corolério 3.28. Sejam G™' um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, munido com uma
métrica invariante a esquerda, e & um elemento unitario do centro de g. Considere ¢ :
M™ — G™ wma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel,
completa e ndo compacta em G. Seja N um campo normal unitdrio a M em M, tal que
a sequnda forma fundamental A de M com respeito a N seja nao negativa e n = (N, &)
obedeca a condicao (@) Assim, temos duas situacgoes:

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M €é uma classe lateral de

subgrupo de Lie de G de codimensdo um.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e || tende a zero no infinito, entao

M ¢é uma classe lateral de subgrupo de Lie de G de codimensdao um.

Demonstracao. Conforme mostramos anteriormente, ¢ é um campo de Killing e, pelo
Corolario [3.27, segue que M é uma folha de () e é totalmente geodésica em G. Uma

€1

vez que a distribuicao ()= é gerada por campos vetoriais invariantes a esqueda e M é

uma folha dela, concluimos que (£)+

¢ uma subéalgebra de Lie de codimensao um de g.
Dessa forma, a conexidade de M garante que essa hipersuperficie coincide com a classe

lateral de um subgrupo de Lie de G, O

Aplicando o Teorema quando M = R e Vo€ R*™! ¢ um vetor

unitario fixado, temos o corolario a seguir.

Corolario 3.29. Seja M"™ C R um grdfico inteiro sobre R™, com crescimento de
volume polinomial. Se a sequnda forma fundamental de M com respeito a um campo
normal unitario N for nao negativa e n = (N, V), onde V' € um vetor unitdrio firado de

R™*! satisfizer a condigdo (@), entao M ¢ um plano ortogonal a V.

O préximo resultado é inspirado no Teorema 3.1 de [4].
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Teorema 3.30. Seja M uma variedade riemanniana de Einstein orientada, munida de
campo vetorial campo conforme fechado & cujo fator conforme é . Seja ¢ : M™ — !
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta M™ em M. Oriente M pelo campo normal unitario N globalmente
definido e suponha que M tenha curvatura média constante, sequnda forma fundamental
A limitada, que (AET, €Y >0 em M, que € seja limitado e livre de zeros em M e que

valha a sequinte condi¢ao:

€| — nH1

> S PR 21
N AR (21)

onden = (N,§) e H € a curvatura média com respeito a N. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M ¢é uma folha da distribui¢do
(6)* e ¢ umbilica em M, com A = —/|€|1.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"] tende a zero no infinito, entdo
M € uma folha da distribuicdo (£)* e é umbilica em M, com A = —/|€|1.

Demonstragao. Assim como fizemos em resultados anteriores, considere f = || —n e
X = A¢T.

Como ¢ é um campo conforme fechado livre de zeros em M, entao, por ,
obtemos

(91,) = (A7 + T AT ) = 1A+ (€T, 46T) 2 0

uma vez que (AT, ET) > 0 por hipbtese.
Por outro lado, usando o item (b) do Lema [3.14) que Ricy7(¢7, N) = 0 por M

ser uma variedade Einstein, £"(nH) = 0, por H ser constante em M, segue que

divp(AET) = —Ricg (€7, N) + €T (nH) +nHy + n|A)?
= nHy +n|AP

Usando a igualdade anterior e a condigao , temos:

>‘5’_—”H¢
VRS

o que implica que

n(|A* +1) > €] = nHy,
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diva (X) = nHo +n|AP? > €] —n = f.

Portanto, como divy(X) > f, (Vf, X) > 0e | X]| < |A||£T], entdo, para o caso
polinomial, temos | X| limitado e f < 0 e para o caso exponencial, | X| < |A||€T| tende a
zero no infinito e f < 0. Assim, em ambos os casos, f =0 em M, ou seja, N = £/|{| em
M a qual é uma folha de (£)*.

0

Assim como fizemos anteriormente, usando o fato de H"*! ser uma variedade

de Einstein, obtemos os seguintes corolarios como aplicagao direta do Teorema |3.30]

Corolario 3.31. Sejam H"™! o espaco hiperbolico e & = 0; + x;P o campo vetorial
conforme fechado cujo fator conforme é x;, onde 2 < i < n+2, P é o campo posi¢ao
e 0; = 6%1_. Considere ¢ : M™ — H"M, uma imersao isométrica de uma variedade
riemanniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em H"". Oriente M pelo
campo normal unitirio N globalmente definido e suponha que M tenha curvatura média
constante, sequnda forma fundamental A limitada, que (AT, 2,67 > 0 em M, que & seja

limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condicao:

V1+2? —nxH

AP +1

n =

onde n = (N,&) e H é a curvatura média com respeito a N. Se M tem crescimento de

volume exponencial e || tende a zero no infinito, entdo
M":{:c6L”+2;—x%+x§+~--+xi+2:—1,3:1 >0ex; =k} =H"

onde k € uma constante.

Coroldrio 3.32. Sejam H"™ = R x .+ R" o0 espaco hiperbdlico e & = €'0, o campo vetorial
conforme fechado cujo fator conforme é e'. Considere ¢ : M™ — H"', uma imersao
1sométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdavel, completa e nao compacta
em H".  Oriente M pelo campo normal unitdrio N globalmente definido e suponha
que M tenha curvatura média constante, sequnda forma fundamental A limitada, que

(AET €Y >0 em M, que & seja limitado em M e que valha a sequinte condigdo:

(1 —nH)e

>
VRS

onde n = (N,&) e H é a curvatura média com respeito a N. Se M tem crescimento de

volume polinomial, entao M™ é uma horoesfera.
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Para o caso em que £ é paralelo, temos que seu fator conforme é ¢ = 0.

Aplicando esse fato no Teorema [3.30, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.33. Seja M wma variedade riemanniana de Einstein orientada, munida
de campo vetorial Killing &, unitdrio. Seja ¢ : M™ — M wma imersio isométrica de
uma variedade riemanniana conexa, orientavel, completa e nao compacta M"™ em M
Oriente M pelo campo normal unitario N globalmente definido, e suponha que M tenha
curvatura média constante, sequnda forma fundamental A limitada, que £ seja paralelo e

que valha a sequinte condi¢ao:

1
>_ -
TETAR 1

onde n = (N,&). Assim, temos duas situacoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M €é uma folha da distribui¢ao
(&)L e ¢ totalmente geodésica em M.

(b) Se M ¢é uma variedade com crescimento de volume exponencial e |€T| tende a zero

no infinito, entao M ¢ uma folha da distribuicdo (£)*

M.

e € totalmente geodésica em

Observagao 3.34. O item (a) do Coroldrio foi provado no Teorema 3.1 de [{],

contudo ele foi enunciado nessa parte por completude da tese.

O resultado a seguir traz conclusoes semelhantes aos Teoremas e 13.30],
mas com hipdteses envolvendo as r-ésimas transformacoes Newton em espacos ambiente

com curvatura seccional constante.

Teorema 3.35. Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante, orientada e munida de campo vetorial conforme fechado & com fator conforme 1.
Seja ¢ : M"™ — M uma imersdo isométrica de uma variedade riemanniana conexa,
orientdvel, completa e ndo compacta M em M. Oriente M pelo campo normal unitdrio
N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada,
que, para algum r € {0,--- ,n—1}, AT, + v /|¢|T, seja nao negativa, que & seja limitado,

livre de zeros em M, 1) >0 em M e que valha a sequinte condi¢ao:

€]
(AT) + ¢ - €71 to(T) + 1

o (22)
onde n = (N,&). Assim, temos duas situacoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M €é uma folha da distribui¢ao
(&)L e ¢ umbilica em M, com A = —/|¢|1.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |7 | tende a zero no infinito, entao
M ¢é uma folha da distribuicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/[€|1.
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Demonstrac¢ao. Fazendo novamente n = (N, &) e f = || — n, temos f > 0 e a igualdade
ocorre se, e somente se, N = £/[£| ao longo de M. Sendo esse o caso, o teorema estard
provado. Definamos, ainda, X = T,£7.

Como £ é um campo conforme fechado e livre de zeros em M, entao, por ,

temos

(91,) = (A7 + £ T ) = (ATET + 2TETET) 20,
uma vez que T, é autoadjunta e C*(M )-linear, A e T, comutam, e AT, + ¢ /|¢|T, é nao
negativa.

Por outro lado, usando o item (¢) do Lema m, que M tem curvatura

seccional constante, obtemos
divy (X) = - tr(T,) + n - tr(AT,).

Assim, pela condigao (22)), segue que

€l
(AT) + - [g71 - te(T3) + 17

>
= tr
o que implica
0 te(AT) + - [€ 7 te(T) + 0 > €]

Ainda pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos 7 - [£|7! < 1. Logo, uma vez que
¥ > 0, obtemos:

n-tr(AT) + - to(T) +n >0 te(AT) + - €70 te(T3) + 1 > (€]
Com isso, temos:
divay (X) = ¢ - tr(Ty) +n - tr(AT,) > [£] —n = f.

Dessa forma, para o caso polinomial, como X = T,£" e € e A sao limitados
em M, temos que T, e X sdo limitados em M. Logo, pelo Teorema [3.4 temos f < 0 e,
assim, f =0 em M.
Para o caso exponencial, percebe-se que, uma vez que 7T, é limitado em M e
|€T| tende a zero no infinito, entdo | X| tende a zero no infinito. Logo, pelo Teorema ,
temos f <0 e, assim, f =0 em M.
O

Observagao 3.36. Como M tem curvatura seccional constante, deve ser 1/|¢| constante
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em M, pois M ¢é umbilica.

Assim como fizemos anteriormente, usando o fato de H"*! ser uma variedade
riemanniana com curvatura seccional constante, obtemos os seguintes corolarios como
aplicacao direta do Teorema [3.35]

Corolario 3.37. Sejam H"™! o espaco hiperbdlico e & = 0; + x;P o campo vetorial
conforme fechado cujo fator conforme é x;, onde 2 < i < n—+2, P é o campo posi¢ao e
0; = 6%1-' Considere o : M™ — H" Y, uma imersao isométrica de uma variedade riemanni-
ana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em H" 1. Oriente M pelo campo normal
unitario N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A
limitada, que, para algum r € {0,--- ,n—1}, o operador AT, +z;- (1 —i—x?)_% T, seja nao
negativo, que & seja limitado e livre de zeros em M x; > 0 em M e que valha a sequinte

condicao:

. 1+ 2?2

T tr(AT) 2 (14 22) 2 - te(T) + 1

Y

onde n = (N,€). Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"| tende a zero no

infinito, entdo
M'={z el —al+as+  +ai,,=—-1la;>0emx =k} =H"

onde k € uma constante.

Corolario 3.38. Sejam H"™ = R x . R" o espaco hiperbolico e & = €', o campo vetorial
conforme fechado cujo fator conforme € e¢'. Considere ¢ : M™ — H"', uma imersao
1sométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta
em H" L. Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que
M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {0,--- n—1}, o
operador AT, + T, seja nao negativo, que & seja limitado em M e que valha a sequinte

condi¢ao:

et

>
1= %(AT) + () + 1

onde n = (N,£). Se M tem crescimento de volume polinomial, entao M™ é uma horoes-

fera.

Para o caso em que £ é paralelo, temos que seu fator conforme é ¢ = 0.
Aplicando esse fato no Teorema [3.35] obtemos o seguinte corolario.

,os .+l . . . .
Corolario 3.39. Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-

tante, orientada e munida de campo vetorial paralelo &, unitirio. Seja ¢ : M"™ — !
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uma 1mersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientavel, completa e
nao compacta M em M. Oriente M pelo campo normal unitirio N, globalmente defi-

nido, e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum

r€{0,---,n—1}, o operador AT, seja ndo negativo e que valha a sequinte condi¢do:
> ! (23)
"= tr(AT,) + 1’

onde n = (N,&). Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M ¢é uma folha da distribui¢do
(6)* e ¢ totalmente geodésica em M.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"] tende a zero no infinito, entdo

M ¢é uma folha da distribuicdo (£)* e € totalmente geodésica em M.

Aplicando o Corolério M quando M = R™! e V € R™! é um vetor

unitério fixado, temos o corolario a seguir.

Corolédrio 3.40. Seja M™ C R um grdfico inteiro sobre R™, com crescimento de
volume polinomial. Oriente M pelo campo normal unitirio N, globalmente definido,
e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r €
{0,--- ,n — 1}, o operador AT, seja nao negativo. Se n = (N, V), onde V € um vetor
unitdrio firado de R™*, satisfizer a condicdo , entao M é um plano ortogonal a V.

O préximo resultado complementa o Teorema 3.5 de [4], fornecendo conclusoes
semelhantes aquelas dos Teoremas [3.22] [3.30] e [3.35] mas com hipéteses envolvendo as 7-

ésimas transformacoes de Newton.

Teorema 3.41. Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante, orientada e munida de um campo vetorial conforme fechado & cujo fator conforme é
Y. Sejap: M"™ — M wma imersio isométrica de uma variedade riemanniana coneza,
orientdvel, completa e ndo compacta M em M. Oriente M pelo campo normal unitdrio
N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada,
que, para algum r € {1,--- ,n}, o operador T,_1 seja ndo negativo, tr(T,) seja constante
em M, que (YT, 1ET,AETY >0, que € seja limitado e livre de zeros em M e que valha a

sequinte condi¢ao:

> |€| - T¢ST
= tI‘(AQTT_l) —|— ]_7

(24)

onden = (N,&) e S, é ar-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A. Assim,
temos duas situagoes:

(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M é uma folha da distribuigdo

&)+ e € umbilica em M, com A = — /€.
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(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |7 | tende a zero no infinito, entao
M ¢é uma folha da distribuicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/[€|1.

Demonstragao. Mais uma vez, fazendo n = (N, ) e f = |£| —n, temos f > 0 e a igualdade
ocorre se, e somente se, N = £/[£| ao longo de M. Assim, também como antes, o teorema
estard provado se mostrarmos que f = 0. Definimos, ainda, X = AT, €7,

Sabendo que & é um campo conforme fechado e livre de zeros em M, segue de

@) que
<Vf7 X> = <A€T + %g—l—y ATT—1€T>
_ <Tr_1<A€>,AsT>+<A5T,f§—, r_1§T>
> Oa

onde usamos que T,_; é nao negativo, que A e T,_; comutam e que (YT, &7, AET) > 0.
Ademais, sabemos que MHH tem curvatura seccional constante, que, por ,
temos tr(7,) = (n —r)S,, logo, S, é constante e, pelo item (d) do Lema [3.14] obtemos

divy (X) = rpS, +n - tr(A*T,_y).

Assim, pela condigao (24)), temos

n > |§| _ T@ZJST
T otr(A%T, ) + 17

o que implica
DE(APT, 1) +1) > [¢] - oS,
nos garantindo
divy (X) = ripS, +n - (AT, 20) > [§] —n = f.

Dessa forma, para o caso polinomial, como X = AT,_£7, € e A sao limitados
em M, entdao T,_; e X sdo limitados em M. Logo, pelo Teorema [3.4] temos f < 0 e,
assim, f =0 em M.
Para o caso exponencial, percebe-se que, uma vez que AT,_; é limitado em M
e |£7] tende a zero no infinito, conclufmos que |X| tende a zero no infinito. Logo, pelo
Teorema [3.4] temos f < 0 e, assim, f =0 em M.
O

Usando o fato de H**! ser uma variedade riemanniana com curvatura seccional
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constante, obtemos os seguintes corolarios como aplicacao direta do Teorema (3.41]

Corolédrio 3.42. Sejam H"! o espaco hiperbélico e & = 0; + x;P o campo wvetorial
conforme fechado cujo fator conforme € x;, onde 2 < i < n—+2, P € o campo posicao e
0; = 6%1“ Considere p : M™ — H" | uma imersao isométrica de uma variedade riemanmni-
ana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em H" 1. Oriente M pelo campo normal
unitdrio N, globalmente definido e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A
limitada, que, para algum r € {1,...,n}, o operador T,_1 seja nao negativo, tr(T,) seja
constante em M, que {x;T,_1£7,AETY > 0, que & seja limitado e livre de zeros em M e

que valha a sequinte condicao:

V1+ 22 —rasS,

tI'(AZTrfl) —+ 1 ’

n=

onde n = (N,§) e S, é ar-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A. Se M

tem crescimento de volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito, entdo
Mn:{l‘EL”+2;—$%+$§+“'+£L‘3+2:—1,.%'1 >0ex; =k} =H"

onde k € uma constante.

Corolario 3.43. Sejam H"™ = R x . R" o espaco hiperbolico e & = €', o campo vetorial
conforme fechado cujo fator conforme € e'. Considere ¢ : M™ — H"', uma imersao
1sométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdavel, completa e nao compacta
em H"TL. Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido e suponha
que M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {1,...,n}, o
operador T,_, seja ndio negativo, tr(T,) seja constante em M, que (T, _1£7, AET) >0, que

& seja limitado em M e que valha a sequinte condi¢ao:

0> (1 —rS,)e
- tf(AZTrfl) —+ 1’

onden = (N,§) e S, € ar-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A. Se M

tem crescimento de volume polinomial, entao M"™ é uma horoesfera.
Para o caso em que £ é paralelo, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.44. Seja M wuma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante, orientada e munida de um campo vetorial paralelo & unitdrio. Seja p : M™ — m
uma 1mersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta M em M. Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente defi-
nido e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum

r € {1,...,n}, o operador T,_; seja nao negativo, tr(T,) seja constante em M e que
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valha a sequinte condi¢cao:

1
>
= tI‘(AQTT_l) —|— ]_7

(25)

onde n = (N,&). Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M tem crescimento de volume polinomial, entdo M €é uma folha da distribui¢do
(E)L e ¢ totalmente geodésica em M.
(b) Se M tem crescimento de volume exponencial e |£"] tende a zero no infinito, entdo

M ¢é uma folha da distribuicdo (£)* e é totalmente geodésica em M.

Observagao 3.45. O item (a) do Coroldrio também foi provado no Teorema 3.1 de

[, contudo ele foi enunciado nessa parte para completude da tese.

Aplicando o Corolério M quando M = R™ e V € R*! é um vetor

unitério fixado, temos o corolario a seguir.

Corolério 3.46. Seja M™ C R™ ! um grdfico inteiro sobre R™, com crescimento de vo-
lume polinomial. Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e supo-
nha que M tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {0, ..., n—
1}, o operador T,_1 seja ndo negativo, que tr(T,) seja constante e se n = (N, V), onde
V' € um vetor unitdrio firado de R™, satisfizer a condicdo , entao M é um plano

ortogonal a V.
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4 UM PRINCIPIO DO MAXIMO RELACIONADO AO CRESCIMENTO
DE VOLUME COM PESO

Neste capitulo, estudaremos extensoes do principio do maximo obtido em [4]

a variedades riemannianas com peso.

4.1 Variedades com peso e solitons de Ricci

Dada uma variedade riemanniana n-dimensional completa e orientada (M™, g)

e uma funcao suave o : M" — R, a variedade com peso M} associada a M" e o é a

tripla (M™, g,dp = e=?dM), onde dM denota o elemento de volume usual de M™. Nesse

sentido, definimos alguns operadores nessa variedade com peso. (Veja [34] para encontrar
as principais defini¢oes e resultados dessa teoria.)

1. O tensor oo—Bakry—Emery—Ricci ou simplesmente o tensor de Bakry—Emery—Ricci é

dado por
Ric, := Ric + Hess o.
2. A o-divergéncia de um campo vetorial X € X(M) é dada por
div,(X) = e%div(e 7 X) = div(X) — (Vo, X).
Nesse sentido, o o-laplaciano de uma funcao f € C*(M) é dado por:
Ay f =div,(Vf)=Af = (Vo, V).

3. E possivel obter uma férmula tipo-Bochner para fungoes suaves em variedades com
peso, conforme provado em [34]: dada uma funcdo f € C*(M), onde M™ é uma

variedade com peso o, temos
1
586V = [Hess fI* + (V. V(A f)) + Ric, (V £, V).

4. O volume com peso de um dominio limitado €2 de M ¢é dado por:

vol, () :/e_”dM.
Q

5. Se M for uma variedade completa e ndo compacta, denotamos por B(p,t) a bola
geodésica centrada em p € M e com raio t. Dada uma funcdo x : (0,4+00) —

(0, +00), dizemos que M tem crescimento de o-volume do tipo x(t) se existe p € M
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tal que:

vol,(B(p,t)) = O(x(t))

quando t — +o0.

Um sdliton de Ricci é um terno (M, (-,-), X), em que M é uma variedade
riemanniana com métrica (-,-) e X é um campo vetorial suave em M satisfazendo a

equagao do soliton,
) 1
Ric + §£X(,> =A(,),

onde A € R. Quando A > 0 dizemos que o séliton de Ricci é shrinking, quando A = 0

dizemos que o séliton é steady e no caso em que A < 0, o séliton é dito expanding.

Se X = Vo, com o € C*(M), a equagao do séliton se torna:
Ric + Hess 0 = A(,)

e o séliton ¢ dito Ricci gradiente. Em outras palavras, se uma variedade com peso o
¢ uma variedade de Einstein, em relacao ao terno de Ricci com peso, entao essa varie-

dade também sera um séliton de Ricci gradiente, uma vez que Ric, = Ric+Hess 0 = A(, ).

O exemplo a seguir encontra-se no trabalho de PIGOLA, RIMOLDI e SETTI
(veja [32]), que é um exemplo interessante de um séliton de Ricci gradiente, chamado

espaco gaussino.

Exemplo 4.1 (Espago gaussiano). A wvariedade (R™,(,),0), com métrica candnica e
funcao peso dada por o(z) = =|x|* é o chamado espago gaussiano. Uma vez que Ricgn = 0
e Hess 0 = A(,) em R™, temos que Ric, = \(,), ou seja, o espago gaussiana é um soliton
de Ricci gradiente. Nesse caso, denotaremos por G(A) o espaco gaussiano (R™,(,),0),
com o(x) = %]x\Q

Além disso, se X =0, entdao o espaco gaussiana serd o proprio espago euclidi-
ano. Assim, supondo X # 0, usando coordenadas polares, com R™\ {0} = (0, +o00) x,S"!

e wy_1 = vol(S"™Y), temos:
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_ Alal? R
vol,(B(0,R)) = / e 2 dx:wnl/ re” 2 dr
B(0,R) 0
Wn—1
= — e“du
A Jo

Wp—1 _AR? )
fr— —_ 2 J— 1
A (e

Com isso, se A > 0, entdo o espaco gaussiano G(\) possui o-volume finito e

se A < 0 o espaco gaussiano terd crescimento de o-volume exponencial.

Esse exemplo nos mostra que a curvatura de Ricci em variedades riemannianas
com peso traz caracteristicas significativamente distantas da curvatura de Ricci padrao,
uma vez que o Teorema de Myers (veja [20]) nos revela que se uma variedade riemanniana
completa possui curvatura de Ricci limitada por baixo por uma uma constante positiva,
isto é, Ric > K, com K > 0, entao essa variedade deve ser compacta. Assim, esse
resultado nao pode ser estendido diretamente a variedades com peso, ja que o espaco
gaussiano com A > ( é uma variedade riemanniana completa com Ric, = A > 0 e nao é

compacta.

O comportamento do crecimento de o-volume da Gaussina ja era, de certa
forma, esperado, uma vez que o Teorema 3.1 e o Corolario 4.1 de [34] nos trazem os

seguintes resultados.

Teorema 4.2 (Wei-Wylie). Se M, é uma variedade com peso tal que Ric, > X\, p € M

e R > 0, entao, para cada 0 < r < R, existem constantes A, B e C tais que

R
vol,(B(p,R)) < A+ B / e MOt

Coroléario 4.3. Se M é completa e Ric, > A > 0, entao vol, (M) € finito e M tem grupo
fundamental finito.

E importante salientar que a primeira parte do Corolario também foi pro-
vada em [25].

Exemplo 4.4. Considere o espaco hiperbolico n-dimensional H™, utilizando como modelo
uma hipersuperficie do espaco de Lorentz-Minkowski "1, que é o espaco R com a

métrica de Minkowsk:

—da} +dzy + -+ dal
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onde x = (xq,...,Tp41) € R"M. Nesse caso,
n_ ntl, 2, 2 2
H'={eel" —ai+a5+ - +a,,,=—1ex; >0}

munido com métrica induzida por L™ L. Com isso, H" é uma variedade riemanniana,
cujo campo normal unitdrio em L™ € o campo posicio P(z) = x, com x € H", e
T,H" = P(x). Tomando x = (x1,29, -+ ,Tps1) € H* e X € X(H"), obtemos

(Va2 X) = X (22) = 22, X (1) = 221(X, 0) = (X, 22,0, ),

onde 9 = 0/0x, e 8] = 01 + x1 P, onde P(x) = x é o campo posi¢io. Dessa forma,
Vi = 22,0] . Ademais, como 9] é um campo conforme fechado (consoante ao que foi
mostrado no Exemplo[3.16), tomando p € H" e X € X(H") tal que | X (p)| = 1, temos

Hess(2?)(X, X) = (VxV(2?),X) =2(Vxz,0],X)
= 2(X(21)0] + 22X, X)
n+1
= 2(X,0,)% + 227 > 227 =2 <Z x?) + 2

i=2
> 2,

onde usamos que —x3 + a3+ -+ a2, = —1.
Seja o € C*(H") dada por o(x) = ai. Dados p € H* e X € X(H") tal que

| X (p)| =1, obtemos a sequinte expressao para a curvatura de Ricci com peso em p
(Ricgn )4 (X, X) = Ricgn (X, X) + (Hess 0)(X, X) = -1+ (X, 0,)? + 227 > 1,

onde usamos que H" € uma variedade de Einstein. Portanto, pelo Coroldrio[{.5, H} tem
o-volume finito, logo, seu crescimento de o-volume € polinomial (basta considerar um

polinémio de grau zero).

No préximo exemplo, presente no trabalho de PIGOLA, RIMOLDI e SETTI
(veja [32]), é possivel construir sélitons de Ricci gradiente a partir de variedades de Eins-

tein.

Exemplo 4.5. Seja N¥ uma variedade de Einstein de dimensdo k, tal que Ricy = \(,). A
partir de N podemos construir sélitons de Ricci ao construir a variedade produto M"F =

R” x N* munida com métrica produto. Tomemos a funcdo suave o : M — R dada por

A
o(x,p) = §|:13|2, para x € R" e p € N*. Como X (o) =0 para todo X € X(N), temos:

(Ricyr)s = Ricgn + Ricy + Hessgn (0) + Hessy (o) = A, ) nv + A(, )gn.
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Dessa forma, (M™™ (,)pn @ (,)nx,0) € um sdliton de Ricci gradiente.

No contexto de variedades com peso, podemos definir a nog¢ao de curvatura
média com peso para hipersuperficies. Para tanto, considere 3" uma hipersuperficie
orientdvel imersa em uma variedade riemanniana com peso M™*1 e denote o gradiente
com respeito a métrica de M™*! por V. De acordo com [20], a curvatura média com peso

ou o-curvatura média H, de X" é dada por
nH, = nH + (N,Vo),

onde H denota a curvatura média ordinéaria de >" com respeito ao campo normal unitario
N. Nesse contexto, considerando 2 um dominio limitado em X", de acordo com [9],

obtemos a primeira variacao do volume com peso

d
N oL, () = / H (N, Ve d,
dt|,_, Q
onde V' é o campo vetorial variacional da variagao.

Além disso, quando H, = 0, dizemos que a variedade X" é o-minima na

variedade com peso M1,

Exemplo 4.6. Sejam R variedade gaussiana, com o = Mx|?/2, e R™ o hiperplano
tal que R" = {x € R"";(x, V) = 0}, onde V' ¢é um vetor unitdrio com extremidade na

origem. Nesse caso, R™ é uma variedade o-minima em relagio a R"™ uma vez que

nH, =nH + (N,Vo) = NV, z) = 0.

. . . 2 .
Vale salientar que, no espaco euclidiano R*™! e fazendo o = ‘%', as hipersu-
perficies o-minimas sao conhecidas como self-shrinkers. Conforme mostrado em [16], uma
tal hipersuperficie satisfazendo H = (x, N), onde x é o vetor posi¢cao em R"™!. Com isso,

os hiperplanos de R"*!  construidos conforme o exemplo , sao self-shrinkers.

4.2 Sobre o principio do maximo II

Concentraremos nessa se¢ao os principais resultados a respeito do principio do
maximo para variedades com peso. O lema a seguir sera essencial para provar o resultado

principal.
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Lema 4.7. Sejam M, uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta, com peso o € C*(M) e X € X(M) um campo vetorial completo, com fluxo

maximal . Se Q € um dominio de integracao limitado de M, entao,

d

dt|,

/ dp = / div,(X)dp,
=to Y ¥ (Q) bty ()

onde dy = e~ 7dM.

Demonstracdo. Uma vez que Q é compacto, podemos derivar sob o sinal da integral,

obtendo
d
dpu =
to / () dt|,
_ / i
N dt |,

- / Ul (Lx(e7)dM + e Ly (dM))

d
dt|,_

d
/ e °dM = — /wf(eadM)
¥ (Q) dt t=tg 4 Q

w:(e_"dM) :/Qqﬁoﬁx(e_"dM)

= /¢t0 X)dM + e °div(X)dM)

= / Uy, (div(e™? X)dM) = / by (e7div(e 7 X )e “dM)
Q Q

= / div,(X)dp,
wto (Q)

como queriamos mostrar

]

O préximo resultado generaliza os teoremas [3.1] e [3.4] do capitulo anterior para

variedades com peso.

Teorema 4.8. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta, X € X(M) um campo vetorial em M, o € C*°(M) uma fun¢do suave e K um
subcongunto fechado (possivelmente vazio) de M tal que M \ K € estdvel sob o fluzo de
X. Considere p = d(-,0) a distancia riemanniana de origem em o € M, e constantes
c>0e0<k<1. Suponha que | X| < cp® fora de algum subconjunto compacto de M se
0<k<1l e|X|<cemM sek=0. Suponha que f € C*(M) € tal que (Vf, X) >0 em
M ediv, X > af em M\ K, para alguma fungao positiva a € C*(M) tal que (Va, X) > 0.
Assim, temos duas situagoes:
(a) M, tem crescimento de o-volume polinomial: se k < 1, entdo f <0 em M\ K. Se
k=1 e M, tem crescimento de o-volume como t", entao f < c.
(b) M, tem crescimento de o-volume exponencial, digamos como e': se k = 0, entdo
f< % em M\ K. Se |X|(z) = 0, quando p(x) — +o0, entio f <0 em M\ K.
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Demonstra¢ao. Suponha que exista um ponto p € M \ K tal que f(p) > 0 e escolha a e
r satisfazendo 0 < a < f(p) e B= B(p,r) CC A, ={r € M\ K; f(z) > a}.

Como X é completo, conforme mostrado na Proposicao 3.3 o fluxo ¢, de X
estd definido para todo t € R. Assim, podemos definir a fun¢do suave ¢ : [0, 4+00) —
(0, +00) por

o(t) = volo (14 (B)) = /

dji = / S (dp),
Py (B) B

onde dy = e %dM.
Uma vez que B é um dominio de integracao compacto, usando Lema4.7] temos

d
Plte) = & / dyt = / div, (X )dp (26)
t=to v Y¢(B) Yo (B)

dt

Além disso, como

d
() = (V£.X) = 0,

temos, para r € A,, que

FWu()) = f($o(@)) = f(2) > o,

para todo t > 0.

A partir dai, e tendo em vista que M \ K é estdvel sob o fluxo de X, segue
que ¥ (A,) C A,, para todo t > 0.

Usando o fato de div,(X) > af em M \ K, o resultado em (26]) e o fato de
que Y(B) C Y(An) C Ay C M\ K dao

' (t) = /@(B) div, (X)dp > /1/;,5(8) afdu > oz/%(B) ady = a/B(a o Yy )i (dp), (27)

para todo t > 0.
Sejam a : [0,+00) x M — R dada por a(t,z) = a o y(x) e, para x € M, a, :
[0, +00) — (0, 00) tal que a,(t) = a(t,z). Temos a € C*([0, +00) x M) e a, € C*(]0, +00)),

para todo x € M; além disso,

d _ d
Sa(t) = Salii(@) = (Va, X) > 0.

Assim, a, é uma funcdo nao-decrescente para todo x. Ademais, como B é compacto,

inf,cp a(x) = min g a(x) = a > 0. Dessa forma, para todo x € B temos

(a0 th)(2) = 4:(t) = 42(0) = a(x) = a.
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Usando esse resultado e desigualdade , obtemos:
602 a [(@ov)dildn) 2 aa [ du=aas(t)
B Y¢(B)

para todo t > 0. Em particular, se t > 0, entéo ¢'(¢) > 0, uma vez que ¢(0) = vol,(B) > 0
¢'(s)

para todo t > 0. Integrando a inequacao o) > ao ao longo do intervalo [0, t], segue que
B(t) > vol,(B)e™, (28)

para todo t > 0.
Denote por d(z, ¢y (x)) a distancia riemanniana entre x e ¥ (x). Se d(x, Y (x)) -

+o00 quando t — 400, entdo existe L > 0 e uma sequéncia (t;);>1, com t; — 400, tal que

d(z, vy, (x)) = L.

Por outro lado, para todo x € B, temos

d(p,¥y(x)) < d(w, () + 7. (29)

Isso significa que vy, (B) C B(p,L + r) para todo ¢ € N, e segue de a seguinte
desigualdade:

vol, (B(p, L + 1)) > vol, (¢1,(B)) = ¢(t;) > vol,(B)e™".

Isso claramente nao pode ocorrer, uma vez vol,(B(p, L+1)) < 400 e vol,(B)e2 — 400
quando t; = +o00. Assim, d(z,¢:(z)) — 400 quando t — +oo.
Pela Proposicao [3.3] caso 0 < k < 1,

d(x, P (z)) < Ct™ (30)
para m = ﬁ et >t >0. Caso k =1, também por aquele resultado, temos
d(z, () < A(e —1). (31)

Para k < 1, tome C" > C e ty > t; tal que C't"™ > Ct™ + r, para t > t,. Com

isso, segue de , e (28) que
voly (B(p, C't™)) > vol,(B(p, Ct™ + 1)) > vol, (v(B)) = ¢(t) > vol,(B)e™,
para todo t > t5. Por uma mudanca de variaveis, temos:

vol,(B(p, 1)) > vol, (B)e(&) " (32)
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para todo t > ts.
Para k =1, tome A’ > A et > 0 tal que A'e” > A(e — 1) +r, parat > t.
Como no caso anterior, segue de , e (28) que

voly(B(p, A'e®)) > vol,(B(p, A(e” — 1) + 1)) > vol, (v(B)) = ¢(t) > vol,(B)e*,

para todo ¢t > t'. Por uma mudanca de varidveis, supondo ¢’ > A’, temos:

vol, (B(p, 1)) > vol,(B) (Ai) o (33)

para todo t > ts.

Suponha, agora, que M tem crescimento de o-volume polinomial. Entao, no
caso em que 0 < k < 1, nao pode ser verdadeira para todo ¢t > t5. Dessa maneira, a
suposigao inicial de que f(p) > 0 para algum p € M \ K, nos conduz a uma contradigao,
logo, f <0 em M \ K. No caso k = 1, temos que f nao pode ser maior que <, pois se

cn

isso ocorresse, existiria p € M \ K tal que f(p) > O Assim, tomando o € R tal que

f(p) > > ;75 e fazendo Ay ={z € M\K; f(z) >a > ) terfamos A, aberto (pois é

a intersec¢ao dos abertos f~!(a, +00) e (

cn

. )71 (—00, a)) e ndo vazio, uma vez que p € A,.

Refazendo toda a construcdo dessa demonstracao, podemos tomar B = B(p,r) CC A, e
a = mingep a(r) (por ser o minimo, observe que o > <); entdo, terfamos novamente a
estimativa . Mas, como M tem crescimento de o-volume do tipo t", deveriamos ter
n > 22, ou seja, a < 2, contradizendo nossa hipdtese. Portanto, f(z) < %, para todo
reM\K.
Suponha que M tem crescimento de o-volume exponencial. Se k = 0, isto é,
| X| < ¢, entao
t
ds = / | X (¢s(x))| ds < ct.
0

A, r()) < /0 (@)

Assim, e fornecem
volg(B(p, ct + 1)) > vol, (¢(B)) = ¢(t) > voly(B)e,
para todo t > 0. Uma mudanga linear de varidveis nos da

aar aat

vol, (B(p,t)) > [VOIU(B)e;c e e,

para todo t > r.

Se o crescimento de o-volume exponencial é como e, entdo f nao pode ser
B
a(p)”

tomando « € R tal que f(p) > a > % e fazendo A, = {r € M\ K; f(z) > a > ac(i)},

maior que %, pois se isso ocorresse, existiria p € M \ K tal que f(p) > Com isso,
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, - o ~ 1 -1 .
terfamos A, aberto (pois é a intersecao dos abertos f~'(«a, +0) e (%) (—o0,@)) e nao
vazio, uma vez que p € A,. Refazendo toda a construcao dessa demonstracao, poderiamos
tomar B = B(p,r) CC A, e a = mingepa(z) (por ser o minimo, observe que o > %),
entdo, teriamos novamente a estimativa (32). Como M tem crescimento de o-volume do

tipo e, deverfamos ter 3 > =, ou seja, a < %, contradizendo nossa hipdétese. Portanto,
fx) < %, para todo x € M \ K.

Por fim, suponha que lim,y)—400 | X|(2) = 0. Para cada x € B, ji sabemos
que limy o d(z, ¢ (z)) = +oo. Fixado um tal z, considere a fungdo comprimento de

arco

A(t) = / X () ds.

Uma vez que y(t) — +oo quando t — +00, aplicando a Regra de L’Hopital, obtemos:

@) B
Jm = = im0 = Jim (X (@()] =0
Esse resultado nos permite tomar uma sequéncia (¢;);>1 tal que %ﬁ’) < %, onde t; — +o0.
Consequentemente,
Zi
De e , segue que
t .
vol, (B <p, 2+ T)) > vol, (¢, (B)) = ¢(t;) > vol,(B)e®". (34)
J

vol, (B(p,7;)) > vol,(B)e® =) > [vol, (B)e ] e,

para todo j > j’. Isso ndo pode ser verdade se o crescimento de o-volume for do tipo e’
Portanto, é necessario que f < 0em M \ K.
]

Observacao 4.9. Vale salientar que quando k = 0 e a € constante, o Teorema anterior
generaliza o Teorema 2.1 de [} para variedades com peso. O mesmo vale se considerar-
mos, separadamente, k = 0 e a constante, onde o primeiro caso generaliza o Teorema|3.1

e o sequndo generaliza o Teorema 3.4 para variedades com peso.

Os préximos coroldrios sao versoes dos coroldrios ao |3.12| para variedades

com peso o.
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Corolario 4.10. Sejam M wuma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
ndao compacta, o € C®(M) uma fungio suave e Q C M um dominio limitado. Seja
f € C®(M) uma fun¢ao nao negativa tal que M \ € estdvel sob o fluzo de Vf e
A, f >af em M\ Q, para alguma a € C*(M) positiva em M\ Q e tal que (Va,Vf) > 0.
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial e |V f| < cp*, onde p = d(-,0) € a
distancia riemanniana de origem em o € M ec >0 e 0 < k < 1 sao constantes,
entio f =0 em M\ Q.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |V f|(x) — 0, quando p(z) —
+00, entio f =0 em M\ Q.

Demonstracdo. Tomando X = Vf e K = Q no Teorema , concluimos que f < 0 em
M\ Q. Dessa forma, uma vez que f >0 em M, temos que f =0 em M \ Q. H

Uma aplicacao direta do Corolério 4.10] é obtida quando fazemos Q = (), con-

forme mostra o resultado a seguir.

Corolario 4.11. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
ndo compacta e o € C®(M) uma funcio suave. Seja f € C*®(M) uma fungdo ndo
negativa tal que A, f > af em M, para alguma a € CY(M) positiva tal que (Va,V f) > 0.
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial e |V f| < cp®, onde p = d(-,0) é a
distancia riemanniana de origem em o € M ec >0 e 0 < k < 1 sao constantes,
entao f =0 em M.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |V f|(x) — 0 quando p(z) —
+oo, entdio f =0 em M.

O proximo resultado indica quando fungoes o-harmonicas sao constantes, me-

diante estimativas envolvendo seus hessiano e gradiente.

Corolario 4.12. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
ndo compacta, o € C*°(M) uma fun¢ao suave e f € C®(M) uma fun¢do o-harménica.
Suponha que Ric,(Vf,Vf) > ANV f]*, A > 0.

(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial e existem ¢ > 0 e k € [0,1) tais que
[Hessyr f(V £, X)| < cpF, (35)

para todo X € X(M) tal que |X| < 1, em que p(x) = dist(x,0), com o € M um
ponto fixado, entao f € constante.

(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e
|Hessp f(V f, X)|(x) — 0, quando p(z) — +oo, (36)

para todo X € X(M) tal que | X| < 1, em que p(x) = dist(x,0), com o € M um



67

ponto fixado, entdo f € constante.

Demonstracdo. Para os dois casos, obtemos, pela formula de Bochner para variedades

com peso e usando que f é o-harmonica, a seguinte estimativa:

Rico(Vf,VF) + (VS V(A.f)) + [Hessy f|?
= Ric,(Vf, Vf)+ [Hessp f|* > Ric,(Vf, V)
> MVF

1
ZA 2
S0V

Para o que segue, devemos analisar cada caso separadamente.
(a) Para M, com crescimento de o-volume polinomial e usando a condigao (35)), dado um

referencial ortonormal local {e;}"_; em M, obtemos:

n

IVIVEPPR = (VIVIR VIV =Y e (V)]
=1

= S [e(VAEVAP =Y 2(V, VLV

i=1 i=1
= 24 Hessy f(V f, e)] <Z402 2k

= 40 np**

Dessa forma, temos |V|V f|?| < 2¢y/np".

Assim, a funcao |V f|?> : M — R é suave, nao-negativa, tem a norma de seu
gradiente menor ou igual Cyp*, onde Cy > 0 e ko € [0, 1), e satisfaz A, |V f|> > 2\|V f]2.
Pelo Corolario , |V f|> =0, portanto, Vf =0 e f é constante em M, uma vez que M
é conexa.
(b) Para M, com crescimento de o-volume exponencial e usando a condigao , dado
um referencial ortonormal local {e;}?; de M numa vizinhanga de um ponto = € M,

obtemos:

VIV @) = D 4Hessuf(V],e)) (x)

n

< 24 sup [Hessy f(Vf, X)) (2)

i—1 XEX(M),|XI<1

= 4n  sup [Hessy f(Vf, X)) (z).

Xex(M),|x|<1

Dessa forma, temos |V|V f]?|*(z) — 0 quando p(z) — +oc.
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Assim, a fungao |V f|* : M — R ¢ suave, nao negativa, tem o médulo de seu

gradiente tendendo a zero no infinito e satisfaz A,V f|? > 2A|V f|%. Pelo Corolario [4.11]
IV f|? =0, portanto, Vf =0 e f é constante em M, uma vez que M é conexa.

O

Corolario 4.13. Seja (M, g,0) uma variedade riemanniana nao compacta com estrutura
de Ricci soliton gradiente shrinking e crescimento de o-volume polinomial. Se u € C*(M)

¢ o-harmonica e existem ¢ > 0, k € [0, 1) tais que
[Hesspyu(Vu, X)| < cp,

para todo X € X(M) tal que | X| < 1, em que p(x) = dist(z,0), com o € M um ponto

fizxado, entdo u € constante.

Demonstracao. Basta ver que uma variedade riemanniana com estrutura Ricci soliton
gradiente shrinking pode ser vista como uma variedade com peso o tal que existe A > 0

com Ric, = A. Com isso, basta usar o Corolario 4.12] e esse resultado estard provado. [

O Corolério 4.1 de [34] nos diz que, se M, é uma variedade riemanniana com-
pleta com peso ¢ tal que Ric, > A, entao vol, (M) é finito. Aplicando esse resultado ao
Corolério obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.14. Seja M uma variedade riemanniana nao compacta, completa e o €
C>®(M) com Ric, > A > 0. Seu € C*°(M) é o-harménica, existem ¢ >0 e k € [0,1), e

vale
[Hesspru(Vu, X)| < cp,

para todo X € X(M) tal que | X| < 1, em que p(x) = dist(x,0), com o € M um ponto

fixado, entdo u € constante.

Demonstragao. Inicialmente, observe M ¢é uma variedade com peso ¢ com crescimento
de o-volume finito, logo, polinomial. Como u é o-harmonica e satisfaz a condigao (35)),
entao, pelo Corolario 4.12] temos que u é constante. O

Conforme fizemos anteriormente, as quatro proximas aplicagoes estao relaci-
onadas a resultados cldssicos de Fischer-Colbrie e Schoen (veja [19]). As duas primeiras
referem-se a variedades com crescimento de o-volume polinomial e as duas tultimas a

variedades com crescimento de o-volume exponencial.

Corolario 4.15. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao

compacta, o € C®(M) uma fun¢ao suave, @ C M um dominio limitado e ¢ € C>(M)
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uma funcdao positiva. Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao o operador
A, — q nao possui solu¢do nao trivial f € C*(M) que satisfaca as sequintes condigies:
(a) f € nao negativa em M \ Q.
(b) |Vf| < cpt, onde p = d(-,0) é a distancia riemanniana de origem em o € M e c > 0
e 0 <k <1 sao constantes.
(c) M\ Q é estdvel sob o fluzo de Vf.
(d) (Vq,Vf)>0em M ouinfy g > 0.

Demonstra¢ao. Suponha que exista uma fungao f € C*(M) satisfazendo as condigoes
dadas. Se (Vq,Vf) > 0, fazendo a = ¢ no Coroldrio [1.10] temos A, f = ¢f, logo, f =0
em M \ Q, pela versao polinomial desse coroldrio. Se infy; ¢ > 0, fazemos a = inf,; ¢ > 0,
assim obtendo A, f > af e, consequentemente, f = 0 em M \ €2, pela versao polinomial do
corolario. Além disso, pela unicidade de continuacao para solugoes de equagoes diferenciais
parciais elipticas de segunda ordem (veja [8]), temos que f = 0 em M. Dessa forma, a
tnica solu¢do que goza das propriedades (a), (b), (¢) e (d) é f = 0, o que demonstra o
resultado.

]

Fazendo Q = () no coroldrio anterior, teremos o seguinte resultado.

Corolario 4.16. Sejam M wma variedade riemanniana com peso o coneza, orientada,
completa e nao compacta, o € C*(M) uma fungio suave e q € C®(M) uma fun¢ao
positiva. Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entdo o operador A, — q nao
possui solugdo nao trivial f € C*°(M) que satisfaca as sequintes condig¢oes:

(a) f € nao negativa em M \ Q.

(b) |Vf| < cpt, onde p = d(-,0) é a distancia riemanniana de origem em o € M e c > 0

e 0 <k <1 sao constantes.
(c) (Vg,V[f)>0em M.

Fazendo M, uma variedade com crescimento de o-volume exponencial, obte-

mos consequencias semelhantes.

Corolario 4.17. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e nao
compacta, o € C®(M) uma fun¢ao suave, @ C M um dominio limitado e ¢ € C>(M)
uma funcgao positiva. Se M, tem crescimento de o-volume exponencial, entao o operador
A, — q nao possui solug¢ao nao trivial f € C°(M) que satisfaca as sequintes condigies:

(a) f € nao negativa em M \ Q.

(b) |Vfl(x) = 0, quando p(z) — 400, onde p = d(-,0) é a distancia riemanniana de

origem em o € M.
(c) M\ Q é estdvel sob o fluzo de Vf.
(d) (Vq,Vf)>0em M.
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Demonstra¢ao. Suponha que exista uma fungao f € C*(M) satisfazendo as condigdes
dadas. Como (Vgq, Vf) > 0, fazendo a = ¢ no Corolério , temos que A, f = qf, logo,
f=0em M)\ Q, pela versao exponencial desse resultado. Quando infy; ¢ > 0, fazemos
a = infy; ¢ > 0, assim, obtemos A,f > af e, consequentemente, f = 0 em M \ ,
pela versao exponencial desse corolario. Além disso, pela unicidade de continuacao para
solugdes de equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem (veja []), temos que
f =0em M. Dessa forma, a unica solugdo goza das propriedades (a), (b), (c) e (d) é

f =0, o que demonstra o resultado. O

Fazendo €2 = () no coroldrio anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.18. Sejam M uma variedade riemanniana conexa, orientada, completa e
nao compacta, o € C*(M) uma fun¢ao suave e ¢ € C*°(M) uma fungdo positiva. Se M
tem crescimento de volume polinomial, entdo o operador A, — q nao possui solu¢ao nao
trivial f € C®(M) que satisfaca as sequintes condigoes:
(a) f € nao negativa em M \ Q.
(b) |Vfl(x) = 0, quando p(x) — +o0, onde p = d(-,0) € a distancia riemanniana de
origem em o € M.

(c) (Vq,V[f)>0em M.

Observacgao 4.19. Resultados semelhantes aos coroldrios[4.10 ao podem ser obtidos
para operadores diferenciais elipticos de seqgunda ordem da forma Lu = div,(T(Vu)),
onde T : X(M) — X(M) é um (1,1)-tensor simétrico e positivo definido em M, com

supy IT]| < 400. A demonstragées sao semelhantes, bastando tomar X = T(Vu).

4.3 Resultados tipo-Bernstein para hipersuperficies

Seja M uma variedade riemanniana orientada munida de um campo vetorial
conforme fechado £ cujo fator conforme é 1 € COO(M”H). Considere ¢ : M"™ — M
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientavel, completa e nao
compacta M™ em MHH, e oriente M pela escolha de um campo normal unitario V.

Nesta secao, aplicaremos o Teorema para estudar o comportamento de
¢. O objetivo é obter resultados similares aqueles de [3] e [4], relaxando a hipdtese de
que N convirja para £ no infinito e, em compensacao, impondo uma restricao ao cresci-
mento de volume da hipersuperficie. Nesse contexto, incluiremos hipoteses envolvendo o
crescimento do o-volume da variedade M, onde o € C®(M).

Sejam V e V as conexoes de Levi-Civita de M e M, respectivamente, e deno-

taremos por A(:) = —v(.)N o operador de Weingarten de ¢ com respeito a N.

No préximo resultado, veremos condicoes suficientes para que M seja total-
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mente geodésica em M.

Teorema 4.20. Seja M wma variedade riemanniana conexa, orientada, munida de
um campo de conforme fechado & cujo fator conforme é 1. Considere p : M™ — MTZH,
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nio compacta em M. Fizado um campo normal unitdirio N ao longo de @, suponha
que o operador de Weingarten correspondente A seja ndo negativo (respectivamente, nao
positivo), que infy (N, &) > 0, 1 > 0 (respectivamente, 1 < 0) em M, que & seja limitado
e livre de zeros em M e £ (tr(A)) > 0 (respectivamente, T (tr(A)) < 0) em M. Assim,
temos duas situagoes:
(a) Se existe uma fungdo o € C*°(M) tal que M, tenha crescimento de o-volume poli-
nomial e £7 (o) < 0 (respectivamente, £ (o) > 0), entdo M € totalmente geodésica
em M.
(b) Se eziste uma fungio o € C*°(M) tal que M, tenha crescimento de o-volume ex-
ponencial, £" () < 0 (respectivamente, £' () > 0) e |€T]| tende a zero no infinito,

entdo M € totalmente geodésica em M.

Demonstracao. Consideremos, inicialmente, o caso em que A é nao negativo, 1» > 0 e
£T(tr(A)) > 0. Nesse caso, devemos observar que se tr(A) = 0 o problema est4 resolvido,
ja que A é nao negativo.

Dessa forma, fagamos f = tr(A) de sorte que f > 0 en = (N,&). Com isso,
temos (V f,£7) = 7 (tr(A)) > 0. Ademais, por conta do Lemaitem (a) e da definigao

de divergente com peso, obtemos

(divar)o(€7) = divm(§") = (Vo &T)
= g +n-te(A) - &' (o)
> Utr<A) > afa

onde o = infy (N, £) > 0. Aplicando o Teorema e o fato de que |€7| < |€] no caso
polinomial e || tende a zero no infinito no caso exponencial, temos que f < 0. Portanto,
f =0, provando a primeira parte.

Para o caso em que A é nio positivo, ¥ < 0, £T(tr(A)) < 0e £T(0) > 0,
também devemos mostrar que tr(A) = 0. Para isso, basta tomar f = —tr(A) e trocar £"
por —&T para obter as mesmas consequéncias.

[

Observacgao 4.21. O Teoremalf.20 nao prova, a prori, que a subvariedade M € uma folha
de (€)%, Sua conclusdo é somente que M € totalmente geodésica. Contudo, é possivel obter

.. . Lo . . . . ——n+1
a rigidez descrita inicialmente dependendo da variedade riemanniana ambiente M .

. . , sn+1 , .
Quando a variedade ambiente ¢ M = R""! e V € R*"! ¢ um vetor unitdrio
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fixado, entdo V induz um campo paralelo em M. Ademais, qualquer hiperplano paralelo
a (V)1 ¢ isométrico a R™ e o espago gaussaino ((V)* (), Vo), com o = Az|?/2, tem
crescimento de o-volume polinomial se A > 0 e crescimento de o-volume exponencial se
A < 0, conforme mostrado no Exemplo [£.1} Aplicando o Teorema [£.20] a esse contexto,

obtemos o seguinte resultado.

Corolério 4.22. Seja V € R um vetor unitdrio fizado. Considere ¢ : M™ — Rt
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nio compacta em R, Ademais, considere as funcoes & € C*°(R™), dada por 6(x) =
ANz[?/2 e com A € R\ {0}, e 0 € C®°(M), dada por ¢ = & o . Fizado um campo
normal unitario N ao longo de ¢, suponha que o operador de Weingarten correspondente
A seja ndo negativo (respectivamente, nao positivo), que infy (N, V) >0 eV (tr(A)) >0
(respectivamente, V' (tr(A)) <0) em M. Assim, temos duas situagoes:

(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial e \(P,VT) < 0 (respectivamente,
MP,VTY > 0), onde P é o campo posicao, entdo M €é um hiperplano paralelo a
(VYE, tal que A > 0.

(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial, \(P,V") < 0 (respectivamente,
MPVTY >0), onde P é o campo posicao, e |V | tende a zero no infinito, entao

M ¢é um hiperplano paralelo a (V)*, tal que \ < 0.

Demonstragdo. Tomando £ como o campo vetorial induzido por V em R"™ e 0 = \|z|?/2,
temos que & é paralelo e Vo = APT, onde P é o campo posicao de R*"!. Dessa forma,
aplicando o Teorema , obtemos que M é totalmente geodésica em R™"! e, por ser
uma variedade completa, M é um hiperplano de R"*! tal que A > 0 no caso em que M
tem crescimento de o-volume polinomial e A < 0 no caso em que M tem crescimento de
o-volume exponencial. Seja w a projecao de V em M. No caso em A > 0e (P, V') <0,
temos que 0 > (P(w),V') = |VT|. Logo, V' = 0 e M é um hiperplano de R"*!
paralelo a (V)1. Os outros casos sao provados de forma andloga, trocando w por —w, se

necessario. O

Para o espaco hiperbdlico dado por
H"™ = {(z1,...,Tn42) EL"% =2 + 23+ + 22, =—1}

e o : H"™' — R dada por o(z1,...,T,2) = 77, temos que existe uma subvariedade rie-
manniana conexa, orientavel, completa e nao compacta em H"!, totalmente geodésica e

com crescimento de o-volume polinomial, que é a variedade
n_ n+2, 2 2 2 _
H *{<x17"' 7xn+2) el ,—$1+$2—|—"'+$n+2— —1 6331‘—0},

onde i € {2,...,n+ 2}. Dessa forma, obtemos a seguinte resultado.
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Corolario 4.23. Sejam H"™! o espaco hiperbdlico, no modelo subespaco de "2, munido
com o campo conforme fechado & = 0; + x;P, onde i € {2,...,n4+2} e P é o campo
posicio. Considere ¢ : M™ — H" | uma imersao isométrica de uma variedade riemanni-
ana conexa, orientdvel, completa e ndo compacta em M. Ademais, considere as funcdes
g € C®(H"™), dada por 6(x1,...,Tpie) =23, e 0 € C®(M), dada por c = G o . Fizado
um campo normal unitario N ao longo de p, suponha que o operador de Weingarten
correspondente A seja nao negativo (respectivamente, nao positivo), que infy (N, &) > 0,
x; > 0 em M (respectivamente, x; < 0), que & ¢ limitado e livre de zeros em M e
£ (tr(A)) > 0 (respectivamente, £ (tr(A)) < 0) em M. Se M, tem crescimento de o-
volume polinomial e £ (o) < 0 (respectivamente, £' (o) > 0) em M, entdo M € totalmente

geodésica em HM L.

Observacao 4.24. Destacamos, novamente, que no caso em que o espaco ambiente é o
espaco hiperbdlico H' Y, entdo, suas hipersuperficies totalmente goedésica sao isométricas

a espagos hiperbolicos H" (veja [17]).

No caso em que N* é uma variedade de Einstein de dimensao & tal que Ricy =
A(,), tomemos o séliton de Ricci gradiente construido a partir da variedade produto
MmHk+l — RmHL 5 NF ¢ a funcao suave o : M — R dada por o(x,p) = %|x|2, para
x € R™ e p € N*. Dessa forma, (M™*H (Vgn @ (,)yr,0) ¢ um séliton de Ricci
gradiente. Além disso, dado 0; = 9/0x;, para 1 < i < m + 1 um campo coordenado de
R™ c R™*L x N*. temos que 0; é paralelo e é um campo normal a subvariedades do
tipo M;(t) = {(x,p) € M™* 1z, =t € R}. Ademais, para cada t € R, a hipersuperficie
M;(t) é um séliton de Ricci gradiente e é totalmente geodésica em M™ 1 Vale salientar
que (M™M= R™ 5 SF (Vgn + (,)gr,0), com o(z,p) = |z[>/2, tem crescimento de
o-volume polinomial, enquanto (M™ = R™ ! x H*, (| )gn + (, )gr, 0), com o(z,p) =

—|z[*/2, tem crescimento de o-volume exponencial.

Corolario 4.25. Considere R™*1 x S* ¢ o campo paralelo 9;, onde i € {1,...,m + 1}.
Seja ¢ : M™F — R™ x Sk uma imersdo isométrica de uma variedade riemanniana
coneza, orientdvel, completa e nao compacta em R™ xS*. Ademais, considere as funcoes
o € C®°(R™* x S¥), dada por 6(z,p) = |x|?/2 tal que v € R™* ep € S*, e 0 € C*(M),
dada por o0 = & o . Fizado um campo normal unitirio N ao longo de p, suponha
que o operador de Weingarten correspondente A seja nao negativo (respectivamente, nao
positivo), que infy (N, 0;) > 0 e 9] (tr(A)) > 0 (respectivamente, 9, (tr(A)) < 0) em M.
Se M, tem crescimento de o-volume polinomial e 0, (o) < 0 (respectivamente, 9, (o) > 0)

em M, entdo M € totalmente geodésica em R™T! x S*.

Corolario 4.26. Considere R™" xHF* e o campo paralelo 8;, ondei € {1,...,m+1}. Seja

@ : M™F — R HF wma imersdo isométrica de uma variedade riemanniana coneza,
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orientdvel, completa e nao compacta em R™! x H*. Ademais, considere as funcoes
o € C®(R™ xH*), dada por 6(x,p) = —|z|?/2 tal que x € R™ ep € HE, e 0 € C°(M),
dada por 0 = & o p. Fixado um campo normal unitdrio N ao longo de @, suponha
que o operador de Weingarten correspondente A seja ndo negativo (respectivamente, nao
positivo), que infy (N, ;) > 0 e 9, (tr(A)) > 0 (respectivamente, 0, (tr(A)) < 0) em M.
Se M, tem crescimento de o-volume exponencial, 3 (0) < 0 (respectivamente, 9, (¢) > 0)

em M e |9]'| tende a zero no infinito, entdo, M € totalmente geodésica em R™t x HF.

Impondo uma estimativa sobre a fungao n = (V, ) no Teorema m podemos

retirar a condigao ' (tr(A)) > 0, conforme aparece no resultado a seguir.

Teorema 4.27. Seja M uma variedade riemanniana ortentada, munida com um
campo vetorial conforme fechado & cujo fator conforme € 1. Considere ¢ : M™ — MnH,
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta em M. Ademais, considere uma fungao o € C>*(M). Sejam N um campo
normal unitdrio a M em M, tal que o operador A+ /|E|I € ndo negativo, onde A € o
operador de Weingarten de ¢ na direcao de N e I é o operador identidade. Assuma que

¢ seja limitado e livre de zeros em M e >0 em M, e

€1+ (7, Vo)
= tr(A) + ny|¢~t+ 17

(37)

onde n = (N,&). Assim, temos duas situacoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M € uma folha da distri-
buicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/|€|1.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,
entio M ¢é uma folha da distribuicao (€)% e é umbilica em M, com A = —/|€|1.

Demonstracao. Conforme fizemos no capitulo anterior, para provar esse resultado deve-
mos mostrar que N é paralelo a &, logo, n = [£]. Assim, fazendo f = [{| — 7, pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que f > 0. Além disso, sabemos, pelo Lema[3.14]

que
(divar), (€)= divar(€7) — (€7, Vo) = nap + 1 - tr(A) — (€7, Vo).

Dessa maneira, pela condigao (37)), temos:

€ + (€7, Vo)
1= S A) e T
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o que implica

ntr(A) +ngp - (- |67 +n > €]+ (€7, Vo).

Ainda pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos 7 - [£]™! < 1. Logo, uma vez que
¥ > 0, obtemos:

- tr(A) + 0+ >0 te(A) +ng - (n- €7 + 0 > ¢+ (€T Vo).
Com isso, temos:

(divar)o(§") = e + 0 - tr(A) — (£, Vo) > [¢] —n = .

Ademais, como £ nado possui zeros em M e conforme calculamos em ((18), no capitulo

anterior, obtemos:

(Vfeh) = <A£T + %éT,£T> >0,
onde usamos o fato de A + 1 /|£| ser um operador nao negativo.
Dessa forma, (diva),(€7) > f, (Vf,€7) > 0, com |£T] < [€] no caso polino-
mial, e |¢"| tendendo a zero no infinito no caso exponencial. Entdo, pelo Teorema ,
temos que f =0e |{|N =¢.
0

Observacgao 4.28. Diferentemente do Teoremal[{.20, os resultados de rigidez envolvendo
estimativas sobre a funcao suporte n = (N, &), nesse trabalho, nos revelam que a hipersu-
perficie M deve ser uma folha da distribuicdo (€)*. Além disso, o resultado anterior nos

fornece uma extensio do Teorema[3.23, uma vez que basta tomar o = 1.

. . —n+1 .
Aplicando esse resultado no ambiente M~ = R"! e considerando o campo

induzido por um vetor unitério fixado V'€ R™"*!, obtemos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 4.29. Seja V € R™! ¢ um vetor unitdrio fizado. Considere @ : M™ — R,
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta em R". Ademais, considere as fungoes ¢ € C°(R"), dada por 6(x) =
ANz|?/2 e com X € R\ {0}, e 0 € C>®°(M), dada por ¢ = G o p. Sejam N um campo
normal unitdrio a M em R, tal que o operador de Weingarten A de ¢ na direcdio de

N € nao negativo. Suponha, por fim, que

-
0> 14+(V ,P)’
tr(A) +1
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onde n = (N,&) e P € o campo posicdo. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entdo M € um hiperplano paralelo
a (V)L tal que A > 0.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,

entdo M ¢é um hiperplano paralelo a (V)*, tal que X < 0.
Quando o espaco ambiente é o espaco hiperbdlico dado pelo modelo
HnJrl = {(xla s 7$n+2> € Ln+2; —.Z'% + $% +et xi-{-? = _1}

o : H""' — R é dado por ¢(z1,...,Tn0) = 23, temos que as folhas da distribuigao

e
(0; + 2;P)*, onde i € {2,--- ,n+ 2} e P é o campo posicio, sdo as hipersuperficies
H* = {(z1,...,Tns2) EL" =2t + a3+ + 22, =—1lex =1},

com t € R. Ademais, essa variedade é conexa, orientavel, completa e nao compacta em
H"*, além de ser umbilica e ter crescimento de o-volume polinomial para ¢ = G o1
e : H* — H" a inclusao dos espaco dados anteriormente. Dessa forma, obtemos a

seguinte resultado.

Corolario 4.30. Sejam H"' o espaco hiperbdlico, no modelo subespaco de L."2, e &
o campo de conforme fechado & = 0; + x;P, onde i € {2,...,n+ 2} e P é o campo
posicio. Considere p : M™ — H"™, uma imersdao isométrica de uma variedade rie-
manniana coneza, orientdvel, completa e nio compacta em M. Ademais, considere as
fungoes & € C°(H"), dada por 6(z1,...,Tn42) = 22, e 0 € C°(M), dada por o = 5o .
Sejam N um campo normal unitdrio a M em M, tal que o operador A+ x; - (1 + xf)*%[
¢ nao negativo, onde A € o operador de Weingarten na dire¢io de N e I o operador

identidade. Assim, por fim, que & € limitado e livre de zeros em M, x; > 0 em M e

0> €] +2(¢7, 1)
~tr(A) +na; - (L+22)72 +1

7

?

onde n = (N,&). Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M ¢é dado por
H" = {(21,...,Tps2) EL" —af+ a5+ a5, =—1ex; =t}
comteR e A=—t-(1+1t2)2].
Conforme mencionamos anteriormente, sabemos que

(Mm+k+1 = Rm+1 X Ska <a >Rn ® <’ >Sk’ U) ’
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com o(z,p) = |z|*/2, tem crescimento de o-volume polinomial, enquanto
(Mm+k+1 — Rm—i—l % Hk, <7 >R" D <7 >Hk70> ’

com o(x,p) = —|z[*/2, tem crescimento de o-volume exponencial. Aplicando o que
sabemos a respeito desses sélitons de Ricci, obtemos o seguinte resultado a partir do
Teorema 14.271

Corolério 4.31. Considere R™™! x S¥ ¢ o campo paralelo 8;, onde i € {1,...,m + 1}.
Seja ¢ : M™F — R™ x SF uma imersio isométrica de uma variedade riemannia-
na conexa, orientdvel, completa e ndo compacta em R™1 x Sk, Ademais, considere as
fungoes & € C¥(R™! x SK), dada por 5(x,p) = |x]?/2 tal que x € R™ e p € Sk, e
o € C®(M), dada por o = G op. Seja N um campo normal unitdrio a M em R™! x S¥,
e suponha que o operador de Weingarten A de ¢ na dire¢ao de N seja nao megativo.

Suponha, ademais, que

1+(0],Vo)
= tr(A) +1
onde n = (N,0;). Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M €é uma

variedade totalmente geodésica em R™! x S* dada por
M™F = {(z,p) € R™™ x SF z; = t},

para algum t € R.

Corolario 4.32. Considere R™*! x H* e o campo paralelo 9;, onde i € {1,...,m + 1}.
Seja ¢ : M™F — R™FL x HF wma imersdo isométrica de uma variedade riemannia-
na conexa, orientdvel, completa e nao compacta em R™ x H*. Ademais, considere as
fungoes & € C°(R™ x H¥), dada por o(x,p) = —|z|?/2 tal que v € R™! e p € HF, e
o € C®(M), dada por o = G op. Seja N um campo normal unitdrio a M em R™ x S¥,
e suponha que o operador de Weingarten A de ¢ na direcio de N seja nao negativo.

Suponha, ademais, que

1+(9],Vo)
= tr(A) +1

onde n = (N,0;). Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |0,'| tende a zero

no infinito, entio M € uma variedade totalmente geodésica em R™ ' x H* dada por
M™F = {(z,p) € R™ x HY 2y = t},

para algum t € R.
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Teorema 4.33. Seja M uma variedade riemanniana de Einstein orientada, munida de
campo vetorial campo conforme fechado & cujo fator conforme é . Seja ¢ : M™ — !
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta M™ em M Ademais, considere uma fun¢io o € C*°(M). Oriente M
pelo campo normal unitdrio N globalmente definido e suponha que M tenha curvatura
média constante, sequnda forma fundamental A limitada, que (AT, &™) >0 em M, que

& seja limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condi¢ao:

€] — nH + (AT, Vo)

(38)

onden = (N,§) e H € a curvatura média com respeito a N. Assim, temos duas situacoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M € uma folha da distri-
buicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/|€|1.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,
entio M € uma folha da distribuicao (£)* e ¢ umbilica em M, com A = —/|€|1.
Demonstra¢ao. Assim como fizemos em resultados anteriores, considere f = || —n e
X = A¢T.
Como £ é um campo conforme fechado livre de zeros em M, temos por

que

(V. X) = <A§T ; %52,A§T> A€ + <%§2,A§T> >0,

uma vez que (AT, ET) > 0 por hipbtese.
Por outro lado, usando o item (b) do Lema [3.14] juntamente com o fato de que
Ricy7(€7, N) = 0 (por M ser uma variedade Einstein) e £T(nH) = 0 (por H ser constante

em M), segue que

(diva)o(X) = (divay)s(AET) = divy(AET) — (AET, Vo)
= —Ricg (T, N) + " (nH) +nHy +n|A]> — (AT Vo)
= nHy + AP — (AT, Vo)

Usando a igualdade anterior e a condigao , temos:

€| —nHyY + (A7, Vo)
- |A]Z +1 ’

o que implica

N(lAPP +1) > [¢] — nHy + (A€, Vo),
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nos garantindo que
(divar)e(X) = nHv +n|A]* — (A€, Vo) > [¢] = n = f.

Portanto, como (divy),(X) > f, (Vf,X) > 0 e |X| < |A||€T], no caso
polinomial temos |X| limitado e f < 0 e no caso exponencial temos que |X| < |A||¢T]
tende a zero no infinito e f < 0. Assim, em ambos os casos, f = 0 em M, ou seja,
N =¢/|€] em M, a qual é uma folha de (£)*.

0

Como R""! e H"*! sao variedades riemanianas de Einstein, obtemos os seguin-

tes corolarios.

Corolério 4.34. Seja V € R um vetor unitdrio fizado. Considere ¢ : M™ — Rt
uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nio compacta em R, Ademais, considere as funcoes ¢ € C*°(R™), dada por 6(x) =
ANz[?/2 e com A € R\ {0}, e 0 € C*(M), dada por 0 = & o p. Oriente M pelo
campo normal unitirio N globalmente definido e suponha que M tenha curvatura média

constante, sequnda forma fundamental A limitada e que valha a sequinte condi¢do:

0> 1+ MAVT, P)

onden = (N,&) e P é o campo posi¢do. Assim, temos duas situagies:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M é um hiperplano paralelo
a (V)L tal que A > 0.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,

entdo M ¢é um hiperplano paralelo a (V)*, tal que X < 0.

Corolério 4.35. Sejam o espaco hiperbolico H" ", no modelo subespaco de L."*2, e o
campo de conforme fechado & = 0; + x;P, onde i € {2,...,n+2} e P é 0 campo posi¢ao
z;. Considere ¢ : M™ — H""' uma imersao isométrica de uma variedade riemannia-
na conexa, orientdvel, completa e ndo compacta em M. Ademais, considere as funcoes
o € C®(H"™), dada por 6(x1,...,Tne2) = 22, e o € C®°(M), dada por o = Gop. Oriente
M pelo campo normal unitirio N globalmente definido e suponha que M tenha curvatura
média constante, sequnda forma fundamental A limitada, que (A", 2,67 > 0 em M, que

& seja limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condi¢ao:

V1422 —nxH +2(AET,0y)
[A]? +1 ’

n =

onde n = (N,&) e H € a curvatura média com respeito a N. Se M tem crescimento de
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o-volume polinomial, entao M ¢é dado por
H' = {(z1,.. @ns2) €L —af +ad + o 4l p = —lew =t}
comteR e A=—t- (141221

Ao trocar a hipétese da variedade ambiente M ser uma variedade de Eins-
tein para ser um soéliton de Ricci gradiente, conseguimos uma conclusao semelhante
a do Teorema [4.33] alterando também uma hipdtese na estimativa da funcao suporte
n = (N, &), consoante o resultado a seguir.

Teorema 4.36. Seja (M”H

de um campo vetorial campo conforme fechado & cujo fator conforme é 1. Seja ¢ :

{,), V&) um soliton de Ricci gradiente orientado e munido

M? — M uma imersio isométrica de uma variedade riemanniana conezxa, orientdvel,
completa e nao compacta M™ em M Ademais, considere o € C*°(M) dada por o = Go
. Oriente M pelo campo normal unitdario N globalmente definido e suponha que M tenha
curvatura média constante, sequnda forma fundamental A limitada, que (AET,ET)Y >0

em M, que & seja limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condi¢ao:

> i§| —nHy —ET(N(T))
- |A]Z +1 ’

(39)

onden = (N,&) e H € a curvatura média com respeito a N. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entio M ¢é uma folha da distri-
buicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/|¢|I. Em particular, se (M, {,), Vo)
¢ soliton de Ricci grandiente shrinking, entio M é uma folha da distribuicdo (£)*
e é umbilica em M, com A = —/[€|1.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,
entio M ¢é uma folha da distribuicao (€)% e é umbilica em M, com A = —/|¢|1.

Demonstragdo. Considere f = || —ne X = A¢T. Como & é um campo conforme fechado
livre de zeros em M, da

(Y, X) = <A5T ; %gz,AgT> AT+ <%52,A€> >0,

uma vez que (AT, ET) > 0 por hipétese.

Da definicao do tensor de Ricci com peso, temos

(Ricgp)z(€7, N) = Ricg(€7, N) + (Hess 7)(¢7, N)



81

Calculando o (Hess 7)(£7, N) separadamente, obtemos
(Hess 3)(€T,N) = (V¢rVa, N)
= ¢'(Vo,N) — (V5,VerN)
= ¢'(N(@)) — (VerN)(@)
= ¢ (N(@) + (A", Vo).
Como M"™ é um séliton de Ricci gradiente, entao

Rieyr (€T, N) + ¢ (N(@)) + (A", Vo) = (Ricgp)s(€T, N) = AT, N) = 0.

Dessa forma, usando a igualdade mostrada anteriormente, o item (b) do Lema
e que ' (nH) =0 (por H ser constante em M), segue que

(divay),(AET) = diva(AET) — (AET, Vo)
= —Ricy(§", N) + ¢ (nH) + nHyp + n|A]> — (AT, Vo)
= nHY +n]AP +£T(N(9)).

Usando a igualdade anterior e a condigao (39)), temos:

_ &= nHY¢ — T(N@)
IV

o que implica
n(|AP +1) > [¢] = nHy — £1(N(7)),
nos garantindo que
(divar)o(X) = nHo +n|A? +7(N(@)) > [§] —n = f.

Portanto, como (divy),(X) > f, (Vf, X) > 0 e |X]| < |A||€T], para o caso
polinomial temos |X| limitado e f < 0, e, para o caso exponencial, |X| < |A||¢T] tende
a zero no infinito e f < 0. Assim, em ambos os casos, f = 0 em M, ou seja, N = £/[¢|
em M, a qual é uma folha de (£)*. Em particular, se (M, (,), Vo) é soliton de Ricci
grandiente shrinking, entao M, tem crescimento de o-volume finito, conforme foi mostrado

do Corolario .3} Logo, o resultado segue do caso polinomial.
[l
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Conforme mencionamos anteriormente, sabemos que
(Mm+k+1 = R™ x SF (Van @ >§k70) ’

com o (z,p) = |z|*/2, ¢ um séliton de Ricci gradiente shrinking, enquanto
(Mm+k+1 — R™ 5 HE, {, Vgn @ >Hk70) ,

com o(x,p) = —|z[*/2, é um séliton de Ricci gradiente expanding com crescimento de o-
volume exponencial. Aplicando o que sabemos a respeito desses sélitons de Ricci, obtemos

os seguintes resultados a partir do Teorema 4.36,

Coroldario 4.37. Considere em R™! x S* o campo paralelo 0;, onde i € {1,...,m+1}.
Seja © : M™F — R™L x SF uma imersio isométrica de uma variedade riemannia-
na conexa, orientdvel, completa e nao compacta em R™ x Sk, Considere as funcoes
o € C®(R™ x S*), dada por 6(x,p) = |x|*/2 tal que x € R™ e p e S*, e 0 € C°(M),
dada por 0 = G o . Oriente M pelo campo normal unitdario N globalmente definido e
suponha que M tenha curvatura média constante, sequnda forma fundamental A limitada

e que valha a sequinte condi¢ao:

y s L2 (V@)
- JAP+1

onde n = (N,&) e H é a curvatura média com respeito a N. Se M, tem crescimento de
o-volume polinomial, entdo M é uma variedade totalmente geodésica em R™' x SF, dada

por
M™k — {(z,p) € R™! x SF 2, = t},

para algum t € R.

Corolario 4.38. Considere R™! x H* e o campo paralelo 0;, onde i € {1,...,m + 1}.
Seja o : M™* — R™FL x H* wma imersdo isométrica de uma variedade riemannia-
na conexa, orientdvel, completa e ndo compacta em R™ x HF. Considere as funcdes
7 € C*(R™H xH*), dada por 5(z,p) = —|z|*/2 tal que x € R™ ep € HF, e 0 € C°(M),
dada por o = 6 o . Oriente M pelo campo normal unitario N globalmente definido e
suponha que M tenha curvatura média constante, sequnda forma fundamental A limitada

e que valha a sequinte condicao:

L 10l (N()
EEVIEES

onde n = (N,&) e H € a curvatura média com respeito a N. Se M, tem crescimento de
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o-volume exponencial e |0, | tende a zero no infinito, entdo M € uma variedade totalmente

geodésica em R™T! x H*, dada por
M™* = {(2,p) € R™ x HF; 2, =t € R},
para algum t € R.

Os dois préoximos teoremas mostram resultados de rigidez para hipersuperficies
a partir do comportamento de transformacoes de Newton, semelhente ao que foi feito nos
teoremas [3.35] e [3.41]

Teorema 4.39. Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante, orientada e munida de campo vetorial conforme fechado & cujo fator conforme é
V. Seja p : M™ — M wma imersio isométrica de wma variedade riemanniana co-
nexa, orientdvel, completa e nio compacta M em M. Considere uma funcio o € C®(M).
Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que M tenha
sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {0,...,n—1}, AT, +¢/|¢|T,
seja nao negativo, que & seja limitado e livre de zeros em M, que ¥ > 0 em M e que

valha a sequinte condi¢ao:

&] +(T,£7, Vo)
(AT,) + ¢ - €71 - to(T) + 1

nz = (40)
onde n = (N,&). Assim, temos duas situacoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entio M, é uma folha da distri-
buicdo (€)* e é umbilica em M, com A = —/|€|1.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,
entio M, é uma folha da distribuicio (€)* e é umbilica em M, com A = —/|¢|I.

Demonstragao. Fazendo novamente n = (N, &) e f = || — n, temos f > 0 e a igualdade
ocorre se, e somente se, N = £/|£| ao longo de M. Sendo esse o caso, o teorema estara
provado. Definamos, ainda, X = T,£".

Como ¢ é um campo conforme fechado e livre de zeros em M, segue de
que

(VfX) = <A£T + %siﬂﬂ = <ATrfT + %T@T,ﬂ > 0,
uma vez que 7T, é autoadjunta e C*°(M)-linear, A e T, comutam e AT, + ¢ /|¢|T, é nao

negativo.
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Por outro lado, usando o item (c) do Lema e o Corolario obtemos

(divy)s(X) = divy(X) —(Vo, X)
= ¢-tr(T}) +n-tr(AT,) — (Vo, X).

Assim, pela condicao , segue que

o ld+(me Vo)
1= %(AT) + o € - te(T) + 1

o que implica
0 tr(AT) + 4 g7 (D) + 0 > €]+ (TE T, Vo).

Ainda pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos 7 - [£|7! < 1. Logo, uma vez que
© > 0 em M, obtemos:

n-tr(AT) + ¢ - te(T) +n > n-tr(AT) + ¢ -n- €7 te(T,) + 1
> ¢+ (T€7, Vo).

Com isso, temos:
(divar)o(X) = ¢ - t2(T,) +n - tr(AT,) — (T,€", Vo) > |¢] —n = f.

Dessa forma, para o caso polinomial, como X = T,£" e £ e A sao limitados
em M, temos que T, e X sdo limitados em M. Logo, pelo Teorema [4.8 temos f < 0 e,
assim, f =0 em M.

Para o caso exponencial, percebe-se que, uma vez que 7T, é limitado em M e
|€T| tende a zero no infinito, entdo | X| tende a zero no infinito. Logo, pelo Teorema 4.8
temos f <0 e, assim, f =0 em M.

O

Como R™! e H"*! sdo variedades riemanianas com curvaturas seccionais cons-

tantes, obtemos os seguintes corolarios.

Corolério 4.40. Seja V € R™™! um vetor unitdrio fizado. Considere ¢ : M™ — R
uma 1mersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientavel, completa e
nao compacta em R". Ademais, considere as fungoes 6 € C°(R" 1), dada por 6(x) =
ANz|?/2 e com A € R\ {0}, e 0 € C®(M), dada por 0 = G o ¢. Oriente M pelo
campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda forma

fundamental A limitada, que, para algum r € {0,...,n — 1}, o operador AT, seja néao
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negativo e que valha a sequinte condigao:

1+ MT, VT, P)
I

onde n = (N,&) e P € o campo posicio. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entao M é um hiperplano paralelo
a (V)1 tal que X > 0.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |€T| tende a zero no infinito,

entdo M é um hiperplano paralelo a (V)*, tal que X < 0.

Corolario 4.41. Sejam H""! o espaco hiperbélico, no modelo subespaco de L"? e &
o campo de conforme fechado & = 0; + x;P, onde i € {2,...,n+ 2} e P é o campo
posicio. Considere ¢ : M™ — H"" wma imersdao isométrica de uma variedade rie-
manniana conexa, orientdvel, completa e nao compacta em M. Considere as funcoes
g € C®(H"™), dada por 6(x1,...,Tni2) = 2%, e o € C*°(M), dada por o = Gop. Oriente
M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda
forma fundamental A limitada, que, para algumr € {0,--- n—1}, AT, +z;- (1+$§)’%TT
seja nao negativa, que & seja limitado e livre de zeros em M, que x; > 0 em M e que

valha a sequinte condi¢ao:

V1+ 22+ 2T.E7,0)

n= T )
tr(AT,) + x; - (14 a2)72 - tr(T,) + 1

onde n = (N,&). Se M tem crescimento de o-volume polinomial, entao M é dado por
H' = {(21,.. . &ns2) EL" % —af 2l + -t af = —lea =},
comteReA=—t- (1+t2)*%[,

Teorema 4.42. Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional cons-
tante, orientada e munida de um campo vetorial conforme fechado & cujo fator conforme
ép. Seja o : M" — M wma imersdo isométrica de uma variedade riemanniana co-
nexa, orientdvel, completa e nio compacta M em M. Considere uma funcdo o € C°(M).
Oriente M pelo campo normal unitario N, globalmente definido, e suponha que M te-
nha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {1,...,n}, o operador
T,_1 seja nao negativo, tr(T,) seja constante em M, que (YT, &7, AET) >0, que & seja

limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condi¢ao:

|§‘ — 7“1/)5r + <ATT—1§T7 VO’>
- tr(A%T,_1) + 1 ’

(41)
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onden = (N,&) e S, € ar-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A. Assim,
temos duas situacoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entio M ¢é uma folha da distri-
buicao (€)* e é umbilica em M, com A = —/[€|1.
(b) Se M tem crescimento de o-volume exponencial e |£'] tende a zero no infinito,
entio M ¢é uma folha da distribuicao (£)* e é umbilica em M, com A = —/|¢|1.

Demonstra¢ao. Mais uma vez, fazendo n = (N, ) e f = |£| —n, temos f > 0 e a igualdade
ocorre se, e somente se, N = £/|£| ao longo de M. Assim, também como antes, o teorema
estard provado se mostrarmos que f = 0. Definamos X = AT,_£7.

Sabendo que ¢ é um campo conforme fechado e livre de zeros em M, segue de

que

(VIX) = <A§T+%£T,ATH€>

= <Tr71(A£T)7 A§T> + <A€T w Tr1€T>

lel
Z O;

onde usamos que 7,_; é nao negativo, que A e T,_; comutam e que (T, €7, AET) > 0.
Ademais, sabemos que M tem curvatura seccional constante, que, por 1)
temos tr(7,) = (n —1)S,, logo, S, é constante e, pelo item (d) do Lema [3.14] obtemos

(diva)e(X) = diva(X) — (AT,_1£7, Vo)
= 7S, + - tr(A%T._)) — (AT,_ &7, Vo).

Assim, pela condigao (41]), temos

€| — rpS, + (AT, 17, Vo)
o tr(AQTT_l) —+ 1 ’

o que implica
N(tr(A*Toy) + 1) > [¢] = rgS, + (AT,—1€ ", Vo),
nos garantindo
(divar)o(X) = 1S, + - tr(AXT, ) — (AT, 1€7, Vo) > || —n = f.

Dessa forma, para o caso polinomial, como X = AT,_£", € e A sdo limitados
em M, entdo T,_; e X sdo limitados em M. Logo, pelo Teorema [£.8 temos f < 0 e,

assim, f =0 em M.
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Para o caso exponencial, uma vez que AT,_; é limitado em M e |£T| tende
a zero no infinito, concluimos que |X| tende a zero no infinito. Logo, pelo Teorema ,
temos f <0 e, assim, f =0 em M. O

Usando novamente o fato de R**! e H**! serem variedades riemanianas com

curvaturas seccionais constantes, obtemos os seguintes resultados.

Corolério 4.43. Seja V € R™™ um vetor unitdrio fizado. Considere ¢ : M™ — R*!
uma 1mersao isométrica de uma variedade riemanniana conexa, orientdvel, completa e
nao compacta em R" e sejam as fungoes 6 € C(R™), dada por 6(z) = Mx|?/2 e
com A € R\ {0}, e 0 € C®(M), dada por 0 = G o ¢. Oriente M pelo campo normal
unitdrio N, globalmente definido, e suponha que M tenha sequnda forma fundamental A
limitada, que, para algum r € {1,...,n}, o operador T,_1 seja nao negativo, tr(1,) seja

constante em M e que valha a sequinte condi¢ao:

1+ MAT, VT, P)
tr(A2T, 1)+ 1

onde n = (N,&) e P € o campo posicdo. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se M, tem crescimento de o-volume polinomial, entdo M € um hiperplano paralelo
a (V)*, tal que X > 0.
(b) Se M, tem crescimento de o-volume exponencial e |£"| tende a zero no infinito,

entao M é um hiperplano paralelo a (V)*, tal que X < 0.

Corolério 4.44. Sejam H"™ o espaco hiperbélico, no modelo subespaco de L"2, e &
o campo de conforme fechado & = 0; + x;P, onde i € {2,...,n+ 2} e P é o campo
posicio. Considere ¢ : M™ — H"™ wma imersdao isométrica de uma variedade rie-
manniana conexa, orientdvel, completa e nio compacta em M. Considere as fungoes
G € C®(H"Y), dada por 6(x1,...,Tn42) = 23, € 0 € C®°(M), dada por o = G o .
Oriente M pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido, e suponha que M tenha
sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum r € {1,...,n}, o operador T,_4
seja nao negativo, tr(T,) seja constante em M, que (x/T, 17, AET) > 0, que & seja

limitado e livre de zeros em M e que valha a sequinte condi¢ao:

V1+a? —raS, + 2(AT, €7, 0)
tr(AQTr,l) +1 ’

n=

onde n = (N,§) e S, é ar-ésima soma simétrica elementar dos autovalores de A. Se M

tem crescimento de o-volume polinomial, entao M € dado por

H" = {(21,...,Tns2) eL”*Q;—x%+x§+~~+xi+2:—1 e x; =t},



comteR e A=—t-(14+12)=1.
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5 HIPERSUPERFICIES TIPO-ESPACO EM VARIEDADES DE LORENTZ

Neste capitulo veremos aplicacoes do principio do maximo para hipersupercicies
tipo-espago em variedades semi-riemannianas com crescimento de volume estimado. Di-
vidimos esse capitulo em trés secoes, onde cada uma delas mostra um tipo de variedade
semi-riemanniana. Na primeira secao, traremos resultados onde o espago ambiente é uma
variedade semi-riemanniana conformemente estaciondria, na segunda sec¢ao, os espacos
ambiente sao variedades generalizadas de Robertson-Walker (GRW) e na ultima sec¢ao os

espacos ambiente sao variedades espaco-tempo pp-wave.

5.1 Hipersuperficies tipo-espaco em variedades semi-riemannianas conforme-

mente estacionarias

Nessa se¢ao estudaremos o comportamento de hipersuperficies tipo-espaco em
espacos-tempo conformemente estacionarios usando, novamente, os principios do maximo
para variedades com volume estimado. Os teoremas obtidos nessa parte estao diretamente

ligados a resultados presentes no artigo [5].

Uma variedade orientavel 37" de dimensao n + 1 (n > 2) munida com uma
métrica lorentziana é dita conformemente estaciondria no espaco-tempo se possui um
campo vetorial conforme tipo-tempo globalmente definido K € X(M). Em particular,
se K for Killing, diremos que M é estaciondrio no espaco-tempo. Uma vez que K é
globalmente definido em M, ele determina uma orientacio temporal para M

Devemos lembrar que K € X(M) é conforme em M, logo, existe uma funcio
¢ € C*(M) tal que, para todos V,W € X(M), tem-se

(Vv K, W)+ (V,VyK) =2¢(V,W),

onde V é a conexao de Levi-Civita de M. Assim,

1
n—+1

o= Div K.

Além disso, K ¢ dito fechado se Vy K = ¢V para todo V € X(M).

Uma imersao suave ¢ : X" — M de uma variedade conexa n-dimensional
S em M que é dita tipo-espaco se o 2-tensor covariante induzido em X por 9, a
partir da métrica lorentiziana de M, for uma métrica riemanniana. Nesse caso, existe um
unico campo normal unitario tipo-tempo N globalmente definido em ¥ e com a mesma
orientagao de K, de forma que (K, N) < —|K| = —/—(K,K) < 0 em toda X.

Se V representa a conexao de Levi-Civita de X, entao as formulas de Gauss e
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Weingarten para hipersuperficies de M sao dadas, respectivamente, por
VxY =VyxY — (AX,Y)N e A(X) = —VxN,

onde X, Y € X(X) e A: X(X) — X(X) é operador de Weingarten de 3 na dire¢ao de N.
Consideremos K' € X(¥), a componente tangencial de K em X, tal que
K" = K+ (K, N)N. Tomando um referencial ortonormal local {e;}"_; em ¥" e geodésico

em p € X", em p, temos:

div(K") = ) e(K',e)) =) e K+ (K, N)N,e;)
i=1 =1

= 3" (Ve (K + (K. N)N), &) + (K + (K, N)N, V.¢;))

=1
n

= > (Vak.e) + (K, N)(VeN.e:))

_ Z(¢_ (K, N)(Ae;, e;))

= no+nH(K,N),
onde

H = ——tr(A)

n

¢ a curvatura média de v na diregao de N.

Seja Y uma hipersuperficie orientada, completa, nao-compacta imersa em uma
variedade lorentziana conformemente estacionaria M munida com campo campo conforme
fechado tipo-tempo K. A fun¢do-angulo hiperbdlico 6 : 3 — [0,+00) é dada implicita-

mente por:
(K,N) = —|K|cosh6.

Assim, 0(x) = 0 se, e somente se, K (z) = 0.
Vale salientar que a distribuicio em M, formada pelos campos X € X(M)
tais que (X, K) = 0, é suave e integrdavel, uma vez que, dados X,Y € %(M”H) tais que

(X,K) = (Y, K) =0, obtemos

(K,[X,)Y]) = (K,VxY)— (K, VyX)
= X(K,)Y)— (VxK,Y)-Y{(K,X)+ (VyK, X)
= —6(X,Y) + (Y, X) = 0.
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Se F é uma folha dessa distribuigao, entao ¢ e |K| s@o constantes em F e a
segunda forma fundamental de F na diregao de K/|K| é —(¢/|K|)Id. Em particular, F
é totalmente umbilica em M, com curvatura média, com respeito a K/|K|, constante e
igual a ¢/|K|. Baseado nessa informagao, dada uma imersdo suave ¢ : X" — M de
uma variedade tipo-espaco conexa n-dimensional 3" em WH, tal que K seja livre de
zeros em X", definimos o operador A, : X(X) — X(X) dado por Ay = A+ ¢/|K|I, onde
A é o operador de Weingarten e I o operador identidade. De certa forma, esse operador
A4 nos mostra o quanto a hipersuperficie X" de M deixa de ser uma folha de F a
medida que Ay ¢ diferente do operador identicamente nulo. Pensando nisso, se A4 é um
operador semidefinido, positivo ou negativo, e adicionando algumas hipéteses em relagao

a K, esse operador e o crescimento de volume de ", conseguimos o resultado a seguir.

Teorema 5.1. Seja M uma variedade lorentziana orientada conformemente estdciond-
ria munida com um campo conforme fechado K tipo-tempo, cujo fator conforme € ¢.
Considere ¢ : X" — WH, uma 1mersao isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa,
orientdvel, completa e nao compacta em M. Sejam N um campo normal unitdrio a %
em M, tal que o operador Ay == A+ ¢/|K|I é ndo negativo, onde A é o operador de
Weingarten na direcao de N e I o operador identidade, K (tr(Ay)) > 0 em ¥. Assuma,

ainda, que K seja limitado e livre de zeros em ¥ e

n
ng + | K|tr(As) + ‘%‘ﬁ >0, (42)
onde n = (N, K). Assim, temos duas situagoes:

(a) Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € % tal que O(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entao ¥ € uma folha da distribui¢do
(K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K]|I.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no infinito e existe
p € 3 tal que O(p) = 0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbélico entre K e N, entdo ¥
é uma folha da distribuicio (K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K|I.

Demonstragao. Primeiramente, devemos observar que se § = 0 em X, entdao N || K

e Y estd contida em uma folha de (K)=.

A= (/KT
Assim, para qualquer X € X(X), temos

Além disso, pela observacao acima, entao

2IK|IX(IK]) = X(K[") =-X(K K)=-2(VxK, K)
= 20(X,K"). (43)

Considerando f € C*(X) dada por f = —|K| — (K, N). Devemos notar que
f=1|K](coshf — 1) > 0 em ¥. Assim, por (43, obtemos
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[K[(Vf, X) = —|K|IX(K]) - |[K|X(N, K)
= ¢(X,K") + |K|(AX, KT) — ¢|K|(N, X)
= (¢X + |K|AX,K").

Assim, se K é livre de zeros em X, temos
Vf=AsK". (44)
Tomando X = K", entéo, por , temos
(VFET) = (4K KT) >0,

uma vez que o operador Ay é positivo semidefinido.

Conforme mostramos anteriormente, sabemos que div(K ") = n¢+nnH. Além
disso, da desigualdade , segue que

ng > —|K|tr(A,) — %5.

Aplicando essa desigualdade na expressio do divergente de K ', obtemos

div(KT) = né+nnH > —|Kltr(A,) — %5 - nH

ne
= —|K|tr(Ay) — 71 (W — nH)
= (=K =n)tr(Ay) = tr(Ay) f-

Como A, é um operador nao negativo, entao tr(As) > 0. Se mostrarmos que
tr(A,) = 0 em X" nosso problema estard resolvido, uma vez que, por , Vf=A;K" =
0, logo, f seria constante e, como f(p) =0, entdo f =0 em X.

Para isso, considere F' = {x € ¥";tr(Ay)(xz) = 0}. Assim, se z € ¥\ F, entao

tr(Ag)(z) > 0. Além disso, se ¢ é o fluxo de KT, afirmamos que ¥\ F ¢ estdvel sob o
fluxo de K, ou seja, ¥;(X\ F) C ¥\ F para t > 0. De fato, sabemos que

ir(A)((x)) = (Vir(dg) KT) = KT (1x(4,)) > 0.

Logo, para todo t > 0 e xz € ¥\ F, segue que

tr(As)(¥e(2)) = tr(Ag) (Yo(z)) = tr(Ag)(z) > 0,
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dessa forma, ¢;(x) € ¥\ F, o que mostra que X\ F é estdvel sob o fluxo de K.

A vista disso, sabemos que K ¢ limitado, (Vf, KT) > 0, div(KT) > tr(Ag)f
em ¥, com tr(Ay) positivo em X\ F e tal que (Vir(Ay), K') > 0. Se ¥ tem crescimento de
volume polinomial, entao, pelo Teorema temos que f < 0. Para o caso exponencial,
temos as mesmas hipéteses com K ' tendendo a zero no infinito, logo, pelo Teorema ,
temos também que f < 0. Logo, f =0 em X\ F, tanto no caso em que 3 tem crescimento
de volume polinomial quanto exponencial, com isso, N seria paralelo a K e A; = 0 em
Y\ F. Assim, X\ F' = (), mostrando que F = X.. Portanto, ¥ é uma folha da distribuigao
(K)* e é umbilica em M, com A = —¢/|K|I.

m

Se K é um campo vetorial de Killing, entdao, para X € X(X), temos que

|K|X(|K]|) é nulo e div(K") = nH(K, N). Além disso, se A, o operador de Weingarten
de ¥ é nao negativo, entao, a condigao serd automaticamente satisfeita, ja que ¢ = 0.
Consequentemente, obtemos o seguinte corolario.
Corolario 5.2. Seja M wma variedade lorentziana orientada conformemente estdciond-
ria munida com um campo de Killing unitario K tipo-tempo. Considere ¢ : 3" — Mnﬂ,
uma imersao isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa, orientavel, completa e nao
compacta em M. Sejam N wm campo normal unitdrio a ¥ em M, tal que o operador A
¢ ndo negativo, onde A € o operador de Weingarten de ¢ na direcio de N e KT (H) <0
em Y. Assim, temos duas situacoes:

(a) Se X tem crescimento de volume polinomial e existe p € ¥ tal que 0(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbdlico entre K e N, entao X € uma folha da distribuicdo
(K)* e ¢ totalmente geodésica em M.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, | K| tende a zero no infinito e existe
p € X tal que O(p) = 0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K e N, entdo 3

¢ uma folha da distribuicio (K)* e € totalmente geodésica em M.

Aplicando o colordrio anterior ao espaco de Lorentz-Minkowski L"™! com
métrica —dx} + daj + -+ - + dz? ., onde o campo de Killing em questdo é o campo coor-

denado 0; = 8%1 (que é paralelo), obtemos o seguinte resultado.

Corolério 5.3. Seja L™ o espago de Lorentz-Minkowski com métrica —dx? + dx3 +
-4 dx?, com campo paralelo tipo-tempo K = 01 = 8%1. Considere ¢ : ¥ — LT,
uma imersao isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa, orientavel, completa e nao
compacta em M. Sejam N um campo normal unitdrio a ¥ em L™, tal que o operador
de Weingarten A de ¢ na dire¢io de N seja ndao negativo e K™ (H) <0 em . Se 3 tem
crescimento de volume polinomial e eziste p € X tal que 8(p) = 0, onde 0 € a fun¢do angulo

hiperbdlico entre K e N, entao 3 é um hiperplano cujo vetor normal é e; = (1,0,...,0).
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O exemplo a seguir foi extraido do trabalho de Montiel (veja [24]), que mostra

duas hipersuperficies tipo-espago imersas em conjuntos abertos do espaco de De Sitter.

Exemplo 5.4 (Hipersuperficies tipo-espaco imersas no De Sitter). Sejam a,b € L"2
vetores tais que a € um vetor tipo-luz e b € um vetor unitdrio tipo-espaco. Sabemos que o

espaco de De Sitter ST € uma hipersupeficie de "2 dada por
Sttt = {p € L (p,p) = 1},
Dessa forma, as regides abertas do espaco de De Sitter ST dadas por
Mo ={pesi™i(pa)>0} e M ={peSitipb)>1}
Agora, considere os campos vetoriais a sequir

Ku(p) =a—(p,a)p e Kyp)="b— (p,b)p.

Assim, observamos que os campos K, e K, sio campos tipo-tempo nos espagos H'"' e

7-[2“, respectivamente, uma vez que

(Ka(p), Ka(p)) = (a,a) — 2(p,a)* + (p,a)* - (p,p) = —(p,a)> <0

(Ky(p), Kb(p)) = (b,b) — 2(p,b)* + (p,0)* - {p,p) = 1 — (p,b)* < 0.

Ademais, dados X,Y € X(H"1) quaisquer e usando o fato de a ser um campo paralelo e

o campo posicao p ser conforme fechado com fator conforme igual a 1, obtemos

(VxK(p),Y) = (Vxa—Vx(p,a)p,Y)
= <—X<p, &>p - <p7 a>vxp, Y>
= <_<p7 a}X, Y>

Isso mostra que K, é um campo conforme fechado em H™™' cujo fator conforme é —{a, p).
Analogamente, uma vez que o campo induzido por b também € paralelo, temos que K,
é um campo conforme fechado em H;™' cujo fator conforme é —(b,p). Dessa forma,
conforme mostramos no inicio da se¢ao, temos que as distribuicoes n-dimensionais D, e

Dy, definidas, respectivamente, em H*' e Hy*! por

p € Myt Dalp) = {v € LHL (Ka(p), v) = 0}
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pE ’HZ“ — Dy(p) = {v € Tp’HZH; (Kp(p),v)y =0}

determinam folheagoes tipo-espaco F(D,) e F(Dy) de codimensdo 1, as quais sao orienta-
das, respectivamente, por K, e Ky,. Além disso, consoante ao Exemplo 1 de [24], sabemos

que as folhas de F(D,) sao hipersuperficies umbilicas em ST determinadas por
& ={peSt™(pa) =1},

para cada T € (0,400), tém como campo normal o vetor

Ka(p) a
Na = = _ — b
= RmE 7 ?

o operador de Weingarten na dire¢ao de N, é dado por
A=1d

e sao isométricas ao espago euclidiano R™. Da mesma forma, sabemos que as folhas de

F(Dy) sao hipersuperficies umbilicas em St determinadas por
M ={pe ST (p.b) =7},

para cada T € (1,400), tém como campo normal o vetor

Kb(p) 1 T

= = b— :
REP V1 VP

o operador de Weingarten na direcao de N, € dado por

Ny(p)

-
A= ——1Id
72 -1
e cada uma de suas folhas € isométrica a um espaco hiperbolico n-dimensional. Dessa
forma, £, tem crescimento de volume polinomial e M., tem crescimento de volume expo-

nencial.

Observagao 5.5. Na literatura matemdtica, a regiao aberta H'™' é um modelo do espago
conhecido como Steady State Space. Na proxima se¢ao, veremos outro modelo para esse

espaco dado como um produto warped.

Aplicando o Teorema quando o espago ambiente é H ™! ou HZ“, onde o

campo conforme fechado tipo-tempo é, respectivamente, K, e Kj, definidos no exemplo
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anterior, obtemos os seguintes corolarios.

Corolario 5.6. Sejam a € L"2 um vetor tipo-luz fivado e H'' C S a variedade
lorentziana conformemente estdaciondria orientada definida no Exemplo munida com
campo conforme fechado K,(p) = a — (a,p)p tipo-tempo cujo fator conforme é —{a,p).
Considere ¢ : 3" — H™ 1 uma imersdo isométrica de uma variedade tipo-espaco conezxa,
orientdvel, completa e nio compacta em H™. Sejam N um campo normal unitdrio a
Y em H"M, tal que o operador A; := A — I € nao negativo, onde A € o operador de
Weingarten de ¢ na direcao de N e I o operador identidade, K, (tr(A7)) >0 em &, K,

é limitado e livre de zeros em X e
—n(a,p) + <a7p>tr(AI) —nn Z 07 (45)

onde n = (N, K,). Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € X tal que
O(p) = 0, onde 0 € a fungao angulo hiperbdlico entre K, e N, entao existe T € (0,1] tal
que X" =E", com A= 1.

T 7

Observacao 5.7. O wvalor de T deve pertencer ao intervalo (0,1], pois como A =0 e
(a,p) >0, entdo T > 0 € a condi¢ao nos fornece a sequinte desiqualdade —nT+n > 0,

o que implica 7 < 1.

Corolério 5.8. Sejam b € L"™2 um vetor unitdrio tipo-espaco fizado e ’HZ"H c Sptt
a variedade lorentziana conformemente estdciondria orientada definida no Exemplo
munida com campo conforme fechado Ky(p) = b — (b, p)p tipo-tempo cujo fator conforme
¢ —(b,p). Considere ¢ : X" — ’HQH, uma 1mersao tsométrica de uma variedade tipo-
espaco conezxa, orientdvel, completa e nao compacta em H™'. Sejam N um campo normal
unitdrio a ¥ em Hy™, tal que o operador A, := A— (b, p)-((b, p)?— 1)’%1 ¢ nao negativo,
onde A é o operador de Weingarten de ¢ na direcio de N e I o operador identidade,
K, (tr(Ay)) >0 em 3, K, € limitado e livre de zeros em S e

> nmn{b,p)
—n(b,p) + tr(A4p)\/ (b, p)? — 1 b1 >0, (46)

onde n = (N, K;). Se X tem crescimento de volume exponencial, |K,| tende a zero no
infinito e e existe p € ¥ tal que O(p) = 0, onde 0 € a funcao dangulo hiperbélico entre K,
e N, entio existe T € (1,V/2] tal que ©" = M”, com A=r7-(72+1)"=1.

Observacao 5.9. O wvalor de T deve pertencer ao intervalo (1, \/5], pois como Ay, =0 e

(b,p) > 1, entao T > 1 e a condi¢do (@ nos fornece a sequinte desigualdade

—nT +n—— >0,
72 —1
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o que implica que

nos garantindo 1 > 72 — 1. Logo, /2 > T.

Exemplo 5.10 (Hipersuperficies tipo-espago imersas no anti-De Sitter). Conforme defi-
nimos no Exemplo o espaco anti-De Sitter é dado por

n+2
+1 +2. 2 2 E : 2 _
H? - ($1,...,I’n+2)€Rg ;I — T+ xj__l
=2

cuja métrica € induzida de Ry?, que € dada por
—dz} — das + dal + -+ dal .,

onde x = (x1,...,Tp0) € RITZ. Com isso, H}™' € uma variedade lorentziana cujo campo
normal unitdrio é o campo posicio P(z) = x, com v € HI'™ | e T,HT = P4 (x).
O espago hiperbdlico H™(—(1 — k*)~1) também pode ser visto como uma hiper-

superficie de Hyt', basta tomar, para k € (—1,1), a sequinte hipersuperficie

1
Hn(_l_kﬂ) :{xGRS+2;_"E%_$§+x3+"'+xi+2:—1,1’2>Oex1:k‘}_

Por simplificagdo, escreveremos A = —(1—k?)~!. Nesse caso, tanto P quanto 0, = 6%1 sa0

campos normais a H™(N), visto como subvariedade de Ry, Visto como hipersuperficie
de HY', o campo K = 01 + 1P ¢é um campo normal ndao nulo em relagio a H"(A),
uma vez que K € X(H™) (pois (K, P) = —x, — x1(P,P) = 0) e (X, K) = 0 para todos
X € X(H"(X)). Vale salientar que K € um campo tipo-tempo, uma vez que

(K,K) = (01,01) —2x,(01, P) + 23(P, P)
= —1+2%<0. (47)

Ademais, tomando V, V e D as conexées de Levi-Civita de H™()\), Hi e Ry, respec-

tivamente, e X,Y € X(H!"™) quaisquer, temos
(VxK,Y) = (Dx(01 + 1 P),Y) = (X (21)P + 21X, Y) = (2. X, Y).

Com isso, K é um campo conforme fechado de H'"™ cugo fator conforme é xy. Por ,

(1— x%)’%K ¢ um campo normal unitdrio a H"(X) cujo operador de Weingarten nessa
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direcao € dado por
€
V1—a?

onde I : X(H"(X)) — X(H"(X\)) € o operador identidade. Portanto, a imersao1: H" —

H Y € umbilica e serd totalmente geodésica se, e somente se, k = 0.

A= - I,

Corolario 5.11. Seja H™ o espaco anti-De Sitter, nas notagées do exemplo anterior,
munido com campo conforme fechado K = 0y + 1P, onde 0; = 0/0xy e P o campo
posicdo, tipo-tempo cujo fator conforme € x1. Considere o : ¥ — H™ | uma imersdo
1sométrica de uma variedade tipo-espaco conexa, orientdavel, completa e nao compacta em
H . Sejam N um campo normal unitdrio a ¥ em H™, tal que o operador A, :=
A+x-(1— x%)_%l € nao negativo, onde A € o operador de Weingarten de ¢ na diregdao
de N e I o operador identidade, K" (tr(Ay)) >0 em X, K € limitado e livre de zeros em
doe

nay +tr(Ay /1 — 22 + — > g, (48)
V1—a?
onde n = (N,K). Se ¥ tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no

infinito e e existe p € X tal que O(p) =0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K e
N, entio existe k € (—1,0] tal que X" = H"(—(1 — k2)2), com A = —k - (1 — k?)"21.

Observacao 5.12. O wvalor de k deve pertencer ao intervalo (—1,0], pois como A; = 0,

entdo k = 0 satisfaz a condicao (@, além dessa desigualdade nos fornecer

nk —n

k
— >0,
vV1—k2

nos garantindo

1
— < k.
V1—k2
Assim, para k > 0 a desigualde anterior nos conduz a k = 0, enquanto para k < 0

a desequaldade anterior nos mostra que k* > 0, logo, como x; € (—1,1), seque que

ke (—1,0].

Para o préximo resultado, continuaremos investigando hipersuperficie tipo-
~ n s 5+l
espago nao compactas X" em espagos conformemente estacionario no espago-tempo M
munidas de um campo conforme fechado K cujo seu fator conforme é ¢, dessa vez, focando
em hipdteses para k-ésima transformagao de Newton P.

Considere {e;} ; um referencial ortonormal local de ¥" e geodésico em p € X.
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Usando o Lema [2.12 calculamos o divergente de P,K ' em ¥ no ponto p, onde P é a

k-ésima transformacao de Newton, dado por

n n

div(PK") = Y (Ve (PET) e) = (Ve )K" + Pu(Ve, KT), e5)

=1 i=1

= (divP, K +Z (K +nN), Py(e;))

= (divP, KT) + Z((@K, Pu(&)) +n(V.,N, Py(e;)))

= (divP,, K +Z (€5, Pu(e;)) — n{A(e:), Pu(e;)))

, . ——n+1 .
onde n = (K, N). Além disso, no caso em que M tem curvatura seccional constante,

pelo Corolario [2.13] entao divFP, = 0 e obtemos
div(PK ") = ¢ - tr(Py) — 1 - tr(AP). (49)

Com isso, se a variedade ambiente M tiver curvatura seccional constante,

usando (49)), podemos estender o Teorema para k-ésima transformacoes de Newton.

Teorema 5.13. Seja m uma variedade lorentziana conexa, orientada, conformemente
estacionaria munida com campo conforme fechado K tipo-tempo cujo fator conforme é ¢ e
com curvatura seccional constante. Considere @ : X" — Wnﬂ, uma 1mersao 1sométrica de
uma variedade tipo-espaco conexa, orientdvel, completa e nio compacta em M. Oriente ¥
pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido. Suponha que X tenha sequnda forma
fundamental A limitada, que, para algum k € {0,...,n — 1}, Py seja positiva definida
(respectivamente, negativa definida), que o operador A, == A+ ¢/|K|I seja ndo negativo
(respectivamente, ndo positivo), que K seja limitado, livre de zeros e K" (tr(AyPy)) > 0

(respectivamente, K" (tr(AsP)) < 0) em ¥ e que valha a sequinte condigao:

Str(Py) + tr(AP) | K| + WTYT(TD’“) >0, (50)
(respectivamente,
otr(Py) + tr(A, )| K| + ""b‘tr—ff’“) < o) (51)

onde n = (N, K). Assim, temos duas situagies:
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(a) Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € ¥ tal que 0(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entdao X € uma folha da distribuicdo
(K)* e é umbilica em M, com A = —¢/|K]|I.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no infinito e existe
p € X tal que O(p) =0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K e N, entdo 3
¢ uma folha da distribuicio (K)* e é umbilica em M, com A= —¢/|K|I.

Observacao 5.14. Podemos perceber que, de fato, esse resultado é uma extensao do
Teorema|5. 1| quando o ambiente € uma variedade com curvatura seccional constante, uma
vez que, para k =0, Py = I € positiva definida e tr(Py) = n, logo, nesse caso, a estimativa
(@) conduz a desigualdade @

Demonstra¢ao. Primeiramente, devemos observar que se # = 0 em X, entao N || K

e ¥ estd contida em uma folha de (K)L. Além disso, pela observacao acima, entdo

A= —(¢/|K]|)I. Com isso, P; = ;']—;;TJI para0 <j<n—1lec;=(j+ 1)(J.Zl). Logo, se

¢ # 0, entao P; é positiva ou negativa definida e, caso contrario, somente F; seria positiva
definida.

Suponha, inicialmente, que P, é positivo definido, que A4 é nao negativo, que
KT (tr(AsPy)) 6 nao negativo em 3 e a desigualdade (50). Como K ¢ livre de zeros em ¥
e tomando X = P,K ', entao, por , temos

(VF,P.K") = (A4,KT, PK") = (A, KT, KT).

Como A,P; é nao negativo e autoadjunto, entao existe um operador Q) : X(X) — X(X)

tal que AyP, = Q2. Uma vez que Qj, é autoadjunto, segue que
<Vf7 PkKT> = <<Qk)2KT7KT> = ’QkKT‘2 2 0.

Conforme mostramos anteriormente, sabemos que div(P,K") = ¢ - tr(FPy) —

n-tr(AP;) quando M tem curvatura seccional constante. Além disso, da desigualdade

, segue que

netr(Fy)

qbtr(Pk) Z —tr(A¢Pk)|K| — W

Como tr(AyP) = tr(AP,) + ¢tr(Py)/| K|, entdo, aplicando a desigualdade anterior na

expressao do divergente de P, K ", obtemos
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div(P.K") = ¢ -tr(Py) —n-tr(AP)
notr(Fy)
K|
_ r _ ¢tl"(Pk) r
= Iklnaon) o (HEH & atan)

= (=K =n)tr(AeBy) = tr(AgPy) f.

> (4P| - — - tr(AP)

Como AyP; é um operador ndo negativo, entao tr(AsFP;) > 0. Afirmamos
que, se mostrarmos que tr(A4F;) = 0 em X", nosso problema estara resolvido. Para isso,
observe que para cada z € ¥ e cada V € (Py(T,%))" vale que (P,V,V) = 0. Como
Py, é positivo definido, entao V' = 0, o que mostra que (Pk(TgCE))L = {0}. Logo, By ¢
isomorfismo para cada x € X. Com isso, se tr(AsF;) = 0 em X", entdo AyFP; = 0 e,
sabendo que Pj é um isomorfismo, isso nos conduz ao fato de Ay = 0. Uma vez que
Vf=A,K" =0, segue que f seria constante e, como f(p) = 0, entdo f =0 em X.

Para mostrarmos que tr(A,FP;) = 0 em X", considere

Assim, se x € ¥\ F, entao tr(A,P;)(z) > 0. Além disso, se 9, ¢ o fluxo de KT, afirmamos
que ¥\ F é estavel sob o fluxo de K7, ou seja, (X \ F) C X\ F para t > 0. De fato,

sabemos que

%tI'(Ad,Pk)(wt(l')) = (Vtr(A¢Pk), KT> = KT(tI'(AQst)) > 0.

Logo, para todo t > 0 e z € ¥\ F, segue que
tr(ApFr) (Ve(x)) = tr(Ag ) (do(x)) = tr(AgPe) () > 0.

Dessa forma, ¢;(z) € £\ F, o que mostra que X\ F é estdvel sob o fluxo de K.

A vista disso, sabemos que P,K " é limitado, (Vf,P.K") >0, div(P.K") >
tr(AgP) f em ¥, com tr(AgzP;) positivo em X\ F e tal que (Vtr(AzP), K™) > 0. Se X
tem crescimento de volume polinomial, entao, pelo Teorema temos que f < 0. Para
0 caso exponencial, temos as mesmas hipdteses com P,K ' tendendo a zero no infinito,
logo, pelo Teorema temos também que f < 0. Dessa maneira, f =0 em X\ F, tanto
no caso em que X tem crescimento de volume polinomial quanto exponencial, com isso, N
seria paralelo a K e Ay =0 em X\ F. Logo, ¥\ F' = ), mostrando que F' = 3. Portanto,
3 é uma folha da distribuicdo (K)* e é umbilica em M, com A = —¢/|K|I.

No caso em que P, é negativo definido, que A, é nio positivo, que K ' (tr(AgsPy))

¢ nao positivo em 3 e que vale a desigualdade (51f), basta fazer a mesma demonstragao
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com f=—|K|-neX=-PK'".
O]

No caso em que K é um campo de Killing unitario tipo-tempo, temos que
div(P.K") = —(N,K) - tr(AP;), semelhante ao que fizemos em e no item (c) do
Lema|3.14. Com isso, temos o seguinte corolario.

Corolario 5.15. Seja M wma variedade lorentziana com curvatura seccional cons-
tante, orientada estdciondria munida com campo de Killing K tipo-tempo. Considere
Y X" — WH, uma imersao isométrica de uma variedade tipo-espago conexa, orientdvel,
completa e nio compacta em M. Oriente ¥ pelo campo normal unitdrio N, globalmente
definido. Suponha que Y tenha seqgunda forma fundamental A limitada, que, para algum
k€ {0,...,n— 1}, P seja positivo definido (respectivamente, negativo definido), que A
seja mdo negativo (respectivamente, nao positivo) e KT (tr(APy)) > 0 (respectivamente,
KT(tr(AP,)) <0) em X. Assim, temos duas situacoes:

(a) Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € ¥ tal que 0(p) = 0, onde
0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entdo X € uma folha da distribuicdo
(K)*, k =0 e € totalmente geodésica em M.

(b) Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no infinito e existe
p € X tal que O(p) = 0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K e N, entdo 3

¢ uma folha da distribuicio (K)*, k =0 e ¢ totalmente geodésica em M.

Aplicando o Corolério quando o espago ambiente é o espago de Lorentz-

Minkowski, que é uma variedade semi-riemanniana com curvatura seccional constante,
1 ~ Y ,

onde o campo de Killing em questao é o campo coordenado 0; = For (que é paralelo),

obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 5.16. Seja L™ o espaco de Lorentz-Minkowski com métrica —dx3 + dx3 +
-4 dx?  com campo paralelo tipo-tempo K = 0; = 6%1. Considere ¢ : X" — L
uma imersao isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa, orientavel, completa e nao
compacta em M. Oriente ¥ pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido. Suponha
que X tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum k € {0,...,n — 1},
Py, seja positivo definido (respectivamente, negativo definido), que A seja ndo negativo
(respectivamente, ndo positivo) e K" (tr(AP,)) > 0 (respectivamente, K (tr(AP)) < 0)
em . Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € ¥ tal que 6(p) = 0, onde

0 € a funcao angulo hiperbolico entre K e N, entao ¥ € um hiperplano cujo vetor normal

é€1:<1,0,...,0).

Conforme mencionamos anteriormente no Exemplo [2.10, sabemos que os espa-
¢os de De Sitter e anti-De Sitter tém curvatura seccional constante. Dessa forma, usando
os campos conforme fechados construidos nos Exemplos e .10, obtemos os seguintes

corolarios.
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Coroldrio 5.17. Sejam a € L™ um vetor tipo-luz fitado e H*' C ST a variedade
lorentziana conformemente estdciondria orientada definida no Exemplo munida com
campo conforme fechado K,(p) = a — (a,p)p tipo-tempo cujo fator conforme é —{a,p).
Considere ¢ : X" — H™ 1 uma imersdo isométrica de uma variedade tipo-espaco conexa,
orientdvel, completa e nao compacta em H"'. Oriente 3 pelo campo normal unitdrio
N, globalmente definido. Suponha que 3 tenha sequnda forma fundamental A limitada,
que, para algum k € {0,...,n — 1}, Py seja positivo definido (respectivamente, negativo
definido), que A; := A—1 seja ndo negativo (respectivamente, nao positivo), que K, seja
limitado, livre de zeros e K (tr(A;Py)) > 0 (respectivamente, K (tr(A;P;)) < 0) em %

e que valha a sequinte condi¢ao:

—(a, p)tr(Py) + tr(ArFy){a, p) — ntr(Py) = 0, (52)
(respectivamente,

—(a, p)tr(Pr) + tr(ArFy){a, p) — ntr(Py) < 0) (53)

onde n = (N, K,). Se ¥ tem crescimento de volume polinomial e existe p € X tal que
O(p) = 0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K, e N, entao existe T € (0,1] tal
que X" =&, com A=1.

Observacao 5.18. O wvalor de T deve pertencer ao intervalo (0, 1], pois como A; =0 e

{a,p) >0, entao T > 0 e a condi¢do (@ nos fornece a sequinte desigualdade
—tr(Py)7 + tr(F) > 0,
logo, T < 1. O mesmo se obtém a partir das hipdteses que envolvem a condi¢cao .

Coroldrio 5.19. Sejam b € L™ um vetor unitdrio tipo-espaco fizado e 'Hb”+1 c Sptt
a variedade lorentziana conformemente estdciondria orientada definida no Exemplo
munida com campo conforme fechado Ky(p) = b— (b, p)p tipo-tempo cujo fator conforme é
—(b,p). Considere p : X" — ’HZH, uma imersao isométrica de uma variedade tipo-espago
coneza, orientdvel, completa e nao compacta em H™. Oriente X pelo campo normal
unitario N, globalmente definido. Suponha que Y tenha seqgunda forma fundamental A
limitada, que, para algum k € {0,...,n — 1}, Py seja positivo definido (respectivamente,
negativo definido), que Ay := A—(b,p)-((b,p)2—1)"21 seja ndo negativo (respectivamente,
ndo positivo), que Ky seja limitado, livre de zeros e K, (tr(AyP)) > 0 (respectivamente,
K, (tr(ApP)) <0) em ¥ e que valha a sequinte condigao:

(b p)tr(Py) + tr(Ay P T e — 1 — M) (54)
<b,p>2 —1
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(respectivamente,

Vb2 —1"

onde n = (N, K,). Se ¥ tem crescimento de volume exponencial, |K,| tende a zero no

— (b, pYtr(By) + tr(AyPy) /0, )2 M 0) (55)

infinito e e existe p € ¥ tal que (p) = 0, onde 0 é a fungdo angulo hiperbolico entre K,
e N, entdo existe 7 € (1,V/2] tal que X" = M?, com A =171 - (7% + 1)_51.

Observagao 5.20. O valor de T deve pertencer ao intervalo (1, \/5], pois como A, =0 e

(b,p) > 1, entao T > 1 e a condi¢do nos fornece a sequinte desigualdade

o que 1mplica

> T,

T2—1"
nos garantindo 1 > 72 — 1, ou seja, /2 > 7. O mesmo se obtém a partir das hipdteses

que envolvem a condicao .

Coroldrio 5.21. Seja H!"™' o espaco anti-De Sitter, nas notagées do exemplo anterior,
munido com campo conforme fechado K = Oy + 1P, onde 01 = 0/0x, ¢ P o campo
posicdo, tipo-tempo cujo fator conforme é x1. Considere o : X" — HI™ | uma imersdo
1sométrica de uma variedade tipo-espaco conexa, orientdvel, completa e nao compacta em
H . Oriente ¥ pelo campo normal unitdrio N, globalmente definido. Suponha que X
tenha sequnda forma fundamental A limitada, que, para algum k € {0,...,n — 1}, B
seja positivo definido (respectivamente, negativo definido), que Ay == A+zy- (1 —22)"2]
seja ndo negativo (respectivamente, nao positivo), que K seja limitado, livre de zeros e
KT(tr(A1P)) > 0 (respectivamente, KT (tr(A1F)) < 0) em X e que valha a sequinte

condicao:

tr(Py)
21t1(Py) + tr(A Py)y /1 — "xl (B 5 g, (56)

(respectivamente,

tr(Py)
z1tr(Py) + tr(A; Py /1 — ”xl (P (57)

onde n = (N,K). Se X tem crescimento de volume exponencial, |K"| tende a zero no

infinito e e eziste p € X tal que O(p) =0, onde 0 € a fungdo angulo hiperbdlico entre K e
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N, entio existe T € (—1,0] tal que X" = H*(—(1 — 72)72), com A = —7 - (1 — 72)=1.

Observacao 5.22. O valor de T deve pertencer ao intervalo (—1,0], pois como A; =0,

entdo T = 0 satisfaz a condi¢do (@), além dessa desigualdade nos fornecer

T

— >0,
V-2~

’7— _
nos garantindo

-
—— < T
V1i—712 "
Assim, para T > 0 a desigualde anterior nos conduz a T = 0, enquanto para T < 0
a desequaldade anterior nos mostra que 7> > 0, logo, como 1, € (—1,1), seque que

7 € (—1,0]. O mesmo se obtém a partir das hipdteses que envolvem a condigdo .

5.2 Hipersuperficies em espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados

Nessa se¢ao, estudaremos o comportamento de hipersuperficies em espagcos-
tempo Robertson-Walker generalizados (GRW) usando, novamente, os principios do méxi-
mo para variedades com volume estimado. Os teoremas obtidos nessa parte estao direta-
mente ligados a resultados presentes nos artigo [14].

Seja M™ uma variedade riemanniana n-dimensional, orientada, completa e
convexa, I € R um intervalo aberto e p : I — R uma func¢ao suave positiva. Considere a
variedade produto M = I'x M™. Munimos essa variedade com uma métrica lorentziana

dada por:

(v, w)p = =((T)(v), (T1) (W) (m ) + 0 (E) G0 ((Ta1)4 (V) (Ta0)s (W) s 1),

—n+1 — ——n+1 ——n+1 - -
ondepe M, v,weTT,M, mr: M —Tlemy: M — M sao as projecoes de
S n+1 . ; o .

M em I e M, respectivamente, e gy ¢ a métrica em M. Em geral, dizemos que essa

variedade é um produto warped e, nesse caso, a escrevemos por

—mn+1
M =—-Ix,M". (58)
Para fins de nomeclatura, nos referimos ao intervalo I como fibra, a variedade
M™ como base e a fungao p como fung¢ao warpingﬂ.
Quando M™ tem curvatura seccional constante, o produto warped (58| é co-

nhecido como um espago-tempo Robertson-Walker (RW). Depois de [7], o produto warped

. . . . 1 . 5+l
2Uma nomeclatura alternativa para esse tipo de variedade é dizer que a variedade M " um produto
torcido enquanto o é chamada de funcdo tor¢ao
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é conhecido como o espaco-tempo Robertson-Walker generalizado (GRW)H e tal no-
meclatura serd utilizada ao longo dessa sec¢ao.

Para o que segue, consideramos ¢ : X" — M uma imersdo isométrica de
uma variedade tipo-espaco orientada n-dimensional ¥" no espago-tempo GRW Mnﬂ,
onde N é o campo unitério normal apontando para o futuro. Considerando h = (7/)|s
a funcao altura de ¥ e denotando por V e V os gradientes com respeito as métricas de

—n+1 .
M e M™. Assim, obtemos

Var=-0, e Vh=(Vn) =-0,—nN,

onde 1 = (0, N).
Seja —I x, M™ um espaco-tempo GRW munido com uma funcao peso o. De

acordo com Gromov [20], a o-curvatura média H, de X" é definida por
nH, =nH — (Va, N).

Pelo Teorema 1.2 de [13], sabemos que se o espago-tempo GRW —I x, M™ com
peso 7, o qual é limitado, e Ric,(V, V) > 0, para todo campo vetorial V tipo-tempo, entdo
o deve ser constante ao longo de I. Motivado por esse resultado, ao longo dessa secao
consideraremos espacgos-tempo GRW —I x, M™ com fungao peso o que nao dependem
do parametro t € I, ou seja, (Vo,d,) = 0. Por simplicidade, denotaremos essa variedade
lorentziana por —I x, M.

Tomando £ = 00, e X,Y € X(WH) quaisquer. Assim, existem funcoes z,y :
I — R e campos Xy, Yy € X(M") tais que X = z(t)0; + Xy e Y = y(t)0; + Y. Com
isso, fazendo V a conexdo de Levi-Civita de M e sabendo que Vy,0; = 0 e Xy (0(t)) =0,

temos
(Vx&Y) = a(t)y(t)(Va,0(t)0, 0) + x(t)(Va, 0(t)0, Yar)
+y(t) <vX1uQ(t)at7 6t> + <vXM Q(t)atv YM)
onde ¢'(t) = %(¢#) e usando que (Vx,,0;,9;) = 0 por 0, ser um campo vetorial unitdrio.

Usando o fato de [Xy, Y| € X(M™), [0, Xum] = [0, Yi] = 0 e a férmula de Koszul,

obtemos

3A sigla GRW vem do inglés generalized Robertson-Walker.



107

2(Vx,, 0000, Yar) = Xar(o(t)ds, Yar) + 0(0)3( X, Yar) — Yarlo(t)dy, Xar)
— (X, [0(V) 0, Yul) — (o(t)0r, [Yar, Xu]) — (Yo, [0()0r, Xar])
= o(t)d(*(t)gm (X, Yar))
= 20'()0*(t)gn (X, Yr).

onde gy é a métrica de M. Usando esse resultado na expressio de (Vx&,Y), temos

(Vx&Y) = —d)a(t)y(t) + o (t)0*(t)gu (Xnr, Yar)
— JOX,Y).
Como X,Y € X(M) foram tomados arbitrariamente, isso mostra que o campo vetorial &
é conforme fechado, cujo fator conforme é ¢'(t).

Para cada tg € I, a fatia {to} x M"™ é uma variedade riemanniana orientavel e 0,
¢ um campo normal unitario. Observe que cada uma dessas hipersuperficies é isométrica
a M™, pois sua métrica é dada por (-, -)(to, ) = 0*(tg)go(x), onde gy é a métrica de M.
Denotaremos {to} x M™ = M (to). Além disso, dado X,Y € X(M(ty)), obtemos:

(Vx0,Y) = <vxi,y> = <X(g—1(t))£+ wX,Y> = <@X,Y>.

o(t) o(t) o(t)

Com isso, o operador de Weingarten A = —V (0, é igual ao operador —%I d, mostrando
que essas hipersuperficies sao umbilicas.
Vale salientar, que no caso em que ¢ = 1, ou seja, que o produto warped em
questao é uma variedade produto, entao 0, é paralela e as fatias {t} x M" sao variedades
;. n+1
totalmente geodésicas em M .
O préximo Lema é provado no Lema 1 de [I4] e serd importante para provar

dois resultados de rigidez que serao apresentados posteriormente.

Lema 5.23. Seja X uma hipersuperficie tipo-espago imersa no produto warped com peso
—I x, M} com funcao altura h. Entao, temos:

(i) Ash = —(Ing)'(h)(n+ [Vh[*) — nnH,;

(i) AgC = —n(d'(h) + o(h)nH,),
onde ((t) = j;i o(s)ds en = (N,0).

Ademais, a o-curvatura média de M () em M= —Ix oM tem a seguinte

igualdade:
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Nesse caso, a funcao (In p)'(h) + (0r, 0;) H, é identicamente nula. Os Teoremas e
nos darao condigoes necessarias para que uma hipersuperficie tipo-espago X" de —I x, M}
seja uma fatia. Uma dessas condigdes envolve a estimativa da funcao nH, + (In o)’ (h) em
>, onde se essa funcao tiver seu sinal dependendo da funcao altura h ou de (, teremos o
resultado desejado.

O préximo teorema nos traz uma rigidez a partir de uma estimativa da funcao
altura. Para isso, devemos lembrar que uma faiza no produto warped I x, M} é uma

regiao do tipo
[tl,tz] X M" = {(t,Q) el Xo M;L,tl >t > tg},

onde t1,ty € I.

Teorema 5.24. Seja R X o M} um espago-tempo GRW ndao compacto e com
funcdo peso o € C*(M) tal que (Va,0;) = 0. Considere p : ¥ — —I x, M", uma
variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada, com campo normal unitdrio N
tipo-tempo e situada no interior de uma faiza do produto warped com peso —I X, M.

Suponha que exista uma constante real positiva \ satisfazendo a sequinte condi¢do:
h > suph — A(nH, + (In g)'(h)) (59)
)

onde h = myop € a fungao altura e n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:

(a) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume polinomial, entao 3™ € uma fatia {t} x M".

(b) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume exponencial e 0, tende a zero no infinito,
entao X" € uma fatia {t} x M™.

Observagao 5.25. A condigao @) ja usa, implicitamente, o fato de % estar no interior
de uma faiza quando expressa o supy h como um numero real. Além disso, essa condi¢ao
também supoe que nH, + (In )’ (h) > 0 uma vez que o caso contrdrio nao pode ocorrer

pela propriedade do supremo.

Demonstracao. Para provar esse resultado, é nécessario mostrar que a funcao altura h é
constante. Nesse caso, existiria t € I tal que 77 o ¢(3) = {t} e, pela completude de %",
o teorema estaria provado. Para isso, fagamos f = supy h — h. Com isso, f > 0 em X.

Além disso, temos:
VI =1=Vh]>=19]]" = (3 +nN,0 +nN) = =1+ 20> = 1> = =1 +7°,  (60)

que ¢ limitada, pois 7 ¢ limitada.
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Dessa forma, por (i) do Lema e (60)), obtemos:

Bof = =Agh=(ing)(h)(n+ [VAP) +nntl, 2 n(in o) (k) + i)
= (o) () + i) > Ssuph— ) = .

onde usamos a condigao para obter A((In o)'(h) +nH,) > sups, h — h.

Assim, para o item (a), basta usar o Corolario , em sua Versao com cres-
cimento de o-volume polinomial, para mostrar que f < 0, logo, f = 0 e h é constante.
Para o item (b), basta notar, por , IVf]? = |0 |? tende a zero no infinito e usando
o Corolario em sua versao com crescimento de o-volume exponencial, para mostrar

que f <0, logo, f =0 e h é constante, como queriamos mostrar.
m

Para essa secao, considere o modelo do Steady State Space dado como espago-
tempo GRW:

H = —R x. R™.

Na cosmologia, esse modelo corresponde ao modelo steady state do universo
proposto por Bondi, Gold e Hoyle (veja [I§], Capitulo 5). Fazendo o = M, pode-
mos tomar esse modelo de Steady State space com peso o. Dessa forma, as fatia desse
espaco terao crescimento de o-volume polinomial se @ > 0 ou crescimento de o-volume
exponencial se o < 0. Além disso, sabemos que (Vo,d;) = 0 e que, como a funcio war-
ping é o(t) = €', temos (In p)’(h) = 1. Aplicando o Teorema nesse espaco ambiente,

obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 5.26. Seja H"™' = —R x« R? o Steady State space no modelo espago-tempo
M, para o € R. Considere ¢ : X" — H"™ uma

variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada com campo normal unitario N

GRW com fung¢ao peso o =

tipo-tempo e situada no interior de uma faixa do produto warped com peso —R x . RZ.

Suponha que exista uma constante real positiva \ satisfazendo a sequinte condi¢ao:
h >suph— ANnH, + 1)
b

onde h = mrop é a funcao altura e n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:

(a) Se ¥ tem crescimento de o-volume polinomial e o« > 0, entdo X" € uma fatia
{t} x R™.

(b) Se X tem crescimento de o-volume exponencial, o« < 0 e 9, tende a zero no infinito,

entdo X" € uma fatia {t} x R™.
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Podemos substituir a funcao altura na condicao do teorema anterior pela

funcao (, conforme o resultado a seguir.

Teorema 5.27. Seja M= g Xo M? um espaco-tempo GRW ndao compacto com
funcgdo peso o € C®(M) tal que (Vo,0;) = 0. Considere p : X" — —I x, M™ uma
variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada com campo normal unitario N
tipo-tempo e situada no interior de uma faiza do produto warped com peso —I X, M.

Suponha que exista uma constante real positiva A satisfazendo a sequinte condi¢ao:

¢ ZsupC - A(nHs + (In )'(h)) (61)

onde C(t) = j;i o(s)ds, h =m0 ¢ ¢ a funcdo altura, C(p) = C(h(p)), para todo p € ¥, ¢
n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume polinomial, entao 3™ € uma fatia {t} x M™.
(b) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume exponencial e 0, tende a zero no infinito,

entao X" € uma fatia {t} x M™.

Observagao 5.28. A condicao ja usa, implicitamente, o fato de ¥ estar em uma
faiza quando expressa o supy. ¢ como um numero real. Além disso, essa condi¢ao também
supoe que nH, + (Inp)’'(h) > 0 uma vez que o caso contrdrio nao pode ocorrer pela

propriedade do supremo.

Demonstracao. Para provar esse resultado, basta mostrar que a funcao ¢ é constante, ja
que é ¢ estritamente positiva, logo, ¢ = é o h é constante se, e somente se, h é constante.
Nesse contexto, existiria t € I tal que myop(X) = {t} e, pela completude de 3", o teorema
estaria provado. Para isso, facamos f = supy, ( — (. Com isso, f > 0 em ¥X. Além disso,

temos:
IVfI? = lo(h)Vh|* < sup o*(h)]9, > < C18, | < Ci(n* = 1), (62)
by

onde C; = supsy, ¢*(h), logo |V f] é limitada uma vez que n é limitada.
Dessa forma, por (i) do Lema e (62), obtemos:

Aof = =8q¢=n(d(h) + e(h)nHy) = ne(h)((In )’ (h) + 1Ho)
> P (o) () ) 2 T oup O
an
= =2f

onde Cy = infy, p(h) > 0.
Assim, para o item (a), basta usar o Corolario 4.11} em sua versdo com cres-

cimento de o-volume polinomial, para mostrar que f < 0, logo, f = 0 e { é constante.
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Para o item (b), basta notar, por (62)), |V f|> < C1|9,|* tende a zero no infinito e usando
o Corolario em sua versao com crescimento de o-volume exponencial, para mostrar
que f <0, logo, f =0 e ( é constante, como queriamos mostrar.

O

Aplicando o Teorema no Steady State Space no modelo espaco-tempo

GRW, obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 5.29. Seja H" = —R x. R? o Steady State Space no modelo espago-tempo

almgn (p)|2

5, para o € R. Considere ¢ : ¥" — H uma

GRW com func¢ao peso o =
variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada com campo normal unitario N
tipo-tempo e situada no interior de uma faixa do produto warped com peso —R X RZ.

Suponha que exista uma constante real positiva \ satisfazendo a sequinte condi¢do:

¢ =sup( — A(nHs +1)
P

onde 5(25) = fti e’ds, h = my o ¢ € a fun¢ao altura, ((p) = f(h(p)), para todo p € 3, e
n = (0, N) € limitada. Assim, temos duas situagoes:
(a) Se ¥ tem crescimento de o-volume polinomial e o > 0, entao X" € uma fatia
{t} x R™.
(b) Se ¥ tem crescimento de o-volume exponencial, « < 0 e 9, tende a zero no infinito,
entao X" € uma fatia {t} x R".

. . . 1, )
Quando a funcao warping é constante, o espago ambiente M ¢ conhecido
como espago-tempo GRW estdtico. Sem perda de generalidade, podemos assumir o = 1.
Com isso, enunciamos o Lema 3 de [I4], que serd importante para provar outro resultado

de rigidez no ambiente mencionado anteriormente.

Lema 5.30. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco orientada imersa no espaco-tempo
GRW estdtico com peso —I x M tal que (Vo,0;) = 0. Dada a fun¢do suporten = (N, 9,),

temos:
Ay =n(VH,, &) + (JA]? + Ric,(N*, N*))n

onde A denota o operador de Weingarten de ", f{\i/co representa o tensor de Bakry-

Emery—Riccz’ da fibra de M™ e N* = N + n0; é a projecao ortonormal de N em M.

Em posse do lema anterior, podemos obter um resultado semelhante ao Teo-
rema 3 de [14] mudando a hipdtese de |Vh| € L1 (%) para hipdteses envolvendo o cresci-

mento de o-volume de |Vh|.
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Teorema 5.31. Seja M= 1 x M? um espago-tempo GRW estdatico nao compacto
com fungdo peso o € C*(M) tal que (Vo,0;) = 0. Considere ¢ : X" — —I x, M"
uma variedade tipo-espaco nao compacta, completa e orientada. Suponha que exista um
numero real positivo A tal que li\i/ca(N*, N*) > \|N*|?, onde a sequnda forma fundamental
A ¢é limitada, n = (N,0;) € limitada, N* = N +n0; e 0,(H,) < 0. Assim, temos duas
situacoes:

(a) Se X e M tém crescimento de o-volume polinomial, entdo X" € totalmente geodésica

e uma fatia {t} x M™.
(b) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume exponencial e 0, tende a zero no infinito,

entao X" € totalmente geodésica e uma fatia {t} x M™.

Demonstracao. Fazendo f = —1—n = cosh #—1 > 0, entao usando o Lema [5.30 obtemos:
Aof = —A,np=—-n(VH,,d) — (JA]* + Ric,(N*, N*))n
= —no,(H,) — |A|*n — P{ico(N*,N*)n
> AN, (63)

onde o = infy,(—n). Além disso, usamos que 0;(H,) < 0en < 0. Como N* = N + no;,

temos:

IN*I? = (N +n0, N +n0) = =1+ 2n(N,8;) — 1’
= —1+27 -’ =0 —1=(-1-n)(1-n)
> f,

uma vez que —n > 0. Aplicando esse resultado em , temos:
Asf > daf. (64)

Vale salientar que no Lema 3 de [14] é mostrado que Vi = —A(9,"). Assim,

obtemos:
IVfI? = Vnl* < |APO] > = |A](8: + nN, 0, + nN) = [AP*(n* — 1). (65)

Dessa forma, usando o fato de f > 0, , e que 7 ¢ limitado, temos que
|V f] é limitado no caso polinomial e |V f| tende a zero no infinito no caso exponencial.
Com isso, usando o Corolario temos que f = 0 nos dois casos. Dessa maneira,
usando que f é constante, temos que A, f = 0, assim, como cada parcela em ¢ nao
negativa, entao cada parcela ¢ nula, logo, A=0e¢ |[N*|> = (1 —n)f = 0 o que prova que
¥" é uma fatia do tipo {t} x M".

]
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Quando existe um numero real A tal que f{\i/cg > X > 0, entao pelo Corolario
4.1 de [34] sabemos que M™ tem crescimento de o-volume polinomial. Aplicando esse fato

no Teorema [5.31] obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.32. Seja ¢ : X" — —I x, M} uma variedade tipo-espaco ndao compacta,
completa, orientada no produto warped com peso —I x, M. Se existe um nimero real
tal que ]?/{\i/cg >\ >0, a seqgunda forma fundamental A € limitada, n = (N, 0;) € limitada e
O0:(Hy) <0 em 3. Se X" tem crescimento de o-volume polinomial, entao X" é totalmente

geodésica e uma fatia {t} x M".

Quando a X" tem o-curvatura média constante, entdo d;(H,) = 0. Aplicando

esse fato no Teorema temos o seguinte coroldrio.

Corolario 5.33. Seja ¢ : X" — —I x, M} uma variedade tipo-espaco ndao compacta,
completa, orientada no produto warped com peso —I x, M. Suponha que ezista um
numero real positivo \ tal que ﬁi/ca(N*, N*) > A\[N*|?, a sequnda forma fundamental A é
limitada, n = (N, 0;) € limitada e X" tenha o-curvatura média constante. Assim, temos
duas situacoes:

(a) Se¥ e M tém crescimento de o-volume polinomial, entdo X" € totalmente geodésica

e uma fatia {t} x M™.
(b) Se ¥ e M tém crescimento de o-volume exponencial e 0 tende a zero no infinito,

entdo X" € totalmente geodésica e uma fatia {t} x M".

SO em que mbiente é rentz-Minkowski =
No caso e o espaco ambiente é o espaco de Lorentz-Minkowski L™+
—R x R” com peso o(p) = m, sabemos que as fatias desse espaco terao crescimento
-V i i > i o-v X ' . Alé
de o-volume polinomial se &« > 0 ou crescimento de o-volume exponencial se o < 0. Além

disso, podemos perceber que (Vo,d;) =0 e Ric, = a.

Corolario 5.34. Seja L' = —R x R” 0 espaco de Lorentz-Minkowski com fungdo peso
o € C>®(L"™) dada por o(p) = M com o > 0. Considere ¢ : X" — —R x R”
uma variedade tipo-espaco nao compacta, completa, orientada no espago-tempo GRW
estatico com peso —R x R, Suponha que a sequnda forma fundamental A seja limitada,
n = (N, 0) seja limitada, N* = N4+n0; e 0:(H,) <0 em X. Assim, se ¥ tem crescimento

de o-volume polinomial, entdo X" € totalmente geodésica e uma fatia {t} x R".

5.3 Hipersuperficies em variedades espagos-tempo pp-wave

Nessa se¢ao, estudaremos o comportamento de hipersuperficies em variedades

espagos-tempo pp-wave usando, novamente, os principios do maximo para variedades com
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volume estimado. Os teoremas obtidos nessa parte sao inspirados nos resultados presentes
nos artigos [23] e [30].

Ao longo dessa segao, consideraremos Vi (n > 2) uma variedade lorentziana
de dimensdo n+1 munida de um campo vetorial paralelo tipo-luz, ou seja, existe £ € X(M)

tal que

(€6 =0,#0eVE=0,

onde V denota a conexdo de Levi-Civita de M. Nesse caso, dizemos que M é uma
variedade espaco-tempo pp-wave.

Além disso, considere ¢ : X" — WH, uma hipersuperficie tipo-espaco, isto é,
™ é uma variedade riemanniana de dimensao n e ¢ uma imersao isométrica. Podemos
ainda decompor o campo vetorial paralelo tipo-luz & € X(M) ao longo de ¢ : X" — m
na parte tangente e parte normal, dado por & = &7 + ¢4 Uma vez que X" é uma
hipersuperficie tipo-espaco em MNH, entdo £+ é um campo tipo-tempo ao longo de X"
que nunca se anula nessa hipersuperficie, pois £ # 0 e £ é tipo-luz. Escolhendo N um
campo tipo-tempo normal unitério globalmente definido em " na mesma direcao de &+,
entao, obtemos:

PR SR ——
VELED Ve

uma vez que

0 = (66 =("+&e & +&h)=(,¢") +2¢7, 65 +(eh,¢h)
= (€1,€T) +(eh¢h).

Com isso, (N, &) < 0.

Seja A o operador de Weingarten da imersao ¢ : 3" — M com respeito ao

campo normal N, ou seja, para cada p € X", A é restrito ao operador linear autoadjunto:

A, TY — T,%
v — —V,N.

Uma vez que A, é um operador linear autoadjunto, o Teorema Espectral nos permite
escolher uma base ortonormal {Ey,--- , E,} de T,X que sdo autovetores de A, com auto
valores k1(p),- -, kn(p), respectivamente. Os préximos teoremas usardo resultados en-

. . J T ——n+1
nolvendo as duas primeiras curvaturas médias de ¢ : X" — M, dadas por
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2
Ho= — S kur,.
2 n(n—l)zﬁmj

1<j

Uma importante relacao entre o quadrado da norma do operador de Weingar-

ten A e as curvaturas médias H e Hs é dada por
|A]? = n*H?* —n(n — 1)Hy,

onde |AJ? = tr(A?).

Sejan : ¥ — R a funcio suave dada por n = (N,£) < 0. Assim, £ =& —nN
e |€T]: X" — R ¢ dado por

€7 = /= (L, €5) = /= (N, qN) = /i = |5 = —.

As férmulas da proposigao a seguir sdo provadas em [30] e sistematizadas na

Proposigao 1 do artigo [23].

Proposicao 5.35. Com as notagoes anteriores, obtemos as sequintes formulas:
(a) Vx&T = X(n)N — nAX, para todos X € X(%);
(b) div(¢") = nHy;

(c) V= —A(ET), onde V, nesse contexto, representa o gradiente em Y";
(d) An = n&"(H) + {Ric(N,N) + |A]*} n, onde Ric representa o tensor de Ricci em
M.

Para os resultados principais dessa subse¢ao, lembremos que a variedade lo-
. ——n+1 . ~ ~ s
rentziana M obedece a condicao de convergéncia no espago-tempo, doranvante

chamada de TC({] se o tensor de Ricci satisfaz a condicio:
Ric(Z,2) >0
para todo campo vetorial tipo-tempo Z € X(M).

O préximo resultado foi inspirado no Teorema 1 de [23], contudo alteramos as
hipéteses na fungao 71, onde era pedido que n € L(3) para algum ¢ € (1, +00) e pedimos
que 7 seja somente limitada. Em contrapartida, é necessario que a imersao ¢ : 2" — !
tenha o operador de Weingarten limitado, que X tenha crescimento de volume polinomial

e uma condicdo sobre a funcdo Ric(N, N) + |A]?: ¥ — R.

4Abreviacio do termo em inglés Timelike Convergence Condition.
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Teorema 5.36. Sejam Mﬂﬂ um espago-tempo pp-wave com um campo vetorial paralelo
tipo-luz & e satisfazendo a condigcao TCC, e ¢ : X" — Mnﬂ, uma hipersuperficie tipo-
espaco conexa, completa, nao compacta, com crescimento de volume polinomial e sequnda
forma fundamental limitada. Escolha um campo vetorial normal unitdrio N tipo-tempo
ao longo de . Suponha que a curvatura média H satisfaz a condi¢io €' (H) <0 em %,
que a funcdo suporte n = (N, £) seja limitada e que Ric(N, N) +|AJ* ¢ (0,¢), para algum
e > 0. Entao, X € totalmente geodésica em M e a curvatura de Ricei de M na

direcao de N € identicamente nula.

Demonstra¢ao. Como n < 0, entao supyn < 0. Fazendo f = supyn —n, temos f > 0.
Pelo item (d) da Proposicao [5.35 obtemos:

Af = A(=n)=-n&"(H) + {Ric(N, N) + [A]} (—n)
> {RE(N. N) + AP} (<n), (66)

usando o fato de ¢T(H) < 0. Como M satisfaz a TCC, entdo Ric(N, N) > 0, logo,
Ric(N,N) + |A]?> > 0. Como Ric(N, N)(p) + |A,|* ¢ (0,¢) para todo p € ¥ e algum
e > 0, entdo ou (Ric(N, N) + |A[?)(X) € {0} ou (Ric(N, N) + |A]?)(Z) C [g, +00), pois
¥ é conexa. Se o primeiro caso ocorre, entdo Ric(N, N) = |A|?> = 0 e o teorema estaria

provado. Suponhamos, por absurdo, que o segundo caso ocorre, entao

(¢ = Ric(N, N) — [A]*)n > 0 > esup.
¥

Dessa forma, terfamos (Ric(N, N) + |A[?)(—n) > e(supxn — n) = ef. Aplicando esse
resultado em , obteriamos:

Af > (Ric(N,N) + |A]*)(=n) > ef. (67)

Pelo item (c) da Proposicaol[5.35] temos |V f| = |V(—n)| < |A||¢T]| e, como |¢T] ¢ limitado,
entao |V f] é limitada. Dessa maneira, como 3 tem crescimento de volume polinomial,
|V f| é limitada e (67)), entao, pelo Teorema [3.4] temos f < 0, ou seja, f =0 e n = supy7
é constante, logo, por en # 0 em todo ponto de ¥, segue que Ric(N, N) = |A|> =0,
assim, o segundo caso nao poderia ocorrer, como querfamos mostrar.

]

Observagao 5.37. Apesar da condicdo do crescimento de volume polinomial de X res-
tringuir o classe de hipersurficies de M para as quais valem o teorema anterior, essa
classe representa uma extensao em relacdo as hipersuperficies nas hipoteses do Teorema
1 de [23], pois para que n € L1(X), para algum q € [1,+00), é necessdrio que vol(X) seja

finito, uma vez que n serd constante.
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Observagao 5.38. A condigdo de £ (H) < 0 nos mostra que o Teorema vale para

—n+1l . .. .
o caso onde ¢ : X" — M € uma hipersuperficie com curvatura média constante.
Em particular, o Teorema [5.36| nos fornece um resultado de nao existéncia.

Corolario 5.39. Seja M um espaco-tempo pp-wave munido com um campo vetorial
tipo-luz paralelo & e satisfazendo a TCC. Entao, nao existe uma hipersuperficie ¢ : 3" —
m completa, nao compacta, tipo-espaco e com a curvatura média constante nao nula
satisfazendo a condi¢do de X ter crescimento de volume polinomial, A ser limitado, n =
(N, &) ser limitada e Ric(N, N)(p) + |A,|? ¢ (0,¢) para todo p € & e algum ¢ > 0.

Observe que o espaco de Lorentz-Minkowski L"™!, com coordenadas euclidia-

nas (r1, s, ..., Tyy1) € métrica induzida por

—da} +dxy + -+ dad

é um espaco-tempo pp-wave, uma vez que basta tomar & = 0; + 0;, onde 0; = 8%1 e
0; = %, com 2 < i <n+ 1, uma vez que ¢ é tipo-luz e paralelo. Além disso, como o
tensor de Ricci nesse espaco é identicamente nulo, esse espaco obedece a condicao TCC.
Como as hipersuperficies totalmente geodésicas tipo-espaco de L"*! sido os hiperplanos
cujos campos normais sao indizidos pelo vetor (1,0,...,0) e tém crescimento de volume

polinomial, usando o Teorema [5.36 obtemos o seguinte corolario.

Coroldrio 5.40. Sejam L™ o espaco de Lorentz-Minkowski com campo vetorial paralelo
tipo-luz € = 01 + 0;, para 2 <i<n+1 e p: X" = L uma hipersuperficie tipo-espaco
conexa, completa, nao compacta com crescimento de volume polinomial e com sequnda
forma fundamental limitada. Escolha um campo vetorial normal unitdrio N tipo-tempo
ao longo de . Suponha que a curvatura média H satisfaz a condicdo £ (H) < 0 em
¥, que a funcao suporte n = (N, &) seja limitada e que |A|* ¢ (0,¢), para algum & > 0.

Entao, ¥ é um hiperplano cujo vetor normal € (1,0,...,0).

Com a intencao de construir uma classe de exemplos de variedade lorentzianas
pp-wave satisfazendo a condicao TCC e com crescimento de volume polinomial, devemos

lembrar do Teorema de Bishop presente em [10] e enunciado a seguir.

Teorema 5.41 (Bishop). Seja M uma variedade riemanniana completa n-dimensional
com curvatura de Ricci nao negativa. Se a,—1 € a drea da esfera unitdria (n — 1)-

dimensional, entao, o crescimento de volume de M deve satisfazer a desigualdade

Q1 n

P

Voly (B(p, p)) < .
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para todo p € M e p > 0.

Exemplo 5.42. Sejam I um intervalo aberto de R, P™ uma variedade riemanniana n-
dimensional conezxa, completa, com tensor de Ricci nao negativo (podendo, inclusive, ser
compacta) munida de campo paralelo um’tdm’cﬂ x € M™ uma variedade riemanniana m-
dimensional conexa, completa, nao compacta com tensor de Ricci ndao negativo. Assim,
pelo Teorema de Bishop , as variedades P" e M™ tém crescimento de volume poli-
nomial.
. —n+m+1 n m . . L.
Considere M = —I X P"x M™ uma variedade lorentziana GRW estdtica

com métrica:

() = —dt* + gp + g,

onde dt?, gp e gy sdo as métricas de I, P e M, respectivamente. Dessa forma, o campo
& = 0+ x € um campo vetorial tipo-luz e paralelo de M — 1 Prx M™. Considere
também M"+™ = P" x M™ q variedade riemanniana com métrica produto e V e V as
conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente. Dessa forma, conforme provamos

na secao anterior, temos que para cada ty € I, a variedade

(M), = {(to,p,q) € =I x P" x M™;p € P,q € M}

¢ uma hipersuperficie tipo-espaco, uma vez que 0y = % ¢ um campo tipo-tempo em M,
totalmente geodésica de —I x P™ x M™. Além disso, como as variedades P™ e M™ tém
tensor de Ricci nao negativo, entdao o tensor de Ricci de M™ ™ = P™ x M™ também € nao

negativo. Assim, para todos X,Y € %(Mnﬂnﬂ) tangente a subvariedade ]\7"””, temos:

R(X.Y)X = VxVyX - VyVxX — VixyX
= ViVyX = VyVxX = Vixy X
= %XﬁyX — %YﬁxX - €[X,Y}X

= R(X,Y)X,

POLS M™™ ¢ yma subvariedade totalmente geodésica de M Ademais, uma vez que Oy
¢ paralelo, obtemos R(X,0,)X = 0. Dessa forma, denotando Ric e Ric como o tensor de

Ricci em M™1 e M™™, respectivamente, obtemos:

Ric(X,X) = Ric(X,X),VX € X(M"™™) (68)
m(at,at) = O

5Essa variedade P™ pode ser, por exemplo, S', T" ou R”. No caso de S' ou T”, podemos tomar
o campo gerado pela funcao angulo, que é paralelo, enquanto no caso do espaco euclidiano, podemos
tormar um campo vetorial coordenado %, para 1 <14 < n, que também é paralelo.
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Com isso, por @ temos que M = 1 M satisfaz a condicao TCC quando

os tensores de Ricci de P" e M™ sao nao negativos.

Aplicando o Teorema|5.36| no exemplo dado anteriormente, obtemos o seguinte

coroldrio.

Corolario 5.43. Sejam I um intervalo aberto de R, P"™ uma variedade riemanniana n-
dimensional conexa, completa, com tensor de Ricci nao negativo, munida de um campo
paralelo unitario x e M™ uma variedade riemanniana m-dimensional conexa, completa,
nao compacta com tensor de Ricci ndo negativo. Considere o espago-tempo pp-wave

M = I x PP x M™ com o campo vetorial paralelo tipo-luz & = Oy + x e @ :

yrtmo Mn+m+1, uma hipersuperficie tipo-espaco conexa, completa, nao compacta com
crescimento de volume polinomial e com sequnda forma fundamental limitada. Escolha
um campo vetorial normal unitario N tipo-tempo ao longo de ¥. Suponha que a curva-
tura média H satisfaz a condicio €' (H) < 0 em X, que a fungdo suporte n = (N, &)

seja limitada e que Ric(N, N) + |A|* ¢ (0,¢), para algum € > 0. Entdo, & € totalmente

geodésica em MY e 4 curvatura de Ricci de T na dire¢ao de N ¢ identica-
mente nula. Em particular, se existe p € ¥ tal que (N,0;), = —1, entdo ¥ € isométrica

a M™Hm = pProx M™

Demonstracao. Pelo exemplo , temos que M7 = I x PP x M™ 6 um espago-
tempo pp-wave que satisfaz a condicao TCC. Dessa forma, pelo Teorema temos que
>} é totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na direcao de N ¢ identicamente
nula. Suponhamos, em particular, que existe p € ¥ tal que (N, ), = —1. Com isso,

dado um ¢ € X arbitrario, entao para todo X, € 7,3 temos

Xg(0r, N)q = (Vx, 00, N)q + (0, Vx,N)g = = (0, AgXg)qg = 0,
uma vez que Y é totalmente geodésica em M Dessa forma, (0;, N) é constante
e (0, N) = —1, ja que (N,0), = —1. Portanto, N = 0;, logo, existe t, € I tal que
S = (M), O
Para obter a mesma conclusao do Teorema sem a hipétese que Ric(N, N)+
|A|? ¢ (0,¢), para algum ¢ > 0, pedimos hipéteses sobre o operador de Weingarten e a

curvatura média, conforme o resultado a seguir.

Teorema 5.44. Sejam M um espaco-tempo pp-wave com um campo vetorial paralelo
tipo-luz & e satisfazendo a condigcao TCC, e ¢ : X" — M uma hipersuperficie tipo-
espaco conexa, completa, nao compacta e com crescimento de volume polinomial. Escolha
um campo vetorial normal unitdrio N tipo-tempo ao longo de 3. Suponha que o operador

de Weingarten A de ¢ seja nao positivo (respectivamente, nao negativo) e que a curvatura
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média H satisfaz €T(H) < 0 em Y. Se, em 3, as fungoes H, [VH| e n = (N,£) forem
limitadas, entao, ¢ : X" — M ¢ totalmente geodésica, m € constante e a curvatura de

Ricci de M ¢ identicamente nula na direcao de N.

Demonstracao. Suponha que o operador de Weingarten seja nao positivo, ou seja, a desi-
gualdade (AX, X) < 0 é valida para todo X € X(X). Dessa forma, H = —n~'tr(A) > 0.
Fazendo f = Hn?, temos, pela Proposicao [5.35, que

IVf| = |V(Hn*)| = n*|VH| = 2nH|Vn| < p?|VH| + 2 H|A|,

onde usamos que [£'] = —n. Como |A|?> = n?H? — n(n — 1)Hy > 0, entdo n?H? >
n(n — 1)Hy > 0, pois os autovalores de A sdo nao negativos, logo, Hy = Zi<j kikj > 0.
Com isso, |V f| é limitado, uma vez que n, H,|VH| e |A| o sdo. Além disso, tomando
X = n€T, obtemos:

(Vf,X) = (0’VH - 2HnA¢" ng") = n°¢" (H) — 2Hn*(A¢,€7) > 0 (69)

div(ng") = (Vn, &) + ndiv(¢") = —(A(€7),€7) + nHy> > nf. (70)

Dessa maneira, como ¥ tem crescimento de volume polinomial, |V f| é limitada
e por e , entao, pelo Teorema temos f < 0, ouseja, f =0e Hn? =0. Como
n* >0, entdo H =0 e |A| =0, pois |A]> = —n(n — 1)Hy > 0, e como Hy > 0, segue que
Hy = 0. Com isso, Vi = —A(¢7) = 0, logo, n é constante e 0 = An = Ric(N, N)n, logo,
como 71 # 0, segue que m(]\f ,N) = 0, como queriamos mostrar. Por fim, caso o operador
de Weingarten seja nao negativo, entao H ¢é nao positivo e basta repetir a demonstragao
anterior tomando f = —Hn?e X = —né'.
O

Em particular, o Teorema também nos fornece um resultado de nao

existéncia.

,e . s+l .
Corolario 5.45. Seja M um espaco-tempo pp-wave munido com um campo veto-
rial tipo-luz paralelo € e satisfazendo a TCC. Entao, nao existe wma hipersuperficie
—n+1 ~ . -
p: X" =M completa, conexra, ndo compacta, tipo-espaco e com a curvatura média
contante nao nula satisfazendo a condigao de X ter crescimento de volume polinomial, A
ser nao positivo (respectivamente, nao negativo) e as fungoes H, |VH| en = (N, &) serem

limitados.
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Aplicando o Teorema no caso em que o ambiente é o espaco de Lorentz-
Minkowski ou um espaco-tempo GRW estatico com as condigoes mostradas no Exemplo

[5.42] obtemos os seguintes coroldrios.

Corolario 5.46. Sejam L' o espaco de Lorentz-Minkowski com campo vetorial paralelo
tipo-luz € = 01 + 0;, para 2 < i <n+1 e p: X" — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco
conexa, completa, nao compacta e com crescimento de volume polinomial. FEscolha um
campo vetorial normal unitdrio N tipo-tempo ao longo de X. Suponha que o operador de
Weingarten seja nao positivo (respectivamente, nao negativo) e que a curvatura média H
satisfaz a condigio ET(H) <0 em X. Se, em %3, as fungoes H, |VH| e n = (N,£) forem

limitadas, entdao, ¥ € um hiperplano cujo vetor normal é (1,0,...,0).

Corolario 5.47. Sejam I um intervalo aberto de R, P™ uma variedade riemanniana
n-dimensional conexa, completa, com tensor de Ricci nao negativo, munida de campo pa-
ralelo unitdrio x e M™ wuma variedade riemanniana m-dimensional conexa, completa,
nao compacta com tensor de Ricci ndo negativo. Considere o espaco-tempo pp-wave

M = I x PP x M™ com campo vetorial paralelo tipo-luz € = 0, + x e p : X" —

Mmrm“ uma hipersuperficie tipo-espaco conexa, completa, nao compacta com cresci-
mento de volume polinomial. Fscolha um campo vetorial normal unitario N tipo-tempo
ao longo de ¥. Suponha que o operador de Weingarten seja ndo positivo (respectiva-
mente, ndo negativo) e que a curvatura média H satisfaz a condicio €T (H) < 0 em .
Se, em X, as funcoes H, |VH| e n = (N,&) forem limitadas, entdo, ¥ € totalmente
geodésica em M ¢ curvatura de Ricei de T na direcao de N ¢€ identica-

mente nula. Em particular, se existe p € ¥ tal que (N, 0,), = —1, entdo ¥ € isométrica

a M = pPr s M™.

O préximo resultado foi inspirado no Teorema 4 de [30]. Contudo, naquele
trabalho, ¥ tinha dimensao 2, enquanto aqui ¥ tem dimensao n qualquer. Além disso,
precisamos pedir mais algumas hipdteses para conseguir essa generalizagao, conforme é

mostrado a seguir.

Teorema 5.48. Seja M um espaco-tempo pp wave com um campo vetorial paralelo
tipo-luz & e satisfazendo a condigao TCC, e ¢ : X" — M seja wma hipersuperficie
conexa, completa, nao compacta, tipo-espaco e com crescimento de volume polinomial.
Escolha um campo vetorial normal unitdrio N ao longo de 3 e suponha que ¢ tenha cur-
vatura média H satisfazendo T (H) <0 em ¥ e o operador de Weingarten seja limitado
em relacdo a N. Assuma, ainda, que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(i) n = (N,&) € tal que —oo < infy,n < n < supyn < 0.

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que C - Ric(N, N) > (sugzn — 1>.

(iii) 2| AL < |APET .
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Entao, ¢ € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M na direcao de N ¢é

1denticamente nula.
Demonstra¢ao. Tomando f : > — R dada por

1 1
f=sm——.
- Supg7

Assim, f > 0 e, pela Proposicao [5.35] temos:
1 1 1
n n n

Dessa forma, |V f| < —n~!|A] é limitado, pois n e A sdo limitados. Além disso, usando

novamente a Proposicao [5.35] obtemos:

1 1 1 1 2
51 = o (D) (v (1)) = aw (Loa) - Lans 2o
n n n n n

ET(H) 1 —— 2
_ n ng )—E(Rlc(N,N)+]A|2)+$\A§T|2

1 — 2
> —E(Ric(N, N) + |A]?) + $|A§T|2.

Dessa forma, gracas a condicao (iii), temos que 2n~3|AET|2 > n73|AP|ET]2 = n7 A%, o

que nos conduz a desigualdade
1 oo 1o 1
Af > ——=(Ric(N,N) + |A]*) + =|A]” = —=Ric(N, N).
n n n
Ademais, pela condicdo (ii), obtemos

C~%(N,N)z(_—"—1),

—Supxn 7

0 que nos garante

1 1 /1 1 1
— = .Ric(N,N)> = (- — - —f
n ( ) C(n supz77> Cf

Combinando esse resultado com a desigualdade anterior, temos

1
AfZaf

Uma vez que X tem crescimento de volume polinomial e |V f| é limitada,

entdo, pelo Corolario[3.7] temos f < 0, ou seja, f = 0 e n é constante. Como 1 < 0, entdo
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0=A(-n) = —€¢T(H) + {Ric(N, N) + |A]*}n, logo, como 1 # 0, segue que
Ric(N,N) = |A]* = 0.

]

Observacgao 5.49. A condigao (i) do enunciado, de certa forma, nos exige que a variagdo
da funcdo n esteja vinculada a variacio de Ric(N, N). Além disso, a condicdo (iii) usada
na hipotese do ultimo Teorema € naturalmente satisfeita quando a dimensdo de ¥ € 2
e H = 0, conforme foi mostrado no Teorema 4 de [30]. Com isso, a inten¢do foi de

generalizar esse teorema assumindo o minimo de hipotese possivel.

Do Teorema também obtemos um resultado de nao existéncia, conforme

mostrado a seguir.

Corolario 5.50. Seja M um espaco-tempo pp-wave munido com um campo vetorial
tipo-luz paralelo & e satisfazendo a TCC. Entao, nao existe uma hipersuperficie o : 3" —
W”H completa, conexa, nao compacta, tipo-espaco e com a curvatura média contante nao
nula tal que X tenha crescimento de volume polinomial, A seja limitado e satisfazendo as
sequintes condigoes:

(i) n=(N,&) € tal que —oo < infyn < n < supyn < 0.

(ii) Ewiste uma constante C > 0 tal que C - Ric(N, N) > (Sugﬂ — 1>.
(iii) 2| AL < |APIET .

Por fim, aplicando o Teorema [5.48 no caso em que o ambiente é um espaco-
tempo GRW estdtico com as condi¢oes mostradas no Exemplo [5.42, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 5.51. Sejam I um intervalo aberto de R, P"™ uma variedade riemanniana n-
dimensional conexa, completa, com tensor de Ricci nao negativo, munida de um campo
paralelo unitario x e M™ uma variedade riemanniana m-dimensional conexa, completa,
nao compacta e com tensor de Ricci nao negativo. Considere o espaco-tempo pp-wave

M = I x PP x M™ com campo vetorial paralelo tipo-luz & = 0y + x e o : X" —

M uma hipersuperficie tipo-espago conexa, completa, nao compacta com crescimento
de volume polinomial. FEscolha um campo vetorial normal unitirio N ao longo de 3.
Suponha que o tenha curvatura média H satisfazendo £T(H) <0 em ¥ e que o operador
de Weingarten seja limitado em relacao a N. Assuma, ainda, que as sequintes condi¢oes
sejam satisfeitas:

(i) n = (N,&) € tal que —oo < infy,n < n < supyn < 0.

(ii) Eziste uma constante C > 0 tal que C - Ric(N, N) > ( T — 1).

Sups: 1
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(iti) 2| AET? < |APIETP.
Entao, 32 € totalmente geodésica em M e 4 curvatura de Ricei de M na direcao

de N ¢ identicamente nula. Em particular, se existe p € ¥ tal que (N,0;), = —1, entdo

Y é isométrica a M™M= P™ x M™.
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6 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho, foi possivel notar a importancia do principio do
maximo envolvendo o crescimento de volume prescrito para entender a geometria das
hipersuperficies nao compactas e completas em um ambiente riemanniano munido de um
campo conforme fechado.

No Capitulo[3] provamos principios do maximo para fungoes suaves f em varie-
dades riemannianas M completas e nao compactas com crescimento de volume polinomial
ou exponencial, tal que existe um campo vetorial X que tem seu comprimento limitado
por um multiplo da funcao distancia elevada a k, para k € [0,1], com (Vf, X) > 0
em M e div X > af fora um subconjunto fechado de M, para alguma fungao positiva
a € C'(M) com a condigao de que (Va, X) > 0. Quando k € [0,1) no caso polinomial
e quando o comprimento de X tender a zero no infinito no caso exponencial, obtemos
f <0 como conclusao. Esse fato nos fez obter diversas aplicacoes do tipo-Bernstein para
hipersuperficies orientadas imersas em uma variedade riemanniana munida de um campo
conforme fechado.

No Capitulo [}, estudamos as implica¢oes que o principio do maximo explicado
anteriormente poderia ter ao estendé-lo para variedades com peso. Em geral, observamos
que as conclusoes obtidas sao semelhantes aquelas com o elemento de volume padrao.
Contudo, alguns resultados sobre rigidez no caso de volume usual exponencial podem
ser reobtidos retirando a condicdo do comprimento de X tender a zero no infinito e
acrescentando estimativas envolvendo uma funcao peso especifica. Além disso, o estudo
de variedades riemannianas com peso ¢ o ambiente ideal para entender a geometria de
hipersuperficies em sélitons de Ricci gradiente.

O 1ultimo capitulo foi dedicado a estudar aplicacoes do principio do maximo
em hipersuperficies tipo-espago em espacos-tempo munidos de campo conforme fechado.
Nas duas primeiras secoes, tais campos conformes fechados eram tipo-tempo, com isso,
os resultados de rigidez mostraram que as hipersuperficies, sob certas condigoes, eram
folhas do campo conforme em questao. Tal fato nao pode ser obtido na tltima se¢ao, pois
o campo paralelo (que é um campo conforme fechado de fator conforme identicamente
nulo) considerado era do tipo-luz, logo, ndo poderia ser um campo normal a uma hiper-
superficie tipo-espaco. Apesar disso, conseguimos resultados a respeito da segunda forma
fundamental da hipersuperficie.

Para finalizar, observamos que os objetivos principais desse trabalho eram ob-
ter extensoes do principio do maximo para variedades nao compactas com crescimento
de volume prescrito, bem como aplicacoes para tais principios. Podemos concluir que
nosso objetivo foi cumprido, mas sem a pretensao de afirmar que todos os resultados
possiveis foram explorados. Este trabalho mostrou técnicas para obtencao de resultados

de rigidez envolvendo apenas campos conformes fechados em ambientes especificos. Acre-
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ditamos que tais principios possam ser aplicados em outros ambientes e para outros tipos

de folheacoes.



[10]

[11]

127

REFERENCIAS

ABE, Naoto; KOIKE, Naoyuki; YAMAGUCHI, Seiichi. Congruence theorems for
proper semi-Riemannian hypersurfaces in a real space form. Yokohama
Mathematical Journal, v. 35, p. 123-136, 1987.

ALIAS, Luis José; BRASIL, Aldir; COLARES, Antonio Gervésio. Integral formulae
for spacelike hypersurfaces in conformally stationary spacetimes and applications.
Proc. Edinb. Math. Soc., v. 46, n. 2, p. 465-488, 2003.

ALfAS, Luis José; CAMINHA, Antonio; NASCIMENTO, Francisco Yure do. A
maximum principle at infinity with applications to geometric vector fields. Journal
of Mathematical Analysis and Applications, v. 474, p. 242-247, 2019.

ALfAS, Luis José; CAMINHA, Antonio; NASCIMENTO, Francisco Yure do. A
maximum principle for vector Fields related to volume growth and applications.
Annali di Matematica Pura ed Applicata, v. 200, p. 1637-1650, 2021.

ALfAS, Luis José¢; CAMINHA, Antonio; NASCIMENTO, Francisco Yure do.
Spacelike hypersurfaces in conformally stationary spacetimes. In: GALLEGO,
Francisco Ortegén; GARCIA, Juan Ignacio Garcia (ed.). Recent Advances in
Pure and Applied Mathematics. Cham [Switzerland]: Springer, 2018. (RSME
Springer Series, v. 4). p. 161-174.

ALfAS, Luis J.; MASTROLIA, Paolo; ROGOLI, Marco. Maximum Principles
and Geometric Applications. Cham [Switzerland]: Springer, 2016.

ALIAS, Luis José; ROMERO, Alfonso; SANCHEZ, Miguel. Uniqueness of complete
spacelike hypersurfaces of constant mean curvature in generalized Robertson—
Walker spacetimes. Gen. Relat. Grav., v. 27, p. 71-84, 1995.

ARONSZAJN, Nachman. A unique continuation theorem for solutions of elliptic
partial differential equations or inequalities of second order. J. Math. Pures
Appl., v. 36, p. 235-249, 1957.

BAYLE, Vincent. Propriétés de concavité du profil isopérimétrique et
applications. 2003. 262 f. Tese (Doutorado) - Universitié Joseph-Fourier, Grenoble
I, 2003.

BISHOP, Richard L.; CRITTENDEN, Richard J. Geometry of Manifolds. New
York: Academic Press, 1964.

BRINKMANN, H. W. Einstein spaces which are mapped conformally on each
other. Math. Ann., v. 18, p. 119-145, 1925.

CAMINHA, Antonio. The geometry of closed conformal vector fields on riemannian
spaces. Bull Braz Math Soc, New Series, v. 42, n. 2, p. 277-300, 2011.



128

[13] CASE, Jeffrey S. Singularity theorems and the Lorentzian Splitting theorem for the
Bakry—Emery Ricci tensor. J. Geom. Phys., v. 60, p. 477-490, 2010.

[14] CAVALCANTE, Marcos Petriicio de A.; LIMA, Henrique F. de; SANTOS, Marcio
Silva. New Calabi-Bernstein’s type results in weighted generalized Roberson-Walker
spacetimes. Acta Mathematica Hungarica, v. 145, p. 440-454, 2015.

[15] CHENG, Shiu-Yuen; YAU, Shing-Tung. Maximal spacelike hypersurfaces in the
Lorentz-Minkowski space. Annals of Mathematics, v. 104, p. 407419, 1976.

[16] COLDING, Tobias H.; MINICOZZI, William P. Generic mean curvature flow I;
generic singularities. Annals of Mathematics, v. 175, n. 2, p. 755-833, 2012.

[17] DO CARMO, Manfredo P.; LAWSON, H. Blaine, On the Alexandrov-Bernstein
Theorems in Hyperbolic Space. Duke Math Journal, v. 50, n. 4, p. 995-1003,
1983.

[18] ELLIS, George Francis R.; HAWKING, Stephen W. The Large Scale Structure
of Spacetime. Cambridge: Univ. Press, 1973.

[19] FISCHER-COLBRIE, Doris; SCHOEN, Richard. The structure of complete stable
minimal surfaces in 3-manifolds of non-negative scalar curvature. Comm. Pure

Appl. Math., v. 33, p. 199-211, 1980.

[20] GROMOV, Mikhail. Isoperimetry of waists and concentration of maps. Geom.
Funct. Anal., v. 13, n. 1, p. 178-215, 2003.

[21] HERLT, Eduard; HOENSELAERSAND, Cornelius; KRAMER, Dietrich;
MACCALLUM, Malcolm; STEPHANI, Hans. Exact Solutions of Einstein’s
Field Equations. Cambridge: University Press, 2003.

[22] LIMA, Barnabé Pessoa. O Principio de Omori-Yau para os operadores Lr e
aplicagoes. 2000. 34 f. Tese (Doutorado em Matematica) - Centro de Ciéncias,
Universidade Federal do Ceara, Fortaleza, 2000.

[23] LIMA, Henrique F. de; VELASQUEZ, Marco A. L. Complete spacelike
hypersurfaces immersed in pp-wave spacetimes. General Relativity and
Gravitation, v. 52, n. 41, 2020.

[24] MONTIEL, Sebastian. An integral inequality for compact spacelike hypersurfaces
in de Sitter space and applications to the case of constant mean curvature.

Indiana Univ. Math. J., v. 37, p. 909-917, 1988.

[25] MORGAN, Frank. Manifolds with Density. Notices of the Amer. Math. Soc.,
v. 52, n. 8, p. 853-858, 2005.

[26) MYERS, S. B. Riemannian manifolds with positive mean curvature. Duke Math.



129

J., v. 8, n. 2, p. 401-404, 1941.

[27] NASCIMENTO, Francisco Yure do; XAVIER, Valricélio Menezes. Yet another
form of Maximum Principle. Em fase de elaboracao.

[28] O’NEILL, Barrett. Semi-Riemannian Geometry with Applications to
Relativity. London: Academic Press, 1983.

[29] OMORI, Hideki. Isometric immersions of Riemannian manifolds. J. Math. Soc.
Japan, v. 19, p. 205-214, 1967.

[30] PELEGRIN, José A. S.; ROMERO, Alfonso; RUBIO, Rafael M. On maximal
hypersurfaces in Lorentz manifolds admitting a parallel lightlike vector field.
Classical and Quantum Gravity, v. 33, 2016.

[31] PIGOLA, Stefano; RIGOLI, Marco; SETTI, Alberto Giulio. Maximum
Principles on Riemannian Manifolds and Applications. Providence, R.I. :
American Mathematical Society, 2005. (Memoirs of the American Mathematical
Society, v. 822).

[32] PIGOLA, Stefano; RIMOLDI, Michele; SETTI, SETTI. Remarks on non-compact
gradient Ricci solitons. Mathematische Zeitschrift, v. 268, p. 777-790, 2011.

[33] ROS, Antonio; URBANO, Francisco. Lagrangian submanifolds of C" with
conformal Maslov form and the Whitney sphere.J. Math. Soc. Japan, v. 50, n. 1,
p. 203-224, 1998.

[34] WEI, Guofang; WYLIE, Will. Comparison geometry for the Bakry-Emery Ricci
tensor. Journal of Differential Geometry, v. 83, n. 2, p. 337-405, 2009.

[35] YAU, Shing-Tung. Harmonic functions on complete Riemannian manifolds.
Comm. Pure Appl. Math., v. 28, p. 201-228, 1975.



	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Crescimento de volume
	Transformações de Newton
	Variedades semi-riemannianas
	Imersões isométricas em variedades semi-riemannianas

	PRINCÍPIOS DO MÁXIMO RELACIONADOS AO CRESCIMENTO DE VOLUME
	Sobre o princípio do máximo I
	Resultados tipo-Bernstein para hipersuperfícies

	UM PRINCÍPIO DO MÁXIMO RELACIONADO AO CRESCIMENTO DE VOLUME COM PESO
	Variedades com peso e sólitons de Ricci
	Sobre o princípio do máximo II
	Resultados tipo-Bernstein para hipersuperfícies

	HIPERSUPERFÍCIES TIPO-ESPAÇO EM VARIEDADES DE LORENTZ
	Hipersuperfícies tipo-espaço em variedades semi-riemannianas conformemente estacionárias
	Hipersuperfícies em espaços-tempo de Robertson-Walker generalizados
	Hipersuperfícies em variedades espaços-tempo pp-wave

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

