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"’Vocé deveria ser apenas um algebrista ou um
gedmetra?’ é como dizer *Vocé prefere ser
surdo ou cego?’

(ATTYAH, Michael)



RESUMO

Discorremos, de forma essencialmente autocontida, sobre alguns aspectos algébricos e geo-
métricos de anéis de valorizagdo discreta. Mais precisamente, do ponto de vista algébrico,
caracterizamos tais anéis dentre os dominios noetherianos locais; do ponto de vista geométrico,
mostramos que um ponto de uma curva algébrica plana € simples se, e sé se, o correspondente

anel local for de valorizacao discreta.

Palavras-chave: anel de valorizacdo discreta; curva algébrica plana; ponto simples.



ABSTRACT

We survey, in a self-contained way, on some algebraic and geometric aspects of discrete valuation
rings. More precisely, from an algebraic point of view, we characterize these rings among local
Noetherian rings; from a geometric standpoint, we show that a point on a plane algebraic curve

is simple if, and only if, its corresponding local ring is a discrete valuation ring.

Keywords: discrete valuation ring; plane algebraic curve; simple point.
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1 INTRODUCAO

A leitura deste trabalho pressupde familiaridade com conceitos de dlgebra comutativa,
curvas algébricas e conhecimento de resultados bésicos de dlgebra. Indicamos como leitura
complementar para os fundamentos de algebra (LANG, 2002). Dividimos o texto em 5 capitulos:
no segundo e terceiro capitulo damos algumas definicdes e alguns resultados que serdo uteis
para o desenvolvimento deste trabalho de modo a proporcionar um acompanhamento aos leitores
com menos preparagdo nesta drea e introduzir as notagdes e convensoes escolhidas. No terceiro
capitulo, damos a prova do teorema que caracteriza os anéis de valorizacao discreta 4.1.1,
apresentada em (ASH, 2003) e por fim fazemos uma aplica¢do do que desenvolvemos sobre

anéis de valorizacdo discreta no estudo de curvas algebricas planas simples, apresentada em

(FULTON, 2008).
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2  TOPICOS DE ALGEBRA COMUTATIVA

Nesse trabalho estaremos sempre considerando R um anel comutativo com unidade.
Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de dlgebra comutativa que serao
necessarios para os resultados. Para uma leitura complementar indicamos (ASH, 2003) e

(TENGAN; BORGES, 2015).

2.1 Radical de Jacobson, Anel Local, Radical de um anel, nilradical de R e Aniquilador

de um R-moédulo M

Definicao 2.1.1 O Radical de Jacobson de um anel R é definido como sendo a intersecdo de

todos os ideais maximais de R. Denotamos por J(R).
Definicao 2.1.2 Um anel R ¢ dito local se possui apenas um anel maximal.

Definicao 2.1.3 Se I é ideal do anel R, radical de 1, denotado por /I ou RAD (1), é o conjunto
{a €R; d" €1, para algumn > 1}.

E claro que I C /1. O ideal I é chamado radical se I = /1.

Definicao 2.1.4 Um elemento a de um anel R é chamado nilpotente se existe algum niimero

natural n tal que a" = 0.
Definicao 2.1.5 O nilradical de R é dado pelo conjunto
V/(0) = {a € R; a é nilpotente em R}.

Definicao 2.1.6 O aniquilador de um R-modulo M é o conjunto

amn(M)={a€R; a-m=0,Vme M}.
Proposicio 2.1.1 /I é ideal de R.
Prova: Se a,b € \/7, r € R, entdo

(ra)t =r'a" €lsed" €l

(a+b)" = i (Da*-vhel,
k=0
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para n suficientemente grande.
Sea" keloubkel, para todo 0 < k < n, entdo tome [, m € N tal que d e I, b"el.
Sen—k>lentdioad" ¥ =a"*1.4d el
Se k > m, entdo b* =p" - bFm e I.
Sen—k<Il—lek<m—1l,entdion=(n—k)+k<Il+m—2.
Logo, se considerarmos n maior ou igual a [ +m — 1, entdo isso garante que cada

parcela do desenvolvimento binomial (a+ b)" pertence a I, mais precisamente, temos:

n>l4+m—1 = n—k>louk>m,paratodo0<k<n
= a"’keloubkel,paratodoogkgn
= (Z)a"_kbk €l, paratodo0<k<n

= (a+b)" €l
Proposicao 2.1.2 Se P é um ideal primo de R, entdo VP =P.

Prova: Se a € /P, entdo existe m € P tal que a™ € P. Como P é primo, temos que a € P. Logo,

VP C P. Como P C /P sempre, entio, /P = P.

Proposicdo 2.1.3 Seja J(R) um radical de Jacobson de um anel R. Entdo a € J(R) se, e somente

se, 1 +ax é uma unidade para todo x € R.

Prova: Assuma a € J(R). Se 1 + ax ndo € unidade, entdo gera um ideal préprio, logo 1+ ax
pertence a algum ideal maximal .#. Mas entdo a € .#, logo ax € .# . Portanto, 1 € .#, o
que é uma contradi¢do. Por outro lado, se a ndo pertence a algum ideal maximal .#, entdo
A + Ra = R. Assim, para algum b € .# e y € R nés temos b+ay = 1. Se x = —y, entdo

l14+ax=>b¢e . #,logo 1+ ax nio pode ser uma unidade, caso contrdrio, teriamos 1 € .Z.

Proposicao 2.1.4 Seja .# um anel maximal de um anel R. Entdo R é um ideal local se, e

somente se, todo elemento de 1 + .4 é uma unidade.

Prova: Suponha R um anel local, e seja a € .#. Se 1+ a ndo é uma unidade, entido deve
pertencer a .# que é o ideal das ndo unidades. Mas entdo 1 € ., o que € uma contradicido. Por
outro lado, assuma que todo elemento de 1+ .# é uma unidade.

Afirmagado: .# C J(R), logo, .# = J(R).

Se a € #, entdo ax € ./ para todo x € .#, logo, 1 + ax é uma unidade. Pela

Proposi¢do 2.1.3, a € J(R), provando a afirmac@o.
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Se A é outro ideal maximal qualquer, entdo .#Z =J(R) C.# NN . Assim, # C N

e como ambos sdo ideais maximais, logo sdo iguais. Portanto, R € um anel local.

2.2 Lema de Nakayama

Definicao 2.2.1 Seja M um R-modulo e I um ideal de R. Temos que IM é o conjunto das

combinacoes lineares de elementos do R-modulo M.

Lema 2.2.1 1. Se M é um R-mddulo finitamente gerado, I um ideal de R contido no radical
de Jacobson J(R) e IM = M, entdo M = 0.
2. Se N é um submodulo finitamente gerado de um R-médulo M, I um ideal de R contido no

radical de Jacobson J(R) e M = N + IM, entdo M = N.

Prova:
1. Suponha por absurdo que M # 0 e considere um conjunto de geradores xi, - ,x, de M,
que podemos tornar minimal, ou seja, x; ¢ Y, Rx;, para j = 1,--- ,n. Podemos escrever:
i i#]
XteEM=IM = x1=) yxi;yi€l, Vi
i=1
n
= (1—yi)x1 =Y yixi. 2.1)
i=2

Pela Proposi¢do 2.1.3 temos que J(R) = {a € R; 1+ ax € R*, Vx € R}.

Assim,

y€ICIJR) = 1l—xy;=1+(—x)y1 ER*CR

= 11—y €R", comx=1.

Sejau=(1—y )_1 € R. Entdo, multiplicando ambos os lados de (2.1) por u, obtemos:

n
X1 = ), uyix; = x| €
=

n
Rx,-,
i =2

l
contradizendo a minimalidade de {xp,---,x,}.

2. Por hipotese, M = N + IM. Logo, trabalhando no médulo quociente % obtemos:

— M _ 1M
M=N+IM = M_
- 4

= M =N.

=0, pelo item anterior
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2.3 Anéis de Fracoes

Definicao 2.3.1 Seja R um anel. S C R é um sistema multiplicativo ou conjunto multiplicativo

se
1. 1€Se0¢S.
2. a,beS=abecs.

Exemplo 2.3.1 Se P é ideal primo de R, entdo S = R\ P é um sistema multiplicativo. De fato,
a,beS=a,b¢P=ab¢ P=abecSs.
Definicao 2.3.2 Seja R um anel e S um sistema multiplicativo de R. Em R x S, defina
(a,s) ~ (b,t) < u(ta—sb) =0, para algum u € S.
Proposicao 2.3.1 A relacdo ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Prova:
1. (a,s) ~ (a,s) < u(sa—sa) = u(sa—sa) =0, para algum u € S. Logo, ~ & reflexiva.
2. Agora, temos que:
(a,s) ~ (b,t) & u(ta—sb) =0, para algumu € S
< 0=u(ta—sb) = —u(ta—sb) = u(sb —ta), para algum u € S

& (b,t) ~ (a,s).
Assim, ~ € simétrica.

3. Sejam (a,s) ~ (b,t) < u(ta—sb) =0, paraalgumu € Se (b,t) ~ (¢,x) < v(xb—tc) =0,
para algum v € S.

Facamos as seguintes operagoes:

u(ta—sb) =0 x (vx) < uv(xta—xsb) =0

v(xb—tc) =0 x u(—s) < uv(—sxb+stc) =0.
Logo,

uv(xta — xsb) — uv(—sxb+stc) =0

uv(xta — xsb + sxb — stc) = 0, pois — xsb+ sxb = 0.

Assim, uvt(xa —sc) =0 e uvt € S ja que u,v,t € S. Portanto, ~ € transitiva.

Defini¢io 2.3.3 Defina ¢ = (a,s) e S'TR=Rs=RxS/~={% a€cR, seS}.
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S~!R é um anel, quando munido com as operagdes:

O anel S~!R é chamado anel de fracdes ou anel de localizaciio de R com respeito a

O "zero"é (T) =0g-1zp €0 "um"é % =lg1p.

Definiciio 2.3.4 Se P é um ideal primo de R e S = R\ P, denotamos por Rp ao invés de S™'P.

Assim, temos:
~1p_p. _ fa.
SP=Rp={%acP scS}.
Rp é a localizagd@o de R em P.

Proposicao 2.3.2 A fungdo dada por

f:R — SR

a —

—IQ

é homomorfismo de anéis, o qual é injetor se R for um dominio.

Prova: Temos que

Suponha R dominio. Como f € homomorfismo de anéis, temos que f € injetor se, €
somente se, Ker(f) = {0}. Tome a € ker(f). Entdo § = f(a) = Og-1z. Logo, existe u € S tal
queu(l-a—1-0) =0, isto é, ua=0.

Como R é dominio e u # 0, jd que 0 ¢ S, temos que a = 0.

Proposicio 2.3.3 Os ideais de S™'R sdo da forma S™'I, com I ideal de R, onde S™'R =
{¢acl, seS}.
Além disso, S~ = S~'R, se e somente se, INS #£ 0.
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Prova: Sejam / um ideal de R e S~'R dado como no enunciado. Paraa, b€, s, t, u€ S, r €R,

b

’ :%eS‘ll,ondem—stIestES.

temos $ —
Logo, (S~'7, +) é subgrupo de (S™'R,+).

Tome J ideal de S™'R e pela Proposicio 2.3.2

f:R — SR
a = 7

€ homomorfismo de anéis.

Se I = f~1(J), entdio sabemos que I é ideal de R.

Afirmacdo: J =S~ IR.

De I = f~1(J), temos que f(a) € J, ou seja {€J.Logo, § =17- % € J, uma vez que
J é ideal de S™'R. Segue que S~'7 C J.

Tome, agora, ‘El € J. Como J € ideal, temos que “s—s = % . % €J. Agora, % = % Temos
a€ f~1(J) =1 Entdo, ¢ € S~'I. Segue que J C S 'L

Agora suponha que S—11 = S~!R. Entio, % es !y, logo, existem a € I, s € S tais
que % = ¢, ouseja, u(1-s—1-a) =0, para algum u € S. Logo, us —ua = 0. Assim,

us = ua € SNI. Logo, SNI#0.

€s el
Reciprocamente, suponha que SN/ # @ e tome r € SN /. Entao, % =T€ S~11, logo,

Slr=5"1R.

Proposicao 2.3.4 Em S~'R, o ideal S™'I é primo se, e somente se, I é um ideal primo de R tal

que INS = 0.

Prova: J4 sabemos que S #* S—IR se, e somente se, INS = 0. Tome, pois, I ideal de R tal

que INS = @. Temos de mostrar que I é primo em R se, e somente se, S~'7 é primo em S~ 'R.

SR
> §-1]

SejaS={S+I1€%; seS}. Como1+1I€Se, parat,s €S, temos

Isso é 0 mesmo que mostrar que £ é dominio se, e somente se ¢ dominio.
1

(s+D)(t+I1)=_st +I1€S,
es

entdo S é sistema multiplicativo em 1;.

SR~ 5 (R

Afirmagdo: = ~ 5

7)-
Uma vez provada a afirmacdo, veja que:

SR

1. § dominio implica que S~! (17?) ¢ dominio e subanel do corpo de fracdes de ?. Logo, &=

¢ dominio.



SR L. . . <—1 R R 2 st
2. %=, dominio implica que § (7). Logo, 7 € dominio.

. . ~ o1 . .. _ .
Para provar a implicagdo § (?) = 1; é dominio, basta mostrar que se S”'R é

dominio, entdo R é dominio.

Tome a, b € R tal que ab = 0. Entao, % =9

—IS

dominio, % =0ou IT’ =0.

_0
Suponha que § = 7

=9 =05 1. Logo, como S~'R ¢

7 entdo existe u € S tal que u(a-1—0-1) = 0. Logo, ua = 0.

Como § ¢ sistema multiplicativo, entdo S ndo tem divisores de zero. Assim, a = 0.

Entdo R ndo tem divisores de zero, logo, R € dominio.
Prova da afirmacdo:
0:S'R - S
_ a+l
0(5) =57

Vamos provar que ¢ estd bem definido:

‘3’:? = Jues, u(at—sb) =0
= uta = usb
= (w+DHi+D(a+1)=w+D)(s+I)(b+1)
= u\—i{((l%—l)(a%—l}—(s—}—l)(b—kl)):O+I
€S
= atl _ b+l

s+ T 4+
Agora vamos demonstrar que ¢ ¢ homomorfismo:

a | d _ as’'+d's
¢ (; + s_) = O (455
- as'+d's+1
ss'+1

(a+1)(s'+1)+(a'+1)(s+1)

(s+1)(s"+I)

atl | d+I

s+1 s+

= (D +(%).

9(4)

aa' +1

ss/+1
(a+1)(d'+I)
(s+1)(s'+1)
_ (et (d'+1)
(s (s
).

(5)-9(

<
/N
“ |
h\l&\
N———
I

+

Il
<

V:\l Q

Temos que Ker¢ = S~'1.

De fato, temos ¢(%) = ¢(9) = % = ?—ﬂ. Assim, existe u € S tal que
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(wu+D((1+D)(a+1)—(s+1)(0+1)) =0+1
Logo,

a __ ua —1
uaGI:>§——MSES 1.
Portanto, Ker C S~!1.

Mas,sea €1, s € S, entdo

ay _ a+l _ O0+I _ 0+
¢(5) =57 =517 = o1
Logo, S~'R C Ker¢.

Como ¢ € sobrejetivo, temos pelo Teorema dos Homomorfismos que ¢ induz um
isomorfismo ¢.

_ 0 <1
STIR—=S5 (%)
-
9
S~'R
S-1R

Logo, temos

com iSSO encerramos a prova.

Definicdo 2.3.5 Se I é ideal de R tal que IN (R\ P) = 0, temos I C P. Nesse caso, denotamos
S~ por IRp, de forma que:

IRp={%acl, s¢P}

Se I C J, temos que Sl 1C S 1J. Em particular, em Rp, temos [ C P = IRp C PRp.
Como todo ideal préoprio de Rp € da forma IRp, com [ ideal de R tal que I C P, concluimos que

todo ideal proprio de Rp estd contido em PRp. Logo, Rp € ideal, com ideal maximal PRp. Uma
vez que PRp € ideal maximal de Rp, temos que Iﬁ% ¢ um corpo.
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2.4 Submédulos primarios

Definicao 2.4.1 Sejam N um submédulo de um R-médulo M e a € R. Seja

Ag:

I

_>
'_>

SI3

a

=z 2R

Dizemos que N é dito um submodulo primdrio de M se N é préprio e para todo a,
tivermos que A, € injetiva ou nilpotente.

A injetividade na definicdo acima significa que para todo x € M, temos que

ax e N=x€N.

Por outro lado, nilpoténcia na defini¢cdo acima significa que para algum inteiro
positivo n, temos que

atM CN,

isto é, a”* pertence ao aniquilador de AN/I , denotado por ann(%) ={a €R; a"M C N}. Equivalen-

temente, a pertence ao radical do aniquilador de %, denotado por ry(N).

Proposicao 2.4.1 A, ndo pode ser injetiva e nilpotente ao mesmo tempo.

Prova: De fato, se A, é nilpotente, entdo a"M = a(a"~')M C N, para algum n € Z positivo. E,

se A, € injetiva, terfamos que a" M C N. Indutivamente, M C N, entdo M = N, contradizendo
o fato de N ser préprio.

Se N é submédulo primdrio de M, entdo ry(N) é o conjunto de todos os a € R tal
que A, ndo é injetiva.

Definicdo 2.4.2 Se P = ry(N), entdo dizemos que N é P-primdrio.

Proposiciao 2.4.2 Se I é um ideal qualquer de R, entdo rg(I) = Vi, pois ann(lfe) =1

Prova:De fato, se a € ann(%e) SaRClIsa=al €1

Definicao 2.4.3 Agora, tome M = R e a =Y. Definimos ideal primdrio em um anel R um ideal

proprio Q tal que se xy € Q entdo x € Q ou y" € Q para algum n > 1. Equivalentemente, g #0

e todo divisor de zero em g é nilpotente.
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Proposicao 2.4.3 Se P é um ideal primo, entdo /P" = P para todo n > 1.

Prova: O radical de P" € a intersecao de todos os ideais primos contendo P", um dos quais é P.

Assim, v/ P" C P. Reciprocamente, se x € P, entdo x* € P". Logo, x € v/ P".
Lema 2.4.1 Se /I é um ideal maximal A, entdo I é H -primdrio.

Prova: Suponha que ab € I e b nio pertence ao ideal /I = M. Entio pela maximalidade de
M, segue que M + Rb = R, ou seja, para algum m € M e r € R temos que m+rb = 1. Agora,
m € M = +/I, consequentemente m* € I para algum k > 1. Assim, 1 = 1¥ = (m+ rb)k = mK +sb

para algum s € R. Multiplicando por a temos que a = am* + sab € I.
Corolario 2.4.1 Se .# é um ideal maximal, entdo A" é . -primdrio.

Prova: Pela Proposicdo 2.4.3 temos que v .Z" = .#, e o resultado segue do Lema 2.4.1.

2.5 Teorema da Base de Hilbert

Definicao 2.5.1 Um anel R é chamado Noetheriano se todo ideal de R ¢ finitamente gerado.

Essa propriedade ¢ fundamental em dlgebra comutativa e geometria algébrica. Trata-
se de um dividor de dguas nessas teorias. Hoje uma caracterizacdo importante, devida a Emmy

Noether, que envolve a no¢do de cadeia ascendente de ideais.
Teorema 2.5.1 (Da Base de Hilbert) Se R é Noetheriano, entdo R[x| é Noetheriano.

Prova: Seja I ideal de R[x]. Se I = (0), entdo o teorema é vilido.

Sel+#(0),sejaJ ={a € R; aé coeficiente lider de um polinomio em I}.

Afirmagdo: J é ideal de R.

De fato,0 € J. Se a, b € J, r € R, digamos,
ax"+---+ag€lebx™+---+by €1, entdo r(ax*+---ap) € I. Logo, ra € I e se n < m, entdo
(ax" 4 - X" "4 (bxX" + -+ +by) € 1. Logo, a+b € J. Como R é Noetheriano, entdo J é
finitamente gerado, digamos que seja J = (ay,--- ,a,).

Tome F; =a;x"i +---+ag € I.

Sejam n = max{ny,--- ,n,} e para 1 <m < n, seja J, = {a € R; a é coeficiente lider
de um polindmio em I de grau <m}U{0}. Como antes, J, é ideal de R, logo é finitamente gerado,

digamos J,, = (b1, by, bus,,)- Seja Fyj =byjx/ +--- €Iparal <m<n, 1 < j <sp.
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Afirmagdo: I = (Fy,- -, Fr, {Fpjs 1 <m<n, 1 <j<sp}).

Seja I’ o ideal do 2° membro. Como Fj, Fj € I, temos I' C I. Suponha que I’ # 1.
Entdo, I \ I # 0. Logo, podemos tomar F € I\ I’ de grau o menor possivel.

Escreva F = ax? + - -

r r
1° Caso: d > n: Sejaa = .Zl cja;j e definamos G = F — 121 cjxd_”fFj € 1. Tome
Jj= Jj=
-
H=Y cjxd_”-iFj € l'. Como F = G+ H, encontramos que G ndo pertence a I’. Entdo, G € I\ I’
=1

e grau(G) < grau(F), temos um absurdo.
sd

2° Caso: d < n. Entdo a € J;. Logo, existe c; € R tal que a = ) c¢jby;. Defina
j=1
sd J 7 .
G=F— '21 cjx?8" au( d/‘).Fd i €I\ I' e grau(G) < grau(F), assim encontramos um absurdo.
]:
Corolario 2.5.1 Se R Noetheriano, entdo Rxy,--- ,x,| é Noetheriano. Em particular, se K é
corpo, entdo K|xy,- -+ , x| é Noetheriano.
Prova:
R Noetheriano = R[x;] é Noetheriano
= Rx1][x2] é Noetheriano
~ R[xy,x;] é Noetheriano.
Continuando com o processo, temos que R[xy,xp, - -+ ,x,| é Noetheriano. Como todo

corpo € Noetheriano, pois seus ideias sdo somente (0) e (1), entdo o resto segue.

Proposicao 2.5.1 Para um anel R, sdo equivalentes:

1. R é Noetheriano, ou seja, todo ideal I C R é finitamente gerado, isto é, existem xy,--- , X, €
I, tais que I = (x1,-+ ,xp).
2. Toda cadeia crescente de ideais de R estabiliza, isto é, sel, CIL C --- C1I, C ---, entdo

existe m € N tal que I, = I,,,, para todo n > m.
3. Toda familia § ndo vazia de ideais de R possui um elemento mdximo, isto é, existe um

ideal M € § tal que se l € § el D M entdo [ = M.

Prova: (1) = (2)
Sejaly C I, C--- C I, C--- uma cadeia crescente de ideais de R. Sejal = |J I,.
neN
Como I é um ideal de R, existem xj, xp,---, x; € I tais que I = (xy, xp,---, x¢). Para

cada x; existe um inteiro n; € N tal que x; € I,. Seja m = max{ny, na, ---, n}. Logo,
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I = (x1, xp,-++, xx) C I, C I, e portanto I = I,,. Segue que I, = I,,,, para todo n > m, ¢ a
cadeia crescente [y C I, C --- C I, C --- de ideais de R estabiliza.

(2)=(3)

Seja § uma familia ndo vazia de ideais de R. Seja I} € §. Se I} é um elemento maximo
de §, nada temos a mostrar. Caso contrario, existe I, € § tal que I ; I>. Se I é um elemento
maximo de §, terminamos a prova. Se ndo, existe I3 € § tal que I, ; I;. Se I; ¢ um elemento
méximo de §, terminamos a prova. Proseguindo como acima, encontramos um elemento maximo
de § ou uma cadeia crescente de ideais ;1 S b G --- S I, S - que ndo estabiliza. Mas esta
ultima possibilidade ndo pode ocorrer diante da nossa hipdtese. Assim, a familia § tem um
elemento méximo.

(3)= (1)

Se I éumideal de R, seja§ = {I'; I' éumideal de R, I' C I e I'é finitamente
gerado}. Temos que § # 0, pois (0) € §. Seja J um elemento maximo de §. Evidentemente,
J C I. Se a inclusdo fosse propria, terfamos um elemento x € I —J. Assim, o ideal (/,x) € §,

contradizendo a maximalidade de J. Logo I = J ¢ finitamente gerado.

2.6 Elementos Inteiros

Definicao 2.6.1 Seja R um subanel de um anel S e seja o € S. Dizemos que O é um inteiro

sobre R se o é a raiz de um polindomio monico com coeficientes em R. Em outras palavras,
o+ by ol +---+by=0, comb; €R.

Definicao 2.6.2 Se R é um corpo e S uma extensdo de um corpo R, entdo o é inteiro sobre R se,

e somente se, Q. ¢ algébrico sobre R.
Definicao 2.6.3 Se o é um niimero complexo inteiro sobre 7, entdo  é dito um inteiro algébrico.

Exemplo 2.6.1 Seja f(x) = x> —d, para d € 7 qualquer. Temos \/d é um inteiro algébrico, pois

é raiz do polinémio f.
Definicao 2.6.4 Um R-modulo M é dito fiel se seu aniquilador é 0.

Lema 2.6.1 Sejam R, S e & como na Defini¢do 2.6.1. Seja M um R-médulo finitamente gerado
que é fiel quanto a R[at)-mddulo. Seja I um ideal de R tal que oM C IM. Entdo o é uma raiz de

um polinomio monico com coeficientes em I.
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Prova: Sejam xi,...,x, geradores de M sobre R. Entdo ax; € oM C IM, por hipotése. Logo,

ax; € IM. Portanto, podemos escrever escrever oix; = }j_; ¢ijxj, com ¢;j € I. Assim,
2?21(51'/'05 —cij)xj=0, 1 <i<n.

Como matriz, temos que Ax = 0, onde A € a matriz com entrada o — c;; na sua

diagonal, e —c;; nas demais entradas, ou seja, temos

X1 0

X 0
Al =] )

Xn 0

Sabemos que adj(A)- A =det(A) -1, onde I € a matriz identidade continua vélida

para matrizes A com coeficientes em anéis. Logo, multiplicando a esquerda em (%) pela matriz

adjunta de A, obtemos que

X1 0

X2 0
(detA) | 7| =

X 0

Logo, (det)x; =0 paratodo 1 <i<n. Sendo 1 =bx| + -+ byx,, b; € R, temos
que det A =b) (det A)x;+---+ by (det A)x, = 0.
~——— ~———

=0 =0
Entretanto,
&—cyi1  —Cl2 —C13— - —Cln
—C2] Od—Cyp —Cp3— - —C2n
A=
Cnl —Cn2 —C13— - —O0—Cyp

Comodet A=0,entdo & +a,_;a" ' 4+ 4+ a; a+ a =0, pois ¢;; € I para
~— ~— ~—

el el el
todo 1 <i,j <n. Logo, & € raiz de um polindmio monico com coeficientes em /.

Observacao: Se aM C IM, entdo, em particular & estabiliza M, em outras palavras,
oM C M.

Teorema 2.6.1 Sejam R um subanel de S, com o € S. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
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1. o é inteiro sobre R;
2. R[a] é um R-mddulo finitamente gerado,
3. Existe um anel R' tal que R[] C R' C S e R’ é um R-mddulo finitamente gerado;

4. Existe um R|a]-mddulo M fiel que € finitamente gerado como um R-mddulo.

Prova: (1) = (2)
Seja f(x) = x" +a, X" ' +---+ap € R[] tal que f(c) = 0. Entio,

a = —anflOCnfl — - —qg.
Logo,
ot = —a, 10" — - —a;a? — apo
= —ay 1 (—ap 10" = —ap) —a, 2"~ —a;0® —a—0a

— a:l_1+a:l_2(xn_2_|_..._|_a£).1,
com ag € R, para todo 0 <i < n— 1. Iterando esse argumento, obtemos

oc’":bn_la”‘1+---+b1a+bo-l,

combo, bl,--- , b,_1 €ER.
Logo,
am€ Ra" '+ -+Ra+R-1 ,Ym>0 (2.2)

um R—médulo finitamente gerado

Tome B € R[a]. Temos

B = cal 4+ +ecja+co-1, comey, -+ ,c; €R

= cdal+-+da+cy-1, comcpy,---,c) €R, por(2.2)
Assim,
Rlo] CRA" '+ +Ra+R-1 (2.3)

Como temos D, entdo (2.3) é uma igualdade. Logo, R[ct] é R-médulo finitamente

gerado.
(2) = (3)
Suponha 2 e tome R’ = R[].
(3)=(4)
Suponha 3 e tome R' =M. Sejay € R[at] e yM =0, entdo y = y1 = 0.
(4) = (1)

Suponha 4. Aplicando o Lema 2.6.1 com I = R, obtemos o desejado.
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Definicao 2.6.5 Se R é um subanel de S, o fecho inteiro de R em S é o conjunto Rc¢ dos elementos

de S que sdo inteiros sobre S.

Temos que R C R¢ ja que para cada a € R € raiz do polindmio x — a.

Definicao 2.6.6 Dizemos que R ¢é inteiramente fechado em S se Rc = R. Dizemos que R é
inteiramente fechado sem referéncia a S, quando assumimos que R é um dominio com corpo de

fracoes K e R é inteiramente fechado em K.

2.7 Sequéncias Exatas

Definicao 2.7.1 Uma sequéncia (ou complexo) de R-modulos e homomorfismos é da forma

My, Jit1 M, Ji Ji-1

com fio fiy1 =0, para todo i. Temos que a condigdo de composi¢do é equivalente a Im(fi+1) C
Ker(f;). Se valer Im(fi1) = Ker(f;), para algum i, dizemos que a sequencia é exata na i-ésima
etapa. Se a igualdade ocorre para todo i, dizemos simplesmente que a sequéncia é exata (ou

que o complexo é aciclico).

Definicao 2.7.2 Uma sequencia exata da forma

0 M N

é chamada sequéncia exata curta.

Casos particulares fundamentais:

1. 0O—M LN ¢ exata se, e somente se, f € injetiva.

2. N—2-P—-0 éexata se, e somente se, g € sobrejetiva.
3

h P , .
0 M, M> 0 € exata se, e somente se, /& € isomorfismo.

4, 0— =ML N8

Im(f) = Ker(f).
5. Se J C I sdo ideais de um anel R, entdo existe uma sequéncia exata natural de R-mddulos:

0 I R R 0 (2.4)

P 0 ¢é exata, se e somente, se g € sobrejetiva, f € injetiva e

De maneira geral, toda sequéncia exata "longa"

My, fiv1 M Ji fi-1
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pode ser "quebrada"em vdrias sequencias exatas curtas:

0—— Im(f) LM —2L Im(f) —=0
S~—— S~——
= Ker(f) = Ker(fi-1)
Proposicao 2.7.1 1. Seja
0——v Yoy Loy g

uma sequéncia exata de espacos vetorias de dimensées finitas sobre K. Entédo dim V' +
dimV" =dimV.
2. Seja

uma sequéncia exata de espagos vetorias de dimensoes finitas sobre K. Entdo dim V4 =

dim V3 —dim V) +dim V.

Prova:
1. Por hipétese, temos que Im(y) = Ker(¢), ¢ € sobrejetiva e y € injetiva. Logo, Im(¢) =V"
e Ker(y) = {0}. Portanto, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos:
dim (V') = dim (ker y)+dim(Im y)
= 0+dim(Ker ¢).
Logo, dim(V') = dim(Ker ¢). Novamente pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos:
dim(V) = dim(Ker ¢)+dim(Im ¢)
= dim(V")+dim(V").
2. SejaW =1Im(¢,) = Ker(¢3). Temos que:

0 Vl¢1V2¢2W¢30

V3 Va 0
sdo exatas e Y € a inclusdo. Pelo item anterior, temos:

dim(Vp) = dim(Vy) +dim(W)
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dim(Vz) = dim(W) +dim(Vy)

Logo, dim(V4) = dim(V3) —dim(Vz) —l—dim(Vl).
2.8 Comprimento de médulos

A nocao de comprimento de um médulo estende a no¢ao de dimensdo de espagos

vetoriais.

Definicao 2.8.1 Seja R um anel e seja M um R-modulo.
1. M é dito simples ou irredutivel se M # 0 e seus tinicos submddulos sdo 0 e M.

2. Uma série de composigcdo de M de tamanho n é uma sequéncia de submodulos
M =M, gMn—l gMn—Z 2 QMI QMOZO

. . . M. 5 .
tais que os quocientes consecutivos M sao todos szmples.
1

3. O comprimento de M sobre R, denotado por Ig(M), é o minimo entre todos os tamanhos

das séries de composi¢cdo de M ou o se M ndo admite série de composicdo finita.
Da teoria de médulos temos o teorema:

Teorema 2.8.1 (Aditividade em Sequéncias Exatas) Seja
0—M —M-—M —0

uma sequéncia de R-modulos. Entdo
IRM) < o0& Igp(M') < ooelgr(M") < oo,
Nesse caso,
IR(M) = Ig(M'") + Ig(M").
2.9 Anéis de Valorizacao

Os resultados desta se¢do sao extremamente relevantes quando se analisa o compor-
tamento de uma aplicacdo definida na vizinhanca de um ponto em uma curva algébrica.

Da teoria de corpos temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.9.1 Seja R um subanel de um corpo K e h : R — C um homomorfismo de anéis de R
em um corpo algebricamente fechado C. Se o é um elemento ndo nulo de K, entdo h pode ser
estendido para um homomorfismo de anéis h : R[] — C ou para um homomorfismo de anéis

h:Rla™ '] =C.

E natural tentar estender h para um dominio maior, € com isso que entra em cena o

conceito de anéis de valorizagao.

Definicao 2.9.1 Um subanel R de um corpo K é dito um anel de valorizacdo de K se para todo

1

o € K ndo nulo, temos que o ou o¢ " sdo elementos de R.

Exemplo 2.9.1 [. O corpo K é um anel de valorizacdo de K.
2. Seja K = Q, com p primo fixado. Tome R sendo o conjunto de todos os niimeros racionais

da forma p”Tm’ comr > 0 e p ndo divide nem m e nem n. Entdo R é um anel de valorizacdo
de K.
3. Seja K = K(x) e seja R o conjunto de todas as funcoes racionais Jé € K(x) tais que grau(f)

< grau(g). Entdo R é um anel de valorizacdo de K (x).
Da teoria de corpos temos o seguinte teorema:

Teorema 2.9.2 Seja R um subanel de um corpo K e h : R — C um homomorfismo de anéis de
R para um corpo algebricamente fechado C. Entdo h possui um elemento maximal (V,h). Em
outras palavras, V é um subanel de K contendo R, h é uma extensdo de h e ndo existe uma
extensdo para um subanel estritamente maior. Em adigdo, para qualquer extensdo maximal, V é

um anel de valorizagdo de K.
2.9.1 Propriedades de Anéis de Valorizacdo

Seja V um anel de valoriza¢dao de um corpo K.
1. O corpo de fracdes de V é K.
De fato, todo elemento ndo nulo & de K pode ser escrito como ¥ ou %.
2. Todo subanel de K contendo V € um anel de valorizagdo de K.
Seja U um subanel qualquer de K tal que V C U. Nesse caso, segue da defini¢do de anel

de valorizacdo que U € um anel de valorizagdo de K, ja que para todo o € K ndo nulo,

temosqueaGVCUoqulEVCU.
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3. V é um anel local.
Pela Proposi¢do 2.1.4, basta mostrarmos que o conjunto M dos elementos que nao sao
unidades de V € um ideal.

Se a e b sdo elementos nao nulos e ndo sdo unidades, entdo % ou g pertencem a V.
a _ a
4cV=a+b=b(1+%)eM,

pois se b (1+ ¢) fosse unidade, entdo b seria unidade.

Similarmente,
b b
SeV=a+b=a(l4+2)eM,

pois se a (1 + g) fosse unidade, entdo a também seria uma unidade.
Logo, M é um ideal.
4. V € integralmente fechado.
Seja oo um elemento ndo nulo de K, com ¢ inteiro sobre V. Entdo existe uma equacdo da

forma

A"+ cp 1" 4y +co =0, comc; €V. (2.5)
Vamos mostrar que & € V ou ! € V. Multiplique a equagio (2.5) por o~ (1), logo
temos que o = —c;,—| —cpo0 = o2 — g e V.
5. Se Il e ] sao ideais de V, entdo I C J ou J C I. Assim, os ideais de V sdo totalmente
ordenados pela inclusio.
De fato, suponha que / ndo estd condido em J e tome a € I\ J, com a # 0.
Seja b € J, vamos provar que b € I.
Se b =0, entdio b € I. Assuma que b # 0, entdio g €V,jaquese ¢ €V, entdoa= (4)beJ,
o que é uma contradicdo, Portanto, b = (%) acl.
6. Por outro lado, seja V um dominio com corpo de fracdo K. Se os ideias de V sdo
parcialmente ordenados pela inclusdo, entdo V € um anel de valorizacdo de K.
Se o € um elemento ndo nulo de K, entdo o = % com a e b elementos nio nulos de V. Por
hipétese, (a) C (b), o que implica que, 5 € V. Ou (b) C (a), o que implica que, g ev.
7. Se P € um ideal primo de um anel de valorizagdo V, entdo V), ou seja, localizagao de V
emP,e % sdo aneis de valorizagoes.

Primeiro note que se K € o corpo de fracdes de V, entdo também sera de V),. Temos que

1%

7 € um dominio, portanto possui corpo de fragdes. Por 5, os ideias de V' sdo totalmente
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ordenados pela inclus@o, e 0 mesmo acontece para os ideias de Vp e %. Assim, o resultado
segue por 6.

8. Se V € um anel de valorizacdo Noetheriano, entdo V € um dominio de ideais principais.
Além disso, para algum primo p € V, todo ideal é da forma (p™), m > 0. Para cada p,
temos ﬁ (p™)=0.

Como r\r}:él Noetheriano, um ideal 7 de V ¢é finitamente gerado, digamos por ay,- - - ,a,. Por
5, podemos renumerar os q; tais que (a;) C (a2) C --- C (an). Mas I C (a,) C I, entdo
I=(ay).

Em particular, o ideal maximal M de V é (p) para algum p, e p é primo pois M é um ideal
primo. Se (a) é um ideal arbitrdrio, entdo (a) =V se a € uma unidade. Entdo, assuma que
a ndo € unidade, isto €, a € M. Mas entdo p divide a, logo a = pb. Se b ndo é unidade,
entdo p divide b, logo a = p*c. Continuando indutivamente e usando o fato de que V é
dominio de ideias principais, logo também € dominio de fatoracao unica, temos a = p™u,
para algum inteiro m e unidade u. Assim, (@) = (p™). Finalmente, se a pertence a (p™)
para todo m > 1, entdo p™ divide a para todo m > 1. Usando novamente a fatoracao
Unica, temos que a = 0. Note que se a € uma unidade, entdo p também €, o que é uma
contradicao.

9. Seja R um subanel de um corpo K. O fecho inteiro R de R em K é a intersecio de todos os
anéis de valorizacdes V de K tal que V DO R.

Se a € R, entdo a € inteiro sobre R. Portanto, sobre qualquer anel de valorizagdo ja
que V O R. Mas V ¢ integralmente fechado por 4, logo a € V. Por outro lado, assuma
que a ¢ R. Entdo a ndo pertence ao anel R’ = R[a~!] (se a é um polindmio em a~!,
multiplicando por uma poténcia suficientemente grande de a para obter um polindmio

! ndo pode ser uma unidade em R’ (se ba~!, com

monico satisfeito por a). Assim, a—
bR, entioa =al =aa"'b € R, o que é uma contradi¢io).

Segue que a~! pertence ao ideal maximal M’ de R'. Seja C o fecho algébrico do corpo
K= AR7I, e seja h a composicdo da aplica¢do candnica R — ART/’ =k com a inclusdo k — C.
Pelo Teorema 2.9.2, h possui uma extensdo maximal dada por /2 : V — C para algum anel
de valorizagio V de K contendo R’ D R.

Agora, f_z(a_') = h(a‘l) = 0, por defini¢do de h. Consequentemente, a ¢ V, poissea € V,
entdo 1 = h(1) = h(aa™ ') = h(a)h(a—') = 0, que é uma contradi¢io. O resultado segue.

10. Seja R um dominio com corpo de fracdes de K. Entdo R € integralmente fechado se,
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e somente se, R = [V, a interse¢do para alguns (ndo necessariamente todos) anéis de
valorizacdo de K. ’

A implicagdo ” = " segue por 9.

Para cada V|, € integralmente fechado por 4, logo R também €. Se a € inteiro sobre R,

entdo a € inteiro sobre cada Vy, consequentemente a pertence a cada Vi, o que implica

que a € R.

Definicao 2.9.2 Um valor absoluto em um corpo K é uma aplicacdo
|-[:K—R
tal que para todo x, y € K:

1. |x{>0ex|=0&x=0;

>

2. Jxy| = |x[ly
3. x4y < |x|+1yl

O valor absoluto é dito ndo arquimediano se no lugar da condicdo 3. tivermos a condigdo mais

forte:

3.

x+y| < max(|xl, [y]).
Os familiares valores absolutos dos niimeros reais e complexos sdo arquimedianos.
Definicao 2.9.3 Uma valorizacdo discreta em K é uma aplicacdo sobrejetiva
v:K— ZU{e}
tal que para todo x, y € K, temos que

a) v(x) =0 x=0;
b) v(xy) = v(x) +v(y);
¢) v(x+y) = min(v(x),v(y)).

Exemplo 2.9.2 Tome os corpos dos exemplo 2.9.1. No exemplo 1. e 2. tome v (p o ) =r. No

exemplo 3. tome v (%) = grau(g) — grau(f).

Lema 2.9.1 Sejav: K — Z\U{e} uma valoriza¢do discreta. Entdo
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1. v(£1) =0ev(—a)=a para todo a € K.
2. v(§) =v(a) —v(b) e v(b™") = —v(b) para todo a, b € K com b # 0.
3. v(a+b) =v(b) sev(a) > v(b).

4. seay+---+a,=0comn>2 entdo existem i # j tais que v(a;) = v(a;).

Prova:
1. Segue de
v(l)=v(1-1)=v(1)+v(1)
v(1) =v((=1)(=1)) =v(=1) +v(-1)

v(—a) =v((—=1)-a) =v(—=1)+v(a).

2. Segue de v(b) +v(b™") =v(b-b7) =v(1)ev(§) =v(a)+v(b7").
3. Temos v(a+b) > min{v(a), v(b)} = v(b). Para mostrar a desigualdade oposta, observe

que
v(b) =v((a+b)+(—a)) = min{v(a+b),v(—a)}.

Como v(—a) = v(a) > v(b), temos min{v(a+b),v(—a)} = v(a+ b) obrigatoriamente,
logo v(b) > v(a+ b) também.

4. Segue do item anterior, ja que se v(a;) # v(a;) para todo i # j. Em particular, haveria no
maximo um termo a; = 0. Logo, teriamos que a valorizac¢do do lado esquerdo da igualdade
seria igual a min{v(a;)} € Z, pois hd algum termo n@o nulo enquanto que a valoriza¢do do

lado direito seria oo.

Proposicio 2.9.1 Se v é uma valorizagdo discreta em um corpo K, entdoV = {a € K; v(a) > 0}

¢é um anel de valorizagcdo com ideal maximal M = {a € K;v(a) > 1}.

Prova: Temos que V é um subanel de K, pois v(a) > 0 e v(b) > 0 implica que v(a +b) >
min{v(a),v(b)} > 0e v(ab) = v(a)+v(b) > 0.

Sea ¢V, entio v(a) <0, logov(a ') =v(1) —v(a) =0—v(a) > 0. Assim,a ' € V.
Portanto, V € um anel de valorizacgao.

Além disso, como a é uma unidade de V se, e somente, se ae a~! € V se, e somente
se, v(a) = 0. Portanto, M € o ideal dos elementos que nao sao unidades e logo € ideal maximal

do anel de valorizacao.
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(V, M) € um anel local. As valorizac¢des discretas ndo determinam todos os anéis de

valorizagoes.

Definicao 2.9.4 Um anel de valorizacdo V com valorizacdo discreta v como na Proposi¢do
2.9.1 é dito um anel de valorizacdo discreta. Um elemento t € V com v(t) = 1 é chamado

uniformizador ou elemento primo (de V).

Proposicao 2.9.2 Seja t um uniformizador de um anel de valorizac¢do discreta V. Entdo t gera
o ideal maximal M de V. Em particular, M é principal. Por outro lado, se t' é qualquer gerador

de M, entdo t' é um uniformizador.

Prova: Como M € o tnico ideal maximal, entdo (1) C M. Se a € M, entdo v(a) > 0. Logo
v(at™") =v(a) —v(t) > 1—1=0. Assim, at~! €V, ou seja, a € (¢).
Agora, suponha que M = (t'). Como ¢ € M, temos que ¢ = ¢’ para algum ¢ € V.

Assim, 1 =v(t) = v(ct') =v(c)+v(t') > 0+ 1 =1, o que implica que, v(t) = 1.

Proposicao 2.9.3 Set é um uniformizador, entdo todo elemento ndo nulo a € K pode ser expresso
unicamente por a = ut", com u unidade de V e n € Z. Também K =V,, isto ¢, K = SV, com

S={1,t,2,---}.

Prova: Seja n = v(a), de modo que v(at~") = 0. Logo, at~! é uma unidade u. De fato, temos
que v(at™) =v(a) —v(t") =v(a) —nv(t) =n—n=0.

Para provar a unicidade, note que se a = ut”, entdo v(a) = v(ut") = v(u) + nv(t) =
0+ n = n, de modo que n, e portanto u, € determinado por a. A tultima afirmagdo segue da
propriedade 1, da Secdo 2.9.1 e do fato de que todos os elementos de V sdo aqueles com

valorizacdo n > 0.

Proposicao 2.9.4 Todo ideal ndo nulo I de um anel de valorizacdo discretaV é da forma M",
com M sendo um ideal maximal de V e n é o unico inteiro ndo negativo. Escrevemos v(I) = n.

Por convengdo, temos M 0—vy.

Prova: Escolha a € I tal que n = v(a) é o menor possivel. Pela Proposi¢do 2.9.3 temos que
a = ut", implica que, t" = u~'a € I. Pela Proposicio 2.9.2, temos que M = (), e portanto,
M"™ C I. Por outro lado, seja b € I, com v(b) = K > n, pela minimalidade de n. Logo, pela prova
da Proposicio 2.9.3 temos que bt % é uma unidade «’. Assim, b = u’k* é uma unidade u’. Assim,

b=u't*. Como k> nentio b € (") = M". Portanto, I C M". Assim, I = M".
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A unicidade de n é consequéncia do Lema de Nakayama:
Se M" = M®, com r < s, entdo M" = M"+! = MM". Assim, M", consequentemente,
M, € 0, contradizendo o fato de que / € ndo nulo.

Interpretamos v(I) como sendo o comprimento de uma série de composigao.

Proposicao 2.9.5 Seja I um ideal ndo nulo do anel de valorizacdo discreta R. Entdo v(I) =

lR(II—e), o comprimento do R-mddulo %.
Prova: Pela Proposi¢do 2.9.4, temos
ROMDODM?*>---DM"=1.
Logo,

o7 D

~I=

M — M
T =T

Pela Proposicao 2.8.1, tomando / = Ig, temos:

(&) = ()

~I=

M

Como M é gerado pelo uniformizador #, segue que ' +M'*! gera 77 Como

M
Mi+1
€ aniquilado por M, isto é, € um A%—m(’)dulo, ou seja, um espaco vetorial sobre o corpo 1%. O
espago vetorial tem dimens@o 1, pois segue da prova de 2.9.4 que M‘, com i € {0,1,--- ,n} sdo

distintos. Portanto, /(%) = n.

Proposicao 2.9.6 Seja I um ideal de um anel Noetheriano R. Entdo, para algum inteiro positivo

m temos que (/)™ C I. Em particular (tome I = 0), o nilradical de R é nilpotente.

Prova: Como R é Noetheriano, v/ ¢ finitamente gerado, digamos por ay,--- ,a; com ai el
1
Entdo (v/1)™ é gerado por todos os produtos aj' --a,’, com 'Zl ri=m.
1=
t
Podemos escolher m da formam =1+ Y, (n; — 1). Ou seja, r; > n; para algum i.
i=1

t t
Caso contrério, r; <n; — 1 paratodoiem= Y, r; < 14 Y (n; — 1) = m, uma contradi¢do. Mas
i=1 i=1

cada produto a}' - --a;" estd em I, logo, (V" C I
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Proposicao 2.9.7 Seja M um ideal maximal de um anel Noetheriano R e seja Q um ideal
qualquer de R. As seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. Q é M-primdrio;

2. VO=M;

3. Para algum inteiro positivo n, temos que M" C Q C M.

Prova:1. = 2.
Como Q é M-primario, entdo Q é proprio e xy € Q = x € Q ou y" € Q, para algum
n>1,isto é, /O =M.
2. = 1. Como v/Q = M é um ideal maximal, pelo Lema 2.4.1 Q é M-primério.
2.=3

Seja I = Q, pela Proposicdo 2.9.6, temos para algum inteiro n, tal que
(VI)'=M"CQCVO=M,

o que implica que, M" C Q C M.
3.=2
Pela Proposicdo 2.4.3, temos M = /M" C \/Q C VM =M.
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3 TOPICOS DE CURVAS ALGEBRICAS

Nesse trabalho iremos considerar o corpo K sendo algebricamente fechado. Lem-
brando que um corpo K é algebricamente fechado quando todo F € K|[x1,- - ,x,] ndo constante
se anula para um certo (ay,--- ,a,) € K".

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados de curvas algébricas que serdao

necessarios para os resultados. Para uma leitura complemenar indicamos (FULTON, 2008).

3.1 Espacos Afins e Conjuntos Algébricos

Definicio 3.1.1 Temos que A*(K) =K"= {p = (ay,---,an); a; € K, ¥ 1 <i<n} é o conjunto
de n-uplas de elementos de K. Chamamos A"(K) de n-espaco afim. Temos que A'(K) é a reta
afim e A%(K) é o dito plano afim.

Temos que A" € o conjunto K" = K x --- X K, ou seja, € o produto cartesiano consi-
——

n vezes
derando sem estrutura de espaco vetorial.
Definicdo 3.1.2 Se p = (ay, -+ ,a,) e F € K[x1,--- ,xp|, dizemos que p é zero de F ou F anula

pseF(ay,---,a,)=0.

Definicdo 3.1.3 Dado F ndo constante, denotamos V(F) = {p € A"(K); p é zero de F} e
dizemos que V (F) é a hipersuperficie determinada por F.

n
Definicao 3.1.4 Se grau(F) = 1, dizemos que V (F) € hiperplano, tipicamente, F = Y, oix; + 0
=1

1

eV(F)=A{(a1, - ,an); .ilaia,-—kao =0}.

1=

Defini¢do 3.1.5 Em A%(K), dizemos que V (F), para F ndo necessariamente de grau 1, é uma
curva plana afim para S C K[xy,- -+ ,x,]. Definimos V(S) = {p € A"(K); F(p) =0, para todo
F €S} = (N V(F). Dizemos que V(S) é um conjunto algébrico afim.

Fes

Notagdo: Se S = {F,---,F, }, entdo denotamos V(S) por V(Fy,--- , F,).
3.2 Propriedades de Conjuntos Algébricos

1. ® e A*(K) sdo conjuntos algébricos afins

2. Seja p € A*(K). Entdo {p} é um conjunto algébrico afim;
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3. Se I =< S > é o ideal gerado por S, entdo V(S) = V(I). Em particular, todo conjunto

algébrico afim é da forma V (I), para algum ideal I de K|x,--- ,x,];
4. Se {I); A € A} é uma colegdo de ideais de K[xy,--- ,x,|, entdo (| V([}) =V ( U 1,1).
AeA AeA

Em particular, a intersec@o de conjuntos algébricos afins € um conjunto algébrico afim;

5. SelCJ,entaio V(I) DV (J);

6. V(I)UV(J) = V(LJ), onde 1] = { ¥. FiG;; r €N, F, €I, G; € J}.

Prova: -

1. De fato, temos que V(0) = A"(K) e V(A" (K)) = 0.

2. Seja p = (aj,az, -+ ,a,). Entdo, temos que {p} = {(a1,az, -~ ,a,)} =V(x1 —ay, xo —
a,-++ , Xp—dp).

3. Como [ é gerado por S, entdo S C I. Tome p € V(I), logo, F(p) =0, ¥V F € I e como,
S C I, entao V(S) DV(I).
Agora, tome p € V(S). Se F € I, existem Fy,---, F, € S, G1,---, G, € K[x, ,x,] tal

que
F =GFi+---+G,F.
Logo,
F(p) = ¥ Gi(p)Fi(p) =0
i=1 \\:6-/

Temos que p € V(I). Portanto, V(S) C V(I).
4. Seja p € NV(I),), entdo p é zero de todo Fy € I}, V A. Assim, p é zero de todo F € I,
A A
0 que implica que, ﬂ V() cV < U I;L>.
AEA

Por outro lado, se I,l C Ula, entaio p e V( J I). Assim, p € V(I;)) e como A é arbitrério,
AEA

temos p € (), V(I). Logo, N V(I}) D V( U 1,1)
AeA AeA
5. Tome p € V(J), logo, F(p) = 0 VFeJecomo,ICJ,entdo V(I) DV(J).

6. Temos que

cl,J = vI)>v{), v({J)
= V{IJ)DV(I)UV({J).
Tome, agora, p € V(IJ)\V(I). Entdo, 3 F € I tal que F(p) #0. Se G € J, temos FG € 1J,
logo, (FG)(p) = 0. Entao, wG(p) = 0. Logo, G(p) = 0.

£0
Como G foi escolhido arbitrariamente, temos p € V(J).
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3.3 O ideal de um conjunto de pontos

Para X C A*(K), definimos I(X) = {F € K[xy,--- ,x,]; F(p) =0, paratodo p € X}.
Se F,GeI(X), HEK|xy,---,x,],p € X, entdo

Logo, F — G, F -H € I(X). Portanto, I(X) é um ideal de X.

3.4 Propriedades do ideal de um conjunto de pontos

1. SeX CY,entdo I(X) DI(Y).

. 1(0) =K][xq,- -, xp)-

A{(ar, - an)}) = (x1—ap, -, x—ap).

. I(A"(K)) = (0) se K for infinito.

. I(V(S)) DS, paratodo S C K[xy, -+ ,x,] e V(I(X)) D X, para todo X C A"(K).

. Se W C A"(K) é conjunto algébrico afim, entdo V(I(W)) =W. Se J C K[x1,--- ,xp] é

AN L B~ W

ideal de um conjunto de pontos, entdao I(V(J)) =J.

7. 1(X) é ideal radical, para todo X C A"(K).

Prova3.4.1 1. Seja F € I(Y), entdo F(p) =0, para todo p €Y e como X C Y, entdo
F(p) =0, para todo p € X. Assim, I(X) D I(Y).
2. Seja o conjunto dos polinémios que ndo satisfazem nenhuma propriedade, entdo temos
que I(0) = K[xy,- -+ ,xp].
3. Temos que x; — a; anula (ay,- - - ,a,) para todo 1 <i <n. Logo, xij—a; € I({(ay,- ,an)}),
para todo i. Assim, temos que vale I({(ay, -+ ,a,)}) D (x1 —ay, -+ , Xy — an).

Agora, tome F € K[xy,--- ,x,] tal que F(ay,--- ,a,) = 0. Logo,
F = ¥ a(i)x) ---xy
i=1
= Y(xi—ai+a)t - (x,—an+a)n.
i=1
Como para iy > 0, temos
(e —ax+ag)'* = j);o (%) (ve — @)™ a + ag

= (—a)Gx1, - ,x,) + k.
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Temos que
(x1 —ar+ap)" - (xp = an+an)" = Zl(x]' —ap)Hj(x1, %) +a; - ag.
1=

Logo,

F=Y (xj—a;)Li(x1, - ,x,) +c.

Tvas

i
Como F(ay,--- ,a,) =0, temos ¢ = 0. Logo, F € (x] —ay, -+ ,X, — ay).

. Usaremos inducdo sobre n > 1.

Tome n = 1. Seja F € K[x] é tal que F(a) =0, para todo a € K. Como K é infinito,
devemos ter F = 0 (No nosso caso, K sempre serd infinito ja que admitimos no inicio que
K é algebricamente fechado).

Suponha a propriedade vdlida para n < m, com m > 1.

Tome F € K[xy,- -+ ,x,) tal que F(ay,--- ,ay) =0, para todo ay,--- ,a,, € K.

Seja

F=Fxi,  Xm1) FFL(x1, X)X Fi(x1, - 3 X 1) X5, (3.1)
e escolha ay, -+, ap—1 € K. Se G(X,,) = F(ay, -+ ,am—1,Xn), temos por hipdtese que

G(ap) =0, para todo a,, € K. Pelo caso inicial, G = 0. Logo,

0=G(X,) = ji‘,OFj(al,n- G 1 X

= Fjlai, - ,am-1) =0,

para todo 0 < j <k.
Como ay,--- ,ay,—1 € K foram escolhidos arbitrariamente, temos, por hipotese de indugdo,
F; =0, para todo 0 < j < K. Por (3.1), temos F' = 0.
. Mostraremos que S C I(V(S)), para todo S C K[xy,--- ,x,]. Tome F € I(V(S)). Entdo,
F(p) =0, para todo p € V(S). Mas
peEV(S) & Glp)=0,YGES. (3.2)
Tome G € S. Para que G € I(V(S)), devemos ter G(p) =0,V p € V(S), que vem de (3.2).
Agora, vamos mostrar que X C V(I(X)). Tome p € V(I(X)), entdo F(p) = 0, para todo
F € I(X). Entretanto,
FelX)& F(p)=0,VpeX. (3.3)
Tome q € X. Para que q € V(I(X)), devemos ter F(q) =0, VF € I(X), que vem de (3.3). .
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6. Jd sabemos que V(I(W)) DW e I(V(J)) D J. Agora, existe S C K[xy,--- ,x,] tal que
W =V(S). Logo,

IW)=1(V(S)) D S=VI(W)) CV(S)=W.

A outra igualdade é provada do mesmo modo: 1(V(J)) D J sempre e, se J =1(X), entdo
I(V(J) =1(VI(X))) C1(X) =J.

7. Temos de mostrar que \/1(X) C I(X). Se F € \/I(X), digamos F" € I(X). Entdo,
F"(p)=(F(p))" =0, paratodo p € X. Logo, F(p) =0, paratodo p € X, isto é, F € [(X).

3.5 Numero finito de hipersuperficies

Teorema 3.5.1 Todo conjunto algebricamente afim é a intersecdo de um niimero finito de

hipersuperficies.

Prova: Se W C A"(K) é algébrico, sabemos que existe ideal I de K|xy,...,x,| tal que W =V (I).
Como K é corpo, entdo por 2.5.1, temos que K[xy,- - - ,x,] é Noetheriano. Logo, todo
ideal de K|[xy,- -+ ,x,| é finitamente gerado.
Seja I = (Fy,---,F,), para certos Fj,--- ,F. € K[x|, - ,x,], entdio W = V(I) =
VUF, - F}) = i(iV(FJ-).

3.6 Componentes Irredutiveis de conjuntos algébricos

Definicao 3.6.1 Um conjunto algébricoV € A"(K) é chamado redutivel se tivermos V =V UV,,

com V,Vo, £V algébricos. Caso contrdrio, V é dito irredutivel.

Proposicao 3.6.1 Um conjunto algébricoV C A" (K) é irredutivel se, e somente se, (V) é um

ideal primo de K[xy,--- ,x,].

Prova: Mostraremos que V C A"(K) é redutivel se, e somente se, I(V') ndo é um ideal primo de
Klxy, - x|

Suponha que V € redutivel, ou seja, V =V, UV,, com V;, V, # V algébricos. Entio
(V) =1(ViuV,) =I(V))NI(V,). Logo, I(V) C I(V}), I(V,). Se tivessemos I(V) = I(V}),
terfamos V =V (I(V)) =V (I(V})) = Vi, 0 que é um absurdo. Logo, I[(V) CI(V}) e [(V) #I(V}).
Analogamente, temos I(V) C I(V,) e [(V) # I(V,).
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Tome E; € I(V;))\I(V), i =1,2. Entdo, E|,E, € [(V})NI(V2) =1(V),com E|,E, ¢
I(V). Segue que I(V) ndo é primo.

Agora, suponha que /(V) ndo é primo. Entdo, existem Fj,F» € K[xy,--+ ,x,) \ (V)
tais que F1,F, € I(V). Logo, (FiF>) CI(V). Portanto, V =V (I(V)) CV(F1F,) =V (F1)UV(F,)
de formaque: V=VN(V(F)UV(FK))=VNV(F))U(VNV(F)),comVNV(F)eVNV(F)
algébricos.

Se tivessemos, V =V NV (F}), terfamos V C V(F}), logo Fy € [(V(F1)) C 1(V). Mas
isso contradiz a escolha de Fj. Assim, V # V NV(E}). Analogamente, V # V NV (F,). Entdo, V

¢é redutivel.

Proposicao 3.6.2 Se K é um corpo infinito (nosso caso pela hipotese de K ser algebricamente

fechado), entdo A"(K) é irredutivel.

Prova: De fato, se K ¢ infinito, temos /(A" (K)) = (0). Como K[xy,- - - ,x,] é dominio, temos (0)
primo. Logo, A" (K) é irredutivel.

Em breve, vamos demonstrar que I(V (J)) = /J, para todo ideal J em K|[x1,--- ,x,],
onde K ¢ algebricamente fechado. Esse resultado é conhecido como Teorema de Nullstellensatz.

Assumindo o Teorema de Nullstelensatz temos a seguinte propriedade:

Proposicao 3.6.3 Se K é um corpo algebricamente fechado e F € K|xy,--- ,x,| € irredutivel,

entdo a hipersuperficie V(F) é um conjunto algebricamente irredutivel.

Prova: Como K ¢ algebricamente fechado, o Nullstellensatz, garante que I(V(F)) = /(F).
Por outro lado, como K[xy,- -+ ,x,] é dominio de fatoracdo tnica e F é irredutivel,
temos F primo, isto €, (F) € ideal primo. Assim, V(F) é um conjunto algébrico irredutivel.
Pela Proposicao 2.1.2 e pelo Teorema de Nullstellensatz, temos que I(V(F)) =
(F) = (F) é um ideal primo, seque da Proposi¢do 2.1.2. Logo, pela Proposi¢do 3.6.1 temos

que V(F) € irredutivel.

Lema 3.6.1 Se ¥ ¢é uma familia ndo vazia de conjuntos algébricos de A" (K), entdo V" tem pelo

menos um elemento maximal (em relagdo a inclusdo).

Prova Seja . = {I(V);V € ¥} uma familia ndo vazia de ideais do anel Noetheriano K[x,-- -,
xn|. Entdo, sabemos que existe V € ¥ tal que I(V) é maximal em .%.

Se W € ¥ fosse tal que W C V, entdo I(W) D I(V) e a maximalidade de /(V) garante
que (W) =1(V). Logo, W =V({I(W)=V({I(V))=V.
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Teorema 3.6.1 Todo V C A"(K) conjunto algébrico pode ser escrito, de modo inico, como

unido finita de conjunto algébricos irredutiveis dois a dois incompardveis em relacdo a inclusdo.

Prova: Existéncia: Suponha que exista um conjunto algébrico Vy em A" (K) que ndo pode ser
ecrtito como uma unido finita de conjuntos algébricos irredutiveis.

Entdo, a familia v dos conjuntos algébricos de A”(K) que tem a mesma propriedade
de Vj é ndo vazia.

Pelo Lema 3.6.1, podemos tomar V € ¥ minimal. Em particular, V é redutivel. Logo,
temos V = Vi NV,, com V,V, # V e algébricos. Pela minimalidade de V, temos Vi,V, ¢ ¥
algébricos. Logo, Vi =U U---UU, e Vo, =W U---UW,,, com U;, W; conjuntos algébricos
irredutiveis. Segue que V =V, UV, = (Lnj U,-) U ( 6 Wj) ¢ uma unido finita de conjuntos
algébricos irredutivel, o que € um absurdol.: 1 -

Logo, ¥ =0, e assim, todo V C A"(K) algébrico pode ser escrito como
V=ViuJ---UV,, comVy,---,V,, (3.4)

conjuntos algébricos irredutiveis.
Agora, se V; C V;, para i # j podemos retirar V; de (3.4). Fazendo assim, podemos
supor que, em (3.4), Vq,---,V, s@o dois a dois incompardveis em relagdo a inclusao.

Unicidade: Sejam

V=Vu---uV, e
V=WU---UV,,

com V;, W, irredutiveis e V; ¢ V;, W; ¢ W;, para todo i # j.

Para 1 <i <m, temos

3

Vi=VinV =Vin(WU---UW,) = U (V,nW;).
j=1

Como V; € irredutivel e V; MW € algébrico, para todo 1 < j < m, temos que existe 1 < j < m tal
que V; = V;NW;. Logo, existe 1 < j <mtal que V; C W;.

Da mesma forma, existe 1 </ <n tal que W; C V;. Logo, V; C W; C V|, e para ndo
termos um absurdo, deve seri=1. Assim, V; = W;, isto €, paratodo 1 <i<n,existe 1 < j<m

tal que
Vi=W, (3.5)

Se Vi =W;j; e V; = Wj, tertamos W;; = W), logo, ji = jp. Assim, (3.5) define uma fungdo:
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¢:{l,---,n} —{1,--- ,m}.

Sei;, ijsdotaisque Vi =W, & ¢(i1) = je Vo =W; < ¢(ir) = j, entdo V;; = Vjp. Logo, il =i2.
Assim, ¢ ¢ injetiva, o que implica que n < m. Trocando os papeis dos V/s e W/s, concluimos, de

modo similar, que m < n. Logo, n = m, ¢ é bijetivae {Vy,---,V,} ={Wy,--- , W, }.

Definicao 3.6.2 OsV; sdo chamados de componentes irredutiveis de V tais que V =V, U---UV,

é uma decomposicdo de V em componentes irredutiveis.

3.7 Subconjunto Algébrico do Plano Afim

Proposicao 3.7.1 Se F,G € K|[x,y| ndo tem fatores em comum, entdo V(F,G) =V (F)NV(G) é

finito.

Prova: mdc(F, G) = 1 em K|[x,y] ~ K|[x][y]. De fato, como K[x] ¢ dominio de ideais principais,
entdo também é dominio de fatoragdo tnica, logo, o Lema de Gauss garante que MDC(F,G) = 1
em K|[x|[y]. E temos também que F e G ndo tem fatores em comum em K (x)[y].

Como K (x)[y] é dominio de ideais principais, entdo existem U, V € K(x)[y| tais que

F-U+G-V=1. (3.6)
D(X7y) E(x7y) 3

Escreva U como HE) © V como HE) Substitua em (3.6), obtemos

F(xay)'D<x7y)+G(x7Y)'E(xay):H(x)' (37)

Se P = (a,b) € V(F,G), entdo, fazendo as substitui¢des x — a, y — b em (3.7), obtemos
H(a) = 0. Logo, hd no maximo um nimero finito de valores para a.
Trocando o papel de x e y, concluimos que s6 ha um niimero finito de possibilidades

para b. Logo, V(F,G) = V(F)NV(G) é finito.

Corolario 3.7.1 Se F € K|[x,y| é irredutivel e tal que V(F) é infinito (automdtico se K for

albebricamente fechado). Entdo V (F) € irredudivel e I(V(F)) = (F).

Prova: Se K ¢€ algebricamente fechado, entdo K € infinito. Logo, V(F) € infinito. Tome x =a € K
(temos infinitas possibilidades). Assim, F(a,y) = 0 tem pelo menos uma solugdo, pois K é
algebricamente fechado.

Como F ¢ irredutivel, entdo F € primo. Se mostrarmos que I(V(F)) = (F) teremos

I(V(F)) ideal primo, logo, V(F) € irredutivel.
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Para o que falta, ja sabemos que I(V(F)) D (F). Suponha que I(V(F)) Z (F) e
tome G € [(V(F))\ (F).

Entdo, F ndo divide G, e como F € irredutivel, F e G nao tem fatores comuns. Pela
Proposi¢do 3.7.1, temos que V (F ) UV (G) é finito. Mas G € I(V(F)), implica que (G) C I(V(F)),
ou seja, V(G) D V(I(V(F))) = V(F). Logo, temos V(F)NV(G) = V(F), que ¢ infinito por
hipétese. Contradigao.

Logo, I(V(F)) C (F).

Corolirio 3.7.2 Seja K um corpo infinito. Os conjuntos algébricos irredutiveis de A*>(K) sdo

0, A%(K), {p}, curvas V(F), com F € K[x,y] irredutiveis tais que V(F) € infinito.

Prova: Pela Proposicio 3.6.2 temos que A%(K) & irredutivel. J4 pela Proposicdo 3.6.3 temos
que V (F) é irredutivel quando F € K|x, y] é irredutivel. Como seguird da Proposi¢do 3.7.1 que
I({p})=1(a1, ay) = (x—ay, y—ay) é maximal, logo primo, entdo {p} é irredutivel.

Reciprocamente, seja V € A%(K) conjunto algébrico irredutivel. Temos as seguintes
possibilidades:

1. Se V = 0 e finito, entdo V é um ponto.

2. SeI(V)=(l),entdo V=V (I(V))=V(1)=0.

3. SeI(V) = (0),entio V =V (I(V)) = V(0) = A*(K).

4. V é infinito e tal que /(V) contém um polindmio nio constante F € K|[x,y|]. Seja F =
F|---F, a fatoragdo de F em irredutivel. Como Fj,--- ,F, € I(V) e I(V) é primo, entdo
existe | <i<rtalqueF; € I(V).

Assim, mudando a notagdo, podemos tomar F € (V) irredutivel.

Afirmagédo: I(V) = (F).

De fato, ja temos (F)) C I(V'). Se a incluséo for estrita, podemos tomar G € [(V) \ (F).
Logo, G ¢ (F), o que implica que G e F ndo tem fatores em comuns. Logo, V(F)NV(G) é
finito.

Como (F)CI(V)eGCI(V),jaque GeI(V),entao V(F), V(G) DV(I(V))=V.
Assim, V C V(F)NV(G), logo V seria finito, o que é um absurdo. Portanto, I(V) = (F), logo,
V=V({I(V))=V(F).

Corolario 3.7.3 Sejam K corpo algébrico fechado e F € K[xy,--- ,x,| \K. Se F = F|""---F'" ¢
a decomposicdo de F em irredutiveis, com Fy,--- | F, dois a dois ndo associados, entdo:

1. a decomposigdo de V(F) em irredutiveis é V(F) =V (F)U---UV(F,);
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Prova:
1 V(F)=V(F" .. F') =V (FR)U---UV(F).
Agora, como K € algebricamente fechado, entdo V (F;) € infinito, para todo 1 < i < r. Pelo
corldrio 3.7.1, V(F;) é irredutivel e I(V (F;)) = (F;), paratodo 1 <i<r.
Se i # j tais que V(F;) C V(Fj), entdo (F;) =I(V(F)) D I(V(F;)) = (F}), logo, F|F}, o
que é um absurdo. Entdo i # j, implica que V(F;) ¢ V(Fj).

2. Temos que

I(V(F)) = IV(F)U---UV(F))
= I(V(F))n---nI(V(F))
= (Fi)Nn---N(F)

— (F---F).

Por fim, temos

Ge(F) & dmeN, G"e (F)
& dmeN, F|G"
< LB, F |G
& Fi---F|G
&  Ge(F--F).

Teorema 3.7.1 Os ideais maximais de K[xy,--- , x,| sdo da forma (x; —ay,--- , x, — ay), com
ai, -+ ,a, € K.
Prova: Se I = (x; —ay, -, x, —ay,), entdo I € maximal. Temos que

n
F(Xb"‘ ) xn) - Z(xi_ai)ﬂ(xlv'” ) xn)+F(a17"‘ ) an>7 (38)

i=1
onde F € K|[xy,--- ,x,]. Agora, temos que

v Kxg, -, Xy — K
F — F(ap, -, ap)

¢ claramente um homomorfismo sobrejetor. Se mostrarmos que I = Kery, teremos, pelo Teorema

dos homomorfismos que,

Kty 2]
+ ~K.
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Como K ¢ corpo, I deve ser maximal. Para o que falta, se F' € I, digamos

F = i(xi —a;)F, (3.9

i=1
temos que Y (F) = F(ay,---, a,) =0. Assim, F € Ker y.
Reciprocamente, se F € Ker y, entdo F(ay, -+, a,) = 0 e (3.8) garante que F é da
forma (3.9),isto é, F € I.
Tome, agora, M ideal maximal de K[x,---, x,]. Se L = w, entdo L é corpo.

Também temos que a composi¢cao
K = Ky, x) — Xoo.n

a — a — a+M

¢ injetiva. Logo, sendo K sua imagem, temos que K = K e K C L. Logo, é um corpo.
Como L é um corpo e uma K-algebra finitamente gerada, temos que L = K. Entdo,

x1+M,---, x,+M € K, digamos

daieK, xi+M = a+M

da, €K, x,+M = a,+M.

Logo, x; —a; € M, paratodo 1 <i<ne,assim, (x; —aj, -, x, —a,) C M. Como ambos sdo

maximais, entdo sdo iguais.

3.8 Nulistellensatz de Hilbert

Corolario 3.8.1 (Nullstellensatz Fraco)

Se I é ideal préprio de K|xy,- -+ ,x,], entdo V(I) DV (M), onde M = (x; —ay, - , X, —

an).
Prova: Seja I ideal préprio, entéo existe ideal maximal M de K|[xy, - -+ ,x,]| tal que I C M. Logo,
V() DV (M).

ComoM = (x; —ay, - ,x,—ap),entdo V(M) ={(ay, - ,a,)}. Assim, (aj,--- ,a,) €
V(I).

A existéncia de um ideal maximal contendo um ideal de um anel é conhecida como

Teorema de Krull e é equivalente ao axioma da escolha.
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Teorema 3.8.1 (Nulistellensatz de Hilbert)
Se I é ideal de K[xy,--- ,x,], entdo I(V(I)) = /1.

Prova: Ja temos que I C I(V(I)) e que I(V(I)), sendo o ideal do conjunto algébrico V(I), é
radical.

Logo, VI < /IV{I)) = I(V/(1)).

Resta provarmos que I(V (1)) C /1.

Tome G € [(V(I)). SejaJ = (Fi,-+-, Fr, x,01G — 1) ideal de K[xy,- -, X, Xp+1]-
Tome H = x,, 111G — 1.

Vejamos quem é V(J) C A" (K).

Se Q= (ay, -, an, ay+1) € V(J), entdo P = (ay,---, a,) anula Fy,--- , F,. Como
Gel(V(I))el=(F,---,F,), temos que G(P) = 0.

Logo, 0 = H(Q) = a,+1G(P) — 1 = —1 # 0, pois G(P) = 0, o que é um absurdo.
Assim, V(J) = 0 e pelo Nullstellensatz Fraco, temos J = K[xy, - - , X,+1]. Em particular, existem

Ay, Ay, BEK]xy, -+, X, 1] tais que

r

Y Aixr, e Xy X 1) Fi(xn, ey X)) F B, X)) (1 Gl k) — 1) =1 (3.10)
i=1

A igualdade acima vale em K|[xy,--- ,x,+1] logo, vale em K (x1,- -+ ,X;+1).
Seja

(I):K(xla"'vxn-l-l) — K[xla"'axn]

1
H(x17"'7-xn7xn+1) = H<x1a"'7xn7 m)

Temos que ¢ € um homomorfismo e ¢ o ¢ = Id, logo, ¢ € um automorfismo de
K()C], e 7xn+1)-

Aplicando ¢ a (3.10), obtemos

r 1 1
ZAi(xla"me >Fl~(x1,...,xn)—i—B(xl,...,xn, )(

i=1 Xn+1 Xn+1

G(xy,--- ,xn)—l) =1.

(3.11)

Xn+1

Multiplique ambos os membros de (3.11) por x;’, |, com m suficientemente grande,

A(xr, XX 1) Fi(xn, o xn) + B (xr, -+ 2, X)) (G(x1, -+ X)) — Xng1) = X1,
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comA, BeK[xi, xp,++, Xpp1].

Aplique, por fim, 0 homormofismo de substitui¢io:

K[xlv"'axnv Xn+1] — K[xlv"'vxl’l]
X; —  Xxj, paratodo1 <i<n
Xn+1 = G(X1,"' ) xn)~
Obtemos
r —_—
'Z]Ai(Xh.” y Xny G()C]," : >-xl’l))E(xla"' ) xn) - G(.X'l,"' ) xi’l>m7
1=

onde A;(xy,- -+, Xp, G(x1,-++,%,))Fi(x1,- -+, X3) € K[x1,--+,x). Logo, I(V(I)) C V1.

O Corolério 3.8.1 recebe o nome de "Fraco"pois "formalmente", ele € uma con-
sequéncia do Nullstellensatz.

De fato, se J é ideal primo de R, entdo /J é ideal préprio de R, realmente, temos
leVi=1¢elJ,istoé, V= (1)=J=(1).

Em particular, se I é ideal préprio de K[xy,--- ,x,], temos I(V(I)) = VI, que é
préprio. Logo, V(I) # 0, pois do contrario terfamos I(V (1)) = I(0) = K|x, - ,x,] = (1).

Sendo I = (Fy,--- ,F,), sabemos que P = (ay,---,a,) € V(I) se e sé se (ar, - ,an)

€ solucdo do sitema de equagdes:

FF =0
R =0
E = 0.
Agora, G € I(V(I)) < G se anula em todas as n-uplas (aj,---,a,) solugdes do

sistema de equagdes anterior. O Nullstellensatz diz que, nesse caso, existe m € N tal que

Ge (F, -, F),isto é, G" é combinagdo linear de Fy, - - - , F,, com coeficiente em K[xy,- - -, x,].

Corolario 3.8.2 Se I C K[xy,---, x,] € ideal radical, entdo I(V(I)) = I. Ademais, existem
correspondéncias biunivocas, inversas uma da outra.

1. Ideais Radicais de K|xy,--- ,x,| <— conjuntos algébricos afins em A" (K);

2. ldeais primos <— conjuntos algébricos irredutiveis;

3. Ideais maximais <— pontos.

Prova: A primeira parte segue por Nullstellensatz.
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1. se J € K[xq,---,x,] é radical, entdo I(V(J)) = J = /J. Para W C A"(K) algébrico, ji
sabemos que V(I(W)) = W. Logo, I e V sdo bije¢des, inversas uma da outra, entre os
conjuntos em (1).

2. Ja sabemos que se J é primo, entdo I(V(J)) = J, ja que ideal primo implica ideal radical.
Logo, V(J) é irredutivel. Também, se W C A"(K) é irredutivel, entdo ji sabemos que I(W)
€ primo e V(I(W)) =W.

3. Por fim, para (3), ja vimos que M maximal < existem ay,---,a, € K tais que M =
(x; —ap, -+ ,xy, —ay). Logo, V(M) = {(ay,--- ,an)}.

Também ja vimos que F(ay,--- ,a,) =0, o que implica que, F € (x; —ay, -, X, — an),

que € maximal.

3.9 Variedades Afins

Os conjuntos algébricos sob consideragdes serdo os subconjuntos de A”(K), para

algumn € N.

Definicdo 3.9.1 Uma variedade afim em A" (K) é um conjunto algébrico afim irredutivel V C

A"(K).

Vamos considerar apenas variedades afins, entdo vamos simplesmente chama-las de

variedades.

Definicdo 3.9.2 Seja V C A™(K) uma variedade ndo vazia. Entdo I(V) é um ideal primo em

Klxi,- - ,x,]. Logo % ¢ um dominio Noetheriano. Chamamos o anel de coordenadas de
V, 0 anel Noetheriano T'(V) = %

Definicdo 3.9.3 Para qualquer conjunto ndo vazio V, seja F(V,K) o conjunto de todas as

fungées de Vpara K. Se f,g € 7 (V,K) , entdo (f+g)(x) = f(x) +g(x) e (fg)(x) = f(x)g(x),
para todox €V.

Defini¢do 3.9.4 Se V C A" é uma variedade, uma fungdo f € 7 (V,K) é chamada de fungdo
polinomial se existe um polinomio F € K|xy,--- ,x,] tal que f(ay,--- ,a,) = F(ay,--- ,a,) para

todo (ay,--- ,a,) €V.

Proposicao 3.9.1 Se V C A"(K) é uma variedade afim, entdo a aplicagdo
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¢:K[xy, - ,x)) — ZF(V,K)
F — f,

onde f:V — K é dada por f(ay,--- ,a,) = F(ay,- - ,a,) é um homomorfismo de anéis com
niicleo 1(V). Em particular, ¢ induz um homomorfismo injetor ¢ : T(V) — .F (V,K) que torna

comutativo o diagrama:

A imagem de T'(V) por ¢ é o subanel de 7 (V,K) formado pelas fungées polinomais

de VemK.

Prova: Se F € K|[xj,- - ,x,], entdo F induz uma fun¢éo
F:V =K,

dada por

F(Clh"' 7an) :F(ala"' 7an)-
Assim, temos a aplicacdo:

o:Kxi, -, x)] = F(V,K)
F — F,

que € um homomorfismo de anéis, pois

Jjaque

Da mesma forma, temos FG = F G.

Veja que
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F=0 & F(a, - ,ay,) =0,V (ay, - ,a,) €V
= F(al,---,an)zo,V(a1,~--,an)EV
& FelV).

Pelo Teorema dos Homomorfismos:

Klxy, -, xn] Z(V,K)
Ln /
Klxt, ] ¢
l—‘(V) — Il(av)a n

com
rv)y -— Z#(\V,K)
F+IV) — F
injetivo. Assim, podemos ver I'(V) como subanel de .% (V,K). Quando vemos I'(V) como

conjunto de funcdes, dizemos que seus elementos sdo as funcdes polinomiais de V em K.

3.10 Aplicacoes Polinomiais

Definicio 3.10.1 Sejam V C A*(K) e W C A™(K) variedades afins. Uma aplicagdo ¢ :V —
W ¢é chamada aplicagd@o polinomial se existem polindmios Ty, -, T, € K|x1,---xp| tais que

(P(al?"' 7an) - (Tl(ala'” 7an)7"' 7Tm(a17"' 7an))para lOdO (alv'” 7a}’l) EV

SeV=A" W=A"eT, -, Ty € Klx1, - ,x,| determinam uma aplicagio poli-
nomial 7 : A" — A™, entdo T; sdo unicamente determinados por 7. Assim, podemos escrever

T=(T, -, Ty).

Proposicdo 3.10.1 Sejam V C A"(K) e W C A™(K) variedades afins e ¢ : V — W aplicacdo
polinomial. Entdo ¢ induz um homomorfismo ¢* :T(W) — IT'(V) (o pullback de ¢), por ¢*(f) =
fo¢:V =K, ouseja, 9 (T+IW))=Fod+I1(V), onde f:W—KeT cK|xq, - ,xp].

Prova: Seja ¢ = (T1,---,T), com Ty,---, T, € K[x1,---,x,]. Se T € K[x,---,xp|, entdo
Todp=T(Ti(x1, - ,xn), , Tn(x1,- -+ ,Xx,)) é um polindmio em K|xy,--- ,x,].

Se T, U € Klxy,---,x,] sdo taisque T+I(W)=U+1(W),entdao T —U € [(W),
logo, (T-U)(Q)=0,VQeW.

Em particular, (T —U)(¢(P)) =0,V PeV,istoé, (To¢p—-Uo¢)(P)=0,YPeV.

Assim,Todp —Uo¢d €I(V),logo, Todp+I(V)=Uodp+I(V).
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Por fim, para T,U € K|[x1,- - ,X], temos
0" (T+U) = ¢*(T+U)
- (THT)os
= (T+U)oo
= Top+Uo¢
= ¢"(T)+¢*(U)

Vejaqueseld:V — V,entdo Id* =1d :T(V) = T'(V).

Se¢p:V —=Wey:W — Z sado polinomiais, entdo Yo ¢ : V — Z € polinomial. De
fato, se ¢ = (T1,--+, Tn), ¥ = (U1, ,Up), entdo yo ¢ = (Ui (Th, -+, Tn), - Up(T1,-+ , Tin)))
e (yog) =9 oy

Proposicio 3.10.2 Se a : (W) — I'(V) é um K-homomorfismo de anéis, entdo existe uma

aplicacdo polinomial ¢* : V — W tal que o = ¢*. Além disso, a correspondéncia
D:{¢:V > W;¢ é polinomial} — {o:T'(w)—I(V);a éhomomorfismo}

¢ = ¢*

€ uma bijecdo.

Prova: Ja vimos que ® esta bem definida.
Dada o : I'(W) — I'(V) homomorfismo, se mostrarmos que existe ¢ : V — W
polinomial, tal que o = ¢*, entdo a = P(¢@) e P serd sobrejetiva.

Para 1 <i <m, temos
o(yi+IW))=T+1(V),

por defini¢do e com T; = (Ty,- -+, Ty).
Defina ¢ = (T1,---,T,) : A*(K) — A™(K) polinomial para mostrar que ¢ (V) C W,
tome G = G(y1,-..,ym) € K[y1, - ,Ym], digamos, G = Zaly’i' ---yim Entdo,
1

a(G+IW)) = a(Zazy’i‘---yi;TH(W))
- a( (@O0 G140 (4100
Y alarIW)) - (vt IW)) - iy + 1))
- ;am( (T3 +1(V))t -+ (Tyy +1(V) i
- ;Tl” < Tim 4 (V)

= Gop+I(V).
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Em resumo, o(G+I1(W)) =Go¢ +1(V).

Portanto,

GEIW)=Gop+1(V) = a(G+I(W))
= a(0+I(W))
= 0+I(V).

Logo, Go¢ € I(V), o que implica que G € I(¢(V)).

Para P € V, temos que:

Gel(¢(V)) < G(¢(P)=0
& (Gog)(P)=0
& GogellV).

Logo, (W) C I(¢(V)),de modo que W =V (I(W)) DV(I(¢p(V)) D ¢(V),jdque W
¢ algébrico. Assim, ¢ : V — W € polinomial, de sorte que induz ¢* : I'(W) — I'(V'). Mas,

a(G+IW)) = Goa+I(V)
= 9H(GHIW)).
Portanto, & = ¢*. Resta mostrar que & € injetiva.

Para tanto, tome @, ¥ : V — W polinomiais tais que ¢* = y* : I'(W) — I'(V). Entdo,

O i+IW) =y i+I(W)),

[ J [\ J
-~ -~

TiJFI(V) GrFI(V)

paratodo 1 <i<m.
De modo que, 7; — G; € I(V), para todo 1 <i < m. Assim, para P € V, temos
¢(P) = (Ta(P), -+, Tu(P)) = (G1(P),---Gn(P)) = y(P).

Definicao 3.10.2 Uma aplicacdo polinomial ¢ : V — W é um isomorfismo se existe uma aplica-
cdo polinomial y : W — 'V tal que yo ¢ = identidade emV e ¢ o y = identidade em W. Nesse

caso, denotamos V ~W.
Proposicao 3.10.3 V é isomorfo a W se, e somente se, T'(V) é isomorfo a T(W).

Prova: Sejam ¢ : V — W, y:V — W aplicagdes polinomiais bijetivas, com yo @ = Idy, poy =
Idw . Entao,
ldryy = (Idy)* = (yo@)* = ¢*oy™.
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E, analogamente, Idrgy) = y* o ¢*.

Assim, ¢* : T(W) = T'(V)e y* :I'(V) — I['(W) sdo isomorfismos inversos um do
outro.

Agora, sejam ¢ : (V) - T'(W) e B :T(W) — I'(V) inversos um do outro. Pela
proposi¢do anterior, existe ¢ : V — W e y: W — V tais que o = y*, B = ¢*. Entdo, (Idy)* =
ldpgyy = oo B=vw*o¢p*=(dowy)". Logo, ¢ oy = Idy, pela proposi¢do anterior. Analoga-
mente. Yo @ = Idy. Logo,V ~W.

Definicio 3.10.3 Um conjunto V C A"(K) é chamado de subvariedade linear de A" (K) se

V =V(Fy,---,F,) para alguns polinomios F; de grau 1.

3.11 Mudanca de Coordenadas

Definicao 3.11.1 Se T = (Ty,-- -, T,,) é uma aplicacdo polinomial de A" para A™ e F € K[x1,- -+ ,Xm),
temos que FT =T(F) =F(Ty,---,Ty), onde T : T(A™) — [(A"). Para ideais I e conjuntos
algébricos V em A™, denotamos IT o ideal em K|x1,--- ,x,| gerado por {FT; F €I} eV o
conjunto algébrico T~V (V) =V (IT), com I =1(V). Temos:

T:Klxi,--+, xm) — Kxp,--- %)
T — Ir
F - FT,
e também que
PeT! Ver(p)

FT(P)=0,YFeI(V)=1I

-

< F(T(P)=0,VFel(V)
<~

& Pev(mh).

Definicao 3.11.2 Uma mudanca de coordenadas afim em A" é uma aplicacdo polinomial
T= (T, - ,T,) : A" — A" tal que cada T; é um polinémio de grau 1 e de tal modo que T é
injetiva e sobrejetiva. Se T; = Y. a;jxj+ ajo, entdo T =T" oT', com T' uma aplicagdo linear
T/ =Y a;jxj e T" uma translagdo T!" = x; + ajo. Como qualquer tranlagdo possui inversa e esta
também é uma translagdo, segue que T também é injetiva (e sobrejetiva) se, e somente se, T' é
invertivel, ou seja, Det(a;;) # 0. Se T e U sdo mudangas de coordenadas em A", entdo T oU e

T também sao.
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Proposicao 3.11.1 Seja P = (ay,--- ,a,), QO = (by,--- ,by) pontos distintos de A". A reta que
passa pelos pontos P e Q é definida por {a) +1t(by —ay),--- ,a, +t(by—ay,)); t € K}. Entdo:
Sejam P, P' € A%, Ly, L duas retas distintas que passam por P, entdo L', L), retas distintas
que passam por P'. Logo, existe uma mudanca de coordenadas T de A? tal que T(P) =P e

T(L)=L, i=1,2.

Prova: Como uma translacgdo leva P em (0, 0), podemos supor que L, L, passam por (0, 0).
Por composic¢do, basta provarmos a existéncia de 7, uma mudanca afim de coordenadas, que
leva L; no eixo x e Ly no eixo y. Seja Ly = V(ax+by), L, =V (cx+dy). De L; # L, temos
ad —bc # 0. Logo, se

a b 1 tiz

c d 1 o

tome T~! = (T}, T»), com

Ti(x, y) = tnx+t2y, Ta(x, y) = 21X+ 122y
3.12 Funcoes Racionais

Seja V uma variedade ndo vazia e I'(V) seu anel de coordenadas.

Definicao 3.12.1 O corpo de fracées de T'(V), denotado por K(V'), é corpo de fungées racionais
de V. Um elemento o € K(V) é uma fungdo racional em V.

Dada o € K(V), dizemos que o estd bem definida em P €V se tivermos o = Jé,
comf=F,g=GeG(P)#0.

Portanto, se a ndo estiver bem definida em P € V, teremos G(P) = 0 para toda

representagdo fraciondria % Dizemos que P é um pdlo de o. O conjunto dos pdlos de a é P(a.).

Proposicao 3.12.1 Sejam V C A"(K) variedade e oo € K(V). Entdo P(o) é um conjunto algé-

brico de V. Mais precisamente,
P(a) =V (Ja), (3.12)
onde Jo é o ideal Jo = {G € K[x1,-+ ,x,]; Ga € T(V)}.

Prova: Se G,G;, € K[x,- - ,x,] sdo tais que G|, Gy € T'(V), entdo (G| — Go)ot = G —
Gya €T(V). Logo, G| — G, € Jg.



57

Se G€Jy, HEKxy, %], entﬁoH_Goc =H Ga € T(V). Logo, HG € Jg.
Note que Jo # 0, pois, se @ = e uma representagio fraciondria de «, entio Gor =
GL =F eT(V), logo, G € J,. Para (3.12), vamos mostrar que P(o) C V(Jy) e V(Jg) C P(a).
P(a) CV(Jg): Tome P € P(at) e G € Jg. Entdo, G € T(V), digamos Ga = F,

Q\I"n\

com F € K|[xy,--- ,x,]. Logo, ot = % e, como, P € P(a), temos G(P) = 0. Assim, P € V(Jy).

V(Jo) CP(a): Tome P V(Jy). Se a = %, com F,G € K[x1,--- ,x,], entdo Got =
F €T(V), logo, G € Ju. Assim, G(P) = 0, de modo que & nio estd definida em P, isto &,
PcP(a).

Proposicdo 3.12.2 Se a € K(V), entdo a define uma fungdo

Seja o0 = E é representagdo de  tal que G(p) # 0. Uma tal representacdo existe, pois P ¢ P(Q.).

Além disso, se B € K(V) é tal que P(at) = P(B) =W e a = B em fungées de V\W em K, entdo
o=PBemK(V).

Prova: Fixada o e P ¢ P(at), seja @ = % = E, com G| (P), G2(P) #0. Entdo, F; G, = F, Gy,

ou ainda, F1G, = F>,G|. Assim, F{G, — F,G| € I(V). Portanto, para P € V \ P(o) temos

(F1Gy — F,G1)(P) =0, isto &, F; (P)G2(P) = F,(P)G(P). Como G (P), G2(P) # 0, segue que,

gll((l;)) — gzz((’;)) Tome o, B € K(V) tais que P(ot) = P(B) =W e o = B como fungdes de V \ W

em K.

Se a =

e =

Mlm\
Mlm\

isto é, FL— GH € I(V). Para

Q=
Q\Iﬁj\

, temos que mostrar que
tanto, tome P € V.
Ha dois casos:
1. PeW. Como W = P(a) = P(B), temos que & e 3 ndo estdo definidas em P. Logo,
G(P)=L(P) =0. Assim, (FL— GH)(P) = F(P)L(P) — G(P)H(P) = 0, ja que G(P) =

L(P)=0.
2. P € V\W. Tome representagdo fraciondrias g = 711 tais que Gi(p) # 0, Li(P) # 0.
F(P) _ Hy(P .
Entdo, a(P) = B(P), implica que Gl((P)) = Lll((P))’ ou seja, (FiLy — G1H;)(P) = 0. Mas

= :’;11 implicam que FG| — FiGy e HL; — HiL € I(V).

H
T

QP
S

Avahando a identidade:
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(FG, —F,G)LL, — (HL; — H,L)GG| = (FL—HG)G,L, — (F\L, — G1H, ) GL,

el(V) el(V) 0em P

em P, obtemos (FL— GH)(P)G(P)L;(P) =0. Logo, (FL—GH)(P) =0. Assim, (FL —
£0
HG)(P) =0, VP €V, isto é, FL—GH € I(V).

Definicio 3.12.2 Fixados uma variedade afim V.C A"(K) e um ponto P €V, seja Op(V) =

{o € K(V); a estd bem de finida em P}. Definimos Op(V) o conjunto das funcédes racionais

em V tal que P estd bem definida.

Se P = (ay, - ,ay), entdo «a estd bem definida em P se, e somente se, existem

F, G € K[xy,--- ,x,) tais que a = % com G(P) # 0. A condi¢do G(P) # 0 equivale a G ¢
I(P)= (x; —ay, - ,X, — a,) um ideal maximal de K[x1,- - ,x,], logo, também ¢ um ideal primo.

Portanto, & € Op < =L, comF e (V) e G e (V) \ I(P).

Veja que P € V implica que I(P) D I(V). Logo, % — I(P) é um ideal primo de
V)= % Aqui estamos usando o fato de que se 7 : R — 113 € homomorfismo de anéis,
entdo os ideais de § sdo da forma % onde J € ideal de R contendo I. Além disso, % ¢ primo, se, e
somente se, J € primo.

Assim, Op € a localizagdo tal que Op(V) = F(V)m.

Vimos que, se Q € ideal primo do anel R, entdo a localiza¢ido Ry € um anel local,
com um Unico ideal maximal Qg, = {}; @, bER, a € Q, b ¢ O}.

Temos que R Notheriano implica que R ¢ Noetheriano, entdo temos que Op(V) é

um anel Noetheriano local, com ideal maximal:

Mp(V) = 1PV )
= {L:F(P) =0, G(P) £0}.

Temos I'(V) C Op(V) CK(V

~

Qll=

~—

Proposicao 3.12.3 Seja T : A" — A" uma mudanca de coordenadas afim tal que T(P) = Q.
Entdo T : Oy(A") — Op(A™) é um isomorfismo e T induz um isomorfismo de Oy(V) para

Op(VT) se P€ VT, onde V é uma subvariedade de A™.
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Prova: Temos que T é um homomorfismo. Seja agora f € Oo(A") tal que T(f) = 0. Entio, se

f—g,comG( Q) #0, temos que 0 =T (f) = ZO;,ondeFoT 0. Assim, F=FoToT ! =0

e f =0. Segue que Té injetora.

Seja, agora, g € Op(A™"), digamos g = L, com G(P) # 0. Entdo, g = F(f) onde

G’
f =L & T ¢ sobrejetiva. De fato, veja que (GoT~!(Q)) = G(P) # 0, de modo que tem-se

realmente que f € Op(A").
Agora, seja V uma subvariedade afim de A” e P € V. Repetindo o processo acima,

concluimos que ﬁﬁQ(T(V)) : Op(T(V)) — Op(V) é um isomorfismo, onde Q = T (P).

Proposicdo 3.12.4 Seja P = (0,---,0) € A", 0 = Op(A"), M = Mp(A"), onde M = Mp(A") é
o conjunto das ndo unidades de Op(A"). Se I C K|[x1,--- ,x,| é um ideal gerado por xy,--- ,x,.

Entdo 10 =M e I"O = M" para todo r.

G
7

I EﬁeFl, -, F, € 1. Entao,

Prova: Sejam N H

'Gi

1 i

Fig

'~
e
Tt~
EYa
Il
=

1

desde que F;(P) = 0. Logo, [0 C M.

Qll=l
I
ol

Agora, se % € M, entdo F(P) =0, o que implica que, F € I. Assim,

Qll—

Para o que falta, temos que I"0' = (I10)",donde I'0 = (10)" =

Proposicdo 3.12.5 Seja V uma variedade em A", I =1(V) C K|xy,-+ ,x,|, P € V, J um ideal

de K[xi,--- ,xn| que contém I e J' a imagem de J em T'(V). Entdo, existe um homomorfismo

natural ¢ de J@f(( A”)) para 3 ﬁ Wy € ¢ é um isomorfismo. Em particular, I@P((A )) € isomorfo a

Op(V).

Prova: Seja ¢ : Jﬁﬁ”;gn)) = 7 ﬁ(( )) do seguinte modo: dados F, G € I'(A") =

Klxi, -+, x|, com G(P) # 0, defina:

0 (E+i0p(Am) =L+ T 0p(V),

K[)C],"' 7xn]

onde F e G denotam as imagens de F e Gem ' = )

Se ¢ estiver bem definida, serd claramente um homomorfismo sobrejetor de aneis.
Vamos para a prova de que ¢ estd bem definida: se g € JOp(A™), entdo existem

Fi €J, G €T(A") tais que G (P) #0e £ = g—ll Logo, % = IG:;ll eJ' Op(V).
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¢ ¢ injetiva: sejam F, G € I'(A"), com G(P) # 0 tais que % € J'Op(V). Entéo,

existem F; € J, G| € I'(A"), com G1( ) # 0 tais que E = de modo que FG| — FiG €

Q‘ |

I(V) =1CJ. Portanto, £ F1 + = GG (FG| — F1G) pertence aJﬁp( ™).
Segue do que ﬁzemos acima que ¢ € um isomorfismo. Em particular, se J = I, entao

J'=(0)e

Op(A") _ OpY)
o = oy = Or(V).

Proposicdo 3.12.6 Seja I = (x, y) C K[x, y|. Entdo dimy( Kix, y])—1+2—|—--'+n:n(n2+1)-

Prova: Temos que K[ g gerado pelos residuos dos mondmios x'y/, com i+ j < n e estes
sao linearmente 1ndependentes sobre K. Como hd k+ 1 mondmios com i+ j = k, segue que

dim (K[x Y}) Z (k—|— 1) (n-l—l) =1424--4n (n2+l)
k=

3.13 Formas

Seja R um dominio. Se F € R[xy, -+ ,X,+1] € uma forma, definimos F, sendo
F, = F(x1, -+, x,, 1). Por outro lado, para qualquer polindmio f € R[xy,---,x,] de grau d,
escrevemos f = fo+ f1+---+ f4, onde f é uma forma de grau i e definimos f* € R[xy,- -+ ,x,11]

sendo

= n+1f0+xn+1f1+ A fa = sz(Xl e L),

Xn+1 ) Xpt1

tal que f* é uma forma de grau d.

Proposicao 3.13.1 Se F € K|x, y| é uma forma, K algebricamente fechado, entdo F é o produto

de fatores lineares.

Prova: Seja F =Y'G, onde Y ndo divide G. Entdo, temos que F, = G, = €[[(X — A;) jd que

temos que K é algebricamente fechado, entdo F = Y [[(X — 4;).

3.14 Ideais com um numero finito de zeros

={Py,---,P,} é finito.

Proposicao 3.14.1 Seja I um ideal em K|xy,--- ,x,| e suponha que V (I) =
n
Seja O; = Op(A"). Entdo existe um isormofismo natural de M em H 7.
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Prova: Seja I; = I({P;}) C K[x1,---,x,] ideais maximais distintos que contém /. Seja R =

K[X] P 7xn]
1

n
para [[ R;.
i=1

eR;, = 1%' O homomorfismo natural ¢; de R para R; induz um homorfismo ¢ de R

Por Nullstellensatz, v/ = I({P},---,P,}) = (/- L. Logo, (("N/_;L)* C I para
algum d.
Como ﬁlj e 1; sdo comaximais, segue ﬂl;i =0 -L)= (N4 CI.
Agora,JZ:éslcolha F; € K[x1, - ,x,| tal que F;(P;) =0sei# je F;(P) = 1.
Seja E; = 1 — (1 — F?)?. Note que E; = FD; para algum D;, entdio E; € I;" seifj
el—YE=(1-E)-YEeNl{ClL
l Em adigdo, ZJ— El2 =E(1- F,~)d e ‘ﬂlljl -Il-d C I. Se e; é o residuo de E; em R, temos
eiz:e,-, eej=0sei#je) e =1. o
Afirmacdo: Se G € K[x1,---, x,] e G(P;) # 0, entdo existe ¢ € R tal que g = ¢;, onde
g € um I-residuo de G.
Assuma a afirmagdo por um momento e vamos concluir que ¢ € um isomorfismo:
1. ¢ éinjetiva: Se ¢(f) = 0, entdo para cada i existe um G; com G;(P;) # 0 e G;F € I, onde
f € I-residulo de F. Sejatigi=e;. Entdo f =Y e;f =Y tigif =0.

2. ¢ é sobrejetiva: Como E;(P;) = 1, entdo ¢;(e;) € uma unidade em R;, desde que

i(ei)9i(e;)9i(eiej) =0. Sei# j, entdo ¢;(e;) = 0. Portanto, ¢;(e;) = ¢;(Le;) = ¢:i(1) = 1.

a an

5 ,;) € [IR;. Pela afirmagdo, encontramos ¢; tal que

Agora, suponha que z = (

t;s;i = e;. Entdo ‘Sil’ = ait; em R;. Logo, ¢i(Ytjaje;) = ¢i(tia;) = ‘S’—l‘ 0i(Xtjajej) =z.
Prova da afirmago: Assumaque G(P;) = 1. SejaH =1 —G. Segue que (1 —H)(E;+
HE;+---+H''E; = E;— HE;. Entio H € I; e H'E; € I. Portanto, g(e; +he; +---+h?le;) =

e;, como desejado.
Proposicao 3.14.2 Se V(I) = {P}, entdo M é isomorfo a 224

T0p(A")

Prova: Como V(1) = {P} é finito, entdo pelo Teorema 3.14.1 temos o isomorfismo desejado.

3.15 Pontos Miltiplos e retas tangentes

Ja sabemos que as curvas planas afim correspondem a polindmios nao constantes

F € K[x,y| sem miltiplos fatores, onde F é determinado pela multiplicacdo por uma constante
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ndo nula. Ser4 util permitir que F' tenha multiplos fatores, por exemplo, vamos fazer distin¢cdo

entre as curvas "X = 0” e ”X? = 0”. Para isso vamos introduzir a seguinte definicdo:

Definicdo 3.15.1 Sejam F,G € K|x,y| polinémios. Dizemos que F é equivalente a G se, e

somente se, F = AG para algum A € K ndo nulo.
Proposicao 3.15.1 A relacdo definida em 3.15.1 é uma relagdo de equivaléncia.

Prova: De fato, F é equivalente a F, pois F = 1-F e tome A = 1.

Seja F equivalente G, entio

F=AG& G=4F,

pois A é um elemento de um corpo K nio nulo. Assim, G € equivalente a F.

Agora, seja F equivalente a G e G equivalente a H. Entao
F=AGeG=LAH
Logo,
F=AG=AAH.
Portanto, F € equivalente a H.

Definicao 3.15.2 Definimos uma curva plana afim como sendo uma classe de equivaléncia de

polinémios constantes ndo nulos com a relagcdo de equivaléncia definida em 3.15.1.

Definicao 3.15.3 O grau de uma curva é o grau do polinémio que define a curva e ndo muda
com o representante. Curvas de grau I sdo retas do tipo "ax+ by +c”, onde a # 0, b # 0. Se
F = ]'[Fl-ei , onde F; sdo fatores irredutiveis de F, entdo dizemos que F; sdo componentes de F e
e; é a multiplicidade da componente F;. Dizemos que F; é uma compontente simples se e; =1 e

uma componente miiltipla caso contrdrio.

Se F ¢é irredutivel, V(F) é uma variedade em A2. Usualmente escrevemos I'(F),

K(F)e Op(F) aoinvéns de I'(V(F)),K(V(F)) e Op(V(F)).
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Definicao 3.15.4 Seja F uma curva, P = (a, b) € F. O ponto P é chamado simples de F se a
derivada Fx(P) # 0 ou Fy(P) # 0. Nesse caso, a reta Fx(P)(x —a) + Fy(y —a) = 0 é chamada
reta tangente para F em P. Um ponto que ndo é simples é chamado miiltiplo ou singular. Uma

curva onde todos seus pontos sdao simples é chamada de curva nao singular.

Definicio 3.15.5 Seja F uma curva qualquer e P = (0, 0). Escrevemos F = F,+Fy 1+ +Fp,
onde F; é uma forma em K|x, y| de grau i, com F,, # 0. Definimos M sendo a multiplicidade de
F em P = (0, 0) e escrevemos M = Mp(F). Note que P € F se, e somente se, Mp(F) > 0 e que
P é um ponto simples em F se, e somente se, Mp(F) = 1, e que nesse caso, F é exatamente a
reta tangente para F em P. Se M = 2, o ponto P é chamado de ponto duplo. Se M = 3, o ponto
P é chamado de ponto triplo, etc.

Como F,, é uma forma em duas varidveis, podemos escrever F,, = HL?, onde L;
sdo retas distintas, isso segue da Proposicdo em 3.13.1. Temos que L; sdo chamadas de retas
tangentes para F em P = (0, 0) e r; é a multiplicidade da reta tangente. A reta L; é simples se
ri = 1. Se F possui m retas tangentes distintas em P, dizemos que P ¢ um ponto ordindrio de
F. Um ponto ordindrio duplo é chamado de né. Por conveniéncia, chamamos a reta que passa
através de P uma reta tangente de multiplicidade zero se ndo é tangente para F em P.

Seja F =[1F" uma fatorizagdo em F em componentes irredutiveis. Entdo Mp(F ) =
Y eiMp(F;); e se L é uma reta tangente para F; com multiplicidade r;, entdo L é tangente a F
com multiplicidade Y e;r;.

Em particular, um ponto P é um ponto simples se, e somente se, P pertence unica-
mente a uma componente F; de F, F; é uma componente simples de F, e P é um ponto simples de
F.

A extensdo dessas definicdes ao ponto P = (a, b) # (0, 0): seja T uma transla¢do
de (0, 0) para P, isto é, T (x, y) = (x+a, y+b). Entdo, FT = F(x+a, y+b). Defina mp(F)
sendo Moo (F T), isto é, escreva FT = G, + Gyl + -+, onde G; sdo formas, G, # 0 e seja
M = Mp(F). Se Gy, =[1L;ri, Li = aix+ By, a reta o;(x — a) + Bi(y — a) sdo definidas como
sendo retas tangentes de F para P e r; sendo a multiplicidade da reta tangente. Note que T
leva os pontos de FT para os pontos de F e as retas tangentes para FT em (0, 0) para as retas
tangentes para F em P. Como Fx(P) = FL (0, 0) e Fy(P) = F (0, 0), entdo P é um ponto
simples em F se, e somente se, Mp(F) = 1, portanto as duas defini¢des de reta tangente em um

ponto simples coincidem.
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4 RESULTADOS
4.1 Anéis de Valorizacao Discreta

Teorema 4.1.1 Seja R um dominio local Noetheriano com corpo de fracoes K e o tinico ideal
maximal M # 0. (Assim, R ndo é um corpo). As seguintes condi¢cdes sdo equivalentes:
1. R é um anel de valorizagdo discreta;
. R é um dominio de ideais principais;
. M é um ideal principal;

2
3
4. R é integralmente fechado e todo ideal primo ndo nulo é maximal;
5. Todo ideal ndo nulo é uma poténcia de M;

6.

. ~ M . R -
. A dimensdo de 55 como espago vetorial sobre 3; € 1.

Prova: (1) = (2)

Suponha que R € um anel de valorizacdo discreta, ou seja, v € uma valorizacdo
discretade K e R = {a € K; v(a) > 0}. Entdo M = {a € K; v(a) > 1} é seu ideal maximal.

Pela Proposicdo 2.9.2, temos que M € um ideal principal, ¢ gera M e pela Proposi¢do
2.9.4, todo ideal nao nulo 7 de R é da forma M". Logo, R é dominio de ideais principais.

(2) = (4)

Temos que todo dominio de ideais principais € integralmente fechado e também
dominio de fatoracao unica. Assim, todo ideal primo nao nulo € maximal.

(4) = (3)

Seja ¢t um elemento ndo nulo de M. Por hipé6tese, M € o tnico ideal primo ndo nulo,
entdo o radical de () que € a interse¢@o de todos os ideais primos contendo 7, coincide com
M. Pela Proposicdo 2.9.7, para algum n > 1 temos M" C (t) C M. Assuma que () C M, caso
contrario estaria terminado. Assim, para algum n > 2, temos que M" C () mas M"~! & (¢).
Escolhaa € M" ! coma ¢ (t) e seja = LeK. Se B! = ¢ €R,entdoa € R, = (t), o que é
uma contradi¢do pela escolha de a. Portanto, ! ¢ R. Como R é integralmente fechado, B!
nio é inteiro sobre R. Mas entdo B~'M ¢ M. Se tivessemos B~ 'M C M, entdo B! estabiliza
um R-médulo finitamente gerado e pela implica¢do de (4) = (1) no Teorema 2.6.1 temos que
B~! é um inteiro sobre R, o que é uma contradicao.

Agora, B~'M C R, pois

pim=(4)C ()M cr
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Note que a € M" e M" C (¢). Assim, B~'M é um ideal de R, e se for préprio, estd
contido em M, contradizendo B~!M ¢ M. Consequentemente, B~'M = R e M é um ideal
principal (f3).

(3)=(2)

Por hipétese, M é um ideal principal (¢) e A M =0,

Suponha que a pertence a M" para todo n,n:((;m a = b,t" para algum b, € R. Entdo
bpt" = b, 11", logo b, = b, 1t. Assim, (b,) C (b, 1) para todo n e de fato (b,) = (b"*)
para n suficientemente grande pois R € Noetheriano. Portanto, b, = b, 1t = ctb, para algum

¢ € R, entdo (1 —ct)b, =0. Mas t € M, entdo ¢ ndo é uma unidade, consequentemente, ct # 1.

Assim, b, = 0, ou seja, a = b,t" = 0. Portanto, (| M" =0.

n=0
Agora, seja I um ideal ndo nulo qualquer de R. Entdo I C M. Mas como (| M" =0,
n=0
entio I Z () M". Assim, existe n > 0 tal que ] C M" e I  M"*!. Escolha a € I\ M"*'. Como

n=0
M" = (t)" = (t"), temos que a = ut" com u ¢ M, pois a ¢ M"*1. Mas entio u é unidade, logo

" =u"'a € I. Portanto, ] C M" = (") C I. Logo, I é principal.
(2)=(1)

Por hipétese, M é um ideal principal () e pela prova de (3) = (2) temos (| M" = 0.
n=0

Seja a um elemento ndo nulo qualquer de R. Entdo, (¢) C M e como ﬁ M" =0, queremos que
ac (t"). Mas a ¢ (t"*!) para algum n. Assim, a = ut", com u ¢ M.n_EOm outras palavaras, u é
uma unidade. Para a fixado, u e n s@o tnicos (pois #, um elemento de M, ndo € uma unidade).
Seque que se B é um elemento nao nulo de um corpo de fragdes K, entdo B = ur” unicamente
determinado, sendo # uma unidade de R e m um inteiro, possivelmente negativo. Entdo definimos
v(PB) = m, entdo m é uma valorizagio discreta em K com anel de valorizagio R.

(1) = (5)

Segue imediatamente da Proposi¢do 2.9.4.

(5)=(3)

Segue da prova da Proposicdo 2.9.4 que M # M? (pela unicidade de n em M™).
Escolha t € M\ M?. Por hipétese, (1) = M", para algum n > 0. Logo, ndo podemos ter n = 0 ja
que (t) € M C R, e ndo podemos ter para n > 2 pela escolha de ¢. Portanto, a tnica possibilidade
én=1. Assim, M = ().

(1) = (6) Como R é um anel de valorizag@o, por hipdtese, segue pela prova da

Proposicao 2.9.5 que dim <A%> ¢ 1, olhando 1% como espaco vetorial sobre A%.
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(6) = (3)
Por hipétese, M # M?. Sejat € M\ M?. Mas t +M? é um gerador do espago
2
vetorial A% sobre o corpo A%. Assim, R(IAZQ/I ) — 1\% Pelo Teorema de Correspondéncia, temos

r+M?*=M. Agora, M (%) = A% = %, entdo pelo Lema de Nakayama em 2.2.1, temos
% =0, isto é, M = ().

Agora vamos excluir a valorizagdo trivial v(a) = 0 para todo a # 0.

Corolario 4.1.1 O anel R é um anel de valorizacdo discreta se, e somente se, R é um anel local,

dominio de ideais principais que ndo é um corpo.

Prova: Seja R um anel de valorizagdo discreta. Temos que R é dominio de ideais principais por
(1) = (2) no Teorema 4.1.1. Nesta implicagdo nao é usado que R é Noetheriano no Teorema
4.1.1. Além disso, pela propriedade 3 da Secdo 2.9.1, R € um anel local. Se R é um corpo, entdo
todo elemento ndo nulo a € R é uma unidade, logo v(a) = 0. Assim, a valorizagdo v € a trivial,
contradizendo a convengdo anterior.

A reciproca do corolério segue diretamente da implicagdo (1) = (2) do Teorema

4.1.1.

4.2 Multiplicidades e Anéis Locais

Seja F uma curva plana irredutivel e P € F'. Nessa secdo vamos relacionar multipli-
cidade com anel local, ou seja, vamos encontrar a multiplicidade de P em F' em termos no anel
local Op(F).

Usaremos a nota¢@o: para um polindmio qualquer G € K[X, Y] denotamos a imagem
(residuo) em I'(F) = % por g.

Teorema 4.2.1 P é um ponto simples de F se, e somente se, Op(F) é anel de valorizacdo

discreta. Nesse caso, se L = aX + bY + ¢ é uma reta qualquer que passa por P que ndo é

tangente a F em P, entdo a imagem | de L em Op(F) € o uniformizador para Op(F).

Prova: Suponha que P € um ponto simples em F e L uma reta que passa por P, que ndo é
tangente a F' em P. Seja M a reta tangente de F' em P.
Afirmacao 1: Por mundangas de coordenadas, podemos assumir que P = (0, 0) e Y

¢ uma reta tangente a F em P e que L = X.
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De fato, pela Proposi¢do 3.11.1, como temos L e M duas retas distintas que passam
por P, entdo existe uma mudanga de coordenadas T tal que T(P) = (0, 0), T(M) =Y, isto é,Y
é aretatangentea Fem Pe T(L) = X.

Afirmagao 2: Com a mudanca de coordendas P = (0, 0) ainda é um ponto simples.

Como F é uma curva irredutivel, entio F! também é uma curva irredutivel ja que
é a composisdo de F com 7. Pela Proposicdo 3.12.3 temos que : T : 0, 0) (A%) — Op(A?) &
um isomorfimo e que 7 induz um isomorfismo nos anéis locais 0o, 0)(F) para Op(F ) ja que
(0,0) € FT,

Afirmacio 3: E suficiente mostrar que Mp(F) é gerado por x.

Se Op(F) satisfizer o Teorema 4.1.1 entdo pela Proposi¢do 2.9.3 qualquer elemento
de M(F) pode ser escrito como ux", onde u é unidade de Op(F), com n € Z.

Note que Mp(F) = (x, y), onde P pode ser ou ndo simples.

De fato, pela Proposicdo 3.12.4 temos que 10p(A?) = Mp(F) e pela Proposigio
3.12.5 temos que % ¢ isomorfo a Op(F).

Agora com as suposi¢des acima, temos F' = Y+ termos de graus altos. Agrupando
esses termos com Y, podemos escrever F =Y G — X 2H, onde G = 1+ termos de graus altos e
H € K[X].

Entio, médulo F temos o seguinte yg = x*h € I'(F), logo, y = x>hy~! € (x), pois g
¢ unidade em Op(F) ja que g(P) # 0. Assim, Mp(F) = (x, y) = (x), como desejado.

Portanto, pelo Teorema 4.1.1, temos que OpF é um anel de valorizagao discreta.

A reciproca segue do seguinte teorema:

Teorema 4.2.2 Seja P um ponto em uma curva irredutivel F. Entdo para n suficientemente

grande, temos

Mp(F) = dimg (%) .

Em particular, a multiplicidade de F em P depende unicamente do anel local Op(F).

Prova: Escreva ¢, M ao invés de Op(F), Mp(F), respectivamente. Pelo item 5 dos casos

particulares fundamentais de (2.4) temos a seguinte sequéncia exata:

0 M 0 0 0

M+l M+l Mn

Tome [ = M", J =M"t!' ¢ R= 0 noitem 5 de (2.4) da Secdo 2.7.

Pela Proposicao 2.7.1 temos que
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dimg (le) =dimg <Mn+1) +dimg (]5;)

Afirmagéo 1: dimg <%> =n-mp(F)+s, onde s ¢ uma constante e todo n > Mp(F).
J4 vimos que podemos assumir P = (0, 0), entdo pela Proposi¢do 3.12.4 temos
M"=1"0,onde I = (X, Y) C K[X, Y]. Como V(I") = {P}, entdo pelas Proposi¢cdes 3.14.2 e

3.12.5 temos que:

KX Y]~ Op(A%) o Op(F) _ ©

(" F) — (I", F)0p(A2) — I"Op(F) ~ M"

Agora, fomos reduzidos ao célculo da dimensio de @ KIX, )} Seja M = Mp(F). Entdo
FG eI",desde que G € I, Temos que existe um homomorﬁsmo ¢ natural de anéis de KP;,; 4

KX, Y]
(I", F)

e uma aplicagiio y K-linear de I[,}f Y] para p[(,; "] definida por y(G) = FG.

para

Afirmacdo 2: A seguencia € exata:

K[X,Y] ¥ KX,¥Y] ¢ KX, V]
O n—m n (I”,F) 0

De fato, temos que:

1. y é injetiva
Suponha que FG = 0. Como I" sio os polindmios que quando expressos em termo de
formas entdo a forma de menor grau é pelo menos n. Assim, o polindmio FG quando
expresso como forma tem grau pelo menos n. Logo, G = 0.

2. ¢ é sobrejetiva
Nesse caso, como [" C (I", F) e a aplicagdo ¢ leva classes em residuos em classes de
residuos, a aplicagdo ¢ € sobrejetiva por construgao.

3. Ker(¢) =1Im(y).
Seja G € Im(y). Logo, G=FG =0em ([ )] Assim, ¢(G) =0e G € Ker(¢). Logo,
Im(y) C Ker(¢).

Reciprocamente, seja G € Ker(¢) entdo G € (I", F). Logo G quando é expresso em

formas a forma de menor grau tem pelo menos grau n. Digamos que: G = AF+ forma de
grau n. Assim, temos G = AF € Im(y). Dai, Ker(¢) C Im(y).
Portanto, podemos aplicar novamente as Proposi¢des 2.7.1 e 3.12.6:
dimy ($250) = dimi (KE521) — dimye ($55310) =
_ n(n+l) ((m—n)(m—n—l—l))
o 2 2

m(m—1)
= mn — 55—
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para todo n > m, como desejado. Tome s = ’"(”;_1)

Para finalizar o Teorema 4.2.1 temos que pela prova da Proposicao 2.9.5 e como

Op(F) é um anel de valorizagio,

Mp(F) = dimg ( M"Z'(’g,fil ) _ 1

Portanto, P € um ponto simples.
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5 CONCLUSAO

A construgdo deste trabalho nos permitiu entender alguns conceitos cldssicos a partir
de anéis de valorizacdo, com énfase em anéis de valorizagdo discreta. Além disso, nos permitiu
concluir que podemos estudar propriedades geométricas a partir do ponto de vista algébrico.

Uma extensao dos anéis de valorizacdo discreta sdo os estudos dos dominios de

Dedekind. De fato, temos o teorema que caracteriza os dominios de Dedekind:

Teorema 5.0.1 Seja A um dominio Noetheriano de dimensdo 1. As propriedades sdo equivalen-
tes:

1. A é integralmente fechado;

2. Todo ideal primdrio é a poténcia de algum primo;

3. Todo anel local Ap é um anel de valorizagdo discreta.

Além disso, outras aplica¢des sdo demonstrar que os anéis Z, de inteiros p-adicos
e as séries de poténcias formais R = K[[T|| em uma varidvel T sobre o corpo K sdo anéis de

valorizacdo discreta. Para mais detalhes consulte (ATTYAH, 2018).
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