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RESUMO

Neste trabalho estudaremos hipersuperficies de curvatura média constante imersas em espacos
produto do tipo warped da forma M =R x P, onde P" € uma variedade Riemanniana
completa. Em particular, nosso estudo inclui o de hipersuperficies de curvatura média constante
em espacos ambiente produto. Nosso estudo também inclui hipersuperficies de curvatura média
constante nos chamados espagos pseudo-hiperbolicos.Vamos apresentar condi¢cdes que nos
permitam concluir quando tal hipersuperficie é uma folha P, = {¢} x P" da folhea¢dor € R+— P,
totalmente umbilica de M por meio de hipersuperficies completas. Se a hipersuperficie for
compacta, mostraremos que a imersiao deve ser uma folha [P;, o que generaliza alguns resultados
devidos a Montiel em (MONTIEL, 1999). Também estenderemos um resultado devido a Guan
e Spruck em (GUAN; SPRUCK, 2000) do espago ambiente hiperbSlico H" ! 2 situagio geral
de produtos warped. Essa estensdo nos permite dar uma versao um pouco mais geral de um
resultado de Montiel em (MONTIEL, 1999), e obter estimativas de altura para hipersuperficies

compactas de curvatura média constante com fronteira em uma folha.

Palavras-chave: curvatura média; espacos produto warped; folheacdo totalmente umbilica;

principio do maximo.



ABSTRACT

In this work we will study hypersurfaces of constant mean curvature immersed in warped
product spaces of the form M =R x P, where P" is a complete Riemannian manifold. In
particulary, our study includes that of constant mean curvature hypersurfaces in product ambient
spaces.It also includes constant mean curvature hypersurfaces in the so called pseudo-hiperbolic
spaces. We will present conditions that allow us to conclude when such a hypersurface is a leaf
P, = {t} x IP" of the foliation ¢ € R — P, fully umbilic of M through complete hypersurfaces.
If the hypersurface is compact, we show that the immersion must be a leaf PP;, which generalizes
some results due to Montiel in (MONTIEL, 1999). We will also extend a result due to Guan
and Spruck in (GUAN; SPRUCK, 2000) from the hyperbolic ambient space H"*! to the general
situation of warped products. This extension allows us to give a slightly more general version of
a result by Montiel in (MONTIEL, 1999), and to derive height estimates for compact constant

mean curvature hypersurfaces with boundary in a leaf.

Keywords: mean curvature; warped product spaces; totally umbilical foliation; maximum

principle.



2.1
2.2
23
24
2.5

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt et e e e ettt e e e et 9
PRELIMINARES . ... . . i i ittt ittt e n 14
Gradiente, Divergéncia e Laplaciano . . . . . . .. ... ... ...... 14
Campos Conformes . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 16
Teorema de Frobenius . . . . . ... ... ... .. ... ... ...... 18
Hipersuperficies . . . . .. ... ... ... . ... ... . ... ... 19

Campos Conformes Fechados, Folheacoes Umbilicas e Warped Products 22

CONDICOES SOBRE A CURVATURA MEDIA H E A FUNCAO AN-

[l 8 570 X< NS 31
ESTIMATIVAS DE ALTURA PARA GRAFICOS VERTICAIS EM R x ;P" 54
CONCLUSAOD . .ttt ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e 58

REFERENCIAS . . . ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e i, 59



1 INTRODUCAO

E um resultado cldssico que uma hipersuperficie compacta mergulhada no espago
euclidiano com curvatura média constante deve ser uma esfera. Alexandrov em (ALEXAN-
DROV, 1962) deu uma prova deste fato fazendo um uso inteligente do principio do maximo para
equacdes diferenciais parciais elipticas. O agora chamado método da reflexdao de Alexandrov fun-
ciona também para hipersuperficies na esfera euclidiana e espacgo hiperbdlico, uma vez que seu
principal requisito de ter um grande nimero de reflexdes isométricas € satisfeito em tais espacos
ambiente. Uma tentativa de estender o resultado acima de varidades de curvatura seccional cons-
tante para uma classe maior de espacos Riemannianos deve considerar variedades com muitas
hipersuperficies de curvatura média constante mergulhadas. Tais hipersuperficies desempenham
o papel das umbilicas em espacos de curvatura seccional constante. Em seguida, procura-se
condi¢des geométricas em uma hipersuperficie de curvatura média constante completa imersa
que a obrigue a ser uma das j4 classificadas. Em formas espaciais, comprova-se tais resultados de
classificacdo usando a abundancia de isometrias do espaco. Como aqui consideramos variedades
ambientes mais gerais, € necessario desenvolver um método de prova adequado. Montiel em
(MONTIEL, 1999) observou que uma classe natural de variedades a considerar € a de produ-
tos warped M =R x ¢ IP" onde P"" € uma variedade Riemanniana completa n-dimensional,
f:R — R, é uma funcdo suave e a variedade produto R x P" estd munida com a métrica
warped que definiremos a seguir. O objetivo geral deste trabalho consiste na procura de condicoes
que nos permitam concluir quando uma hipersuperficie imersa num produto warped do tipo
M =R x ¢IP" é uma folha IP; = {r} x P" da folheacdo t € R —— P; de ! por meio de
hipersuperficies completas de curvatura média constante dada por 57 (t) = —(log f)'(¢). Segui-
remos, de acordo com (ALfAS; DAIJCZER, 2007), o artigo intitulado “Constant Mean Curvature
Hypersurfaces in Warped Product Spaces". Aqui P" denota uma variedade Riemanniana com-

pletae f € C*(R) é uma fungio positiva. Ademais, a variedade produto R x P" estd munida

com a métrica warped
() = mp(dr?) + (fomw)*mp((-, )

onde mr e mp denotam as projegdes sobre os fatores correspondentes e (-,-)p é a métrica
Riemanniana em P.
Dada uma variedade Riemanniana (M, {-,-)), um campo de vetores K € X(M) é dito

conforme se a derivada de Lie com respeito a K satisfaz
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L (V,W) =20(V,W),VV,W € X(M)

onde ¢ € C*(M). Diremos que K é fechado se VyK = @V para todo V € X(M), ou equivalente-
mente, quando sua 1-forma dual wg for fechada.

Aqui e em toda parte V denota a conexdo de Levi-Civita em ! e, por abuso
de notagdo, denotamos da mesma maneira funcdes em R e seus levantamentos a M Em
(MONTIEL, 1999) € cuidadosamente mostrado que qualquer variedade Riemanniana M com
um campo vetorial conforme fechado € localmente isométrica a uma variedade produto warped
com fator unidimensional. Além disto, a isometria é global se Mg completa e simplesmente
conexa. Estendendo a bem conhecida projecao de Mercator, usada em cartografia para projetar
conformemente a esfera 2-dimensional no plano euclidiano [(STRUIK, 1961), pag 173] (ver
(REYNOLDS, 1993)) para o caso hiperbélico), transformamos conformemente o produto warped
R x ¢ P" em um espago produto com fator P". De fato, seja 7: R x P" — J x P"" dada por

T(t,x) = (s(¢),x) onde J = s(R) e

r 1
s(t):so—/o mdu

- , . . . ~ —n+1 . L.
Entdo 7 é uma isometria que reverte orientagdo entre M ' e J x P" (munido com a métrica

conforme)

() = A%(s)(ds® +(-,-)p)
+eo 0 1

onde o fator conforme é A (s) = f(¢(s)). Suponha que f(z) satisfaz / 7 < +ooe 7 = oo,
0 oo

e tome sy = / - ]7 Entao, temos que J = R e, portanto, P" age como uma fronteira no
infinito de R ><Of PP, assim como {0} x R” em H""! e as folhas P, podem ser pensadas como
horoesferas em uma diregdo fixada de H"*!. Denotemos a curvatura média das folhas por 7 (t).
Existem dois casos (apds normaliza¢do) nos quais todas as folhas tem a mesma curvatura média
constante 7. O primeiro é quando 57 (t) =0 (f(¢) = 1), e 0 espago ambiente é exatamente
um produto Riemanniano M =RxP. O segundo caso é quando (1) =1 (f(t) =€
ou f(t) = cosht), e M pertence a classe das variedades pseudo-hiperbdlicas definidas em
(TASHIRO, 1965). Quando f(t) = €', o fator conforme na métrica de J x P" € A(s) = 1 e as

+oo 1 01
condi¢des — < 4ooe / ? = +oo s30 satisfeitas. Além disso, se P" € Ricci flat entdo
0 oo

—n+1 , . . .. . . ~ s+l
M ¢ Einstein com curvatura de Ricci negativa, e se P" € flat, entdo M ¢ um espaco forma

negativamente curvado. Assim, para f(t) = ¢' lidamos com espagos ambiente que tem muitas
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semelhancas com o espaco hiperbélico H"*!. Seja w : £ — R x P" uma imersdo isométrica
de uma variedade Riemanniana n-dimensional £". Definiremos sua fungdo altura i € C*(X)
como a restricao JER|V,(Z) de mr a hipersuperficie y(X). Analisaremos inicialmente o caso das
hipersuperficies compactas sem bordo. Como ponto de partida, enunciaremos e provaremos a
seguinte proposicao:

Proposicao. Seja y : X" — R x ;P uma imersdo isométrica com vetor curvatura média ﬁ Se

o(t) = tt F(r)dr

entao

AlGoh) = nf(h) ((logf +(H,d) )

Usando a proposi¢do acima e assumindo que ¥ : X" — R x (P € uma hipersuper-
ficie compacta orientdvel e sem bordo, obteremos condi¢des sobre a curvatura média H. A
saber que ||ﬁ|| < (log f)'(h) ou ||ﬁ|| —(log f)'(h) ao longo de ¥". Em outras palavras, se
em todo ponto p € X", a curvatura média da hipersuperficie ndo superar a curvatura média da
folha na altura correspondente, entdo tal hipersuperficie € uma folha e o fator P"* é compacto.
Além disso, se a curvatura média das folhas for ndo negativa, isto é, (log f)'(t) >0,V € Re
tivermos %) = iﬁf{(log £)'(¢)}, entdo para que uma hipersuperficie compacta seja uma folha,
sua curvatura média deverd satisfazer 0 < H < J7). Uma subvariedade y : X" — R xP" €
dita ser orientdvel se o seu fibrado normal € trivial, ou seja, existe um campo normal unitario
globalmente definido. Por exemplo, qualquer hipersuperficie com curvatura média constante
ndo nula é orientdvel. Fica entdo bem definida a fungéo angulo suave ® : ¥" — [—1, 1] dada por
O(p) = (N(p),d). Se y for localmente um grafico sobre P", ou seja, transversal a d;, temos em
particular que ® < 0 ou ® > 0 ao longo de X". Assim, a hipdtese de que ® nao muda de sinal é
mais fragil do que se supusermos que y seja um grafico local. Escolheremos a orientacao N de
modo que ® < 0 e entdo a fungdo curvatura média é H = (ﬁ,N ).

Montiel em (MONTIEL, 1999) provou que as tnicas hipersuperficies com curvatura
média constante mergulhadas em R X ¢ [P como um graifico sobre uma variedade Riemanniana
compacta P" sdo as folhas {r} x P", desde que log f seja uma func@o convexa. Na prova deste
resultado, ele comparou a hipersuperficie com folhas e entdo invocou o Principio do Maximo.
A seguir enunciaremos o teorema que generaliza tal resultado bem como o coroldrio 8 em

(MONTIEL, 1999).
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Teorema. Seja y : X" — R x (P uma hipersuperficie compacta orientdvel de curvatura média
constante H. Assuma que (log f)”(r) > 0 e que a fungdo angulo ® ndo muda de sinal. Entdo P"

¢ compacta e y(X") é uma folha.

Para a anédlise das hipersuperficies completas usaremos o bem conhecido Principio

do Maximo de Omori-Yau enunciado a seguir:

Lema. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada in-
feriormente. Se u € C*(M) ¢é limitada inferiormente, entdo existe uma sequéncia de pontos
(pj) C M tal que

1 —1
limu(p;) =infu, |Vu(p;)|| < - e Au(p;) > —
v u(p)) = infu |[Vi(py) | < - e Au(py) > —

]

Se u for limitada superiormente, teremos:

) 1 1
lim u(p;) = supu, ||Vu(p;)|| < = e Au(p;) < -
J—re M J J

Seja y : X" — R x ¢ P" uma hipersuperficie completa orientédvel de curvatura média
constante H com curvatura de Ricci limitada inferiormente e contida num bloco de R x ¢ P"_ isto
¢, num subconjunto do tipo [f],7;] X P". Se a curvatura média das folhas P, = {¢r} x P" for ndo
decrescente a menos de um conjunto de medida nula e a fun¢ao angulo ® nao mudar de sinal,
entdo podemos concluir através do Principio do Médximo de Omori-Yau que y(X) é uma folha.

Dada uma hipersuperficie y : X — R x ¢[P"* orientdvel de curvatura média constante

H e fixada uma orienta¢do N, provaremos que a aplicagdo ¢ € C*(X") definida por
¢ =oc(h)H+ f(h)®

¢ subharmoénica. Para tanto, assumiremos que a funcido angulo ® nao muda de sinal e que o

tensor de Ricci de P" satisfaz
Ricp(X,X) = (n—1)sup((f")> = ff") (X, X)p
R

para todo X € X(P), onde Ricp e (-,-)p sdo, respectivamente, o tensor de Ricci e a métrica da
variedade Riemanniana completa P"". Como consequéncia, obteremos uma generalizacdo para o

seguinte teorema devido a Guan e Spruck em (GUAN; SPRUCK, 2000).
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Teorema. Seja X uma hipersuperficie suave de curvatura média hiperbdlica constante
em H"*!. Suponha que X pode ser escrita como um grafico vertical x,,; | = u(x) sobre R”. Entio

a curvatura média Euclidiana Hg de X € uma fun¢do subharmonica em X.
Em seguida obteremos o seguinte teorema:

. —nt1 . .. D
Teorema. Seja y:Y'" — M =Rx ¢ P" uma hipersuperficie compacta orientavel de cur-

vatura média constante tal que

Ricp(X,X) > (n— 1)s§p((f)’2 — (X, X)p

Suponha que a fun¢do dngulo ® ndo muda de sinal. Entdo y(X") é uma folha sobre um
compacto P" ou m! possui curvatura seccional constante e X" é uma hiperesfera geodésica. O
ultimo caso nao pode ocorrer se assumirmos que a desigualdade para Ricp for estrita.

Tal teorema nos fornece generalizacdes para dois resultados devidos a Montiel, a
saber, os coroldrios 7 € 8 em (MONTIEL, 1999). A estensdo do resultado de Guan e Spruck em
(GUAN; SPRUCK, 2000) no espago ambiente hiperbdlico nos permitird fornecer estimativas
de altura para hipersuperficies compactas de curvatura média constante com fronteira contida
em uma folha de um produto ou um espaco ambiente pseudo-hiperbdlico, assim estendendo
resultados em (GUAN; SPRUCK, 2000) e (HOFFMAN et al., 2006).Outras aplicacdes para
graficos com fronteira sdo dados em (ALIAS; DAJCZER, 2007).
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo serdo apresentados os resultados cruciais e os conceitos bdsicos

que faremos uso nos capitulos posteriores.

2.1 Gradiente, Divergéncia e Laplaciano

Definicao 2.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n. O gradiente de uma

fungdo f € C*(M) é o campo vetorial V f € X(M) definido pelas igualdades

(Vf,X) =df(X) =X(f), VX € X(M)

Se g €C*(R) e f, g € C*(M), o gradiente admite as seguintes propriedades:
i) V(f+8)=Vf+Vg
ii) V(f-g)=fVeg+gVf:
iii) V(¢ f)=¢'(f)Vf
Em particular, para cada p € M, temos Vf(p) € T,M e (Vf(p),v) = v(f) = df,(v) para
todo v € T,M. Logo, Vf(p) =0,Vp € M se, e somente se, f é uma func¢do constante em M.
Vamos provar somente a propriedade (iii). As demais propriedades sdo de simples verificagdo.

Usando a definicao de gradiente e a regra da cadeia, obtemos

(V(9of),X) = d(¢of)(X)
= do(f)df(X)
= ' (/)VS.X)
= (9'(f)VS.X),VX € X(M)

dai, V(¢ o f) = ¢'(f)Vf como queriamos.

O hessiano de f € C*(M) é a aplicacdo bilinear simétrica
VIfiX(M) x X(M) — C*(M)
definida por
V2f(X.Y) = (VxVf.Y)

para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y € X(M). E usual denotarmos V2 f por Hess(f).
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Definicao 2.1.2. Sejam X € X(M) e {E\,...,E,} uma base ortonormal local de campos em M.
A divergéncia de X ¢ a fungdo div(X) € C*(M) definida localmente por

div(X(p)) =

™M=

: (VEX(p),Ei)

A divergéncia satisfaz as seguintes propriedades:
i) div(X+Y)=div(X)+div(Y);
i) div(fX)=X(f)+ fdiv(X) = (Vf,X)+ fdiv(X)
para quaisquer X,Y € X(M) e f € C*(M).
Em particular, quando X = V f € o gradiente de uma fung¢io f € C*(M), definimos
o laplaciano de f denotado por Af, onde Af € C*(M) pondo

Af(p) = X (Vi (VS (p)).E)

Assim, o laplaciano define um operador A : C*(M) — C*(M) que satisfaz as seguintes
propriedades:
) A(f+2g) =Af+AAg;
if) Ao f) = (90 )AS+ (8”0 f)IVSII%:
iii) A(fg) = fAg+8Af+2(Vf,Vg)
para quaisquer f,g € C*(M), ¢ € C*(R)e A € R.

Demonstraremos (ii). Usando a propriedade (iii) do gradiente e a propriedade (ii) da

divergéncia, obtemos:

A(@of) = div(V(¢of))
= div((¢' o f)VS)
= V(9! 0 f), V) +(9' 0 f)div(V[)
= ("0 HIVE VI +(9 0 fAS
= (9" o N)Af+(9" o NIVSI?

com queriamos.

Definicdo 2.1.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Diremos que uma fungédo u € C*(M)
é harmonica (respectivamente subharmoénica, superharmonica), se Au = 0 (respectivamente

Au>0, Au<0)emM.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Divergéncia) Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta,

orientdvel e sem bordo. Se u € C*(M), entdo
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/Au:O
M

Teorema 2.1.2. Seja (M,g) uma variedade compacta, orientdvel e sem bordo. Se u € C*(M) é

tal que Au < 0 ou Au = 0 ou Au > 0, entdo u é constante.

Demonstragdo. Faremos a prova no caso em que Au > 0. Os demais casos sdo analogos. Pelo
Teorema 2.1.1, temos que / Au=0e, como Au > 0, segue que Au = 0. Entdo, pela propriedade
M

(iii) do laplaciano mencionada acima, obtemos:
2 _ 2 _ 2
Au = 2uAu+2||Vul|* =2||Vul|* >0
Repetindo o raciocinio anterior, concluimos que Au? = 0. Portanto, Vu = 0 e, desse modo, u

¢é constante. ]

2.2 Campos Conformes

Definicao 2.2.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n+ 1. Diremos que um

campo de vetores K € X(M) é conforme se:
Lk () =20(")
para alguma fungdo @ € C*(M), onde L é a derivada de Lie com respeito a K.

Pela derivacdo de tensores e sabendo que Zx (V) = [K, V], temos para todos V,W €

Lx(V,W)y = KV.W)—(Z(V),W)—(V,Zxk(W))
= (VEV,W)+(V,VxkW) — (VkV = VyK,W) — (V,VxW — Vi K)

= (VyK,W)+(V,VyK)
Assim, K € X(M) serd conforme se, e somente se,
(VyK, W)+ (V,.VyK) =20(V,W),VV,W € X(M)
onde V é a conexdo de Levi-Civita de (M, 3).

Definicio 2.2.2. Um campo de vetores conforme K € X(M) é dito fechado se, para qualquer
V € X(M),VyK = @V, onde ¢ € C*(M).
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A motivacdo para tal defini¢io vem do fato de que dado K € X(M), temos
VyK = @V, para todo V € X(M), onde ¢ € C*(M) se, e somente se, K é conforme e sua
1-forma dual @ : X(M) — C=(M) dada por wg(V) = (V,K) é fechada. De fato, mostremos
inicialmente que dwg : X(M) x X(M) — C*(M) é dada por:

dog(V,W) =V(ox(W)) =W (ax(V)) — ok ([V,W])
Observe que a 2-forma @ : X(M) x X(M) — C=(M) dada por:
oV, W) =V(ag(W)) —W(wx(V)) — ok ([V,W])

¢ C*-bilinear e antisimétrica. Além disso, se x = (x1,...,X,+1) € um sistema de coordenadas em
M, podemos assumir sem perda de generalidade que Wk é da forma wx = adx|, onde a € C*(M).

Assim,
n+1 P
dog =da Ndxy = — Y, §-dx; A dx;
i=2

Entao, se [ < j,

Jd d 0,sel #1
(32

= =
dx;’ Jx; —%,selzl
J

Por outro lado, sendo 1 </ < j, temos que dx (%) =0e, como [aixl, %} =0, obtemos:
J J

(2% = 2 (aan (PN -2 aan (22 —aan, (|2 2
axfax]' N 8xl adx ax]' 8x]~ adx 8xl adx 8xl’8xj

Portanto, como o sistema de coordenadas tomado em M é qualquer, segue-se que dWg = O.
Agora, para quaisquer V,W € X(M),
= (VyW,K)+ (W,VyK) — (VyV,K) — (V,VyK) — (VyW — Vy V,K)

= (W,VyK) —(V,VyK)
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Portanto, K € conforme e wg € fechada se, e somente se, para todos V,W & %(M), temos

Q%K(?) = 2(p<,>, Qc C“(M)eda)K =0&
(VyK, W)+ (V,VyK) =20(V,W)e (VyK,W) = (V,VyK) &
(VyK,W) = (pV,W) &

VyvK = @V,VV € X(M)

2.3 Teorema de Frobenius

Definicao 2.3.1. Uma distribuicdo k-dimensional em uma variedade M de dimensdo n é uma

fungdo 2 que associa a cada p € M um subespago de dimensdo k em T,M.

Um campo de vetores X € X(M) pertence a distribuicdo & se X (p) € Z(p), para
todo p € M. Diremos que & é C* se para cada p € M, existe uma vizinhancaU C M de pe k

campos de vetores X, ..., X, de classe C* que formam uma base de %(q) para todo g € U.

Definicao 2.3.2. Diremos que uma distribuicdo & de classe C* ¢ involutiva, quando ela é

fechada para o operador colchete, isto é, se X e Y sdo campos C* em D entdo [X,Y] € 2.

Definicao 2.3.3. Uma subvariedade N C M é uma subvariedade integrdvel de 9 se N estd

contida no dominio de definigdo de 9 e T,N = % (p) para todo p € N.

Lema 2.3.1. Se X € um campo de vetores C* em M, p € M e X (p) # O, entdo existe um sistema

de coordenadas (xy,...,x,) numa vizinhanga U de p com X = aixl emU.

Teorema 2.3.2. (Frobenius-Local) Seja & uma distribuicdo k-dimensional, C* e involutiva em

M. Entdo, para cada p € M, existe uma subvariedade integrdvel de & passando por p.

Definicao 2.3.4. Uma folheacdo ¥ de dimensdo k em uma variedade M de dimensdo n é uma
colecdo de subvariedades de M, k-dimensionais, disjuntas, conexas e imersas em M (chamadas
as folhas da folheacdo) cuja unido é M e tal que em uma vizinhanga de cada p € M existe uma
carta suave (U, @) com a propriedade que @(U) é um produto de conjuntos conexos abertos
U' xU" C RE xR * ¢ cada folha da folheagdo néo intersecta U ou intersecta U numa unido

k+1 k+1

=KX =", onde FH

enumerdvel de folhas k-dimensionais da forma x y..., 1 sdo

constantes. (Uma tal carta é chamada uma carta flat para a folheagdo).
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Lema 2.3.3. Sejam X, ..., Xy campos de vetores definidos em M tais que [X;,X;] = 0 para
quaisquer i,j € {1,...,k}. Suponha que para todo q € M, X,(q), . ..,Xi(q) formem uma base
de 9(q). Entao existe uma folheagdo F de dimensdo k em M tal que T,.F = 9(q).

Teorema 2.3.4. (Frobenius) Seja & uma distribuicdo k-dimensional de classe C™ e involutiva
em M. Entdo existe uma folheacdo F de dimensdo k e classe C* em M tal que T,.% = 9(q),

para todo g € M.

2.4 Hipersuperficies

Seja v : ¥ — M uma imersdo de uma variedade X de dimensdo n numa variedade
Riemanniana M de dimensdo n + 1.

Se Ve V sdo as conexdes de Levi-Civita de £ e M, respectivamente, entao
(VyW)T =VyW e VyW = VyW 4 oV, W)

onde o : TM x TM — TM dada por o(V,W) = (VyW)* é a 2* forma fundamental de .

Associamos a ¢ o operador linear autoadjunto A : X(X) — X(X) dado por
(A(V),W) ={a(V,W),N) = <§VW7N>

onde N € X(X)*. Chamamos A de operador de forma de ¥ associado a N.

Para quaisquer V,W € X(X), obtemos:

0=V(N,W)= (VyN,W)+ (N, VyW)

0=V(N,N)=2(VyN,N) = VyN = (VyN)T
Logo, A(V) = —VyN,VV € X(X).

Lema 2.4.1. Sejam Ry e R os operadores curvatura de ¥. e M, respectivamente. Entdo, para
quaisquer campos de vetores X,Y,Z e W € X(X) temos:
a) (Equacdo de Gauss)

(Ry(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W)+ (ax(X,W),(Y,Z)) — (a(X,Z),x(Y,W))
b) (Equacdo de Codazzi)

(R(X,Y)Z,N) = (VxA)Y — (VyA)X,Z)
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ou equivalentemente,
(R(X,Y)N)" = (VyA)X — (VxA)Y

Definicao 2.4.1. Sejam y : X" — M wma hipersuperficie e A : TY* — TYX" um 1-tensor. A
derivada covariante de A é a aplicacdo VA : TY" x TY" — TY" dada por

VA(X,Y) = Vy(AX) — A(VyX)

Proposicao 2.4.2. Sejam y : X" — M uma hipersuperficie e A : TY" — TX" um 1-tensor.

Entdo, a derivada covariante VA ¢ bilinear.

Proposicao 2.4.3. Seja vy : ¥' — M uma hipersuperficie e A : TY" — TX" o tensor de

Weingarten. Entdo, VA é simétrica.

Definicao 2.4.2. Dado um tensor simétrico T : TY" X TY* — TY", definimos o tragco de T como

sendo o campo trT dado por

n
irT = ¥ T(E;,E)
i=1

onde {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal em TL".

Proposicao 2.4.4. Dada uma hipersuperficie y : X" — ]\_/InH, sejaA : TE" — TY" o tensor de

Weingarten. Entdo
tr(VA) = grad(trA)

Demonstragdo. Seja{Ey,...,E,} um referencial ortonormal tal que A em p € X é diagonalizada,

e sejam ¢ (p),...,cn(p) os autovalores associados a E(p), ..., E,(p), respectivamente. Entéo,

(grad(trA),X) = X(trA)

- x(fnn)

(VxAE;, E;) + i(AEl, VxE;) 2.1)
i=1

I
e

=1



21

para todo X € TX. Além disso, temos
(VA(X,Y),Z) = (Vy(AX)—A(VyX),Z)
= (Vr(AX),Z) - (A(VrX),Z)

= Y(X,AZ

)—
),

= Y(AX,Z) - (AX,VyZ) — (VyX,AZ)
) — (X,A(VyZ)) = (VyX,AZ)
)—

{
= Y(X,AZ) — (X,A(VyZ)) — {Y(X,AZ) — (X,VyAZ)}

= (X,VyAZ)— (X, A(VyZ))

= (VA(Y,2),X) 2.2)

Usando (2.2) temos

(tr(VA),X) = ZVA (Ei, Ei), X)
i=1

= Y (VA(E,E),X)

~
—

|

—

<VA(Ei7X)=Ei>

I
™=

<VX (AE ) A<VXEi)7Ei>

—

I

I
—_

((Vx(AE;),E;) — (A(VxE;),E;))

((Vx(AE;),E;) — (AE;,VXE;))

I
Ips

s

= Y (Vx(AE),E;) (2.3)
i=1

onde a ultima igualdade segue do seguinte fato:

<AEi, VxE,'> (p) = <CiEi7 VX'Ei> (P)

= ci(p)(Ei, VxEi)(p)
— Ci(zp)X(Ei,Ei>(P)

=0

Portanto, segue de (2.1) e (2.2) que

tr(VA) = grad(trA)
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2.5 Campos Conformes Fechados, Folheacoes Umbilicas e Warped Products

O teorema a seguir afirma que se M for uma variedade Riemanniana munida
de um campo conforme fechado K € X(M) entdo K determina uma folhegdo .% (K) de M por

hipersuperficies totalmente umbilicas com curvatura média constante.

Teorema 2.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n+1,n > 1, munida de um
campo ndo nulo K conforme e fechado. Entdo temos que
a) O conjunto Z (K)={p € M : K(p) =0} é discreto.

K — —
b) O campo unitdrio v = m definido no aberto denso M=M-% (K) satisfaz

Vyv=0eV,v= |—[(g|V se (V,v) =0
Em particular, o fluxo de v é um fluxo geodésico normalizado.

¢) A distribuicdo n-dimensional 9 definida em M por
peM — I(p) ={V € T,M:(K(p),V) = 0}

determina uma folheagdo Riemanniana umbilica de codimensdo 1 orientada por v. Além

disso, as funcées |K|, divK e K(@) sdo constantes nas folhas conexas de .7 (K) e cada

folha tem curvatura média constante Hgz = — (niirﬁl(\'
Demonstragdo. Prova de a) Seja {E|,...,E, |} um referencial local ortonormal em M. Pelo

fato de K ser conforme e fechado, caracterizamos a fun¢@o ¢ da seguinte maneira:
n+l
divk = Y (VgK,E;)
i=1
n+1
= ) @(E,E)
i=1
n+1

= QDZ;(Ei,Ei)
= (n+1)e

divK (2.4)



Além disso, para todo V € X (M), obtemos:

(V{K,K),V) = V((K,K))

= 2(VyK,K)
= 2(eV,K)
= (2¢K.V)
isto é,
VIK? = 20K
- 2 (divK)K

n+1
Sejam V,W € X(M). Calculando o hessiano da funcio |K|?, obtemos

Hess(K,K)(V,W) = (VyV(K,K),W)
= (Vv(2¢K),W)
= (20VyK+2V(0)K,W)
= 20%(V,W)+2V(9)(K,W)
Usando a simetria de Hess(K,K) e da métrica (-, -), temos
V(Q)(K,W) =W(@)(K,V),VV.W € X(M)
ou ainda,
(Vo,V)(K,W) = (Vo,W)(K,V)
Fazendo W = K, obtemos:
(Vo,V)(K,K) = (Vo,K)(K,V)
ou seja,

(K,K)Vo,V) = (K(@)K,V)

portanto,

(K,K)gradp = K(¢)K
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(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)
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Por (OBATA, 1970), segue que K, VyK, @ e V¢ formam uma solu¢io de um sistema
integravel de primeira ordem. A unicidade da soluc¢do desse sistema implica que se todos eles se
anulam em um mesmo ponto, entdo o campo K ¢é identicamente nulo. Em nosso caso, como o
campo K é fechado e de acordo com as equagdes obtidas, temos que ¢ nao pode se anular nos

zeros de K. Seja p € 2 (K). Ento,

V(K,K)(p) =2¢(p)K(p) = 0 ¢ Hess(K,K)(p) # 0

Portanto p é um ponto critico isolado.
Prova de b) Considere o campo unitdrio v = |—§‘ definido em M = M — Z(K).

Como (v,v) = 1, temos que

0=v(v,v) =2(V,v,v) = fﬂﬁvv,m

donde (Vyv,K) = 0. Por outro lado,

) )
= (v )+=3)K
( (|K 1)K
Logo, Vv = 0 e o fluxo de v é um fluxo geodésico normalizado. Além disso, se (V, V) = 0

entao

— — (K
Vvo= Wy (m)

1 (0}
= V| —|IKlv+—=V
(|K|)" K]
()
= —V (2.9)
K]

pois, (v,v) = 1 implica que (Vyv,v) = 1V (v,v) =0.



(K, [V, W)

Portanto,

Prova de ¢) Sejam V,W € X(M). Como K ¢ fechado, temos
= (K,VyW —VyV)
= (K,VyW)—(K,VyV)
= V(K,W)—(VyK,W)—W(K,V)+ (VywK,V)
= V(K,W)—@(V,W)—W(K,V)+@(W,V)

= V(K,W)—W(K,V)
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se V,W € Z entdo [V,W] € . Logo, ¥ é involutiva e, pelo Teorema de Frobenius,

existe uma folheagdo .7 (K) de dimensdo n e de classe C* em M tal que 7,.% (K) = 2(q), para

todo ¢ € M, a qual é orientdvel por v pela prépria defini¢io de 2.

(VIK?,V)

= 0. Logo,

Em particular, se V € X(M) é tangente a uma folha, entdo por (2.2), temos que

K| é constante em cada folha conexa de .% (K).

Também, se V € X (M) é tangente a uma folha, entdo por (2.5), temos que (V@,V) =

0. Logo, ¢ é constante em cada folha conexa de . (K ). Agora, mostremos que K (¢) é constante

em cada folha. Derivando covariantemente a equagao (2.4), temos por um lado

Vi (Vo VYK W) = ((WyVe.V)+(Ve.VrV)) (K. W)+

+ (kW) + (K. 5yW) ) V(g)

= Hess(p(Y,V)(K,WH—@

oV w) + Tk vy k. vyw)

Por outro lado,

Vy ((Vo,WY(K,V)) = Hesso(Y,W)(K,V)+

+ %(Kﬁywxmm+¢W(<p)<Y7V>+

K(9)

XP (K,W)(K,VyV)

+

Igualando as duas expressdes obtidas ficamos com

Hess@p(Y,V)(K,W)+ @V (@)(Y,W) =Hess@p(Y,W)(K,V)+ oW (@)(Y,V)

Fazendo W =Y = K e tomando V ortogonal a K, obtemos

Hesso(K,V) =0
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Portanto, como o campo K é fechado, temos

V(K(p)) = V(Vo,K)
= Hesso(V,K)+ (VyK)o@
= ¢V(9)

= (P<V(P7V>
=0

Portanto, K(¢) é constante em cada folha conexa de .% (K). Seja .%,, uma folha conexa de
Z (K) passando pelo ponto p € M e {E|,...,E,} um referencial local ortonormal de .%,, entdo

as curvaturas principais de .%#, sdo dadas por:

ki = <—inv,Ei> = —%

Portanto cada folha .%, de .% (K) ¢ totalmente umbilica com curvatura média constante

— ¢
Hy = —g- O
Sejam B e F variedades diferencidveis e considere a variedade produto B x F'. Usando

sistemas de coordenadas em B x F verificamos que (ver (O’NEILL, 1983)):

i) As projecdes

ng:BxXF — B, mg(p,q) =p
np:BXF — F,mp(p,q) =q

sdo aplicacoes C*.
ii) Uma aplicacdo ¢ : P — B X F é C* se, e somente se, Tpo ¢ € Tr o P sdo C™. Aqui P é uma
variedade diferencidvel.

iii) Para cada (p,q) € B x F, os subconjuntos

Bx{q}={(r,q) e BXF :r€B}
{p} xF={(p,r) eBXF:reF}

sao subvariedades de B X F.

iv) Paracada (p,q) € BXF,

78|y iy € UM difeomorfismo de B x {¢} em B

TF| e © UM difeomorfismo de {p} xFemF

v) Os espagos tangentes
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Tipq)(Bx{q}) e T(p g ({P} X F)

sdo subespagos do espago tangente 7{,, ,) (BXF).
Além disso, T, ) (BX F) =T, (B x{q}) T, o ({P} X F), ou seja, cadav € T, ;) (B X F)
¢ escrito de maneira dnica como v = x+y, onde x € T, (B x {q}) e y € T(, o) ({P} X F).
Para relacionarmos a geometria da variedade produto B X F' com a geometria das
variedades B e F, € crucial a no¢do de levantamento para B x F' de fun¢des e de vetores tangentes
de B e de F, como se segue:
a) Se f € C*(B), o levantamento de f paraBx F é f = fong € C*(Bx F).
b) Sex € T,Beq¢€F,olevantamento ¥ de x para B X F € o tnico vetor em T{,, ,(B x {¢}) tal
que dnp(X) = x.
¢) Se X € X(B), o levantamento de X para B x F é o campo de vetores X que em cada (p,q) é o
levantamento de X (p) para B x F. Equivalentemente, o levantamento X de X para B x F é
o tinico campo X € X(B x F) tal que dng(X) = X e dnp(X) = 0. Neste caso, X € dito um
levantamento horizontal.
O conjunto dos levantamentos horizontais ¢ denotado por .7 (B). Fungdes, vetores tangentes
e campos de vetores em F sdo levantados para B X F' de maneira andloga, usando a projecao
7r. Deste modo, obtemos o conjunto ¥ (F') dos levantamentos verticais. Notemos que .77’ (B) e
¥ (F) sdo subespagos vetoriais de X(B X F).
Temos os seguintes resultados:
i) Se X,Y € 7 (B) entio [X,¥] € 7 (B) (0 mesmo ocorre em ¥ (F)).
ii) SeX € #(B) eV € ¥ (F) entdo [X,V] = 0.

Para provar (i) e (ii), basta observar que dng[X, Y] = [dnp(X),dnp(¥)] (0 mesmo ocorre com

Definicdo 2.5.1. Sejam (B,gp) e (F,gr) duas variedades Riemannianas e seja f € C*(B X F)
uma funcdo positiva. Chama-se warped product de B e F com warped function f a variedade

produto M = B X ¢ F munida da métrica

g = m5(g8) + (f o mg)* 7y (gF)

Como no caso da variedade produto Riemanniana, temos que as folhas {p} x F = mg Y(p)
e as fibras B x {q} = ;' (q) sdo subvariedades Riemannianas de M, e a métrica warped é
caracterizada por:

i) Para cada g € F, a aplicacéo 7p| Bx{q} € uma isometria sobre B.
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ii) Para cada p € B, a aplicagdo 7rF|{ pixF € uma homotetia positiva sobre F, com fator de
1
homotetia ——.
fp)
iii) Para cada (p,q) € M, a fibra B x {g} e a folha {p} X F séo ortogonais em (p,q).
Proposi¢iio 2.5.2. Seja o warped product M =B x ¢F. Se X,Y € 3¢ (B) e V,W € ¥ (F), sdo os
levantamentos de X,Y,V e W, respectivamente. Entdo:
i) V3¥ € 7 (B) é o levantamento de VxY em B.

i) ViV =V;X = Xy

Demonstragdo. i) Como [X,V] = [V, V] =0, a férmula de Koszul

2VeY, V) = X, V)+V (V. X)-V(X,¥)—(X,[V,V])+

se reduz a 2(V4¥,V) = —V(X,¥) + (V,[X,¥]). Sendo X e ¥ levantamentos de B, tem-se que
(X,¥) é constante nas folhas e, como V € vertical, obtém-se V(X,¥) = 0. Mas [X,¥] é tangente
as fibras assim, (V,[X,¥]) = 0. Logo, (V4¥,V) = 0 para todo V € #(F), ou seja, VgV é
horizontal. Portanto, como 7z[p, () € uma isometria sobre B, segue que Vi¥ € #(B) é o
levantamento de VxY em B.

ii) Como [X,V] =0, temos que 6)2\7 = ?V)N( e estes campos de vetores sdo verticais,

pois (por (i)), (VgV,¥) = —(V,V4¥). Assim, todos os termos na férmula de Koszul para

2(VV, W) se anulam, exceto X (V,W). Pela defini¢io da métrica warped,

<V7W>(p7q) = fz(p)gF(V(CI)7W(CI))

onde estamos identificando f com f o 7p.
Assim, temos (V,W) = f%(gr(V,W) o mtr), onde o termo dentro do parénteses &

constante nas fibras, as quais X é tangente. Logo,

X(V.W) = X[f(gr(V.W)ormp)]

Consideremos um warped product do tipo / X ¢ F' com a métrica warped
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<'7 > = n}k(dsz) + (fonl)nlt<'v'>F

onde / é uma variedade de dimensdo 1 e F' € uma variedade Riemanniana de dimensdo n. O campo
de vetores K(t,q) = (fom)d, € X(I x s F) é fechado e ndo possui singularidades. Com efeito,
identifiquemos f com f o m. Visto que (d;,d;) = 1, temos 0 = J,(dy, d;) = 2(79[8;,&}. Pelo
item (i) da proposi¢do anterior, ﬁa, d; =0. Logo, paratodo V € X(I x s F), temos V = vo0; + VF,

onde vy € C*(I x ¢ F). Agora, pelo item (ii) da proposi¢do anterior,

WVK = VQ§(9I —i—fathFfa,

= vof'o+f'Vr
= f/(V()8; + VF)
= f'v
Logo, K é um campo conforme fechado em / x ¢ F, onde f’ = ﬁdl’vl{ e as folhas {t} x F
tem curvatura média dada por Hr = —J}/.

Seja M uma variedade Riemanniana com um campo conforme fechado K. Afirmamos
que M é um warped product. Com efeito, seja p € MeZF » uma folha de .# (K) passando por p.
Pelo Teorema de existéncia e unicidade das equagdes diferenciais, existe uma vizinhanca V de p
em .#, e um intervalo aberto / contendo a origem tal que o fluxo do campo Vv, que denotaremos

por F;, estd definido em V, V¢ € 1. Podemos entdo definir a aplicacio

y:IxV — M por y(t,q) = F(q)

entao

(d¥)(1,9)(1,0) = Vy(g)
(@) 1) (0,10) = (dFy)g(u) onde u € T, F,

Como F; é um fluxo homotético sobre as folhas de .7 (K), temos

[dY(.4)(1,0)] =1
((d¥)(1,9)(1,0),(d¥) (1, (0,u)) =0
(W) 1,4)(0,u)| = [(dF ) g (u)| = u(t,q)|ul

K, ~ . . .
onde U(t,q) = | |";((”|")| ndo depende de ¢, pois |K| é constante em .%,. Se considerarmos o
q

produto / X V com a métrica

g = 7 (ds?) + 1Ky P77 (pes )
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onde g, é a métrica induzida sobre .%, , Y serd uma isometria local. De fato, dadow € R x T,,.%),,

temos que W = w +w,, onde w; € Re wy € T,.%,.Dai,

Ky ol \2
Ay (W) = w1y +dFws = |dy(W)> = i+ () ol = (P2

Assim achamos uma vizinhanga de p em M que é isométrica a um produto do tipo I x sV
com f = |Kp,(,)|, t € I. Nesta representagdo o campo K ¢ dado por K(t,q) = f()0; e as folhas
sdo conjuntos do tipo {t} x V.

Suponha que a variedade M é completa e que K ndo possui zeros. Entdo a aplicacio
v estd definida em R x %), e as folhas de .% (K) sdo também subvariedades completas. Logo, y
¢ um recobrimento Riemanniano de M.

Para o leitor interessado em detalhes computacionais sobre warped products, reco-

mendamos (JUNIOR, 2011).
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3 CONDICOES SOBRE A CURVATURA MEDIA H E A FUNCAO ANGULO 0

Seja y : X' — R X s [P" uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
n-dimensional X". Definimos sua funcéo altura 7 € C*(X) como a restricdo da projecao mg
a y(¥), ou seja, h = 7TJR|W(2)~ Iniciaremos este capitulo apresentando uma proposicdo que
fornece o laplaciano de 6 oh € C*(X), onde 6 € C*(R) é tal que o’(r) = f(¢). Usando tal
proposicao e outras hipéteses adicionais sobre a hipersuperficie y tais como orientabilidade,
compacidade e auséncia de bordo, concluiremos que y(X") é uma folha P, = {r} x P" da
folheagdo r € R +—— {¢} x P" de R x s P por meio de hipersuperficies completas. Examinaremos

também o caso das hipersuperficies completas via o Principio do Mdximo de Omori-Yau.

.~ . —n+1 . o~ . L
Proposicao 3.0.1. Seja y: X" — M =Rx P uma imersdo isométrica com vetor curvatura
média ﬁ Se
t

o(t)= [ f(r)dr

Io

entdo
Aoo(h) =nf(h) ((log ) () + (H,3)) (3.1)
onde d, € TM.

Demonstragdo. O gradiente de mr € C*(M) é o campo Vg definido pelas igualdades:
(Vag,X) = dng(X) = X (mg)

para todo X € X(M). Seja {0;,01,...,0,} um referencial ortonormal local em M. Entdo,
0i(nr) = dng(d;) =0=(0;,0;), paratodo i = 1,...,ne d(nr) = dag(d;) = (d;,d;) = 1. Pode-

mos escrever cada X € X(M) como

n
X =ad + Yy X;0;
i=1

1
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onde a, x; € C*(M), para todo i = 1,...,n. Daf,
(Vag,X) = X(mg)

= ad(mR) + ) x;0i(7R)
i=1

= a<8,,8;)+2xi<ai,az>
i=1

= <a8,,3;)+<2xiai;at>
i=1

= (dy,ad + ix,ﬁ,—)
= <8t,X>,V)l(_1€ X(M)
Logo, §75R = d;. Por outro lado, como
Vig = (Vag)' 4 (Vag)®
- §77:R|1//(Z) + (Vrg)*
= V(rgoy)+ (Vag)"
= Vh+(Vag)t

segue que Vi = (Vag) " = 9,", onde (Vrig) " denota a componente tangencial de Vg ao longo

de X. Se N é um campo normal unitario definido localmente, entdo
Vh=29," =0, —(d,,N)N (3.2)

Por outro lado, podemos escrever cada V € TM como V = Vi + Vp, onde Vg = vd; e Vp sdo

as projegdes sobre a base R e a fibra P, respectivamente e v € C*(M). Desse modo, tendo em

vista que §8, d; = 0, e que folhas e fibras séo ortogonais, obtemos

Vvat - VW)[H/P@
= Vva[ 8t + vVP 8;
= §V[p> at

= V)W

= (logf)'(V—(v,0,)0) (3.3)



para qualquer V € TM.

VxVh

Segue-se de (3.2) e (3.3) que

= Vyx(d,—(d;,N)N)

= Vxd,— Vx({d;,N)N)

= (logf) (h)(X —(X,9,)0;) — (d;,N)VxN — X (d,,N)N
= (logf) (h)(X — (X,0,)0;) + (0, N)AX — X (J;,N)N
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(3.4)

para qualquer X € TX. Aqui AX = —VxN denota a 2* forma fundamental de y com respeito a

N. Dai, tomando a componente tangencial, obtemos

VxVh

= (VxVh)'
= (logf)'(h)(X = (X,0)9;" ) + (9, N)AX
= (logf) (h)(X — (X,Vh)Vh)+ (,,N)AX

onde V denota a conexdo de Levi-Civita em X.

Fixemos p € ¥ e tomemos um referencial local ortonormal {Ej, ...

Dai, usando (3.5), obtemos

Ah =

div(Vh)

ZVEVhE>

Z( (g ) () (51 = (£, VH)VA) + N, O AE; )

Z((logf)()( —(E;,Vh)) ,E;) +(9;,N ZAE,,E

N

logf (i ElvE iEth ) aﬁ > ( )
i=1 i=1

(log f)'(h) (n— [ VA[*) + (0, N)nH

(log f)' () (n— |[VI|?) +n(H )

(3.5)

E,} em T,X.

(3.6)



34

Visto que Vo (h) = f(h)Vh, temos

Ac(h) = div(Vo(h))
= div(f(h)Vh)

= f(h)divVh+ (Vf(h),Vh)
= f(h)Ah+(f'(h)Vh,Vh)
= F(h)AR+ F(R)||VA]?

£(n) ((tog £) () n—1VA|%) +n(H 00} ) + /() | VI
= nf(h)(log f) (k) — f(W)|[Vh|?(log £) () +nf (k) (H 3} + f'(h) | VA
— nf(h) ((logf ﬁat>

0 que conclui a prova.

Analisaremos inicialmente o caso das hipersuperficies compactas sem bordo.

Proposi¢ao 3.0.2. Sejam y : X" — R x ¢ P" uma hipersuperficie compacta e ﬁ o seu vetor

curvatura média. Se tivermos
IH|| < (log f)'(h) ou | H || < —(log f)' () (37

ao longo de ¥, entdo P" é compacta e y(¥X") é uma folha.

Demonstra¢do. Suponhamos que ||ﬁ|| < (logf) (h) ao longo de X".0 caso em que
|ﬁ|| —(log f)'(h) é tratado de maneira similar. Assim, num ponto qualquer p € X", temos

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que

(H 00| <IHI- 1o = IH]

uma vez que (J;,d,) = 1. Da,
< (log f)'( —||ﬁu < (log f)'(h) +(H ,9,) < (log f)/ () + | H |
Assim a funcdo (log f)(h) + (H ,d,) nio muda de sinal. Logo,
Ao(h) = nf(h) ((1og £)/(h) +(H.3)) >0

Pelo Teorema de Hopf, 6 ok é constante. Em consequéncia, d(Goh) = ¢’ (h)dh= f(h)dh=0
e, visto que f(z) > 0, segue que dh =0 e Vh = 0. Desse modo, & é constante, ou seja, h(p) = t,

para todo p € X" e para algum 7y € R. Portanto, y(X") C {#} x P" . Por conseguinte, como
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y(X") é compacta e sem bordo, {fp} x P" é completa e ambas as variedades tem a mesma
dimensao, segue que y(X") = {fp} x P". Agora, sendo {tp} x P" compacta e difeomorfa a P",
segue que P também € compacta. Isto conclui a prova.

]

Observe que (3.7) implica que a fungdo (log f)'(h) € C*(X") ndo muda de sinal com
excessdo do caso onde todas as folhas da folheacdo P, = {r} x P" sdo hipersuperficies minimas.
Neste caso, o espaco ambiente em questdo se reduz ao produto Riemanniano M =RxPE
entdo natural e conveniente assumirmos que (log )/ (k) € C*(R) ndo muda de sinal ao invés de
envolvermos a imersdo Y na hipétese. Com efeito, em termos geométricos, o fato de (log f)’
nao mudar de sinal ndo depende da imersdao mas do fato de que os vetores curvatura média de
todas as folhas P, = {r} x P" apontem para a mesma direcéo.

Exibiremos a seguir dois corolarios da Proposi¢do 3.0.1, sendo que no segundo,
provamos a nio existéncia de hipersuperficies compactas que sdo minimas em R"*! e R x H”
ou com fungio curvatura média 0 < H < 1 em H**!. No primeiro coroldrio, o caso quando
(log f)'(¢) < 0 pode ser reduzido ao caso onde (log f)'(¢) > 0 através da mudanca de orienta¢do

no fator R.

Corolario 3.0.2.1. Suponhamos que (logf) (t) > 0 e seja 4y = inﬂg{(logf)/(t)}. Seja
re
v : X" — R x ¢ P" uma hipersuperficie compacta com fungdo curvatura média 0 < H < 7,

entdo P" é compacta e y(X") é uma folha Py, na qual (log f)'(t9) = 7

Demonstragdo. E claro que o vetor curvatura média da imersdo y satisfaz || ﬁ“ < (log f) (h) ao
longo de X", onde A € a fung¢do altura de y. Logo, pela Proposicdo 3.0.2, P" é compacta e y(X")
¢ uma folha. Dati, existe 7y € R tal que y(X") =Py, onde (log f)'(t9) = H < .7 pela suposi¢io
feita. Por outro lado, como %) = [iélﬂg{(logf)'(t)}, temos que %) < (logf)'(¢), vVt € R. Em
particular, 7 < (log f)'(to). Desse modo, (log f)'(fy) = %), como querfamos. O

Corolario 3.0.2.2. Ndo existem hipersuperficies compactas minimas em R™ 1 e R x H" ou com

fungdo curvatura média 0 < H < 1 em H L

Demonstragdo. E uma consequéncia imediata do coroldrio anterior. Com efeito, basta observar-
mos que R” e H" sdo variedades completas e ndo compactas e, além disso, que H"t! & isométrico

ao produto warped R x, R" . O
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Definicao 3.0.1. Uma subvariedade y : X" — R x " é dita ser orientdvel se o seu fibrado

normal é trivial, ou seja, existe um campo vetorial unitdrio globalmente definido.

Por exemplo, qualquer hipersuperficie com curvatura média constante ndo-nula é
trivialmente orientdvel. Para subvariedades deste tipo, podemos definir a funcao angulo suave

®:X" — [—1,1], pondo

O(p) = (N(p), )

onde N denota o campo vetorial normal unitdrio global. Se y € localmente um gréifico sobre
P, ou seja, transversal a d;, entdo ® < 0 ou ® > 0 ao longo de X". Assim, requerermos que ©
nao muda de sinal € uma suposi¢do mais fragil do que admitirmos que ¥ seja um gréfico local.
Observe que ®? = 1 se, e somente se, y(X") é uma folha. Com efeito, basta observarmos que

|Vh||?> = 1 —®?. Logo,
@’ =1 ||VA|>?=0< Vh=0

onde h é constante e y(X") deve ser uma folha.

De agora em diante, assumiremos que a fun¢ao angulo de uma hipersuperficie nao muda de
sinal. A orientacdo N serd escolhida de modo que ® < 0 e, entdo a fun¢@o curvatura média
¢ H= <ﬁ,N>. Montiel observou que se P" é compacta e se a curvatura média das folhas
é ndo-decrescente, isto é, (log f)”(¢) > 0, Vt € R, entdo qualquer grifico compacto sobre P"
de curvatura média constante deve ser uma folha (ver (MONTIEL, 1999)). Para ver isto, ele
comparou a hipersuperficie com folhas e entdo invocou o Principio do Maximo. O seguinte

teorema generaliza tais resultados, bem como o coroldrio 8 em (MONTIEL, 1999).

Teorema 3.0.3. Seja y : X" — R x ¢ IP"" uma hipersuperficie compacta orientdvel de curvatura
média constante H. Assuma que (log f)"(t) > 0 e que a fun¢do dngulo ndo muda de sinal. Entdo

P" é compacta e y(X") é uma folha.

Demonstragdo. Sendo X" compacta, existem pontos pmin, Pmax € & tais que a fungao altura A

assume seus valores maximo e minimo. Ou seja,

h(pmin) = mzinh = Nmin < Amax = mzaxh = h(pmax)



37

Em particular, ppin € pmax S0 pontos criticos de h. Por conseguinte, VA(pmin) = 0 e

Vh(pmax) = 0. De (3.2), temos que
IVR|> = (18]
= <at_ <&Z>N>N;al_<atvN>N>
== <at7at>_<at7N>2
= 1-06° (3.8)

e, portanto,
O(pmin) = £1 € O(pmax) = £1 3.9

Além disso, (3.6) fornece

Ah<pmin) =n ((logf)/(hmin) + <ﬁ(pmin)>at>> = 0

B(pmax) = 1 (102 1) () + (H (prmax) 1) ) <0
donde,
_<ﬁ(pmin)aat> < (logf)/(hmin) € (logf)/(hmax) < —<ﬁ(pmax),az> (3.10)

De (3.9) e (3.10) e do fato de (log f)"(r) = 0, obtemos:

—O(pmin)H (Pmin) < (108 f) (hmin) < (102 f)' (hmax) < —O(Pmax)H (Pmax) (3.11)
Com efeito, sendo (log f)" (1) = 0, Vt, segue que (log f)’ é ndo-decrescente. Da,
Bavin < nax = (108 ) (hmin) < (10g ) (hma)
Além disso,
~(H (pmin). @) < (10g f)' (hmin) =~ (H (Pusin)N (Prin) ) < (10g ) (i)
= —(N(Puin), ) H (Puin) < (10g.£) (inin)
Analogamente,
(102 £) (max) < —(H (prnax). 8) = (108 ) (hmax) < ~©O(Pinax) H (Prnin)

Temos que O(pmin) = O(pPmax) = sgn® e, além disso, H é constante. Logo, (3.11) nos dd

—Hsgn® < (log ) (hmin) < (log f)'(h) < (log f)'(hmax) < —Hsgn®
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Segue-se que (log )/ (h) = —Hsgn®. Portanto, de (3.1) obtemos:
A(on) = nf(h) ((logf)(h)+(H,d))
= nf(h)(—Hsgn®+ HO)
= nf(h)H(® — sgn®)
Ora, como estamos assumindo que @ < 0, segue que sgn® = —1. Ademais, sendo —1 < O <
0, obtemos que 0 < ® —sgn® < 1. Logo, A(c o h) ndo muda de sinal. Dai, como X é compacta,

o oh e h devem ser constantes e o resultado segue.

O

Temos dois uteis coroldrios da prova do Teorema 3.0.3. Por exemplo, abandonando

a suposicdo de que (log f)” > 0, temos ainda o seguinte resultado.

Corolario 3.0.3.1. Seja y : X" — R X ¢ P" uma hipersuperficie orientdvel tal que ® ndo muda

de sinal. Entdo temos
mZinH < (log f)’ <mzinh) e mEaXH > (log f)’ (mgxh)

Demonstrag¢do. Como estamos sempre supondo que ® < 0, segue que O(pmin) = O(pmax) = —1.
Logo, de (3.10), obtemos
mZinH < H(Pmin)

= —H(Pmin)O(Pmin)

= —(H (pmn). 3)
(log f)' (min)

N

Analogamente,
maxH > H(pma)
= —H(Pmax)O(Pmax)
= —(H (pmar), )
(log f)' (hmax)

WV

0 que conclui a prova.

Nosso segundo coroldrio diz respeito a imersdes minimas.
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Corolario 3.0.3.2. Assuma que f"(t) > 0. Se existir uma hipersuperficie minima compacta em

R x ¢ P", entdo P" é compacta e tal hipersuperficie é qualquer folha Py, na qual (log f)'(ty) = 0.

Demonstragdo. Como H = 0, segue de (3.10) que (1og f)'(Amin) = 0 e (log f) (Amax) < 0. Ou
seja, ' (hmax) < 0 < f’(Amin). Por outro lado, sendo f”(r) > 0, segue que f’ € ndo-decrescente.
Dai,
hmin < h < hmax = f/(hrnin) < f/(h) < f/(hmax)
Logo, f'(hmin) = f'(hmax) = f'(h) =0, isto é, (log f)'(h) = 0. E o resultado segue da

Proposicao 3.0.2.
]

A fim de estabelecer os resultados precedentes de subvariedades compactas para

completas, usaremos o seguinte bem conhecido Principio do Maximo de Omori-Yau.

Lema 3.0.4. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada
inferiormente. Se u € C*(M) é limitada inferiormente, entdo existe uma sequéncia de pontos

(pj) C M tal que

lim u(p;) = infu, [Vu(pj)l| < e Au(p;) > 7

J—reo

Se u for limtada superiormente, teremos

lim u(p;) = supu, [|Vu(p;)| <+ e Aupj) < !
Jj—reo i

M

Observacao. O Principio do Mdximo de Omori-Yau (e, portanto, nosso proximo resultado)

ocorre sob a frdgil suposicdo (ver (CHEN; XIN, 1992)):
Ricy; > —C(1+1r2 logz(r—|—2))
onde r é a fungdo distancia em M a um ponto e C é uma constante positiva.

O préximo teorema € o andlogo do Teorema 3.0.3 para hipersuperficies completas

contidas num bloco. Um bloco em R X ;[P ¢ um subconjunto do tipo [t1,%,] x P, onde t1, 1, € R.

Teorema 3.0.5. Seja y : X" — R x s IP"" uma hipersuperficie completa orientdvel de curvatura

média constante H, com curvatura de Ricci limitada inferiormente e suponha que

W(Zn) C [l‘],tz] x P
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onde t1, 1y € R sao finitos. Assuma que (log f)"(t) > 0 quase em todo ponto de R e que a fungcdo

angulo ® ndo muda de sinal. Entdo y(X") é uma folha.

Demonstragdo. Como h € C(X") é limitada inferiormente, assim como a curvatura de Ricci de

Y, segue pelo Lema 2.1 que existe uma sequéncia de pontos (p;) C X" tal que

jll_r>130h(pj) :ilgfh:h> —o0 (3.12)
IVh(p)l < = G.13)
Ah(pj) > _71 (3.14)

Mas usando (3.6) e (3.8), obtemos:
IVh(p)IP =1 - @%(pj) < G)Z (3.15)
Ah(p;) = (log ) (hpy)) (= [ Vh(p) )+ nH (O () > — (3.16)

Por (3.16) tem-se:

~nH(p)0(p,) < 5 -+ (1oe) (h(py)) (r— [ Vh(p) ) (3.17)

Note que por (3.15), temos lim O(p;) = sgn®. Portanto de (3.17), segue que
Jeo
—sgn® lim H(p;) < (log f)'(inf#) (3.18)
Jreo

Do mesmo modo, se aplicarmos o Lema 3.0.4 a funcdo —h, existird uma sequéncia de pontos

(gj) C X" tal que

(log f)(suph) < —sgn® lim H(q,) (3.19)
X

j—yoo
Dai, segue de (3.18) e (3.19) que
—sgn®H < (log f)'(infh) < (log f)' (suph) < —sgn®H
uma vez que H é constante. Dai, obtemos

(log f)(infh) = (log f)'(suph) = —sgn®H
Agora como (log f)'(¢) > 0 a menos de um conjunto de medida nula, podemos admitir
que (log f)" € crescente e, em particular, injetiva. Logo, (log f)'(infh) = (log f)' (suph) nos dé
infh = suph. Dai, segue imediatamente que y(X") C {fp} x P", onde #y = infh = suph. Sendo

y(X") orientdvel, segue que tal hipersuperficie é uma folha como queriamos.
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Para hipersuperficies completas, temos a seguinte versao do Corolério 3.0.3.1.

Corolario 3.0.5.1. Seja y : X" — R x ¢ IP" uma hipersuperficie completa orientdvel com
curvatura de Ricci limitada inferiormente e contida num bloco [t ,t;] X P" como no Teorema 2.2.

Se a fungdo angulo © ndo muda de sinal, entdo
irzlfH < (logf)'(irzlfh) e supH > (log f)'(suph)
X X
Demonstragcdo. Como sgn® = —1 e H € constante, segue de (3.18) e (3.19) que
infH < lim H(p;) < (log f)'(infh)
b J—reo 2
(log f)'(suph) < lim H(q;) < supH
X J=ree X

0 que conclui a prova.

]

Qualquer fungdo u € C*(IP) determina um gréfico inteiro I'(«) sobre P por meio da
aplicagdo y,, : P" — R x P" definida como v, (q) = (u(g),q). Afirmamos que a equagéo para

a funcdo curvatura média H de I'(u) é dada por:

v
div| ——2% | = _H (3.20)
V 1+ Vul?

onde Vu denota o gradiente de u € C*(IP) e ‘div’ € o divergente em PP".
Com efeito, fixemos p € P e seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal definido

sobre uma vizinhanga V de P. Considerando a aplicagdo y : P"* — R x P" definida por y(q) =
(u(q),q), vemos que

{@w),(en),...(@y), (en)}

¢ uma base de T,I'(u),Vq € V, onde
(dy), (ei) = ei(u)o: +ei,
q
para cada 1 <i < n. Além disso, observe que

N=—-0+e(u)e;+...+e,(u)e, =—09,+Vu



42

¢ normal a cada vetor (dy), (e;) €

N = l4ew)?+...+ep(u)?
= 14||Vul?.

Logo,

1

n=—F——
V([ Vull?

¢ um vetor normal e unitdrio ao grafico I'(u). Sejam V e V as conexdes Riemannianas de

(Vi—3,) (3.21)

M =R x P e P, respectivamente. Sabemos que

o

—0 —e;  —=e =
V5 =0V, =VieVy =V, =0.

Daf, a segunda forma fundamental de I'(u) é dada por A(e;) = —V,.n. Pondo W = /1 + || V|2,

\%
temos que Wu = W + 1. Por outro lado, como
= 9 1 1 =
Veiwt = € (W) (9, + eriat
——

=0

para cada 1 <i < n, obtemos:

, \% = [0
() - (5 (30

1=
S
J

N
I
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Il
1=
S
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o que conclui a prova. Se [P é compacta, segue facilmente de (3.20) que qualquer grafico inteiro
em R x P" cuja curvatura média H ndo muda de sinal deve ser minimo. Com efeito, como
estamos considerando o caso das hipersuperficies compactas e sem bordo, se supusermos por

exemplo, H > 0 em y,(P"), segue do Teorema da Divergéncia que

—n/HdIP / / _Vwn)
1+||Vu|2 oP \/1+]|Vu|2
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onde 7 é o campo unitdrio normal a dIP apontando para fora de P.

Ora, sendo / HdP = 0,P compacta e H > 0, segue que H =0 o que prova a
afirmacdo. Note que u € C]’p“ (P") pode ser escrita como u = g o W,,. Logo, u é a fungdo altura da
imersdo isométrica Y, : P" — R x P". Como, neste caso, a fungdo warped € constante e igual
a 1, segue que (log f)'(t) =0, V¢ € R. Além disso, sendo H = 0, segue de (3.6) que Au =0 no
compacto I'(u). Portanto u é constante e I'(x) é uma folha.

Observe que acabamos de estender um resultado devido a Heinz (ver (HEINZ,
1955)) (no caso n = 2), que foi provado independentemente por Chern em (CHERN, 1965) e
Flanders em (FLANDERS, 1966). Tal resultado afirma que qualquer gréfico inteiro no espago
euclidiano R™*! com curvatura média constante deve ser minimo. Um belo argumento devido a
Salavessa em (SALAVESSA, 1989) mostra que para uma variedade Riemanniana ndo-compacta
e completa P, um gréfico inteiro em R x P com curvatura média constante H € minimo desde

que a constante de Cheeger h(P) de P" se anule. Para tanto, definimos tal constante pondo

. . (area(dD)
hP) = 1gf( area(D) )

onde D C P" € qualquer dominio compacto com bordo suave. Integrando (3.20) sobre D e usando

o Teorema da Divergéncia, obtemos

narea(D)ngnH < n/HdAP
D

Vu
= /D—le <TWH2> ds
B —(Vu,m)
= o s W
|[(Vu,m)]|
fo o SV’

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que

[(Vi, ) < |Vull - [0 = IVull < /1 +[[Vul]?

ou seja,

[(Vum)]
1+ Va2

donde,

narea (D) ngnH < area(dD)
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Similarmente, usando que —(Vu, 1) < /1 + || Vul|2, obtemos

narea(D)mng > l’l/HdA]p
D

\%
= /—div 2 \as
V14 [Vul]?
_/ Vun
8D\/1—1—HVM‘2

> — ds
aD
= —area(dD)

Por conseguinte, como min H = inf H e max H = sup H, obtemos
D D D

D
infH < 1area(dD) e supH > _ larea(dD)
D n areaD D n areaD

Pelas propriedades de infimo e supremo de um conjunto, temos i%fH < igf HesupH >supH.

P D
Logo,
infH < 1area(dD) e supH > _ larea(dD)
P n areaD P n areaD
1 1
Afirmamos que i%fH < —h(P) e supH > ——h(IP). Com efeito, supondo ni%fH > h(PP), se-
n P n
area(dD)

gue que existe um dominio compacto D C P" tal que ninfH > 0 que € uma contradicao.

area(D)
Assim, supondo h(IP) = 0, obtemos

infH <0< supH
P P

Entdo se H for constante, devemos ter H = 0. Como uma consequéncia do Coroldrio 3.0.5.1,

temos o seguinte resultado para graficos em produtos Riemannianos.

Corolario 3.0.5.2. Seja I'(u) um grdfico inteiro sobre P" determinado por u € C*(IP). Se u é
limitada e se a curvatura de Ricci de I"(u) € limitada inferiormente, entdo a fungdo curvatura

média do grdfico satisfaz
infH <0< supH
r r
Em particular, se H é constante, entdo o grdfico deve ser minimo.

Demonstracdo. Temos, por hipdtese, que y,, : P — R x P" definida por y,(q) = (u(q),q) é
uma hipersuperficie completa orientdvel com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Sendo u

limitada, existem #1,#, € R tais que 1} < u(q) < tp, Vg € P. Logo,
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v, (P") C [t1,1] x P"

Ademais, como ® < 0 ao longo de P e a func@o warped € constante e igual a 1, obtemos
(log f)'(t) =0, V¢ € R. Em particular, (logf)’(illlfu) = (log f) (supu) = 0 . Logo, segue que do
r
Corolério 3.0.5.1 que

infH <0< supH
r r

Além disso, se H for constante segue que H = 0 e entdo, ['(#) é minimo, como queriamos.

]

Para outros resultados deste tipo ver o Coroldrio em [(RIGOLI et al., 2000), pagina 15] e
[(HASANIS; VLACHOS, 2004), teorema 2]. Exemplos de gréficos inteiros no espago produto
R x H? de curvatura média constante H € ((), 2] com u limitada somente superiormente ou
inferiormente sdo dadas em (NELLI; ROSENBERG, 2006).

Para concluir este capitulo, consideraremos o caso das subvariedades parabdlicas,
onde por parabdlica, entendemos que qualquer fun¢do subharmoénica em uma subvariedade,

limitada superiormente, deve ser constante.

Proposicido 3.0.6. Seja y : X' — R X ¢ P" uma imersdo isométrica. Assuma que X' é parabdlica
e que

) h<h<teoe|H| < (logf) (k) ou

i) A>2h>—e ||ﬁ” < —(log f)'(h)

entdo y(X") é uma folha.

Demonstragdo. Para o caso (i), usando (3.1), segue que Ac (k) > 0, pois ||ﬁ|| < (logf)'(h)
implica que (log f)'( ﬁ ,d¢) = 0 (usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dai, c o h
¢ subharmdnica. Por outro lado, como 6’(¢) = f(r) > 0, Vt € R, segue que o é crescente. Em
particular, o mesmo ocorre com 6 o h. Logo, h < h < +oo implica 6(h) < o(h). Portanto, 6 ok
€ subharmonica e limitada superiormente. Como X" € parabdlica, segue que o o h é constante,
donde h também € constante. Assim, y(X") deve ser uma folha. O caso (ii) é tratado de maneira

similar usando —o. O]

No que segue estenderemos o Teorema 1.2 em (GUAN; SPRUCK, 2000), o qual
foi provado para hipersuperficies no espaco hiperbdlico.Dada uma hipersuperficie orientavel

v : X" — R x ¢ P", fixemos uma orientacdo N e definamos ¢ € C*(X") pondo

¢ = o (h)H + f(h)© (3.22)
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Ao longo da demonstragcdo do préximo teorema, usaremos as expressoes do tensor de curvatura
e do tensor de Ricci de um produto torcido. Para maiores detalhes computacionais envolvendo a

curvatura de um produto torcido, recomendamos ((J UNIOR, 201 1)).

Teorema 3.0.7. Seja v : X" — R X ¢ P" uma hipersuperficie de curvatura média constante H.

Se a fungdo angulo © ndo muda de sinal e a curvatura de Ricci de P" satisfaz

Ricp(X,X) > (n—1) S%p ((f)* = £f") (X.X)p (3.23)

para todo X € X(P), onde Ricp e (-,-)p sdo, respectivamente, o tensor de Ricci e métrica da

variedade Riemanniana completa P", entdo ¢ é subharménica.

Demonstragcdo. A equagdo de Codazzi de y : X" — R x P € dada por
(R(X,Y)Z,N) = ((VxA)Y — (VyA)X,Z)
onde X,Y,Z € X(X), ou equivalentemente,

(R(X,Y)N)" = (VyA)X — (VxA)Y (3.24)

uma vez que (R(X,Y)Z,N) = —(R(X,Y)N,Z). Aqui R denota o tensor curvatura de R x s P".
Seja X € X(X) arbitrdrio. Entdo,

(V(N,K),X) = X(N,K)

ou seja, V(N,K) = —A (KT), onde K = fd,. Por outro lado, como
—A(K") =—A(f(h)0,) = —A(f(h)Vh) = —f(R)A(Vh)
segue que
V(N.K) = -A <KT) — — f(h)A(Vh) (3.25)
Lembremos que a derivada covariante de A é dada por

(VyA)(X) = VA(X,Y) = Vy(AX) — A(VyX),VX,Y € X(%)



47

Por conseguinte usando (3.5) e (3.24), concluimos de (3.25) que
Vx(VIN,K)) = —Vy (A(KT))
= ~xa) (K7) -4(Vx (k7))
_ ( (X KT) )T VXTA)(X)—A<VXKT>
- (Te(x KT) ) (VyrA) (X) — A(F (W)X + £()(3,,N)AX)
= —f(h)(Vyad)(X) = f(R)(R(VA,X)N) " — f'(M)A(X) — (N,K)A’X

Seja Ric o tensor de Ricci de "' =R x #P" e considere {Ej, ..., E,} uma base ortonormal

local de campos em X(X"). Entdo, usando a igualdade tr(VZA) = (VtrA,Z), obtemos
A(N,K) = div( (N,K))

= ZVEVNK)E>

N
I
—_

(—f(h)a1 — f(h)q> — f'(WA(E;) — (N, K)A*(E;), Er)

I

N
I
—

™=

= W)Y E) g f i
1

) (V) — qs—f(h)n;I V. K)r(a?)

= —f(h)(VtrA,Vh) —q3 — f'(h)nH — (N, K)||A]

= q5—q3+¢gs

n

= g5s—f(h) Y (R(Vh,E)N,E) +qs
i=1

= gs+f(h) Y (R(E;,N)Vh,E;)+qs
— g5+ f(h)Ric(N,Vh) +qe (3.26)

onde

q1 = (VviA)(Ei);

92 = (R(Vh,E;)N)T;

q3 = f(h) X{q2,Ei);

g4 = (N,K) L(A*(E;), Ey);

qs = —nf(h)(VH,Vh);

g6 = —nf'(h)H — (N,K)[|A|]>.
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O tensor curvatura de 37" expresso em termos do tensor curvatura de P" é:
RU,VW = Rp(U*,VW*— ((logf))*((V,W)U — (U, W)V) +

+ (log f)"(W,0,)((U,0)V —(V,0,)U) —

= (log /)" (V,W){U,0) — (U, W)}V, )0,

onde U* = (7p),U. Entdo, o tensor de Ricci de M pode ser dado em termos do tensor de Ricci

de IP"*, a saber
Ric(V,W) = Ricp(V*,W*)— (n((log f)')* + (log f)") (V. W) —
— (n—1)(logf)"(V,0,)(W,d) (3.27)
Assim,

Ric(N.X) = Ricp(N*,X*)— (n((logf)")*+ (logf)") (N,X) —
=0
— (n=1)(log £)"(h)(N,9)(X, )

= Ricp(N*,X*)— (n—1)(log f)" (h)®(X,Vh)
para todo X € TX. Visto que d; = VhA+ ON, obtemos

(Vi) =

onde (-)* denota a projegio sobre a fibra P" de um campo vetorial definido em TM. Desse modo,
Ric(N,Vh) = Ricp(N*,Vh*)—(n—1)(log f)"(h)®||Vh|?

= —@Ricp(N*,N*) — (n— 1)(log f)"'(h)®|Vh|

= —O(n—1)Ricp(N*) — (n—1)(log )" (h)©|| V|

= —(n—1)0® (Ricp(N*) + (log )" (h)®||VA|?) (3.28)

onde, como usual, (n — 1)Ricp(-) = Ricp(+,-). Visto que H é constante, ou seja, VH = 0, con-

cluimos de (3.1), (3.26), (3.28) e f(h)® = (N,K) que
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A(o(h)H + f(h)®)

A(o(h)H) +A(f(h)©)

HAo (h) +A(N,K)

n f(h) ((log )/ (h) + (H ) = nf () (VH,Vh) +
f(0)Ric(N,Vh) —nf'(n)H — f(h)©]A]]* 0

nH f(h)((log f)'(h) + ©H) — f(h)© ( 1)

(Ricp(N*) + (log f)"(R)|VAI[*) —nf'(h)H — f(h)®||A|

nHf'(h) +nH’ f(h)® — f(h)®(n—1)-

(Ricp(N™) + (log f)" (n)||VAI[*) —nH ' (h) - f(h)®|A|

f()® (nH? —[|A|*) = f(R)©(n — 1) (Rice(N*) + (log £)" ()| VAl|*)

—f()® {||A[]* —nH? + (n—1) (Ricp(N*) + (log f)"(h) || VA|1*) } (3.29)

Por outro lado, notemos que

IN* 12

= 1—

_ <N>)< N*>IP’
= h (N, N) = ((7r)«(N), ()« (N) ) )

N&t N8,8>>

f2 h) 8, a;) (0,0
- f2h (1= (N,3)%(%,0)r)
= fz(h) (1-(N,a)%)
— le(h) (1-07)
= [V

Assim de (3.23) e |[N*||2 = f2(h)||Vh]||?, obtemos

Ricp(N*,N*) > (n—1) sup (£ = ff") (N*,N*)p

_ , o IVA|?
= (n—l)s%p((f)z—ff)fz(h)

(£)2(h) = (££)(h)
e Ak

= —(n—1)(log /)" (h)||VA|?
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Dai, como Ricp(N*,N*) = (n— 1)Ricp(N*), segue que
(n—1) (Ricp(N*) + (log )" (h)||VA|*) = 0 (3.30)

Agora como —f(h)® > 0, pois f > 0e ©® < 0e, além disso, ||A||> > nH?, concluimos que

A¢ > 0 e, portanto ¢ é subharmoOnica como queriamos. 0
Observacao. Segue de (3.27) que (3.23) é equivalente a Ric(X) > Ric(0;) para todo X € TM.

Noutras palavras, a dire¢do de d; deve ser a de menor curvatura de Ricci. Com
efeito, suponhamos que (3.23) ocorra. Temos, por hipétese, que (3.27) vale VV,W € TM. Vamos

provar que

Ric(X) > Ric(d,), VX €TM.

Ou equivalentemente que
Ric(X,X) > Ric(d;,0;), VX €TM.

Observe que

Ric(X,X) > Ricp(9,9) — (n ((logf))* + (log f)”) {3, 9;) —
=0 =1
—(n—1) (logf)" (91, )*

=1

= —(n((togf))* + (togf)") — (n—1) (tog )"



Por outro lado, usando (3.23), obtemos

Ric(X,X) = Rie(x",x*)— (n((logf))* + (logf)") (X.X) — (n—1) (log/)" (X, )?
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> (n = Dsupg (/)2 =+ 1) (X* X )5 — (n ((logf))* + (logf)") (X,X) -

—(n—1) (log/f)" (X, 9))?
> =f-f
f2

—(n—1)(logf)" (X,9)°
= —(n—1)(logf)" ((X.X) = (X,3)%) = (n ((togf)')* + (log)") (X, X) -
~(n- 1)(10gf)"<X o5
= (7 ((logf))* + (logf)") = (1= 1) (togf)"] (X.X)
— Ric(2,3)(X.X)
>R

Ric(9,,9,), VX € TM.

> (n—1)

((X,X) = (X,3)) = (n ((logf)")” + (logf)" ) (X,X) -

Agora basta considerarmos todo X unitdrio e concluimos o afirmado. Reciprocamente, suponha-

mos que
Ric(X) > Ric(9,), VX € TM.

Ou seja,

Dai,

Rics (X", X*) — (n ((log/)')* + (logf)") = (n—1) (log/)" (X,X) = (n— 1) (logf)" (X, 8 >

> — (n((tog/))* + (logf)") — (n— 1) (logf)"

Logo,

Ricp (X", X") z( ((logf)’)2 (logf)") (JX|> = 1) + (2~ 1) (log/)" ({X,8)>~ 1)
|

= (n(00gf))*+ (10gf)") (IXIP = 1) = (1= 1) (log )" - /X", X ")
. ( (10gY) 1ogf”) (17 = 1) =TI e e
Z ( /) X* X*
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Assim,

Ricp(X,X) > (n— Dsupg ()2 — £ f") (X, X)p, VX € X(P),

como queriamos.

Observaciio. Dado um grdfico vertical sobre R" em H'"! com curvatura média constante,
o Teorema 1.2 em (GUAN; SPRUCK, 2000) afirma que a fungdo curvatura média constante
calculada com respeito a métrica euclidiana usual é subharménica. Para ver que o resultado
anterior estende o unico em (GUAN; SPRUCK, 2000), consideramos o caso dos espacos
ambiente pseudohiperbélicos R x . P. Entdo (3.23) se reduz a Ricp > 0 (isto ocorre para H'!

visto que P" = R") e a funcdo subharménica ¢ assume a simples forma
¢ =e"(H+0) (3.31)

Além disso, ¢ é também a curvatura média da hipersuperficie quando a calcula-
mos na métrica produto de R x P". De fato, um cdlculo bastante simples fornece que a fungao

curvaturamédia H de y = toy : X" — J x P" ¢
H=f(h)H+f'(h)®

Entdo observe que H = ¢ se, e somente se, f(t) = €.
Para detalhes computacionais recomendamos (MIRANDOLA, 2009). O primeiro
resultado de Montiel em [(MONTIEL, 1999), coroldrio 7] em nosso caso, ¢ uma simples

consequéncia do Teorema 3.0.7.

Teorema 3.0.8. Seja y: X" — M'"'

= R x s IP" uma hipersuperficie compacta orientdvel de
curvatura média constante. Assuma que (3.23) ocorre e que a funcdo angulo ® ndao muda de
sinal. Entdo uma das seguintes possibilidades deve ocorrer: ou y(X") é uma folha sobre um

—n+1 . . P . P
compacto P", ou M~ possui curvatura seccional constante e ¥"* é uma hiperesfera geodésica.

O ultimo caso ndo pode ocorrer se assumirmos que a desigualdade em (3.23) é estrita.

Demonstragcdo. Sabemos, pelo Teorema 3.0.7, que ¢ € uma fun¢do subharmodnica em X", mas

sendo X" compacta, orientdavel e sem bordo, segue do Teorema da Divergéncia que

/ZAQ):O

logo, como A¢ > 0, segue que A¢ = 0. Dai, ¢ deve ser constante. Entdo, (3.29) fornece

® (||A||* — nH? + (n — 1)(Ricp(N*) + (log £)" (h) || VA||*) = 0 (3.32)
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Afirmamos que o conjunto
U ={pecX"0(p) =0}

admite interior vazio. Para ver isto, assuma o contrario, ou seja, que %/ contém um subconjunto
aberto ndo-vazio V de £". Em V, temos que a fungido o (h)H = ¢ é constante e, se H # 0, entdo

o(h) e h sdo constantes. Com efeito, note que
V¢ = V(o(h)H)

= HVo(h)

= Ho'(h)Vh

Agora sendo ¢ constante, segue que V¢ = 0. Logo, como H # 0 e ¢’ (h) = f(h) > 0 em todo

p € X, concluimos que Vi = 0 e, portanto, & € constante em V o que € uma contradi¢do, uma
vez que ||Vh||?> =1—@? = 1em V. Por conseguinte, devemos ter H = 0 e, entio, f(h)® = ¢ é
constante em X". Visto que ¢ = f(h)® se anula em V, ela deve se anular em todos os pontos de

Y. Portanto, 7 = ¥". Mas isto é impossivel, visto que ©®2 = 1 no minimo, onde & alcanca seus

extremos. Resumindo, temos Int % = 0. Logo O(p) < 0 para todo p € X". Entdo (3.32) implica

que
|A[|> = nH? + (n— 1) (Ricp(N*) + (log )" (h)||VA|[*) =0

ou seja

IA|]> = nH? =0 (3.33)

e

Ricp(N*) + (log )" (h)||VA|*> = 0 (3.34)

A igualdade (3.33) significa que y é totalmente umbilica. Além disso, observemos que a
argumentagdo de Montiel na prova do Corolario 7 em (MONTIEL, 1999) também se aplica aqui,
e permite concluirmos que o caso no qual y € totalmente umbilica (mas ndo uma folha) pode
ocorrer somente se 1\_/InJrl tem curvatura seccional constante e, portanto, X" € uma hiperesfera
geodésica.

Finalmente, quando a desigualdade em (3.23) é estrita, (3.34) é equivalente a N*(p) =
0, para todo p € X". Visto que |N*||3 = f~2(h)||Vh||, obtemos ||VA[|> =0, ou seja, VA =0em

Y. Desse modo, y(X") é uma folha sobre um compacto P". O
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4 ESTIMATIVAS DE ALTURA PARA GRAFICOS VERTICAIS EM R x il

Podemos usar o Teorema 3.0.7 , para obtermos estimativas de altura para hi-
persuperficies de curvatura média constante com bordo nao vazio contidas numa folha. O
proximo resultado € uma generalizacdo das estimativas de altura para graficos verticais em

R x P2 apresentadas em (HOFFMAN et al., 2006).

Teorema 4.0.1. Seja v : X" — R X P" uma hipersuperficie compacta de curvatura média

constante H > 0 e com bordo nédo vazio d¥" C Py. Assuma que
Ricp(X,X) 2 na(X,X)p
para algum o < 0,0 <0 e H?> > |a|. Entdo temos
(X" C [O,HZ%M] x P"

Demonstragdo. Por hipétese, (n — 1)Ricp(N*) > nat||[N*||3 > na, visto que o < 0 e | N*||3 =

|VA||> =1—©? < 1. Considere ¢ € C*(X") definida como

¢ = ¢>+%h
= G(WH+ f(O+ Zh

H
()
= Hh+@®—-—"h
* H

Usando (3.6) e (3.29), temos
a
Ap = A((]H—Eh)
a
= A —A
</>~|—H h
= —O(||A|*—nH*+(n—1

Ric(N")) + (57 ) n{H 1)

O (||A|[* —nH? + (n— 1)Ric(N*)) + na®

)
—0( )
—0 (||A||* —nH?+ (n— 1)Ric(N*) — nat)
O )

\%

(n—1)Ric(N*) —na
> 0

pois, por hipétese ® < 0 e (n— 1)Ric(N*) —no > 0. Assim, y é subharmonica em X". O

Principio do Médximo fornece
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<H21;\05\>h—1< <%>h+®: W<%%XW=I%%X®<O
h

e, portanto, 0 < h < I%M' Isto prova o teorema. O]

Para o nosso préximo resultado é conveniente recordarmos um bem conhecido
principio de tangéncia. Sejam Xi e X7 duas hipersuperficies em uma variedade Riemanniana
arbitraria N"*! que sdo tangentes em um ponto comum p e parametrize localmente ambas as
hipersuperficies em uma vizinhanca U de zero em T}, X, por meio da aplica¢do exponencial de

N"*1 como segue:

@j(x) = exp,, (x+ p;(x)no), j = 1,2

onde i; € C(U) sdo fungdes bem determinadas satisfazendo u; = 0. Diremos que X/ estd acima
de X% em uma vizinhanga de pg se i (x) > Hp(x) em uma vizinhanga de zero. Isto é equivalente
a exigir que as geodésicas de N"*! normais a hipersuperficie exp,,(U) numa vizinhanga de
po na orientacdo determinada por 7)o intersectam X7 antes de Xf. O seguinte fato € bastante

conhecido (ver (FONTENELE; SILVA, 2001)).

Teorema 4.0.2. Sejam X7 e X7 hipersuperficies como acima com curvatura média constante

satisfazendo
Hy, < Hy,
com respeito a No. Entdo X} e X3 coincidem em uma vizinhanga de p.

O seguinte resultado geral ndo envolve a suposi¢ao sobre a curvatura de P" e é

de interesse independente (veja proposicao 18 em (ALIAS; DAJCZER, 2007)).

Proposi¢iao 4.0.3. (Proposicao 18 em (ALIAS; DAJCZER, 2007)) Seja y : X' — R x ¢ P"
uma hipersuperficie compacta de curvatura média constante orientdvel com bordo ndo vazio
y(X") C P; e tal que sua fungdo dngulo ® ndo muda de sinal. Nestas condigcdes

i) Se H < te[irnfm)(logf)’(t), entdo Y(X") C (—oo, 7] X P";

ii) Se H > Sl.lp (log f)'(t), entdo W(X") C [T, 4o0) x P",

1€(—o0,1]

Em particular, se (log f)"(t) >0 e H = (log f)(7) entdo y(X") C P;.

Demonstrag¢do. Suponhamos que H < [inf )(log f)'(t) mas que i < 7 ndio ocorra. Portanto,
1€[t, o0

obtemos

mzaxh =h(py)=1>7
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em algum ponto interior pg de X"". Tomemos X; = X" e X, = Py, e, portanto, X; # X,. Observe
X e X, sdo tangentes no ponto comum py, € que X estd acima de X, com respeito ao normal

comum 1y = —d; em py. Visto que

Hy, =H < inf (logf)'(r) < (logf) (%) = Hx,

1E€[T,40)

e, assim, pelo Principio de Tangéncia, podemos concluir que X; e ¥, coincidem em alguma
vizinhanca aberta de pg. Isto estd em contradicdo com X| # X,. A prova para o caso em que

H> sup (logf)(¢) é similar. O

ZE(imaﬂ
A seguinte consequéncia da Proposigdo 4.0.3 estende a proposicdo (2.3) em ((LO-

PEZ; MONTIEL, 1999)).

Corolario 4.0.3.1. Seja v : X' — R X P" uma hipersuperficie compacta de curvatura média
constante orientdvel com bordo ndo vazio Y(9d¥X) C P; e cuja fun¢do dngulo ® ndo muda de
sinal. Entdo temos
i) H <1 se, e somente se, h < T;
ii) H > 1 se, e somente se, h > T em X",

Em particular, H = 1 se, e somente se, y(X") C Ps.

Demonstracdo. Vamos provar somente (i), uma vez que a prova de (ii) é andloga. Para tanto,
suponhamos que H < 1 mas que 4 < 7 ndo ocorra. Assim h(p) > T para algum p € ¥. Como X

¢ compacta, temos
maxh =h(po) =7 = h(p) > 7

para algum ponto py interior a X". Basta agora tomarmos X = X" e X, = Py, e aplicarmos o
Principio de Tangéncia. Reciprocamente, suponhamos que 4 < T mas que tenhamos H > 1.
Como, por hipétese, f(t) = €', segue que (log f)'(t) = 1, Vt € R. Em particular, temos que pelo
item (ii) da Proposi¢do 4.0.3 que y(X") C [t,+) x P". Logo, h > 1. Dai, h = 7, ou seja, a
fungdo altura i é constante. Portanto y(X") deve coincidir com a folha P; cuja curvatura média
é H= (logf)'(t) =1 o que nos dd uma contradi¢do. Logo, H < 1. A parte final do coroldrio
segue facilmente dos itens (i) e (ii).

]

Para concluirmos estendemos o teorema 3.3 em ((LOPEZ; MONTIEL, 1999)) que

ocorre para graficos no espaco hiperbélico H"*! aos seguintes resultados, que ocorrem para
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gréficos em variedades pseudo-hiperbdlicas. Para o caso do referido espago com f(7) = €', temos

0 seguinte teorema.

Teorema 4.0.4. Seja v : Y — R X P" uma hipersuperficie compacta de curvatura média
constante H ¢ [0,1) e bordo ndo vazio y(9X") C Pr. Assuma que Ricp > 0 e que a fungdo
angulo ® ndo muda de sinal. Seja C = log (%) entdo:

i) Se H <0 entdo y(X") C [t+C, 1] x P";

ii) Se H > 1 entdo y(X") C [t,T+C] x P";

iii) Se H = 1 entdo y(X") C P;.

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 4.0.3.1, segue que y(X") C (—oo, 7] xP" se H < 0; y(X") C
[T,+o0) x P" se H > 1 e que y(X") C P; se H = 1. Pelo Principio do Médximo aplicado a fungdo

subharmonica ¢ dada por (3.22), obtemos:

MH—-1)<"H+0) r%axeh(H—l—@) =e' (H—l—rgax@) <e'H
x s

e, assim, o teorema segue facilmente.

]

Finalmente, para o caso do espago pseudo-hiperbdlico com f(¢) = cosht, obtemos o

seguinte resultado:

Teorema 4.0.5. Seja y : ¥ — R Xoshs P uma hipersuperficie compacta de curvatura média
constante H e bordo ndo vazio w(dX") C Py. Assuma que Ricp > —1 e que a funcdo dngulo ®
ndo muda de sinal. Seja tanhC = % entdo nestas condicoes:

i) Se H < —1 entao y(¥X") C [C,0] x P*;

ii) Se H > 1 entdo y(X") C [0,C] x P";

iii) Se H = 0 entdo y(X") C IP.

Demonstragdo. PelaProposigio 4.0.3, observamos que y(X") C (—o0,0] x P" se H <0, y(X") C
[0,4e) xP" se H> 0 e que y(X") C Py se H=0. Na dltima alternativa, observe que
H = (log f)'(0) = tanh(0) e, além disso, (log f)" () = —.= > 0.Visto que o () = senh(t), segue

do Principio do Médximo aplicado a fun¢do subharmonica ¢ dada por (3.22) que

Hsenh(h) —cosh(h) <0< ¢ < nalaxq) = rréaxG) <0
5 >

dai, Htanh(h) < 1. Entdo, quando H < —1, isto fornece tanh(h) > % e, quando H > 1,
1

fornece tanh(h) < 4. Isto prova o teorema. [l
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudadas hipersuperficies de curvatura média constante imer-
sas em espacgos produto warped da forma R x [P, onde P" € uma variedade Riemanniana
completa. Em particular, nosso estudo incluiu as hipersuperficies de curvatura média constante
em espagos ambiente produto. Também estudamos hipersuperficies de curvatura média cons-
tante nos chamados espagos ambiente pseudo-hiperbolicos. Se a hipersuperficie é compacta,
mostramos que a imersao deve ser uma folha P, = {r} x P" da folheac@o trivial totalmente um-
bilica t € R — P;, generalizando resultados prévios de Montiel (MONTIEL, 1999). Também
estendemos um resultado de Guan e Spruck em (GUAN; SPRUCK, 2000) do espaco ambiente
hiperbdlico para a situacio geral de produtos warped. Esta estensdo nos permitiu dar uma versao
ligeiramente mais geral para um resultado de Montiel em (MONTIEL, 1999), e obter estimativas
de altura para hipersuperficies compactas de curvatura média constante com fronteira em uma

folha.
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