X
&

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FISICA
CURSO DE GRADUACAO EM FiSICA

THIAGO LUIZ ALVES COSTA

SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL INDEPENDENTE
DO TEMPO POR REDES NEURAIS

FORTALEZA
2022



THIAGO LUIZ ALVES COSTA

SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL INDEPENDENTE DO
TEMPO POR REDES NEURAIS

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao Curso de Graduacdo em Fisica do Centro
de Ciéncias da Universidade Federal do Cear4,
como requisito parcial a obteng¢do do grau de
bacharel em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Jeanlex Soares de
Sousa

FORTALEZA
2022



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

C876s Costa, Thiago Luiz Alves.
Solucdo da Equacdo de Schrodinger Unidimensional Independente do Tempo por Redes Neurais/ Thiago
Luiz Alves Costa. — 2022.
55f. :il. color.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduagdo) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias,
Curso de Fisica, Fortaleza, 2022.
Orientagdo: Prof. Dr. Jeanlex Soares de Sousa.

1. Aprendizado de Méaquina. 2. Rede Neural. 3. Mecanica Quéantica. 4. Equacdo de Schrodinger. |. Titulo.
CDD 530




THIAGO LUIZ ALVES COSTA

SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL INDEPENDENTE DO
TEMPO POR REDES NEURAIS

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao Curso de Graduagdo em Fisica do Centro
de Ciéncias da Universidade Federal do Cear4,
como requisito parcial a obteng¢do do grau de
bacharel em Fisica.

Aprovada em: 21/07/2022

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Jeanlex Soares de Sousa (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Joao Milton Pereira Junior
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Dr. Diego Rabelo da Costa
Universidade Federal do Ceard (UFC)



Aos meus pais, Luzanira e Luiz, e 2 minha noiva,

Moara.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha familia, em especial aos meus pais, Luzanira e Luiz, que me
ensinaram sobre humildade e me amaram da melhor forma possivel.

A minha noiva, Moara, pelo amor incondicional, dedicacio e companheirismo que
foram essenciais para me manterem de pé e focado nesses ultimos meses.

A Deus, pela oportunidade da vida, pela satde das pessoas que eu amo, e por estar
comigo na realizacdo dos meus sonhos.

Ao meu orientador Jeanlex, pelos conselhos e palavras quando eu pensei que nao
conseguiria concluir o curso, além dos ensinamentos e da paciéncia.

As minhas madrinhas de casamento, Virna e Ju, pelo apoio emocional, carinho e
dedicacdo.

Aos meus professores José Ramos e Saulo Reis, por terem sido marcantes na minha
caminhada durante esse curso.

Aos meus amigos, Gabriel Silvério e Lucas Sievers, por terem sido meu auxilio no

estudo e no desenvolvimento desse trabalho.



RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se a soluc@o independente do tempo para equagdo de Schrodinger
unidimensional, tanto por intermédio de métodos numéricos computacionais, quanto pelo uso
de algoritmos de aprendizado de médquina, no qual a técnica utilizada foi a resolug¢do por redes
neurais. Ao longo do procedimento, ocorreu o teste de hiper-parametros para a construgdo de
uma rede neural mais eficiente, na qual foi utilizada para solucionar essa equacao dado um
potencial novo, visto que seu conjunto de treino foram potenciais gerados aleatoriamente junto a
suas respectivas fun¢des de onda. Além disso, houve a comparagdo entre a solucdo numérica e
a solucao por redes neurais para os potenciais mais conhecidos da mecanica quantica, o poco

quadrado infinito e o oscilador harmonico simples.

Palavras-chave: aprendizado de maquina; rede neural; mecéanica quantica; equagdo de Schro-

dinger.



ABSTRACT

In this work, we present the time-independent solution for the one-dimensional Schrodinger
equation, both through computational numerical methods and through the use of machine learning
algorithms, in which the technique used was the resolution by neural networks. Throughout
the procedure, the hyper-parameter test took place to build a more efficient neural network,
in which it was used to solve this equation given a new potential, since its training set were
potentials generated randomly along with their respective wavefunctions. In addition, there was
a comparison between the numerical solution and the solution by neural networks for the known

potentials of quantum mechanics, the infinite square well and the simple harmonic oscillator.

Keywords: machine learning; neural network; quantum mechanics; Schrodinger equation.
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1 INTRODUCAO

O Machine Learning é a subdrea da Inteligéncia Artificial (IA), o qual baseia-se em
algoritmos computacionais que aprendem caracteristicas novas ao serem expostos em conjuntos
de dados. Essa ferramenta, por sua vez, abrange um conjunto de técnicas de previsdo e de
classificagdo que vao desde redes neurais artificias até arvores de decisdao e Deep Learning,
(SOUZA, 2020). Dessa forma, atualmente notam-se grandes incentivos relacionados a essa érea,
visto que suas utilidades se tornaram mais comuns no dia a dia e foram impulsionadas pela
evolugdo tecnoldgica.

As primeiras esquematizacdes sobre o que seria o Aprendizado de Mdquina surgiram
com a analogia de comparacao com o sistema nervoso do cérebro humano, na qual persistia
0 questionamento se seria possivel fazer com que a mdquina pudesse manejar informacgdes e
aprender com elas, tal como o cérebro humano € capaz. Essa correlacao foi bastante ttil para
a visualizacdo e o entendimento de como os cddigos iriam fluir em um grafo de informacgdes.
No entanto, a maneira como essa ideia foi divulgada junto a falta de informacao, corroborou
para que essa drea passasse por um periodo de falta de investimento e de déficit de pesquisas na
década de 80, pois foi criada uma alta expectativa do que poderia ser feito sem a andlise da forca
tecnoldgica disponivel.

Apesar disso, o auxilio da evolugdo tecnoldgica e o aumento do conjunto de abor-
dagens criadas faz com que, hoje em dia, essa drea receba um quantidade muito maior de
investimentos, de grandes empresas até microempresarios, os quais buscam melhorar a efici€éncia
na abordagem de clientes e no ganho de capital financeiro. Com isso, as aplicagdes atuais do
Machine Learning representam um conjunto de possibilidades, desde as mais simples e didrias
até aplicacOes na descoberta de exoplanetas, (JIN; CHIANG, 2022). Portanto, percebe-se a
importancia dessa drea e a necessidade de seu estudo, visto que as informagdes estdo cada vez
mais rdpidas, sendo preciso o treinamento da mdquina com o intuito de interpreta-las.

Dentro do conjunto de modelos aplicados em Machine Learning, existe o das redes
neurais artificiais, que formam um subconjunto dentro do Aprendizado de Mdquina. Esses
modelos computacionais recebem esse nome, pois foram caracterizados com a intengdo de
se assemelhar as ligacdes entre neurdnios bioldgicos de um sistema nervoso. Dessa forma,
uma rede neural recebe em sua nomenclatura nomes como: 'neurdnios’, para representar uma
nd de ativacdo por onde ocorrem os calculos numéricos; ’camadas’, as quais representam a

profundidade da rede e sua complexidade; ’percéptrons’, redes neurais formadas por um inico
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neurdnio. Essas nomenclaturas sdo didaticas, pois auxiliam no entendimento de como € criada a
arquitetura de uma rede neural artificial dentro da médquina.

Outro subconjunto importante é o Deep Learning, que utiliza redes neurais artificiais
para a resolucd@o de problemas complexos, (IMPORTANCE. .., 2022). O Deep Learning nao
se limita as redes neurais simples, e abrange um conjunto de técnicas que buscam otimizar
os parametros utilizados para melhorar a generalizagdo de um determinado modelo. Dessa
forma, esse subconjunto surgiu com o intuito de utilizar o méximo de rendimento computacional
disponivel na atualidade, para solucionar problemas com alto teor de complexidade.

Posto isso, os algoritmos de Deep Learning sio bastante tteis no estudo das solucdes
numéricas de equagdes complexas ou ndo-lineares, por utilizarem funcdes internas também nao
linearizadas. Consequentemente, utilizam-se esse modelos em diversos campos de atuacao da
Fisica, como na Fisica de Sistemas Complexos e na Fisica Quantica, além de serem aplicados
em ramificacoes relacionadas a Quimica, Biologia e Medicina, (ESTEVA; RAMSUNDAR,
2019). Portanto, um estudo especifico serd abordado ao decorrer desse trabalho, na aplicacdo das
técnicas de Deep Learning, com redes neurais artificiais de alta dimensionalidade para encontrar

as funcdes de onda do estado fundamental da equacao de Schrédinger independente do tempo.
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2 APRENDIZADO DE MAQUINA E REDES NEURAIS

O Aprendizado de Mdquina, conhecido também como Machine Learning (ML)
pertence ao ramo da inteligéncia artificial e da ciéncia da computagdo, o qual utiliza bancos
de dados e algoritmos de aprendizagem que sdo treinados para o melhoramento gradual de sua
precisao, a fim de prever ou classificar conjuntos de dados futuros, revelando caracteristicas na
mineracao desses dados. Ademais, pontua-se que o surgimento dessa drea de ramificacao teve
sua base no interesse de constatar a funcionalidade das mdquinas na utilizacdo de dados para
a automacao de sua aprendizagem, sendo estudada por pesquisadores de inteligéncia artificial.
Dessa forma, nos ultimos cinquenta anos, o uso de algoritmos de ML evoluiu desde o surgimento
da automatizacio em jogos de xadrez até o desenvolvimento de carros autdbnomos, mecanismos

de recomendacdo e deteccao de fraudes, (GERON, 2019).

) Atualize os g Lancod
dados

Pode ser
automatizado

Avalie a
solucao

Treine o
algoritmo AM

Figura 1 — Visualizagdo do algoritmo de Machine Learning. Imagem retirada de (GERON,
2019).

Em meados da primeira década dos anos 2000, houve uma evolucao nos algoritmos
de Machine Learning e um aumento na utilizacdo desses métodos, por causa do advento da
internet, a qual trouxe consigo um volume muito maior de dados disponiveis comparados aos
anteriores, em decorréncia da melhoria dos processadores e das placas de armazenamento
presentes nos novos computadores construidos para que suportassem essa grande quantidade de
dados, gerando o surgimento de novas aplicacdes de ML. Com isso, encontraram-se diversas
utilidades para essa nova forma de programacio, como a utilizacdo do Aprendizado de Mdquina
para a classificacdo de mensagens spam nos correios eletronicos, a automagao do preenchimento
em textos digitais e a identificacio de rostos em aparelhos com camera, (GERON, 2019). O uso
do ML cresceu e o seu envolvimento tornou-se notdrio nas dreas de automacgao, processamento

de imagens e de linguagem natural, ciéncias sociais, quimicas e biologicas. Além disso, a
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utilizacdo desses modelos evoluiu para o estudo mais aprofundado da Fisica e Quimica Quantica
levando a algumas aplicagdes, por exemplo: aprendizado da densidade eletronica datada pelo uso
do Density Functional Theory (DFT), cdlculo de barreiras energéticas de compostos quimicos,
célculo da funcao de onda e das funcdes de base e aprendizado aplicado nas propriedades de

materiais, como no estudo de materiais bidimensionais, (SCHLEDER; FAZZIO, 2021).

2.1 Estratégias e métodos do Aprendizado de Maquina

A estratégia de pré-abordagem de um problema envolvendo o uso do Machine
Learning é feita seguindo 4 etapas principais: (i) enquadrar o problema, (ii) buscar uma medida
de referéncia, (iii) selecionar um modelo de desempenho e (iv) verificar a hipdtese. Nesta
abordagem, o algoritmo € treinado com a utilizagdo de um conjunto de dados conhecidos,
chamado de ’conjunto de treino’, e de uma caracteristica de interesse que depende dos valores
desse conjunto. Os resultados (outputs) desse codigo irdo treinar a maquina para gerar previsoes
yp €m um novo conjunto de dados, tal que a sua capacidade de prevé-los corretamente € chamada
de "generalizacdo do modelo’. Apds isso, ocorre a escolha do tipo de aprendizado e do método
que serd utilizado na abordagem do problema, tendo em vista a identidade do conjunto de dados,
0 preco computacional e o tempo gasto para resolvé-lo. Dessa forma, o algoritmo do Aprendizado
de Mdéquina pode ser dividido em quatro tipos de aprendizagem, de acordo com a identidade
dos dados de treino, que sdo: Aprendizado Supervisionado, Aprendizado Nao-Supervisionado,
Aprendizado Semi-Supervisionado e Aprendizado por Refor¢o, (GERON, 2019).

Além disso, ap6s a andlise dos dados e a verificagdo de quais tipos de abordagem
utilizadas, deve ser escolhido o tipo de modelo que otimize o custo operacional junto ao tempo de
resolucdo do problema. Com isso, os algoritmos de previsdo ou classificacao que serdo citados

nesse trabalho, sdo: Regressao Linear, Regressao Logistica e Redes Neurais.

2.1.1 Aprendizado Supervisionado

Ocorre quando o algoritmo é treinando por um conjunto de dados rotulados, onde o
termo ’rétulo’ € o resultado desejado de um determinado dado de entrada, por exemplo: seja um
conjunto de amostras que expressa os precos de imoveis e a quantidade de quartos construidos
em cada imdvel, e deseja-se prever o preco de outros com base nas suas quantidades de quartos,

nesse caso, o valor do imével € o rétulo, a quantidade de quartos € o feature e o imével € a
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entrada. Com isso, um conjunto de dados (ou amostras) € rotulado, quando possui entradas que
sdo relacionadas com saidas desejadas previamente conhecidas, fazendo com que a miquina
preveja novos rétulos em um novo conjunto de dados. Além disso, a utilizacdo desse tipo de
abordagem pode ocorrer por meio de modelos como: Regressao, Classificacido e Redes Neurais.
Portanto, percebe-se a sua utilidade em previsdes de eventos futuros, com base em dados de

histoérico.

2.1.2 Aprendizado Nao Supervisionado

Tal abordagem ocorre a medida que o conjunto de treino se torna nao-rotulado, ou
seja, a ‘resposta correta’ para um dado de treino ndo € dita ao sistema. Com isso, a maquina é
forcada a explorar os dados, de forma aleatdria, e buscar caracteristicas (insights) que sejam tuteis
para a resolucdo do problema. Dessa forma, esse tipo de aprendizado € utilizado em modelos de
agrupamento (ex: agrupamento k-means), de recomendacao de itens e de Autoencoders (Rede

Neural (RN) para aprendizado ndo supervisionado).

2.1.3 Aprendizado Semi-Supervisionado

Esse tipo de andlise ocorre quando o conjunto de treino € parcialmente rotulado e
nao-rotulado, isso se deve pela existéncia de um custo de rotulagdo, no qual torna invidvel a
rotulagdo completa do conjunto de dados. Com isso, a maquina aprende alguns padroes e é
forcada a explorar o restante dos dados aplicando esses parametros de padronizagdo. Dessa
forma, esse tipo de aprendizado pode ser aplicado em modelos semelhantes ao Aprendizado

Supervisionado, e € utilizado na identificacdo de rostos por webcam.

2.1.4 Aprendizado por Refor¢o

Esse tipo de abordagem ¢ diferente das anteriores, pois utiliza dados de treino
varidveis, e dados de testes do tipo "tentativa e erro"para descobrir qual acdo rende mais
recompensa em determinado problema. Com isso, a maquina € treinada com trés classes:
agente (quem faz a acdo), ambiente (local onde a acdo é feita) e acdo (gerador de recompensas),
onde o objetivo € a escolha da acdo que maximize a recompensa esperada em determinado
intervalo de tempo. Dessa forma, esse tipo de aprendizado € normalmente aplicado em robdtica,

jogos e meios de navegacao pela internet.
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2.1.5 Regressdo Linear

A regressao linear € um modelo aproximativo de Machine Learning, no qual utiliza
dados de treino rotulados e gera uma relagdo linear entre os rétulos e as entradas, (y;) e (x;),
respectivamente. O vetor formado pelos dados de entrada é chamado de vetor de instancias (X).
Nesse aspecto, para um conjunto de amostras {x,-,y,-}i-\’: |» 0 algoritmo recebe as entradas x; e
cria esse vetor X no formato de array (definicdo de uma lista em Python), onde i representa a
localizag¢@o dos dados de entrada x; dentro dessa lista. Além disso, deve-se adicionar um termo na
primeira posicao (indice i = 0) do array, chamado de "termo de viés"(xg), por causa da expressao

que relaciona o rétulo de previsdo com o vetor de instancias.
Yp = Ooxo + O1x1 + Orx2 + ... + Oyxy 2.1)

Essa relacdo expressa a funcdo de previsdo y, em termos do produto entre x; com 0s
parametros 6;, nos quais representam os pesos de cada uma das entradas. Ao reescrever essa

equagao, de forma vetorial, encontra-se que:
yp=he(X) =0"-X, 2.2)

onde O € o vetor de pardmetros do modelo e iy (X) é a funcdo hipdtese, na qual se expressa pelo
produto escalar entre o vetor de parametros e o vetor de instancias.

Além disso, utiliza-se uma func¢do que dita a medida de desempenho do modelo,
ou seja, expressa quao bom ou ruim modelo se adapta ao conjunto de treino, assim deve-se
encontrar os parametros que minimizem essa medida. Dessa forma, para o caso da regressao
linear, a fun¢do que dita o desempenho € o Erro Quadratico Médio (do inglés Mean Square Error

(MSE)).
TN
MSE = N Z (y yp') (2.3)

2.1.6 Regressdo Logistica

A regressdo logistica € outra técnica de Machine Learning, que utiliza a abordagem
de Aprendizado Ndo Supervisionado e é muito util na classificacdo de dados de entrada. Essa
técnica consiste no cdlculo da probabilidade de uma determinada instancia pertencer a alguma

classe imposta ao algoritmo. Com isso, seja um conjunto de amostras {xi,yi}é\; |» €m que os
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valores de y; s6 apresentam dois resultados, que sdo identificados como classes. Dessa maneira,
calcula-se a probabilidade de cada x; pertencer a uma dessas duas classes. Para esse célculo,

utiliza-se a fungdo sigmoide o(z) como hipétese, definida como:

1
h(z) =0(z) = Tre?’ 2.4

onde z € produto escalar entre o vetor de parametros e o vetor de instancias. Dessa forma, o

célculo das previsdes para as determinadas classes € feito da seguinte maneira:

yp(yi = classeA;X) = o(87 - X), (2.5)

yp(yi = classeB;X) = 1— c(67-X). (2.6)

2.2 Redes Neurais

A Rede Neural, conhecida também como Neural Network (NN) é uma técnica de
criacdo de modelos, na qual pode ser treinada com dados rotulados e ndo rotulados (ex: modelos
de Autoencoders), e apresenta uma conceituacdo computacional que tenta se assemelhar aos
ligamentos presentes no sistema nervoso biolégico. Com isso, define-se o neurdnio como
a unidade fundamental de uma NN, no qual € capaz de receber dados de entrada (inputs) e
retornar dados de saida (outputs). Dessa forma, a criacdo desse modelo utiliza como pardmetro
ajustavel ou hiper-parametro, a quantidade de neurdnios que serdo necessarios para a resolucao
do problema e a quantidade de camadas, desde a utilizagao de uma tnica célula em uma dnica
camada (Percéptron) até centenas dessas (ex: Deep Learning).

A divisao de camadas presentes em uma Neural Network segue a seguinte nomen-
clatura, na qual refere-se a primeira camada como input layer que € responsavel por receber
os inputs e transforma-los em representacdes internas, no formato de multiplos arrays que sdao
chamados, na ciéncia da computacao, de tensores. Apds isso, esses tensores sdo recebidos pelas
camadas intermedidrias, chamadas de hidden layers, nas quais a quantidade dessas camadas ¢
um parametro ajustdvel e sua funcdo é transformar as entradas e envid-las para a dltima camada.
Portanto, essa ultima camada, chamada de output layer, retorna os dados de saida finais e finaliza
o processo computacional de uma Rede Neural.

Ademais, ¢ importante entender que esse modelo computacional geralmente ocorre

por duas fases, utilizando conjuntos de dados distintos em cada uma delas. Posto isso, define-se a
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primeira fase como “fase de treino”, onde a Rede Neural utiliza de uma parte aleatéria dos dados
(conjunto de treino) para treinar a efici€ncia e verificar as imprecisoes de seu modelo. Apds
iss0, condiciona-se o protitipo para a “fase de teste”, na qual utiliza-se um conjunto de dados
inéditos para a maquina (conjunto de teste), com a finalidade de concluir se o modelo consegue
encontrar as respostas esperadas em novos dados. Ao passar por essas fases, é concluido se a
generalizacao da Rede Neural € precisa ou ndo, cabendo assim se hd necessidade da utilizagcao
de novas fun¢des de otimiza¢do ou de mudanga nos hiper-parametros.

Nesse aspecto, se 0 modelo de NN possuir alta acurdcia na “fase de treino”, mas
for ineficaz no conjunto de teste, entdo classifica-se que o protétipo sofreu Overfitting, ou seja,
¢ eficaz somente para um conjunto especifico de dados e nao pode ser generalizado. Caso o
contrario, se acurdcia for muito baixa nas duas fases, ou seja, o modelo ndo prever de forma
correta os dois conjuntos, entdo classifica-se como Underfitting, onde também € ineficaz para a
generalizacdo do cédigo. Portanto, nota-se que o objetivo principal na criagdo de c6digos em
Machine Learning, é a busca pelo equilibrio entre essas duas classifica¢des, a fim de obter uma
Rede Neural que possa ser generalizada em novos conjuntos de dados.

O Deep Learning (DL), também conhecido como Aprendizado Profundo, faz parte
de uma subsecao do Machine Learning junto as Redes Neurais, e € criado com a implementacdo
de redes que possuem grandes quantidades de camadas e de células de ativacdo (neurdnios), e
tem a finalidade de trabalhar em problemas com maior complexidade e maiores conjuntos de
dados, utilizando um maior pre¢o computacional comparado aos algoritmos mais simples. Com
isso, o inicio da implementac¢do de DL ocorre com a escolha do tipo de camada, na qual cita-se a
mais utilizada: Dense Layer. Essa categoria caracteriza-se por ser totalmente conectada, pois
cada neurdnio de cada uma das camadas estd conectado como todos os outros das adjacentes,
onde os dados processados tornam-se os outputs da camada atual e os inputs das proximas.

A taxa de aprendizado de Redes Neurais ocorre pela utilizagdo de parametros de
peso @, que sdo ajustados enquanto a rede estd em funcionamento. Esses pesos sdo andlogos
aos parametros 6 da Regressdo Linear, na equacao (2.1), e ditam a importancia que cada input
possui para a obtenc¢do do ouput. Desse modo, para o modelo de Percéptron (rede com um tinico

neurdnio), o célculo feito para a obtenc@o da fun¢do de previsdo (y,) € mostrado como:

yp = fa(@" - X+b) = fa(2), @2.7)

em que a funcdo de ativagcdo f4 € aplicada no resultado da multiplicag@o entre o vetor transposto

de weights e o vetor de instincias X, somado ao vetor de bias andlogo a 6.
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Figura 2 — Diagrama de uma Rede Neural do tipo Dense Layer, com uma hidden layer . Imagem
retirada de (KAPUR, 2017)
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A finalidade da funcao de ativagdo, presente nos algoritmos de NN, € introduzir
termos ndo-lineares ao modelo e aumentar a sua complexidade, pois caso ndo houvesse a
implementagdo desse parametro, a Rede Neural somente iria relacionar os dados em funcdes
lineares. Dessa forma, o uso desses elementos € de extrema importancia para a generalizacdo do
problema envolvendo esses modelos de Machine Learning.

Além disso, na criacdo de um programa de Rede Neural, deve-se definir alguns
hiper-parametros e algumas funcdes que ajudarao na convergéncia dos valores obtidos, como
o otimizador, a funcdo custo e o nimero de epochs. A func¢do custo, também chamada de
loss function, € um importante medidor da eficicia do modelo, pois dita a distdncia entre os
valores de previsdo e os valores esperados, onde quanto menor for essa funcdo, mais eficiente é
o programa. Dessa forma, o objetivo principal no treinamento de uma NN € minimizar a [oss
function, que ocorre por intermédio do algoritmo de gradiente descendente estocdstico (stochastic
grandient descent).

O parametro do nimero de epochs esté relacionado com a quantidade de vezes que o
programa interage com todos os dados de entrada presentes no conjunto de treino. Sendo assim,
esse fator € util para a atualizacdo dos pesos @ do modelo.

Por fim, como ja dito anteriormente, o objetivo principal na criacio de um modelo
por Redes Neurais € a minimizacao da funcdo custo, pela utilizagcdo do método de Gradiente
Descendente Estocdastico (Stochastic Gradient Descent (SGD)). Sendo assim, analiticamente, o

gradiente de uma func@o € um vetor que aponta para a maxima varia¢cdo em um determinado
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ponto no espago, entdo com intuito de encontrar os pontos de menor variagdo (minimizagao)
dessa fung¢ao, os pesos se movem para o sentido contrario do gradiente. No entanto, a mudanca
causada nesses pesos, com o intuito de minimizar a loss function, é otimizada por intermédio de
um método chamado Backpropagation.

O uso desse método auxilia na obtengdo de resultados mais eficientes para redes
mais complexas, e ocorre apOs obter os resultados das funcdes de previsdo. Ao encontrar esses
valores junto aos pesos, o programa aplica esses parametros de volta no c6digo, mas seguindo o
sentido contrdrio (outputs para inputs), com o intuito de verificar se a fun¢@o custo aumentou ou

diminuiu.

2.3 Como uma Rede Neural funciona

Como ja dito anteriormente, uma Rede Neural recebe um conjunto de treino, calcula
0s pesos que minimizam a fun¢do custo e retornam outputs que serdo verificados com o valor
esperado, a fim de serem generalizados para um conjunto novo de dados. Sendo assim, ao iniciar
esse programa, os pesos sdo gerados de forma aleatdria e € feito o produto escalar entre vetor
desses parametros com o vetor de inputs gerando um resultado que é somado ao vetor de bias.
Dessa forma, esse output encontrado passa para a outra camada, € 0 processo se repete com os
weights e bias respectivos de cada layer até que chegue na camada de saida.

Nesse aspecto, nota-se que os parametros de pesos e de viés (bias) sdo referentes
a cada camada, e contém as informacdes de aprendizagem do modelo para o conjunto de
treinamento. Com isso, sabe-se que esses valores nao podem ser manuseados pelo programador
e sdo feitos pela maquina, mas existem hiper-parametros (parametros mutaveis) que auxiliam na
otimizagdo e no controle desses pesos. Dessa forma, outro tipo de hiper-parametro € a taxa de
aprendizagem, também chamada de learnig rate, que controla a mudanca dos pesos e das bias.

A Figura (3) exemplifica para uma Rede Neural Simples, como os parametros de
weights (@) e de bias (b) se relacionam com os dados de entrada, com o intuito de fornecer os

dados de saida, ou seja, a funcdo de previsao.
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Figura 3 — Diagrama de uma Rede Neural com weights e bias. Imagem retirada de (KAPUR,
2017).

O hiper-parametro learning rate (1), geralmente € definido como um nimero entre

0 e 1, e se relaciona aos parametros acima por meio das seguintes equagdes:

aJ

n n—1

L 2.8

af = ofy” + 15 2.8)
oJ

p"=p""1 2.9

onde os indices i e j representam as células de ativacao (neurdnios) que estdo conectadas, no caso
de w;}, interpreta-se que a operagdo esteja sendo passada da célula i pertencente a camada anterior
(n—1) para a célula j que pertence a camada atual (n). Além disso, o termo (J) representa a
funcgdo custo e de forma andloga, a sua derivada parcial em relagdo a algum dos pardmetros
representa o gradiente descendente dessa funcdo.

No entanto, a escolha de um nimero grande para os hiper-parametros relacionados
com a aprendizagem, nem sempre permite que os resultados possam convergir para os valores
esperados, pois a relacdo entre esses hiper-parametros e a complexidade do problema néo € linear.
Por isso, a escolha desses valores deve ser testada, com a finalidade de reduzir a fun¢do custo, e
de forma prudente, conseguir um tempo de resolu¢do e um custo computacional vidveis para a

resolucao do problema em questdo.
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2.4 Aprendizado de Maquina utilizando TensorFlow

O Tensor Flow (TF) é uma biblioteca gratuita de cddigo aberto ajustada para o
desenvolvimento de cdlculos numéricos e para o treinamento de redes neurais complexas, na qual
foi desenvolvida e disponibilizada pela equipe do Google Brain INTRODUCAO. .., 2017) em
fevereiro de 2017. Desde entdo, tornou-se bastante utilizada pela comunidade de programadores
em Machine Learning, por causa da sua similaridade com a linguagem utilizada em Python e da
sua simplificagdo nas linhas de cédigo. Portanto, nota-se a importancia dessa biblioteca para o
avanco dos estudos relacionados a Deep Learning.

A implementacdo de problemas no TensorFlow € feito com a utilizagdo de seu
framework, no qual possibilita ao programador que ndo seja necessario implementar o c6digo
totalmente do zero. Essa caracteristica é inovadora, pois proporciona a criacdo de redes neurais
em poucas linhas de cédigo, sem a utilizacao de fungdes analiticas explicitas, como a funcdo de
custo ou a fungdo de ativacao.

Ao construir um cédigo nessa biblioteca, deve-se utilizar o termo “tf.Session()” para
abrir uma sessao, na qual vai iniciar a propaga¢ao do modelo e criar um ‘“grafo computacional”.
Dessa maneira, esse grafo representa o fluxo de dados presentes no codigo e gera insights que
podem ser analisados, por meio do componente chamado de TensorBoard. Dessa forma, esse
componente do TF gera gréficos que relacionam caracteristicas e detalhes sobre o modelo criado.

A criacdo de uma rede neural pode ser implementada, de forma simples, pelo
TensorFlow da seguinte maneira: Define a quantidade de neurdnios pertencentes a camada de
input, o nimero de camadas internas e a quantidade de neurdnios dessas camadas, e a camada
de output com suas respectivas células de ativagdo. Apds isso, os parametros de peso e de viés
serdo definidos, de forma aleatoria, por meio da funcao “tf.Variable(tf.random_normal())” na

qual relaciona as camadas onde esses pesos serdo aplicados.

# Pesos da camada 1
w1 = tf.Variable(tf.random_normal([n_input, n_hidden_1]))
# Bias da camada 1
b1 = tf.Variable(tf.random_normal([n_hidden_1]))
# Aplicando a funcéo sigmoide na camada 1
camada_1 = tf.nn.sigmoid(tf.add(tf.matmul(x,w1),b1))
Figura 4 — Implementacdo de uma Rede Neural Simples utilizando a linguagem do TensorFlow.
Imagem retirada de (O..., 2022).
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Figura 5 — Representacdo da Rede Neural Simples implementada pelo cédigo de TensorFlow
acima. Imagem retirada de (O.. ., 2022).

Dessa maneira, na Figura (4), ocorre a criagdo de uma rede neural com uma camada
interna, na qual sua func¢do de ativacao € definida como a funcio sigmoide. Com isso, apds a
implementa¢do do codigo acima, cria-se um grafo computacional de uma rede com trés células
na camada de inputs, quatro na camada interna e duas células na camada de outputs. Esses
resultados sdo divididos em duas classes, pois a fun¢do de ativagdo (o) retorna valores em 0
ou em 1. Dessa forma, percebe-se que esse algoritmo trabalha sobre o modelo de Regressao

Logistica, no qual foi estudado anteriormente, e € util em problemas de classificagao.
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3 A EQUACAO DE SCHRODINGER

No conceito da Fisica Classica, sabia-se que o comportamento de uma particula
podia ser analisado verificando sua trajetéria ao passar de um determinado intervalo de tempo,
e entdo os parametros de estudo eram as posi¢des e a velocidade em quaisquer momentos do
tempo. No entanto, em contraste a essa ideia, na formula¢do da Mecanica Quantica, passou-se a
referir ao estado de uma particula como sendo a representacao de sua fun¢do de onda, a qual é
responsavel por possuir todas as informagdes dessa particula em um sistema quéntico.

Com isso, houve o surgimento de diversas representacdes a fim de explicar de
forma mais clara as propriedades e a identificacdo dessa funcio de onda. Dessa forma, tem-se
a representacdo da funcdo de onda por y(7), na qual é descrita no espago de coordenadas
Euclidiano (€), diferentemente da notacao de Dirac, em que define-se a representacdo do ket
|w) como o vetor de estado, caracterizando cada estado quéntico da particula em um espago
complexo, chamado de espago de Hilbert (I'). Logo, é equivalente representar a func¢do de onda
y(7¥) € € como |y) €T, tal que a sua interpretag@o fisica é a amplitude probabilistica da posi¢do
dessa particula em um determinado instante de tempo. A fun¢@o de onda no espacgo de Hilbert,
ou espaco de auto-estados, € representada como uma combinac¢do linear de um conjunto de
bases |@;), tal que se esse conjunto for continuo em I, entdo ocorre que o quadrado da norma
da funcdo de onda fornece a interpretacdo da densidade de probabilidade da particula. Além
disso, define-se nesse espago que o vetor de estado |y) é o autoket do operador A, se a seguinte
relagdo for cumprida: A |y) = A |y), onde A é denominado o autovalor de A e a relagdo descrita
¢ chamada de equacao de autovalor.

Outra propriedade importante de ser estudada, quando se trata sobre fun¢des de onda
€ a probabilidade. Assim, seja P a probabilidade de encontrar uma particula, no conjunto de
bases continuo em I, tal que se esse espago forma um volume 7, entdo existe um elemento
infinitesimal d7 que compde a relagio definida como: dP = C || (y, y|w, w) ||? dt, em que C é
uma constante de normaliza¢do. Dessa forma, sabendo que a probabilidade de encontrar uma

Unica particula ao percorrer todo o espago € 1, entdo tem-se que:

/rdP(?,t) :/ey/*y/dr: 1, (3.1)

onde a constante C se torna 1, por conta da fun¢do de onda normalizada. Com isso, nota-se que
a equacdo que ao ser interpretada como a probabilidade de encontrar a particula sobre o volume

que inclui possiveis estados de sua localizacdo, é encontrada ao calcular || (v, y|w, y)||? ou



28

v*y, na qual é chamada de densidade de probabilidade ou condi¢do de normalizagao.

De acordo com o sexto postulado da Mecanica Quantica, a equacao de Schrodinger é
responsavel por governar as propriedades da evolugdo temporal da fungio de onda y/(y), quando
definido no tempo fixado 7, junto ao operador Hamiltoniana H(¢), no qual estd associado a
energia total do sistema. Com isso, a equacao de Schrodinger segue a definicao da equagdo de
abaixo:

Hy =Ey, (3.2)

onde os resultados das energias em E formam um espectro de autovalores de H, (COHEN-
TANNOUDII et al., 2020). Na Mecanica Classica, definia-se a funcdo Hamiltoniana (.7#°) como
a soma das contribui¢des de energia cinética (7') e de energia potencial (V), no sistema de
particulas. No entanto, ao reescrever a Hamiltoniana para a matematica utilizada na Mecanica
Quantica, transforma-se a funcdo em um operador que atua em uma determinada fun¢do de onda.
p’2
H =—+V(it1) (3.3)
2m
A representacdo da fun¢do 77 como o operador Hamiltoniana, necessita-se da
transformacdo do momentum no operador Momento (P) e ao implementar na equacao (3.3),
tem-se que:
d Jd 0
P=P+P+P=—ih|—+—+—=—]. 34
LRI : (8x+ay+8z) G4

Logo, o operador Hamiltoniana pode ser reescrito da seguinte forma:
hZ
H=——V?4+V(#1), (3.5)
2m
onde V? é o Laplaciano nas coordenadas X, y e z, que opera como a soma das derivadas de
segunda ordem no autovetor na fun¢io y. Como isso, a equagdo (3.2) € reescrita adicionando o
termo ligado a evolug¢do no tempo.

L d
Hy = zha (3.6)

Por fim, ao acoplar as equagdes (3.5) e (3.6), obtém-se a definicio completa da equacao de

Schrodinger.

h2
{__vz +v(m>] v=indy 3.7)
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Essa equacdo € linear e homogénea em Y, ou seja, pelo Principio de Superposic¢ao,
existem solucdes de funcdes de onda para essa equagdo, que podem ser expressas como combi-
nacao linear de solugdes ja conhecidas. A seguir, serd iniciada uma revisao sobre as aplicacdes
dessa equacao para potenciais cldssicos da literatura, a fim de servir como base de comparagdo
para os resultados que serdo encontrados com a implementacdo desses potenciais em uma rede

neural.

3.1 Poco de potencial quadrado e infinito

Um caso elementar sobre a aplicacao da equacdo de Schrédinger € o problema do
poco quadrado infinito, pois sua finalidade € encontrar os estados estaciondrios de uma particula
que estd contida nesse poco potencial quantico. Dessa forma, sabendo que a funcdo potencial
¢ constante e que a largura do pogo é a, tem-se que: V(x) = 0, quando x € (0,a) e V(x) — oo,
quando x € ]0,q[. Além disso, define-se que a func¢do de onda € continua dentro desse intervalo
e € nula na parte que estd fora, garantindo a aplicac¢do das condi¢des de contorno sem efeito de
borda. Com isso, ao reescrever a equagao (3.7) para o caso unidimensional, encontra-se que:
dy

2
+V(x)] w:Enw:EJrk v =0, (3.8)

W od
2m dx?

ao assumir a constante k como y/2mkE, /h2 e resolver a equacdo diferencial subsequente,

encontram-se a func¢do de onda estaciondria normalizada e os subniveis de energia:
2 nmx
V= \/jsen <—> , 3.9)
a a

2.-2%2
h
E,=""T" (3.10)

" 2ma?

Com isso, pode-se encontrar os estados estaciondrios da particula em um pogo
potencial infinito e descrevé-los de forma analitica, utilizando (n) como um ndmero inteiro e

positivo.

3.2 Oscilador Harmonico unidimensional

O oscilador harmdnico simples € um sistema fundamental para o estudo aproximativo

de inimeros problemas mais complexos, pois a sua formulacdo fisica permite que qualquer
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potencial que possua um minimo local, caracterizando um pog¢o potencial, possa ser descrito de
forma aproximativa por um oscilador harménico. Além disso, o estudo de suas propriedades
auxilia na descri¢cdo de movimentos periddicos moleculares, como a vibracido do d&tomo de uma
molécula e a caracterizagdo de particulas idénticas, como os Bdsons.(SAKURAI; NAPOLITANO,
2013)

A oscilagdo caracteristica desse sistema € causada quando uma particula estd imersa
em um potencial, no qual possui um valor minimo, e € atraida para esse valor de forma oscilatério,
chama-se essa referéncia de ponto de equilibrio estavel. Entdo, seja uma particula de massa m,
movendo-se em um potencial V (x) = Kx?/2, no qual possui valor minimo quando x for igual
0. Dessa forma, essa particula vai ser atraida para esse valor, que corresponde a sua posicao de
equilibrio mais estavel, por intermédio da a¢do de uma forga restauradora expressa por —Kx, em

que a constante K é retirada da Lei de Hooke.
o= K/m= K =mw? (3.11)

Para o oscilador harmdnico simples, os autovalores e autovetores da equacao do
movimento podem ser encontrados com a implementagdo de operadores que criam ou destroem
pacotes de energia, pois agora € assumido a transi¢do para maiores ou menores subniveis de
energia. Com isso, essa transicdo da particula para outro subnivel energético somente ocorre
com ganho ou perda de pacotes (quantum) de energia, relacionado com os operadores de criagao
ou de destrui¢do.

Sendo assim, define-se dois operadores ndo-Hermitianos, ou seja, o adjunto opera
de forma diferente que o ndo-adjunto, chamados de operador de criacdo (a") e de destruicio
(a), onde atuam sobre os operadores de posi¢do e de momento que se encontram no observdvel
relacionado a energia do sistema. Além disso, ao aplicar a relacdo de comutacao candnica nesses

operadores, encontra-se que [a,a’] é igual a 1.

v [mo . P
a' = o <X l_ma)> (3.12)
mae P

Os operadores x e P, se relacionam com a energia total do sistema, por meio da

equacgdo que define a fun¢cdo Hamiltoniana cldssica (3.3) aplicada no potencial do oscilador
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harmonico simples, no qual foi mencionado anteriormente.

2

P2 1
H = - Emco2x2 (3.14)

Outro passo que deve ser feito, ao estudar a equagdo do movimento do oscilador
harménico simples, é a definicio de um operador Hermitiano, no qual relaciona a e a' entre si,
chamado de operador niimero (N), que é definido como: N = a'a. Esse operador é aplicado em
uma equagao de autovalor, em que suas componentes de auto-estado sio relacionados a energia de
N, entdo tem-se que: N|n) = n|n). Ao substituir o operador niimero no operador Hamiltoniana e
igualar com o espectro de energia E,, encontra-se os subniveis de energia referentes ao oscilador

harmonico simples:
Hln)=(N+1/2)ho|n) = E, = (n+1/2)ho. (3.15)

Quando n € zero, a equacdo acima resulta no estado fundamental do sistema. Além
disso, ao acoplar as defini¢cdes dos operadores de criacdo e de destrui¢do com a equacao de
autovalor para o operador niimero, obtém-se duas novas relagdes: a|n) = /n|ln—1) e a' |n) =
vn+1|n+ 1), em que nota-se a fung¢do desses operadores na transigéo entre os niveis de energia
n, pois a aplicagdo de a transfere a particula de um nivel n para n — 1, ao contrdrio de a’ que
transfere para n+ 1. Essa transi¢do ocorre com o ganho ou a perda de unidades energéticas /@,
visto que os niveis de energia do oscilador harmonico simples sdo equidistantes.

A equagido de Schrédinger, com a representa¢do em termos de |x) para esse sistema
quantico, fornece como solu¢do um conjunto de autokets |¢) de H. Esses vetores de estado
podem se relacionar com os operadores de criacdo e de destruigcdo, da seguinte forma: a|¢,)
=/n|o._1) ed" |¢,) = V/n+1|¢,1). Dessa maneira, as solucdes para a funcio de onda sio

acopladas entre si, € ndo podem ser expressas de forma independente para cada n.

o Ime? 2 16) = Elo) (3.16)

Com isso, sabe-se que para n igual a zero, o vetor de estado correspondente € |¢yp)
e possui as seguintes relacdes: a|@y) =0e |¢1) = a' |¢y). Da mesma forma, para nigual a 1, o
vetor de estado correspondente é |¢@;), entdo: +v/2|¢,) = a’ |¢;). Logo, expandindo o vetor de

estado |¢,), em funcdo do vetor de estado inicial, tem-se que:
1 1

_ 2
|92) = ﬂa*!am ﬂw) |90) - (3.17)
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Portanto, seja um vetor de estado |¢,_) conhecido e que possa ser normalizado, a

generalizacdo da relag@o entre os autokets de H pode ser reescrita, da seguinte forma:

10n) = cna’ |$n—1), (3.18)
02) = —(a")"|60). (3.19
n:.

onde ¢, é uma constante de normalizag3o.

Ao realizar o célculo da equacéo diferencial envolvida por a|@y) = 0 e relacionar o
operador de criacdo com os operadores de posicao e de momento, a equagdo acima pode ser
reescrita por meio de polindmios de Hermite, solucionando a equacgao de autovalor e encontrando

o resultado para as suas fungdes de onda.

1 n\" 172 mo\ /4 [mo d " _lme2
On(x) = {2%! (%)] () [7*5] ¢ (3:20)

Logo, ao fazer uma simples conversao dos valores de n, encontra-se a fungdo de onda
para o estado fundamental (n = 0) e para o primeiro estado de energia do oscilador harmdnico (n

=1).

mo\ /4 _1me 2
Po(x) = (E> e 2n (3.21)
4 V4 e
o= ()] et (3:22)

Portanto, percebe-se que a funcdo de onda estaciondria no estado fundamental,
depende somente da forma que a funcio exponencial junto ao argumento constante se posiciona,
formando um pico de maximo local. Diferentemente, da funcao de onda para o primeiro estado
de energia, que estd relacionada com o produto da funcdo linear com a fun¢ido exponencial,

criando no gréafico uma oscilagdo, com cristas de maximo de minimo locais.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
4.1 Equacao de Schrodinger por Métodos Computacionais

Nesta secdo, serd discutida a implementagdo computacional da Equagdo de Schro-
dinger, por intermédio de métodos numéricos computacionais, cuja a finalidade € encontrar
resultados que possam ser comparados com as respostas encontradas por meio das Redes Neurais.
Dessa forma, inicia-se o programa com a escolha do problema do poco potencial quadrado
infinito e depois generaliza para um potencial varidvel.

Assim, define-se uma fung¢ao potencial constante, onde as paredes sdo formadas por
valores numéricos muito grandes. Com isso, essa funcdo recebe um conjunto de variaveis x e
retorna os valores constantes 0 ou Vj, definindo a forma do po¢o em um gréafico de representagao,
com largura L. Dessa forma, utiliza-se a funcao “np.vectorize()” para transformar a fun¢do em
um vetor e formar o gréifico desse potencial.

ApOs isso, utiliza-se 0 método numérico de Runge-Kutta (Quarta Ordem) ou RK4,
no qual resolve numericamente equacdes diferenciais, com o intuito de encontrar as fungdes
de onda para uma dada energia E. Com isso, define-se uma varidavel ¢ (x) como a derivada em
relagdo x da funcdo de onda y/(x), tal que a Equacdo de Schrodinger é reescrita da seguinte

forma:
d¢(x) 2m
dx B2

(V(x) = E)w(x). (4.1)

Ademais, define-se um vetor r(x) como sendo a multiplicagdo de ¢(x) e y(x)
aplicada a operagao transposta, tal que: r(x) = [¢(x)y(x)]", e uma fungdo que depende desse
plicada a operaga P Ique: r(x) = [¢(x)y(x)]" fungo que depende d

vetor e da varidvel x. Ao aplicar essas defini¢des na equacgao (4.1), obtém-se as seguintes relacoes:

fr,x) = o (4.2)
Jo(r,x) =ry, (4.3)

2m
fi(r,x) = ?(V(X) — E)ro, (4.4)
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onde fj e f1 sdo os termos da fun¢do vetorial f, que serdo utilizados para multiplicar o parimetro
de passos h. A conceituagdo matematica desse método € mostrada na secido A. Portanto, conclui-
se que a utilizagdo dessa técnica retorna a aproximacgdo das fun¢des de onda para o estado

fundamental, determinada a seguir:

h
Yntl = Y+ g(kl +2ky + 2k3 + kg). 4.5)

O cédigo que define o método de RK4 é uma fungio que trabalha em um intervalo (a,b) com
N pontos, na qual recebe os valores de energias e retorna um vetor ( ou array) dos valores
relacionados a func¢iao de onda, onde pode ser encontrado na se¢do D.

Com a finalidade de encontrar o valor aproximado dos estados de energia fundamen-
tais, utilizou-se o método das secantes, no qual pode ser encontrado na se¢do B. Esse método
computacional é capaz de encontrar as solucdes aproximadas de equacdes diferenciais, ao utilizar
a iteracdo entre pontos fixos, ou seja, pode-se encontrar uma nova solugdo, ao conhecer uma
outra anterior. Dessa forma, ao reestruturar esse método para a equacao de autovalor desejada,
encontra-se a seguinte relacao:

E" — En—l

n+l _ n n
E _E _ll/wl’l_w}’l—l7

(4.6)

onde o termo Y" € encontrado pela aplicagdo do método RK4.

A formulagdo computacional desse método € uma funcio que recebe valores distintos
para o limites das energias, ou seja, o conjunto no qual espera-se que a energia esperada deva
participar. Com isso, ocorre o cdlculo andlogo a equagdo (4.6), e o valor retornado € a energia do
estado fundamental. Sendo assim, os detalhes do cddigo sdo encontrados na secdo E.

Além disso, com o intuito de encontrar a funcdo de onda normalizada, implementa-se
primeiramente o método de integracdo, no qual foi utilizada a Regra de Simpson, que pode
ser encontrada na se¢cao C. Com isso, a formulacdo computacional desse método é definido
como uma funcao que recebe um array, no qual seria o vetor formado pela funcido de onda,
e um parametro de célculo A4, além de retornar outro array do mesmo tamanho do vetor de
entrada. Esse resultado € utilizado em outra implementacao, que de forma andloga ao método
de integrac¢do, retorna um vetor com mesmo tamanho, mas que representa a fun¢do de onda

normalizada. Os detalhes do c6digo s@o encontrados na secao F.
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Com isso, a0 implementar os algoritmos descritos acima na Equagdo de Schrodinger
unidimensional, para o problema do poco potencial quadrado, encontraram-se os seguintes

resultados.

Energia do estado fundamental = 134.28637178133268 =V
Energia encontrada = 134.28637169369185 &V

200000 4
150000 1
=
100000 4
50000 4
= Psi[x)
0 - Wix)

0.6 -04 -02 0.0 0z 04 06 08 10
X 1le—-10

Figura 6 — Visualizacdo da funcdo de onda dentro do poco potencial quadrado infinito, para o
primeiro nivel de energia (n = 1).
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Figura 7 — Visualizagdo da fun¢do potencial para o Oscilador Harmonico Simples (OHS).

Além disso, ao aplicar os métodos para o potencial do oscilador harmoénico simples,
encontrou-se a sua respectiva funcao de onda normalizada. Portanto, nota-se a efici€éncia desses

métodos em descrever de forma numérica das funcdes de onda para os determinados potenciais.
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Figura 8 — Visualizacdo da funcdo de onda para o potencial que representa o Oscilador Harmo-

nico Simples (OHS).

4.2 Implementacio da Rede Neural

Nesta secdo, serd mostrada a implementacao de uma rede neural para a resolucao

aproximada da Equagao de Schrodinger unidimensional, na qual busca encontrar a representagcao

das fung¢des de onda nos estados fundamentais de energia. Para isso, houve a preparagdao do

codigo com a utilizacdo da biblioteca de software TensorFlow, visto que a sua linguagem favorece

a criacdo de modelos que utilizam redes neurais mais complexas. Dessa forma, a simplificacdo e

a modelagem no formalismo dessa biblioteca, por serem de ficil reconhecimento, sdo capazes

de auxiliar na identificagcdo das estruturas de uma rede neural.

# Modelo da Rede Neural

model = tf.keras.models.Sequential([

tf.keras.layers.Dense(256,
tf.keras.layers.Dense(512,
tf.keras.layers.Dense (768,
tf.keras.layers.Dense(512,
tf.keras.layers.Dense(256,

activation="softplus’, input_dim=len{inputs[@])}},
activation="softplus'},
activation="softplus"),
activation="softplus"),
activation="softplus"),

tf.keras.layers.Dense{len{outputs[@]), activation="linear')

1

# Otimizadores e Erro

model .compile(optimizer="adamax’, # otimizador ADAMAX

loss="m=e",

# erro por MSE

metrics=["accuracy'])

Figura 9 — Cédigo de implementa¢do de uma Rede Neural Densa, por meio da biblioteca Tensor-

Flow.

A constru¢ao do modelo de NN foi caraterizada pelo uso da Rede Neural Densa,

a qual € chamada pela funcao “tf.keras.layers.Dense”, e utilizou uma arquitetura simétrica
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em relacdo a camada intermedidria. Com isso, no exemplo de implementacdo da Figura (9),
a primeira e ultima camadas (input layer e output layer) sdo representadas por “input_dim”,
presente na segunda linha de cédigo, e por “len(outputs)”, na quinta linha do programa. Dessa
maneira, esses objetos foram definidas, cada um, com 100 neur6nios, diferentemente das camadas
internas (hidden layer) que seguiram com 256,512,760,512 e 256, respectivamente para hidden
layer 1, hidden layer 2, hidden layer 3, hidden layer 4 e hidden layer 5 . Dessa forma, como foi
visto anteriormente, a escolha de uma Rede Neural Densa faz com que todos os neurdnios de
uma camada se conectem com todas as outras células das camadas adjacentes, fazendo que o
numero de pardmetros de peso aumentem.

Além disso, percebe-se a utilizacdo da mesma funcio de ativacdo em todas as
camadas internas, chamada de func¢do softplus, na qual é uma variacdo da fun¢do ReLu e sua
derivada retorna uma funcao logistica, e a funcdo “linear” na camada de output. O gerador
utilizado na otimizagdo, foi o operador Adam, o qual é um dos mais eficientes para a otimizacao
do gradiente descendente, auxiliando na diminuicao da func¢do custo. Essa fun¢do, definida
por loss, foi definida por meio do Erro Quadratico Médio MSE e, por fim, foram definidas a
quantidade de epochs que a maquina vai utilizar.

Concluida a montagem da Rede Neural, o pr6ximo passo € treinar o modelo para
receber valores de potenciais como amostra e seus estados fundamentais como alvo, a fim de
fazé-la aprender com esses dados e aplicar em um novo conjunto de potenciais. Desse modo,
o objetivo desse novo estagio € gerar potenciais aleatdrios e obter suas respectivas fungdes de
onda. Dessa forma, foi utilizada a funcio “generate_potential()”, na qual recebe dois tipos de
parametros:

* potential type: essa varidvel recebe um texto especifico (string), no qual seleciona o tipo
de potencial que serd formado. O termo step seleciona potenciais do tipo “degrau”; o
termo linear seleciona potenciais do tipo “linear” e o termo fourier seleciona potenciais
do tipo “senoidal”’;
 Caracteristica do potencial: nimero que varia de 0 a 1, e modifica a caracteristica do
potencial, como o nimero de cristas ou o nimero de descontinuidades, aumentando ou
diminuindo a sua complexidade.
Essa funcdo retorna os potenciais gerados de forma aleatéria, os quais sdo utilizados para
encontrar as respectivas fungdes de onda, ao aplicar esses resultados no método numérico de

resolucao da Equacdo de Schrodinger, analisado na subse¢do anterior.
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Portanto, ao encontrar esse conjunto de potenciais aleatérios e fungdes de onda
respectivas, ocorre o treinamento da Rede Neural, a fim de otimizar os weights e bias. Com
1ss0, apOs treinar esses parametros e analisar os insights do modelo, percebe-se que a funcdo
custo minimiza com o aumento do nimero de epochs e que todos os parametros de peso da Rede

Neural foram otimizados.

1eld

Fungao Custo
=
=
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e
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025 4
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000 1, : : : . . ; ;
o 500 1000 1500 2000 2S00 3000 3500 4000
Epochs
Figura 10 — Visualizacdo da funcdo custo em relagdo ao nimero de epochs, para os parametros

treinados.
Dimensdo de Input: 1ee
Model: "sequential 11"
Layer (type) Output Shape Param #
dense_63 (Dense) (Mone, 256) 25856
dense 64 (Dense) (Mone, 512) 131584
dense 65 (Dense) (Mone, 76@) 3189830
dense_66 (Dense) (Mone, 512) 339632
dense_67 (Dense) (Mone, 258) 1313238
dense_B68 (Dense) (Mone, 18@) 25788

Total params: 1,093,388
Trainable params: 1,893,088
MNon-trainable params: @

Figura 11 — Visualizacdo do total de parametros que foram treinados pela Rede Neural Densa,
com 7 camadas totais e 4000 epochs.
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Assim, de forma resumida, inicialmente houve a criacao estrutural da Rede Neural,
com a escolha do tipo de utilizacdo, das func¢des de ativacio e otimizagao, e dos hiper-parametros
(nimero de camadas, nimero de células de ativacao, nimero de epochs). Em seguida, houve
a criacdo de um cddigo para gerar potenciais aleatorios que seriam utilizados no treinamento
da Rede Neural, os quais foram aplicados na resolucao numérica da Equacao de Schrodinger,
com o intuito de encontrar as fun¢des de onda no estado fundamental. Dessa maneira, ao obter o
conjunto de amostras (potenciais) e o conjunto de alvos (fun¢des de onda), treinou-se a Rede
Neural, a fim de minimizar a fun¢do custo e otimizar os pardmetros internos. Nesse aspecto, ao

término do treinamento, houve a fase de teste para diferentes potenciais.

—— Potencial
300000 4 Fungdo de Onda
—— Fungao Prevista
200000 1
100000 -
. 0
—100000 -
—200000 -

—300000 -

—400000 -

5
X 1le-11

Figura 12 — Visualiza¢do de uma funcdo potencial randomica, junto as func¢des de onda encon-
tradas de forma numérica e pelo uso da Rede Neural.
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Figura 13 — Visualizacdo da segunda funcdo potencial randomica, junto as funcdes de onda
encontradas de forma numérica e pelo uso da Rede Neural.
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As Figuras (12) e (13) foram introduzidos por fungdes potenciais mescladas entre os
tipos “degrau” e “linear”, contudo, percebe-se que a funcdo de onda prevista (calculada por NN)

possui uma acuricia boa em relagdo ao resultado calculado de forma numérica.

— Potencial
Funcao de Onda
400000 1 [ | —— Fungao Prevista

200000 1 I|I(\lll'. / |
J| 0 v
v "\ VAVA MY
=200000 1 \i/ H/ _\\j/‘\\\/ \-"‘r J

|

0 1 2 3 4 5
| le-11

Figura 14 — Visualizacdo da terceira funcdo potencial randdmica, junto as fungdes de onda
encontradas de forma numérica e pelo uso da Rede Neural.

400000 4

Além disso, na Figura (14), em que o potencial se expressa como uma fungao
senoidal, a Rede Neural conseguiu convergir os valores previstos para os valores esperados,
garantindo também a minimizacao da funcio custo para esses potenciais.

Com isso, ap0s os resultados encontrados para os potenciais aleatorios acima, foi
implementada a mesma Rede Neural na resolucdo das funcdes de onda para os potenciais
estudados na se¢do 4.1. Dessa maneira, a utilizacao dessa técnica teve o intuito de comparar os
resultados por métodos numéricos e por Redes Neurais, para potenciais previamente conhecidos.

Portanto, os seguintes resultados foram encontrados para esse novo conjunto de potenciais.

250000 -

—

200000 - \

150000 4

=

100000 \
50000 ﬁ;" \
/ —— Fungdo de Onda \"-
ol / Fungio de Onda Prevista »
0 1 2 3 4 5
X le=11

Figura 15 — Visualizacdo da fun¢do de onda para o poco potencial quadrado, na qual foi encon-
trada por métodos computacionais e pela implementacio de Redes Neurais.
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Figura 16 — Visualizacdo da fun¢do de onda para o potencial do oscilador harmonico simples, na
qual foi encontrada por métodos computacionais e pela implementacdo de Redes
Neurais.

4.2.1 Testes da Rede Neural para diferentes fungoes de aplicacdo

Nesta secdo, o trabalho serd voltado para a andlise dos resultados encontrados
por meio da Rede Neural, ao serem aplicadas diversas funcdes de ativacdo. Antes disso, é
valido explicar as diferencas entre as principais fun¢des de ativacdo utilizadas em programas
de Redes Neurais. Dessa forma, a fun¢do mais bdsica € a linear, pois trata-se apenas de um
fator multiplicativo aplicado no valor que a célula recebe, a qual € bastante ttil em problemas de
regressao ou em aplicagdes lineares.

Outra fun¢@o importante € a sigmoide, usada em problemas de regressio logistica e
de classificacdo bindria, a qual seus valores resultam entre 0 e 1. Além disso, cita-se a funcdo
softmax, a qual € uma generalizacdo da func¢ao linear e sigmoide para problemas de classificacao
multi-classes, e geralmente € utilizada nas camadas de saida da rede neural.

Ademais, outras duas funcdes bastante utilizadas no dmbito da programacdo por
Machine Learning sdo as funcdes tanh (tangente hiperbdlica) e ReLLU (rectified linear unit).
Dessa maneira, a funcdo tanh € bastante ttil em problemas nao-lineares, e seus resultados
retornam no intervalo de -1 a 1, caracterizando-se como uma fun¢do centrada em zero, que
calcula em células que receberam valores negativos. Por fim, cita-se a fun¢do ReLU, a qual
retorna valores entre [0, +-oo[ e ndo costuma ser utilizada em camadas de saida por conta dessa
divergéncia. Porém, essa funcio possui um problema, pois o seu formalismo matemaético ndo
recebe valores negativos, implicando na exclusdo da atuacdo de células que possuam esse valor,

ao encontrar o resultado final.
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A funcdo de ativacdo softplus, que foi utilizada na implementacdo da Rede Neural, é
uma generalizacdo da fun¢ao RelLU, e a sua derivada gera uma funcao logistica similar a funcao
sigmoide. Com isso, € criada uma Rede Neural com trés camadas internas e as mesmas funcoes
de ativacdo da Figura (9). No entanto, para esse teste, troca-se a funcdo softplus pela funcdo
sigmoide na primeira camada da hidden layer.

model = tf.keras.models.Sequential([
tf.keras.layers.Dense{256, activation='sigmoid', input_dim=len(inputs[@])).
tf.keras.layers.Dense{512, activation='softplus'),
tf.keras.layers.Dense{256, activation='softplus'),
tf.keras.layers.Dense{len{outputs[@]), activation="linear')

)

Figura 17 — Modelo da Rede Neural Densa, com a func¢io de ativagdo sigmoide na primeira
camada interna.

Dessa forma, o resultado grafico obtido foi comparado com a fun¢do de onda

numérica, junto a funcdo de onda encontrada pelo modelo original.
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Figura 18 — Visualizac¢do da funcdo de onda prevista, por meio da fun¢do sigmoide (cor verde) e
da funcdo softplus (cor laranja), comparada com a fun¢do de onda numérica (cor
azul).

Ap0s isso, ao refazer o mesmo processo de troca nas fungdes de ativacdo, utilizou-se
a funcao softmax também na primeira camada interna, € manteve-se as mesmas fungdes de
ativacdo das camadas posteriores. Portanto, o resultado encontrado na Figura (19) foi comparado
com o modelo original e a funcdo de onda numérica.

O teste com a utilizac@o da fun¢do ReLu ndo foi possivel, pois a sua peculiaridade
de aceitar somente valores positivos fez com que a func@o de onda nao fosse gerada, visto que

haviam células que apresentavam valores negativos. Com isso, a ultima fun¢do de ativacdo
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Figura 19 — Visualizacdo da func¢io de onda prevista, por meio da funcido softmax (cor verde) e
da funcdo softplus (cor laranja), comparada com a funcdo de onda numérica (cor
azul).

testada foi a funcao tanh, mostrada na Figura (20), a qual apresentou uma resposta similar a

Figura (18), pois seu conjunto de imagem complementa o da fun¢do sigmoide.
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Figura 20 — Visualizagdo da funcio de onda prevista, por meio da fungdo tanh (cor verde) e da
funcao softplus (cor laranja), comparada com a fun¢do de onda numérica (cor azul).

Portanto, tendo em vista os resultados encontrados, percebe-se que a funcdo de
ativacao softplus adequou melhor os valores de output com os valores esperados pela funcao de
onda numérica. Dessa forma, a sua escolha € util para transformar a Rede Neural em um modelo
gerador generalizdvel, ou seja, seja capaz de gerar funcdes de onda aproximadas para qualquer

tipo de potencial.
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4.2.2 Testes da Rede Neural para mudangas de hiper-pardmetros

Nesta sec¢do, ocorrerd os testes da Rede Neural para variacdes os hiper-parametros,
com o intuito de discutir acerca dos resultados encontrados. Com isso, houveram mudangas
nas seguintes caracteristicas: quantidades de camadas internas, nimeros de células de ativacao,
quantidade de epochs e tamanho de batch size. Essa tltima propriedades, indica a quantidade de
inputs que serdo fornecidos para cada epoch, visto que se seu valor for definido como 1, entao
todo o conjunto de dados serd fornecido por vez.

Ademais, € valido observar a ndo linearidade entre esses hiper-parametros, ou seja,
nao ha relacdo linear entre o aumento desses aspectos e a eficiéncia do modelo. Dessa maneira,
0 objetivo principal é encontrar um modelo computacional que minimize a fun¢do custo, e tenha

consumos operacional e temporal vidveis para a obtencao dos resultados.

4.2.2.1 Teste 1: Rede Neural para 3 camadas internas

Dessa forma, a primeira fase de teste ocorreu para uma Rede Neural Densa, com as
mesmas funcgdes de ativacdo, fungado custo e otimizadores da Figura (9). Com isso, implementou-
se trés camadas internas, totalizando cinco camadas com entrada e saida. Ademais, essa rede foi
instruida a realizar quinhentas voltas (epochs) com batch size igual a dez, ou seja, cada volta
analisava um décimo do tamanho total de dados de entrada.

Nesse aspecto, cita-se que a quantidade de dados de entrada foram 5990 pontos de
potenciais, gerados de forma aleatdria. Logo, para essa rede, cada epoch analisava 599 potenciais
por vez. Portanto, nota-se que o aumento no valor do batch size diminui o tempo de realizacdo
do problema, mas aumenta o erro entre a previsao e o esperado.

A modelagem da Rede Neural para os aspectos discutidos é mostrada na Figura (21).
Posto isso, houve a andlise da func¢do custo pela quantidade de epochs, e a solugdo das funcdes

de onda para o potencial do po¢o quadrado e para outro potencial aleatorio.
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# Modelo da Rede Neural

model = tf.keras.models.Sequential([
tf.keras.layers.Dense{128, activation='softplus', input dim=len{inputs[2])}},
tf.keras.layers.Dense(358, activation='softplus'),
tf.keras.layers.Dense(1%8, activation='softplus'),
tf.keras.layers.Dense{len{outputs[@]), activation="linear')

1

# Otimizadores e Erro

model.compile(optimizer="adamax", # otimizador ADAMAX
loss="mse", # erro por MSE

metrics=["accuracy'])
# model.summary()

# Namero de epochs
epochs = 568

Figura 21 — Modelo da Rede Neural Densa, com 3 camadas internas, 500 epochs e batch size
igual a 10.
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Figura 22 — Visualizacdo da fun¢do custo, em relacio a quantidade de epochs para a Rede Neural
da Figura (21).

Com o intuito de verificar o fator de generalizacdo do modelo criado, é analisada a
resposta da rede para os potenciais implementados. Com isso, percebe-se que a escolha desses
parametros possui menor consumo operacional e temporal, mas € ineficaz para descrever as

solucdes esperadas.
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Figura 23 — Visualizacdo da funcio de onda encontrada pela Rede Neural (Psi(x)NN), em com-
paracao com a fun¢do numérica (Psi(x)), para o pogo potencial quadrado.
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Figura 24 — Visualizac¢do da fun¢@o de onda encontrada pela Rede Neural, em comparagdao com
a funcao numérica, para o potencial aleatorio.

Ap0s isso, ocorreu outro teste, em que foi mantido o conjunto de hiper-parametros
utilizados no modelo anterior, exceto a quantidade de epochs. Com isso, nessa nova verificagao,
foram utilizadas quatro mil epochs, e a obtencdo dos respectivos resultados estdo a seguir.

Dessa maneira, nota-se que a fun¢do custo dessa nova Rede Neural obteve sua
minimiza¢ao de forma melhorada, em comparagdo com o modelo anterior, pois utilizou um

intervalo de tempo oito vezes maior. Além disso, a representacio das fun¢des de onda para os

mesmos potenciais seguem abaixo.
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Figura 25 — Visualizacdo da fun¢do custo, em relacio a quantidade de epochs para a Rede Neural

com 4000 epochs e 3 camadas.
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Figura 26 — Visualiza¢do da funcio de onda encontrada pela Rede Neural (Psi(x)NN) com 4000
epochs, em comparacdo com a fun¢do numérica (Psi(x)), para o pogo potencial

quadrado.
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Figura 27 — Visualizagdo da funcio de onda encontrada pela Rede Neural com 4000 epochs, em
comparacdo com a fun¢do numérica, para o potencial aleatério.
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Portanto, com a obtencdo desses resultados, constata-se que o aumento no ndmero
de epochs foi eficaz para solugdo da fun¢do de onda para o potencial aleatério. No entanto, a
melhoria do resultado para o pogo potencial quadrado ndo foi expressiva, e o tempo de resolucdo
total da rede foi extenso. Dessa forma, conclui-se que o aumento no ndmero de epochs nao foi o
suficiente para a obtenc¢ao de resultados esperados em um intervalo de tempo vidvel. Com isso,

sdo necessarias mudancas em outros hiper-parametros, a fim de ajustar o resultado encontrado.
4.2.2.2 Teste 2: Rede Neural para 5 camadas internas

A segunda fase de teste consiste com as mesmas fungdes de ativagdo, fun¢ao custo
e otimizadores da Figura (9). Porém, nesse caso, implementou-se cinco camadas internas,
totalizando sete camadas com entrada e saida. Ademais, essa rede foi instruida a realizar
quinhentas voltas (epochs) com batch size igual a vinte, ou seja, cada volta analisava o tamanho
total de dados de entrada dividido por vinte.

O aumento dessa ultima quantidade foi necessdria para diminuir o tempo operacional,
pois o custo temporal para a resolucao dessa rede neural € alto. Dessa forma, houve a anélise da
funcao custo e das solugdes obtidas, tal como nos testes anteriores.
1el0
\.
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Figura 28 — Visualizacdo da fun¢do custo, em relacdo a quantidade de epochs para a Rede Neural
com 5 camadas e 500 epochs.
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Figura 29 — Visualizacao da func¢iao de onda encontrada pela Rede Neural (Psi(x)NN) com 5
camadas e 500 epochs, em comparagdo com a fun¢do numérica (Psi(x)), para o poco
potencial quadrado.
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Figura 30 — Visualiza¢do da funcdo de onda encontrada pela Rede Neural com 5 camadas e 500
epochs, em comparagdo com a fun¢do numérica, para o potencial aleatério.

Com isso, conclui-se que a utilizacdo de uma Rede Neural com cinco camadas nédo
¢ eficaz quando a quantidade de epochs for pequena, visto que a quantidade de parametros
aumenta. Dessa forma, o melhor modelo encontrado para solucionar a equacao de Schrodinger
estd representado na Figura (9), no qual utiliza de uma Rede Neural Densa com cinco camadas
internas e com quatro mil epochs. Portanto, esse modelo possui 6tima generalizagdo, junto a
minimizagdo fungdo custo e custos operacional e temporal vidveis para a resolu¢do em varios

potenciais.
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5 CONCLUSOES

Ao final do trabalho, conclui-se que a utilizagdo de técnicas de Machine Learning é
favoravel para a descoberta de informagdes acerca de solugdes que se tornariam dificeis de serem
encontradas de forma analitica. A partir dessa andlise, o uso crescente das redes neurais foi
induzido pela facilidade de manuseio de suas ferramentas para obter as solucdes, anteriormente
dificultadas pelos métodos tradicionais.

Ademais, na primeira parte do experimento, foram utilizados métodos numéricos
computacionais para calcular as func¢des de onda especificas de cada potencial, e observou-se a
eficiéncia desses métodos ao descrever a energia do estado fundamental, na Figura 6, além da
forma da fun¢do de onda para o potencial do oscilador harmonico simples, na Figura 7. Logo
apos, tais métodos foram utilizados para encontrar as fungdes de onda numéricas para outros
potenciais, com o intuito de comparar com o aprendizado gerado pela rede neural.

Na segunda parte do experimento, houve a implementacio de uma rede neural do tipo
dense, caracterizando um algoritmo de Deep Learning, por conta da alta dimensionalidade dentro
das camadas. Nesse parte do cédigo, foram gerados potenciais aleatérios para um conjunto de
treino, os quais foram aplicados nos métodos numéricos, a fim de obter as respectivas fun¢des de
onda. Dessa forma, o conjunto formado por esses potenciais e funcdes de onda foi utilizado no
treinamento da rede neural.

Ap0s a fase de treino, obteve-se insights sobre os parametros da rede neural, e por
meio do Figura 10, conclui-se que os termos de peso e de viés, junto a escolha do nimero de
epochs, foram eficazes na minimiza¢do da funcao de custo. Por fim, ao testar a rede neural para
diferentes tipos de potenciais, observou-se que os métodos numéricos foram superiores para a
formagdo da fun¢do de onda em comparacdo a rede neural. No entanto, o objetivo principal da
implementacio de uma rede neural ndo € a exatiddo, e sim a possibilidade de generalizacdo do
codigo. Tendo isso em vista, percebe-se que o modelo de NN consegue ser generalizado para a

formacdo da funcdo de onda aproximada.
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APENDICE A - METODO DE RUNGE-KUTTA PARA ORDEM 4 (RK4)

E um método computacional que fornece a solu¢do aproximada no cdlculo de
equacdes diferenciais em um determinado intervalo. Dessa forma, seja a solu¢do de uma equagao
diferencial y(x), entdo define-se uma fungdo f que dependa dos valores de x e de y, e um
parametro h que indica o tamanho dos passos que ocorrera o cdlculo numérico. Além disso,
definem-se as fungdes de dependéncia k;, em que o indice i representa a ordem do método

utilizado. Nesse caso, o indice sera (1,2,3 ¢ 4).

ki = hf(x,y) (A1)
ky=hf(x+h/2,y+k/2) (A2)
ks =hf(x+h/2,y+k/2) (A3)
ks = hf(x+h,y+k3) (A4)

As expressoes acima sao dependentes entre si, pois utilizam do resultado da equagdo
anterior para prosseguir com a aproximagao. O parametro s pode ser expresso como a distancia
entre os pontos inicial e final sobre a quantidade de “passos” dados, e € uma varidvel ajustdvel
no codigo.

Por fim, ao juntar as expressoes de k; por meio de uma combinacio linear e encontrar

as constantes presentes nesse cdlculo, a solu¢do numérica pode ser calculada da seguinte forma:
1
Yt h) = y(0) + e (ki + 2k +2ks +ka). (A.5)

Diferentemente das aproximagdes por série de Taylor, em que deve ser feita a
diferenciacdo da funcao desejada, a aproximagao por RK4 ndo possui essa necessidade, mas

utiliza de um maior trabalho computacional.
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APENDICE B - METODO DAS SECANTES

E um método computacional que também fornece a solucio aproximada no célculo
de equagdes diferenciais ndo lineares, cujo a ideia principal € aproximar a derivada de uma
funcdo pela razdo fundamental utilizada no calculo de limites. Dessa maneira, seja a fungao
diferencidvel f(x) e sua derivada aproximada f'(x):

f(x) = f(x0)

X — X

f(x) =~ (B.1)

para x no limite de xo.
Além disso, define-se no método aproximativo de Newton, que a iteracdo entre

pontos fixos € dado da seguinte forma:
XD = x(0) () (x)y, (B.2)

em que o(x") =1/ (x") e n > 1. Esses pontos fixos sdo o conjunto de valores pertencentes
ao dominio da funcdo a ser aproximada, e com isso pode-se aproximar o resultado de «, por
meio da equagdo (B.1), assim tem-se que:
(n) _ y(n=1)
(n) _ X X
o(x ~ s B.3
o ) ) .

onde ao reescrever o método aproximativo de Newton, obtém-se a equacao que dita a iteracdo

por método de secantes, para valores de n > 2, tal que:

x(n) — _x(nfl)

f) — f(xt=D))

L) )

Fx). (B.4)
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APENDICE C - REGRA DE SIMPSON

E um método que fornece a solucio aproximada no cdlculo de integrais definidas em
um determinado intervalo. Dessa forma, seja uma fungdo F(x) definida em um intervalo [a, b],

tal que:

Flx) = / ), C.1)

em que y,, € o ponto médio entre as coordenadas (a, b) e f(x) é a fung@o que serd aproximada
por um polindmio de grau 2, definida como f*(x). Com isso, utilizam-se o polindémio de
Gregory-Newton e a mudanga de varidvel de x para a dependéncia de um peso ¢, assim tem-se a
formulagdo da func¢@o aproximativa f™(x):

Af(a)
h

(%) =fla)+(x—a) (C2)

onde Af(a) = f(ym) - f(a) e A>f(a) = f(b) - 2f(ym) + f(a). Faz-se entdo, a mudanca de
varidvel x(a) = a+ ah, em que @ pode tomar os valores inteiros (0, 1 e 2), e encontra-se as
seguintes relacdes: x(0) = a; x(1) = yp; x(2) =b e h = (b—a)/2. Além disso, percebe-se
também que ao encontrar a seguinte relacio: (x —a)(x — y,,) = a(a — 1)h?, é possivel substituir
na equacdo (C.2) e encontrar a integral aproximada para a fungio f*(x):(CAMPONOGARA,
2022)

9~ [ W=t arom +10) (©3)

Essa equacdo é chamada de Regra de Simpson Simples.(CAMPONOGARA, 2022)
A construcao da versd@o composta dessa equacio segue 0 mesmo raciocinio, mas
agora implementa-se uma fung¢do chamada de integrador de Simpson (S), na qual € definida

COmo:

UJIE‘

:fs,- Z

j=1 j=1

fx)+4f(j)+ f(xj41)] (C4)

onde y; e hj podem ser reescritos de forma simples, ao trocar a e b, respectivamente por x; €
xjy1. Com isso, o integrador de Simpson utilizado no calculo numérico, de forma expandida,

torna-se:

() = 517 0e0) 47 00) + 2 (02) 4 4F(2) -4 2 ) +4F0n) + Flowia)], (€

em que o indice n € um parametro que pode ser modificado na implementacao do cédigo.
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APENDICE D - CODIFICACAO DO METODO RK4

O anexo a seguir representa a formulagdo do cédigo para o método RK4, com o

intuito de encontrar os valores numéricos da fun¢do de onda para determinada energia.

#Método RK4

#Para encontrar a funcdo de onda, dada uma determinada energia E
def solve(E, a =8, b =1L, N = 1ee8): #

h=(b-a)/N

g.0
1.0

psi
phi

#
#

ETer:

r = np.array([psi, phi], fleat) #

¥_points = np.arange(a, b, h) #

psi points =

[

]

ETY

# Inicializacao do Método RK4
for x in x_points:
psi_points.append(r[@])
f(r, x, E)
+ 8.5 * ki, x + 8.5 * h, E)
+ 8.5 * k2, x + 8.5 * h, E)

ki =h *
k2 = h *
k3 = h *
kda = h *
ro+= (kl

+ - -h h

(
(
(
(

r
r
r
2

+ k3, x + h, E)

a, b: inicio e fim do conjunto de pontos
N: ndmeros de pontos dentro do conjunmto (a,b)
h: parametro gque dita o tamanho dos passos

condicao inicial para psi
condicdo inicial para psi
definicdo do wvetor r

pontos de x expressos no grafico
array dos pontos de psi

* k2 +2 *k3 +ka4) /6

¥x_points = np.append(x_points, b) # redimensiona os wvalores de ﬂ
psi _points.append({r[8]) #

adiciona os resultados em psi

return ¥ _points, np.array(psi_points), r[@]

Figura 31 — Visualizagdo do cddigo utilizado na formulacdo do método RK4.
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APENDICE E - CODIFICACAO DO METODO DAS SECANTES

O anexo a seguir representa a formulagdo do cédigo para o método das secantes,

com o intuito de encontrar o autovalor aproximado da energia no estado fundamental.

# Método das Secantes

# Finalidade: Encontrar os autovalores da energia no estado fundamental

def find_energy_eigenvalue(El, E2): # E1, E2: conjunto inicial (E1, E2)
psi2z = solve(El)[2] # Func3o de onda para energia El
epsilon = e / 18880 # Parametro para o "loop”

# C3lculo para encontrar a autovalor da energia
while abs{E1 - E2) > epsilon:
psil, psi2 = psi2, solve(E2)[2] # Transformacido da Funcio de onda para energia E2
El, E2 = E2, E2 - psi2 * (E2 - E1) / (psi2 - psil) # Transformacdo de E2

return E2
Figura 32 — Visualizacao do cédigo utilizado na formulag¢do do método das secantes.
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APENDICE F - CODIFICACAO DA NORMALIZACAO DAS AUTOFUNCOES

O anexo a seguir representa a formulacdo do codigo para a Regra de Simpson e para

a normalizacdo da funcdo de onda, com o intuito de encontrar a funcdo de onda normalizada.

# Método de Integracio

# Regra de Simpson

def integrate(arr, h): # arr: "array”, h
N = len{arr)

# Calculo de integracdo

return 1/3 * h * (arr[B8] + arr[N - 1] +

: parametro de calculo
# N: ndmero igual ao tamanho do "array” de entrada

4 * sum{[arr[2*k - 1] for k in range(l, int(N/2) + 1)]) +
2 * sum([arr[2*k] for k in range(l, int(N/2))}]))

# Normalizacdo da funcdoc de onda
def normalize(psi points):
return 1/math.sqri(integrate([psi ** 2 for psi in psi_points],
L / len{psi_points))) * np.array(psi_points)

Figura 33 — Visualiza¢@o do cédigo utilizado na formulacdo do método de integracdo.
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