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“O estudo profundo da natureza é a fonte
mais rica de descobertas matematicas”

(Jean Baptiste Joseph Fourier)



RESUMO

A equacéo da conducao do calor € uma Equacéao Diferencial Parcial (EDP) que deduz
o comportamento do fendmeno de propagacao do calor em processo de difusdo em
sélidos, de modo que, por meio dela, torna-se possivel aferir a variacdo da
temperatura em diferentes posi¢des do soélido, em funcéo da variacdo do tempo de
difus@o do calor. Além da objetividade de modelar o fenébmeno de difusdo do calor,
esta equacao também tem bastante influéncia em outros campos da ciéncia, sendo
também utilizada na matematica, na estatistica, na mecéanica, engenharia civil, etc.
O presente trabalho busca abordar a equacéo da conducédo do calor homogénea e a
deduzir a partir dos estudos sintetizados inicialmente por Jean Baptiste Joseph
Fourier. Além das devidas deducbes da equacdo e exemplificacdo de aplicacdo da
mesma, sera demonstrado também o método de obtencdo da solucao classica da
equacdo da conducédo do calor homogéneo unidimensional através do método de
Separacdo de Variaveis, para as condicdes de contorno de Dirichlet, com
temperaturas fixas nas extremidades e para as condi¢cdes de contorno de Neumann,

com derivadas do fluxo de calor fixas nas extremidades.

Palavras-chaves: Equacédo do calor, Lei de Fourier, Separacdo de Variaveis.



ABSTRACT

The heat conduction equation is a Partial Differential Equation (PDE) that deduces the
behavior of the heat propagation phenomenon in the process of diffusion in solids, so
that, through it, it is possible to measure the temperature variation in different positions
of the solid, depending on the variation of the heat diffusion time. In addition to the
objectivity of modeling the phenomenon of heat diffusion, this equation also has a lot
of influence in other fields of science, being also used in mathematics, statistics,
mechanics, civil engineering, etc. The present work seeks to approach the equation of
homogeneous heat conduction and to deduce from the studies synthesized initially by
Jean Baptiste Joseph Fourier. In addition to the appropriate deductions from the
equation and exemplification of its application, the method of obtaining the classic
solution of the one-dimensional homogeneous heat conduction equation through the
Variable Separation method will also be demonstrated for the Dirichlet boundary
conditions, with fixed temperatures at the ends and for the Neumann boundary

conditions, with heat flow derivatives fixed at the ends.

Keywords: Heat equation, Fourier's Law, Separation of Variables.
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1 INTRODUCAO

Este é um trabalho de revisédo e incremento bibliografico acerca da equacao
da conducéo do calor. O objetivo geral deste trabalho é alimentar o acervo cientifico
acerca desta derivada parcial muito conhecida e colaborar com a compreenséao e
aplicacdo da mesma. Especificamente, objetiva-se neste trabalho abordar e discorrer
brevemente sobre a equacdo da conducdo homogénea do calor em suas formas
unidimensional e tridimensional, a fim de que seja compreendida sua formulacao,

resolucao e aplicacéo.

Motivado pela sua necessidade tanto no campo da matemética e da fisica
como também em aplicacBes praticas e em tecnologias, notou-se a necessidade de
explanacédo acerca desta equacao derivada parcial que, assim como outras EDPs,

descreve fenbmenos importantes da natureza.

Na ocasido deste trabalho, o fenbmeno a ser tomado como objeto de
estudo € o calor e especificamente a sua dinAmica de propagacdo em corpos com a

variacédo do tempo.

No capitulo 2 sera feita uma reviséo da literatura a respeito de assuntos
que precedem e que, em funcdo disto, estruturam a compreensao a respeito da
equacao e a ser abordada posteriormente. No capitulo 3 busca-se contextualizar
historicamente a equacdo da propagacao do calor, discorrendo sobre os fisicos e
pensadores da época, o foco sera dado a Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830),
sua busca e suas tentativas e progressos na formulacdo da equacéo do calor. O
capitulo 4 é destinado a deducéo das equacdes de conducao do calor unidimensional,
Uy = @ Uy, € tridimensional, u, = a(uy - uyy - u,,). Os métodos resolutivos da
equacado homogénea do calor unidimensional através do método de separacdo de
variaveis, bem como as condicbes de contorno mais empregadas, condi¢cbes de
contorno de Dirichlet e de Neumann, seréo abordados no Capitulo 5. O capitulo 6 dara
alguns exemplos de aplicagbes desta equacgédo diferencial parcial e, por fim, o capitulo

7 conclui o trabalho e d& perspectivas de abordagens futuras.
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2 ESTUDO INICIAL

Este capitulo é destinado a mostrar e recordar alguns conceitos e equacdes
gue servirdo como base para 0 que sera apresentado posteriormente, ou seja, sera
feito um estudo preliminar de conceitos que sao pré requisitos para a compreensao

da Equacao do Calor.

2.1 Defini¢cbes preliminares

2.1.1 Condutividade térmica

A condutividade térmica é uma caracteristica especifica de cada material e
caracteriza a capacidade do mesmo de transferir calor através da sua extenséo, ou
seja, materiais com alta condutividade térmica conduzem a energia térmica mais
rapidamente do que materiais com baixa condutividade.

Em um material isolado, a condutividade K pode ser quantificada pela
quantidade de calor Q transmitido através de uma espessura L, numa direcdo normal
a superficie de area A, devido a uma variacdo de temperatura Au, como descrita na

equacao:

AQ L

K= " —_—
A-Au Au

2.1.2 Equagao Fundamental da Calorimetria

A propriedade do calor especifico (¢,) € definida como a quantidade de
energia térmica necessaria para que uma unidade de massa de um material sofra
variacdo de uma unidade na sua temperatura.

A propriedade da capacidade térmica (C) € definida como a quantidade de
enrgia térmica necessaria para que um corpo sofra variacdo de uma unidade na sua
temperatura, assim sendo, a capacidade térmica € diretamente proporcional ao calor

especifico e é definida por

C=m-c,
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Ambas as propriedades acima sao formalmente apresentadas com a
férmula da Equacédo Fundamental da Calorimetria

Q=m-c, -Au

onde Q € a quantidade de calor necesséaria, m € a massa do corpo e Au é a variacao

da temperatura no corpo.
2.1.3 Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs)

Uma EDP de ordem m > 0 é uma equacdo envolvendo uma funcédo u
desconhecida e de n variaveis, com n =2 2 , donde m é a maior ordem das derivadas
parciais de u, ou seja, pode ser deduzida em uma igualdade do tipo:

) ou  Ou 0%u  0%u 6mu) _ o
"0xy" '0xp 0x2'0x,0x,  Ox}

F<x1,---,xn,

2.1.4 Lei de Fourier

Supondo um cilindro de material homogéneo isolado na superficie lateral,
de diametro suficientemente pequeno em relacdo ao seu comprimento, de modo que
0 aquecimento se da somente no sentido axial, ou seja, pelas extremidades do
cilindro.

Considerando A a area da secdao transversal desse cilindro, a temperatura
€ constante na area de uma secéo e varia de acordo com a posi¢ao da secao na barra
em decorréncia dos fendbmenos de propagacéo do calor. Tomando duas sec¢des, uma
secao de posicao x e outra de posicdo x + Ax, de areas A, adjacentes no cilindro, de
temperaturas constantes u(x,t) e u(Ax,t) e distdncia Ax entre as elas, pela Lei de
Fourier do resfriamento, a quantidade de calor Q transferida da secdo de maior

temperatura para a secdo de menor temperatura, é dada por

2 |lu(Ax, t) — u(x,t)|
Ax

Q=K

sendo K a constante de condutividade térmica do material do cilindro.



16

2.1.5 Equacao do fluxo de calor

A partir da Lei de Fourier, considerando ainda as sec¢des anteriores de
posicdo x e x + Ax, sejam estas sec¢des suficientemente proximas uma da outra, ou
seja, com Ax tendendo a zero, tem-se assim a transmissao instantanea, chamada de
fluxo, de uma quantidade q de calor na posi¢cdo x no cilindro e no instante t, em
resumo, q(x, t). Entdo, o fluxo sera

|lu(Ax, t) — u(x,t)| _ k.4 lim |lu(Ax, t) — u(x,t)|

Ax Ax—0 Ax

qlx,t) = Al)l(r_r)lo —-K-A

Resolvendo a equacao acima, obtém-se a equacéao geral de fluxo do calor

du(x,t)

q(x,t) =—-K-A %

Nota: admite-se o simbolo de subtracdo pois o fluxo do calor da-se da
posicdo de maior para a menor temperatura, no sentido de diminuicdo da

mesma.
2.1.6 Principio da Superposicédo Generalizado

Se os termos de uma sequéncia {u, };° sdo solu¢des da equacéo diferencial
linear homogénea: L[u] = 0 (ordinaria ou derivadas parciais), entdo a série Y u,
também é solucdo da equacao, caso o calculo das derivadas de u, que aparecem na
equacdao, possa ser feito mediante derivagdo termo a termo na série
2.2 Teoremas essenciais

Esta secdo destina-se a organizar e expor teoremas e resolugdes
matematicas que serdo utilizadas no desenvolver das deducdes das equagles

seguintes.

Teorema 2.2.1
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Seja f:A c R> » R uma fungéo definida em B((xo,y,),7) tal que f, f, fey
também estejam definidas em B((xq, yo),7).

Sabendo que, além do supracitado, ha a regido definida em (xg,v,),
entao:

fxy (xO' yO) = fyx(xO' yO)

Embora o teorema que foi citado acima se refira somente a igualdade das
derivadas parciais de segunda ordem mistas de uma funcéo real de duas variaveis,
este pode ser estendido para fung¢des do tipo f: A € R™ — R com m 2 3, desde que as
hipéteses sejam analogamente formuladas.

Além disso, o teorema pode ser aplicado a fim de que sejam obtidas
igualdades de derivadas parciais de ordem superior a dois. Assim sendo, tem-se que
afuncdo f: A c R™ — R com m > 3 tem derivadas parciais de ordem suficientemente

altas e assim vale, por exemplo, as igualdades:

02f 8 f 9 9 Y 9'f
0xdy 0dydx '0xdydx 0ydx®’ 9xdz?0y 0z0x0zdy

Teorema 2.2.2

Sejam f(x) e f,(x),com(n=1,2,3,..) fungbes continuas por partes
definidas em um intervalo ndo vazio I € R. Supondo que para cada x, exista f(x) =
lim f,,(x). Assuma ainda que existe uma funcédo g(x) 2 0 continua por partes tal que

|f,(x)| < g(x), e aintegral de g(x) no intervalo I € finita. Assim sendo, tem-se que:

im [ fidx = [ lim fu0dx = [ feodx.
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3 HISTORICO DA EQUACAO

Com o intuito de compreender as teorias que antecedem a equacao da
difusdo do calor e da sua formacdo como ela nos é apresentada hoje, tanto sera
realizada uma abordagem histérica, ou seja, buscar compreender as equacdes e
formulacdes anteriores que compuseram e moldaram por fim a equacdo do calor na

forma atual, como também sera abordado suncitamente o contexto da época.

3.1 Uma breve contextualizacao

Durante o século XVIII, com a construcdo e uso constante de maquinas
térmicas, notou-se a necessidade de voltarem os olhares para a compreensao dos
fendmenos relacionados a temperatura e com isso, houve a intensificacdo dos

estudos fisico-mecéanico do comportamento do calor.

Neste contexto, a mecanica teve alta divulgacdo e ganhos com o
paradigma newtoniano, a matematica estava formalizada e em evolucao a partir das
contribui¢des varios pensadores, como Euler e Lagrange, e a termodinamica, dada a
nova necessidade com a disseminacdo das maquinas térmicas, estava em
desenvolvimento e em busca de novas teorias, com fortes contribuicdes de Joule,

Carnot e Thomson.

Ainda neste periodo, alguns estudiosos voltaram suas atencdes para o
estudo do comportamento da temperatura, mas com especificidade na compreenséo
dos fendmenos da transmissdo por disfusdo do calor em corpos. Dentre tais
estudiosos, sera dada énfase a Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), que
aperfeicoou os conhecimentos sobre a difusdo do calor, estruturou as nocdes
matematicas e apresentou uma deducao inicial da equagdo da conducdo do calor

como ela é formulada nos tempos atuais.

Durante o estudo e o desenvolvimento das conjecturas e formulas iniciais

gue com o tempo e aperfeicoamento moldaram a atual equacédo da conducéo do calor,
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Fourier contou com outras teorias e pensamentos de fisicos e matematicos, tais como
a lei do resfriamento de Isaac Newton, publicacdes de Jean Baptiste Biot sobre o

fendmeno de transferéncia do calor, dentre outros estudos da época.

O estudo teorico do desenvolvimento da equacdo da conducao do calor
elaborada por Fourier, com suas conjecturas e formulacbes que antecederam a
equacao do calor, nos permite compreender quais as problematicas vividas durante a
compreensao e deducéo da conducéo do calor em meios lineares ou tridimensionais
e assim, compreender os fendmenos da transmisséo do calor, bem como as suas

aplicacoes.

3.2 Formulagfes antecedentes da equacédo da conducéao do calor

Antes de se alcancar a notacdo atual que descreve a equacdo da
propagacédo do calor, Joseph Fourier admitiu inUmeras concepc¢des e tentativas de
obtencéo de uma formulagéo para a difusdo do calor, com suas respectivas falhas ou
limitacOes.

A primeira tentativa de Fourier de explicar a propagacéo do calor,
embasada na teoria das cordas vibrantes, foi de arranjar um nimero finito de corpos
discretos em linha reta e analisar a propagacéo do calor neles, de modo que pudesse
se analisar como as temperaturas eram distribuidas em funcdo do tempo e, a partir
disso, desenvolver uma lei matematica que demonstrasse. O fisico ndo deu
continuidade a tal primeira tentativa por ndo obter a solucdo matematica que buscava.

Apoiado em publicacbes de Jean Baptiste Biot sobre o estudo dos
fendmenos de distribuicdo de temperatura, Fourier retomou sua busca por uma
solucdo matematica para a difuséo do calor, desta vez, utilizou-se de uma barra linear
de ferro que fora aquecida em uma de suas extremidades. Apoiado na lei do
resfriamento de Newton e na utilizacdo de diferentes coeficientes de condutividade
para as diferentes difusdes, internas e externas a barra, o fisico analisou a troca de
calor de cada sec¢do da barra, tanto com as sec¢des adjacentes como com 0 meio e

conjecturou a equacao como sendo
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onde x é a largura de uma referida secédo; Ko?u expressava a quantidade de calor
absorvido por uma secao, donde K é o coeficiente de condutividade interno e du a
diferenca de temperatura entre duas secOes adjacentes; hu demonstrava a
quantidade de calor perdida para o ambiente, onde h é o coeficiente de condutividade

externa e u a diferenca entra as temperaturas da secdo e o ambiente.

Entretanto, no que diz respeito a equacdo anteriormente citada, notou-se
uma implicacdo que haveria de ser contornada: o diferencial da variavel u era de

segunda ordem, enquanto que o diferencial da variavel x era de primeira ordem. Tal
. . ~ . . . . K .
implicag&o foi posteriormente contornada por Fourier substituindo K por o5 Visto que,

quanto menor for a largura da sec¢éo, mais facilmente o calor fluira internamente. A
partir disto, fez a seguinte modificagdo tornando a equagdo homogénea e livrando-se

da implicacao anterior:

K azu—h :Kazu—h :Kazu hu=0
ox O0x U ox2 U O0x? u=

Tal formulagcdo de Fourier aborda a propagacdo da temperatura
unidirecionalmente nas sec¢des de uma barra, mas em seu estado estacionario, ou
seja, a distribuicdo da temperatura em funcdo unicamente da posicdo da secdo na
barra, levando em consideracdo somente o movimento do calor na barra, sem levar

em consideracao o tempo decorrido da propagacao.

Tempos depois, motivado pela necessidade de ampliacdo da equacao de
modo que ndo mais fosse aplicada somente no estado estacionario, mas sim com a
extensado para o estado variavel, estado este, em que a temperatura é dada em funcao
tanto da posicdo da secdo na barra, como também em funcdo do tempo t,
equacionando assim
ou 0%u

E=Kﬁ—hu.
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Para dar continuidade as experimentacdes e conjecturas, utilizou o
raciocinio que aplicou a barra de maneira unidirecional e o aplicou em modelos solidos
considerando suas trés dimensdes, estendendo assim, a equacgao anterior para a

seguinte forma tridimensional da mesma equacéao:

6u_K 62u+62u+62u L
ot "\axz Tay2 " 92) T ™

onde x, y e z referem-se aos eixos do objeto em trés dimensoes.

Embora grande fosse o avanco para a compreensdo do fenébmeno de
propagacdo do calor e formulacdo de uma equacdo do mesmo obtido por Joseph
Fourier com a equacéo diferencial parcial de distribuicdo da temperatura no estado
variavel apresentada acima, ainda havia equivocos nas duas equacoes,
unidimensional e tridimensional, que deveriam ser sanados futuramente, equivocos
do tipo: a ndo consideracédo da densidade e do calor especifico do material sob efeito
da temperatura e presenca do termo hu, que se refere ao calor cedido para o
ambiente. Quanto a esta perda para o meio, embora obviamente exista, a difuséo de
calor para o ambiente se da de maneira diferente em corpos lineares e volumétricos,

bem como, também depende das respectivas condutividades.
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4 AS EQUACOES DO CALOR

Neste capitulo sera apresentada a equacao do calor na sua forma correta
e finalizada anos depois por Joseph Fourier que a publicou em sua obra entitulada

Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria Analitica do Calor).

4.1 Equacéao do calor linear

Para a deducéo da equacéo do calor linear, serd utilizado como referéncia
o livro Elementary Differential Equation.
Analisando uma barra cilindrica de material homogéneo e delimitando na

mesma duas secdes de sua area, como mostrada na figura:

X x+ Ax

Fonte: Adaptado de (BOYCE; DIPRIMA, 2012)

Considerando que sua extremidade esquerda tem temperatura maior que
a extremidade direita, isso €, a propagacao se da da esquerda para a direita.

Dai, considerando a delimitacdo na barra dada pelas se¢cbes x e x + Ax, a
quantidade Q@ de calor absorvido por essa delimitacdo na barra, pode ser
compreendida como a subtracdo da quantidade g(x, t) de calor que flui pela secédo x
(calor recebido) menos a quantidade g(x + Ax, t) de calor que flui pela secdo x + Ax

(calor perdido, ou seja,

Q= q(x,t)—q(x+ Ax,t)

A partir da Lei de Fourier e da Equacédo do Fluxo de calor, sabe-se que:
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ou(x,t) A ou(x + Ax, t)

qlx,t) =—-K-A % ; q(x + Ax,t) = —K - e

Aplicando as equacdes acima no calor Q absorvido,

Q = q(x,t) —q(x + Ax, t)

_ k.4 ou(x,t) KA Ju(x + Ax, t)
0= dx ox
ou(x + Ax, t) ou(x,t)
C=K A—F KA

B ou(x + Ax,t) du(x,t)
q K'A< ox T ox )

Como o que interessa € o estado variavel em funcéo da variacdo do tempo,
para a quantidade Q total de calor absorvido em uma variacdo de tempo At, basta

fazer o produto

0-At = K.A.At<6u(x+Ax,t)_au(x,t)>

dx 0x

Pela equacdo fundamental da calorimetria, a quantidade de calor Q - At

recebida em um intervalo de tempo At, pode ser expressa como
Q-At=m-¢,-Au

Q- At Q- At
> Au=—""—"7-——
m- ¢, A-Ax-p-c,

sendo p a densidade do material do cilindro, ¢, 0 seu calor especifico e Au
a variacao da temperatura.
Dai, tem-se que a variacdo Au da temperatura pode ser escrita como a

diferenca



Au = u(x + Ax, t + At) —u(x + Ax, t)

Ent&o, pode-se notar da seguinte forma:

Q- At Q- At

Au = u(x + Ax,t + At) —u(x + Ax, t) =

Q- At =[u(x + Ax,t+ At) —u(x+ Ax,t)]JA-Ax - p - ¢,

Ora, retomando a equacao anterior,

At = KA. At ou(x + Ax,t) du(x,t)
q B dx 0x

tendo o termo Q - At em igualdade, pode-se entdo deduzir que

Q-At=0Q-At

:A-Ax-p-ce A-Ax-p-c,

ou(x + Ax,t) du(x,t)

[u(x + Ax, t+ At) —u(x + Ax,t)]JA - Ax - p - ¢, =K-A-At< e
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Por fim, ao considerar esta Ultima equacédo, a dividindo-a por Ax - At e

analisando o limite da mesma quando Ax tende a 0 e At tende a zero, entao

ou K 0%u
ot p-c, 0x2

Sendo esta finalmente a equacgao da conduc¢ao do calor linear, ou equagéao

de condutividade térmica, a densidade e o calor especifico do material.

da difusao do calor unidimensional, onde, K, p e ¢, Séo, respectivamente, a constante

Além da forma supracitada, a equacao da conducédo do calor também pode

ser dada na forma

U = A * Uyy
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Sendo

7 7

O termo a, é chamado de difusividade térmica e € uma constante na
equacao que depende unicamente do material do cilindro, visto que o termo a é dado
pelo quociente da condutividade térmica do material, pelo produto da densidade e o

calor especifico do mesmo material.

4.2 Equacéo do calor em sdlidos tridimensionais

Na secédo anterior, ao analisar o comportamento da temperatura em uma
barra cilindrica de espessura desprezivel em relacdo ao seu comprimento, foi
realizado o desenvolvimento da equacédo do calor na sua forma unidimensional,
considerando somente a propagacdo no eixox, ou seja, a difusdo do calor no
comprimento do material.

Nesta secdo, sera desenvolvida a equacdo da propagacdo do calor em
sélidos tridimensionais, isto é, a equacéo que define a difusdo do calor nos eixos x, y
e z de um sdlido.

Para o desenvolvimento e deduc¢éo da equacéo difusiva do calor em sélidos
tridimensionais, sera utilizada como referéncia a obra Théorie Analytique de la
Chaleur, de Joseph Fourier.

Considere inicialmente um sélido s em processo de difusao de calor. Deste
solido, seja destacada uma molécula m na forma de um cubo perfeito, de material
homogéneo, de dimensdes infinitesimais e que, por ser parte de s, evidentemente
também esta em processo de difusédo de calor. Na origem o deste cubo, sdo dados os
eixos de coordenadas x, y e z e sdo dadas por dx, dy e dz as distancias das laterais

do mesmo. Tal descrigdo esta figurada na imagem a seguir:
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q24d:

Qy4dx

Nota: denomina-se por x, y e z as faces que passam pelo ponto de origem
(0) e por x +dx, y + dy e z + dz as faces respectivamente opostas aquelas

gue passam pela origem.

Neste sdélido cubico m, em todas as trés dimensdes, o sentido do fluxo do
calor se da das faces x, y e z, para as faces x + dx, y + dy e z + dz, isto é, o calor em
m é recebido pelas faces x, y e z e € cedido pelas faces x + dx, y + dy e z + dz.

A representacdo do fluxo de calor é dada pela variavel g, donde q, é a
quantidade de calor recebida pela face x e q,.4, € @ quantidade de calor cedida pela
face x + dx. O mesmo vale para q, e q, como a quantidade de calor recebida por
estas faces e para q,.q, € q,+4, COMO a quantidade de calor perdida pelo cubo por
estas respectivas faces.

Tal como na sec¢éo anterior, a quantidade Q total de calor absorvida pode
ser obtida ao subtrair a quantidade total de calor recebida pelas faces x, y e z, da

guantidade total de calor cedida pelas faces x + dx, y + dy e z + dz. Ou seja, sendo

rec = qx T 4y T 4,

Aced = Qx+dx T Qy+dy T Qz+dz

Entdo, o calor total Q absorvido sera
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Q=qyx+ dy +q; — (Ax+ax + Qy+dy + qz+4z)

Q = Grec — Gcea

Dai, deve-se analisar individualmente a quantidade de calor recebida e
cedida por cada face da molécula.

Inicialmente, para calcular o calor recebido:

Pela Lei de Fourier e pela equacao do fluxo de calor, a quantidade g, de

calor recebida pela face x em um intervalo dt de tempo € dada por
du
qx = —K-dy-dz-adt

Note que o produto das distancias dy -dz equivale a area da face «x,
satisfazendo a equacéo do fluxo de Fourier.
Agora, de maneira analoga, as quantidades de calor recebidas pelas faces

y € z n0 mesmo intervalo de tempo séo respectivamente equivalentes a

du
qyz—K-dx‘dz-@dt

du
qZ=—K-dx-dy-Edt

Desta forma, a quantidade total g,.. de calor recebida por esta molécula

em um intervalo de tempo dt é

= kedy-drPar—kode-dr-Par—k-dedy - Pa
Qrec = y-az dx X-az dy X -ay 1zt

Para a quantidade de calor perdida pela face g,.4r €M um intervalo de

tempo dt, ainda pela Lei de Fourier e com a equacéo do fluxo de calor,

du du
qx+dx=—K-dy-dz-adt—l(-dy-dz-d<a>dt.
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Analogamente, as quantidades de calor cedidas respectivamente pelas

faces qy4q4y € ;14 €quivalem a

du du
qy+dy:_K'dx‘dZ'@dt—K-dx-dZ.d<E>dt

du

Qz+dz = —K -dx - dy - dz

dt —K - dx - d d(du>dt
X y dZ .

A quantidade q..4 de calor cedida pelo cubo, em um intervalo dt de tempo

equivale a

du du du
qced=—K-dy-dz-adt—l{-dy-dz-d<a>dt—1{-dx-dz-@dt—l{-dx-dz
du du du
-d(a)dt—l(-dx-dy-Edt—K-dx-dy-d<E)dt.

Por fim, o calor total Q absorvido pela molécula m se d& subtraindo o calor

cedido do calor recebido.
Apos as devidas anulacdes dos termos opostos ha subtracéo,

—K-dy-d d(du)dt+l(d d d(du)dt—i-l(d d d(du)dt
Q=K-dy-dz-d{z X142 e gy XA\

Q=K-de-dy-dz L2448, T8
] . X . VAR .

Y dx? " dy? " dz?

Dai, de posse do calor total, para dar-se a variagdo da temperatura Au,
deve-se dividir o valor do calor total pela capacidade térmica C da molécula cubica em
guestédo, entéo,

Q

Au =—

C
Nos termos da molécula em questdo, a capacidade térmica pode ser

definida da seguinte forma:
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V=dx-dy-dz

m=p-dx-dy-dz

C=p-dx-dy-dz-c,.

Entdo, sendo

CK.de.dy.dg. (DR 00w 000
CQ=K-dx-dy-dz-|\55+55: 15,

C=p-dx-dy-dz-c,

A equacao de conducdo do calor em sodlidos tridimensionais pode ser
deduzida por

Q
Ay ==
Y=

0%u  0%u  9%u
Au_K-dx-dy-dz-(axz + 50 +azz>dt

p-dx-dy-dz-c,

0%u  0%u  9%u
u k(g + a2t )
ot p-C,

ou K 62u+62u+62u
ot p-c,\0x2  0dy? 0z2

onde, K, p e ¢, sdo, respectivamente, a constante de condutividade térmica, a
densidade e o calor especifico do material.
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Esta é a equacdo final denominada por Joseph Fourier como a Equacgéo
geral da propagacéo do calor nos solidos.

Esta equacao também é comumente descrita na forma

U = a(uxx Uy -uZZ).
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5 RESOLUCOES DA EQUACAO

Dado no capitulo anterior a devida deducéo e formulacdo da equacéo da
conducéao do calor, o objetivo deste capitulo sera discorrer a respeito do método mais
comum de resolugdo da equacdo na sua forma homogénea e, além disto, serdo
mostrados os tipos de condi¢cdes de contorno que sao requeridos para a resolucao

desta equacéo diferencial parcial.
5.1 Denotagédo da equacgéo do calor unidimensional

No que diz respeito a equacédo da conducéo do calor linear homogénea,

pode-se denoté-la das seguintes formas:

ou(x,t)  0%*u(xt)
ot ¢ axz

Ou

Up = A Uy

Sendo u(x, t) a temperatura na posi¢gdo x no instante t, com x € [0,L] e 0
tempo t = 0, onde L corresponde ao comprimento da barra.
Para resolver tal tipo de equacao diferencial parcial sera utilizado o método

de Separacao de Variaveis.
5.2 Método de Separacao De Variaveis

Em termos gerais, o0 método de Separacdo de Variaveis consiste em
utilizar-se métodos algébricos que nos permitam reescrever a equacao diferencial
parcial de tal modo que as variaveis distintas estejam em lados distintos da igualdade
da equacao.

Dada a equacao diferencial parcial da conducao do calor como denotada

na secao anterior

ou(x,t) 0%u(x,t)
ac 5T axz
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O método algébrico para separacdo das variaveis da mesma sera admitir

que a solucéo dela é da forma
u(x, t) = X(x)T(t).
Substituindo esta solucdo na equacao do calor,

IX()T() .02(X(x)T(t))
ac ¢ 9x2

No primeiro membro da igualdade acima, X(x) é constante na derivada em
relagdo a t. Analogamente, no segundo membro da igualdade, T(t) € uma constante.

Assim sendo,

or 02X
X(x) .% =a T()- 6x(2x)

Xx) - T't) =a-T() - X"(x)
Organizando as variaveis x e t:

T't)  X"(x)
a-T) X&)

Como o primeiro membro independe da variavel x e o segundo membro
independe de t, é dada entéo a equacéo diferencial parcial devidamente separada por
suas variaveis.

Tem-se também que, pela independéncia citada, ambos os membros
independem das variaveis x e t e S840 numericamente iguais a uma constante A, isto

e,

T X'

a-T(t) X&) =4

Nota: a constante 1 é chamada Constante de separacéo.
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Dai, separadas as variaveis e dada a constante de separacao A, sdo dadas

as seguintes equac6es diferenciais ordinarias:

Xll(x)_ . B
X00 =1 = X'(x)—21-X(x)=0
') : _
a-—T(t)_A = T ({t)—1-a-T(t)=0

De posse destas EDOs, é necessario definir as condi¢cdes de contorno,
donde sdo dados os dois seguintes possiveis tipos:

a) Condicbes de contorno de Dirichlet — condicdo de contorno com
valor fixo: caso em que a temperatura é constante nas extremidades
da barra;

b) Condicdes de contorno de Neumann — condicdo de contorno com
derivada fixa: caso em que o fluxo de calor é constante nas

extremidades da barra.

5.3 Condicbes de contorno de Dirichlet

Como ja mencionado, as condicfes de contorno de Dirichlet admitem
temperaturas constantes nas extremidades da barra. Considere o problema de valor
inicial e de fronteira, onde a temperatura no inicio e no fim da barra equivalem a zero

e que

(Ou(x,t)  0%u(xt)
ot T ok

u(0,t) =u(lL,t) =0 , t>0

O<x<L , t>0

ku(x, 0)=¢(x) , x€]0,L]

Pelo Método de Separacdo de Variaveis, ao considerar a solu¢ao na forma
u(x,t) = X(x)T(t), obtém-se as EDOs



34

X'(x)—2-X(x)=0
T't)=a-A-T(t)
Impondo as condic¢des de fronteira tem-se que
u(0,t) =0 = X(O0)T()=0
u(L,t)=0 = X(L)T()=0
Das equacdes acima, caso T(t) = 0, entdo tem-se a solucéo trivial nula
para toda temperatura u(x,t) = 0, pois u(x,t) = X(x)T(t). Descartando a solucao
trivial T(t) = 0, entéao,

X(0) = X(L) = 0.

Gerando um problema de auto-valores ou problema espectral de Sturm-

. . . . . 92 -
Liouville, com diferencial linear s O problema de auto-valores €

X"(x)=21-X(x)

X0)=X(L)=0
Para tal, deve-se analisar os possiveis valores da constante de separacao
A,sejal>0;1=00uAl<0,como intuito de buscar quais os valores que satisfazem
o problema dado, descartando-se os resultados triviais.
5.3.1 Condic¢des de contorno de Dirichlet Caso 4 > 0

Considerando 1 > 0, seja 2 = ?, substituindo no problema tem-se que:

X'"(x)—p*-X(x)=0
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O conjunto fundamental de solucbes é {eﬁ"‘,e‘ﬁ"‘} e a solucéo geral de

X(x) é dada por
X(x)=C,-eP*+C, e P>
Com as condi¢des de contorno, X(0) = X(L) = 0, é dado o sistema

C1+C2:0

Co-efl+c,-ePL=0

Dai, C, - (e?f1 — 1) = 0, entdo

O que implica na solucéo trivial X = 0.
5.3.2 Condicbes de contorno de Dirichlet caso 4 =0
Caso 1 =0, entédo
X'xX)—-0-X(x)=0 = X"x) =0 = X(x)=C3-x+C,
X(0)=0 = C;-0+C,=0 = C, =0
X()=0 = C3-L+C,=0 = (-L+0=0 = (C;3=0

Novamente, se C; = C, = 0, entdo tem-se novamente a solucéo trivial onde

<
1]
o

5.3.3 Condic¢des de contorno de Dirichlet caso 4 < 0

Considerando 1< 0, seja 4 =—p%, B # 0, substituindo no problema

tem-se que:
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X'"x)+p*X(x)=0

Para o problema acima, eliminando o termo complexo, encontra-se a

equacao caracteristica

r’2+p%=0

Com solucgéo geral dada por

X(x) = Cs - cos(Bx) + Cg4 - sen(Bx).
Com as condic¢des de contorno, X(0) = X(L) =0,
X(0)=0 = C(s-cos(0)+Cgz-sen(0) =0
Cs-14C-0=0 = (=0
X(L)=0 = Cg-cos(BL)+Cy-sen(BL) =0 = 0+ Cqz-sen(BL)=0
Ce=0 ou sen(BL)=0

Como, caso Cy = 0, resultaria novamente em uma solugéo trivial, entdo

sen(BL) = 0.

Dai, sabe-se que

n-m
sen(BL) =0 & BL=n-1 & B:T.

n-m ~ nm 2
—» entdo tem-se que A=- (T) .

Nota: Sel=—B%ef =

Ora, sendo C; =0e B = nL—” entao



37

X(x) = Cs - cos(Bx) + Cg4 - sen(Bx)

X,(x) = C4 - sen (nnx)

Tornando entdo possivel a resolugéo do problema para X(x), com 1 < 0.

N\ 2
Agora, sendo 1< 0 e sabendo que Az—("T") , deve-se encontrar a

solucdo de T em
T'(t) =a-A-T(t)

2

) = — (Y . 4.
T'(t) = (L ) a-T(t)
Para esta equacdo diferencial ordinaria, a solu¢éo serd na forma

T\ 2
Ly

Tu(®) = C; - 0T
Entéo,

2
Ly

e T,(t) =C; - e_( L

X,(x) = C6-sen(n'n'x)

L

Retornando a forma da equacao a u(x,t) = X(x)T(t), tem-se:

ulx,t) = X(x)T(t)

. . nm 2
u,(x,t) = Cz - sen (n 7LT x) - Cy - (7)ot , vn=>1

Aplicando o Principio da Superposicgéo,

2

u(x,t) = z b, - e (T) @t . sen (n . Z . x)
n=1

Nota: as constantes Cg € C, foram aglomeradas as constantes geradas pelo
Principio da Superposicdo e unidas em b,,.
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Para encontrar o valor de b,,, pode ser obtido a partir da seguinte condicao
dada anteriormente:
Se u(x,0) = ¢(x), entdo

$x) = i by - sen (7). () a0
n=1

5= by sen (L) =
n=1

A funcéo ¢(x) acima, corresponde a série de Fourier em senos de ¢. Pela

ortogonalidade da funcéo seno, pode-se definir b,, como

bn=%-LL¢(x)-sen("'7LT'x)dx.

Entdo, para as condi¢cdes de contorno de Dirichlet, a solucdo do problema

de valor inicial dado sera descrita por

= ST - —
u(x, t) = Z bn . sen (Tl 7; x) . e_(T) a-t
n=1

Com,

bn=%'fL¢(X)-Sen(n'7LT'x)dx.
0

5.4 Condi¢cbes de contorno de Neumann

Como ja mencionado, as condi¢cdes de contorno de Neumann admitem
fluxos constantes nas extremidades da barra. Considere o problema de valor inicial e
de fronteira, onde a funcéo derivada do fluxo de calor no inicio e no fim da barra

equivalem a zero e que
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( Ou(x,t) 0%u(x,t)
| — -

T =« 92 , O0<x<L , t>0
ou(0,t ou(L,t

( ): ( ):0 s 0

0x 0x

k u(x,0)=f(x) , x€]l0,L]

Novamente, pelo Método de Separacdo de Varidveis, ao considerada a
solucdo na forma u(x,t) = X(x)T(t), obtém-se as mesmas equacbes diferenciais
ordinérias:

X'(x)—21-X(x)=0
T't)=a-1-T(t)
Ao impor as novas condicdes de fronteira tem-se que
u,(0,t) =0 = X'(0O)T(t)=0
u,(L,t) =0 = X'(L)T(t)=0

Ainda como nas condi¢des de contorno de Dirichlet, das equacdes acima,
caso T(t) = 0, entdo seria dada a solucao trivial nula para toda temperatura u(x,t) =
0, pois u(x,t) = X(x)T(t). Entdo, descartando a solucao trivial T(t) = 0, tem-se que

X' (0)=X()=0

Agora, é necessario desenvolver as equacgOes diferenciais ordinarias

encontradas
X'(x)—21-X(x)=0

T't)=a-A1-T(t)
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Iniciando pela EDO de X, serdo analisados os possiveis valores de A.
5.4.1 Condi¢cbes de contorno de Neumann caso 4 > 0
Considerando A1 > 0, seja A = 82, substituindo no problema:
X'"(x)—p*-X(x)=0

O conjunto fundamental de solucbes é {eﬁ"‘,e‘ﬁ"‘} e a solucéo geral de

X(x) é dada por
X(x)=C,-ef*+C,-e P>

Neste caso, para aplicar as condi¢cdes de contorno de Neumann, deve-se

derivar X(x).
X'()=C-B-ef*=Cy-BreF*
Com as condi¢bes de contorno, X'(0) = X'(L) = 0,
X0 =C-p-ef'—C,-p-eF=0 = C,--C,-=0
X'(L)=C,-B-ePLt—C,-B-ePL=0
Dai, tem-se o sistema de equacgfes

Ci-B—=C-p=0

C,-B-efl—C,-B-e Pl =0
Pela primeira equacgéo,

C]_:Cz
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Substituindo na segunda equacao,
C,-B-efl—C,-B-ePL=0
Cu(B-eft = ey =0
C,=C,=0 ou f-efl—p.eFLl=0

Porém,

A igualdade acima s6 é possivel se =0 e A=0, porém supde-se
inicialmente 4 > 0, entdo
O que implica na solucéo trivial X = 0.
5.4.2 Condi¢des de contorno de Neumann caso 4 =0
Caso 4 = 0, entao
X'"xX)—0-X(x)=0 = X'"(x)=0 = X(x)=C = X(x)=C3-x+C,
Pelas condi¢6es de contorno X'(0) = X'(L) = 0,
X(0)=0 = =0 = X(x)=C,
X(L)=0 = (C3=0 = (C;3-L+C,=0 = X(x)=0C,

Obtendo entéo, para A = 0, a solugdo constante
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X(x) =C,.

5.4.3 Condi¢cbes de contorno de Neumann caso A < 0

Considerando 1 < 0, sejax = —p?% , B # 0, substituindo no problema:

X'"(x)+p*X(x)=0

Para o problema acima, eliminando o termo complexo, é dada a equacao

caracteristica

r2+p%=0

Com solucéo geral dada por

X(x) = Cs - cos(Bx) + C4 - sen(Bx).

Para aplicar-se as condi¢des de contorno, novamente deve-se derivar:

X'(x) =—=Cs - B -sen(fx) + Cs - B - cos(Bx)

Com as condi¢des de contorno, X'(0) = X'(L) = 0,

X'(0) = —Cs - B -sen(0) + C4 - B - cos(0)

X'0)==C;--04+C4--1=0 = C(C4-=0

C6:O

X'(L) =—Cs-B-sen(BL)+ Cq- B -cos(BL) =0

X'(L)=—Cs-B-sen(BL)+0-B-cos(BL) =0 = —Cs-fB-sen(BL) =0
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Cc=0 ou p-sen(BL)=0
Se (s = 0, entdo resultaria novamente uma solucéo nula trivial, entdo
B -sen(BL) =0
Como g # 0, entéo
sen(BL) =0

Dai, sabe-se que

n-m
sen(BL) =0 & BL=n-1 < ,8=T.

. N\ 2
Nota: Novamente, se 1 = —f2e 8 = ”L—” entio A = — ("L_") _
Ora, sendo Cs = 0 e B = ==, entao

X(x) = Cs - cos(fx) + C4 - sen(Bx)

X,(x) = Cs - cos (nnx)

Tornando entdo possivel a resolucéo do problema para X(x), com 1 < 0.

n-m 2

Agora, sendo A< 0 e sabendo que Az—(T) , deve-se encontrar a

solugdo de T em
T't)=a-1-T(t)

Sabe-se pela secéo 5.3 que a solucéo desta EDO é na forma

2
Ly

T,(0) = C; - e T
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Entao,

2
Ly

e T,(t) =C, - e_( L

X,(x) = Cs - cos (nnx)

Retornando a forma da equacéo a u(x,t) = X(x)T(t):

u(lx,t) = X(x)T(t)

. . n-m 2
u,(x,t) = Cs - cos (n : x) -Cy - e_(T) “t . vnx>1

Aplicando novamente o Principio da Superposicéo, tem-se que

[0e]

w0 =Y eyl 00 cos (L)

L

n=1

Nota: as constantes Cz e C, foram aglomeradas as constantes geradas pelo
Principio da Superposicéo e unidas em c,,.

Para encontrar o valor de c,, sera feito a partir da seguinte condi¢cdo dada
anteriormente:

Se u(x,0) = ¢(x), entéo

d(x) = i Cn cos -x) : e_(g)z'“'o

n:

o (x) =§:cn cos -x)=

n=1

A funcdo ¢(x) acima, corresponde a uma série de Fourier em senos de ¢.

Pela ortogonalidade da funcéo seno, pode-se definir ¢, como

_%'LL¢(x)'Cos(n.7Z.x)dx.



45

Tem-se também que, para c,, pela integral do cosseno,

2 L
cozz-j;qb(x)dx

Por fim, para as condicdes de contorno de Neumann, a solugdo do
problema de valor inicial dado sera descrita por:

= . . 7\ 2
u(x,t) =co + Z Cp * COS (n Z x) . e‘(?) ot
n=1

Com,

(3]

cn=%-f0L¢(x)-cos(n.7]f.x)dx c0=%-LL¢(x)dx.

O que pode se observar apés a explanacao desses métodos de resolucao
€ que a solucdo de equacles diferenciais parciais envolvendo a equacéo do calor €
de alta complexidade devido ao alto grau de tecnicidade e o processo se torna mais
inacessivel quando trabalhado com equacgfes néo lineares como a equacgao dos meio
porosos, como descrita no livro (VAZQUEZ, 2007).
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6 APLICACOES DA EQUACAO

Como, no capitulo anterior, foram deduzidos os métodos basicos
resolutivos da equacao, este capitulo sera destinado a discorrer sucintamente a
respeito da aplicabilidade da equacdo da conducdo do calor através de alguns
exemplos, a fim de demonstrar o uso pratico da teoria abordada neste trabalho.

6.1 Aplicacdes na engenharia civil

Inicialmente, pode-se citar algumas contribuicbes da aplicacdo dos
conhecimentos sobre a propagacao do calor no campo da engenharia civil: seja na
temperatura da estrutura metalica, no isolamento térmico ou no planejamento do
conforto térmico, a difusdo da temperatura é influente na construcéo civil.

Além da evidente aplicacdo da teoria da conducdo do calor de maneira
discreta quando leva-se em consideracdo que a energia térmica esta praticamente
sempre em processo de difusdo nos elementos construtivos, tem-se também
aplicacOes diretas em casos especificos, alguns exemplos serdo citados nas duas

secdes seguintes .

6.1.1 Transferéncia de calor em paredes compostas por tijolos maci¢cos

Como exemplo, com o intuito de verificar o melhor desempenho térmico
com relagdo ao isolamento, a investigacdo do comportamento do fluxo de calor e da
variacdo da temperatura em paredes e suas estruturas de vedacdo se da através da
equacdao do fluxo de calor e a equacao geral da conducéo do calor.

Desta forma, na imagem abaixo € dada uma parede de espessura total L
composta por diferentes tipos de materiais, com diferentes espessuras e; e diferentes

coeficientes «; de difusividade térmica:
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¥
[ 3
| 4
' 1
L 4
[ 1

superficie
Interna

superficie
externa

=2
=
Ln

Fonte: Rupp, R. F. (2009).

O problema da transferéncia do calor em propagacao por essa parede pode

ser solucionado através da equacéao

(Oulx,t) 0%u(x,t)
Tat N T gk
u(0,t) =u,(t) , u(lL,t)=u,(t) , t>0

O<x<L , t>0

ku(x,0)=u0(t) , x€]0,L[

Sendo «; a difusividade térmica dos materiais das respectivas particoes
finitas de espessuras e;, com i =1,2,3,4,5; u é a temperatura; t € o tempo; x é a
direcédo que se da a transferéncia do calor; u, (t) e u,(t) sdo as condi¢cdes de contorno
respectivamente interna e externa, em temperatura fixa, configurando as condi¢cbes

de contorno de Dirichlet; u,(t) é a condicdo de temperatura inicial.
6.1.2 Distribuicdo da temperatura em estruturas metalicas

Além da consideracéo da influéncia da temperatura no conforto térmico e
nas evidentes dilatacdes sofridas pela estrutura de uma edificacdo em situacbes
comuns, também leva-se em consideracdo os estudos sobre a temperatura em

situacdes de risco de incéndio.
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Quando uma edificacdo esta em ocorréncia de um incéndio, a distribuicdo
das tensdes nas secdes da estrutura geradas a partir da incidéncia do fogo, € de
maneira ndo uniforme, porém, a ruptura e o colapso da estrutura se dao nas secdes
onde, em razao de altas temperaturas, os esfor¢os internos sdo maiores.

Objetivando a seguranca, a fim de evitar o colapso estrutural em situacoes
de incéndio, estudos sé&o desenvolvidos a fim de que seja conhecida a propagacéo do
calor na estrutura durante o sinistro, de modo que se possa aferir as secfes da
estrutura que possuam as maiores temperaturas em funcdo do tempo e, em funcéo
disto, sejam mais vulneraveis. Estas se¢fes mais vulneraveis, por sua vez, devem ter
protecdo extra ao calor, ou métodos de dissipagdo do mesmo. Para avaliar a
transferéncia do calor nestes perfis metalicos e analisar os pontos sob efeito de altas

temperaturas, utiliza-se a Lei de Fourier, a equacao do fluxo e da conduc¢éo do calor.

6.2 Aplicagdes na geologia

A equacéo da distribuicdo do calor pode ser expandida a nivel global, a fim
de que seja estimada, por exemplo, as condi¢es climéticas da Terra em funcéo da
passagem do tempo, levando em consideracdo as temperaturas e difusées por meio
do solo e das aguas.

Além disto, tem-se também o emprego da equacao do calor unidimensional

por parte de Lord Kelvin (Willian Thomson) na sua tentativa de aferir a idade da Terra.

6.2.1 Distribuicdo da temperatura no solo

A modelagem matemética da equacao da conducao do calor proposta por
Fourier foi utilizada por ele préprio e por outros fisicos como Willian Thomson (1824-
1927) e Siméon Denis Poisson (1781-1840) para avaliar a variagdo da temperatura
do solo terrestre.

Inicialmente propde-se a Terra como um espaco semi-infinito R3, com x >
0, onde a temperatura depende unicamente da variacdo da profundidade X,
desprezando quaisquer pequenas influéncias que ndo seja o comprimento x. Dito isto,
pode-se associar 0 problema da variacdo da temperatura neste comprimento a
equacao da conducédo do calor em uma barra semi-infinita isolada nas laterais, com

x > 0 sendo a superficie.
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Associando assim o problemas, tem-se entdo a equacao

au— 0%u teR >0
at_“ dx2 ' o

Com a condi¢éo de fronteira inicial dado por
u(0,t) =f(t) , teR
Donde f(t) é uma funcéo periddica de periodo T que pode ser diario ou

anual.
Por tratar-se de uma funcdo periddica pode-se expandir tal funcdo em

termos da série de Fourier

+00
f(t) — z dn . ez-n~int/T

n=—oo
T/2
1 .
dn =7 f f@©)-e*mTdt , n=0+1,%2,..
-T/2

Os resultados desta andlise da temperatura do solo foram descritos por

Aratjo e Lima (2019, p. 4)

Pode-se notar que o fluxo de calor € maior nas camadas mais rasas do solo
nos periodos da manha e inicio da tarde. Ja no periodo do final da tarde até
a noite, 0 modulo do fluxo de calor |u (x, t)] ainda é maior préximo da
superficie, porém é negativo, indicando perda de calor. E possivel observar
gue quanto maior a profundidade, menor o médulo do fluxo de calor e sua
variagdo ao longo do dia, como ocorre em x = 30 e x = 40 cm gque apresentam
as curvas do fluxo de calor praticamente constantes iguais a zero.

Assim, pode-se notar o comportamento da transferéncia do calor no solo

para diferentes niveis de profundidade da seguinte forma:
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Fonte: Aratjo e Lima (2019).

A imagem acima descreve o fluxo de calor em diferentes profundidades do
solo, no decorrer do periodo de um dia.

E importante ressaltar que, além dos exemplos supracitados neste capitulo
de aplicacbes da equacdo do calor, ainda ha a possibilidade de varias outras
utilizacdes da mesma, outros exemplos e aplicacbes podem ser encontrados nos
livios (KOLODNER, 1956), (CANNON, 1984), (VAZQUEZ, 2007) e (CENGEL;
GHAJAR, 2015).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A equacédo diferencial parcial da propagacdo do calor € de suma
importancia para modelar problemas de varios campos da ciéncia que envolvam essa
dindmica de difusdo térmica, além disto, a equacdo do calor também desenvolve
novos conhecimentos na matematica, com as equacdes parabodlicas em derivadas
parciais, na probabilidade e na matematica financeira, com a modelagem de passeios
aleatorios.

Tendo esta importdncia em vista e também a importancia historica da
equacao do calor e dado o seu alto grau de complexidade, da-se entdo a necessidade
de deducdo e explanacdo da formacdo deste modelo de Fourier e necessidade
também de descrever as formas de solucdo desta equacéo para diferentes tipos de
aplicacoes e condicdes de contorno, como realizado neste trabalho.

Foram apresentadas solu¢cfes classicas para o modelo unidimensional,
linear e homogéneo da equacao do calor e também deduzido o modelo tridimensional
da equacdo. Este estudo pode ser continuado em trabalhos posteriores com o uso de
modelagem de computacdo grafica auxiliado por softwares ou sensores para
visualizagéo clara da dinamica de propagacdo do calor em materiais e modelagens
virtuais. Ainda ha muito o que se estudar a respeito da equacao geral do calor,
principalmente em situacdes ndo-homogéneas, meios e materiais ortotropicos e meios
porosos, além disso, também ha a necessidade de estudo e abordagem da equacéo
geral do calor aplicada a solidos de diferentes geometrias, que resulta em séries
trigonométricas, chamadas séries de Fourier, por ser ele o precursor do estudo desta

equacdao e destas séries.
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