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RESUMO

Neste trabalho analisamos os efeitos da dissipacdo em um oscilador carregador na presenca do
efeito Aharonov-Bohm por meio de Hamiltonianas considerando uma massa dependente do
tempo, m(t). Tais sistemas descrevem a dinamica de dissipacdo de um ponto quéantico
parabdlico bidimensional na presenca do efeito Aharonov-Bohm. Nés calculamos as incertezas
(Ar e Ap) e o valor esperado da energia mecanica ((E)) para dois tipos de dissipacao,
analisando-os em relacdo ao tempo (t), pardmetros de amortecimento e parametro de fluxo (v).
Para a dissipacéo de Caldirola-Kanai, observa-se que o parametro de fluxo, v, diminui a energia

de dissipagdo em um ponto quantico para um determinado intervalo de t.

Palavras-Chave: efeito Aharonov-Bohm; osciladores de Caldirola-Kanai; osciladores de

Lane-Emden; incerteza; energia média; ponto quantico parabolico bidimensional.



ABSTRACT

In this work we analyze the effects of dissipation in a charged oscillator in the presence of the
Aharonov-Bohm effect via Hamiltonians with time-dependent mass m(t). Such systems
describe the dynamics of the dissipation in 2D parabolic quantum dot in the presence of
Aharanov-Bohm effect. We calculate the uncertainties (Ar and Ap) and the quantum
mechanical expectation value of energy ((E)) for two kinds of dissipations and analyzed them
with respect to time (t), damping parameters and flux parameter (v). For the Caldirola-Kanai
dissipation, we observed that the flux parameter v decreases the energy dissipation in a quantum

dot for a certain range of t.

Keywords: Aharanov-Bohm effect; Caldirola-Kanai oscillators; Lane-Endem oscillators;

uncertainty; mean energy; 2D parabolic quantum dot.
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1 INTRODUCAO

A partir da década de 1920, a interacdo entre particulas carregadas e campos
eletromagnéticos tem atraido muita atencdo na literatura, tedrica e experimental, sob o ponto
de vista da mecénica quéantica. Surpreendentemente, 0 movimento de uma particula pode ser
influenciado por campos eletromagnéticos em regides nas quais ambos, campo magnético B
e campo elétrico E, sdo nulos. Na realidade, a particula é afetada por potenciais
eletromagnéticos, 0s quais podem existir em regifes nas quais campos ndo existem. Esse
efeito foi destacado pela primeira vez em 1949 por W. Ehrenburg e R. E Siday [1]. Utilizando
uma metodologia semiclassica, eles previram um deslocamento de franja devido a um
potencial vetor magnético em uma regido sem campo. Posteriormente, em 1959, Y. Aharonov
e D. Bohm [2] dissertaram a respeito da funcdo dos potenciais eletromagnéticos na mecanica
quéantica. Em regides multiplamente conectadas e sem campos, 0s resultados de experimentos
de interferéncia e espalhamento dependem da integral dos potenciais. Esse fendmeno foi
caracterizado como efeito Aharonov-Bohm (AB).

Ao longo dos anos, o efeito AB foi comprovado experimentalmente [3-5] e
tornou-se uma importante area de pesquisa, tedrica e experimental. Por exemplo, o efeito AB
foi estudado em diversos sistemas mesoscépicos, como anéis de metal [6], nanotubos de
carbono [7, 8] e monocamada [9-12] e bicamada [13] de grafeno. Ferkous e Bounames [14]
obtiveram o espectro de energia e as autofuncdes de um oscilador de Dirac bidimensional na
presenca do efeito AB. Eles mostraram que as energias dependem do spin da particula e do
parametro de fluxo magnético do efeito AB. Bouguerra, Maamache e Bounames [15],
utilizando o método do operador invariante [16], obtiveram as funcGes de onda exatas de um
oscilador harménico bidimensional dependente do tempo na presenca do efeito AB. Eles
analisaram o sistema formado por um solendide fino (um tubo de fluxo de raio nulo [17-19]).
O efeito AB na presenca de dissipacao foi igualmente estudado [20,21]. Por exemplo, Guinea
[20] obteve a amplitude das oscilagbes AB de uma particula em um anel, o qual envolve o
tubo de fluxo, e acoplado a diferentes meios dissipativos. Um desses ambientes é o0 modelo
de banho harménico Caldeira-Leggett [22].

O modelo Caldeira-Leggett ¢ uma abordagem fundamental na qual o sistema é
acoplado a um banho harmdnico (um conjunto de osciladores harmdnicos) possuindo diversos
graus de liberdade. A energia flui do sistema para o banho. Simultaneamente, existem diversas
abordagens para introduzir dissipacdo na mecénica quantica [23-28], em particular, foca-se na

descricdo fenomenologica na qual a dissipacdo é introduzida por meio de Hamiltonianas



explicitamente dependentes do tempo [25-28]. Essa abordagem fenomenoldgica é baseada na
denominada Hamiltoniana Caldirola-Kanai (CK) [25, 26], dada por

pZ

H(t) = e~ Jy®ar Z_
2mg

+ el v@adty (), (1)

na qual x e p s@o as coordenadas da posi¢édo e do momento, respectivamente, enquanto y(t)
é o coeficiente de amortecimento. Esse modelo foi adotado em diferentes pesquisas
cientificas, como nos estudos do tunelamento quéntico dissipativo [29, 30], dos circuitos
mesoscopicos RLC dependentes do tempo [31-35], dos efeitos amortecidos no
emaranhamento de um atomo de dois niveis em um campo de dois fotons [36], do movimento
relativistico dissipativo [37], do problema do corpo negro opaco [38], das particulas
parabdlicas confinadas (pontos quanticos dissipativos) [39, 40] e da dindmica do DNA [41].
Além dessas ja& mencionadas, recentemente, um novo método de quantizacdo para a carga
dentro de um supercondutor no modelo de dois fluidos de London [42] foi introduzido por
Aguiar et al. [43] utilizando uma hamiltoniana do tipo Caldirola-Kanai. Eles calcularam as
funcbes de onda exatas no espaco das cargas em um supercondutor com condutividade
dependente do tempo usando o método de Lewis e Riesenfeld [16].

A conexdo entre as abordagens fundamental e fenomenoldgica foi discorrida por
Yun e Sun [44, 45], os quais obtiveram a funcéo de onda exata do sistema em adig&o ao banho
harmonico, sendo essa dada pelo produto direto em dois espacos de Hilbert independentes,
um deles representando os efeitos do banho (Movimento Browniano) e o outro descrito por
uma Hamiltoniana de tipo CK. Como afirmado por eles, a expressdo para a Hamiltoniana,
mencionada anteriormente, foi determinada, em contraste com a literatura usual, no qual €
introduzida por argumentos heuristicos [45]

Nesta dissertacao, adota-se o procedimento proposto por Bouguerra, Maamache e
Bounames [15] para estudar os efeitos da dissipacdo em um oscilador carregado na presenga
do efeito Aharonov-Bohm. Segue-se a seguinte estrutura nessa dissertacdo. Na Secédo 2,
explicamos a dinamica do efeito Aharonov-Bohm. Na Secdo 3, mostramos as defini¢Ges
fundamentais necessarias para os calculos realizados, incluindo o método de invariantes
dependentes do tempo de Lewis e Riesenfeld. Enquanto na Secéo 4, calculamos as incertezas
e a energia para dois sistemas dissipativos diferentes, um sistema tipo CK, com coeficiente de

amortecimento constante e um sistema tipo Lane-Emden, com amortecimento dependente do
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tempo. E no final deste trabalho, apresentamos as conclusdes, perspectivas e consideragoes

finais.
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2 EFEITO AHARONOV-BOHM

Sabemos que na eletrodindmica classica, os potenciais escalar elétrico e vetor
magnético, U(r,t) e A(r,t), respectivamente, ndo sdo quantidade fisicas diretamente
mensuraveis, mas eles estdo relacionados com as quantidades que sdo, o campo elétrico
E(r,t) e 0 campo magnético B(r, t). Eles surgem diretamente das propriedades vetoriais dos
campos, regidas pelas equacdes de Maxwell para a eletrodindmica. A relacao entre 0s campos

e esses potenciais sdo dadas por

d0A(r,t)
E(r,t) =-VU(r,t) — ST (2)
B(r,t) = VX A(r,t). 3)

Além disso, tais potenciais ndo sdo unicamente definidos, se vocé fizer

transformacoes do tipo

U'(rt) » U(r,t) + %, (4.a2)
A(r,t) - A(r,t) — Vg(r,t), (4.b)

as Egs. (1) e (2) ndo se alterardo, pois V x Vg(r,t) = 0. Esta invaridncia é conhecida na
literatura como invariancia sob transformacéo de gauge, e nos da a liberdade para definir os
potenciais da forma como for mais conveniente para cada problema.

Por muito tempo foi dado como uma coisa garantida que ndo poderia haver
influéncias eletromagnéticas em regibes onde E(r,t) e B(r,t) sdo zero. Mas em 1959
Aharonov e Bohm [2] mostraram que o potencial vetor pode afetar o comportamento quantico
de uma particula carregada, mesmo quando ela esta se movendo por uma regido na qual o
proprio campo € zero.

Nessa Secdo mostraremos como isso acontece. Primeiro, imagine uma particula
de massa m e carga q restrita a se mover em um circulo de raio b. Ao longo do eixo do circulo
corre um solendide de raio a < b, conduzindo uma corrente constante I (veja a Figura 1).
Sabemos que se o solendide for extremamente longo, 0 campo magnético dentro dele sera
uniforme e o campo externo sera zero. Mas o potencial vetor fora deste solendide ndo € zero.

Se usarmos 0 gauge de Coulomb, isto é, V - A(r,t) = 0, o potencial vetor sera escrito como
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by
A(r,t) = me, (r>a), (5)

sendo ®; = ma?B o fluxo magnético através do solendide. Como o solendide esta

descarregado, a hamiltoniana do sistema sera

_(p—ed)® 1

T 3202 242 . .
H — S—(—h*V? + q* A% + 2ihA - V). (6)

Figura 1 — Particula carregada se movendo em um
anel circular através do qual passa um solendide
muito longo.

A A A AR A Arare STATA AT A A A AT AvAT A avav e ey,

1

a

Fonte: [46].

Como o raio da particula € fixo (r = b), a funcdo de onda vai depender apenas da

. . 0d ~ b
coordenada angular azimutal 6, e assim V — >~ € a equacéo de Schrédinger para a

hamiltoniana (6) se torna

L[ w (qCDB>2+ihq(DB
2m| b?d6? 2mh h?

d
@] YO =Ep©®), (D
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esta € uma equacdo diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes, que pode ser

reescrita como

d>p _ dy
W—Zl]/%‘f‘glp—o, (8)

D 2mb2E
naqual}/:‘;T:eezh—z— 2

A Eq. (8) é idéntica a de um oscilador harmdnico amortecido com coeficiente de

amortecimento complexo, suas solugdes tém a forma
Y(0) = Ce', €))
b
— 2 — -
comA=y+,y +s—yih\/2mE.

Como a funcdo de onda deve ser continua, entdo ¥ (0) = y(2m), isso implica que

A seja um numero inteiro:

b

de modo que a energia serd quantizada na forma

Bom (1= 22), (= 041,42,.) 11
n T omp2\" T 2gn) 0 PT UERES S (1D

O n positivo representa uma particula que se move na mesma direcdo da corrente
no solenoide e tem, de certa forma, uma energia menor, contanto que a carga g > 0. Para o
caso de n negativo, a particula se move na direcdo contréria da corrente no solenoide. A Eq.
(11) nos diz ainda que as energias permitidas dependem campo magnético dentro do
solenoide, embora na posicao onde a particula se encontra ndo ha campo algum. H& uma clara
entre as abordagens classicas e quanticas da eletrodinamica.

Sabemos que a equagdo de Schrodinger dependente do tempo para uma particula

carregada que se move numa regido do espaco onde ndo ha campo magnético, isto é, B = 0
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(o que ndo significa necessariamente que o potencial vetor A seja nulo, na verdade,

consideraremos que A # 0 na regido onde a particula se move), é dada por

2

! (hV A) +VIV¥Y = 'flalp (12)
2m\i 1 -t ot’

na qual a energia potencial U pode ou ndo conter uma contribui¢cdo da energia potencial
elétrica.
Podemos a simplificar a Eq. (12) se fizermos a seguinte transformacéo

Y = eldy, (13)

em que a funcdo g(r) foi definida de tal maneira que
q T
gr) =< | AQ@')-dr', (14)
h o0

e 0 ponto O define nosso ponto de referéncia (que foi arbitrariamente escolhido para nossa
conveniéncia).
Calculando o gradiente da Eg. (13), obtemos

VW = e (iVg)W' + e (V¥'), (15)

ecomoo Vg = %A, a Eq. (15) pode ser escrita na forma
h h .
(TV—C[A)W ZTe‘QV‘P’, (16)

e, consequentemente,

A 2
(TV — qA) Y = —h2e9viy’, (17)

A partir das Egs. (12) e (17) obtemos
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— ivzqﬂ + V¥’ = ih a—qﬂ. (18)
2m Jt

Note que W' satisfaz a equacdo de Schrodinger sem o potencial vetor A. Ou seja,
para obtermos a solucdo da equacédo de Schrédinger com potencial vetor, basta resolvermos a
Eq. (18) sem potencial vetor e multiplicarmos a solugéo pelo fato de fase e9.

Agora, considere um experimento de difracdo de duas fendas realizado com um
feixe de elétrons, conforme mostrado na Fig. 2(a). Suponha que haja um solenoide
perpendicular ao plano no qual os elétrons se movem, localizado como na Fig. 2(b) longe das
fendas. O padréo de interferéncia na tela depende da diferenca de fase entre as funcdes de

onda dos elétrons que passam pelas duas fendas.

Figura 2 — Esboc¢o esquematico do experimento que mede
o0 deslocamento do padrdo de interferéncia de elétrons por
fluxo magnético confinado.

(a)
Solenoide
Caminho 1 O |
Fonte de ///
elétrons j'\-—\_\_
Caminho 2 I
u 7
(b) Tela
Caminho 1 “ Solenoide
Fonte de ,/—"’/ﬂfr
elétrons h‘\_\_\
Caminho 2 |
Tela

Fonte: adaptado de [47].

O feixe de elétrons se divide em dois caminhos passando um de cada lado do longo

solenoide, se recombinando posteriormente na tela. Os feixes sdo mantidos longes o suficiente
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do solenoide, de modo que na regido onde eles passem ndo ha campo magnético, mas existe
um potencial vetor magnético A dado pela Eg. (5). Os dois feixes entdo chegam na tela com
fases diferentes, gerando um padréo de interferéncia. A diferenca de fases pode ser calculada

a partir da Eq. (14), seguindo os passos abaixo:

gz%fA-dr
_qq)B (1 ,\> ~
=158 (ré6de) =
qPp
=+ —-:
9=t (19)

O sinal positivo se aplica aos elétrons se movendo no mesmo sentido de A (em
outras palavras, no mesmo sentido de circulacéo), ou seja, no mesmo sentido da corrente no
solenoide. Os feixes chegam fora de fase por uma quantidade proporcional ao fluxo magnético

que seus caminhos circundam:

qPp

Diferenca de fase = (20)
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3 TEORIA DE LEWIS E RIESENFELD

Considere a Hamiltoniana, dependente do tempo, dada por

p — eA)?

H(t) = ( + 1M(1:)a>2(t)(x2 + y?), (21)

2M(t) 2

na qual, A é o potencial vetor. Considerando as referéncias [15,17-19], obtém-se que o
potencial A correspondente a um tubo de fluxo de raio nulo no gauge de Coulomb é dado por

y x
eA=v<x2+y2'_x2+y2'O>' (22)

no qual v é um parametro de fluxo finito e ndo nulo. A equacdo de Schrddinger dependente
do tempo para a Hamiltoniana (21) considerando o potencial vetor (22) pode ser representada

como

p? 1 (2vL, +v?)
e MOy + et Y

m%%(r, 0 = Pa(r D), (23)

na qual L, = xp, — yp, ¢ 0o momento angular na dire¢do 2.
Para resolver a Eq. (23), construiremos um operador invariante I(t) para a
hamiltoniana (21) usando Algebra de Lie [48]. Primeiro, introduzimos os operadores

hermitianos que formardo nossa base, a saber,

1 2vL, + v2
— 2 4
Y (p,x,y) = E(P + W) (24)
1
T, =5 (pxx + xpDx + YDy + DyY), (25)

1 o2 .2
T3 =5 (" +y%), (26)
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que formam uma base fechada com respeito a

[TY,T,] = —2ihTs;, (27)
[Tz, T3] = _ZlhT3, (28)

Tal Algebra de Lie {Ty, T,, T5} € idéntica a algebra para um oscilador harménico
bidimensional {T}'=°, T,, T} para o caso particular v = 0.
Aqui, buscaremos construir um invariante para a hamiltoniana (21) que seja linear

em relacdo aos operadores da nossa base acima, na forma

1(t) = ;(OTY + up (DT, + puz()Ts. (30)

Note que a hamiltoniana (21) pode ser escrita em termos dos operadores da base

como

1
H() = WTf + M) w?(t)Ts. (3D

Agora, como nosso operador I(t) deve ser invariante, temos que

al i 1) H 5
=== ®,HO), (32)

e o comutador do lado direito da Eq. (32) é facilmente calculado usando as relag6es (27)-(29)
juntamente com as Egs. (30) e (31). Calculemos primeiro o comutador:

Ha Hs
[1(), H()] = uyMw?[TY, T5] + M [Ty, Y] + poMw?[Ty, T3] + I [T5,T)]

— u Mw?(—ihT,) + % (2IATY) + uyMw? (= 2iRT;) + % (iAT,)

M

TY + ik (% - uleZ) T, — 2ihu, Mw?Ts, (33)

gue juntamente com as Egs. (30) e (32), obtemos
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. . . 21, U3
Ty + Ty + 3Ty = ——=T) — (M

- — IMw?) Ty + 21, Mw?T;, (34)

de modo que chegamos ao sistema de equacg0es para as fungdes y; com i = (1,2,3) dado por

. 20,
U = YR (35)
po = — (& - tha)Z) (36)
M )
fis = 2u,Mw?. (37)

A partir do sistema de equacgdes (35)-(37) pode ser simplificado se fizermos a

transformacdo p; = p?(t), com a funcéo p(t) satisfazendo a equacéo auxiliar

6+ M + w?p = ! 38
que é a famosa equacdo de Milne-Pinney (MP) generalizada [49, 50].
. - ~ . 1 .
Assim, os outros coeficientes serdo u, = —Mppeu; = — p (1 + M?p?p?). Note
que a equacdo de MP nédo depende de v, e o invariante (30) pode ser escrito na forma
: 1 :
I(t) = p*T) — MppT, — B (1+ M?p?p*)T;. (39)

Um sistema quantico descrito por uma hamiltoniana explicitamente dependente

do tempo H(t) é descrito por uma equacdo de Schrodinger dependente do tempo dada por

ih% = H({t)y(t). (40)

A partir das Egs. (32) e (40), podemos escrever

d
ih[hg—t(t)] = H(t)[IyY(t)]. 41



20

Note que Ip(t) é também uma solucdo da equacdo de Schrodinger, resultado esse
valido para qualquer que seja o invariante. Agora, admitindo que o invariante /(t) seja um
operador de um conjunto completo de observaveis que comutam, existe um conjunto completo

de autoestados ortonormais |4, k; t) de I(t), ou seja

1(O)|A4, k; t) = A4, k; t), (42)
KAk t) = 8338, (43)

onde A séo os autovalores do invariante e k representa 0s nimeros quanticos necessarios para
especificar os autoestados |4, k; t).

O fato de I(t) ser Hermitiano implica que seus autovalores A sao reais. Podemos
também mostrar que eles sdo independentes do tempo. Para isso, derivemos a Eq. (42) em

relacdo ao tempo, obtendo
ol oA
|/1kt)+1 |/1kt) |/1kt)+/1 |/1kt) (44)
Ao aplicarmos a Eq. (32) sobre o autoestado |4, k; t), resulta
ol
ihal/hk: t) +IH|A k; t) — HI|A, k;t) = 0
e usando a Eq. (42), podemos escrever
ol
ih& |4, k;t) + [H|A, k;t) — AH|A, k; t) = 0. (45)
Calculando o produto escalar da Eq. (45) com |1, k'; t), ficamos com
ol
in(A', k'; tlall, k;t)y + (A, k';t|IH|A, k; t) — A k"; t|H|A k; t) = 0,

da Eq. (42)



21

imﬂwxégAhw+uuwxﬂwﬂHMMw=o. (46)
Para 1 = A', a Eq. (46) torna-se
ih(A, k'; t| |/1 k;t) = 0. (47)
Tomando agora o produto escalar da Eq. (44) com |A, k; t), obtemos
(A, k; t| |/’lk t)y + {1 k; t|I |/1k t) = (A k; t| |/1k t) + A4 k; t| |/1k t),

e, novamente utilizando a Eq. (42), obtemos

m
ukt||Akw (48)

Podemos ver entdo, das Eqgs. (47) e (48), que

oA

Frie (49)

Vamos agora investigar como 0s autoestados de I(t) se relacionam com as
solucdes da equacdo de Schrodinger. Para isso, vamos primeiro rescrever a Eq. (44) utilizando

o resultado encontrado na Eq. (49), de modo que
al
(A—I) |/1 k;t) = t|/1, k;t). (50)
Tomando agora o produto escalar da Eq. (50) com |A', k'; t), obtemos

ol 0 0
Akt =Lk t) = A4 kel — Ak t) — (A k' el — | A k; t),
K S 1,k €)= AU =12,k €) = (Kt 51,k )

0
= (= V)t = L ks ), (51)
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Desse modo, usando a Eq. (46), a Eq. (51) torna-se
ih(A— )X k'; t| |/1 k;ty = (A —A)A,k'; t|H|A, k; t), (52)
que para A = A, se reduz a
ih(A, k'; t] % |4, k; t) = (X, k'; t|H|A k; £). (53)

A Eq. (52) ndo permanece valida para A = A', se o fosse, poderiamos afirmar que
0 estado |4, k; t) satisfaz a equacdo de Schrddinger. Porém, ainda ndo fixamos a fase do estado
|4, k; t), ou seja, ainda estamos livres para multiplicar o estado |4, k; t) por um fator de fase
dependente do tempo. Sendo assim, definimos um novo conjunto de autoestados de I(t), que
evoluem no tempo de acordo com a equacédo de Schrodinger, os quais estdo relacionados com

0s antigos estados |4, k; t) através de uma transformacdo de calibre
Yar () = e D2, k5 t), (54)

onde 0, (t) sdo funcdes reais dependentes do tempo.
Os estados ,,(t) serdo autoestados ortonormais de I(t) desde que, como
supomos anteriormente, o invariante ndo possua operadores com derivadas temporais. Assim,

em termos dos novos autoestados, a equacdo de autovalores para I(t) é

I(@) i (0) = AP (O). (55)

A Eq. (52) com A # A’ continua valida para estes novos autoestados. Sendo assim,
se escolhermos as fases de modo que a Eq. (33) também continue vélida para A = ', 0s novos
autoestados também serdo solucGes da equacdo de Schrddinger. Entdo, usando 0s novos

autoestados e a Eq. (50), obtemos

(,1—1)[a |,1kt>+l |/1k )] Mkt) (56)
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Calculando o produto da escalar da Eq. (56) com |1, k’; t), e utilizando as Egs.
(42) e (46), obtemos

do 4
h(A" = 2)8138, d_?k =@ - DAk t|ih$ = H|A, k;t), (57)
que paraAd = A', reduz-se a

dO;y ., 0
A8y = (A K’ tlih— = H| A, k; t). (58)

dt
Devemos escolher os estados |4, k; t) de tal forma que o lado direito da Eq. (58)
seja nula para k' # k para que a equacdo seja satisfeita. Como o operador ih%— H é

hermitiano, essa diagonalizacdo é sempre possivel. Assim, para que 0s autoestados ; (t)

satisfacam a equacdo de Schrddinger, as fases devem satisfazer

a0k
dt

)
A = (L ks tlih =~ HIA, k; ). (59)

Desse modo, como cada autoestado 1, (t) satisfaz a equacdo de Schrodinger,

podemos escrever a solucdo geral como uma combinacao linear das solucGes, na forma

»(t) = z Coee PO, k: 1), (60)
Ak

onde os Cj;, sdo coeficientes independentes do tempo.
Ja sabemos que o invariante é dado pela Eq. (39) e sua equacdo de autovalor tem

a forma

I(t)¢n,m (x: Y, t) = An,md’n,m (X, Y, t)’ (61)

na qual A,, ,, séo independentes do tempo e ¢,, ,, formam um conjunto ortonormal completo.

A relagéo entre ¢, ,, € Yy, € expressa na forma
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Ym (%, ¥, 1) = exp|idy ;m(0)] Pnm(x, ¥, 1), (62)

com as fases a,, ,,(t) satisfazendo a equagéo

datnm(t) 0
P = (G 3, 0| g = HOO| B (3,7, 0). (63)
e H(t) sendo dada pela Eq. (31).
A seguir, considere a transformacéo unitaria
¢In,m (x,y,t) = Ubnm (x,y,1), (64)
com
— iMp 2 2
U=exp th(x +y2)|. (65)
Sob essa transformacéo e definindo x = prcos6@ e y = prsin6, Eq. (60) agora se
escreve

(Do (r6) = h? 62+16+1 0?2 +2vh6+v2+r2 .6)
O =" \or2 " ror Tr2002) T2 tee T2 T 2|V
= Anmo (7, 0), (66)
4y = to2 XY g -1 (Y
com/I'(t) =UI(t)UT, r* = = ,0 =tan (x)e
, 1
¢ n,m(x' Y t) = ;O-(T’ 0). (67)

A solucéo da Eq. (66) € dada por [51]

. r? v Y r?
o(r,0) = Cyme™exp <— ﬁ) r|m+fl| F <—n, |m + %| + 1,?>, (68)
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com os autovalores constantes
v
Aum = h (Zn + |m + E| + 1), n=012..,m=0+1,+2+3, .. (69)

A fase (63) é dada por

Ay () = —(2n+ |m+%| + 1)ft

dt’, (70)
o Mp?

e desse modo, a solu¢do da equacdo de Schrodinger dependente do tempo original sera [15]

“ifontmr g 41) [ gz

X exp [(x + y2) (lMp ! >]

l'bnm(x v, t) = p lmeexP

2hp 2hp?
|m+ | 2 142
< G2 +y2) T R, <—n, |m+%| +1,x hpzy ) 71)
L [rlmeten]” Ly
sendo C,,, = |m+h|r(|m+ ) e , 0 =tan (;) 1Fi(a,b,c) representa a

funcdo hipergeométrica confluente do primeiro tipo e p(t) satisfaz a equacao generalizada de
Milne-Pinney (38).

Nas Figs. 3(a)-(d) e 4(a)-(d) mostramos como se comporta a densidade de
probabilidade associada a funcdo de onda (71) para dois osciladores harmdnicos amortecidos
diferentes: as Figs. 3 sdo para o tipo Caldirola-Kanai, M(t) = mye’t e w(t) = wy; as Figs. 4
sdo para o tipo Lane-Emden, M (t) = myt? e w(t) = w,. Podemos ver que com o passar do
tempo o maior pico para todos os niveis n analisados fica cada vez mais proximo da regiao
r =0. Isso se d& pelo fato de o sistema ser dissipativo. Lembre-se que um oscilador
amortecido classico oscila com amplitude decrescente, tendendo a zero para tempos muito

grandes.



Figura 3 — Densidades de probabilidade do oscilador tipo Caldirola-Kanai para os
tempos t = 0 (linha pontilhada), t = 1 (linha tracejada) e t = 2 (linha so6lida) nos
estados (a) n =0, (b) n =1, (c) n = 2 e (d) n = 3. Em todas as figuras usamos v =
h=my=wo=1em=0.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 4 — Densidades de probabilidade do oscilador tipo Lane-Emden para os tempos t =
0 (linha pontilhada), t = 1 (linha tracejada) e t = 2 (linha sélida) nos estados (a) n = 0,
(b)n=1,(c)n=2ce (d) n=3. Em todas as figuras usamos v =h =my=w, =1 ¢€

m = 0.
a b
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Fonte: elaborada pelo autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A partir da Eq. (71), os valores médios de posicdo e momento sdo dados pelas

seguintes relacoes

("2 = h? (20 +|m + %| +1), 72)
(x>n,m = <Y)n,m =0, (73)

1+ M?p?p?
(P%)oo =h (I_Zle.bz + szp>: (74)
(DPx)oo = <Py>0,0 = 0. (75)

As equacdes (72)-(75) sdo dependentes de p, uma funcdo que satisfaz a equacgédo
de MP generalizada (veja a Eq. (38)). Dados M(t) e w(t), tudo que precisamos fazer é
resolver a Eq. (38) e considerar apenas as solucfes reais para que I(t) seja hermitiano.
Devemos destacar que a Hamiltoniana (21) descreve a dindmica de dissipacdo de um ponto
quéntico parabdlico bidimensional na presenca do efeito Aharonov-Bohm se w(t) = w,.

Em seguida, considera-se 0 modelo de Caldirola-Kanai (CK), ou seja, M(t) =
mee?t e w(t) = w,y. Nesse caso, a solucdo para a equacdo de Milne-Pinney (38) é p =

1
1/m09

equacao. Primeiro faremos a seguinte transformacao:

yt 2
e” @ (com Q= /wg —VT > 0) [52]. Mas vamos mostrar aqui como resolver tal

p = ey, (76)
com a uma constante real. A equacdo de MP se torna entéo

—(Bat+2yt)

e

ye™ + (2a +y)ye® + (ay + a® + wf)ye* = iy (77)
0
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para que a exponencial nos dois lados da Eq. (77) tenha 0 mesmo argumento, devemos ter

a =—3a —2y,logo, a = —y/2,eakEq. (77) se torna

1
y + Q2%y = 78
y y=— (78)

Multiplicando a Eq. (78) por y, obtemos

"'+QZ'— y 1d (2)+ 2d(2)+1 (—2)_0 (79)
Yy Yy may3 “2atY 2 at” Zdty '

Reorganizando os termos, a Eq. (79) pode ser escrita na forma

d 2 4+ 02%y2 + ! =0 80
Z\Y y mzyz) =0 (80)

0 que implica que o termo entre parénteses deve ser uma constante, ou seja

1
y2+ Q%y% + = a®. (81)
mgy?

Vamos resolver a Eq. (81) por separacao de variaveis, reescrevendo-a na forma

d_y ~ (y2a? — Q2y* — mg2)1/2

dt y ' (82)
separando as variaveis e integrando, a Eq. (82) torna-se
ydy
J (y2a? — Q2y* —my D)2 J at. (83)

Fazendo a substituicdo de variavel u = y? e integrando o lado direito da Eq. (83),

obtemos

du
=t+96, 84
J 2i(my?% + Q2u? — ua?)1/? (84)
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na qual § é uma constante de integracdo e i é a unidade imaginaria. E como

a2\’ a*
-2 2,2 _ 2y — _ -2 _
(my* + Q°u® —ua®) (Qu 29) + mg PYOEL (85)
a Eq. (84) pode ser escrita como
du
f N 1/2=t+6, (86)
2i [(Qu - S—Q) + bzl
_ a*
sendo b? = my? — e
Fazendo uma nova mudanga de variavel, v = %(Qu - %) a Eq. (86) torna-se
dv ]

Note que obtemos uma integral simples com uma solucdo ja conhecida.

Integrando o lado esquerdo e voltando para a variavel u, ficamos com

_ib 2Q(t + 6) N 1 <a)2 -
u=-sen 5 AR (88)
Como u = y2, podemos escrever a solugdo da Eq. (78) na forma
ib 20t +6)] 1 ,a\2
y= jw—osen [—b l+5(ﬁ) , (89)

e da Eq. (77), a solucéo da Eq. (38) sera

i R+ o] 1,av2
p=e Vt/Z\/ESGn [Tl +§(a) , (90)
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mas como I(t) é hermitiano, p(t) deve ser real, e portanto b = 0. Desse modo, a Eq. (89)

p=erit [L(EY, (o1)

2 _ 2 a* —
€ como b* = my~ — Loz Para b = 0, temos que

torna-se

e —)/t/Z

(92)

i)
I

mOQ'

Na Fig. 5(a)-(b), mostramos as incertezas nos espacos de posicao (Fig. 5(a)) e de
momento (Fig. 5(b)) do sistema no seu estado fundamental. Mostra-se que ambos, Ar e Ap,
aumentam com o aumento de v. A Fig. 5(a) também explicita que Ar tende a zero com o
aumento do tempo, como um efeito da dissipacdo (Lembre-se que, classicamente, a posi¢ao
de um oscilador amortecido tende a zero com o aumento do tempo, resultando em uma minima
incerteza na previsdo da posicdo). Para v nulo, observa-se que a localizacdo da particula
devido a dissipacdo CK é sempre menor que a incerteza de um ponto quantico parabdlico
bidimensional na auséncia de dissipacdo e do efeito Aharonov-Bohm.Enquanto, para v =
5 (v = 10), a deslocalizacdo da particula € maior que do que a de um ponto quantico
parabdlico bidimensional na auséncia de dissipacdo e do efeito Aharonov-Bohm para um

intervalode t < 1.9 (t < 2.5).
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Figura 5 — Graficos de (a) Ar e (b) Ap para v =0 (linha
continua), v =75 (linha tracejada longa) e v =10 (linha
tracejada curta) para o estado fundamental do sistema,
considerando a dissipacdo CK. A linha pontilhada corresponde
a incerteza de um ponto quantico parabolico bidimensional na
auséncia de dissipacdo e do efeito Aharonov-Bohm, com
M(t) = my, w(t) = wy e v = 0. Nessa figura, utilizou-se que
h=my=w,=1.

(a)
J.- T Y T
L
I
T
. &
-, 2- "H ""
= <
‘hﬁ '.h-.
I L
T '-'---"l-..-l-
ﬂ-. L I —

Fonte: elaborada pelo autor.

Note que, a partir das Egs. (72)-(75), o produto das incertezas ArAp obedece ao
principio da incerteza de Heisenberg (ArAp = #), independente de t. Nas Figs. 6(a)-(b),
expde-se ArAp como uma funcgéo de y e v, respectivamente. Observamos que ArAp aumenta
ndo linearmente (linearmente) com o aumento de y(v). O crescimento de ArAp em funcéo de

y € mais expressivo quando y se aproxima de 2w, no limite em que Q - 0.
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Figura 6 — Graficos de ArAp como uma funcgéo de (a)y e (b)v para
o0 estado fundamental do sistema, considerando a dissipa¢cdo CK. A
linha pontilhada corresponde & incerteza de um ponto quéantico
parabolico bidimensional na auséncia de dissipacdo e do efeito
Aharonov-Bohm, com M(t) = my, w(t) = w, € v =0. Nessa
figura, utilizamos que A = my = wy = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Outra classe de sistemas amortecidos € o oscilador Lane-Emden [53-57], cuja

massa é dada por M(t) = myt® e possui uma frequéncia constante, w,. Nesse sistema, 0

coeficiente de amortecimento depende do tempo, sendo y(t) = % para a = 2, asolugéo para

1
a equacéo de Milne-Pinney (38) € p = J% [54]. Aqui também vamos mostrar como obter
oWwo

esse resultado. Primeiro, vamos escrever p(t) na forma

p(t) = f(O)y (D), (93)



34

de modo que a Eqg. (38) se transforma em

fy+(2f+§f)y‘+(f+%f+w5f)y=i- (94)

mat*
Vamos escolher f de tal maneira que o termo que multiplica y seja zero. Assim,
f+==0, (95)

logo, fazendo uma simples separacdo de variaveis, obtemos

df  dt

—=—-—, 96
=1 (96)
é facil mostrar quer f(t) = t~1, e a Eq. (94) se torna
J + wh ! 97)
Wy = ——=,
y Oy mgy:;

gue tem exatamente a mesma forma da Eq. (78), mudando apenas a frequéncia de oscilacao.
Assim, a solucdo da equacdo de MP para o oscilador tipo Lane-Emden, usando as Egs. (89) e
(93) se torna

pt) = : (98)

Nas Figs. 7(a)-(b) mostramos os graficos comparando as incertezas nos espacos
de posicdo (Fig. 7(a)) e momento (Fig. 7(b)) para um ponto quantico bidimensional na
presenca do efeito Aharonov-Bohm com dissipacdo dos tipos CK e Lane-Emden no estado
fundamental. Para t < 2, observamos que a diminui¢do de Ar devido a dissipacdo do tipo
Lane-Emden é mais acentuada que a do tipo CK. Isso ocorre tendo em visto que, nesse

intervalo, o coeficiente de amortecimento Lane-Emden é sempre maior que 1 e tende a +o
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no limite em que t — 0. O contrério ocorre para t > 2. Observou-se que a particula é menos

localizada devido a dissipa¢éo do tipo Lane-Emden para todos os valores de t.

Figura 7 — Gréficos de (a) Ar e (b) Ap para osciladores CK (linha
continua) e LE (linha tracejada) para o estado fundamental do
sistema. A linha pontilhada corresponde & incerteza de um ponto
quantico parabdlico bidimensional na auséncia de dissipacao e do
efeito Aharonov-Bohm, com M(t) = my, w(t) = w, € v =0.
Nessa figura, utilizamosv = h = my = w, = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Utilizando o procedimento descrito por Hasse [27], obtemos que o valor esperado

para a energia mecanica dependente do tempo para 0 menor estado energético € dado por
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Am
(E )0,0 =

W(Ot) (1+v)) ( +M()p*(0) + M(t)a)(z)pz(t)>. (99)

1
M) (1)

Na Fig. 8, mostramos os graficos da energia para diferentes valores de v,
considerando a dissipacdo CK. Observamos que a energia diminui com o tempo, como o
esperado, uma vez que o sistema € dissipativo. Apesar disso, para t < 3,5s, pode-se
minimizar a dissipacdo para o ponto quantico parabélico bidimensional ao aumentar-se v. Na
Fig. 9, comparamos as energias dos osciladores harménicos amortecidos dos tipos CK e LE.
Note que parat < 2, a dissipa¢do do tipo LE é mais acentuada que a do tipo CK. Esse resultado
também é uma consequéncia do comportamento do coeficiente de amortecimento para esse
intervalo. Lembre-se que para tempos pequenos o coeficiente de amortecimento do oscilador
tipo LE é muito grande, mas tende a zero para tempos grandes, diferente do oscilador tipo CK,

que o amortecimento é sempre constante.

Figura 8 — Grafico de (E)q o, parav =0 (linha continua), v =5 (linha
tracejada) e v = 10 (linha pontilhada) para o estado fundamental do
sistema, considerando a dissipacdo CK. Nessa figura, utilizou-se que
h=my=w,=1.
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Fonte: elaborada pelo autor.



Figura 9 — Grafico de (E), para osciladores CK (linha continua)
e LE (linha tracejada) para o estado fundamental do sistema. Nessa

figura,v=h=my = wy = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho revisitamos um dos mais interessantes problemas de fisica
fundamental: o efeito Aharonov-Bohm. Mas aqui adicionamos a esse problema antigo e bem
conhecido um ingrediente novo, introduzimos por meio de hamiltonianas explicitamente
dependentes do tempo uma dissipagdo no sistema. Analisamos assim os efeitos de dissipa¢ao
em um oscilador harménico bidimensional carregado com massa dependente do tempo, m(t),
na presenca do efeito Aharonov-Bohm. Tal sistema descreve a dindmica da dissipacao de um
ponto quantico parabdlico bidimensional, com uma vasta gama de aplicacGes em fisica do
estado solido e eletronica.

Primeiramente, n6s mostramos como calcular as fun¢Ges de onda exatas usando o
método de invariantes de LR [16] seguindo o trabalho de Bouguerra, Maamache e Bounames
[15]. A partir dessas funcdes de onda, dadas pela Eq. (71), calculamos os valores médios do
operador posicdo ((r) e (r?)) e do operador momento ({p) e (p?)) para o estado n = m = 0.
De posse desses valores médios, mostramos como as incertezas (Ar e Ap) se comportam em
funcdo do parametro de fluxo (v) e coeficiente de dissipacdo (y) para duas diferentes classes
de sistemas dissipativos, o tipo Caldirola-Kanai, com amortecimento constante, e o tipo Lane-
Emden, com amortecimento dependente do tempo (o t~1). Por fim, calculamos
analiticamente o valor esperado da energia mecénica do sistema ((E)) para os dois tipos de
dissipacdo. Mostramos como (E) varia com o tempo para diferentes valores do parametro de
fluxo magnético.

Em decorréncia da dissipagéo introduzida para o caso Caldirola-Kanai a partir do
parametro de amortecimento y, mostramos que Ar (Ap) diminui (aumenta) com o0 aumento do
tempo, mantendo v fixo. Isso significa que a medida que o tempo cresce, a particula se torna
cada vez mais localizada. Lembrando que particulas oscilantes classicas irradiam, ou seja,
constituem um sistema amortecido, sendo assim tendem a oscilar entre dois pontos cada vez
mais proximos, consequentemente reduzindo a incerteza da sua posicao.

Em contrapartida, com o aumento do parametro de fluxo magnético v, ambos Ar
e Ap, aumentam ao manter o tempo fixo. Como o parametro de fluxo depende da area
transversal, A, da oOrbita classica, para valores maiores de A, existirdo mais pontos acessiveis
para a particula, que, por consequéncia, aumentardo a incerteza na sua posi¢ao. A incerteza

no momento também aumenta, uma vez que um grande raio de 6rbita implica em uma alta
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velocidade da particula para manter o periodo constante (sabendo que a frequéncia de
ciclotron independe da &rea transversal).

Ao comparar as incertezas na posicdo Ar para as dissipacdes de Lane-Emden e
Caldirola-Kanai dentro de um intervalo de tempo t < 2 s, mostramos que Ar decresce de
maneira mais acentuada para dissipacao do tipo Lane-Emden, pois para valores pequenos de
tempo, o coeficiente de amortecimento desse tipo de dissipacao tende a valores muito grandes.
Para o tipo de dissipacdo de Caldirola-Kanai, observamos também que o parametro de fluxo
v diminui a dissipagéo de energia para um ponto quéntico para um determinado intervalo de

tempo. Esse resultado pode ser Gtil para o aprimoramento de dispositivos quanticos.
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APENDICE A - PERSPECTIVAS

O aprofundamento natural desse problema seria analisar a dindmica quantica de
uma particula carregada em uma armadilha de ions na presenca de dissipacao, o que seria uma
poderosa ferramenta para medidas espectroscopicas cada vez mais precisas.

Além disso, podemos analisar também a dindmica de um ponto quéntico
parabdlico na presenca do efeito Aharonov-Bohm sob o ponto de vista da teoria da informacéo
quantica, utilizando medidas entropicas como a famosa entropia de Shannon [58] e suas
generalizacGes, como a entropia de Tsallis [59] e entropia de Rényi [60], além da informacéo
de Fisher [61].
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APENDICE B — ARTIGOS PUBLICADOS DURANTE O PERIODO DE
MESTRADO

NASCIMENTO, J. P. G.; AGUIAR, V.; CORTEZ, D. S.; GUEDES, I. Dissipative
Dynamics and Uncertainty Measures of a Charged Oscillator in the Presence of the

Aharonov-Bohm Effect. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Sdo Paulo, v. 43, p.
1-5, 2021.



