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RESUMO

Neste trabalho analisamos as condigdes de atravessabilidade de buracos de minhoca usando um
fluido com parametro de estado dependente da posigio como fonte no contexto da Gravidade
Assintoticamente Segura (GAS), assim como a utilizamos para estudar a distribuigio de
matéria ao longo do espago-tempo de duas classes de solugdes especificas: Schwarzschild- like
e os de Ellis-Bronnikov generalizados. As corre@es devido ateoria GAS sdo implementadas
utilizando os métodos do grupo de renormalizag@do, que, como consequéncia, fornecem um
novo tensor X,, como fonte para as equages de campo modificadas e promove a constante de
Newton G, a uma fun@o dos invariantes de curvatura. No estudo das condigdes de
atravessabilidade de buracos de minhoca, consideramos o0s casos de 0s mesmos serem
esféricos ou pseudoesféricos, onde nos restringimos apenas a regides proximas a garganta do
buraco de minhoca. Utilizamos o caso especifico do escalar de Ricci como invariante de
curvatura para definir a fun@o cutoff f =¢ R e utilizamos um fluido com equago de estado
da forma p, = w(r)p como fonte, isto €, com o parametro de estado dependente da posigio.
Mostramos que, ao contrario do que se pensava, em ambos 0s casos teremos a possibilidade
de atravessabilidade com matéria ndo-exotica. Em particular, estudamos no contexto da GAS
os tipos especificos de buracos de minhoca: Buracos de Minhoca Schwarzschild-/ike e os de
Ellis-Bronnikov generalizados. Neste caso, verificamos se as condigdes radiais de energia sao
satisfeitas e comparamos os resultados com os obtidos da teoria usual. Para a classe
Schwarzschild-/ike mostramos que apenas no caso particular do Buraco de Minhoca
Schwarzschild que as condigdes radiais de energia sdo satisfeitas em sua garganta, dependendo
do valor escolhido para seu raio »,. Em contraste, no caso mais geral Schwarzschild-/ike, nao
ha a possibilidade de as condig@es radiais de energia serem satisfeitas na garganta, assim
como no caso usual. Finalmente, estudamos a classe de soluges de Ellis-Bronnikov
generalizados, no contexto da GAS usando o escalar de Ricci, tensor de Ricci ao quadrado e o
escalar de Kretschmann para definir a fungo cutoff. Mostramos que a GAS resolve o
problema da matéria exdtica na garganta apenas quando usamos o escalar de Ricci e isso
apenas para uma solu@o particular generalizada. Além disso, encontramos uma regido
proxima da garganta onde as condigdes radiais de energia podem ser satisfeitas, contrario do

que ¢ previsto na teoria usual.

Palavras-chave: relatividade geral; buracos de minhoca; buracos de Schwarzschild-/ike e
Ellis- Bronnikov generalizados; gravidade assintoticamente segura.



ABSTRACT

In this work we analyze the traversability conditions of wormholes using a fluid with a
position dependent state parameter as a source in the context of Asymptotically Safe Quantum
Gravity (ASG), as well as using it to study the distribution of matter over space-time of two
classes of specific solutions: Schwarzschild-/ike and the generalized Ellis-Bronnikov ones.
Corrections due to ASG theory are implemented using the renormalization group methods,
which, as a consequence, provides a new tensor JX,, as a source for the modified field
equations and promotes the Newton’s constant Gy into a function of the curvature invariant. In
the study of wormhole traversability conditions, we considered the cases of spherical or pseu-
dospherical wormholes, where we restricted ourselves only to regions close to the wormhole
throat. We use the specific case of the Ricci scalar as an invariant of curvature to use as a
function cutoff f'= ¢ R and we use a fluid with an equation of state of the form p, = w(r)p as
source, that is, with the position-dependent state parameter. We show that, contrary to what
was thought, in both cases we will have the possibility of crossing with non-exotic matter. In
particular, we studied in the context of ASG the specific types of wormholes: Schwarzschild-
like and generalized Ellis-Bronnikov wormholes. In this case, we check whether the radial
energy conditions are satisfied and compare the results with those obtained from the usual
theory. For the Schwarzschild-/ike class we show that only in the particular case of the
Schwarzschild Wormhole that the radial energy conditions are satisfied in its throat,
depending on the value chosen for its radius . In contrast, in the more general
Schwarzschild-/ike case, there is no possibility for the radial energy conditions to be satisfied
at the throat, as in the usual case. Finally, we study the class of generalized Ellis-Bronnikov
solutions in the context of ASG using the Ricci scalar, the squared Ricci tensor and the
Kretschmann scalar to define the function cutoff. We show that ASG solves the problem of
exotic matter in the throat only when we use the Ricci scalar and that only for a particular
generalized solution. Furthermore, we found a region near the throat where the radial energy

conditions can be satisfied, contrary to what is predicted in the usual theory.

Keywords: general relativity; wormholes; Schwarzschild-like and generalized Ellis-
Bronnikov wormholes; asymptotically safe gravity.
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1 INTRODUCAO

A teoria de Einstein da Relatividade Geral prevé a existéncia de interessantes ob-
jetos que servem como tuneis conectando universos distintos ou regides do espaco-tempo as-
sintoticamente planas de um mesmo universo. Esse tipo de solucdo foi primeiro encontrado
por Einstein e Rose [1], que foram chamados de Buracos de Minhoca por Misner e Wheeler
[2]]. No entanto, a primeira constru¢ao geral de uma solucdo de buraco de minhoca atravessavel
foi dado por Morris e Thorne [3]], que é representado por uma métrica estatica e esfericamente
simétrica da forma:

i = 2gp AT P2dQ,, (1.1)
1-b(r)/r

onde dQ; é o elemento de linha da 2-esfera, ¢>®(") é a fungio redshift b(r) a fungio forma. A fim
de garantir atravessabilidade, algumas restricdes sdo impostas a essas funcoes [3}4]], tais como
a ndo existéncia de um horizonte de eventos, a existéncia de um valor minimo para b(r), que €
para algum r = r; com b(r;) = r;, caracterizando a regido da garganta do buraco de minhoca e a
condi¢do flare-out, representada pela relagdo b’(r;) < 1, onde ’ € a diferenciacdo com respeito
a coordenada radial ». No entanto, pode ser mostrado que para um buraco de minhoca ser
atravessavel, pelo menos no contexto da relatividade geral, deve-se ter matéria que viola as
condicoes de energia [5-8], sendo possivel a existéncia de buracos de minhoca com energia
Phantom como fonte [9,/10] ou ainda energia Casimir[ 1 1-15].

Buracos de minhoca que possuem geometrias assintoticamente planas sdo de par-
ticular interesse [3]], embora casos mais gerais tenham sido estudados na literatura [16-18]. A
solucdo de Schwarzschild pode ser pensada como um exemplo de um buraco de minhoca assin-
toticamente plano, com fungdo forma b(r) = r, = constante e fungdo redshift ¢*®") =1—r,/r.
Porém, este ndo seria o caso de um buraco de minhoca atravessavel, pois hd a presenca de
um horizonte de eventos localizado em r = r,. A fim de construir um buraco de minhoca
Schwarzschild atravessavel, devemos manter a componente radial da métrica e exigir que a
funcgao redshifht nao possua horizontes. Podemos também construir uma versdo generalizada
do buraco de minhoca Schwarzschild, considerando uma func¢ao forma linear em » com a forma
b(r) = (1 —B)r; +Br, onde B é uma constante, sendo S = 0 o caso particular do buraco de mi-
nhoca Schwarzschild, também considerado o caso particular de um buraco de minhoca auto-
dual com densidade de energia nula [[19,20]. Uma consequéncia da constante 5 € a presencga de
um aumento ou diminui¢do de angulo sélido no limite assint6tico, dependendo se 8 € positivo
ou negativo. Este buraco de minhoca foi chamado do Schwarzschild-like e suas proprieda-

des no contexto da relatividade geral foram estudadas em [21]. Embora buracos de minhoca
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Schwarzschild-like sejam atravessdveis em relatividade geral, a necessidade de matéria exdtica
€ novamente vista.

Podemos nos questionar se, ao considerar efeitos quanticos, hd a possibilidade de
um buraco de minhoca ser atravessavel com matéria ndo-exdtica obedecendo as condicdes de
energia. Porém, uma teoria quantica da gravidade ainda ndo foi bem estabelecida. Um dos
métodos encontrados na literatura para considerar efeitos quanticos no campo gravitacional é
tratd-lo como um campo quantico que € assintoticamente seguro. Esse método € particular-
mente interessante pois retira as divergéncias ultravioleta (UV) de maneira bastante eficiente
[22]. Segundo este método, a teoria deve ser renormalizdvel e, portanto, preditiva, se possui
um ponto fixo ndo-Gaussiano tal que todas as “constantes” de acoplamento essenciais para a
teoria tendam para este ponto fixo no limite UV (entre aspas pois as constantes de acoplamento
sdo promovidas a funcdes do momento de escala k, usado como referéncia para excluir as di-
vergéncias no infravermelho (IR)). A garantia da existéncia de um ponto fixo para o fluxo do
grupo de renormalizacdo no caso gravitacional € confirmado por véarios métodos e tem sido
aplicados em diferentes modelos [23-48.76].

Para isso, € necessario resolver a equacao exata do grupo de renormalizacdo (EEGR)

a fim de obter a acdo efetiva média 'y dependente do momento de escala [49]
1
KOy = 5 Te | (07 + R~ kORe|. (1.2)

onde Fl(f) ¢ a Hessiana de I'y e Ry é a funcdo reguladora, introduzida para eliminar as di-
vergeéncias IR, exigida como sendo uma funcio quadratica do momento k [23]].

No caso gravitacional, a acdo efetiva média, também chamada de fluxo gravitaci-
onal neste contexto, ¢ um funcional que depende da métrica e do parametro k, 0 momento de
referéncia que exclui os modos que levam a divergéncias IR. O funcional I';[g,,] descreve as
flutuacdes quanticas no campo gravitacional para escalas de momento da ordem de k. O pro-
blema com esse método estd na dificuldade de resolver a EEGR (I.2)) para determinar uma
forma exata para o fluxo I';. No entanto, podemos encontrar solu¢des aproximadas ao con-
siderarmos truncamentos, isto €, projetar o fluxo I’y em um sub-espago com dimensao finita
que leva em conta apenas as “constantes” de acoplamento que sdo necessdrias para descrever
as interagdes da teoria, isto €, considerando apenas a fisica essencial. No caso gravitacional o
truncamento mais natural € o “truncamento de Einstein-Hilbert” [23,24,50-54], que consiste
em projetar o fluxo do campo gravitacional I';[g,,] na base /g € /gR, levando a associa¢do
de I'y com a forma cléssica da ac¢do de Einstein-Hilbert. Os coeficientes da expansao de I'i[g,v]
nesse sub-espago nos leva ao melhoramento (improvement) das constantes de acoplamento G (k)

e A(k), isto €, a constante de Newton e a constante cosmoldgica sdo promovidas a fungdes do
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parametro k, cuja forma funcional sdo determinadas a partir das solu¢des da fungdao—3, um
conjunto de equacdes diferenciais parciais obtidas a partir do fluxo, que rege a evolugao das
“constantes” de acoplamento G(k) e A(k)[23,[55-57].

Solugdes numéricas dessa func@o-B no limite infravermelho(k — 0) e proéximas ao
ponto fixo do grupo de renormalizacdo, fornecem a seguinte forma para a funcao G(k) [58H62]

G(ko)

G(k) = ,
© 1+ wyG(ko)(k> —k3)

(1.3)

onde k é uma escala de momento introduzida na acdo efetiva média para implementar o cutoff
infravermelho (IR), kg € uma escala de referéncia e w, = %(1 - %). Pode ser mostrado que para
uma escolha adequada do momento de escala teremos kg = 0, desde que Gn = G(ko — 0) = Gy
coincida com o valor medido para a constante de Newton. Pode ser visto que modelos onde
o espaco-tempo € plano, k pode ser escrito como uma funcdo da posicdo com dimensao de
inverso de comprimento. Porém, essa dependéncia das coordenadas pode atrapalhar a anélise
em espacos curvos. Para eliminar essa dependéncia, podemos considerar a seguinte prescricao
em espagos curvos wk” = £f(y), onde y é uma fungio dos invariantes de curvatura e £ é uma
constante que € o parametro da teoria [62]. Com isso, a nova fungdo “constante” de acoplamento

(L.3) pode ser escrita como
Go

=1

onde f(y) = &/x é chamada funcgao cutoff. Portanto, as correcdes quanticas devido a Gravidade

(1.4)

Assintoticamente Segura modificam a acdo de Einstein-Hilbert apenas substituindo a constante
de Newton por uma fung@o dos invariantes de curvatura, dado pela Eq. (I.4), fornecendo a

seguinte acdo modificada [62]

1

S=—
167

d4xG—\/(/_§R+ f d*x =g L. (1.5)

Variando a a¢do acima com respeito a métrica e usando o principio da acdo minima obtemos as

equacgdes de campo modificadas [|62]

Gy = 8nG() Ty + GOV X (x) (1.6)

onde T, € o tensor-momento energia cldssico e X, € um tensor covariante que surge devido
as diferenciacdes de G(y) quando variamos a acdo com respeito a métrica. Esse tensor dita a

dindmica das corre¢oes quanticas codificadas em G(y), e € definido como:

ox
oghy

X0 = (V% ~ )G - 3 (RK 0025+
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_ o

5 gﬂv))+akaﬂ(m(gy)a—)‘)) , (1.7)

(R0 e

com K(y) = % [63]. Esse tensor também pode ser pensado como o tensor momento-
energia que fornece o 4-momento de G(y).

O tensor X,,, depende do parametro y, que expandido até primeira ordem fornece
[62]

X =V, V,G(0) ! - g0n0Gx) " . (1.8)

Como ja foi mencionado, o parametro y € definido em termos de invariantes de curvatura cons-
truidos a partir das componentes do tensor de Riemann, tais como R,RqsR%P, RygaRP1, - -
[62]. Evidentemente hd muitas escolhas possiveis para o parametro y[75]. No entanto, tra-
balhos com solu¢des ndo-vacuo sugerem algumas escolhas simples, tais como y = R~ or
X = (RapR)!/2[63).

Nesta direcao, as condicoes de atravessabilidade para buracos de minhoca conside-
rando os efeitos quanticos devido a Gravidade Assintoticamente Segura (GAS) foram investi-
gados em [64]. Considerando como fonte um fluido que obedece uma equacao de estado linear,
isto €, com a tensdo sendo uma func¢do linear da densidade de energia do fluido, eles mos-
traram que a solu¢do de Morris-Thorne ainda é atravessdvel nesse contexto, dependendo dos
valores dos parametros. Além disso, eles encontraram a possibilidade de buracos de minhoca
atravessaveis com matéria nao-exotica, desde que eles sejam pseudoesféricos. Porém, os auto-
res consideraram o caso especial de uma equacgdo de estado linear com parametro de estado (a
constante de proporcionalidade) sendo constante e isto exclui um grande nimero de modelos
possiveis.

Tendo em vista este fato, nos estudamos as condi¢des de atravessabilidade de bura-
cos de minhoca considerando agora um fluido com uma equacdo de estado mais geral onde o
parametro de estado dependente da posi¢ao como fonte (embora ainda haja uma relacao linear
entre tensao e densidade de energia). Desta forma, podemos separar o parametro de estado em
uma parte independente dos efeitos da GAS e outra dependente da GAS. Para isto, utilizamos
o escalar de Ricci para definir a funcdo cutoff, que terd a forma f = £R, ambos para os casos
esféricos e pseudoesféricos. Mostramos que em ambos os casos a funcdo forma sera escrita
em termos de funcdes hipergeométricas. Além disso, ao contrario de que foi notado em [64]],
mostramos que, no caso de um fluido com parametro de estado dependente da posicao, havera
a possibilidade de o buraco de minhoca esférico ser atravessavel.

Além disso, os autores em [64] se restringiram apenas a regioes proximas a garganta
e, portanto, ndo forneceram informagdes sobre a distribuicdo de matéria ao longo do espago-

tempo gerado pelo buraco de minhoca. Com o objetivo de testar isso, os autores da Ref. [[65]]
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estudaram os efeitos quanticos no buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov devido a GAS. Eles
encontraram que no contexto da GAS é possivel ter matéria ndo-exotica na garganta desse
buraco de minhoca. Porém isso necessariamente leva a regides do espaco-tempo com matéria
exética do tipo Phantom. Com isso, eles especularam se um fluido Phantom € sempre necessario
em tais cendrios.

Em particular, consideramos corre¢des para tipos especificos de buracos de minhoca
devido a GAS, mais especificamente, os Schwarzschild-like e os de Ellis-Bronnikov generaliza-
dos. Para isto utilizamos modelos do escalar de Ricci, o quadrado do tensor de Ricci e o escalar
de Kretschmann. NOs iremos mostrar que apenas no caso assintoticamente plano (Schwarzs-
child) as condi¢Oes radiais de energia podem ser satisfeitas na garganta, dependendo do valor de
seu raio r;. Porém isto necessariamente leva a presenca de matéria exdtica do tipo Quintesséncia
na garganta. Em contraste, no caso de um excesso de angulo s6lido na forma assintética, te-
mos a possibilidade de ter regides com matéria ndo-exotica, dependendo dos valores de r; e da
constante 8, mas, com as condi¢des radiais de energia nao satisfeitas nesse caso. Enquanto para
o caso de Ellis-Bronnikov generalizados, vamos mostrar que as correcdes na garganta devido
a GAS resolve o problema da matéria exdtica apenas no modelo que usa o escalar de Ricci, e
apenas para um tipo especifico de buraco de minhoca nesta classe.

Os capitulos desta tese se dividem da seguinte forma: no capitulo 2 mostramos a
construcgdo feita por Morris e Thorne para tentar construir solu¢cdes de buracos de minhoca que
sdo atravessaveis, no contexto da relatividade geral, e mostramos que para isto serd necessario
a presenca de matéria exdtica. No capitulo 3 introduzimos o método assintoticamente seguro
para descrever os efeitos quanticos no campo gravitacional (GAS), as correcOes que iremos
utilizar para tentar eliminar a exigéncia da matéria exdtica em buracos de minhoca. Depois, no
capitulo 4, utilizamos as modificacdes/corre¢des devido a GAS para estudar as condi¢des de
atravessabilidade e a presenca de matéria exdtica em duas classes de buracos de minhoca, os
esféricos e os pseudoesféricos. No capitulo 5 aplicamos estes conceitos em tipos especificos de
buracos de minhoca, no caso, os buracos de minhoca Schwarzschild-l/ike (que possui o buraco
de minhoca Schwarzschild como caso particular) e os buracos de minhoca Ellis-Bronnikov

generalizados. Finalmente, o trabaho é concluido e € fornecido as consideracoes finais.
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2 BURACOS DE MINHOCA ATRAVESSAVEIS: A SOLUCAO DE
MORRIS-THORNE

Neste capitulo € mostrado a constru¢do de buracos de minhoca atravessaveis feita
por Morris e Thorne [3], cuja métrica serd o objeto fundamental que iremos estudar nesta tese.
Para isso, fornecemos uma breve revisdao dos fundamentos da relatividade geral, introduzindo
o formalismo tensorial e convencdes que iremos seguir ao decorrer da tese. Depois, falamos
um pouco sobre a solu¢do de Schwarzschild e como ela motivou a constru¢do das pontes de
Einstein-Rosen, levando a interpretacdo de um “tinel” conectando diferentes regides do espago-
tempo. Seguimos entdo com as condicdes de energia da relatividade geral, uma forma de clas-
sificar as fontes como fisicas ou nao-fisicas e, enfim, falaremos da métrica de Morris-Thorne e

todas as suas caracteristicas no contexto classico da Relatividade Geral.
2.1 Relatividade Geral

Com o desenvolvimento da teoria especial da relatividade, houve a imediata ne-
cessidade de corrigir a teoria gravitacional de Newton, uma vez que no caso Newtoniano a
gravidade € uma interacido que se propaga com velocidade infinita. Partindo de experimentos
de pensamento, Einstein desenvolveu o principio da equivaléncia, a partir do qual o levou a con-
cluir que o efeito gravitacional se manifesta através de uma curvatura do espaco e do tempo em
regides proximas a fonte do campo. Matematicamente, isso significa que a métrica do espago-
tempo de Minkowski (espago-tempo plano utilizado na relatividade especial), denotada por 1,,,,,
deve ser substituida por uma métrica que descreve um espaco-tempo curvo, o qual denotaremos
por g,y. Dessa forma, a métrica “mede” o efeito gravitacional, sendo portanto, considerado os
potenciais da teoria. Com isso, podemos escrever para a forma geral de um elemento de linha
de um espacgo curvo
ds* = g ndx'dx’, 2.1

onde foi utilizado a convencio de soma de Einstein. Indices gregos variam de 0 a 3, sendo 0
o indice referente a dire¢do temporal, enquanto os indices 1 a 3, representado aqui por letras
latinas, as direcdes espaciais.

O formalismo matemadtico utilizado na relatividade geral é o da Geometria Diferen-
cial, a partir do qual o espaco-tempo € tratado como uma variedade (falando a grosso modo, uma
generalizacdo do conceito de superficie) 4-dimensional munido com uma métrica de assinatura
(—,+,+,+) (essa é a assinatura que iremos seguir daqui em diante).

A partir dos potenciais da teoria, podemos construir a conexdo, ou simbolos de
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Christoffel, através da expressao

1
raﬁy = Egmr(ayg(rﬁ + 080y — 0o &py)- 2.2)

A conexado é extremamente importante pois € a partir dela que podemos definir a operagcao
de diferenciacdo de forma covariante sob espagos curvos. Além disso, a conexdo esta intima-
mente ligada a aceleracdo de corpos caindo livremente em um campo gravitacional. No caso da
particula caindo apenas sob influéncia da gravitacdo, Einstein argumentou, usando o principio
da equivaléncia, que a trajetéria de uma tal particula deve ser uma geodésica (caminho mais
curto que a particula pode seguir, andlogo a linha reta no caso euclidiano). Dessa forma, a curva

geodésica pode ser definida como aquela que minimiza a distancia propria total, isto é

6(£ds) = 6([1: 1/gw,a’)d‘a’x") =0, 2.3)

que usando a distancia propria como parametro, de tal forma que um vetor tangente a curva seja

dado pelo 4-vetor v = dx*/ds, obtemos a equacdo da curva geodésica

d? xH dx® drP
+TH g —— =
ds? ds ds

2.4)

Para uma particula teste massiva seguindo um caminho do tipo tempo, € mais natural parame-

trizé-la usando o tempo préprio (d7)* = —(ds)?, onde usamos a seguinte defini¢io:

Tipo-Tempo & g, V*V” <0
Tipo-Luz & g, V*V"'=0
Tipo-Espago & g, V*V" >0,
onde V¥ € um vetor arbitrario definido sobre o espago-tempo em questao.
A partir da conexio e suas derivadas podemos definir o tensor de curvatura de Ri-

emann, que, como veremos, estd associado a diferenca de acelerac@o entre particulas caindo

livremente apenas sob o efeito gravitacional (os efeitos de maré). Esse tensor € definido como:
R” Bys = 671““[;5 - (95Faﬂy +I'? Uyl““ﬁ(g - 051““,37. (25)

Podemos obter outros tensores importantes a partir de contragdes com o tensor de

Riemann. Definimos o tensor de Ricci, escalar de Ricci e tensor de Einstein, respectivamente,
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como
Ruv = Raﬂﬁvga/ﬁ (2.6)
R = Rﬂvgﬂv 2.7)
1
Gw = Ry- ERgW. (2.8)

Finalmente, as equacdes de campo de Einstein, que dita a dindmica da métrica, isto

¢, do campo gravitacional, ¢ dada pela expressao
Gpv = SﬂTpv, (2.9)

em um sistema de unidades onde a constante de Newton G e a velocidade da luz no véacuo ¢
€ igual a unidade. O tensor T, € o chamado tensor momento-energia, o termo de fonte das

equagoes de campo. Explicitamente, suas componentes podem ser divididas da seguinte forma:

Ty = (2.10)

p S }
S i Tj ,
onde p € a densidade de energia, S; o fluxo de energia (uma versdo generalizada do vetor de
Poynting do eletromagnetismo) e m;; os termos de pressdo (andlogo ao tensor de tensdo de
Maxwell). Pode ser mostrado que em regides de vacuo, isto €, fazendo 7, = 0 em (2.9), as

equacdes de campo podem ser escritas na simples forma:
R,y =0. (2.11)

E importante salientar que a Relatividade Geral é uma teoria cldssica de campo
e, portanto, pode ser derivada através de um principio variacional. A acdo que determina as
equagdes de campo (2.9) é a chamada ac@o de Einstein-Hilbert dada por

1

S = Tox

d*x=gR + f d*x =g Lm, (2.12)

onde g = det(g,y) € o determinante da métrica, sendo a integragao feita por todo o espago-tempo.
L\ representa a densidade Lagrangiana do conteido de matéria e energia que serve como fonte
para o campo. Usando o principio da minima ac¢éo em (2.12)) e identificando as componentes

do tensor momento-energia T}, como:

T,

py =2

0 f d*x=gLm, (2.13)
oghy

obtemos as equacdes de campo da Relatividade Geral (2.9). Para ver o célculo detalhado de

como obter as equagdes de campo através da acdo de Einstein-Hilbert, veja, por exemplo [66].
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As equacdes de campo de Einstein fornecem um conjunto de 10 equagdes indepen-
dentes, ndo-lineares e acopladas, sendo, em geral, bastante dificil de resolvé-la analiticamente.
Porém, foi notado por Karl Schwarzschild, em 1916, que as equagdes de campo podem ser
simplificadas ao considerarmos, a priori, algum tipo de simetria na fonte do campo. De fato,
foi assim que o préprio Schwarzschild encontrou a primeira solu¢do exata das equacgdes de
Einstein. A solug¢do de Schwarzschild foi fundamental pois a partir desta pdde-se comprovar a
teoria de Einstein, resolvendo alguns problemas que a teoria de Newton ndo resolvia, tais como
o avango do periélio de Merctirio e o desvio para o vermelho gravitacional (“redshift”). Porém,
aqui iremos focar no fato de a solucdo de Schwarzschild descrever estranhos objetos denomi-
nados “Buracos Negros”, que mais tarde inspirou Einstein e Rosen a construirem a primeira

solugdo do tipo “Buraco de minhoca”, que constitui o objeto central desta tese.

2.2 A soluciao de Schwarzschild

A solugdo de Schwarzschild constitui a solucao mais simples das equacdes de Eins-
tein (2.9). Essa solugdo € particularmente interessante para nds pois introduz importantes con-
ceitos como o de horizonte de eventos e singularidade. Além disso, essa mesma solucao foi
usada para construir as pontes de Einstein e Rosen, que mais tarde foram denominados buracos
de minhoca.

Porém, antes de determinarmos a forma da métrica de Schwarzschild, vamos intro-
duzir o conceito de um espago-tempo estético e estaciondrio. Dizemos que um espago-tempo €
estaciondrio se as componentes de sua métrica sdo independentes do tempo coordenado, isto &,
se dpgaep = 0. Além disso, 0 espago-tempo serd estatico se, além de a métrica ndo depender ex-
plicitamente do tempo, todos os termos cruzados do tipo gop; forem nulos. Precisamente falando,
estaticidade significa que sempre teremos um campo vetorial de Killing (campo vetorial intro-
duzidos no espago-tempo que preservam a forma da métrica) ortogonal a familia de superficies
¢ = constante.

Com isso em mente, pode ser argumentado que sempre podemos encontrar um sis-

tema de coordenadas em que uma métrica esfericamente simétrica sera escrita como [68|]
ds* = —""di? + A dr? + r2dQ2, (2.14)

onde dQ% = d6? + sin® 6d¢? é o elemento de linha de uma 2-esfera e v e A funcdes genéricas das
coordenadas temporal ¢ e radial r. A solug@o de Schwarzschild consiste em resolver as equagoes

de campo no vécuo (2.11) usando o ansatz (2.14)), fornecendo o seguinte sistema de equacdes
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diferenciais:
-1 V/ 1 1
—+—=]-= = 0, 2.15
¢ (r r2) r (2.15)
A1 1
-1 _
6(7_ﬁ%ﬁ-_o, (2.16)
1=0, (2.17)

onde o primo denota diferenciacdo com respeito a coordenada radial r e o ponto diferenciacdo

com respeito a coordenada temporal 7. Adicionando as equagdes (2.13)) e (2.16) obtemos
A+ =0, (2.18)

que integrando fornece
A+v=h(), (2.19)

onde A(f) é uma funcdo arbitraria da coordenada temporal . A equacgdo (2.17) implica que A
deve ser uma fun¢@o apenas de r e entdo a (2.13) torna-se uma equagdo diferencial ordinaria,

que pode ser escrita como
el—re'V =1— (rey =1, (2.20)

que pode ser resolvida por uma integracdo direta fornecendo

o = (1 —9)_1, @2.21)

r

onde C é uma constante de integragdo arbitraria. Finalmente, usando (2.19) e redefinindo a

t L. .
coordenada temporal como ¢ = f du /2 3 métrica pode ser escrita como

c\! cy\!
dSZ:_(l_—) dt2+(1——) dr* +rdQ;. (2.22)

r r
A interpretacao da constante de integracdo C € feita tomando o limite de campo fraco, a partir do
qual € mostrado que, nesse limite, a componente 00 da métrica pode ser associada ao potencial
Newtoniano ®(r) = —M/r através da expressao goo ~ 1 +2®(r). Dessa forma, comparando a
componente 00 de (2.22) com a métrica no limite de campo fraco obtém-se C = 2M, isto &,
a constante de integracdo estd associada a massa da fonte do campo. Finalmente, obtemos a
forma da solucao de Schwarzschild:

-1
dg:_@_%%yﬁ+@_%ﬂ)dﬂ+ﬂﬂf. (2.23)
r

r

Essa solugdo pode ser interpretada como o campo gravitacional gerado por uma distribui¢do

estdtica e esférica de massa M, andlogo ao caso Newtoniano do potencial gravitacional de uma
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massa pontual.

Prontamente se vé que a solugdo de Schwarzschild (2.23)) possui dois pontos, um
em r =0 e outro em r = 2M, em que a métrica diverge. A fim de tentar entender o que significam
essas divergéncias, vamos determinar o intervalo de tempo que um raio de luz emitido por um
objeto que cai livremente em r = 2M leva para alcancar um observador que se localiza além
dessa hipersuperficie. Para isso, fazemos ds* = 0 em (2.23) e consideramos, por simplicidade,

que o movimento ocorre na dire¢do radial, obtendo

)
Af = f ar 81 (2.24)
rl gOO

onde rq € a posicao do objeto que emite o raio de luz e r; a posicao do observador que recebe o
sinal. Resolvendo a integral acima para a métrica (2.23)) ficamos com:

r

At = r+2MlIn(r —2M) (2.25)

r

Imediatamente vemos que, quando o objeto atinge a superficie r = 2M teremos At — oo. Isso
significa que a luz emitida pelo objeto leva um tempo infinito para atingir o observador em r; e,
portanto, qualquer informacao sobre o objeto € perdida quando este cruza r = 2M. De fato, toda
a regido r < 2M € inacessivel para qualquer observador externo. Essa regido foi denominada
buraco negro de Schwarzschild, com sua fronteira r = 2M definindo o que chamamos horizonte
de eventos. Dessa forma, vemos que as coordenadas (t,r,6,¢) ndo mapeiam a regido interna
do buraco negro, sendo, portanto, necessario fazer mudangas de coordenadas para incluirmos

também essa regido. Para isso, primeiramente introduzimos a coordenada radial tortoise r
+oM1 ( 4 1) (2.26)
ey =r n|{——— . .
2M
que faz a métrica (2.23)) tomar a forma
2M
ds* = (1 - —) (—dt* +dr?) +r*d Q3. (2.27)
r

Depois, introduzimos as coordenadas Kruskal u = ¢—r, e v =t + r, para obter

oM
ds* = (1 - —)dudv +r%dQ3. (2.28)
r

Nessas coordenadas as trajetdrias dos raios de luz sdo dados por u = constante e v = constante.
Finalmente, para mapear a regido dentro do horizonte de eventos é necessdrio utilizar as coorde-
nadas Kruskal-Szekeres, definidas como U = —4Mexp(—u/4M) e V = 4Mexp(v/4M), levando
a métrica:
2 2M . 2 162
ds® =———e 2udUdV +r°d€;, (2.29)
r
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onde r = r(U, V). Vemos que nessas coordenadas a solucao de Schwarzschild € vilida em toda
regido com excec¢ao da origem r = 0. Portanto, a singularidade » = 2M é apenas um defeito do
sistema de coordenadas, sendo chamada de singularidade removivel ou coordenada, enquanto
a singularidade em r = 0 € uma singularidade do préprio espago-tempo, nao sendo possivel
remové-la apenas por transformagdes de coordenadas. Essa caracteristica também € explicitada
ao calcularmos invariantes de curvatura, como por exemplo, o escalar de Kretschmann, que para
a métrica de Schwarzschild (2.23)) fornece
48 M?

vapo'RﬂVpo- = I (2.30)

que diverge em r = 0 e é finito em r = 2M. Pode-se pensar que a presenca de singularidades seria
um caso particular da solu¢ido de Schwarzschild. Porém, outras solugdes apresentaram a estru-
tura de horizonte de eventos englobando a singularidade na origem, como € o caso da solugao
de Reissner-Nordstrom, os buracos negros carregados. Essas no¢des de horizonte de eventos
e singularidade do espaco-tempo levaram Einstein e Rosen a tentar descrever um modelo de
particulas usando a Relatividade Geral, sem que o espago-tempo em questdo apresentasse sin-
gularidades. Isso, como veremos, levou ao conceito de uma “ponte” conectando duas regides

do espaco-tempo.
2.3 Pontes de Einstein-Rosen

Classicamente falando, particulas elementares e buracos negros apresentam certas
caracteristicas em comum, no sentido de que ambos sio objetos pontuais que podem ser descri-
tos por um pequeno conjunto de parametros. Para um buraco negro ser descrito completamente
em relatividade geral, basta conhecer a massa, carga e momento angular associado aos campos
que caracterizam o buraco negro em questdo. De fato, isso se tornou uma conjectura bastante
conhecida na literatura chamada “No-Hair Theorem”. No caso de particulas elementares, basta,
assim como nos buracos negros, conhecer sua massa, carga e spin (uma forma intrinseca de mo-
mento angular que se assemelha bastante com o momento angular classico). A unica e grande
diferenca entre particulas e buracos negros se deve ao fato que os ultimos apresentam um ho-
rizonte de eventos. Nessa época ndo se tinha uma definicao precisa de horizonte de eventos,
fazendo com que fosse tratada como uma singularidade do préprio espaco-tempo. Foi justa-
mente esse o ponto que levou Einstein e Rosen a tentar remover o horizonte de eventos das
solugdes de buracos negros a fim de descrever particulas usando a Relatividade Geral, levando
consequentemente ao conceito de uma ponte [ 1.

Para descrever particulas elementares usando a Relatividade Geral deve ser exi-

gido que o espaco-tempo seja bem comportado fora da regido onde a massa da particula esta
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concentrada. Nesse sentido, claramente nao deve haver a presenca de horizonte de eventos se
quisermos descrever uma particula. Sabemos que o horizonte de eventos pode ser removido
ao usar um sistema de coordenadas que mapeia a regido externa e interna do buraco negro.
Porém, Einstein e Rosen removeram a singularidade das solucdes de Schwarzschild e Reissner-
Nordstrom de uma maneira levemente diferente. Iremos mostrar aqui apenas o caso da solugao
de Schwarzschild e somente comentar o caso de Reissner-Nordstrom.

A fim de remover a singularidade da solu¢ao de Schwarzschild (2.23) Einstein e

Rosen introduziram a nova coordenada radial u:
W =r-2M, (2.31)
que faz a métrica de Schwarzschild tomar a forma

2
ds® = — (2”—2M) i +4(u® + 2M)dii® + (i + 2M)2d Q3. (2.32)
u-+

Note que nesse sistema de coordenadas o horizonte de eventos, r = 2M, se localiza na origem
u = 0 e, portanto, toda a regido interna do buraco negro de Schwarzschild, incluindo a sin-
gularidade da métrica em r = 0, € excluida. Dessa forma, o espaco-tempo torna-se livre de
singularidades. Note também que nesse novo sistema de coordenadas, u pode tomar valores po-
sitivos e negativos com o alcance —oo < u < +o0. A superficie em u = 0 possui o menor valor de
4rea permitido para esse espaco-tempo, dado por A = 167M?, conectando o “pedaco positivo”
do espago-tempo com o “pedacgo negativo”, formando uma espécie de garganta conectando es-
sas regides do espaco-tempo. A métrica (2.32) foi denominada Ponte de Einstein-Rosen sendo
também conhecida na literatura como pontes neutras, uma vez que essa métrica foi obtida de
um buraco negro sem carga.

Einstein e Rosen também construiram essa estrutura de ponte na solu¢do de Reissner-
Nordstrom a fim de usa-la para descrever o elétron. Porém, eles mostraram que isso ndo foi
possivel pois para a singularidade ser removida e a ponte ser construida seria necessario uma
massa nula e cargas imagindrias. Além disso, mesmo se impusermos a massa € a carga do
elétron na solucdo de Reissner-Nordstrom, implicaria na presenca inevitavel de uma singula-
ridade nua (a singularidade da métrica sem a presenca do horizonte de eventos). Portanto, a
solucdo de Reissner-Nordstrom nao pode ser usada para descrever o elétron.

Pode ser natural nos perguntarmos se um objeto vindo de uma regido assintotica
u = —oo consegue atravessar a ponte e alcangar a outra regidao assintotica u = +oo. Porém, esse
tipo de solucdo ndo € atravessdvel por varios motivos. Primeiro, forcas de maré devido a nao-
homogeneidade do campo gravitacional na garganta sao da mesma ordem de magnitude que

no horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild. Também, foi mostrado que as
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pontes de Einstein-Rosen sdo dindmicas e ndo estaticas, oscilando com uma garganta de circun-
feréncia zero (regioes desconectadas) até uma circunferéncia maxima. Esse processo acontece
tao rapido que nem mesmo a luz consegue atravessa-lo. O fato de a métrica de Einstein-Rosen
(2.32)) ndo ser atravessavel se deve ao fato de que este é o proprio buraco negro de Schwarzs-
child escrito em um sistema de coordenadas diferente. Se um aventureiro tentar atravessar uma
ponte de Einstein-Rosen ele estard caindo em um buraco negro.

A solucdo de Einstein-Rosen foi a primeira do que chamamos hoje de “Buracos de
Minhoca”, como foi denominado por John Wheeler em 1957. Porém, a primeira construg¢do ge-
ral de uma classe de solugdes deste tipo sé foi desenvolvida em 1988 por Morris e Thorne. Para
1ss0, eles propuseram uma forma padrdo para a métrica tal que esta obedeca a certas restricoes
fisicas. Porém, como veremos, para que uma tal solu¢do seja atravessdvel, seria necessario a
presenca de matéria exdtica. Para entendermos melhor o que significa uma matéria ser “exdtica”
vamos primeiro determinar o que as classifica na relatividade geral, introduzindo as condigdes

de energia.
2.4 Condicoes de Energia

O problema de resolver as equacoes de campo da Relatividade Geral (2.9) consiste
em determinar as componentes do tensor métrico g,,, dada uma fonte de matéria e energia, co-
dificada no tensor momento-energia 7,,. Porém, nada nos impede de seguir o caminho inverso,
isto €, podemos fornecer a forma desejada da métrica e determinar as possiveis fontes que ge-
ram essa métrica especifica. Dessa forma, havera uma grande arbitrariedade nas componentes
do tensor momento-energia, podendo levar a fontes com caracteristicas ndo-fisicas, tais como
uma densidade de energia negativa. As equacgdes de Einstein impdem nenhuma restricao so-
bre o contelddo de matéria e energia da qual T}, € obtido. Nesse sentido, Hawking e Ellis[69]]
determinaram certas condi¢des sobre o tensor momento-energia a fim de limitar essas arbitrari-
edades, de tal forma que toda fonte fisica devam obedecé-las, pelo menos a nivel cldssico. Essas
condicdes sdo basicamente uma forma mais geral de dizer que as fontes do campo gravitacional
devem ter uma densidade de energia positiva com um dominio sobre a pressdo. Essas condi¢oes
foram chamadas condi¢des de energia e ha varios tipos de condi¢des dependendo da situagao
fisica em questdo. Essas condi¢des sdo extremamente importantes pois, além de classificar a
matéria como fisica ou ndo, foram usadas para provar uma série de teoremas tais como os de
singularidade.

As condigdes de energia logicamente devem ser validas para qualquer observador
e, portanto, devem ser declaradas de uma forma independente de coordenadas, isto é, através
de escalares construidos a partir de 7),,. Para isso, algumas condi¢Oes sdo escritas utilizando

um vetor do tipo-tempo v, normalizado e apontando para a direcdo futura, representando a
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4-velocidade de um observador. Utilizando uma base ortonormal podemos escrever esse vetor

como|[|70]

= y(ef(lo) +ae’(11)+be'?2) +ce”3)) (2.33)

onde y = (1 —a? —b* — ¢*)~1/2 ¢ obtido através da condicdo de normalizacio v = —1 sendo
a,b e c fungdes arbitrarias das coordenadas obedecendo, nesse caso, a restri¢ao a+b*+ct< 1.
Outras condi¢des de energia sao expressas em termos de um vetor do tipo-luz /* que pode ser

expandido na forma

I e’(l +a'@ +b’e" +cé (2.34)

)] ©F
onde dessa vez y = 1 pois para todo vetor do tipo luz teremos [,/* = 0, com a’, b" e ¢’ sendo
novamente funcdes arbitrarias das coordenadas obedecendo a restri¢io a’2 +b’> + ¢’ = 1.

O conjunto de vetores e‘(l A) formam uma base ortonormal para o referencial local do
observador, definidos a partir das relacoes:

gﬂvé’(lA)é(vB) = Gua)?(g) = N1AB, (2.35)
ALA)e?m = 5, (2.36)

onde u,A =0,1,2,3 sdo os indices do referencial global e local, respectivamente, e 5’; a delta
de Kronecker. A relagio nos diz que o tensor métrico nesse referencial local € dado pela
métrica de Minkowski nap = diag(—1,+1, +1,+1) da relatividade especial, exprimindo matema-
ticamente o principio da equivaléncia de Einstein, enquanto a segunda relagdo (2.36) é o que
garante a ortonormalidade desses vetores. Note que podemos obter a métrica no referencial
global aplicando a relagdo (2.36) em (2.33)), obtendo

~(A) A(B
8uv = UABe( )35/ ), (2.37)

BC = €. Vamos também expan-

e 0 mesmo vale para a sua inversa g"” = 82" ) ( By onde n4p7n
dir o tensor momento-energia nessa base ortonormal a fim de tornar mais claro o que significam

as condigoes de energia, obtendo:
= P02(0)2(0) + P121\2(1) + P22, 80 + P3 85,05, (2.38)

onde pg e p; sdo, respectivamente, a densidade de energia e as pressoes principais. Com isso,

declaramos as principais condi¢des de energia da Relatividade Geral:

e Condicao Fraca de Energia: Afirma que para qualquer vetor do tipo-tempo v apontado

para o futuro, teremos T,,v*'v” > 0. Usando as equagdes (2.33) e (2.38) essa condigdo nos
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leva a:

po+a’pL+b*pr+c?p3 > 0. (2.39)

Fazendo a = b = ¢ = 0 na expressdo acima ficamos com a famosa exigéncia de que a
densidade de energia deve ser estritamente positiva, isto €, pg > 0. Fazendo o caso par-
i — = 2 . c
ticular b = ¢ = 0 e notando que nesse caso a~ < 1(lembre-se que a restri¢ao nesse caso é

a* +b? + ¢ < 1), ficamos com a seguinte relagio:
po+p1 =>0. (2.40)

A mesma légica pode ser aplicada para as demais pressoes principais, de tal forma que a

condi¢do fraca de energia implica na seguinte restri¢ao:
po=>0epo+p; >0, (2.41)

onde i = 1,2,0u3. Fisicamente, a condi¢do fraca de energia significa que um observador
sempre ird medir uma densidade de energia positiva com as pressdes, embora permitidas

serem negativas, limitadas inferiormente por p; > —p.

Condicao Nula de Energia: Afirma que para qualquer vetor do tipo-luz /* apontado para
o futuro, teremos 7, /** > 0. Podemos usar as equagdes (2.34) e (2.38) para tornar essa

afirmacao mais concreta, obtendo:
p0+dp1+b2pr+c?p3 > 0. (2.42)

Usando o mesmo raciocinio que no caso anterior, podemos fazer »" = ¢’ = 0 e usar o
fato de que nesse caso a’> = 1(lembre-se que a restricdo aqui é a’> + b2 + ¢’> = 1) para
encontrar que po + p1 = 0. Podemos novamente seguir a mesma logica para as demais
pressoes e obter de forma geral:

p+pi=>0, (2.43)

onde i = 1,20u3. Note que a condicdo nula de energia é menos restritiva que a condi¢ao

fraca, uma vez que € permitido um maior conjunto de valores permitidos para as pressoes.

Condicao Forte de Energia: Para entender a motiva¢do da condi¢do forte € necessario
reescrever as equacdes de Einstein (2.9) na conveniente forma Ry, = 87(T,, — % &uv), onde
T =g"T,, é o traco do tensor momento-energia. Note que se contrairmos o tensor de
Ricci com o vetor do tipo-tempo normalizado, direcionado para o futuro, denotado aqui
por v obtemos:

Ruv" = 8 (T + g) (2.44)
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onde foi usado g, Vv" = vy, = —1. Vimos que o primeiro termo da expressdo fornece
a densidade de energia medida no referencial proprio do observador a qual deve ser es-
tritamente positiva, pela condi¢do fraca de energia. E natural restringirmos as tensoes,
codificadas no trago do tensor momento-energia 7', de tal forma que estas ndo superem a

contribui¢io da energia e para isso € exigido que:
, T
TV +5 20, (2.45)

que € a forma precisa da condi¢do forte de energia. Podemos novamente utilizar as ex-

pansoes (2.33)) e (2.38) para obter:
2 2 2 2 L
Y po+a pi+b7py+cp3) 2 S(po—p1—p2—p3)- (2.46)

Fazendo a = b = ¢ =0, teremos y = 1 e ficamos com
po+pi+pr+p3=po+ ) pi>0. (2.47)
i

Impondo agora b = ¢ = 0 teremos y> = 1 —a?

e, apds a reorganizacdo dos termos, a
condigao forte implica que
2

1-
1+a?

po+p1+(p2+p3) >0, (2.48)

que fazendo o limite de @ — 1 chega-se a conclusdo pg+ p; > 0. Raciocinios andlogos nos
leva a essa mesma restri¢ao para as outras pressoes p» € p3, de tal forma que as restri¢des

da condigdo forte nos leva a:
po+piz0epo+ ) pi=0, (249)

onde i = 1,2,3. Claramente se v€ que a condicao forte € mais restritiva que a condi¢ao
nula de energia e que se ha a violacdo da mesma automaticamente estaremos violando a

condicdo forte.

Condicao Dominante de Energia: Essa condicdo afirma que o fluxo de matéria deve
sempre viajar com uma velocidade menor que a da luz no vicuo. Para isso, deve-
mos impor que 4-corrente representando esse fluxo ndo seja um vetor do tipo-espaco.
A 4-corrente medida por um observador com 4-velocidade v é dado pela expressao
—TH,v” e para que esta quantidade nio seja do tipo-espaco devemos ter 7, T,,,v"v7 < 0.
A condicdo Dominante de Energia € esta tltima restricdo juntamente com aquela da

condigdo fraca, Ty, v'v" > 0. Com um pouco de algebrismo T#,T,,v"'v’ < 0 expandido
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na base ortonormal fornece:
Y2 (—pf +a’pi + b2 p3+c*p3) < 0. (2.50)

Fazendo a = b = ¢ = 0, chegaremos a p% > 0 que, juntamente com a restricdo de que
T,,v*v" > 0, limita este resultado apenas a parte positiva, pg > 0. Fazendo apenas b = ¢ =
0, teremos p% > a’p; e como a’ < 1 obtemos pg > |p1|. Seguindo o mesmo raciocinio a

condi¢do dominante de energia nos diz que

po=0epo>|pil (2.51)

Dessa forma vemos que a condicdo dominante de energia implica simultaneamente nas
condi¢des fraca e nula, mas ndo necessariamente a condi¢ao forte. Assim, vemos que
para a matéria fonte ndo viajar mais rapido que a luz deve-se ter uma densidade de energia

positiva com magnitude maior ou igual ao valor absoluto da pressao.

e Condicao Dominante Nula de Energia: Esta exige as mesmas condi¢des da condicao
dominante, porém com os vetores do tipo-tempo sendo substituidos por vetores do tipo-
luz I* direcionados para o futuro. Dessa forma, a condicdo Dominante Nula de energia
pode ser matematicamente expressa como 1,/Hl” >0 e TH,T,,I"1” <0, que usando a

expansdo na base ortonormal fornece:
p(z) - a’zp% - b’zp% - c’2p§ > 0. (2.52)

Fazendo b’ = ¢’ = 0 na expressdo acima teremos a’> = 1 e ficamos com pg > p%, que
nos leva a pp > £p;. A mesma légica se aplica as demais pressdes e entdo obtemos as

restricdes impostas pela condi¢cdo dominante nula de energia:

—pPo < p <po€po=—p. (2.53)

Isto é, os valores permitidos para a densidade de energia e pressdo sao os mesmo da
condi¢ao dominante, exceto que dessa vez € permitido valores negativos para a densidade

de energia.

Essas condigdes s@o as que classificam o tipo de matéria permitido que geram uma
determinada curvatura no espaco-tempo. Qualquer tipo de matéria que viole todas as condi¢des
acima sera denominada “exdética” e, como veremos, a fonte de um buraco de minhoca atra-

vessdvel, pelo menos no contexto classico, deve ser uma que viole tais condi¢des de energia.
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2.5 A solucao de Morris-Thorne
2.5.1 A Meétrica

Como vimos anteriormente, a solu¢do de Schwarzschild (2.23)) pode ser usada para
descrever um objeto com uma estrutura de ponte conectando duas regides distintas do espaco-
tempo. Esse tipo de solug¢do, chamadas posteriormente de “buracos de minhoca” por John
Wheeler, € particularmente interessante pois, a priori, forneceria uma alternativa de viajar en-
tre longas distancias espaciais em curtos intervalos de tempo. Porém, como vimos, no caso
das pontes de Einstein-Rosen seria impossivel atravessa-lo, uma vez que essa solugdo € basica-
mente o buraco negro de Schwarzschild escrito em um sistema de coordenadas diferente. Nesse
sentido, Morris e Thorne tentaram construir uma solugdo do tipo buraco de minhoca que fosse
atravessavel, no sentido de que um ser humano pudesse atravessd-lo com seguranca em uma
quantidade razodvel de tempo. Dessa forma, claramente se vé que a exigéncia minima é de
que o espaco-tempo gerado ndo possua horizonte de eventos ou a presenca de qualquer tipo de
singularidade.

Porém, restringir a atenc¢do as solugdes das equagdes de Einstein que ndo tenha uma
singularidade € uma tarefa dificil. Tradicionalmente o que se faz é escolher uma lagrangiana
dos campos de matéria que irdo gerar o espago-tempo do buraco de minhoca, calcular o tensor
momento-energia e entdo resolver as equagdes de Einstein. Apds obtida a solugdo é que a
andlise da presenca de singularidades é feita. Todas as tentativas de construir um buraco de
minhoca estavel e atravessavel dessa maneira falharam [6].

O que Morris e Thorne notaram foi que o caminho inverso seria a maneira mais facil
de construir um buraco de minhoca atravesséavel. Eles assumiram uma métrica bem comportada
e uma série de restri¢des fisicas sobre a mesma ,e entdo, usaram as equacoes de Einstein para
determinar que distribui¢cao de matéria-energia devemos ter. E entdo € visto se a fonte obtida

¢ fisicamente aceitdvel. As exigéncias sobre a métrica que Morris e Thorne impuseram foram
[31:

A métrica deve ser estatica e esfericamente simétrica.

A solucdo deve possuir uma garganta (tinel) conectando duas regides assintoticamente

planas do espacgo-tempo.

A métrica ndo pode possuir horizonte de eventos.

As forgas de maré devido a ndo-homogeneidade do campo gravitacional devem ser negli-

genciaveis.

O tempo de viagem deve ser razoavelmente curto.



31

e A distribuicdo de matéria e energia que gera o espaco-tempo do buraco de minhoca deve

ser fisicamente razoavel.
e O buraco de minhoca deve ser estavel.

e Deve ser possivel construir o buraco de minhoca.

Note que algumas dessas exigéncias poderiam ser relaxadas, como, por exemplo, a imposi¢ao
de simetria esférica, usada apenas por questdo de simplicidade. Também, o buraco de minhoca
ndo precisa necessariamente ser humanamente atravessivel, poderiamos exigir que o buraco de
minhoca seja atravessavel apenas para objetos nao-bioldgicos, como sinais de luz por exemplo,
e, assim, as condi¢des de forcas de maré negligencidveis e o tempo de travessia suficientemente
curto poderiam ser amenizados. Porém, aqui vamos seguir a construg¢ao feita por Morris e
Thorne.

Seguindo o procedimento feito por Morris € Thorne € assumido em seu modelo
que o buraco de minhoca deve ser uma ponte estitica, sem rotagao e esfericamente simétrica
conectando dois universos assintoticamente planos. Dessa forma, denotando / como a distancia
radial propria, podemos, sem perda de generalidade, assumir a seguinte forma para a métrica
(3L6]:

ds* = —=*®Ddi? + dI* + r>(1)(d6” + sin 0d¢?), (2.54)

onde a coordenada [/ deve ser tal que cubra toda a regido (—oo,+00), com as regioes assintoti-
camente planas ocorrendo em [ — +oo. A fungdo ®(/) deve ser finita em todo o espago-tempo
para que ndo haja a presenca de horizonte de eventos. Além disso, para que a parte espacial da
geometria tenda para um limite assintoticamente plano devemos impor:

0 _

[Szoo |l

1, (2.55)

e se quisermos que a geometria do espaco-tempo tenda para um limite assintoticamente plano
adequado, devemos ter também:
lim ®() = d,, (2.56)

[—>+00
onde @ devem ser finitos. A localizacdo da garganta (“ponte’’) do buraco de minhoca é definido
por:
ry = min{r(l)}, (2.57)

onde, sem perda de generalidade, é assumido que o minimo da func¢do r(/) aconteca em [ = 0.
Podemos também escrever [ = [(r) onde, nesse caso, teremos duas funcdes para a distancia radial
propria, uma para o “lado positivo”, denotado por [, (r) e outra para o “lado negativo” [_(r), de

tal forma que na garganta [, (r;) = [_(r;) = 0. Isso implica que também teremos duas fungdes
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®..(r), uma para cada universo conectados pela garganta. Com isso, podemos escrever a métrica

(2.54) como:
2
ds? = —2P=(0 g2 | (%) dr* + rZ(dQ2 +sin® 9d¢2). (2.58)
.

Poderiamos, nesse ponto, calcular o tensor de Einstein e tentar resolver as equacoes
de campo usando esse sistema de coordenadas. Porém, pode ser visto que os resultados obtidos
serdo extremamente dificeis de serem analisados [6]]. Dessa forma, sera bem mais eficiente
efetuarmos os célculos usando as coordenadas padrao Schwarzschild (z,r,0,¢), que ap6s uma
reparametrizacdo da dependéncia funcional da métrica escrevemos:

d 2
ds® = —2%0a2 + — 4 2(de? +sin®0dgD), (2.59)
1-b.(r)/r

onde O(r) e b(r) sao respectivamente chamadas de fun¢do redshift e fun¢do forma. Comparando
as expressoes (2.58) e (2.59) obtemos a relagdo entre a distincia radial propria e a coordenada
r.

dl. |

=+

r d /
— > L) == f —
dr [| b0 no ] et
r r

Note que em coordenadas Schwarzchild necessitamos de dois caminhos coordenados, cada um

(2.60)

cobrindo o alcance [r;, +00). Cada caminho cobre uma regido distinta que sd@o conectados pela
garganta do buraco de minhoca em r = r;. Para garantir que nessas coordenadas a geometria do

espaco-tempo ainda tenha um limite assintoticamente plano adequado, devemos exigir que:

im 22 . (2.61)
r—00 r
c
llm (Di(r) = (Di’ (2.62)

r—co
onde @, sdo valores finitos.

Agora, note que, como a func¢ao (/) deve possuir um minimo na garganta do buraco
de minhoca, devemos ter dr/dl =0 em [ = 0. Isso implica que na garganta devemos ter dl/dr —
+00 de onde facilmente se vé usando que para que isso aconteca a fungdo forma deve
obedecer a relacdo b.(r;) = r;. Além disso, a condi¢io de minimo também implica que na

garganta devemos ter:

d’r  d(dr\ drd(dr\ 1d[(dr\’
=\ )T o\ T\ : 2.
dr dl(dl) dla’r(dl) 2dr[(dz”>0 (2.63)

Usando (2.60) facilmente se vé que dr/dl = =1 —b.(r)/r, fornecendo a seguinte expressao
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para d’r/dI*:
d’r 1 (bi(r)
— = ——=-b]|, 2.64
dP 2r( r —) (2.64)
onde o ’ denota diferenciacdo com respeito a coordenada r. Assim, na garganta devemos ter:
Lo b= 11 b (265)
—_— = — _ 12 = — —_ r , .
dI2 rr, 2r; L 2ry !

fornecendo b’ (r;) = b’ (r;). Além disso, a condicdo de minimo implica que:

d*r

ﬁ >0— b;(l"t) <1. (266)

r=r;

Assim, as condi¢des de contorno para a funcio forma devem ser b, (ry) = r; e b’.(r;) < 1 sendo
esta ultima condi¢do conhecida na literatura como condi¢do flare-out. Note que, desde que
r; € o menor valor possivel para a coordenada radial r, a regido r < r, ndo € mapeada e nao
pode ser acessada por observadores externos. Dessa forma, r; deve ser o maior valor possivel
que satisfaca as propriedades acima, implicando na seguinte relacdo b.(r) < r, para todo r > r;.
Note também que todos os resultados acima se aplicam para o caso de o buraco de minhoca
conectar duas regides distintas e assintoticamente planas do mesmo universo, bastando fazer
bi(r) =b_(r) = b(r) e ©i(r) = D_(r) = D(1).

2.5.2 Diagramas de Mergulho

Diagramas de mergulho, do inglés Embedding diagrams, ¢ uma maneira conveni-
ente de visualizar a geometria gerada por um buraco de minhoca. Para fazer isso, devemos
imergir (“mergulhar’) a métrica no 3-espaco euclidiano ao considerar simetrias especificas. Fa-
remos aqui a forma geral para a métrica de Morris-Thorne e aplicar no caso especifico
de um buraco de minhoca Schwarzschild (ponte de Einstein-Rosen).

Para isso, note que, como a geometria gerada pelo buraco de minhoca € estética,
teremos uma simetria temporal, de forma que em qualquer instante de tempo a geometria sera
essencialmente a mesma. Dessa forma, podemos considerar a métrica em algum instante de
tempo particular 7. Além disso, devido a simetria esférica, podemos trabalhar no plano equato-
rial @ = 7. Com essas consideragdes, teremos dt = df = 0 e a métrica (2.59) torna-se

dr?
1 =50

r

ds* = +r2dg. (2.67)
Com isso, obtemos a métrica de Morris-Thorne no plano (r,¢), e vamos considerar que este
plano esta imerso no espago euclidiano tridimensional, tornando possivel a visualizagcdo de sua

geometria. Como ainda hd simetria em ¢ € natural escolhermos as coordenadas cilindricas
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(r,¢,z) para mapear esse espaco tridimensional, cuja métrica € dada por:
ds* = dr’ + rPd¢* + dz*. (2.68)

Devido a essa simetria no angulo ¢ a coordenada z deve ser uma fun¢ao apenas da coordenada

. 2 Lo
r, e, usando a regra da cadeia, podemos escrever d7? = (%) dr?, de tal forma que a métrica

(2.68) toma a forma:
dz 2
ds*=|1+|=
> [ (dr)

Fazendo a correspondéncia entre (2.67) e (2.69) nés vemos que estas duas métricas sdo equiva-

dr® + r*d¢?. (2.69)

lentes se a fungdo z(r) obedecer a seguinte equacgao diferencial:

a_, 1 (2.70)

dr r_ 1 '
b(r)
A equacdo acima nos diz como € a forma da geometria do buraco de minhoca dada uma ex-
pressao especifica para b(r), e, por isso, o seu nome “funcdo forma”. Usando as consideragdes
da secdo anterior, a forma geral para o diagrama de mergulho de um buraco de minhoca de

Morris-Thorne pode ser visto na Fig. [I}

station 42 /=677 £+ +®
~b/r

<bg throat : £=0, r=b=b,

tion at -
L 7= -

Figura 1: Diagrama de mergulho z(r) para uma funcao forma b(r) arbitrdria, com raio da
garganta b(r;) = bg. Essa imagem foi retirada do artigo original de Morris e Thorne [3]].

Apenas por questdo de aplicagdo, vamos determinar o diagrama de mergulho da
métrica de Schwarzschild (2.23)). Nesse caso, a fun¢io forma é simplesmente dada por b(r) =

2M, levando a seguinte equagao diferencial para a func¢do z(r):
S

dr \/%

d

r
2M
-1

(2.71)

cuja solugdo € dada em termos da integral z(r) = + f , que é facilmente resolvida, forne-
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cendo:
2(r) = £2~2M(r-2M) +C, (2.72)

onde C € uma constante de integragdo arbitraria. Plotando z(r) no plano z —r e depois fazendo a
revolugdo, variando ¢ de 0 a 27, obtemos a forma do buraco de minhoca de Schwarzschild, que

¢ essencialmente a ponte de Einstein-Rosen, que pode ser visto na Fig.

Figura 2: Plot da revolu¢do em torno do eixo-z da fung¢do z(r), mostrando o diagrama de
mergulho de um buraco de minhoca Schwarzschild, para M = 1.

2.5.3 Tensores de Riemann e Einstein

Nesta se¢do, iremos mostrar as componentes nao nulas dos tensores de Riemann e
Einstein para a métrica de Morris-Thorne (2.59). Logicamente essas expressdes serdo tteis ao
utilizarmos as equagdes de campo de Einstein (2.9) e, além disso, serdo usadas também para
determinarmos as forcas de maré sentidos por aventureiros que atravessam a garganta do buraco
de minhoca.

As componentes do tensor de Riemann, escrito no sistema de coordenadas padrdao

Schwarzschild (x%, x!, x2, x*) = (¢, 7,6, ¢), é calculado através das expressoes (2.2) e ([2.5), forne-
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cendo [3]]:
R0 = —R%110=(1—=b/r)'e R
= —(1-b/r'e*R 9
= —®"+'r-b)2r(r—b)] 10 - (@')?,
R0 = —R%20=r2e 2R 00 = —r2e 2®R2 100
= —r®'(1-b/r),
R%303 = —R330 = r2e *®sin? 0R® 03
= —rPe sin’oR? 030
= —r®'(1-b/r)sin’0, (2.73)
R0 = —R'p1=-r*(1-b/r)R?* 112
= r*(1-b/NR* 1
= (W'r-b)/2r,
2.74)
R'313 = —R'33 = —r2(1—b/r)sin®6R? |15
= r*(1-b/r)sin’6R> 13,
= (b'r—b)sin’0/2r,
R*33 = —R%33 =sin®6R% 23 = —sin®0R? 23

(b/r)sin’ 9,

onde ’ denota diferenciacdo com respeito a coordenada radial r. Nesse sistema de coordena-
das, as componentes acima sdo escritas utilizando uma base coordenada ou base holonémica
definidos como (ep,e;,e,e3) = (%, %, %, a%).

Porém, os cdlculos e a interpretacdo fisica dos resultados se tornam mais simples
utilizando uma base ndo-holondmica ou base ortonormal, frequentemente referidos na literatura
como ‘“‘tetrada ortonormal”, representando o referencial local ou referencial préprio de obser-
vadores que permanecem sempre em repouso com respeito a este sistema de coordenadas. Os
vetores ortonormais devem ser tais que o tensor métrico nesse sistema de coordenadas seja igual

ao tensor métrico de Minkowski da relatividade especial, assim como ja definimos na se¢do 2.4
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através da expressao (2.35)). Os vetores da base ortonormal podem ser construidos a partir dos

coeficientes da métrica (2.39) e dos vetores da base coordenada através das expressdes:

e = e e,

e; = (1-b/r)%e,

e = r ey, (2.75)
e; = (rsinf) 'es,

onde os indices com acento circunflexo se referem a base ortonormal. Nessa base, as compo-

nentes do tensor de Riemann tornam-se bem mais simples, dados pelas expressoes|3]:

A A A ~

0 0 1 1
R0 = —R7410 =R go1 = R 4ip
(1 =b/r){=0" +(b'r—b)[2r(r—b)] " @ — ()%},

Il
+

R = =R 350=R g5 = —R gy = —(1 = b/ )/,

RO = —R335=R 55 = —R g3 = —(1=b/1®' /1,

Rlyis = —Rlysi =R i3 =R i35 = (b'r—b)/2r°, (2.76)
Rlss = =Ry =R i3 =—Rj33=b'r—b)/2r°,

Ry = ~Ryp=Ry=-R 3 =b/r

A partir das expressoes acima podemos calcular o tensor e o escalar de Ricci usando

as defini¢des e (2.7), que na base ortonormal sdo simplesmente dados por:

de onde podemos determinar as componentes do tensor de Einstein (2.8), dado por Gy = Ryy —

%Rnﬁ{), fornecendo as expressoes:

bl
Gop =
b b\®
b b'r-b , @®  br-b
Gys=Gszs = |[1-2|l0/-——— ' +( D)+ — - ——].
S ( r)( 2r(r—b) @r+7 2r2(r—b))



38

2.5.4 Forgas de Maré Gravitacional e o Tempo de Travessia

Para que o buraco de minhoca seja atravessavel por humanos, precisamos deter-
minar as condi¢des para que um viajante consiga atravessa-lo com seguranca € em um tempo
finito e razoavelmente curto. Morris e Thorne definem as trés seguintes restricdes para que a
viagem na garganta de um buraco de minhoca seja conveniente para humanos(3[]: (i) O tempo
de viagem deve ser menor ou da ordem de 1 ano, tanto para o viajante quanto para observado-
res externos que o observam atravessar a garganta; (ii) a aceleracdo a sentida pelo viajante nao
deve exceder 1 gravidade terrestre; (iii) a diferenca de aceleracdo Aa, causada pelas forcas de
maré gravitacionais, entre as varias partes do corpo do viajante, também ndo deve exceder 1
gravidade terrestre.

Para determinarmos o tempo de viagem, vamos considerar que o viajante parta de
uma estacao em [ = —/; e alcance outra estacao em / = +/, do outro lado do buraco de minhoca,
como pode ser visto na Fig. Por simplicidade, vamos considerar que o movimento se dé
apenas na direcdo radial, de tal forma que sua velocidade, medida por observadores estaticos,

seja determinado através da métrica (2.54):

dr
2 _ 20 4.2 2 _ 20 4.2
ds = —edtr"+dlIF = —e“"dt (I_W)
= —2%dP(1-1?) = —y(r)2e*®ar?, (2.78)

onde, assim como em relatividade especial, definimos y(r) = (1 — v2)~1/2

. No referencial proprio
do viajante o elemento de linha é simplesmente dado por ds* = —dt?, que, a partir da invariincia

do intervalo, obtemos a seguinte relagao:

—dt* = —y(r)2e*Pdr* - ydr = €% dt, (2.79)
onde vemos que:
dl dl
Ve —— = —, 2.80
e®dt  ydr (2.80)
Dessa forma, o intervalo de tempo de viagem, medido por observadores estéticos e pelo viajante,

sdo respectivamente dados por:

b2 dl b dl
At:f — CAT:f -, (2.81)
- ve L, VY

e esses valores sdo exigidos como sendo inferiores ou da ordem de 1 ano.
Agora, vamos determinar a aceleracdo sentida pelo viajante. Para isso, vamos con-
siderar a base ortonormal de seu referencial préprio, denotada por (eg,, €4/, €5,,€3,), que pode ser

relacionada a base ortonormal dos observadores estaticos através das transformagdes de Lorentz
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padrao da relatividade especial:

€y = u=vye;+yvey,

e, = Fye;tyve,, (2.82)
92, = ei,

e3, = eg,

onde o sinal de menos refere-se a0 movimento antes de entrar na garganta e o sinal de mais
utilizado apds o viajante sair da garganta. O vetor u € a 4-velocidade do viajante, que em seu
proprio referencial suas componentes espaciais serdo nulas, e, portanto, se identifica com o
vetor €. A partir da 4-velocidade podemos obter a 4-aceleragio sentida pelo viajante através
da expressao a® = u”Vyul . Como a 4-aceleragdo € sempre ortogonal a 4-velocidade teremos
au=ae; =0—-aqy = a =0. Além disso, como € assumido que o movimento se da apenas
na dire¢do radial, também serd vélido que as, = a3, = 0, de modo que, no referencial proprio do
viajante, sua 4-aceleragdo terd apenas uma componente ndo-nula dada por a = aej,, onde a € a
magnitude de sua aceleracao.
Para calcularmos a é mais conveniente determinarmos ag na base coordenada (¢, r, 6, ¢)

e entdo notar que ag = a.ep = aey,.¢y = —yve®a, onde foram usadas as relagdes e (2.82).
Por outro lado, considerando u, como sendo funcdo da coordenada radial r, teremos ag =
wWVyug = u'dug — T ouy. Usando novamente as relagdes e (2.82), facilmente se

veé que:

b
u=ey =ye;Fyve, = ()/e_q)eo iyv(l — —)el) , (2.83)
r
de onde extraimos as componentes da 4-velocidade:
p\~1/2
uy = —ye , uj :iyv(l——) , up =u3 =0, (2.84)
r

e as componentes contravariantes sdo obtidas usando o tensor métrico. Com isso, obtemos para

apn.
b 1/2
ao = ?yv(l § -) (ye® = —yvea. 2.85)
r

chegando finalmente a expressdo para a magnitude da aceleracdo sentida pelo viajante
b\'? d
a=+ (1 - —) e Pye?y = e_q)a(yeq)), (2.86)
r

a qual deve possuir um moédulo inferior ou da ordem de uma gravidade terrestre g.
Finalmente, vamos determinar as for¢as de maré devido a ndo-homogeneidade do

campo gravitacional. Sabemos que essa ndo-homogeneidade surge devido a curvatura no espaco-
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tempo gerada pela fonte do campo gravitacional, que no nosso caso é o buraco de minhoca
definido em (2.39), de forma que particulas teste irdo seguir geodésicas que podem conver-
gir ou divergir em um dado ponto do espago-tempo. Dessa forma, havera uma velocidade
e aceleracao relativa entre essas geodésicas, ou seja, entre as particulas que seguem tais tra-
jetdrias. A aceleragdo relativa entre as geodésicas pode ser determinada através da equacgdo do

desvio geodésico dado pela expressao:

Ad* = =—R!pou"Eu7, (2.87)

onde D/drt é a notagdo para a derivada covariante direcional u®V,, & € vetor separagcao entre
as particulas e #* a 4-velocidade. Apenas por questdao de completude, vamos mostrar como
encontrar a expressao acima.

Para isso, vamos considerar o procedimento feito em [67]. Seja yy(7) uma familia
de geodésicas, cada uma rotulada por um nimero real s e parametrizada pelo parametro afim 7,
onde tomamos como sendo o tempo préprio. Essas geodésicas definem uma superficie que pode
ser mapeada usando os parametros (s,7) como coordenadas. Definimos sobre essa superficie o

campo vetorial u® = (9/07)” tangente a familia de geodésicas y4(7), satisfazendo a relagio
u*Vauf = 0. (2.88)

Definimos também o campo vetorial £* = (d/0s)* chamado de vetor desvio, representando o
deslocamento relativo entre geodésicas infinitesimalmente préximas. Agora, mostremos expli-

citamente que:
WPV pE™ = PV, (2.89)

De fato, usando a defini¢do de derivada covariante obtemos:
WPV pE™ = P Ope™ + uPT 7. (2.90)
Note que, usando a definicdo dos campos vetoriais u® e £, teremos
oY o (a\"_a(a\ (&)
or] ax2\as)  or\os] \ords

A (a\ _(2Y 8 (8)
os\or) ~\os| ox8\or

Foge”. (2.91)

P pe"

Além disso, como a conexdo € simétrica, isto €, I'? g = I'* ;3 fica ficil notar que T ad I B’ =
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ET? ypuP € entdo

M’BV/g.fa = uﬁaﬁéfa + uﬁl““ﬁgffr = fﬁaﬁg" +&T O-ﬁuﬁ
V. (2.92)

Finalmente, note que v* = PV fornece a taxa de variagdo do deslocamento relativo entre
geodésicas infinitesimalmente proximas e, assim, pode ser interpretado como a velocidade re-
lativa entre essas geodésicas. De maneira analoga, definimos a aceleracio relativa entre as

geodésicas vizinhas como:
Aa® = u"V v = u7V o (uPVpEY), (2.93)
que pode ser escrito em termos do tensor de Riemann da seguinte maneira:
Aa® = (ugvofﬂ)vﬁu“ + fﬁu(’VUVﬁu(’
= (EVoil)\Vpu® + EuTVgV u® — R® o Puu’

= &V (VU™ ~ R pprPu’ u’
~R® pprPuul, (2.94)

onde nds temos usado as relacoes (2.88), (2.89) e o fato de que [67]:
VQVIBMO— - V/gVau" = _Rapﬁaup' (295)

Dessa forma, vemos que o efeito das for¢as de maré sdao medidos através do tensor de Riemann.
Voltando ao problema do viajante, iremos determinar a aceleracao relativa entre a
ponta de seus pés até a cabega, a qual devemos impor como sendo menor ou igual a 1 gravidade
terrestre para que o viajante fique em seguranca. O cdlculo torna-se mais simples no referencial
proprio do viajante, onde o vetor separagao entre as partes do seu corpo sera puramente espacial,
isto €, 50' = 0. Além disso, em seu referencial, sua 4-velocidade € simplesmente dada por u? =
6%: e, como o tensor de Riemann R4 5., € antissimétrico em seus dois primeiros indices, € facil
mostrar que, no referencial préprio do viajante, a aceleracao relativa serd puramente espacial e
dada por (lembre-se que usando a base ortonormal podemos usar a métrica de Minkowski para
baixar e levantar indices):
Aal = Rpgppé". (2.96)
As componentes do tensor de Riemann escritas na base ortonormal do viajante podem ser re-
lacionadas as componentes escritas na base ortonormal de observadores estaticos, dados pelas
expressoes (2.76)), via transformagdes de Lorentz (2.82), assim como fizemos ao determinar

o tempo de viagem em ambos referenciais, fornecendo as dnicas componentes ndo-nulas do
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tensor de Riemann no referencial do viajante:

b b/r - b 2
R"/A/A/A/ = —|1-- _q)” + —q)l - q)/ , 2.97
e ( r)[ 2r—b )} 227
72 2 b
Ry550 =Rygaey = 22 [v (b’ - ;) +2(r— b)(D’] , (2.98)
ondey=(1- v2)~12 com v(r) a velocidade em r do viajante medido por um observador estatico.

Assim, as componentes da aceleracdo devido as forcas de maré serdo dadas por

r _ Y p &
Aa - _R1/0/1/0/é‘: ) Aa - _R2/0/2/0/§ 9

Aa3’ = —Rg,o,g,(),fy. (299)

Supondo que o viajante possua uma altura 2 metros, isto &, |£| = 2m e que |Aa| = g, onde g =

10m/s? é uma gravidade terrestre, teremos as seguintes restricoes sobre as fungdes O(r) e b(r):

b 77 b'r—b ’ / 2— g 1
Riainl=l-1==|-®" + ———— @ —(® ~ , 2.100
Rivorivo ‘ ( r)[ by )_‘<cz.2m (100cm)? (2100

IR | Y {2yt +2r—b)d' || < =& : 2.101)
samn]| = |-—— i r— ~ , .
20201= 152 (" r c22m  (10'%cm)?

onde esses valores sdo expressos no sistema internacional de unidades SI. Vemos que a restri¢ao
na componente radial da aceleracdo de maré pode ser garantida impondo ®(r) = 0 em todo o
espaco-tempo, formando uma classe buracos de minhoca conhecidos na literatura como “zero—
tidal-force wormholes”, onde o efeito das for¢as de maré na direcdo radial sdo automaticamente

eliminados [3]].

2.5.5 Equacdes de Einstein e o contetido de matéria e energia que gera o Buraco de Mi-
nhoca

O préximo passo consiste em utilizar as equagdes de campo (2.9) para a métrica
dada por (2.39). A fim de que essa solugdo ndo possua horizontes, ndo podemos resolver as
equagoes de Einstein no vicuo, isto €, com T}, = 0, uma vez que o Teorema de Birkhoft garante
a unicidade da solug@o de Schwarzschild no caso de simetria esférica (para uma prova, ver
por exemplo [[66]]), e esta solucdo, como vimos, possui a presenga inevitavel de singularidades.
Além disso, as equacdes de Einstein mostram uma relagao de proporcionalidade entre o tensor
de Einstein e o tensor momento-energia, e, portanto, suas componentes na base ortonormal 75
devem possuir a mesma estrutura algébrica de Gy5. Como vimos pelas relacoes (2.77), o tensor
de Einstein é diagonal na base ortonormal, e, assim, o mesmo deve ser valido para o tensor
momento-energia. Vamos assumir, sem perca de generalidade, que Ty = p(r), T13 = —p,(r) €

T55 = T33 = pi(r) representando um fluido anisotrépico com densidade de energia p, pressao
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radial p, e pressdo lateral p; medida por observadores estaticos. Note que o caso de um “fluido
perfeito” € obtido fazendo p;(r) = —p(r).
Assim, usando as equagdes de campo (2.9), com o tensor momento-energia definido

acima, obtemos as equacgdes de campo apds algumas manipulagdes algébricas:

b/

_ , 2.102
p G2 ( )
1 [b ,
pr = —=2(r=-b)d’|, (2.103)
8nr2|r
r ’ ’
pr = 5[(P—Pr)q) -pl=pr. (2.104)

Combinando as duas primeiras expressoes acima, ficamos com:

1 b b\ @’
8n(p—pr) = —Z(b’——)+2(1——)—,
r r r]r

1 b\ 20’ b
r r r r
20 ’
b
= ¢ e‘zq)(l——)] . (2.105)
r r
Note que na garganta teremos:
b
20 (1 - ﬂ) =0, (2.106)
Tt
onde usamos o fato b(r;) = r;. Além disso, para todo r > r; serd valida a desigualdade:
b
e_m(l - ﬂ) >0, (2.107)
r

pois sabemos que b(r) < r para todo r > r;. Logo, existird um intervalo na qual a func¢do acima

seré crescente, isto €, existe r, > ry tal que para todo r € (r, r,) sera vélido

[e-m (1 - @)] >0, (2.108)

r

onde sem perda de generalidade poderiamos tomar r, — co. Assim, concluimos de (2.103)), que

nesse mesmo intervalo devemos ter:

o(r) = pr(r) <O. (2.109)

Se trabalharmos as expressoes acima na garganta a desigualdade pode se tornar uma igualdade

e 2 1—M ,
-

isto €, p,(r;) = p(ry), caracterizando um fluido cuja pressao radial na garganta excede a densi-

>0, (2.110)

r=r;

dade total de matéria e energia. Isto €, a energia por unidade de volume desse objeto € maior do
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que a densidade total de matéria e energia na mesma regido da garganta. Um material com essa
propriedade foi denominado “exdtico” por Morris e Thorne, onde temos uma clara violagao da
condicdo nula de energia (e consequentemente das condi¢des fraca, forte e dominante também)
vistas na secdo 2.4. Além disso, eles mostraram que para um material com essas proprieda-
des, sempre teremos um referencial onde os observadores mediriam uma densidade de energia
negativa [3].

Até recentemente pensava-se que seria necessdrio a presenca de tais matérias exoticas
para um buraco de minhoca ser atravessavel, pelo menos no contexto cldssico. Porém, trabalhos
recentes mostram que ainda no contexto da relatividade geral € possivel ter buracos de minhoca
com matéria nao-exotica [8]].

Também, podemos nos questionar se em contextos quanticos as condi¢gdes de atra-
vessabilidade podem ser alteradas, ou ainda, tornar possivel uma solugdo atravessidvel com
conteido de matéria ndo-exotico. Os autores em [64] mostraram que no contexto quantico da
Gravidade Assintoticamente Segura (GAS) foi possivel encontrar solu¢des de buraco de mi-
nhoca atravessavel com matéria ndo-exoética, desde que sejam pseudoesféricos.

Os autores em [65] aplicaram o método GAS para um tipo especifico de buracos
de minhoca, os chamados Ellis-Bronnikov. Eles encontraram que neste contexto pode haver
a presenca de matéria ndo-exotica na garganta deste buraco de minhoca. Entretanto, para que
se tenha matéria ndo-exotica na garganta deve-se ter um fluido Phantom em outras regides do
espaco-tempo.

Na préximo capitulo vamos discutir o método assintoticamente seguro € como
aplica-lo ao caso gravitacional. Como veremos, o método assintoticamente seguro € uma ma-
neira bastante eficiente de eliminar as divergéncias que aparecem ao considerarmos os efeitos
quanticos na dinamica do campo gravitacional. Vamos utilizar essas correcdes quanticas de-
vido a GAS para investigar a presenca de matéria exdtica e as condi¢des de atravessabilidade

de buracos de minhoca e, depois, aplicar em algumas solugdes especificas.
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3 GRAVIDADE ASSINTOTICAMENTE SEGURA

Como vimos no capitulo anterior, para que buracos de minhoca sejam atravessaveis
serd necessario a presenca de matéria exotica, pelo menos no contexto cldssico. Podemos espe-
rar que o problema da matéria exdtica possa ser curado ao considerarmos uma teoria quantica
da gravidade. Porém, sabemos que quantizar a gravidade na linha da teoria quantica de cam-
pos nos leva a divergéncias que nao podem ser removidas utilizando as técnicas usuais de
renormalizacdo. No entanto, a conjectura assintoticamente segura desenvolvida por Weinberg
se mostrou bastante promissora pois apresenta uma maneira bastante eficiente de eliminar estas
divergéncias [22]. Este formalismo foi aplicado com sucesso ao caso gravitacional [74-78]],
resolvendo, inclusive, o problema da singularidade de buracos negros [[79-82]]. Neste capitulo
apresentamos o método assintoticamente seguro € como ele se aplica ao caso gravitacional.
Este capitulo é de grande importancia, pois vamos utilizar as corre¢des quanticas advindas
deste método para investigar as condi¢des de atravessabilidade e a presenca de matéria exética

no contexto de buracos de minhoca.
3.1 Introducao Historica

Atualmente, sabemos que todos os processos elementares podem ser descritos usando
quatro interacdes fundamentais: a gravitacional, eletromagnética, forte e fraca. As interacdes
gravitacional e eletromagnética manifestam-se macroscopicamente e podem ser descritas por
teorias classicas de campos neste dominio macroscopico, enquanto as interacdes fraca e forte
surgem apenas a nivel atdmico, sendo, portanto, descritas somente por uma teoria quantica de
campos.

A fisica das particulas elementares pode ser descrita usando o Modelo Padrio, que
unifica as interagdes fundamentais, com excecdo do caso gravitacional. Isto se deve ao fato de
que a teoria da Relatividade Geral de Einstein ndo é renormalizdvel com teoria da perturbagdo
[83585] quando tentamos quantizi-la usando as mesmas técnicas utilizadas no Modelo Padrao.
Pode ser mostrado que as correcdes de loop do campo quantico gravitacional fornecem novos
tipos de divergéncias que podem ser eliminados usando contra-termos adequados, levando a
certos coeficientes que devem ser determinados a partir de experimentos [[83]. Embora isso ndo
nos impeca de determinar corre¢des quanticas para a teoria classica, a medida que aumentamos
a ordem da perturbac¢do, haverd também um aumento de parametros indeterminados da teoria.

Se nos restringirmos a uma ordem em que poucas constantes de acoplamento pos-

suem um papel importante para a teoria, a Relatividade Geral quantizada pode ser considerada
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uma teoria quantica de campos efetiva [[86,|87]], levando a corre¢des quanticas para os termos
de ordem mais baixa da expansao. No entanto, como ja foi dito, quando aumentamos a escala
de energia é necessario incluir termos de ordem mais altas nas corre¢des de loop, levando a
um ndmero crescente de pardmetros indeterminados da teoria, perdendo cada vez mais o po-
der de previsibilidade. Nesse sentido, o mais interessante seria determinar uma teoria quantica
fundamental da Gravidade, no sentido de que funcione para todas as escalas de comprimento e
energia.

Como a Relatividade Geral quantizada ndo € renormalizdvel na teoria perturbativa
usual, a teoria quantica da gravitacdo nao € valida no ambito da teoria quantica de campos, a
menos que sejam adicionadas novas simetrias, dimensdes extras ou outras adicdes ao modelo
tedrico. Em contraste, o método Assintoticamente Seguro mostrou-se bastante promissor uma
vez que foi possivel descrever campos quanticos que sdo livres de divergéncias sem usar as
técnicas usuais de renormalizabilidade perturbativa, levando a uma teoria quantica de campos
renormalizdveis ndo-perturbativamente.

O método Assintoticamente Seguro € construido a partir de uma generalizagdo das
técnicas de renormalizacdo desenvolvidas por Kadanoff e Wilson [88-90], e utilizam uma
equacgao de grupo de renormaliza¢do “funcional” ou “exata”, andlogo ao que é feito em Te-
oria de Campos Estatistica para descrever transi¢oes de fase. Weinberg foi o primeiro a propor
uma teoria quantica da gravidade renormalizavel ndo-perturbativamente, ou “assintoticamente
segura” [22]. No entanto, na época em que foi publicada a ideia de Weinberg, havia poucas
ferramentas eficientes para testar a disponibilidade de sua teoria. Mas, uma expansao-epsilon
valida para duas dimensdes (técnica utilizada em teoria estatistica de campos) mostrou que este
novo método poderia ser viavel. Além disso, foi mostrado que certas teorias quanticas de cam-
pos da matéria que ndo sdo renormalizdveis com a teoria perturbativa usual sdo renormalizaveis
ndo-perturbativamente usando o método Assintoticamente Seguro [91-93]].

No entanto, a pesquisa do modelo Assintoticamente Seguro em quatro dimensoes
s6 comegou a crescer na década de 90, depois do desenvolvimento dos métodos de grupos de
renormalizacdo funcionais para o campo gravitacional [23]. Estes métodos ndo-perturbativos
fornecem uma promissora teoria quantica para a gravidade, que é o principal tema deste capitulo,
e que depois sera utilizado para determinar as corre¢des quanticas na distribuicdo de matéria da

solu¢do de Morris-Thorne.
3.2 A acao efetiva média e a Equacao de Wetterich

Antes de aplicarmos o formalismo Assintoticamente Seguro para descrever gravitacao
quantica, vamos introduzir todos o0s conceitos necessarios, em particular, da acao efetiva média

e como a usamos para determinar a equagdo exata do grupo de renormaliza¢do, o objetivo prin-
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cipal desta secao.

Para isto, apenas por simplicidade, vamos considerar um modelo mais simples: um
unico campo escalar real ¢(x) propagando-se em um espago-tempo Euclidiano plano de di-
mensao d, cuja acao é dada por S [¢] = f ddx[%(aﬂgo)z + %ngoz + termos de interagéo], embora
nao precisemos assumir uma forma especifica para a a¢ao nos préximos passos. O gerador fun-
cional W[J] é definido como W[J] = InZ[J], onde Z[J] € a integral funcional do campo ¢ ou

sua funcdo de particdo Euclidiana:

Z[J] = f Z)gaexp{—S[go]+ f ddxgo(x)J(x)}, (3.1

onde J(x) € a funcdo “fonte” e Dy oc [[,,de(x,). O funcional Z[J] é extremamente importante,
pois, com este objeto, podemos calcular a fungdo de n-pontos através de derivacdes funcionais
com respeito a fonte J(x):

S"Z[J]
5J(x1)...6J(xa) | g

(p(x1)...0(xn)) = (3.2)

Embora nao irei fazer o calculo explicitamente aqui, é importante salientar que a
integral funcional Euclidiana (3.3)) € obtida através da integral funcional usual do campo escalar
no espago-tempo de Minkowski ao aplicarmos uma rotacdo de Wick, que consiste em estender o
dominio da coordenada temporal para valores complexos. Isto € bastante vantajoso, pois, além
de trabalharmos em uma variedade Euclidiana, a integral funcional (3.3)) serd associada com a
func¢ao de particdo para uma teoria de campos estatistica.

A fim de construirmos a agdo efetiva média, € necessdrio introduzir a acao cutoff

AS k[¢], de tal forma que a integral funcional (3.3) seja modificada e dada por

Zk[J]ZGXP{Wk}=fﬂpexp{—S[sO]—ASk[90]+fddxs0(X)J(X)}, (3.3)

onde a varidvel £ € o momento de escala introduzido para realizar o cutoff Infravermelho: Os
modos de Fourier do campo ¢ com “grandes comprimentos de onda” serdo aqueles em que p> >
k?, onde p* = pupt, € irdo contribuir sem nenhuma restri¢do a integra¢@o funcional, enquanto
os modos com “pequenos comprimentos de onda”, aqueles com p? < k?, serdio suprimidos,
levando a um comprimento de onda maximo permitido pela teoria (de fato, este € o cutoff

Infravermelho). A forma funcional da acdo cutoff no espago dos momentos é dada por

1 [ d
ASulel = 5 f SRl 34

onde Ry (p?) é chamada funcdo cutoff ou reguladora e ¢, € a transformada de Fourier do campo

¢(x). Embora tenhamos uma liberdade na escolha da funcao reguladora, para que ela faca seu
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papel e realize o cutoff é exigido que sua forma assint6tica satisfaca [83|]

k> para p? << k?
2
Re(p?) ~ . (3.5)
0 para p~ >> k-,
isto é, os modos com pequenos valores de momento sofrerdo o cutoff infravermelho, enquanto
os modos com grandes valores de momento serdo integrados da maneira usual. Para efetuar os

calculos frequentemente se utiliza na literatura o regulador exponencial da forma [[33|]

2y 2 P2 -
Ri(p”) = p~|exp o) -1, (3.6)

embora hd outras escolhas possiveis [94,95]]. Para ficar ainda mais claro a interpretacdo da

funcao reguladora, vamos explicitar a forma da acdo modificada § + AS
(S +ASple] = 1 fdd—p [p2 +m* + Rk(pz)] I()opl2 + termos de interacao, 3.7
2J Qn)y

onde fica evidente a interpretacio de Ri(p?) como um objeto que depende do momento com
unidade de massa ao quadrado. Na teoria de perturbacdo usual o termo ASy levaria a uma
modificacdo do propagador da forma [p? +m? + Ri(p>)]~!, que ao calcularmos as corregdes de
loop com este propagador, é visto que k2 age de fato como o cutoff Infravermelho se m? << k?

2 >> k? a prépria massa fisica da particula age como o cutoff), enquanto que no

(no caso m
caso ndo-perturbativo que trataremos aqui AS; suprime os modos com grandes comprimentos
1,2 2
de onda por um fator exp{—ik flgol }
Note também que a agao cutoff pode ser escrita no espago das posicdes substituindo
p2 por -9% no argumento de Rk(pz), obtendo

1
ASilel = 5 f dx (DR (). (3.8)

Finalmente, a fim definir a acao efetiva média, determinamos a acdo efetiva padrao
dependente do momento de escala k a partir da transformacao de Legendre do gerador funci-
onal Wi[J] definido em (3.3). Denotando ¢(x) = {¢(x)) = dWi[J]/6J(x), a transformacdo de
Legendre de Wy[J] € dada por

Tilg] = Wil Zx[¢]] + f dx T [B1(0)p(x), (3.9)

onde € assumido que a relacdo funcional ¢ = ¢[J] pode ser resolvida para a fonte e fornecer
uma relagdo do tipo J = 7[¢]. Finalmente a acdo efetiva média € obtida subtraindo A S i[¢] de

[} e sera denotada por I't[®]:

Ti[¢] = Tilg] f dxp()R(~07)$(). (3.10)

1
2
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A partir da agado efetiva média, podemos construir uma equagao de campo efetiva,

a qual usaremos para demonstrar a equacao de Wetterich. Esta € dada pela seguinte expressao

oTk[o]

56(x) + Ri d(x) = J(x). (3.11)

De fato, tomando a derivada funcional de [;[¢], dado pela expressdo (3.9), com respeito a
#(x) = (p(x)) = 6 Wi[J]/6 J(x), obtemos

Ry f d d oWy o1y
= I d - " _
St LAl | dydly F 5¢< 5™ 957001, 1, 560)

J(x), (3.12)

lembrando que J(x) = 7¢[¢](x). Dai, fazendo a derivacdo funcional com respeito a ¢(x) da

expressdo (3.10) e lembrando da defini¢do da acao cutoff dada por (3.8)), chegamos a equagdo
@.11):

STelg] _ oTklg] 1 6
5p(x) 5p(x)  264(x)

Ri(=0%)p(x) = J(x), (3.13)

d? X' p(x YR (~07)p(x')

I'k[¢] N
0p(x)

onde deve ser notado que

1 6 d oy I (a2 ,_1fd,6¢() Sp(x")
25600 d X (xR (=07)p(x") = > d [5¢()R¢( Y+ (X )Ry 5600

= % f d9 x'26(x — X YRep(x')

= Rip(x). (3.14)

A equagdo de campo efetiva (3.11]) é muito importante pois a partir desta iremos deduzir uma
equacdo de evolugdo exata para a acao efetiva média I'y. Para isso, note que a partir de ¢(x) =
(p(x)) = 6 Wi/6J(x), obtemos a fun¢do de dois pontos derivando funcionalmente ¢(x) com

respeito a fonte J:

Sp(x)  O*WilJ]
5I() 00X

Por outro lado, diferenciando funcionalmente a relagdo (3.11)) com respeito a ¢ obtemos

Gr(x=y) = {(p(X)p(y)) = p()P(y). (3.15)

6J() __5*Tulg]
59(0) ~ 59(x)5¢()

Imediatamente vemos que a relacdo acima € a inversa de (3.15)), indicando que que a fungdo

r® = STylg]
kT 0¢(y)og(x)

funcional de segunda ordem da a¢ao efetiva média. Para tornar isto mais concreto, basta notar

(3.16)

de dois pontos € a inversa da relagdao F,(Cz) + Ry, onde denotamos para a derivada
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que
o0J(x) f 4 0J(x) 0¢(2)
6 —_ = = d _—
(x=y) 0J(y) ‘ 0d(z) 0J(y)
6Ty [¢]
_ d k _
= fd Z [&b(z)&;ﬁ(x) +Rk] Gr(z—y), (3.17)

e entdo, usando uma notacao matricial compacta de dimensao infinita a relagdo acima escreve-se

como GI = 1, e torna-se claro que
— (T® -1
Gr(x—y) =7 +Ri)™. (3.18)

Agora, diferenciando a acao efetiva média (3.10) com respeito a ¢ = Ink, juntamente com a

defini¢do (3.9)), teremos

Iilp]l Wi OASY]
k Fr k(’)k k ok (3.19)

onde deve ser notado que a% = k%. Por outro lado, sabemos que o gerador funcional Wy é

definido a partir do formalismo das integrais de caminho, definido a partir da relacao (3.3), a

qual podemos diferencid-la com respeito a ¢ a fim de obter uma relagdo para 0y Wy

0 0
EeXP{Wk} = 5 f ﬂpeXp{—S [¢] = ASk[e] + f ddxso(x)J(x)}
oWy 0 d d
a7 exp{Wi} = fi)tpa—t —S—ASk+fd xJ(x)p(x) |exp —S—ASk+fd xp(x)J(x)
kﬁ = _Efd x<90kﬁ‘;0>— 2fd xfd Y{p()e(y)) ko Ri(x,y),  (3.20)

onde o bracket introduzido denota um valor esperado normalizado, definido por
(O) = exp{—Wk[J]}fZ)goO(go)exp {—S —AS;+ f J(p} , (3.21)

sendo O um observavel qualquer, e também introduzimos Ry (x,y) = ﬂk(—ai)é(x —y). Dai, inse-
rindo a expressédo (3.20) em (3.19) obtemos

1
are = f dx f a1y (@(0() kIR (x, ) — kAS L[]
1 1
= 3 f d?x f ddy<so(x>so<y>>kakvek<x,y>—§ f d?x f d%y ¢(x) k ARk (x,y)$(y)
1 1
= 3 f d?x f ddykakvek(x,y>(<so(x>so<y>>—¢(x>¢(y>)=ETr[kakRkG], (3.22)

onde o traco significa integracdo sobre todo o espaco na notagdo compacta de matrizes de

dimensado infinita. Finalmente, obtemos a Equacdo de Wetterich, também conhecida como
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Equacio do Grupo de Renormaliza¢do Funcional, notando a relagio (3.18)):

olile] _ 1 2) -1, ORy
o _2Tr[(Fk [g]+Re) K 6k]' (3.23)

k

N6s obtemos a equagdo de Wetterich para o caso mais simples, aquele de um tnico
campo escalar propagando-se no espago-tempo. No entanto, podemos obter a versdo desta
equacgdo para outros campos, inclusive o caso gravitacional, que sera tratado aqui nas secoes
futuras. A equacgao de Wetterich é muito importante pois ela contém as correcdes de loop de
todas as ordens, sendo, portanto, uma equacao exata, e simples no sentido de ser uma equagao
de primeira ordem, com o lado direito possuindo um trago funcional bem definido, livre de
divergéncias. No entanto, mesmo sendo exata, ndo hd como resolver a equacdo de Wetterich
(3.23)) analiticamente, sendo necessdrios esquemas de expansao e truncamento.

Uma das maneiras mais comuns de aproximar a equacao de Wetterich consiste em
expandir a a¢do efetiva média em uma base definida por operadores funcionais definidos em um
“espaco funcional”, cuja definic@o precisa pode ser visto em [[83]]. Essa expansao leva a fungdes
beta para as constantes de acoplamento, que podem ser utilizadas para determinar os pontos
fixos da teoria. Se for possivel encontrar os pontos fixos, entdo isso significard que a teoria em

questdo € finita, bem definida e livre de divergéncias UV, e, portanto, estard “segura”.
3.3 Funcgoes-B, pontos fixos e expoentes criticos

Como foi dito no fim da secdo anterior, € necessario expandir a equacdo de Wette-
rich (3.23) a fim de extrairmos informagdes sobre o comportamento das constantes de acopla-
mento que descrevem as interacdes da teoria em questdo. Para isso, consideramos que a ag¢ao
efetiva média I['x[¢] possa ser expandida em uma base determinada por operadores definidos em
um “espaco funcional”, onde no caso mais simples do campo escalar, pode ser pensado como
o espago de todos os funcionais de ¢. Desta forma, procuramos solu¢des da equagdo (3.23) da

forma

k(@) = > 2ik)0i(9), (3.24)

onde g;(k) sdao as constantes de acoplamento da teoria e os operadores Q;(¢) sdo operadores
definidos por meio de integrais de mondmios do campo e suas derivadas. Tomando a derivada

da expressdo (3.24) com respeito a 7 = Ink teremos

ol 3 .
- = Zﬁlo,, (3.25)
onde
0gi
8L = Bi(g; k). (3.26)

ot
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sdo as chamadas funcdes beta, que podem, em geral, depender tanto das constantes de acopla-
mento como da varidvel cutoff k. Podemos comparar a expressio (3.25)) com o lado direito da
equagdo de Wetterich (3.23)). Ao fazer isso, podemos expandir o trago do lado direito de (3.23)
na base dos operadores O;, e entdo o coeficiente do operador O; é a funcdo beta de g;. Assim,
com algum algebrismo conseguimos extrair explicitamente func¢des beta da forma abstrata da
equacao de Wetterich. Na proxima secdo vamos ver como funciona este procedimento para o
caso gravitacional.

Ao determinarmos as funcdes beta aplicamos o formalismo Assintoticamente Se-
guro, que consiste em determinar os pontos fixos da teoria, aqueles que satisfazem as relagdes
Bi(gj,k) = 0. A existéncia destes pontos fixos significa que a teoria em questdo € bem definida,
livre de divergéncias, e portanto o nome segura. No entanto, os pontos fixos nao sao universais.
Os valores dos pontos fixos poderiam mudar ao fazermos uma redefinicdo dos campos. Para
eliminar este problema foi desenvolvido o conceito dos expoentes criticos, que de fato serdo uni-
versais. Os expoentes criticos nos diz como € o comportamento da teoria em regidoes proximas
a um dado ponto fixo. Este comportamento € muito importante pois € ele que determina o poder
de previsibilidade da teoria.

Para isso, vamos linearizar as fun¢des beta em torno de seu respectivo ponto fixo,

isto €, assumimos uma expansao da forma

dgi OBi
géi _ o sl o™, 3.27
51 P~ Dige @8 (3.27)
J 8
As derivadas % . = M;; determinam uma matriz chamada matriz de estabilidade. Denotemos
8

os autovetores da matriz de estabilidade como W; e seus autovalores como §,,. Assim, uma
solugdo da equacdo (3.27)) possui a forma

. e\~
&@w#Z@w@J, (3.28)
n

onde os C, sdo constantes de integragdo e ko uma escala de referéncia. Os expoentes criticos,
isto é, os autovalores 6, podem levar a trés conclusdes distintas [83]]: Se Re(6,,) > 0 entdo tere-
mos um operador relevante ou direcao relavante, se Re(d,) < 0 teremos um operador irrelevante
ou dire¢do irrelevante e se Re(d,) = 0 teremos um operador marginal. O primeiro caso signi-
fica que, quando diminuimos o valor de k nés teremos que a componente do vetor g;(k) — g7 na
direcdo do autovetor W; ird aumentar, enquanto que no segundo caso ird diminuir. J& no terceiro
caso, teremos uma componente completamente oscilatéria. O nimero de operadores relevantes
¢ a quantidade de observaveis que precisamos para fazer uma medida e, portanto, para que uma

teoria seja mensuravel € necessario uma quantidade finita de operadores relevantes. Uma dada
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trajetdria g;(k) de operadores relevantes, flui de um ponto fixo em um IR e alcan¢a um ponto fixo
UV. Ou seja, eles serao “IR repulsivos” e “UV atrativos”. Reciprocamente, sob uma evolugao
crescente (isto é, aumentando o valor de k) todas as contribui¢des para a soma (3.28)) permane-
cendo a direcdes relevantes serdo amortecidas, enquanto aquelas com direcdes irrelevantes irdo

divergir e os coeficientes C, forem todos nio nulos.

3.4 A Acao Efetiva Média para a Gravidade
3.4.1 O significado de “métrica” em Gravitagdo Quantica

Sabemos que a nivel cldssico o campo gravitacional € descrito pela Relatividade
Geral de Einstein, que foi revisada brevemente no capitulo anterior. Ha varias maneiras dis-
tintas de tratar matematicamente a Relatividade Geral, no sentido de que n6s podemos utilizar
diferentes campos como as varidveis dinamicas para a nossa teoria, sendo o mais comum a
métrica, mas hd também as tetradas, conexdes de spin, etc. Devido a este fato, é natural pensar
que para uma versao quantica da Relatividade Geral havera a possibilidade de usar diversos ob-
jetos como os campos elementares da nossa teoria. Nesse sentido, a exigéncia mais fraca para
que um objeto seja uma “métrica” numa teoria quantica gravitacional serd a existéncia de um
operador g,,(x), simétrico nos indices u e v, tal que agindo em alguns estados [¥) forneceria
um valor esperado (¥[8, (x)[¥) = g,v(x) com as propriedades da métrica cldssica utilizada em
Relatividade Geral, isto €, um campo tensorial de ordem (0,2) definido uma forma quadratica
nao-degenerada e positiva definida.

E assumido aqui que o operador 8y € um campo elementar, no sentido de que
ele ndo pode ser construido a partir de outros campos. Por exemplo, poderiamos assumir a
representagio g, = é“ Méb vNab, Onde agora os campos tetrada e, seriam os campos elementa-
res. Nesse sentido, uma “teoria métrica de gravidade quantica” seria uma definida a partir de
integrais de caminho da forma f Dgvexp(=S), tal que o valor médio do campo seja dada pela

integral funcional
8juv(X) = f Diapyn (e, (3.29)

Note que, ao definirmos um operador “métrica” g,,,, foi dito que esta leva a valores
esperados com a propriedade da métrica classica apenas para alguns estados. O motivo para isto
€ que nada impede que existam estados tal que os valores esperados do operador métrica ndao
coincidam com a métrica cldssica. Por exemplo, poderiam haver estados, digamos |‘P>, tais que
v = <‘i’| 8uv |‘i’> seja ndo degenerado, isto €, levar a um tensor g, tal que det(g,,) = 0 levando
a ndo existéncia de um elemento de volume +/g e da inversa g#”. Desta forma, vemos que €
melhor considerarmos g, (x) apenas como um campo tensorial simétrico, € ndo uma métrica,

visto que ndo necessariamente serd atendido as exigéncias para que seja uma métrica.



54

O ponto € que nao ha uma maneira “mais correta” ou “melhor” sobre escolher as
propriedades do operador g,,,, (€ consequentemente das varidveis de integrac@o nas integrais fun-
cionais). No entanto, quando comparamos a construcao direta da integral funcional, o0 método
baseado na equacdo exata do grupo de renormalizacdo tem a vantagem que a escolha das pro-
priedades das varidveis de integracdo funcionais sejam adiados até um determinado estagio de
desenvolvimento. Com isso, vamos utilizar os resultados ja disponiveis para nos guiarmos a
escolhas fisicamente interessantes.

Quando tentamos desenvolver um grupo de renormalizagdo para a gravidade nas
linhas do que fizemos para o campo escalar na sec@o anterior, poderiamos pensar em expandir a
equacao de Wetterich no espaco funcional onde operadores que sao funcionais do valor esperado
Suv = < g;”,> que sdo invariantes sob transformacoes gerais de coordenadas. No entanto, por
motivos que serdo dados na préxima secdo, vamos ver que este nao serd o caso.

Resumindo, vamos listar as propriedades desejadas para termos uma “teoria métrica
de gravitaciao quantica” que servirdo como um ponto de partida para o0 método do Assintotica-

mente Seguro:

1. Os graus de liberdade gravitacional sdo codificados em um tensor métrico g,, que serve

como o campo elementar da teoria.

2. Deve ser uma teoria de gauge, isto €, uma teoria covariante sob transformacoes de gauge

implicado por transformacdes gerais de coordenadas.
3. A teoria € independente do background.

Note que estas propriedades, embora inspiradas na estrutura formal da Relatividade
Geral, ndo fazem nenhuma mencdo a respeito do uso da acdo de Einstein-Hilbert e, portanto,
a dindmica quéntica da métrica g,,, estd completamente em aberto. Isso ndo afeta conceitual-
mente o programa Assintoticamente Seguro para descrever a gravidade quantica, um contraste
bastante notdvel quando comparamos com outros métodos utilizados para tentar descrever o

comportamento quantico do campo gravitacional, tais como a gravitacao quantica canonica.

3.4.2 A integral funcional com gauge fixo

A fim de tentar descrevermos formalmente como deve ser a forma da acao efetiva
média para o caso gravitacional e, consequentemente, da equacdo exata do grupo de renormalizacao,
precisamos introduzir uma série de exigéncias para obtermos uma teoria que seja adequada para
descrever os aspectos quanticos da gravitacao.

Primeiramente, assim como fizemos para o caso do campo escalar, introduzimos a
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integral funcional sobre os tensores g, da forma

f D2y exp(=S [8uy] + termos de fonte). (3.30)

Naturalmente, pelo fato de a gravidade ser uma teoria de gauge, exigimos que a
acdo S[2,y] seja invariante por transformagdes de gauge, isto €, invariante por transformagdes

gerais de coordenadas que agem sobre a métrica de acordo com
08uy = Lo8uv = V0,8uy + 0,V 8oy + 0,V 8, (3.31)

onde £, denota a derivada de Lie com respeito ao campo vetorial v*.

Sem perda de generalidade, vamos assumir uma métrica com a seguinte decomposicao
Buv =8+ izw, onde g, representa a métrica de um background fixo, de tal forma que a medida
de integracdo agora passa a ser Z)flw e a acao funcional toma a forma f Z)flw exp(=S[g+ ﬁ] +..).
Além disso, nds fixamos o gauge das integrais sobre izﬂv exigindo que a métrica fixa g,,, ndo

muda sob as transformacdes (3.31))
6%hyy = L1y com 6%, =0, (3.32)

onde o sobrescrito Q vem do fato de as transformacdes 6< serem chamadas de transformagdes
de gauge “quanticas”.

Denotando F, (h;g) como uma fungio fixadora de gauge arbitraria, podemos utilizar
o método de Faddeev-Popov [83]] para este tipo de invaridncia de gauge e obtermos a seguinte

forma modificada para a integral funcional do caso gravitacional
f DhyyDC*DCyyexp (=S [3+h1— S g1lh: g1 - S gnlh. C.C:31). (3.33)

O termo S4f € adicionado a agdo cléssica a fim de fixar o gauge (o subscrito “gf”

vem do termo em ingl€s gauge-fixing) e possui uma forma geral dada por
~_ 1 —_ N = n _
Seilhigl=5- fddx 88" Fu(h; F,(h;3), (3.34)

onde a e F(h;g) sdo respectivamente uma constante e fungdes arbitrérias.
Finalmente, a acdo associada aos campos fantasma e anti-fantasma de Faddeev-

Popov, denotados respectivamente por CH e fﬂ, ¢ dada pela seguinte expressao

o — _ OF, . _ .
S onlh.C.C:3] = -« f d’x \zC, gﬂv% L@+ hap), (3.35)
of
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onde « € um parametro com unidade de massa e é frequentemente assumido com a forma
k=(321G)" 12, (3.36)

onde G é um valor de referéncia para a constante de Newton. Nio iremos dar muito detalhes
sobre o setor fantasma, uma vez que no futuro iremos “congelar” a evolucao desta acdo de
forma a simplificar nossos resultados.

Finalmente, é importante salientarmos que a acdo com gauge fixo sob a integral
(3.33) ¢ invariante sob as seguintes transformag¢des BRST (bruscamente falando sdo um con-

junto de transformagdes que implementam efetivamente a invariancia de gauge)

5163RST]jlﬂy = e iLe B = €K_2-£C(§,uv + fluv),

e g (3.37)
SBRSTor = ex™2C70,CH,

ETC, = e

onde € é um parametro que anti-comuta entre si e independente de x.
Também é importante o fato de que a acdo completa, incluindo os termos fantasma
de Faddeev-Popov, sdo invariantes por uma classe especial de transformagdes de gauge chama-

das “condicdes de fixacdo de gauge do tipo background” definidas pelas relacoes
8y = Loy, 6%, = £03,- (3.38)

Estas transformagdes garantem que a agdo efetiva resultante da integral funcional
(3.33) serdo invariantes por difeomorfismos (fung¢des invertiveis que mapeiam uma variedade
diferencidvel em outra) qualquer que seja a funcdo de fixacdo de gauge F ﬂ(fz;g). Note que
estas transformagdes garantem que a métrica completa g, = g,,, + ﬁﬂv seja invariante tanto por
transformacoes de gauge do tipo background definidas acima, como para as transformagdes de

gauge quanticas, isto &, 658, = 698,y = L,8,-

3.4.3 Funcdo Reguladora, Fontes e Valores Esperados

Assim como fizemos para o caso do campo escalar propagando-se em um back-
ground plano, precisamos adicionar um termo regulador na acdo definida pela integral funci-
onal (3.33) com a finalidade de efetuar o cutoff no infravermelho, suprimindo os modos de
113 1) ~ IR 7

pequenos momentos” tanto das flutuagdes da métrica A, quanto dos campos fantasmas de

Faddeev-Popov. Portanto, a funcio reguladora do infravermelho deve ser adicionada multipli-
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cando o seguinte fator no integrando de (3.33))

o~ ASHhCTR) (3.39)

Neste caso os modos de “pequenos” momentos siao definidos como as autofungdes
do operador laplaciano 52 = g“”ﬁﬂﬁv cujo autovalores s3o menores que o0 momento de escala
k?, onde Bu representa a derivada covariante construido a partir da métrica fixag,,,. A razéo para
que os autovalores dos modos fzﬂy e dos fantasmas serem do operador Laplaciano background
52 ao invés de D?, é devido ao fato de que a equagiio do grupo de renormalizacdo resultante
serd garantida possuir termos que contém apenas derivadas funcionais de segunda ordem de I';
[83].

A forma escolhida para a fun¢do reguladora A S € assumida como sendo bilinear

nos campos dindmicos fz, C,C e usamos o seguinte ansatz [|83]
2
AS; = KE f d9x gl RE (217 Iy + V2 f d!x \gC, RE" g1 C. (3.40)

De maneira analoga ao que fizemos na secdo anterior, os operadores cuttoff Rirav e
R,%h devem possuir a propriedade desejada de deixarem os modos de grandes momentos p? >>
k? inalterados e suprimir os modos de pequenos momentos p? << k?>. Ambos os operadores
cuttoff sdo assumidos com a estrutura geral Ri[g] = Zksz(O)(—ﬁz/kz), com a diferenca de
que Zy = th ¢ um nimero puro enquanto que Zy = Zfrav deve ser um tensor de 4 indices
construidos a partir da métrica fixa g, .

Também é importante notarmos que o termo regulador AS deve ser invariante sob

transformagdes de gauge do tipo background definidos em (3.38))
6" AS[h,C,C;g] =0, (3.41)
embora ndo seja invariante por transformagdes BRST (3.37)
SBRST A S [h,C,C;3] # 0. (3.42)

A invariancia BRST € recuperada apenas no limite k£ — O.
Com isso, escrevemos a integral funcional definida em (3.33)) incluindo o fator extra

(3.39) responsével por realizar o cuttoff e definimos

exp(Wil#", 0,0 B, 138, = f@ﬁ#VZ)C“Z)E# exp(—S [g +hl-

S ofl:8] = S gnl[h, C,C; 81— AS k[1, C,C; 8] = S fonte), (3.43)
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onde a o termo S fonee refere-se a acdo que descreve a fonte dos campos dindmicos hy,,, CH e Cy,
que sdo representados respectivamente por #, o, e o respectivamente. Assim, teremos para

a ultima parte da agcdo
S fonte = — f d%x Vg {# By +TuCH + 0#C . (3.44)

E muito importante salientar que poderiamos adicionar mais dois termos de fontes
na acdo acima para acoplar as variacdes BRST dos campos fzﬂy e dos campos fantasma C e C.
Porém, nés ndo iremos precisar destes termos no que segue, mas eles sao de suma importancia
para formular as identidades de Ward que descreve a invariancia BRST a nivel quantico [83].

Desta forma, assim como fizemos para o campo escalar, os valores esperados dos
campos sdo definidos por meio de derivadas funcionais de Wi[J;g,,] com respeito as res-
pectivas fontes J = (#,0*,0,). Definindo ¢ = (h'w,gf‘,gﬂ) como os valores esperados de

(;b = (itllﬂh C'u’ G‘u), teI‘emOS

N 1 oW 1 oW, - — 1 oW,
by = (hyy) = =, & =(C") = —=—=, &,=(Cu) = —==—,, (349
Hv < #V> \/Eétw \/550.# H < ﬂ> \/E(so-,u
que podemos escrever na notacdo compacta
i i 1 0 _
¢'x) = (') = Wil J: 3], (3.46)

Ve (x) 0Ji(x)

onde os fatores explicitos de \/§ sdo introduzidos para garantir que tanto as fontes como os
campos se transformem como tensores sob transformacdes gerais de coordenadas.

Finalmente, assim como fizemos na se¢ao anterior com o campo escalar, precisamos
definir a acdo efetiva padrdo a fim de escrevermos a a¢do efetiva média. A acdo efetiva padrao
Iy é determinada ao aplicarmos uma transformacéo de Legendre de Wy com respeito as fontes

J e entdo substituimos a relagdo inversa J = J[g;g] obtida através de (3.46) obtendo
DhEER) = [ VB[ +58 + E ) - Wit (3.47)

Note que, usando o formalismo da acao efetiva, os valores esperados dos campos € que fazem
o papel das varidveis independentes da teoria, ao invés das fontes J. Também, I’y determina a

seguinte relacdo entre os campos e as fontes

Ty _ ? N ST SN (3.48)
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3.4.4 Definicao formal da acdo efetiva média e a Equacdo de Wetterich para o caso gravi-
tacional

Finalmente, temos todos os ingredientes necessarios para definir a acdo efetiva
média [’y para o caso gravitacional. Assim como fizemos para o caso do campo escalar, a
aciio efetiva média é a diferenca da agdo efetiva padrio Iy (3.46) pelo termo regulador AS

(3:40)
Tilh,£,€8) = Thlh,£,E8]1 - AS[h,&,&3). (3.49)

A equacdo acima constitui a chamada definicao formal da acdo efetiva média, uma vez que €
baseada em uma integral funcional que possui sentido matematico apenas na presenca de um
termo regulador.
Poderiamos também considerar I'; um funcional do valor esperado da métrica com-
pleta g,,,, dada por
(%) = (v (X)) = B () + Iy (), (3.50)

sendo o andlogo da métrica quantica g,y = g, + hyy. Assim terfamos uma segunda defini¢éo de

'y, como um funcional de g, ao invés de Ay,

Tilg. 8.6, €] = Tilh&,6;38] (3.51)

h=s-%
Embora a diferenca entre as duas definicdes parecam triviais, elas possuem pontos de vista
totalmente diferentes. No primeiro caso, a acdo I'[h,&,&;3] depende do valor esperado das
flutuagdes da métrica hy,, sendo considerados como excitagoes da matéria sobre um espago-
tempo classico com métrica g,,. No segundo caso I'[g,8.¢, £] depende tanto do valor espe-
rado da métrica quéntica g, (x) = <§W> e da métrica de fundo g, e portanto teremos uma
dependéncia extra de g que se combina com /4 para construir a métrica completa g = g + h.

Por fim vamos mostrar a forma da equacdo de Wetterich para o caso gravitacional, a
equagdo que rege a evolugdo da a¢do efetiva média I'x. Para isto, basta diferenciarmos a equagdo

(3.43) com respeito ao pardmetro ¢ = Ink obtendo na notagéo matricial
1 A . — .
~3, Wy = 5Tr[<h ®h) (0 Rem] - Tr[(Ce C) 0ROz, (3.52)
onde Ry é uma matriz definida no espaco dos campos cujas entradas sio assumidas como sendo

ROLPT = i PREV g1y,

Roze = V2R{[gl. (3.53)

Assim como fizemos para o caso do campo escalar, precisamos escrever o lado

direito de (3.52)) em termos da agdo efetiva média I'y. Para isso, basta notarmos mais uma vez
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que a funcdo conectada de dois pontos

Glxy) = (FWPW) - @)
2
= 1 O We (3.54)
Vg(0)g(y) 0 Ji(x)d Ji(y)
e a Hessiana de T dada por
27
- I
(FD);jxy) = Ok (3.55)
Vg(x)g(y) 0¢' (X)6¢/(y)
sd0 matrizes inversas por satisfazerem a relacao
0
f ay NFOIGI (e TP (y.2) = 62 (? (3.56)
8z

lembrando que nesta notagdo compacta ¢' = (y,&",&,) representa os respectivamente os valo-
res médios dos campos h,,, C¥,C,, com as suas devidas fontes J' = (#,07,,0").
Usando os resultados acima chega-se a equacao exata para o grupo de renormalizacao

para a A¢ao Efetiva Média gravitacional

- 1 A o 1 n A A
.5 = (2) -1 (2) -1 (2) -1
Ol &E71 = ST [0 + RO @R - 3 Tr {2 + Rog! = (@ + R0} ORz |
(3.57)
Lembre que nessa notagdo matricial compacta os tracos funcionais do lado direito
da equacdo acima sdo dados por integrais do tipo f d’x /g e a Hessiana F,(cz) sendo dada por
2) T, i 6°T

T®)(x,) = (AT y, j) = (3.58)

\Vg(0)g(y) 0¥ (D)@l(y)

utilizando os elementos de matriz no espago das posicoes.

Para qualquer funcao reguladora VAQk que atenda as propriedades desejadas, pode ser
mostrado que o trago do lado direito de ¢ convergente ambos no infravermelho (IR) e
ultravioleta (UV), com os modos de grandes momentos suprimidos exponencialmente. Como
foi dito, resolver a equacao de forma exata € bastante complicada e portanto, em geral, é
feito um ansatz para a forma de I'y que ao substituirmos na equagao fornece as fungdes
beta associadas as constantes de acoplamento. Na proxima se¢do vamos mostrar um dos ansatz

mais conhecidos na literatura, o chamado truncamento de Einstein-Hilbert.

3.4.5 Truncamento de Einstein-Hilbert

Como foi dito, resolver a equagao exata para obter o fluxo do grupo de renormalizagado

(3.57) é uma tarefa bastante complicada ou até mesmo impossivel. Devido a isso, ha uma
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técnica bastante conhecida na literatura para obter solucdes nao-perturbativas de forma aproxi-
mada, que consiste em considerarmos a evolucao da agdo efetiva média ['; exata em uma teoria
do espaco que € parametrizada apenas por algumas constantes de acoplamento de interesse [|83]].

No caso gravitacional uma das aproximagdes mais conhecidas é a chamada “trun-
camento de Einstein-Hilbert”, o qual usaremos aqui para mostrar que consiste em expandirmos
I'x no subespaco do espaco funcional gerado pela constante de Newton Gy e a constante cos-
moldgica A;. O truncamento de Einstein-Hilbert utiliza o seguinte ansatz para a acio efetiva
média I'y, inspirado na acdo classica de Einstein-Hilbert da relatividade geral

1
167TGk

Lilgw] = f d'x Vgi-R(g)+2}, (3.59)

no caso geral de d dimensdes. E importante salientar que o ansatz acima deve ser utilizado na
forma reduzida da equacdo exata (3.57)), obtida ao “congelarmos” o setor fantasma por meio de
um mecanismo que ndo a permite a evolucdo da acdo fantasma (3.35) [83]. A forma reduzida

se assemelha bastante com a forma obtida para o caso do campo escalar e dada por [83]
1 _
KOTy = S Te[kORRE™ (R + 1) 7. (3.60)

O método entdo consiste em utilizarmos o ansatz (3.59) na forma reduzida da equagdo exata
para o grupo de renormalizagdo (3.60) que nos leva ao seguinte conjunto de equagdes diferen-

ciais acopladas para as constantes de acoplamento g = k-2 Gre A = k‘zﬁk [23,51,58./83,96]

018(k) = (d =2 +nn)g(k), (3.61)

c
A Ak) = -2 —nn)A+ %g(4ﬂ)(l_%)[2d(d+ 1)@1%,(—2/1) - 8dCD%,(O) —d(d+ 1)7;N<i>1%(—2/1)], (3.62)

onde novamente ¢t = Ink € o parametro de evolucdo e kK 0 momento de escala que usamos como
referéncia para realizar o cutoff. A fungdo ny(g, 1) é definido a partir de duas outras funcdes

B1(2) e By(A) a partir da relagao

gB1(1)

e 3.63
1 -gBa(d) (5.63)

nn(g,A) =
com

Bi(1) = %(47r)(1_%)[d(d+ 1)<1>}_2,_ (22— 6d(d - 1)@%5,(—21) —4dd)}§,_ [(0)— 24@%_2, 0], (3.64)

By(1) = —é(47r)(1'%)[d(d+ DO, (=2) - 6d(d - D3 (2], (3.65)
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onde finalmente as funcdes corte @ e ®7 sdo definidas como

Py — Lfoo 1RO - 2RV (z)
PO=r0 s P RO (5:60)
HP( ) = Lfoo n-1 RO(z)

@, (s) = o Jo dzz CTROG) T (3.67)

onde p = 1,2,... e I'(n) é a fun¢io gama de Euler. Aqui R (z) é a parte funcional da funcio
reguladora, com z = p?/k*. Para os cilculos seguintes é utilizado a forma exponencial (3.39)
para a parte funcional RO (z).

No que segue vamos desconsiderar a influéncia da constante cosmoldgica em nossos
calculos, que pode ser feito ao considerarmos o limite A << k? levando a A(k) = 0196,97]. Esta
aproximacao simplifica bastante as equagdes resultante para g(k), e, consequentemente, para as

suas respectivas fungdes beta

koyg(k) = (2 +nn)g(k) = B(g(k)), (3.68)
onde agora ©
gBi
= s 3.69
WO =T 50 (3.69)
com
1
B(0) = —§[24c1>§(0) —®1(0)], (3.70)
By(0) = é[lség(()) ~5®1(0)]. (3.71)

E direto obter a partir das defini¢des e (3:67) os seguintes resultados ®1(0) = %/2,
(D%(O) = (f)}(O) =1le (f)%(O) = 1/2 que nos leva a

T 8 2
B1(0) = 1.8 7 Bz=§~ (3.72)

Com estes valores para B1(0) e B2(0) e usando as seguintes defini¢des
1 ,
W= —531(0), w =w+B0) (3.73)

a funcdo beta para g(k) toma a seguinte forma

1-w'g )

B(g) = Zg(—l “B0)2

(3.74)

onde extraimos as relacdes

4 2 ;14 n
=—(1-—1|, - 3.75
@ 71( 144) “ =37 36 (3.75)
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Figura 3: Comportamento da fun¢do S8 para o caso gravitacional, quando desconsideramos a

influéncia cosmoldgica. Podemos ver que o ponto fixo g = gV" separa um regime de

acoplamento fraco (g < gV") de um regime de acoplamento forte (g > gU"). Essa imagem foi
retirada do artigo [96].

Com as consideragdes acima, a equagdo de evolugdo para o fluxo g(k) (3.68)) implica a existéncia
de dois pontos fixos, denotados por g., que, como vimos, € obtido ao resolvermos 5(g.) = 0.
Estas solu¢gdes nos levam a um ponto fixo atrativo gaussiano atrativo para o infravermelho (IR),
gR = 0, enquanto o outro é um ponto fixo ndo-gaussiano atrativo para o ultravioleta (UV)
[83L96]] dado por
gV == (3.76)
w

O comportamento da fun¢do B(g) em funcdo da constante de acoplamento pode ser
visto na figura 3] [96].

Pode ser mostrado que a regido importante a qual iremos nos preocupar ¢ onde a
fungio B(g) é positiva, que se da no intervalo [0,gY"], que flui de g% para k — 0 e gVV para
k — oo [83,96]. Com isso, integrando a equacdo diferencial (3.68) utilizando a fungao beta
obtemos de forma direta [[58,/83,[96]

2
gk)y g(ko) ( k ) . (3.77)

N ) <\ ko
(I-w)e  [1-w'glko)]e” \*0
Pode ser mostrado que a expressao acima nao pode ser resolvida analiticamente para g(ko) e para
que tenhamos uma expressao analitica para a func¢ao “constante” de Newton precisamos notar

que w /w ~ 1,18, isto é, da ordem da unidade. Substituindo a aproximacio w ~ w chegamos

na seguinte forma para a funcao g(k) [58./83,96]

ko)k?
o(k) = 8(ko)

= . 3.78
wg(ko)k? +[1 — w g(ko)1kZ G78)

Finalmente, obtemos a forma completa para a, agora com o status de funcdo, “constante” de
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Newton com as correcdes devido a GAS, a partir de G(k) = g(k)/ k>

_ G (ko)
1+ wG(ko)[k2 - k3]

G(k) (3.79)

Sem perda de generalidade, podemos escolher a escala de referéncia ko = 0 e fazemos a seguinte
identificacdo Go = G(ko = 0) com o valor usual da constante de Newton e entdo obtemos

Go

Gk)= ——.
® 1 + wGok?

(3.80)

As correcdes quanticas devido a teoria Assintoticamente Segura implica na promog¢ao
da constante de Newton para o status de uma fun¢do e nds veremos que consequéncias isto leva

para a a¢do do setor gravitacional, e, consequentemente das equacdes de movimento.

3.4.6 A equacao de Einstein Modificada

Como vimos na subsec¢ao anterior, o método assintoticamente seguro implica que as
constantes de acoplamento da teoria tornam-se fungdes do parametro de escala k, 0 momento de
referéncia no qual os modos de “pequenos momentos” sao suprimidos. No caso da gravidade,
utilizando o truncamento especifico de Einstein-Hilbert, vimos que estas corre¢des quanticas
implicam que a constante de Newton agora sera Gy — G(k) dado pela expressao (3.80).

Entretanto, no caso gravitacional, o cutoff k nao € identificado de uma maneira clara,
no sentido de estar relacionado com quantidades fisicas envolvidas na teoria. Por exemplo,
pode ser mostrado que no caso eletromagnético, o parametro k esta relacionado ou com estados
ligados, neste caso com o raio do dtomo de hidrogénio, ou com processos de espalhamento
através do parametro de impacto [55].

No caso de um espago-tempo plano o préprio comprimento pode ser usado como
escala padrao e a seguinte identificagcdo k = £/x parece adequada neste caso, desde que os modos
de Fourier no espaco-tempo plano sdo associados com o momento e, portanto, 0 comprimento.
No entanto, esta identificacdo ndo pode ser adequada para espacos curvos em geral, pois uma
tal identificagdo dos modos de Fourier com o momento nem sempre € possivel.

No entanto, pode ser mostrado que para alguns espacos-tempo especificos ha cer-
tas identificagcdes plausiveis devido ao formato da métrica. Por exemplo, para a solucdo cos-
moldgica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) a identificacdo k = k(z,a(t),a(t),..) parece ser
uma escolha razodvel. Também, no caso da soluc¢do de vacuo Schwarzschild podemos utilizar o
comprimento fisico d(x) = \/W para fazer a seguinte identificacdo k = &/d(x) [55]]. En-
tretanto, € necessario utilizar uma identificacdo geral que sirva para qualquer métrica utilizada
em relatividade geral.

Como vimos, o parametro de escala k determina o padrdo para determinar os mo-
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dos de “pequenos” momentos. Como em relatividade geral o comprimento fisico depende do
observador, este ndo é uma opg¢ao vidvel para a identificacdo do parametro k. Vird a ser que
a quantidade apropriada que fornece o significado absoluto de distancia em relatividade geral
sdo as forcas de maré, responsdaveis por produzir uma distncia de separagdo {* entre particulas
caindo livremente. Nesse sentido, uma distancia “pequena’ significa aquela em que o desvio
geodésico € negligencidvel.

O que determina o desvio geodésico € o tensor de Riemann R*,,;s através da equacao

DX dPdx”
D2 Y dr drt

onde {* representa a distancia entre duas particulas caindo livremente, apenas sob a acdo da

2, (3.81)

gravidade. Nesse sentido, uma forte candidata para a identificacdo do parametro de escala no
caso de espacos-tempo curvos seria escrever o parametro k em funcdo das 20 componentes
independentes do tensor de Riemann R¥,,5 (no caso de um espaco-tempo quadridimensional).
No entanto, € mais conveniente escrever k em fun¢do dos invariantes de curvatura construidos
a partir destas componentes. Desta forma é proposto a seguinte identificacdo para sistemas

gravitacionais [|62]

___ &
X155 X20)
onde ¢ é uma constante adimensional e y(x1,...,x20) € uma funcao dos 20 invariantes de curva-

(3.82)

tura construidos a partir das componentes do tensor de Riemann. Essa identificacdo € bastante
promissora pois € compativel tanto com o principio da covariancia geral quanto o principio da
equivaléncia [62].

Com isso, o formalismo assintoticamente seguro para o caso gravitacional implica
que devemos promover a constante de Newton G para agora o status de funcdo G(k(y)). A
questdo agora é onde devemos introduzir esta funcdo. Podemos substituir Go por G(k(y))
diretamente nas solugdes cldssicas ou diretamente nas equagdes de campo. Estes métodos
sdo chamados respectivamente de melhoramento da solucao e melhoramento das equagdes de
campo. No entanto, pode ser mostrado que o melhoramento da agdo, isto €, substituir Gy por
G(k(x)) na acdo classica é o método fisicamente aceitdvel que garante ambos os principios da
covariancia geral e da equivaléncia [[62]]. Além disso, este método implica na dinamica das
correcdes quanticas que aparecem na propria equacao de movimento.

Vamos mostrar aqui apenas o melhoramento da agdo, por ser a melhor maneira de
incluir os efeitos quanticos devido a Gravidade Quantica Assintoticamente Segura. Para ver os
resultados encontrados pelos outros métodos veja [[62].

O melhoramento da agdo consiste em utilizar a identificacdo (3.82)), isto é, com o

parametro de escala sendo uma funcao dos invariantes de curvatura y, e entdo introduzimos
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G(k(x)) diretamente na acao de Einstein-Hilbert

d4\/—_g

1

S EHm =

onde R € o escalar de Ricci. Para determinar as equagdes de campo modificadas basta variarmos

a acdo com respeito a métrica e utilizarmos o principio da minima agao, isto é
0S =0SEHm+0Sy =0, (3.84)

onde S j; representa a acao dos campos de matéria que servem como fonte para o campo gravi-
tacional.

Embora y seja uma funcdo dos 20 invariantes de curvatura, vamos utilizar por
questdo de simplicidade apenas os casos em que y = R™1/2, y = (R, R*) ™12 e y = (RyyersR?

e tentar deduzir uma forma geral para as equacdes de campo modificadas.
e Variando a acdo para o caso y = y1 = (R)"!/? teremos

1 1 1
0S Erm = E d*x V_g(((Rﬂv - ERg,uv)Tl - §K1RRuv)5g'uv +AuV5R,uv)’ (3.85)

onde A* = (1] — §K1)g’” sendo 71 = G~ (y1) e k1 = zag((;—i;éa)(. Entdo, considerando o

termo de matéria teremos a seguinte equagdo de campo modificada

8 1
G/JV = _T,uv + _X(l)uv, (3.86)
T1 T]

onde Ty, = \7—_2_g ‘;Z—#’VV’ é o tensor momento-energia e X(1),, = k1 RR,, /2+(V,V, —g,,0) (11 —

k1 R/2) representa o “tensor momento-energia” que dita a dindmica dos efeitos quanticos

codificados na funcao G(y).

1/4

e Agora consideremos o caso em que y = x2 = (R,,R*)™"/", que, variando a agdo neste

caso, nos leva a seguinte expressao

1 1
0S EHm = Ton d*x V—8((Ryy — ERg,uv)TZ - KZRR/lyRyvg/ly

1 1
-V, V, B + 3 gV VB + 30Bw)og", (3.87)

onde 72 = G(x2)~ !, ko = 26%%{% e BY =1og"" —kpRRM, que nos leva a seguinte forma

para as equacdes de campo modificadas

8 1
GIJV = _T,uv + _X(Z)IJV’ (3.88)
T2 2
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onde

X(Z)/lv = (V,uvv - g,uvD)TZ + K2R R/mRvﬁg'uV

1 1
—VV,(k2RRy) + ED(KZRR,UV) + EgWVpV(T(KzRRp‘T). (3.89)

e Finalmente, vamos considerar o caso em que y = y3 = (RMW(;R“V‘T‘S)_I/ 4. Neste caso,

teremos

d4x(6(\/—_g)i+ﬂ5lg_ ar s 960

oS
G(x3) G(x3) G(x3)* Oxs3

= — +0Sy. (3.90
Ton ) M. (3.90)

Usando a relagao

6(Ruv0'(5R'uva—6) = 2RuV(76Ra vo-éég,ua + 2R#V0—6V5Vu6g0'v

+2 ROV V56 gy + 2ROV 4V, g5, (3.91)
teremos a seguinte forma das equacdes de campo modificadas

8m 1
Gﬂy = —T#v + —X(3),uy, (392)
73 3

onde

X(3)/1V = (Vuvv - g,uvD)T?) tK3 R,uyé/le yod_

8c8vb(VaVa = VaV )R Ry — 8,58vaVaV (k3R R (3.93)

representando as corre¢des quanticas para a dinamica do campo gravitacional.

Desta forma, ao considerarmos a identificacdo acima, vemos que as equacdes de
campo modificadas adquirem a forma G, = 87T}, /7; + X(j)uv/Ti, onde i = 1.2 ou 3, com o fa-
tor de 1/7; incluindo diretamente o efeito da, agora funcdo, G(x) enquanto que X(;),, sdo as
correcdes quanticas a dindmica do campo gravitacional, sendo uma funcao de «; e suas deriva-
das, levando a interpretacio do efeito dindmico da quantizagdo devido a introdugdo G(y).

Em resumo, as corre¢cdes quanticos devido a GAS implicam numa lagrangiana da
forma

1 4 V-8

d'x

- 4 A=
= Ten G()()R+fd xV=8Ln, (3.94)

onde £, representa a densidade lagrangiana que descreve o conteido de matéria e energia

que sdo fontes do campo gravitacional, tal que podemos utilizar o principio da acdo minima

utilizando a acdo acima, de forma que as equagdes de campo modificadas sdo obtidas e possuem
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a forma [62]]
Gy =8nG(x)Tyy + GO X (x) (3.95)

onde T}, € o tensor-momento energia classico, e X,,,, € um tensor covariante que surge devido as
diferenciacdes de G(y) quando variamos a a¢do com respeito a métrica. Note que as correcoes
quanticas modificam apenas o setor de matéria, fazendo surgir mais um tensor como fonte
para campo gravitacional sendo a parte geométrica totalmente inalterada. O tensor X, dita a

dindmica do campo G(y), e é definido como:

va(X) = (vav - gﬂyD)G(/\/)_l - %(RW(X) 5(;)'2‘/ +
aK(RW(X)a(%);W)) + c’)KaA(R(K(,\/)a(@jT/\;gm)) : (3.96)

com K(y) = % [63]. Esse tensor pode ser pensado como o tensor momento-energia que
fornece o 4-momento do campo G(y).

Com isso, determinamos a forma explicita da modificacdo das equagdes de campo
devido a GAS. No préximo capitulo vamos utilizar a equagdo de campo corrigida para
investigar a presenga de matéria exética e a condicao de atravessabilidade de buracos de mi-
nhoca, porém, considerando um fluido como fonte que obedece uma equacdo de estado da
forma p, = wp, com w sendo uma constante. Isto elimina uma gama de possiveis modelos e,
posteriormente, vamos generalizar o caso obtido por Moti e Shojai em ambos os casos pseudo-

esférico e esférico.
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4 BURACOS DE MINHOCA EM GRAVIDADE QUANTICA
ASSINTOTICAMENTE SEGURA

Como foi dito anteriormente, as equagdes de Einstein da Relatividade Geral podem
ser usadas para estudar uma classe de objetos que foram chamados de Buracos de Minhoca,
o qual fornece uma espécie de tinel conectando regides distintas de um mesmo universo ou
de universos diferentes. Porém, mostramos que para que este objeto ser atravessdvel, seria
necessario a presenca de matéria exotica, isto €, aquelas que violam as condicdes de energia.

Uma vez que temos um modelo para descrever efeitos microscépicos do campo
gravitacional, € natural pensarmos em determinar que modificacdes tais modelos forneceriam
para as solugdes cldssicas, em particular, dos Buracos de Minhoca. Poderiamos esperar, por
exemplo, que as correcdes quanticas poderiam fornecer um modelo atravessavel com matéria
nao-exotica.

Nesse sentido, os autores R. Moti e A. Shojai [[64] utilizaram as corre¢des quanticas
provenientes do formalismo Assintoticamente Seguro para o campo gravitacional a fim de in-
vestigar a presenca de matéria exdtica em duas classes distintas de buracos de minhoca: os
esféricos e os pseudoesféricos, que vamos mostrar logo em seguida.

Porém, os autores se limitaram a uma fonte classica com parametro de estado cons-
tante, e entdo generalizamos este resultado considerando um pardmetro de estado dependente

da posi¢do e com os efeitos quanticos devido a GAS [98]].
4.1 O caso pseudoesférico

Comecemos com o caso pseudoesférico. A métrica € bastante parecida com a de
Morris-Thorne (2.59), com a excecdo de a parte angular ser substituida por d€2,) = do* +
sinh? 8d¢?, fornecendo uma classe de buracos de minhoca hiperbélicos. A métrica entio possui

a seguinte forma
dr?

1-b(r)/r

onde ¢*®") ¢ a fungio redshift e b(r) a fungdo forma.

ds? = 227 - —rdQyp) 4.1)

A ideia de Moti e Shojai é andloga ao que foi feito por Morris e Thorne: utilizar
as equacgdes de campo modificadas devido a GAS para determinar as equagdes de estado que
um fluido anisotrépico, que € a fonte geradora do buraco de minhoca, deve obedecer, e, a
partir destas, determinar se este fluido deve ser formado por matéria exotica ou ndo. Com

isso, resolvendo as equagdes de campo modificadas usando o tensor momento-energia T, =
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Diag[p,—p,, —p1,—pi] obtemos as seguintes relacdes

8nG0p:(1+f)br;2—(1—];)(f"+%f')+b’_bf’ (4.2)

r 2r?

b 2 20 b b (.., 2
8nGop, =—(1+f) ﬁ_ﬁ_T(l_;))+(l_;)(® +;)f/ (4.3)

canesvsr o Yo

r r

+((1—9)(®’+1)—u)f'+(1—é)f”, (4.4)
r r 2r2 r

onde p representa a densidade de energia do fluido e p, e p; os valores de sua pressdo exercida

nas direcoes radial e lateral, respectivamente.

O proximo passo consiste na escolha de uma forma adequada para a funcado f.
Lembre-se que esta funcdo € escrita em termos de invariantes de curvatura e uma escolha bas-
tante conveniente para se tratar inicialmente € utilizar o escalar de Ricci R, de forma que a
fun¢do anti-screening seja dada por f = £R. Lembre-se também que & € uma constante que
serve como parametro da teoria, isto €, nos diz o “quanto” as corre¢des quanticas predominam,
recuperando os resultados obtidos pela Relatividade Geral no limite ¢ — 0. Além disso, os au-
tores se restringiram a fluidos que obedecem uma equacgdo de estado linear da forma p, = wp,
que, utilizando as expressoes (@.2)) e (@.3) nos leva a seguinte expressdo, apds isolarmos os

termos com a func¢do f

3
wb’r+b—2(w+1)r—2(l)’r2(1—[Z) — ((1—é)(wf”+%(1+a))f’+<D’f’)
r 1+f r r
br-b ,
—w >3 f), 4.5)

A constante w, como iremos ver, representa o parametro de estado do fluido, e € este parametro
que determina a exoticidade da matéria que compde o fluido. Esta equag@o se torna um pouco
mais simples se a escrevemos em termo de uma varidvel adimensional u definida por u = r/r;,

de forma que (4.3) fica reescrita como

) 3 ~ o _,.,
wbu+b-2(w+u = ﬁ—f{(l - %)(wf+ %(1 +w)f')—wb;u2bf'), (4.6)

onde o “” denota diferenciacdio com respeito a varidvel u e b = b/r;. Note que o lado direito
da equagdo (@.6) contém as correcdes devido a GAS e, uma vez que a fungdo anti-screening
f € proporcional a &, é razoavel utilizarmos o método iterativo para resolver aproximadamente
a expressdo (#.6). Este método consiste em utilizarmos uma expansdo do tipo b(u) ~ B(o)(u) +

E(l)(u), onde o termo de ordem 0 € a contribui¢cdo devido a relatividade geral, isto &, € obtida ao
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resolvermos a equagcdao homogénea
wbioyu + by — 2w+ u =0, 4.7)

que pode ser facilmente resolvida utilizando o método do fator integrante, fornecendo 13(0)(1,1) =

~l/w ge escolhemos a condi¢ao de contorno 13(0)(1) = 1. Aplicando o método iterativo

2u—u
temos que o termo de 1° ordem € obtido ao substituirmos a expressao encontrada para E(O)
no lado direito de (.6). Calculando o escalar de Ricci utilizando a métrica (4.1)) obtemos a

expressao de ordem zero para o escalar de Ricci

4—2bq 2% o
f=éR=¢—55=-S5"u lw=3,
rtu rta)

(4.8)

que, ao substituirmos no lado direito da expressao (4.6)), obtemos a equagéo diferencial para o

termo de ordem 1

bou+b—2w+1 28 1 1 3w)(1-2 u /e
wbiyu+by—2(w+DHu = ——=(1+3w)(1-2w
(i +bay=2w+1) > X )Wt2 EEy T

¢ 23
+=1+3w)(1-5 .
L (1+3w)(1-5w) wor? —2gu 13

4.9)

A equagdo (4.9) é muito dificil de resolver analiticamente e, portanto, o que podemos fazer é
linearizar a parte funcional de u de modo a resolvermos a equagdo acima usando os métodos
tradicionais de resolucdo de equagdes diferenciais de 1° ordem. A escolha mais natural € se
restringir a pontos proximos a garganta, que na varidvel u se localiza em u = 1. Expandindo

(4.9) em torno de u = 1 obtemos a seguinte expressao ap6s algumas manipulagdes algébricas

wl;(l)u+15(1)—2(w+1)u = 4#_3;2)2(w2(1+w)(7u—8)
+2{(w(1 +w)+ (- 1)(1-3w —40)2))), (4.10)

onde a nova constante £ é definida como ¢ = &/ rtz. Ao resolvermos a equacdo acima obtém-se
a seguinte expressdo para a funcio forma para regides proximas a garganta de um buraco de

minhoca pseudoesférico

(a)4(2u —u V9~ 2P (8 + 32w + 24w? — u(7 + 13w) — u” V(1 + 150 + 24w?))
—22(1—w—-170? =150 + > (T + 150)u™ " + u(-1 + w + 8w2))) (4.11)

O préximo passo consiste em impor as condi¢des para que um buraco de minhoca

determinado pela fun¢do forma acima seja atravessavel. Com isso, veremos que restrigoes de
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valores dos parametros { e w serdo aceitaveis a fim de que as condicdes de atravessabilidade
sejam satisfeitas e, como consequéncia, o tipo de matéria permitida. As condi¢des de atraves-

sabilidade sao dadas por

e Existéncia da garganta: Para que se tenha a estrutura de garganta no buraco de minhoca
devemos garantir que a solucdo ndo ird apresentar horizonte de eventos e que havera um
valor minimo para a coordenada radial, denotada aqui por r;, que localiza a garganta.
Neste ponto devemos ter as condi¢des de contorno b(r;) = r, € b’(ry) < r;. As duas pri-
meiras condi¢des sao automaticamente satisfeitas, uma vez que estamos tratando o caso
onde nio ha forgas de maré, isto &, ® = 0, e nés teremos b(1) = 1 por construgdo. Por-
tanto, basta impormos a condi¢do flare-out l;(l) < 1, que nos leva a seguinte restricdo dos

parametros w e {
(1+2w)w?* = (1 + 6w+ Tw?) 3

wHw=2¢)

1. (4.12)

e Condi¢do Antiscreening: Para estar dentro da validade do formalismo Assintoticamente
seguro devemos garantir que a fung@o f para a funcio forma completa (4.11)) deve satis-
fazer a condi¢do antiscreening, dada por

4—2b(n)

20 (—w?* + (1 + 6w + 3w?)

J(u) w-20)

>0. (4.13)

u—1 u—l

e Condi¢ao Nula de Energia: A condicdo radial nula de energia é dada pela restricdo p +
pr > 0, que, utilizando as expressoes (4.2)) e (4.3) nos leva a seguinte relacao

b b)) bu-b,
87TGN(P+Pr)=((1+f)[;—$)+ - f]

u=1
A expressdo acima pode ainda ser mais simplificada se utilizamos a segunda e terceira

condicdes para a existéncia da garganta, levando a seguinte restri¢ao para a fungao cutoff

1+f f
[+

<0. 4.15)
u=1

Finalmente, podemos reescrever a equacao acima em termos da func¢io forma utilizando
a equagdo (4.2) para o caso de forgas de maré nula, de tal forma que a condi¢do radial

nula de energia pode ser reescrita como

>0, (4.16)

u=1

(1 +w)[(1 Y buz_bf')
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que nos leva a seguinte restricdo aos parametros w e ¢

(@ = {(1+6w+3w”) (0 - (5w + ) + 2B+ 18w+ 1107)) > 0. 4.17)

Podemos plotar a regido de validade para o conjunto de parametros (w,{) de tal
forma que satisfaca as trés condi¢cdes acima. Esta regido de validade pode ser vista na Fig.3.
E bastante notivel que, para que as condicdes de atravessabilidade acima sejam satisfeitas,
serd necessario que w e ¢ assumam valores positivos, levando a conclusdo de que um buraco

de minhoca pseudoesférico pode ser atravessavel com a presenca de matéria nao-exdtica. Por

0.006

0.004+ ¢

0.002:

Figura 4: Regido aceitdvel dos parametros (w, &) para que as condicdes de atravessabilidade
sejam satisfeitas, no caso pseudoesférico. As linhas tracejadas, pontilhadas e preenchidas
representam, respectivamente, as condi¢des da garganta, radial nula de energia e antiscreening.
Note que desde que w € positivo nessa regido, teremos a presenga de matéria ndo-exotica.
Imagem extraida do artigo [64].

fim, basta garantirmos que a componente radial da métrica (.I)) ndo troque de sinal quando
utilizamos a fun¢do forma completa (.11)) com os valores de w e { que satisfazem as outras
trés condi¢des acima. Portanto, impondo g, < 0, teremos a seguinte condi¢ao

b(u) < u , (4.18)

u—1+*

onde é tomado o limite u — 17 desde que nos limitamos a regides proximas a garganta. Esta
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condicdo nos leva a seguinte restri¢cao
! X
wHw—-24)?
(a)4(2u —u V)~ 20?8 + 32w + 24w — u(7 + 13w) —u~ (1 + 15w + 240?))
—22(1 —w—170* - 150 + (T + 150)u™V + u(-1 + w + 8w2))) <u. (4.19)

Esta condicao nos mostra que as correcdes quanticas garantem a assinatura correta da métrica
para pontos proximos da garganta e isto € verdade para os valores aceitdveis de (w,{) obtidos
das condi¢des anteriores. Este comportamento pode ser visto para um conjunto de valores

particulares de w e ¢ na Fig. 4.

5 b

_E i 1 L Il i i L
1.000 1.005 1.010 1.015 1.020 1.025 1.030
u

Figura 5: A componente radial da métrica corrigida g,-(#) como fun¢do da coordenada radial
adimensional u, para o caso pseudoesférico. A linha preenchida representa 0 comportamento
de g,-(u) para o conjunto de valores (w,&) = (0.030,0.007). A linha tracejada refere-se a sua
contraparte classica, que claramente viola a assinatura da métrica. Imagem extraida do artigo
[64].

Assim, vemos que as corre¢des quanticas devido a GAS fornecem a possibilidade
de encontrarmos uma solu¢ao de buraco de minhoca pseudoesférico atravessdvel com matéria
nao-exotica satisfazendo a condi¢ao nula de energia, desde que os valores de (w,{) estejam
dentro da regido aceitdvel. No entanto, vale salientar que esta solucao nao se aplica a um buraco
de minhoca com escalas astrofisicas, sendo valida apenas para buracos de minhocas quanticos

utilizado por “viajantes” cujo comprimento seja da ordem do comprimento de Planck [64]].
4.2 O caso esférico

Agora trataremos o caso em que o buraco de minhoca determina um espaco-tempo

esférico, cuja métrica é dada pela forma tradicional de Morris e Thorne (2.59))

dr?
ds? =220 ar - —— 24y, 4.20
sc=e ETEySSLEL O (4.20)
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onde agora dQy(,) = d6> + sin’>6d@> é o elemento de linha de uma 2-esfera. Assim como foi
feito anteriormente, utilizamos as equacdes de campo modificadas com um fluido anisotrépico
descrito pelo tensor momento-energia TH = Diag[p(r),—p(r),—pi(r),—pi(r)] , fornecendo as
seguintes relagdes

7

b b 2 br-b
87Gop =(1+ 1) %5 — (1= )(f"+ =)+ 2" f 421

r r r
87Gop, = (1 +f>(% -2a- é>)+<1 - 9)(@’ + %)f’ , (4.22)
87Gopi = —<1+f>(b"’ @ —) (1-= >(<I>” <I>’2+—))

/ br-»b
+(1——)((c1> +—)f’+f”)—r—2f’. (4.23)
r r 2r

Novamente é considerado que a equacdo de estado que caracteriza o fluido obedece
uma relagdo linear do tipo p, = wp, com uma fun¢do anti-screening da forma f = ¢R, onde R é
o escalar de Ricci determinado a partir da métrica (4.20). Utilizando as equagdes (5.6) e a
equagdo de estado linear implica

/

-b
22

r

3
wb’r+b—2c1>'r2(1—l—:): 1+f((1——)( 4= (1+w)f +@f) - o2

que utilizando a condicdo de for¢as de maré nulas, isto é, ® =0, e a funcdo forma adimensi-

f') ,  (4.24)

onal b = b/r;, nos leva a seguinte equacdo diferencial que a fungdo forma completa b(x) deve

satisfazer
3

wbu+b = f[(l——)(wf+ ZA+w)f)- wb” bf]. (4.25)

Assim como foi feito para o caso pseudoesférico, vamos resolver a equacdo acima

usando o método iterativo. O termo de ordem zero, isto €, a contribuicao classica devido a

relatividade geral, € obtido ao resolvermos a equacdo homogénea

wl;(o)u + i)(o) =0, (4.26)

que pode facilmente ser resolvida usando separagio de varidveis para fornecer b (ut) = u e

com a condic¢do de contorno l;(o)(l) =1.

Aplicando a iteracdo, o termo de ordem 1 é obtido quando usamos o termo de
ordem O para calcularmos o lado direito de (¢.23).Usando a métrica (#.20) a funcdo cutoff para
o buraco de minhoca esférico é dado pela expressao

2£be 2
f=éR=-220 _ 2K v, (4.27)

2
r;u ryw
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que, ao substituirmos na equacdo (4.25)) nos leva a

By g - 260 +30)(-1+20) u w2 1 +3w)(-145w) w3
@b ) = w wrzz +2&y~1/w=3 - w wrtz +2§u‘1/‘“_3.
(4.28)

Nos restringindo a regides proximas a garganta, iremos expandir o lado direito da

equacgdo acima em torno de u = 1 de forma que a equacdo acima simplifica bastante e possui a

forma aproximada

5 3 r2w?(—=8 + Tu) + 2£6(1 = 5w + u(—1 + 4w))
wbmyu+by =&(1 +w)(1+3w) 5 .
W (2¢ + riw)?

(4.29)

Esta equacdo pode facilmente ser resolvida utilizando os métodos padrdao de resolucdo de
equacoes diferenciais de 1° ordem, levando a seguinte forma para a funcdo forma adimensi-
onal completa para pontos proximos a garganta

b(u) ~ ;x

w2 + w)?
('™ + {701 + 3w’ 1 = 8w (1 +4w+30?) + w u™ (1 + 15w +24w7)]

20 u VW (T +15w) + u(—1 + w+ 120%) + (1 —w — 17w? — 15a)3)]) . (4.30)

onde novamente { = &/ rtz. Novamente, iremos impor as condi¢des de atravessabilidade a fim de

determinar os valores permitidos de & e w e entdo verificar se a matéria deve ser exdtica ou nao.

e Existéncia da garganta: Assim como no caso anterior, basta que a fungdo forma (#.30))
satisfaca a condicdo flare-out para garantir a existéncia da garganta, visto que no raio

minimo r; temos b(1) = 1. Daf, a condicdo flare-out 5(1) < 1 implica na seguinte restricdo

(1+2w)w? - (1 46w+ Tw?) 5

1. 4.31
w(w=20) @30
e Condicdo Antiscreening: Para nos mantermos dentro da regido de validade da GAS de-

vemos garantir que sempre teremos f > 0, que no nosso caso nos leva a

2L+ 6w+ P (1+30)
w1 w*(w+20)

J(u)

>0. (4.32)

e A condicdo nula de energia, que para o nosso caso especifico de um fluido com equagao
de estado linear nos leva a seguinte restri¢do 87 Go(1 + w)p > 0. Substituindo a expressao

(5.6) para p a condicdo nula de energia no diz que

(1+w)((1+f)([;—2)+bu2_bf) >0, (4.33)

u=1
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que fazendo as devidas substituicdes e com um pouco de algebrismo nos leva a

— (W0 +20") - £(8W’ + 160°) + > (2w? + 20w + 360w + 12w’ + 18w)
+3(1+22w+1500° +364w> +329w* + 1260%) + £ (14 + 128w+ 3560w +352w° +126w*) > 0 .
(4.34)

As trés restrigdes acima nos leva a uma restri¢do de valores dos parametros (w, &)
que podem ser vistos na Fig.5. Vemos que no caso esférico ndo ha a possibilidade de o buraco

de minhoca ser atravessavel com matéria ndo-exdtica, uma vez que w € negativo.
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0.8}
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A

04~

0.2

Bogh Wnt Tad ek

0.0} : , ;
-0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10
w

Figura 6: Regido aceitdvel dos parametros (w, &) para satisfazer as condi¢des de
atravessabilidade no caso esférico. As linhas tracejadas, pontilhadas e preenchidas
representam, respectivamente, as condi¢des da garganta, energia radial nula e antiscreening.
Vemos que todas as condi¢des sao satisfeitas e o buraco de minhoca € atravessavel, no entanto,
serd necessario a presenca de matéria exdtica. Imagem extraida do artigo .

Por fim, basta garantir que a componente radial g, da métrica (4.20) nunca troque
de sinal quando utilizamos a funcio forma completa (4.30). Isto €, sempre devemos ter g, <0
para quais valores de u e dos valores aceitdveis dos parametros (w,£). Para isto devemos ter

b(u) < u , (4.35)

u—1+*
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que nos leva a

1
—X
w20 + w)?

(w4u_1/‘” + 70> +3w)u' V9 — 8w (1 + 4w + 3w?) + wW?u™ V(1 + 15w + 24w?)]

20 u VW (T+150) + u(—1 + w+ 1207 + (1 —w — 17w? - 15w3)]) <u. (4.36)

Esta restricao € garantida quando utilizamos os valores aceitaveis para (w,&) como

pode ser visto na figura Fig. 6.

100f”

50 ‘-

—_
=
< 0
on

-50 al

-100p 1Trr b 5 : R ;
1.00 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05
u

Figura 7: A componente radial da métrica corrigida g,-(u) como fungdo de u, para o caso
esférico. A linha preenchida representa o comportamento de g,-(1) para os valores especificos
dos parametros (w,¢) = (-=0.275,0.178). A linha tracejada representa o comportamento da
métrica cldssica. Imagem extraida do artigo [64]].

Assim, vemos que a gravidade quéntica assintoticamente segura garante que um
buraco de minhoca seja atravessdvel apenas no caso de este objeto ser pseudoesférico. No
entanto, eles se restringiram ao caso muito especifico de um fluido com uma equagao de estado
linear de forma que o parametro de estado seja constante, limitando muito o modelo utilizado.

Nesse sentido, podemos pensar em generalizar um pouco o resultado obtido pelos
autores Moti e Shojai em [[64] e determinar se ha a possibilidade de haver matéria nao-exdtica
se o fluido obedecer a uma equacdo de estado com o parametro de estado w agora sendo de-
pendente da posicao da forma p, = w(r)p. Assim como fizemos anteriormente, vamos separar

a andlise nos casos de o buraco de minhoca ser pseudoesférico e esférico.
4.3 O caso geral pseudoesférico

Assim como o caso anterior, a equagdo diferencial que determina a fung¢do forma
completa para este caso € dado pela equagdo (4.6), com a diferenca de que w agora é uma fungio
da posi¢do. Também, de maneira totalmente andloga vamos utilizar o método de iteracdo para

resolvé-la, isto é, considerar uma aproximagdo do tipo b(u) ~ E(O)(u) + B(l)(u), onde, novamente
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u = r/r; € a coordenada radial adimensional e o termo de ordem zero obtido ao resolver a
equacdo (4.6) sem as corre¢des devido a GAS (isto é, £ = 0).

A diferenca agora é que, como w agora € dependente da posi¢ao, nds devemos con-
siderar uma expansao similar para esta quantidade também, da forma w(u) = w(o)(u) + w(1)(u,£),
onde o termo de ordem zero € a contribuicdo independente da GAS. A expansdo acima é
razodvel, uma vez que das expressoes (4.2) e (4.3) nés vemos que a densidade de energia e

pressdo radial podem ser escritos respectivamente como

) @) +p)(u,&) 4.37)
Pro)®) + pry(u, &), (4.38)

Jo,

DPr

onde p() € p(ro) sdo as contribui¢des usuais devido a Relatividade Geral para a densidade de

energia e pressdo radial respectivamente, € p(1) € py1) sdo as contribui¢cdes devido a GAS.

Portanto, o parametro de estado w

-1
+

o) = P [Pr(()) pr(l)](l +,0(1)) N [pr(O) . pr(l)](l _p(l))

p £0) P(0) PO)  PO) P(0)

w(o)(u) + a)(l)(u,f), (4.39)

também apresenta, de forma natural, uma decomposicao em partes devido a Relatividade Geral
e outra devido 2 GAS. E importante notar que no limite cldssico &€ — 0 nés também chegamos
em uma equacao de estado linear, p,) = w(0)(#)p(0), com um parametro de estado w(gy(u) sendo
dependente da posi¢do, sendo, portanto, um caso mais geral do que foi feito em [64]], onde os
autores consideraram uma fonte cldssica com w(gy = constante. Portanto, quando & = 0 teremos

para a o termo de ordem zero da func¢do forma completa
w)W)boyu + by — 2(w(oy(u) + 1u = 0. (4.40)

Entretanto, como estamos considerando um parametro de estado dependente da
posicdo w = w(u), iremos considerar o seu comportamento apenas em regides proximas a gar-

ganta do buraco de minhoca, isto €, expandindo w(#) em torno de u = 1, obtendo
(ws + k(1 — 1))Z(o)u + E(o) —2((w;+xk(u—1)+Du =0, 4.41)

onde definimos os parAmetros « = dwo)(u)/dul,=1 € w; = w()(1). Esta equagdo pode facilmente
ser resolvida, fornecendo a solucao

1
K—wy¢

bioy(tt) = 2u — 0" 7 u (k(u— 1)+ wp) 7%, (4.42)

para a condi¢do inicial 13(0)(1) = 1. Usando o método de iteracdo, o termo de 1° ordem para bé
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obtido ao substituirmos a expressdo acima de by no lado direito de (@.6)) junto com a expansio

w(0)(1) = w; +k(u—1). Vamos utilizar aqui a fung¢do cutoff f = &R, que neste caso fornece

1

F=ER = —200" " uF e k(= 1) + w5, (4.43)

t

onde { = ¢/ rtz. Isto fornece a seguinte forma para a equagao diferencial para 13(1)

L 1
L uar (k(u— 1) + wp) @ !

w(())l;(l)u + l;(l) + w(l)u(i)(g) - 2) =2 {2u(2K2(6u2 -8u+3)

wk(u—1)+w,) —2CA

+Ax(4u — 3)w; + K+ 607 — w; — 1). = A[K2(u(28u — 39) + 15) — 1 + 2w, + 15w? — 30w; —2

+k(u(39w; +5))1}, (4.44)

onde A € definido como

1

J S 1 1
A= uror (k(u—1) +wp) . (4.45)

A fim de resolver a equagdo (4.44) para b1), n6s devemos considerar a expansao de

primeira ordem de w(;) em torno da garganta w1y = wr{ + A{(u—1), onde A = dw(1)(u)/dul,=1.

A solugao para E(l), e consequentemente b(u), sdo expressadas em termos de fungdes hiper-

geométricas o F'1 e € dado por

b(u) =

1 ((k—wy) 41 1 K 1 1
w, ! Fi(1,1,1+ , urcor (W + k(u— 1))@=« x
oo COMMEL prtsine G CRTCRIY)

X[K2(10¢ + (8 = Sw; — 6)) + k(8¢ + wi(22¢ + wi(10¢ — 11w, — 19) = 6)) = 2(w; + D Bw; + 1)

uK

(£ = 5¢w; +4w)] + 1[(K—a)z)(a)t+l<(bt— D)oFi(L 1,1+ ,
K W —K K— Wt

)ik (Wi (5w, +6) —

204w +5)) + (wr + DBwr+ 1)(2¢ — 8wy + 7w,2) + 2k(W(wi(Swr+9)+3) =20 (ws +2) R + 1)) +

1
1 1 1
kw7 2 F (11,24 ——, — U (w; + k(= 1) 7 + (=, — k= wp)] X
—K+wi+1 Wr—K K— Wy
X(Kz(w,(6w, +7)=2((5w; +6)) + k(w(w (13w, +22)+7) = 2L (Twi(wy +2) +5)) +

Wy

Hoy+ DBw;+ DL =800+ T+ o X

1 1 1
X[ 2uwq(k — wi)*(w; + k(u— D)w, ™ (—uk—_wr ) (W +k(u—1)) @« x

X({(=log(w; + k(u — 1)) +log(wy) +logw)wi(wr — D(w; + k(u—1))

+(k — w)(—w(W? + LA = 1) + K (u = Dw, — k(u = 2)w? + k(- Dwr))])

E importante notar que wy, wr, k € A sdo parametros livres e, portanto, precisamos

estudar como as condi¢des de atravessabilidade sdo alteradas para diversas configuracdes destes

parametros. Também, diferente da andlise feita em [65,/99]], neste caso ndo € possivel escrever

(4.46)
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as expressoes para a pressao e densidade de energia em termos dos parametros do buraco de
minhoca sem especificar um valor para os parimetros livres, desde que a fungio forma b(u)
apresenta uma dependéncia explicita destes parametros.

Como um primeiro caso, vamos considerar a configuracdo onde wr =k =4=0¢
w; # 0. Neste caso a funcdo forma b(u) recupera o caso encontrado em [64] e, consequente-
mente, a discussao sobre atravessabilidade neste caso segue exatamente como foi feito em [64]].
No entanto, uma tal escolha impde restri¢des severas sobre o sistema, desde que neste caso par-
ticular nds estamos trabalhando com um parametro de estado w constante e independente das
correcoes devido a GAS.

Agora, nés iremos investigar a presenca de regides com matéria exdtica. Para isto,
vamos aplicar as condi¢Oes de atravessabilidade e determinar que restri¢cdes estas condi¢oes

trazem para os parﬁmetros:

e Condicdo da garganta: Para garantir a existéncia da garganta, precisamos das seguintes
condigdes: A solucdo ndo pode apresentar horizonte de eventos, a condi¢do de mimimo

b(r;) = r;, e a condicdo flare-out b’(ry) < ry.

Desde que estamos considerando um modelo onde as for¢as de maré sao nulas, é garan-
tido que ndo teremos a presenga de horizonte de eventos. Além disso, nds ja temos a
condi¢do de minimo b(1) = 1 por constru¢do. Portanto, resta apenas a condicao flare-out

1;(1) < 1, que, para nosso modelo, fornece

~{Ik(wi+ D +w(Tw; + wr +6) + 11+ Qo + Do} + 2 wr
a)tz(a), -20)

1<0. (4.47)

Note que a condi¢do flare-out estabelece uma conexao entre wy, wr, { € k, que diverge
quando w; = 2{. Como nds podemos ver na figura 8] quando wr # 0 nds temos um
pequeno deslocamento na menor raiz da fung¢do condicdo flare-out, que aparentemente
nos leva a uma pequena regido onde matéria do tipo Fantasma € permitida pela condi¢ao
flare-out. No entanto, devemos lembrar que o parametro de estado na garganta € escrito
como w = wy + {wr, tal que para os parametros escolhidos teremos w = —0.88 (matéria
do tipo Quintesséncia) para w; = —1.28, que é a menor raiz para a condicao flare-out vista

na Figura§]

e Condicdo Antiscreening: Esta condi¢d@o € inteiramente relacionada a GAS, desde que o
método do grupo de renormalizacdo exige que f(x)|u—u, > 0, que, para nosso modelo

fornece
2/ ({w(k+wr +6) + {(k—20wr + 1)+ (3 - Dw})

wi(w; =20)

> 0. (4.48)
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Figura 8: Condig¢do flare-out para o buraco de minhoca pseudoesférico no contexto da GAS

com ¢ = 0.05.
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Figura 9: Condig¢ado Antiscreening para buraco de minhoca pseudoesférico no contexto da GAS

com ¢ = 0.05.

Similarmente a condi¢ao flare-out, a condi¢@o antiscreening também exibe uma divergéncia

quando w; = 2, mas ndo exclui a possibilidade de o buraco de minhoca ser atravessavel

com matéria exdtica do tipo Fantasma.
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Figura 10: p, + p para o buraco de minhoca pseudoesférico no contexto da GAS com ¢ = 0.05.

e Condicdo nula de energia: A condi¢do nula de energia para um modelo com forgas de

maré zero podem ser escritas diretamente das equagdes de Einstein (4.2)) e (4.3)) na qual

substituimos a fun¢do forma b(u) e a funcao cutoff f(u). Portanto p,+p > 0 pode ser

escrito como mostrado em (#.49). Similarmente as condigdes anteriores, a condi¢do nula

de energia também € divergente em w; = 2{. Note que diferentemente das condi¢des da
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garganta e antiscreening, a condi¢ao nula de energia apresenta uma dependéncia explicita
do pardmetro A. Também podemos ver da figura[I0]que o comportamento assintético da
condic¢do nula de energia € similar ao comportamento apresentado pela condi¢ao flare-out,
tal que a permissdo aparente de matéria do tipo Phantom deve ser analisada cuidadosa-

mente, como fizemos anteriormente.

1
87ra)? (w;—20)3

[~ (wi+ DK+ 50; + 1) + w07) + (w; + Dw? + 2207 x {20 [20(A-11)

1362 + k(=87 + wr + 14) =20 w1 + wr + 8]+ 2w (10 = 1K + 4k({ Qe +9) = 2) +20(2L A

2 =Dwr +T) = 1)+ Lwd(—14lk+ Kk + {30 + A= wr —35) + 1) + 423 (k + 1) 3k — 2L wr)

+w) =308+ Dw!) >0 (4.49)

Finalmente, a fim de estudar propriamente a atravessabilidade no presente contexto,
precisamos investigar as regioes no espaco dos parametros onde todas as condi¢des acima sao
satisfeitas simultaneamente.

Na figura[I4]podemos ver a regido de validade no espago dos pardmetros onde todas
as condi¢des sdo satisfeitas simultaneamente na garganta do buraco de minhoca. N6s colocamos
wr = A =0 a fim de desconsiderar a influéncia da GAS no pardmetro de estado. Na figura[I4a
consideramos ¢ = 0.005 e podemos ver que em torno de xk = 0 o buraco de minhoca nao € atra-
vessavel. No entanto, aumentando o valor de «, teremos a possibilidade de o buraco de minhoca
ser atravessdvel com matéria ordindria, enquanto diminuindo o valor de « a atravessabilidade s6
¢ possivel com a presenca de matéria exética (w; < 0). Também podemos ver, comparando as
figuras [I4a[I4b e[14k, que aumentando o valor de ¢ haverd também um aumento de regides em
que o buraco de minhoca € atravessavel. Esta dependéncia de { € esperada, desde que quanto

maior o valor de { maior serd a influéncia quantica no buraco de minhoca.
4.4 O caso geral esférico

Seguindo exatamente o mesmo procedimento que foi feito no caso anterior, vamos
considerar o escalar de Ricci como fungdo cutoff, f = £éR, e consideramos uma equagao de
estado da forma p, = w(r)p, tal que o parametro de estado w(r) é uma funcdo dependente da
posicdo. Além disso, consideramos um buraco de minhoca esférico e negligenciamos as forcas
de maré, isto é, ®(r) = 0. Com isto, a equacdo diferencial para a funcdo forma é aquela dada
pela equacdo (#.25), onde novamente u = r/r; e b = b/r;.

A fim de resolver esta equagdo vamos novamente utilizar o método de iteragao,
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2

Figura 11

Figura 12

Figura 13

Figura 14: Em (a) vemos a regido de atravessabilidade para buracos de minhoca
pseudoesféricos no contexto da GAS para £ = 0.005, em (b) temos ¢ = 0.05 enquanto em (c)
{=0.1. Em todos os casos wr = 4 =0.

assim como fizemos anteriormente. A solucdo de ordem zero € a solucdo da equacdo (4.25)
com o lado direito sendo zero, fornecendo

1

= 1 1
boy(u) = w; " u=er (k(u—1) + w) o=, (4.50)

com a condigiio de contorno b)(1) = 1. Usando a expressio acima para bq), a fungo cutoff é

dada por

1

F=ER = 200" o k(- 1)+ w o, 451)
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que fornece a seguinte equacdo diferencial para termo de 1° ordem 15(1)

a)(())[;(l) + w(l)];(o) + E(l) = {{Kz(u - 1)[10§+ w;(8{+ 50); + 6)]

W (2L + w;)?

+20k[2u(w; +2)2ws + 1) — wi(Sws + 11) — 4] + +kw [ 2u(wi(Sw; +9) + 3) — wy(11w; + 19) — 6]

+Hwr+ D@Bw+ D[(Tu— 8)(,0,2 +2(u(4w;—1)=5w; + 1)1} (4.52)

Similarmente ao que foi feito no caso pseudoesférico, a fim de resolver devidamente
a equagdo (4.52)) para 13(1), devemos considerar a expansdo até primeira ordem de w1y em torno
da garganta como w(1) = wrd + AL(u—1).

No caso esférico, assim como no pseudoesférico, a solu¢do para 13(1), e consequen-

temente para b(u), é expressada em termos de funcdes hipergeométricas »Fy, e dado por

- 1 {(k—wy) 41 1 P | ]
b u = [_(,() t F 1,1,1+ . ucowr (W, + K u_l _mfﬂ( %
() wzz(K_wt)2{(2§+wz)2 t 2F1( o« K—a),) (w; + k( )

X[K2(10¢ + wy(8 + 5wy +6)) + k(8 + (224 + (107 + 11w, +19) +6)) + 2(w; + DBw; + 1)

(= +5¢w, +40D)] + L k= 0 @r + k= 1)) Fy (111 + 2 RA0E + (82 + 5w, +
K Wy —K K— Wy
6)) + (w; + 1)Bw; + 1)(—2¢ + 8wy +7a)t2) +2k(4¢ + w (10 + w (4L + Sws +9)+ 3))) +
kw7 o F (11,24 T (W, + K= 1) + (k= w; — D) (k= w)] X
—Kk+wr+1 Wr—K K— Wi

X(K2(2{(5wt +6) + w(6w; + 7))+ kQ2L(Tw(w; +2)+5) + w(w(13w; +22) + 7))

L_+1
+(w; + DGBw; + 1)(=2L + 8w, + Tw?))]] +a)f_ler u'(%wt(a)t +k(u— 1))ﬁ_1 X

X[{wi(wr = D)(w; + k(e — 1))(~log(w; + k(u—1)) +log(w;) + log(u))

(K — W) (—wi(w? + LA — 1)) + K2 (u = Dew; — k(1 — 2)w? + k(u— Dwr)])

Assim, a atravessabilidade do buraco de minhoca serao estudados sob diferentes
configuracdes dos parametros, isto é, (wy, wr, K, 4,{). Como notado anteriormente, a atravessa-

bilidade do buraco de minhoca ¢ estudada analisando a regido de validade das trés condicoes.

e Condi¢do da garganta: Desde que estamos considerando um modelo sem com forcas
de maré nulas, nao havera horizonte de eventos enquanto que a condi¢do de minimo,
l~)(1) = 1, é satisfeita por construc¢ao. Portanto, resta apenas a condi¢do flare-out, 15(1) <1,

que fornece para o nosso modelo

{k+ D+ Lok + 3w~ wr +6)+w? -2 %wr 3

1. 4.54
w2 +wy) (454)

Note que, diferentemente do caso pseudoesférico, neste caso a condi¢do flare-out € satis-

(4.53)
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xds

Figura 15: Condicao flare-out para o buraco dé minhoca esférico no contexto da GAS com
{=0.05

feita para w; < —1, representando uma regido com matéria do tipo Phantom.

e Condi¢ao Antiscreening: Como ja mencionado no caso anterior, esta condi¢ao estd intei-

ramente relacionada a GAS, e exige que f(x)lu—u, > 0, que para nosso modelo fornece

20 ({wn(k = wr +6) +{(k =24 wr + 1)+ (3L + Dw?) .
>

W (2{ + w))
(4.55)
k=0, wr=0 |
k=1, wr=0 0,;:5 -
k=0, wr=0.8 |
1 1 1 1 1 : 1 fi_\\L‘Q\ wy
—— o1 I 1 2
okl

Figura 16: Condig¢do antiscreening para o buraco de minhoca esférico no contexto da GAS
com ¢ =0.05

e A condi¢do nula de energia: A condi¢do nula de energia radial para um modelo com
zero forgas de maré, pode ser escrita diretamente das equagdes de Einstein (5.6) e (5.7),
que substituindo a fungdo forma b(u) e a fungio cutoff f(u), fornecendo p, +p > 0 como

apresentado em (4.56)).

Note que para as trés condi¢gdes no caso esférico, diferentemente do caso pseudoesférico,
a divergéncia aparece quando w; = —2£. No entanto, similarmente ao caso pseudoesférico,

a dependéncia de A estd presente apenas na condicdo nula de energia.
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"t L LT T O r Dkl (L4 D {2 W 26 1D

+3K2 + k(8¢ — wr + 14) = 2 + Dy + 8]+ + 2w, [~ (10 + )k + 4k( Qewr —9) = 2)

+F20(=20A+ 20 + Qwr = T) = 1 = LW [14Lk + k+ {30 + A — wr +35) + 1]

+453(k+ DL wr = 3K) + W) +3L(1 = 80)w?} > 0 (4.56)
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Figura 17: p, + p para o buraco de minhoca esférico no contexto da GAS com ¢ = 0.05.

Deve ser notado aqui que, sob uma escolha particular dos parametros, w; = 1,wr =8
e k = A = 0 podemos recuperar exatamente o resultado encontrado por [65] sobre o parametro
de estado w no buraco de minhoca Ellis-Bronnikov para aproximacgao de pequeno &.

Finalmente, analogamente ao que foi feito na sec¢io anterior, a fim de estudar atra-
vessabilidade no presente contexto, precisamos investigar a regido no espaco dos parametros
onde todas as condi¢Oes acima sdo satisfeitas simultaneamente.

Como podemos ver na figura 2] plotamos a regido de validade no espago dos
parametros onde todas as condicdes sdo satisfeitas simultaneamente na garganta do buraco de
minhoca. Analogamente ao que fizemos na secdo anterior, consideramos inicialmente wr =
A =0 a fim de desconsiderar a influéncia da GAS no pardmetro de estado. Na figura nos
consideramos ¢ = 0.005 e podemos ver que hd uma estreita regido onde o buraco de minhoca
¢ atravessavel com matéria ordinaria quando x > 0. No entanto, para x < 0 a atravessabilidade
torna-se permitida também no caso em que ha a presenca de matéria exdtica (w < 0). Similar-
mente ao caso pseudoesférico, comparando as figuras e[2Tk, que o aumento nos valores
de ¢ leva a um aumento de regides atravessaveis.

E importante notar que, ao contririo do que é notado em [64], no caso esférico
também h4 a possibilidade de o buraco de minhoca ser atravessavel com matéria ordinaria no

contexto da GAS quando consideramos uma equacgdo de estado ndo-linear.
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Figura 18

Figura 19

Figura 20

Figura 21: Em (a) vemos a regido de atravessabilidade para buracos de minhoca esféricos no
contexto da GAS para ¢ = 0.005, em (b) nds colocamos ¢ = 0.05 enquanto em (c) { =0.1. Em
todos os casos temos wy = A = 0.

No que segue, vamos investigar a presenca de matéria exdtica e as condi¢des radiais
de energia na garganta em duas classes distintas de buracos de minhoca, os Schwarzschild-/ike,

e os de Ellis-Bronnikov generalizados no contexto da GAS.
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5 DUAS CLASSES DE SOLUCOES DE BURACOS DE MINHOCA EM GAS:
SCHWARZSCHILD-LIKE E OS DE ELLIS-BRONNIKOV GENERALIZADOS

Neste capitulo aplicamos os conceitos da GAS em métricas especificas de bura-
cos de minhoca, isto é, conhecendo-se a fun¢ao forma e fungdo redshift. No caso, estudamos
duas classes de buracos de minhoca: os Schwarschild-/ike e os de Ellis-Bronnikov Generaliza-
dos, que foram estudados no contexto cldssico da relatividade geral respectivamente em [21] e
[100]. O objetivo € verificar a presenca de matéria exdtica e as condicdes radiais de energia na
garganta destas solucdes. Para o caso Schwarzschild-/ike vamos ver que apenas no caso particu-
lar Schwarzschild havera possibilidade de as condi¢oes radiais de energia serem satisfeitas, € o
problema da matéria exética serd resolvido apenas para uma parte das solu¢des Schwarzschild-
like [99]. Ja, para o caso de Ellis-Bronnikov generalizado, vamos ver que a GAS resolve o
problema da matéria exdtica apenas para um tipo particular de buracos de minhoca nessa gama

de solucoes [102].
5.1 Buracos de Minhoca Schwarzschild-like em GAS

Toda solugdo do tipo buraco de minhoca, que € estatico e esfericamente simétrico,
pode ser descrito pela métrica de Morris-Thorne:

ds? = 2P0 g _ _dr r2dQ, (5.1)
1-b(r)/r ’

onde dQ) = d6?* +sin® 6dp? é o elemento de linha de uma 2-esfera, e2®) é a funcio redshift e
b(r) a funcao forma.

Considerando um fluido anisotrépico como fonte, para gerar o espago-tempo deter-
minado pelo buraco de minhoca T, = Diag[p(r), —p,(r), —pi(r), —pi(r)] , as equacdes de campo
modificadas (3.95)levam a [64]:

ko= U+ PHE—(=Dypr+2p)+ Lty (5.2)
Kpy = —(1+f)(r%—Lj"(l—é))+(1—é)(c1>’+%)f’, (5.3)
ko= =1+ )50 + = (1= @7+ 02+ &)

+(1=0) (@ + Ly + pr)- Bt (5.4)

onde ’ denota diferenciacdo com respeito a coordenada r, k = 81Gg, onde Go é o valor da
constante de Newton, p € a densidade de energia e p, e p; sdo as pressoes radial e lateral,

respectivamente.
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Neste trabalho consideramos primeiramente o caso de buracos de minhoca Schwarzschild-
like com for¢a de maré nula, que € o caso particular onde a fungdo redshift € igual a unidade, isto
€, O(r) =0, e a funcao forma € linear em r, b(r) = @+ Br, onde @ e S sdo constantes. A condi¢do
de minimo na garganta, b(r;) = ry, implica em a = (1 —8)r;, levando a b(r) = (1 - B)r; +Br. Com

1SS0, nossa métrica se torna:

d 2
ds?=dir - — 4 2402, (5.5)

a-p(1-%)
onde r; € o raio da garganta e 8 é uma constante. A condi¢do flare-out , b'(r;) < 1, implica que
B < 1. Portanto, devemos ter 5 < 1 para que a componente radial da métrica nao divirja. O caso
B = 0 fornece o caso particular do buraco de minhoca Schwarzschild, que € assintoticamente
plano. O caso onde B # 0 caracteriza o buraco de minhoca Schwarzschild-/ike, que foram
estudados no contexto da relatividade geral em [21]. Uma das consequéncias do parametro 5 é
que a nova forma assintética da métrica terd um déficit de angulo sélido, se 0 <8< 1, ou um

excesso de dngulo sélido se 8 < 0. Com a métrica (5.3)), nossas equagdes se tornam:

2 1-
w = (1+f>%—(1—ﬁ)(l—ﬁ)(f"+;f')—(—ﬁ)”’f’, 56

2r2
[(1
wpy = (1+f)M “a-pi-2)r, 5.7)
(1B,

it (5.8)

o= (14N ﬁ)f+<1—ﬁ>(1—f)(;f’+f”)+

Agora, devemos escolher a forma da funcdo f = &/y. Como notado anteriormente, & € o
parametro da teoria, que no limite £ — 0 fornece o caso usual da relatividade geral, e y € escrito
em termos de invariantes de curvatura. Para isso, iremos considerar modelos com o escalar de
Ricci, quadrado do tensor de Ricci e o escalar de Kretschmann, que foram utilizados pelos auto-
res em [64] para investigar as condicdes de atravessabilidade para a solu¢do de Morris-Thorne
no contexto da Gravidade Assintoticamente Segura. Eles encontraram que, dependendo dos
valores dos parametros, essa solu¢do permanece atravessavel mas ainda na presenca de matéria
exdtica. Neste sentido, iremos utilizar esses mesmos modelos para checar se a presenca de
matéria exdtica é novamente vista para buracos de minhoca Schwarzschild-like nesse contexto
quantico. Para a métrica (5.3)) sdo dados respectivamente por

2(1-B)*r7 +4[(1 - ,3)rz+,3r]2

70

2r2(1=B)> +[(1 —Pyry + 2611
276

Rzﬁ

v VKA _
RH R,uv = P R;NK/IR'U
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Portanto, a fim de garantir a positividade da fun¢do f,devemos escolher uma das formas para f:

2
fii = §R:§, (5.9)
£2r2(1~ B2+ [(1~Pyr,+ 212
H o= ERVR,) = N : (5.10)
r
£\J2(1= P22 +4((1 - Byr + BrP?
o= ERuaR Y = V- Sty 5.11)

/3
Iremos primeiro considerar o caso particular do buraco de minhoca Schwarzschild, isto é, 5 = 0.

Como podemos ver f; = 0 nesse caso, entdo iremos apenas considerar f> e f3 fornecendo para

B=0:

3r
Hh = 273 (5.12)
fi o= f\@%. (5.13)

Podemos facilmente ver que f3 = 2>, e portanto, estes casos devem ter comportamento simila-
res. Vamos primeiro considerar o caso f; para obter algumas conclusdes e no fim plotamos os
gréficos para o caso f3.

A fim de verificar se as condi¢Oes radiais de energia s@o satisfeitas na garganta
de um buraco de minhoca Schwarzschild, usamos f, nas equag¢des modificadas da densidade
de energia e pressdes radiais e laterais, respectivamente dadas pelas Egs. (3.6),(5.7) e (5.8),

fornecendo para o caso 5 =0:

Ar, [ 157,

Ko = r_6t[ 2t—6r], (5.14)

kp, = %[S/Irt—6/lr—r3], (5.15)
251

k(o +py) = %[ 2”—1zar—r3], (5.16)

onde apenas por conveniéncia definimos A = ¢ \/g . Como o fator multiplicativo das equagdes
acima sdo sempre positivos, o que ird determinar o sinal de p, p, € p+ p, sdo os termos em
parénteses. Interessantemente, estes termos para a densidade de energia p € uma fun¢ao decres-
cente e linear em r, sendo positiva para r < %rt, enquanto a pressao radial p, e a soma p + p,
sdo equacoes cubicas com comportamentos similares, isto €, sdo sempre funcdes decrescentes,
comecando positivas e mudando seus sinais em suas raizes.

Vamos analisar o comportamento dessas funcdes na garganta do buraco de minhoca
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Schwarzschild. Em r = r; obtemos para os parametros de estado:

3
e 5.17
Kp 2 (5.17)

1
Kpr = —r—4(ﬂ+r?), (5.18)

t

1A

) o= —(2-2). 5.1
o+ = =(5-7) (5.19)

t

Como podemos ver, na garganta de um buraco de minhoca Schwarzschild a densidade de ener-
gia € uma constante positiva, logo, p > 0 para todo r; > 0. A soma p + p, € positiva para r; < \/g
e portanto as condicdes nula e fraca de energia sdo satisfeitas para esses valores de r;. Além
disso, a pressao radial p, é sempre crescente e negativa, tornando-se nula no limite r, — oo, e é
facil mostrar que nds temos p > |p,| para r; < \/g . Portanto, a condi¢do dominante de energia
também ¢ satisfeita para esses valores de r;. Assim, as condi¢Oes radiais de energia sdo satis-
feitas na garganta de um buraco de minhoca Schwarzschild, dependendo da relagdo entre r; e
A

Nula: p+pr>0 se 1< \/Z,

Fraca: p>0,p+p,>0 se r< \/g

Dominante:p > 0,p > |p,| se 1< \/g
Entdo, vemos que para um buraco de minhoca Schwarzschild, as condi¢des nula, fraca e do-
minante, sdo todas satisfeitas na garganta no contexto da GAS para r; < \/g . Este resultado
estd em contraste com os resultados previstos pela teoria usual, como podemos ver tomando o
limite ¢ — 0, onde nenhuma das condi¢Oes de energia sdo satisfeitas. Agora, analisamos quais
tipos de matéria cosmoldgica formando o buraco de minhoca sdo permitidos a fim de que as
condicodes de energia sejam satisfeitas em sua garganta, isto é, considerando r; < \/g .

Vamos comecgar procurando os tipos de matéria cosmoldgica que deveriamos ter

na garganta de um buraco de minhoca Schwarzschild se todas as condi¢des de energia sdao
satisfeitas. Fazemos isto calculando o parametro de estado radial w(r) = p,/p. Calculando w

em r = r; fornece:
) 2
w:——(1+r—’), (5.20)

e analisamos isto como uma fun¢ao de r;. Note que o t ermo entre parénteses € sempre positivo,
e, portanto, teremos sempre w < 0. Estd caracteristica € bastante notavel, porque w — oo para
um buraco de minhoca Schwarzschild no contexto da relatividade geral, enquanto no cendrio

GAS obtemos um valor finito de w em r;. Além disso, podemos facilmente mostrar que para
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re < \/g obtemos —1 < w < —1/3. Ficamos com:

Quintesséncia: — 1 <w < —-1/3 se r< \/Z,
’ (5.21)

Phantom: w< -1 se r;> \/g .

Logo, se todas as condi¢Oes radiais de energia sdo satisfeitas, vemos que a garganta de um
buraco de minhoca Schwarzschild deve ser formada por matéria exdtica do tipo Quintesséncia.
Agora, considerando r; < \/g, isto €, o caso onde a garganta possui quintesséncia

como fonte, analisamos que tipo de matéria devemos ter regido por regido, analisando o sinal

de w(r) = pr/p:

51r,—61r—r’
wr)=—Fm—— (5.22)
St —64r
_ 3 A = . P _ 15r,
onde 1 =¢ \/; er< \/; . Essa fung@o possui uma assintota em r = 55' € podemos ver que
para a regido r > % nos sempre teremos matéria exotica com w > 1. Parar_ <r < % temos

w < —1, uma regido com matéria do tipo Phantom, onde r = r_ € o valor de r onde w = -1, ou

equivalentemente, quando p + p, = 0, que em termos de Ae r; < \/g ¢ dado por:

6,34964
ro = —-0,629961 i/\/625’}2/12 +102423 - 25r,A. (5.23)

i/ (6257202 + 10243 - 25,1

Finalmente, para r; < r < r_— podemos ter uma regido com fluido quintessencial, isto é, matéria
exdtica com —1 < w < —1/3. Portanto, nds temos as solu¢des de w regido por regido para o

buraco de minhoca Schwarzschild:

Quintesséncia: — 1 <w < —1/3 se rr<r<r_,
Phantom : w< -1 se r_<r< %, (5.24)
Outras matérias exoticas: w>1 se r> 1152”.

Como podemos ver, as corre¢des quanticas levam a inevitavel presenga de regides com matéria
exética do tipo Phantom, como fonte para o espaco-tempo do buraco de minhoca. Estes re-
sultados sdo bastante similares aos encontrados para o buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov
[72,/73], que foi estudado por Alencar et al. [65]. Eles encontraram que no contexto da GAS,
as condicoes radiais de energia sdo satisfeitas na garganta para determinados valores de ry, e,
para isto, € necessdrio matéria exotica do tipo quintesséncia como fonte para a garganta. Além
disso, também teremos a presenca de regides com matéria do tipo Phantom. Isso é exatamente
0 que acontece para buracos de minhoca Schwarzschild no contexto da GAS.

O comportamento de w para A =1 e rt2 = 1/3 pode ser visto na figura Neste
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caso teremos uma pequena regido contendo quintesséncia para r > r; = 1/ V3 entrando numa
regido do tipo Phantom em r = r— = 0,587 até o momento em que w diverge em r = 0,721, e

para r > 0,721 teremos matéria exdtica com w > 1.

w

Figura 22: Plot de w(r) para um buraco de minhoca Schwarzschild (8 = 0) no contexto da GAS
parad=1(¢= v2/3)er?=1/3.

Como o caso do escalar de Kretschamnn tem basicamente o mesmo comportamento
obtido com quadrado do tensor de Ricci, nos apenas mostramos o grafico da expressao de w, que
pode ser visto em[23]com os mesmos valores especificos acima, onde nds temos basicamente o

mesmo comportamento do caso anterior.

w

2

Figura 23: Plot de w(r) para um buraco de minhoca Schwarzschild(8 = 0) no contexto da GAS
usando o escalar de Kretschmann, para A = 1(§ = v2/3) e rt2 =1/3.

Agora, viramos a ateng@o para o caso do buraco de minhoca Schwarzschild-/ike,
isto €, considerando B # 0. Para isto consideramos a funcdo definida a partir do escalar de

Ricci f = fi1 = éR. A fim de garantir a condicdo f; > 0 devemos separar f; em duas formas,
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dependendo do sinal de 3:

(5.25)

{ 28/P2 se B<0
h= 5
266/ r se 0<pB<1

Portanto, com a prescricao & — —¢ podemos passar de um caso para outro.
Vamos analisar as condic¢Oes radiais de energia na garganta de um buraco de mi-

nhoca Schwarzschild-like. Tais condi¢des sdo verificadas na substitui¢do de (5.25) nas Eqgs.

(5.6) e (5.7). Obtemos para o caso 0 <3 < 1:

Kp = r’% |7 —2£2-3p)r +6£r,(1-P)]. (5.26)
kpr = ﬁs |-+ (1= 1) = 26(4 = 3B)r + 66r,(1 - B) . (5.27)
r
Kp+pr) = r’% (1= 1/B)r? = 12601 = pyr+12¢r,(1 =), (5.28)

e 0 caso 8 < 0 é obtido através da prescri¢do & — —¢ fornecendo:

Ko = r’% |7 +262-3p)r—6¢r(1-p)]. (5.29)
Kkpr = r’% |-+ (1= 1/B) P +26(4=3p)r — 6¢r,(1- B (5.30)
Kp+py) = ﬁs (1= 1/B)r? + 1261 - pyr — 12¢r,(1 - B)|.. (5.31)

r

Novamente, o que ird determinar o sinal de p,p, € p + p, sd@o os termos entre colchetes. Os
termos de p e p, sdo equagdes cibicas que possuem apenas uma raiz real e o termo para p + p,
¢ uma equacao quadratica. Prontamente se V€ que essas expressoes sao todas positivas em r =0
se 0 < < 1 e s@o todas negativas se 5 < 0. Portanto, proximo a r = 0 podemos dizer que eles
sdo todos positivos, satisfazendo as condi¢des radiais de energia para ambas condi¢des de 3.
No entanto, como no caso 8 = 0, iremos primeiro analisar o sinal das quantidades
P, Pr, € p+ pr, a fim de verificar se as condi¢des nula (p+ p, > 0), fraca (p >0, p+p,>0) e
dominante (p > 0, p > |p,|) de energia sdo satisfeitas em regides proximas a garganta. Para isto,

consideramos as equacdes (5.26)),(5.27),(5.28)) em r = r; fornecendo para o caso 0 <8 < 1:

kp = %(2§+r3), (5.32)
2
kp, = —%(%ug), (5.33)
~1
kp+pr) = (ﬁrz ! (5.34)

t

Portanto, chegamos em algumas conclusdes gerais para esse caso. Vemos que p,

deve ser uma fun¢ado crescente de r; e € sempre negativa, tal que p, — 0 no limite r, — co. Por
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outro lado, temos p > 0 para todo r; > 0 desde que p € formado apenas por termos positivos.
Finalmente, note que p + p, < 0 para todo r, > 0 devido & condi¢dio 8 < 1. Devido ao termo 3!
em p, podemos notar que p < |p,|. Assim, vemos que nenhuma das condi¢des radiais de energia
sdo satisfeitas em r; parao caso 0 <S5 < 1.

Fazendo ¢ — —¢ as equacoes de estado na garganta do buraco de minhoca para o

caso S < 0 fornecendo:

Ko = %(—2§+r?), (5.35)
T
Kpy = E(—E+2§), (5.36)
k(p+py) = (Br_zl). (5.37)
t

Como podemos ver p+ p, permanece negativo para todo r; > 0 e portanto as condicdes
radiais nula e fraca ndo sdo satisfeitas. Para p > 0 devemos ter r; < 4/2¢ e podemos notar que
pr < 0 para todo r; > 0. No entanto, p < |p,| para r; < 1/2¢ e portanto as condi¢Oes radiais de
energia também nao sdo satisfeitas para o caso 8 < 0.
Os resultados da Relatividade Geral podem ser rapidamente recuperados fazendo o
limite ¢ — 0, como podemos ver em Ref. [21]. No caso usual, as condi¢des radiais de energia
nao sdo satisfeitas na garganta do buraco de minhoca e esta caracteristica permanece no contexto
da GAS, pelo menos para o caso do escalar de Ricci.
Agora, iremos investigar a presenca de matéria exética no buraco de minhoca Schwarzschild-
like na teoria GAS, calculando o parametro de estado w(r) = p,/p. Vamos primeiro ver que tipo

de matéria € permitida na garganta do buraco de minhoca. Para isto, temos paraocaso0 <g < 1:

1B
rt2 +2¢
e podemos analisar isso como uma funcdo de r;. Vemos imediatamente que w € sempre negativo
nesse caso, e portanto, a garganta ndo pode ser formada por matéria ordindria (0 < w < 1) ou
matéria exdtica com w > 1. Além disso, é facil notar que w < —1 para todo r; > 0 e concluimos
que proximo a garganta devemos necessariamente ter fluido Phantom, se 0 < 8 < 1. Novamente,
esse € o mesmo resultado encontrado para o caso usual, como podemos ver tomando o limite
¢ — 0, fornecendo w = —1/p.

Fazendo & — —¢ obtemos o pardmetro de estado em r = r; para o caso 8 < 0:

—r2/B+2¢
w = T
ry =2¢

E facil mostrar que para r; < 4/2& sempre teremos w < —1, para todo § < 0, caracterizando um
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buraco de minhoca com matéria do tipo Phantom em sua garganta. Mas, desta vez, temos a
possibilidade de encontrar matéria nao-exotica(0 < w < 1) na garganta, desde que os valores de

B sejam restringidos a § < —1. Obtemos facilmente:

Phantom: w<-1 se 1< \/2_5 paratodo B<0,

Outras matérias exoticas: w>1 se \/2_§ <r; com —-1<B<0 ou \/2_5 <r< \/%
Matéria Nao-Exdtica: O<w<l1l se r> \/% com fB<-1.
(5.38)
Portanto, no caso S < 0 temos a possibilidade de a garganta ser formada por matéria do tipo
Phantom (w < —1), matéria nao-exoética (0 < w < 1) ou outras matérias exéticas com w > 1
dependendo dos valores de r; e 5. Este resultado difere do caso usual porque ha a possibilidade
de a garganta ser formada por um fluido Phantom, enquanto em Relatividade Geral nés sempre
temos w = —1/6>0em r = ry, isto é, matéria ordindria (0 < w < 1) se 8 < —1 ou matéria exdtica
com w > 1 se —1 < <0 para regides proximas a garganta.
Finalmente, analisamos que tipo de matéria devemos ter ao longo de todo o espago-
tempo determinado pelo buraco de minhoca Schwarzschild-/ike. Para isso, temos para o caso

0<B<1:
_p(r) =P r(1-1/B)r? =24 - 3p)r + 6ér,(1 - B)
() 3 —2€(2-3B)r +6€r(1 - p) '

Como notado anteriormente, neste caso nds sempre teremos fluido Phantom na garganta para

w(r)

todo r; > 0. Note que o denominador € sempre uma funcdo crescente e positiva para r > r; > 0,
e portanto, o que ird determinar o sinal da fun¢dao acima é o denominador. Pode ser mostrado
que o numerador € uma fungdo decrescente, comecando positiva € mudando seu sinal em sua
raiz. No entanto, qualquer que seja o valor de r;, sua raiz sempre sera menor que r;. Portanto,
ndo podemos ter regides com matéria nao-exdtica (0 < w < 1) ou outras matérias exdticas com
w > 1. Além disso, desde que r; < r, sempre temos p < |p,|, e entdo w < —1 paratodo 0 < r; <r.
Portanto, para buracos de minhoca Schwarzschild-/ike com uma falta de angulo sélido(0 < 8 <
1) nés temos necessariamente um buraco de minhoca Fantasma. Mostramos essa caracteristica
na Fig. [24] onde podemos ver que toda a regido do buraco de minhoca deve ser preenchida com
matéria exotica do tipo Fantasma, com w — —1 quando r — oo.

Fazendo a mudanca & — —¢, obtemos o parametro de estado w(r) para o caso 8 < 0:

— +r(1=1/B)r* +2£(4 - 3B8)r — 6£r,(1 - B)
r3+2£2-3B)r—6&r,(1-p) '

Vamos considerar o caso onde a garganta possui matéria exdtica do tipo Fantasma como fonte,

w(r) =

isto é, r; < /2¢ para todo 8 < 0. Neste caso, o denominador é uma fungdo crescente, comecando

negativa para 0 < r; < r e mudando seu sinal em r = a, onde a € a raiz do denominador, que, em
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-14

-2.0

Figura 24: Plot de w(r) para um buraco de minhoca Schwarzschild-like, comr;,=1<r,é=1¢e
B =1/2, em unidades Planckianas.

termos de € e r; < /2¢ € dado por:

2/3
2 \3@(—2 +3B)é+ [27(1 —B)ér + \/24(2 -3B)3&3 +729(1 —ﬁ)zfrtzJ

a (5.39)

1/3
323 [27(1 ~B)Eri-+ 242~ 3B} +729(1 - ﬁ)2§r§J

Portanto, o parametro de estado tem uma assintota nesse caso, separando w em duas regioes.
Além disso, o numerador tem uma regido positiva para r; < r < b, onde r = b € o valor de sua
raiz, e torna-se negativo para r > b.

E fécil mostrar que teremos w < —1 for r; < r < a, mais matéria do tipo Fantasma
além da regidao da garganta. Quando r > a hd um decaimento suave de w, com w > 1 para

a<r<ry,onde r=r; éo valor da coordenada radial quando w = 1,dado por:

r(L=1[B)+ \Jr(1 - 1/B)? +32¢
= . . (5.40)

Portanto, devemos ter 0 < w < 1 para ry <r < b, onde w =0 em r = b. Interessantemente, se
a garganta de um buraco de minhoca Schwarzschild-/ike com excesso de angulo sélido (58 < 0)
¢ formada por matéria do tipo Phantom, tgemos a possibilidade de uma regido com matéria
nao-exotica (0 < w < 1).Depois, w torna-se negativo novamente r > b e continua decaindo até

atingir o valor —1/3 para algum r = ¢, e tende a —1 para r; — co. Logo, devemos ter uma grande
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presenca de fluido quintessencial para r > ¢, e facilmente obtemos:

Phantom: w<-1 se ,rr<r<a,
Outras matérias exoticas: w>1 se a<r<ryg,
(5.41)
Matéria ndo-exotica: O<w<l se ry<r<b,
Quintesséncia: -13<w<-1 se r>c.

As caracteristicas acima para w neste caso, para £ =1, r, =1 e 8 = —1, € mostrado na Fig.
[25] Temos matéria do tipo Phantom para r; = 1 < r < 1,08 seguido por uma regido de matéria
exdtica com w > 1 até alcangar a regiao com matéria ndo-exodtica (0 < w < 1) para2 <r <4,51.
Finalmente, a regido final possui matéria exdtica do tipo quintesséncia como fonte para r r >
6,45.

Figura 25: Plot de w(r) para um buraco de minhoca Schwarzschild-/ike (8 < 0) para & =1,
ry = 1, eﬁ =-1.

5.2 Buracos de Minhoca Ellis-Bronnikov generalizados

O buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado [[100,101] € definido a partir

das funcdes forma e redshift respectivamente dados por

b(r) = r—r3en - (5.42)
o) = 0, (5.43)

com r; sendo o raio da garganta, assim como no caso anterior. Também como o caso anterior,
temos ¢(r) = 0 implicando em um buraco de minhoca zero—tidal, isto €, um buraco de minhoca
onde nao hi efeitos das for¢as de maré. Esta solucio representa uma classe de buracos de
minhoca classificados pelo parametro n permitido a assumir apenas valores pares [100,|101]],

com n = 2 sendo o caso usual do conhecido espago-tempo definido pelo buraco de minhoca
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de Ellis-Bronnikov [72,/73]], que ja foram estudados no contexto da GAS em [65]. Sob estas

consideracdes, as equagdes de campo modificadas (5.6) e (5.7)) para este caso nos levam a

kp = D= R = (=) f + (B =2 f =20+ 3]+
+ 22— (n=5)rf = 2(n=2)f = 2n+ 4]+ P2 [(f + D7 = K -
PP 2rf + f+ DL (5.44)
(—f - 1)(r_ P2 (5 r?)z—%)

kpr = 277 =) 3
,

YT (P )4 (=2 f —rf”) + (1= Df +n-1)) (5.46)

, (5.45)

Kpi

onde k = 87G(. Agora devemos escolher os invariantes de curvatura que vao definir a fungdo
cutoff f. Assim como fizemos para o caso do buraco de minhoca Schwarschild as trés escolhas
mais comuns s30 o escalar de Ricci R, o quadrado do tensor de Ricci R, R € 0 escalar de Krets-
chmann RNMPR“MP . Portanto, iremos definir f; = &R, f> = f(R“"RW)l/ Ze fz3= f(RNMpR/“‘Wlp)l/ 2

que para a métrica do buraco de Ellis-Bronnikov generalizado fornece

A= if [ (2 - %)nrz_” (" =) =B =22 (= ) 41, (5.47)
fo= {2t ) <23 = 3)n+ 8) " + (n(3n - 8) + 6)rt i+
+2(n =32 (P = (" = ) (P = (= ) ") +
+r2 2 (2n - 2) (7 = )P+ 3(n - n + 5)r2)]}1/ ’, (5.48)
fio= At (= 2+ 20 + (2 = 2)n 4+ 3)r I+ AP TR (7 = )P -
)+ = (= i 4 27 (= D+ Ay = (= P2 (5.49)

Agora, vamos utilizar estes trés escalares de curvatura para fazer o improvement
devido a GAS a fim de analisar a presenca de matéria exdtica em buracos de minhoca de
Ellis-Bronnikov generalizados e se ha a possibilidade de as condi¢des radiais de energia se-
rem satisfeitas na garganta. Para este fim devemos substituir as funcdes cutoff definidas acima
e substituir nas equagdes e (5.45). Por questdo de claridade e organizagdo vamos tratar

cada uma das fungdes cutoff separadamente.
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5.2.1 Escalar de Ricci

Para a fungéo cutoff definida por teremos

kp = DG T2 Q0 + 1= 2) = 6)6r + (= 2)r7 = 2(n— 5)¢)

("= MM+ —4((n— Dn(12n - 11) = 6)Er™4r" +6(2n - 3)2(n— D+ Dértrt +

(=) =) (2 - 28) 0 = 66r) +

+2 27 (4T (n = Dn—3) = 6)ér” + (2n = 3)r = 4(n=3)€) (" = r1)*")},  (5.50)
kp; = r-40r*U(r"-r")‘4/”{—4<5n<2n-—3>-1>fr"+4 2+ 2Q2n@n =T+ 3)er' "+

—2P" 2 (20020 - 1) = DEP + (2 + DE+7) (7 = 1)) +
=4 (" = )P =) (7P - 26) (7 = ) - 617 ) +
+r22 (4(n(8n = 9) = 8)Er” + (4né + 1) (" )"}, (5.51)

Note que para o caso particular n = 2 recuperamos os resultados apresentados em [65] onde eles
estudaram os efeitos da GAS na solucao usual de Ellis-Bronnikov. Aqui, focamos apenas nas
solucdes generalizadas com n > 4.

Agora, vamos mostrar que, usando o escalar de Ricci para definir a fun¢do cutoff,
apenas o caso n = 4 fornece um resultado diferente para a densidade de energia p quando calcu-
lamos na garganta, enquanto para todos os outros casos com n > 6 teremos 0 mesmo resultado.
J4, para a pressao radial p,, obtemos sempre o mesmo resultado para todas as solugdes genera-

lizadas n > 4. Para isto, é mais conveniente reescrever as Egs. (5.50) e (5.51) na forma

12

o= 5 +r_2(1+")(r ) (=1 (P —88) +3r(r* —4&)) — dn*r M (" - rt) (2 +
8/ — 15r2M)¢
—6r_4”(r"—3r")(r”—r:’)_4n r*" +rt mE—4nd (" =ry) = (rzn—6r"r?+6rt2")

22 R 2 2 D8y A TR (22— P — 127, (5.52)

c
1 2
kpr = _r—2+§ n G = 2 = YT = 2 G = 3 = ) T+ eDE+
r_z(”")(r"—r")_TM(err" P2 478 + Anr (7 = T - PP
L () ] (5.53)

Primeiramente, olhando para a equacgdo (5.52), podemos que para todo n > 6 todos os termos
do tipo " — r{ terdo um expoente positivo e, portanto, no limite r — r; estes termos tendem a

zero levando ao anulamento de todos os termos que dependem de n, restando apenas os dois
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primeiros termos desta equacdo, que nos fornece

2
ry

kp(ry) = 2 3 paran > 6. (5.54)

ry

Por outro lado, para n = 4 na densidade de energia, todos os termos do tipo (+"" —r) com

=2+n
n

—4+n
n

um expoente positivo que desaparecem no limite r — r;, fornecendo

expoente serdo iguais a unidade, enquanto aqueles com expoente permanecerao com

r? —26¢
kp(ry) = T paran = 4. (5.55)
t

Agora olhando para a equacdo da pressdo radial (5.53)), é facil ver que para todo n > 4 todos
os termos do tipo (¥" —r{) terdo expoente positivo, e portanto, tomando o limite r — r; estes
termos serdo todos nulos, levando a anulagdo de todos os termos que dependem de n, e, entdo,

a pressao radial serd a mesma para todas as solugdes generalizadas

kpy(ry) = —(’ﬁ’zr_ﬁ para todon > 4. (5.56)
t

Logo, notamos que, para todas as geometrias generalizadas com n > 6, teremos
matéria na garganta que satisfaz a equacdo de estado p,(r;) = —p(ry), isto €, o parametro de
estado w = —1. Este é o mesmo resultado previsto pela teoria cldssica como pode ser visto
em [[100,101]. Portanto, a GAS, usando o escalar de Ricci como fun¢do cutoff, ndo elimina
o problema da matéria exdtica na garganta para toda a classe de buracos de minhoca de Ellis-
Bronnikov generalizados com n > 6. Portanto, vamos analisar os tipos de matéria e as condigdes
radiais de energia apenas para o caso n = 4, pois € o Unico caso em que temos um resultado

diferente do encontrado classicamente.

Para estudar as condi¢Oes radiais de energia na garganta, pegamos os resultados da

densidade de energia e pressdo radial em r = r; e n = 4:

1
kp = E(r,—zsg), (5.57)
Kpr = —14(}’,2—25), (5.58)
Ty
24
k(p+py) = —Tf. (5.59)

As equagdes acima nos mostram que em torno da garganta sempre teremos p + p, < 0, e, por-
tanto, as condicdes radiais nula e fraca de energia nunca serdo satisfeitas na garganta no con-
texto da GAS, assim como € observado na teoria classica [101]. Além disso, € facil notar que

podemos ter matéria com densidade de energia positiva na garganta, desde que limitemos in-
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feriormente o raio da garganta e impusermos r; > \/ﬁ . Entretanto, se impusermos r; > V26,
podemos facilmente ver que sempre teremos |p,| > p neste caso, e entdo, a condi¢do radial do-
minante de energia também nunca serd satisfeita. Portanto, podemos concluir que as condi¢des
radiais de energia ndo serdo satisfeitas para o caso n = 4 no contexto da GAS.

Agora, vamos investigar os tipos de matéria cosmoldgica permitidos na garganta
de um buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado com n = 4, no contexto da GAS.

Para fazermos esta andlise, precisamos calcular o pardmetro de estado w(r) = p,/pem r =r;

fornecendo
26— rt2
w(ry) = . (5.60)
7 —206¢
Analisando a expressao acima como uma func¢ao de r;, facilmente obtemos
Phantom: w< -1 se 1> 4/26¢,
Matéria Exética: w>1 se  +/14€ <1 < J26¢, 5.61)
Matéria Nao-Exética: O<w<l se +2&<r <414
Matéria Exotica: -1/3<w<0 se r< \/2—5

Podemos claramente ver que, ao contrario do que € previsto pela teoria cldssica
onde apenas matéria escura € permitida (w = —1) na garganta [101], podemos ter varios tipos
de matéria dependendo do valor escolhido para o raio da garganta r;, incluindo matéria nao-
exoOtica. Mais precisamente teremos a possibilidade de matéria exdtica com —1/3 <w <0e
w > 1, Phantom (w < —1) e, como ja dito, matéria ndo-exdtica (0 < w < 1) também. Portanto,
embora as condicOes radiais de energia sejam violadas, a GAS resolveu o problema da matéria
exodtica na garganta de um buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizado com n =4, e
para isto, precisamos escolher o valor do raio da garganta entre \/2_ e \/m .

Considerando um valor para o raio da garganta tal que se tenha matéria nao-exdtica
na garganta, mostramos graficamente o comportamento da densidade de energia p, da pressao
radial p,, dados pelas equacdes (5.50),(5.51) respectivamente, e a soma destas quantidades
o+ pr, a fim de visualizar as condi¢des de energia em regides proximas, mas fora da garganta
do buraco de minhoca. Os gréificos de p, pr € p, +p podem ser vistos na figura (26)), onde
escolhemos ¢ = 0.05 e r, = 0.8 e n = 4. Olhando para a figura (26)), podemos ver que temos uma
regido proxima a garganta onde ambas densidade de energia p e a soma p, + p sdo positivas,
e portanto teremos a validez das condicdes radiais de energia nula e fraca nesta regido. Este
¢ um resultado bastante notdvel, devido ao fato de que, no caso usual, a condicdo radial nula
de energia nunca pode ser satisfeita [101]]. Portanto, vemos que a GAS permite a validez da

condicdo radial nula de energia em uma regido proxima a garganta para o caso n = 4 quando
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Figura 26: Gréfico de p, p, € p, +p como fungdes de r para o buraco de minhoca de
Ellis-Bronnikov generalizado com n = 4. Para este grifico colocamos & = 0.05 e r; = 0.8, para
garantir que teremos matéria ndo-exdtica na garganta.

usamos o escalar de Ricci para definir a funcao cutoff.

Além disso, é também instrutivo visualizar o comportamento do parametro de es-
tado w(r) em regides proximas a garganta, a fim de visualizar quais tipos de matéria sdo permi-
tidos em outras regides, a medida que nos afastamos da garganta. Considerando novamente que
se tenha matéria ndo-exdtica na garganta, isto €, em r = r; mostramos graficamente o parametro
de estado w = p,/p como uma funcdo da coordenada radial r. O grafico pode ser visto na figura

(figl27), onde novamente escolhemos & = 0.05 e r; = 0.8 para o caso n = 4.

non-exotic

O T T O T S T S I S S S S r
0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

L phantom
2

4L
Figura 27: Parametro de estado w como uma fung¢ao de r, para o buraco de minhoca de
Ellis-Bronnikov generalizado com n = 4. Neste caso colocamos r; = 0.8 e £ = 0.05, a fim de
que se tenha matéria ndo-exotica na garganta.

Olhando para a (27) podemos notar que termos uma regido com matéria exética
do tipo Phantom (w < —1) seguida por uma regido com matéria exotica do tipo Quintesséncia
(—1 < w < —1/3) decaindo novamente para uma regido com Phantom novamente. Depois disso,
entramos em uma regido de matéria exdtica com w > 1 que decai suavemente em uma regiao

do espaco onde teremos apenas matéria nao-exdtica como fonte. Mais uma vez obtemos um
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resultado notavel, pois, para o caso generalizado com n = 4 no contexto da GAS, encontramos
que devemos ter outros tipos de matéria além de Phantom (Quintesséncia, matéria exdtica com
w > 1 e matéria ndo-exodtica) para existir. Embora a presenca de matéria extra além de Phantom
em tais geometrias tenham sido notado classicamente [[101], eles ndo determinam quais tipos de
matéria essa matéria extra possa ser, e no contexto da GAS nds temos naturalmente, os possiveis

candidatos, pelo menos para o caso n = 4.

5.2.2 Quadrado do tensor de Ricci

Agora vamos usar o quadrado do tensor de Ricci como improvement para definir a
funcdo cutoff dada pela equacao (5.48)). Primeiramente, iremos provar a mesma sentenga que
nds temos para o caso do escalar de Ricci, isto €, que na garganta de buracos de minhoca de
Ellis-Bronnikov generalizados, nés temos corre¢des devido a GAS apenas para o caso n = 4.

Para isto, consideramos primeiramente a densidade de energia dada pela equacao
(3.6). Como as expressdes sdo muito grandes para serem colocadas aqui, vamos analisar a
densidade de energia termo a termo, que por questao de brevidade nomeamos como pj, pj; €
puI-

O primeiro termo p; da densidade de energia € dado por

/

b
pr=>10+1)7 (5.62)

que € facil de ver que este termo fornecera o mesmo resultado para todas as geometrias gene-
ralizadas com n > 4. Para notar este fato, usamos a fungdo forma (5.42) e diferenciamos com

respeito a r para obter
B'(r)=1-@=2n)rF 20" — P22 — 22 = 2)(" = P72, (5.63)

que, calculando na garganta, é facil ver que este termo fornece um valor diferente apenas para o
caso usual n = 2, dado por b’(r;) = —1, enquanto fornece b’(r;) = 1 para todo n > 4. Este fato de
a condicao flare—out ndo ser satisfeita estd relacionado com o fato de que a matéria extra nestas

solucdes generalizadas devem satisfazer a condi¢@o nula média de energia [101]]. Escrevendo a
funcdo cutoff f> = &€ /R, R*” em termos de b(r) temos

fH= % \/2(19 +rb')2 +4(b—rb')?, (5.64)

podemos ver que, calculado na garganta, teremos um valor diferente apenas para o caso usual
n = 2, dado por fo(r;) =2/ r,z, e para as geometrias generalizadas com n > 4 teremos como
resultado f>(r,) = V2¢&/ rtz, uma vez que na garganta nds sempre teremos b(ry) =r; e b'(r;) = 1

para todo n > 4. Em resumo, o primeiro termo da densidade de energia p; fornece o seguinte
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resultado quando calculado em r = r; para todo n > 4:

1
pr(ry) = —4(§ V2 + rtz) para todon > 4. (5.65)
r

t

Agora, vamos analisar o segundo termo da densidade de energia py;, que € dado por

S 7 NP S P

Este termo € muito longo para ser colocado aqui e entdo, para facilitar a andlise, estudamos
separadamente cada por¢do do termo pj;. A segunda por¢ao, onde aparece apenas a derivada

primeira de f> € mais facil de analisar e € dada por

(1 - —) Sf o= —2V2Er TG A 4= 100 - (= )P = (nBn(Br - T) +
8) + 12)™ 41 4. 2n(n(3n - 8) + 6)r*r + 2, (2 — (' — M) +
P22 (2(n = 2)(n+ D" = " + (n(3(n - 2)n - 5) + 20)r?)}
(D23 =3 + ) + (n(3n - 8) + 6)r K + 2(n = 3)rP 2 (-
" - r?)Z/n) 2 )Z/n) 422 2n(2(n 2)(F" - )Z/n
+3((n—Hn+5)r*)) "2, (5.67)

onde podemos ver que, na garganta, este termo contribui apenas para o caso usual n =2 e
desaparece para todas as solugdes generalizadas com n > 4, devido ao fato de que todos os
termos do tipo (7' —r}') terdo um expoente positivo quando n > 4 e entdo serdo todos iguais a

zero no limite r — r,. Agora, vamos analisar a primeira porcao de pj;, que possui a derivada
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segunda de f>. Este termo € dado por

(1 - ?) fy= N2E 2O — I I (3 (n(n(n + 2) + 11) = TO)S O — i +

(n(n(n(17 = 14n) +20) + 271) = 798)r 0,21 (1" — P2/" 4 (1638 — n(n(n(n(9n — 92)
+74) +20) + 787)rO 037 (11 — P2/ 4 3(n(n(n(3n(Tn — 36) + 86) + 22) +333) —
634)r (1 — 2N 4 (1248 — n(n(n(n(135n — 578) + 545) + 26) + 616))r*6,n
(" = " 4 (n(n(n(n(117n — 482) + 545) — 130) + 226) — 444) 3+ ,0n (1 — pry2in _
6(n—2)(2n% + n+ 1)(n(3n—8) + 6)r2 O, (1 — F1)2/m — 24,76 (1 — pryin 4
3(n(n(n+2) + 11) =748 (7 — i 4 (n—$)n(n(Tn + 12) +41) + 540)r 4
P20 = M 4 (n(n((87 — 40n)n — 40) + 255) — 622) 70430 (1 — Py 4
(n(n(n(61n— 160) + 143) — 224) + 360)>" (" — ¥ — 2(n(n(n(14n - 43) +
51)=50) +46)r* 4 (1 — iy 4 36r7 (7 = )" + (86 — n(n(n +2) + 11))
P2 O (n(n(5n = 2) + 19) — 94)r 220 (1 — YOI 2 (n = 2(2n% +n +
9)r6n+2r?n(rn _ r?)é/n 2492 r?)6/n _ 6r8nr;1(rn _ r:z)S/n +6r (" - rn)S/n +
(n(n(n +2) +11) = 68)r3" 81 4 (n(n(n(7n - 6) — 11) — 126) + 352)r 8,21 4
(n(n(n(n(On—52)—-9) +54) +546) — 1052)r 6n+8 3” + (n(n(Bn(n(n(3n—-26)+63) +
48) —292) — 1162) + 1946)r> " 814 4 (n(n(1114 — n(2n(9n(4n — 21) + 286) + 469)) +
1089) — 2224)r*+8121 1 (n(n(n(n(6n(33n — 155) + 1301) + 518) — 2055) — 24) +
1496)r>™+85 1 (n(n(n(53 — 3n(n(84n — 389) + 576)) + 1766) — 694) — 528)r>"*8
"+ (n(3n—8) + 6)(n(n(n(51n— 104) + 7) + 88) + 12)" 88" —2n(2n + 1)(n(3n - 8) +
6)2}’87‘[9” + 6r9n+8)}{(r—4(n+1)(2(n _ 3)r3n+2(r2 _ (rn _ r?)Z/n)rﬂ + r2n+2(2(n _ 2)
(=2 £ 3((n = A+ 5)rHr = 2(3(n = 3)n + ) + (n(3n - 8) + 6)r* it +
A G G R ) I (5.68)

Embora este termo seja muito grande, podemos facilmente ver que ele serd igual a zero para
todas as geometrias com n > 6 e fornece um resultado ndo-nulo apenas para o caso especifico
n=4. Isto € devido ao termo (r" —r7) 1=4/n que est4 em evidéncia e portanto multiplicando todos
os termos que estdo entre as chaves. Este termo € nulo na garganta para todo n > 4 permitido,
visto que obtemos um expoente positivo nestes casos tal que no limite r — r; este termo sera

igual a zero, enquanto para n = 4 este termo serd igual a unidade no limite » — r; fornecendo

(1——)f”:%€ emr=ren=4. (5.69)

rt
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Logo, juntando as duas por¢des de pjy, o segundo termo da densidade de energia fornece

V2¢

12
pri(ry) = paran =4, (5.70)

e € zero para todo n > 4.
Finalmente vamos analisar o tltimo termo da densidade de energia pj;;, que € dado

por
b'r—b

2r2

Depois de organizarmos os termos, obtemos a seguinte expressao

5. (5.71)

pPIII =

b/er;b o= €A O G = (P = )+ 8O (1 — YR (P2 = 81 + 222 —

PR 2 — ) 4+ (8203 28r, ) — )2 — 323

(r”—r”)l_ﬁ)+16r_4" PP = Y =2 = ) = 1620 Dy

L6r2 S (20— 471 4 6r2M) (P = Y20 4+ (16720 D — ) gy bmy

0P+ 273 4 167" P2 4 1263 (r = P2 = 8r 4 — 11 4 272 (7 = 1) 5 )

N2 [=2r(r = P72 = 2R (—((2 - %)nrz_"(r" — ) — (3= 2m)r

(=P D)+ 30r= P2 = Y 4 32— (2- = )nr2 ") -

(3= 2m)r 22 (" — 2 a4+ 112, (5.72)

Usando os mesmos argumentos de antes, podemos ver que todos os termos do tipo (+"* —r}') ndo

serdo zero na garganta apenas para o caso particular n = 4, pois, para todo n > 4 todos os termos

(" —r}) irdo possuir um expoente positivo e, portanto, serdo iguais a zero no limite r — r;.

Entdo, colocando n = 4 no termo pj;; € tomando o limite » — r; obtemos

8V2¢
4

ry

o) = emr=rien=4, (5.73)

e € igual a zero para todas as solucdes generalizadas com n > 4. Finalmente, obtemos as ex-
pressoes para a densidade de energia na garganta de buracos de minhoca de Ellis-Bronnikov

generalizados no contexto da GAS

r[2+7 \/zf
) T paran =4 (5.74)
ry) = ! :
w L&V2+r?) paran>4
rf 14 ’

onde a densidade de energia € dada por p = p;+ p11 +pr111-

Agora, vamos analisar a expressao para a pressdo radial p,. Olhando para a ex-
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pressao de p, dada por (5.7), vemos que para um modelo zero—tidal é dada por

b b\2
p,:—(1+f)—3+(1——) -1 (5.75)
T r

r

Note que o segundo termo de p, € exatamente igual a segunda porcao do termo p;; da densidade
de energia, dado pela equagio (5.67). Logo, assim como foi argumentado anteriormente, este
termo serd nulo em r = r; para todas as geometrias generalizadas, isto €, para todo n > 4. Por-
tanto, apenas o primeiro termo da pressao radial contribui quando calculamos a pressao radial
na garganta. Além disso, note que em r = r;, 0 primeiro termo da pressao radial é exatamente
o negativo de p;, pois, na garganta temos b(r;) = r; e isto dividido por rt3 fornece 1/ rtz. Entao,
como a func¢do cutoff tem o mesmo valor para todo n > 4, podemos ver imediatamente que
pr(r1) = —p1(ry) neste caso. Portanto, obtemos a expressdo da pressao radial na garganta de bu-
racos de minhoca Ellis-Bronnikov generalizados quando usamos o quadrado do tensor de Ricci
como improvement

1
kpy(rs) = —r—4(g V2 +r2) para todon > 4. (5.76)

t
Mais uma vez chegamos a conclusdo, dessa vez usando o quadrado do tensor de

Ricci como improvement, que apenas o caso particular n = 4 ird possuir corre¢des na garganta
devido a GAS. Pode ser notado que mais uma vez teremos matéria na garganta obedecendo
a equacgdo de estado p, = —p para todos os casos com n > 4. Novamente, este € 0 mesmo
resultado obtido classicamente, onde na garganta necessariamente temos matéria escura como
fonte (w(ry) = —1) [101]. Logo, iremos focar no estudo das condi¢des radiais de energia e dos
tipos permitidos de matéria cosmoldgica apenas para o caso n = 4.

Para estudar as condi¢des radiais de energia na garganta, listamos as expressoes
para a densidade de energia, pressdo radial e a soma de ambas, que para o caso n =4 sdo dadas

respectivamente por

241742
kp(ry) = % (5.77)
r
kpr(ry) = —%4(5‘/5”,2), (5.78)
6V2
kK(p+py) = ::_6. (5.79)

t

Podemos ver imediatamente que neste caso sempre temos p > 0 e p + p, > 0 independente do
valor escolhemos para o raio da garganta r;. Entdo, vemos que automaticamente as condicdes
radiais de energia nula e fraca sempre serdo satisfeitas na garganta para a solucio generalizada
com n = 4. Além disso, também € fécil notar que sempre teremos p > |p,| na garganta, para

todo r; > 0, e, portanto a condi¢do radial dominante de energia também sempre serd satisfeita
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na garganta, independente do valor de seu raio. Este resultado € bastante interessante, pois, ao
usarmos o quadrado do tensor de Ricci para definir a funcdo cutoff, vemos que as condicdes
radiais de energia sempre sdo satisfeitas na garganta, em contraste do que é observado classi-
camente [101]. Também, este resultado é muito diferente do que obtemos quando usamos o
escalar de Ricci como improvement, devido ao fato de que a soma p + p, sempre serd negativa
neste caso, € a densidade de energia sera positiva dependendo do valor que escolhemos de r;.
Aqui, no caso do quadrado do tensor de Ricci, vemos que as condi¢des radiais de energia serdo
sempre satisfeitas na garganta, para todo r; > 0. Com isto em mente, vamos analisar 0s tipos
de matéria cosmoldgica permitidos na garganta, calculando o parametro de estado w = p,/p em

r = r;. Para o caso n = 4 temos

w(r) = ————. (5.80)

Analisando a express@o acima como uma funcdo de r; facilmente vemos que neste caso nds
sempre teremos matéria exética do tipo Phantom (w(r;) < —1) na garganta, independentemente
dos valores que escolhemos para seu raio. Mais uma vez, obtemos um resultado totalmente
diferente daquele encontrado com o escalar de Ricci onde o problema da matéria exdtica na
garganta foi curado. Interessantemente, no caso do quadrado do tensor de Ricci, vemos que €
permitido matéria na garganta que satisfaz as condi¢des radiais de energia, no entanto, sempre
haverd matéria exética do tipo Phantom, tudo isso para o caso particular n = 4.

Embora no contexto da GAS, seja permitido apenas matéria exotica do tipo Phan-
fom na garganta neste caso, plotamos o comportamento da densidade de energia p, da pressdao
radial p,, e da soma p + p,, que pode ser visto na figura (28). Vamos ver se em regides proximas
a garganta hd a possibilidade de as condi¢des radiais de energia serem satisfeitas. Uma vez que
o modelo do quadrado do tensor de Ricci também fornece um resultado diferente apenas para

o caso n = 4, vamos focar neste caso em particular. Olhando para a figura (28)) podemos ver
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Figura 28: Densidade de energia p, pressao radial p, e a soma p + p, como uma fun¢do da
coordenada radial r, utilizando o modelo do quadrado do tensor de Ricci. Neste caso
colocamos r; =1 e £ = 0.05.
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que as condi¢des radiais de energia ndo sdo satisfeitas em regidoes proximas a garganta para o
caso n = 4, assim como temos na teoria usual [101]. Isto € porque temos p <0 e p+p, <0
nesta regido. Mais uma vez, estes resultados estdo em total contraste com os resultados obtidos
quando usamos o modelo com o escalar de Ricci.

Assim como fizemos para o caso anterior, plotamos o comportamento do parametro
de estado w(r) para o caso n = 4 em regides proximas a garganta r;. Interessantemente, olhando
para o gréfico de w(r), mostrado na figura (29)), neste caso nds temos matéria do tipo Phantom
apenas na garganta, enquanto em regioes fora da garganta nds temos matéria exética com w(r) >
1 e entdo entramos em uma regido com matéria nao-exdtica. Mais uma vez, a GAS trouxe
naturalmente outros de tipos de matéria extra além de Phantom como fonte para as geometrias

generalizadas, porém apenas para o caso particular n = 4.

non-exotic matter

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

phantom
-2

-4
Figura 29: Parametro de estado w como uma fun¢do da coordenada radial » no modelo do
quadrado do tensor de Ricci. Para este grafico colocamos r; = 1 e £ = 0.05.

5.2.3 Escalar de Kretschmann

Finalmente, analisamos a presenca de matéria exdtica e as condi¢des radiais de
energia para as geometrias generalizadas de Ellis-Bronnikov, mas utilizando o modelo com o
escalar de Kretschmann, com a funcéo cutoff dada por (5.49).

Primeiro, vamos falar sobre a densidade de energia p. Assim como fizemos para o
caso do quadrado do tensor de Ricci, vamos fazer a analise termo a termo, para que se torne
mais conveniente o estudo. Para isso, dividimos a densidade de energia em expressdes que
iremos chamar de p;, p;r and pyjy, respectivamente, tal que p = p; +pr1 +pri1-

O termo p; da densidade de energia é dado pela seguinte expressao

/

b
pr=>10+1)7 (5.81)

e, como vimos, nds sempre temos b’(r;) = 1 para todas as geometrias generalizadas, isto é, para
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todo n > 4. Escrevendo a funcdo cutoff em termos de b(r), ele serd um funcional de b(r) e de
suas derivadas, e portanto, fornece o mesmo resultado na garganta para todas as solugdes gene-

ralizadas. No caso do escalar de Kretschmann, f3 € escrito em termos de b(r) pela expressao

257 ()2 _ ’ 2
f= é:\/2r b’ (r)y> —4rb(r)b’(r) + 6b(r) , (5.82)

6
r
que, quando calculado em r = r; e usando os fatos b(r;) = r; € b’(r;) = 1, que vale para todos os

casos n > 4, encontramos

2
f3(ry) = —f para todon > 4, (5.83)
r

t
e isto resulta para a seguinte forma do termo p;, na garganta

2 1
pr = (1 + —f) - = —4(732 +2£), paratodon > 4. (5.84)
'RAL t

Olhando agora para o termo py7, que € dado por

pIr = (1——)(f —f3’), (5.85)

nds novamente seguimos a mesma linha de pensamento que fizemos no caso do quadrado do
tensor de Ricci, a fim de facilitar a andlise. Primeiro analisamos a segunda porcao de p;;, que

contém a derivada primeira de f3, dada por

(1——) “f = 8§r-6"-4(rﬂ—r;’)2-3{( 22,2013 4 5) 2 — (n+ D) = ™) = (n(n(3n —4) +2)

37 L 0= 2+ 3+ (4 3P = P = )+ P -
(= P2 D(—4((n = 2)n + 2)7 T+ 2= 2n + 3)rtr +

4,30+2 " rn)Z/n )+ 02— (o r?)Z/n) +2r2”+2rt”(((n—2)n+4)r2—
G R0)) ) (5.86)

e facilmente vemos que este termo contribui na garganta apenas para o caso usual n = 2, en-
quanto para as solugdes generalizadas n > 4 este termo sempre serd zero, pois, usando o mesmo
argumento, vemos que o termo (7" — rf)z“” " multiplica todos os outros termos dentro das cha-
ves, € entdo, para n > 4 este termo terd um expoente positivo que serd zero no limite r — r;.

Consequentemente, isto leva a resultado nulo na garganta para todo n > 4. Agora, analisando a
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primeira por¢ao de pj;, que possui a derivada segunda de f3, temos

(1 _ ?)fj;/ — 4r—2(5n+4)(rn —r?)2_4/"{(3(n(n+4) + 19)r7n+6 n(r )2/}1 (n(2n+ 1)(21’12 + 13) +

135)r5m6,2n (1 _ 20 4 6(n(n(n(4n — 1) +8) — 1) + 30)r> 0,211 — py3m —
6(n(n(8n* — 6m +7) — 1) + 22)r*OrM (" — " 4 (n(n(40n® — 46n) —2) +51)
3n+6 Sn(r rJtz)Z/n _ 3(2(11 _ 2)n + 3)(2112 +n+ 1)r2n+6 6n(r I’?)Z/" _

2810 (1 — 210 _3(n(n +4) + 19)r " = P 4 (n(2n+ 1(n* + 8) +
81)rOm4p2n (1 — P3N o (n(n((13 = 9n)n — 28) + 5) = 53)r 40 (1 — p*n 4
(n2n(n(4n —11) + 18) = 23) + 19)/4 4 pdnpn _ pirydin o 1@y 8ntdpn _ pyd/n
(n(n+4) + 19)r 21" = PO 202 + 1+ 9) O 22 n (" — o/ -

1282 — PO/ L 380 — MBI _ (n(n+ 4) + 19)r 8 4 (n(2n + 1)(n® +6) +
63)r%" 81" + (—((n(15n+7) +20)n%) + n— 121)r" 31" + (n(2n(n(n(n® + n + 16) +
5)+8) — 17) + 165)r*" 8 n(2n(n(n(Tn — 9) + 21) + 17) = 37)n? + 133)r8,0n
(n(n(n2n(5n(3n—"T)+39) +41) — 102) + 50) + 57)r*"*3/5" — 2(n - 2)n +3)
(n(n(13(n = Dn+2)+19) +3)7"" 8" 4 n2n+ 12— 2)n + 3)2r8r3" + 3,88 g)
([ 4o D 430+ 2(pn rn)2/n _ rZ)r;z + 222 (=2 + 4% — (7 — r;z)z/n)rtzn
A(n=2n+2)r" 4+ Q=+ 3+ 1 = (= r)M) 2, (5.87)

onde podemos ver que mais uma vez haverd um termo (r"* — r;’)z_“/ "

e entdo, chegamos a mesma
conclusdo, isto €, que este termo contribui com um resultado ndo nulo na garganta apenas para
o caso usual n = 2 enquanto para todas as solu¢gdes generalizadas com n > 4 este termo sempre

serd zero na garganta, pois para estes casos o termo (" — r”)2 4/n

possuird um expoente positivo
que se anula no limite r — ry, € isto leva, consequentemente, a anulacdo de todos os outros
termos. Portanto, em r = r; 0 termo pj; sempre serd zero para todas as solugdes generalizadas

quando usamos o escalar de Kretschmann como modelo
pi1 =0, inr = rypara todon > 4. (5.88)

Finalmente, analisamos o termo pj;; da densidade de energia, que é dado por

b'r-b
pur="—>73 —5 /3 (5.89)
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que € dado por

b'r—b

S /3 = A= DETITEE = i) NG 4 ) = (o D0 =) -

(n(n(3n—4) +2) + 3)7" 4 4 02— 2)n + 3+ (n+ 3y = - ) +
r4n(r2 (- r?)z/n)z)}

([ D4 =2+ 2" + 2 = 2+ 3t i + 4 (= kP = 1)
R = (7 = PV 4 2P (= D+ A)rF = (= DRy, (5.90)

Novamente, pode ser notado que este termo sempre serd nulo para todas as geome-
trias generalizadas, isto €, para todo n > 4. Usando o mesmo argumento, isso € devido ao fato

de que, para n > 4, o termo (" — r?)l_‘””

multiplicando todos todos os outros termos dentro
das chaves, serd nulo no limite »r — r;, levando consequentemente a anulacdo p;j;. E, se n = 4,
embora isso forneca o termo (7" — r;‘)o, que € igual a unidade, os termos entre as chaves serdao
iguais a zero. Logo, temos que o termo pj;; da densidade de energia também sera igual a zero

para todas as solucdes generalizadas quando usamos o escalar de Kretschmann como modelo
prr =0 inr = rypara todon > 4. (5.91)

Como a densidade de energia é dada por p = p; —pr + P11, € apenas o termo p; contribui na

garganta, chegamos a seguinte conclusio

1
p(r)) = = (17 +2£) para todon > 4. (5.92)
r

t

O escalar de Kretchsmann € o unico invariante de curvatura considerado aqui que fornece o
mesmo resultado para a densidade de energia na garganta para todos os casos generalizados.

Agora, usando a expressao para a pressao radial

=1 +f3)— + (1 _ _) f3, (5.93)

podemos notar que, similarmente ao caso anterior, o segundo termo da pressdo radial € igual
a porcdo da primeira derivada de f3 de p;; da densidade de energia, que, como vimos, sera
sempre igual a zero na garganta quando usamos o escalar de Kretchsmann. O primeiro termo
da pressdo radial na garganta fornece exatamente o negativo de p;, pois sempre temos b(r;) = r;
para as solugdes generalizadas, que dividido por rt3 fornece o fator multiplicativo 1/ rtz. Como
f3(r:) sempre serd f3(r;) = 2€/ rt2 para todas as solugdes generalizadas, temos que a pressao

radial terd o mesmo resultado para todo n > 4, sendo dado por

1
pr=——Qé+17) foralln > 4, (5.94)

ry



115

Interessantemente, quando utilizamos o escalar de Kretschmann para definir a fungdo cutoff,
encontramos a equagao de estado na garganta p, = —p para todas as solu¢cdes generalizadas.
Ou seja, sempre temos matéria exdtica na garganta satisfazendo w(r;) = —1, e este € 0 mesmo
resultado previsto pela teoria cldssica, isto €, ndo temos correcdes na garganta devido a GAS

quando usamos o escalar de Kretschmann como improvement.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, investigamos as condi¢des de atravessabilidade e a presenga de
matéria exotica de buracos de minhoca no contexto da Gravidade Assintoticamente Segura
(GAS).

No caso do estudo da atravessabilidade de um buraco de minhoca no contexto da
GAS, n6s estudamos dois casos diferentes, os buracos de minhoca esféricos e pseudoesféricos.
Para a analise da atravessabilidade consideramos apenas regides proximas a garganta do buraco
de minhoca com a escolha especifica de f = ¢ R como func¢do anti-screening. Além disso,
consideramos um fluido com equacgdo de estado ndo-linear como fonte tal que o parametro de
estado w(u) = w()(u) + w(1)(u, ) € escrito em termos de um parte dependente da GAS e a outra
nao.

Para ambos os casos esférico e pseudoesférico obtemos funcdes forma que sao ex-
pressas em termos de hipergeométricas > F'; sob a consideracdo de um buraco de minhoca com
for¢as de maré nulas, isto €, considerando a funcao redshift nula @ = 0. A partir da expressao
da funcao forma foi possivel realizar o estudo das condi¢Oes de atravessabilidade no contexto
da GAS.

Para o buraco de minhoca pseudoesférico, quando wr =k =1 =0¢e w; # 0 a funcdo
forma recupera os resultados obtido em [64]. A condicdo flare-out neste caso exclui a possi-
bilidade de matéria do tipo Phantom na garganta enquanto as outras duas restricdes permitem.
Estudamos a regido onde as trés condicdes de atravessabilidade sdo vdlidas simultaneamente
onde ndés mostramos que, exatamente na garganta, nds temos atravessabilidade apenas com
matéria exotica se « > 0, e para o caso de x < 0 nés temos atravessabilidade contendo matéria
exotica do tipo Quintesséncia.

Ja para o caso de buracos de minhoca esféricos, quando w; =1, wr =8 ek =4=0,
recuperamos exatamente o caso estudado em [[65]] do estado de parametro w na garganta no
buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov para a aproximacdo de & pequeno. Analogamente a
andlise feita para o caso pseudoesférico, todas as trés condi¢des de atravessabilidade foram
estudadas. Neste caso, a condi¢do flare-out permite a presenca de matéria do tipo Phantom
mas a condi¢do anti-screening proibe esta situacdo. Mostramos a regido de validade das trés
condi¢des onde nds temos uma grande regido de atravessabilidade com matéria ndo-exotica
quando « = 0, diferentemente do que foi notado em [64].

Finalmente, no caso do estudo da atravessabilidade, mostramos que em ambos 0s
casos de o buraco de minhoca ser pseudoesférico ou esférico, havera regides atravessaveis de-

pendendo fortemente dos valores do parametro . Uma tal dependéncia € esperada, desde que,
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quanto maior o valor de £ maior a influéncia quantica sob o buraco de minhoca.

Depois, consideramos o caso particular de um buraco de minhoca Schwarzschild,
que ¢ assintoticamente plano, usando o quadrado do tensor de Ricci e o escalar de Kretsch-
mann como cutoff. Ambos os modelos fornecem correcdes idénticas nesse caso, visto que eles
sdo proporcionais. Neste caso mostramos que as condi¢des radiais de energia sdo satisfeitas
para regides proximos de sua garganta, desde que tenhamos r; < \/g , onde definimos A = \/gf.
Além disso, analisando o sinal do parametro de estado w = p,/p como uma fun¢do de ry, de-
terminamos que as corre¢des quanticas implicam a presenca de matéria exética na garganta do
tipo Quintesséncia(—1 < w < —1/3) se ry < \/g ou do tipo Phantom (w < —1) se r; > \/g, onde
nos vemos que se as condicdes radiais de energia sao satisfeitas, a garganta deve necessdria ter
matéria do tipo Quintesséncia como fonte. Estes resultados sdo bastante diferentes daqueles
obtidos pela Relatividade Geral, visto que w(r;) diverge no caso usual.

Depois, listamos os tipos de fontes permitidos ao longo do espago-tempo gerado
pelo buraco de minhoca Schwarzschild na teoria modificada devido a GAS, se as condicdes
de energia sdo satisfeitas na garganta. Com essas consideragcdes, mostramos que o buraco de
minhoca pode ser separado em trés regides, a medida que nos afastamos da regido da garganta.
Primeiro, encontramos uma pequena extensdo contendo matéria do tipo Quintesséncia. Prosse-
guindo, entramos numa regiao que possui matéria do tipo Phantom como fonte, finalizando com
uma regido preenchida com matéria exdtica com w > 1. Estas caracteristicas foram mostradas
na Fig. 22 para o modelo com o quadrado do tensor de Ricci, e na Fig. 23] para o modelo do
escalar de Kretschmann, onde nds temos basicamente o mesmo comportamento. Estes resulta-
dos sdo andlogos aos encontrados para outros buracos de minhoca assintoticamente planos, tais
como o de Ellis-Bronnikov, estudado no contexto da GAS em [65]], onde os autores mostraram
que € possivel que as condi¢des de energia sejam satisfeitas na garganta, mas a presenca de
matéria exotica, tais como Phantom ou Quintesséncia, é sempre necessaria.

Repetimos o0 mesmo procedimento descrito acima para o caso mais geral de buracos
de minhoca Schwarzschild-/ike, cuja nova forma assintética é deformada por um aumento ou
decréscimo no angulo sélido da esfera, dependendo do sinal da constante 8. N6s vimos que,
assim como no contexto da relatividade geral, as condi¢des radiais de energia nao satisfeitas
na garganta em ambos 0s casos. Analisando o parametro de estado w como uma funcdo de r;,
nds mostramos que, quando hd uma falta de angulo sélido, nés necessariamente temos matéria
do tipo Phantom na garganta, e quando ha um excesso de angulo sélido, a garganta pode ser
formada por matéria exética com w > 1, matéria ndo-exotica (0 < w < 1) ou matéria do tipo
Phantom, dependendo dos valores de r; e 5. Estes resultados sdo também obtidos no caso
usual, exceto para o dltimo, onde a possibilidade de a garganta ser formada por matéria do tipo

Phantom surge devido os efeitos quanticos considerados aqui.
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Finalmente, foi estudado os tipos de matéria permitidos ao longo do espago-tempo
determinado pelo buraco de minhoca Schwarzschild-/ike. Foi mostrado que para uma falta de
angulo solido, além de sua garganta, necessariamente teremos matéria do tipo Phantom para
toda a extensao do buraco de minhoca, caracterizando um buraco de minhoca Phantom, como
vimos na Fig. 24] Para um excesso de angulo sélido, consideramos que a garganta é formada
por matéria do tipo Phantom, induzido pelas corre¢des quanticas, € vimos que neste caso o
buraco de minhoca pode ser divido em quatro regides. Primeiro, uma pequena regidao contendo
matéria do tipo Phantom seguido por uma regido de matéria exdtica com w > 1. Entdo, entramos
numa regido que possui matéria nao-exdtica como fonte, e a regido final é formado por matéria
do tipo Quintesséncia.

Portanto, podemos concluir que as corre¢des quanticas devido a GAS no caso
Schwarzschild-/ike, forneceram a possibilidade de matéria satisfazendo as condi¢des radiais de
energia na garganta apenas no caso assintoticamente plano, embora nesse caso seja necessario
a presenca de matéria exotica do tipo Quintesséncia. Isto implica na presenca de muita matéria
exotica através do espago-tempo modificado, tal como matéria do tipo Phantom. No caso de
ter uma deformacgdo na forma assintdtica da métrica, as condi¢des radiais de energia nao sao
satisfeitas na garganta, mas, as corre¢des quanticas implicam mais uma vez a possibilidade de
ter regides com matéria do tipo Fantasma, como foi encontrado para outros buracos de mi-
nhoca no contexto da GAS, tal como o buraco de minhoca de Ellis-Bronnikov. Esses resultados
apoiam a ideia de que a presenga de um fluido Phantom é inevitavel no contexto de Gravidade
Assintoticamente Segura, e talvez em outros modelos de gravitacdo quantica.

J4, para o caso dos buracos de minhoca de Ellis-Bronnikov generalizados, estuda-
mos esta classe usando modelos com o escalar de Ricci R, quadrado do tensor de Ricci R, R
e o escalar de Kretschmann R ,,,sR*"®, respectivamente.

Usando o escalar de Ricci vimos que a GAS trouxe corre¢des para a matéria na gar-
ganta apenas para o caso particular n = 4, onde temos a possibilidade de varios tipos diferentes
de matéria, incluindo ndo-exética. Este resultado é totalmente diferente do obtido pela teoria
cldssica, onde vimos que na garganta nds necessariamente temos energia escura (w = —1). No
entanto, neste caso, as condicoes radiais de energia ndo sao satisfeitas na garganta, embora ha-
verd uma pequena regido proxima da garganta onde temos matéria satisfazendo as condi¢oes
radiais de energia, como visto na figura (26). Esta caracteristica é notdvel, uma vez que clas-
sicamente a condi¢@o radial nula de energia nunca € satisfeita [101]. Também, olhando para a
figura (27), matéria ndo-exdtica na garganta implica a existéncia de vérios tipos de matéria além
de Phantom, a medida que nos movemos para outras regides do espaco. Assim, a GAS trouxe
naturalmente os tipos de matéria extra para tais solu¢des generalizadas, que devem existir para

essas solucdes serem possiveis, como notado em [[101].
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Entretanto, quando usamos o quadrado do tensor de Ricci obtivemos um resultado
bastante diferente do esperado. Embora neste caso nos tenhamos corre¢des na garganta apenas
para o caso n = 4 também, neste caso haverd sempre matéria exotica do tipo Phantom. Portanto,
o problema da matéria exdtica na garganta nao pode ser resolvido neste caso. Porém, neste caso
teremos a possibilidade de as condi¢des radiais de energia serem satisfeitas na garganta. Ao
contrario do caso com escalar de Ricci, quando nos movemos para regides proximas a garganta,
as condi¢Oes radiais de energia ndo podem ser satisfeitas, assim como na teoria classica [[101].
Além disso, quando analisamos o parametro de estado como uma funcao de r, embora tenhamos
apenas Phantom na garganta, mais uma vez vimos a presenca de matérias extra como fonte ,
incluindo ndo-exdtica. Mias uma vez a GAS nos trouxe de forma natural os possivel candidatos
de matéria extra que suportam essas geometrias generalizadas.

Quando utilizamos o escalar de Kretschmann, surpreendentemente neste caso nao
temos corre¢des na garganta devido a GAS, isto €, a garganta necessariamente terd energia
escura como fonte, pois havera matéria que satisfaz a equacdo de estado p, = —p, isto €, sempre
teremos w = —1 na garganta.

Entdo, vemos que apenas no caso do escalar de Ricci o método GAS curou o pro-
blema da matéria exdtica na garganta apenas para o caso particular n = 4, embora as condicdes
radiais de energia ndo possam ser satisfeitas na garganta, apenas em uma pequena regiao
proxima. Quando usamos o quadrado do tensor de Ricci, temos corre¢des na garganta ape-
nas para o caso n = 4 também, mas a presenca de matéria exética do tipo Phantom na garganta é
inevitavel, no entanto, teremos a validez das condi¢des radiais de energia. E usando o escalar de
Kretschmann vimos que nao havera nenhuma corre¢c@o na garganta para todas as solugdes gene-
ralizadas. Portanto, vemos que o método GAS ndo curou o problema da matéria exética para as
solucdes de Ellis-Bronnikov generalizadas com n > 6, pelo menos quando usamos o escalar de
Ricci, quadrado do tensor de Ricci e o escalar de Kretschmann para definir a funcao cutoff. Isto
mostra que a GAS nem sempre pode ser esperada resolver o problema da matéria exética em bu-
racos de minhoca, contrario de outros resultados encontrados para outras geometrias diferentes
(64,65.98]].
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