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RESUMO

As equacdes diferenciais parciais elipticas sdo objetos de estudo primordiais para a Matematica
moderna, em particular na drea da andlise, mas também na Fisica. Visando estudar inicialmente
as solugdes fracas de tais equacdes, definiremos tais solu¢des e obteremos uma condi¢ao minima
para elas serem estudadas. Analisaremos, antes de nos aprofundar nas solugdes de tais equacdes,
a Holder continuidade de fungdes a partir do crescimento local de sua integral. Em seguida
obteremos a desigualdade de John-Nirenberg por meio do estudo dos cubos diddicos juntamente
com o Lema de Calder6n-Zygmund. Terminado o estudo das fun¢des de oscilacdo média
limitada, voltar-nos-emos de fato para as solugdes das equagcdes homogéneas, passando assim
pela desigualdade de Caccioppoli e abordando também as fun¢des harmonicas. Utilizando tais
estimativas chegaremos a Holder continuidade das solucdes e do gradiente delas, supondo os
coeficientes das equagdes pelo menos continuos. Em seguida abordaremos coeficientes mais
gerais, e para isso obteremos inicialmente a limitagcao local das subsolu¢des da equacao pela
abordagem de De Giorgi. Feito isso, analisaremos tanto as subsolugdes quanto as supersolucoes
da equacgdo no caso homogéneo, passando assim por teoremas de densidade e de oscilacao,
e chegando finalmente ao Teorema de De Giorgi, a partir do qual também € possivel obter a
Holder continuidade das solu¢des. Por fim abordaremos a desigualdade de Harnack fraca e
enunciaremos algumas consequéncias dela, dentre as quais a desigualdade de Harnack devido a

Moser, a Holder continuidade das solucdes, e o Teorema de Liouville.

Palavras-chave: equacio diferencial parcial eliptica; Holder continuidade; cubos diddicos; desi-
gualdade de John-Nirenberg; desigualdade de Caccioppoli; teorema de De Giorgi; desigualdade

de Harnack fraca; desigualdade de Harnack devido a Moser; teorema de Liouville



ABSTRACT

Elliptic partial differential equations are essential objects of study for modern Mathematics,
particularly in the area of analysis, but also in Physics. We initially aim to study the weak
solutions of such equations. For this we will define such solutions and obtain a minimum
condition for them to be studied. We will analyze, before delving into the solutions of such
equations, the Holder continuity of functions from the local growth of its integral. Then we
will obtain the John-Nirenberg Inequality through the study of diadic cubes together with the
Calderon-Zygmund Lemma. Having finished the study of the bounded mean oscillation functions,
we will in fact turn to the solutions of the homogeneous equations, thus passing through the
Caccioppoli inequality and also approaching the harmonic functions. Using these estimates we
will arrive at Holder continuity of the solutions and their gradient, assuming the coefficients of the
equations are at least continuous. Then we will approach more general coefficients, and for that
we will initially obtain the local limitation of the subsolutions of the equation by the approach
of De Giorgi. Having done that, we will analyze both the subsolutions and the supersolutions
of the equation in the homogeneous case, passing through density and oscillation theorems,
and finally arriving at De Giorgi’s Theorem, from which it is also possible to obtain the Holder
continuity of the solutions. Finally, we will approach the weak Harnack inequality and enunciate
some consequences of it, among which the Moser’s Harnack inequality, the Holder continuity of

solutions, and the Liouville Theorem.

Keywords: elliptic partial differential equation; Holder continuity; diadic cubes; John-Nirenberg
inequality; Caccioppoli inequality; De Giorgi’s theorem; weak Harnack inequality; Moser’s

Harnack inequality; Liouville theorem
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1 INTRODUCAO

As equacdes diferenciais sdao ferramentas importantes tanto na Matemadtica moderna
quanto na Fisica.

Dentre essas equagdes temos a equagdo de Laplace, cujo nome € em homenagem a
Pierre Simon Laplace, e estd associada, por exemplo, a certos fendmenos conducao térmica.

Por exemplo, considerando uma situacdes de equilibrio em uma regido U, onde o
fluxo liquido de temperatura sob uma regido suave V C U € nula, obtemos, denotando por g o

fluxo de calor local e 1, a normal unitdria em x € dV, que

/ q-NxdSy =0.
av

Dai, aplicando o Teorema da Gauss-Green (2.0.9), obtemos que

/diqux:/ q-NdS, =0.
Vv av

Portanto,

divg=0emU.

Mas, pela lei de Fourier temos que

g=—kD(T),

onde k é a condutividade do material e D(T') é o gradiente da temperatura.

Portanto, como div g = 0, obtemos que
AT =div(D(T)) =0em U.

Assim obtemos que 7 satisfaz a equacao de Laplace, ou seja, que 7 € harmonica em U.

Porém, tal equacao € apenas um caso particular de uma classe mais abrangente de
equagdes, as chamadas equacdes diferenciais parciais elipticas.

Visando entdo aprofundar no estudo de tal classe de equacgdes, falaremos sobre elas,
em particular sobre a regularidade de suas solucdes, baseando-nos no livro "Elliptic Partial
Differential Equations"(HAN; LIN, 1997).

Por exemplo, sabemos que as solu¢des da Equagao de Laplace sdo bastante regulares,

sendo até mesmo fungdes analiticas. Porém, o mesmo ndo ocorre em equagdes mais gerais.
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Vamos entdo tratar de um caso particular dentre as equacdes diferenciais parciais

elipticas, aquelas que sdo da forma divergente, porém restrigindo-nos as da seguinte forma
—Dj(aij(x)Dju) +c(x)u = f(x). (1.1)
Para tanto, precisamos do conceito de solucdo fraca.

Definiciio 1.0.1. Seja Q um dominio em R". Uma fungdo u € H'(Q) é uma solugdo fraca da

Equagdo (1.1) se satisfaz, para todo ¢ € H} (Q),

/gz(a,‘jD,'uDj(P—f—C(X)u(P)dxz/Qf(dea

onde assumimos

(i) Os coeficientes lideres a;j € L*(Q) sdo uniformemente elipticos, ou seja,
)L|§|2 < a,'j<x)§,'é:j < A|§|27 Vx € QV& c Rn,

para 0 < A < A < oo,
(i) c € L3(Q) e f € Lit2(Q).

Obs1. ceL? (Q)efe Lit2 (Q) sdo necessdrios para que a definicdo de solucdo fraca faca

sentido, pois pela Desigualdade de Sobolev (2.0.1),
u, ¢ € H'(Q) C L2 (Q),

E, pela Desigualdade de Holder (2.0.5), temos

< < n n < n n n
|| cwpd| < [ eupax] < lell g g 1001l 05 gy < lellg gl 25, o 1011, 2, €

< < n n .
| rods| < [ 1rodxi <Iifll, a o 0], 2

Apesar dessa defini¢do, trataremos quase sempre o caso ¢ = 0 para simplificar
algumas demonstragdes.

Faremos suposi¢des sobre a regularidade dos coeficientes a;; , € sobre a fungio f, e
assim obteremos intimeros resultados sobre a solu¢@o fraca u, dentre os quais condi¢des em que

ela € Holder continua.
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Obs 2. Apesar de focarmos na Holder continuidade das solugoes fracas, existem outras teorias
a partir das quais é possivel obter regularidade outras regularidades para as solugoes.
Por exemplo, pela teoria de Schauder € possivel obter que se a;j, f € C*(By), onde 0 < a < 1,

entdo u € C»*(By).

E, pela teoria de Calderon-Zygmund é possivel obter que se a;j € C(By) e f € LP(By), onde

1

2

1 < p < oo, entdo u € W»P(By).
2

Obs 3. Mesmo focando apenas em estimativas e regularidade para as solucdes, é possivel
obtermos também condicoes para a existéncia de solucdes fracas.

O livro (EVANS, 2010), por exemplo, demonstra teoremas abordando isso.



14
2 PRELIMINARES

Antes de introduzirmos o trabalho em si, enunciaremos algumas defini¢des e teore-
mas importantes retiradas do livro (EVANS, 2010) que serdo usadas ao longo da dissertacao,

assim como coroldrios (consequéncias) deles.

Definiciio 2.0.1. u € C?(Q) é uma funcdo harménica em Q se u satisfaz a Equacdo de Laplace,
ou seja,

Au(x) =0,Vx € Q.

Definicao 2.0.2. f: Q — R ¢ analitica em Q se é analitica proximo de xq, para todo xy € Q, ou

seja, existe r > 0 e constantes { fo } tal que

flx) = Zfoc(X—Xo)aNx € B (xp).
o
Teorema 2.0.1. Se u é uma fungcdo harménica em €, entdo u é analitica em 2.

Teorema 2.0.2. Se u € C}(Q), entdo

()™ <en( [ ioaf)"

onde c(n) é uma constante positiva dependendo de n. Em particular,
H'(Q) C Liz(Q).
Corolario 2.0.1 (Desigualdade de Sobolev). Se u € H'(Q), entdo

()™ <en( [ ioaf)"

onde c(n) é uma constante positiva dependendo de n. Em particular,
HY(Q) C Lirz(Q).

Corolario 2.0.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja u € H'(B,(x)). Entdo, existe uma constante
C =C(n) >0, tal que
/ uf? < Crz/ Dul.
B(x) B (x)

Teorema 2.0.3 (Imersio de Sobolev). Seja U C R" um aberto limitado com dU € C U Assuma

que u € HX(U).
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1. Se
n
k<2
2
entdo u € L1(U), onde
11
g 2 n

E temos a estimativa

el 2y < Cllul| gy,

onde a constante C depende somente de k,n e U.

2. Se

n
k>~
27

entdo u € Ck_L%J_W(U), onde

%,se n é impar
’}/ =
qualquer niimero positivo menor que 1, se n é par

E temos a estimativa

lll 13115, < Cll e

onde a constante C depende somente de k,n,y e U.

Teorema 2.0.4 (Rellich—Kondrachov). Suponha que U C R" é um aberto limitado com dU € C'.
Se n > 2, entdo

H' ccL,

para todo 1 < g < %
Teorema 2.0.5 (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p, g < oo com % + }1 = 1. Entdo, se f € LP(Q)
e g € L1(Q), obtemos

178l @) < A llr (o)l lgllzec)-

Teorema 2.0.6 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p,g < o com %—F% = 1. Entdo, dado € > 0,
temos que

ab < ga”? +C(g)bl,
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onde C(€) = (Sp)_%qfl.

Teorema 2.0.7 (Desigualdade de Poincaré na Bola). Seja u € H'(B,(x)). Entdo, existe uma

constante C = C(n) > 0, tal que

/ | — uy,|* SCrZ/ |Dul?.
B(x) B (x)

Teorema 2.0.8 (Teorema da Diferenciacio de Lebesgue). Seja f € L' (Q). Entdo,

1

lim ———— dy = f(xo), q.t.p. xo € Q.
N ol Br(xo)f(y) y = f(x0), g-1.p- xo

Corolario 2.0.3 (Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue para Cubos). Seja f € L'(Q), x€ Qe
{Qi}3 | uma sequéncia de cubos contida em Q tal que x € Q;,Yi € N e diam(Q;) — 0 quando
1 — oo, Entdo,
im — dy=f(x), gt.p.x € Q.
san(03-0+ 1] Jo, ! O =)

Teorema 2.0.9 (Gauss-Green). Seja U C R" um aberto limitado com oU € C'. Se u € C'(U),

entdo
/uxl.dx:/ uvids (i=1,2,...,n),
U oU

e, em particular,

Definicao 2.0.3. Uma funcdo f : R" — R é chamada fungcdo convexa se

flex+(1=1)y) <Tf(x) +(1-7)f(y),
para todo x,y € R" e cada 0 < 7 < 1.
Teorema 2.0.10. Se f : R — R € C?(R) é uma funcéo convexa, entio f'>0emR.

Definicio 2.0.4. Defina p € C*(R") por

1
CelP~1 ) se |x| < 1
p(x)= )
0, se |x| >1

onde a constante C € tal que [p p(x)dx = 1.
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Definimos entdo para cada € > 0 e U aberto a funcdo

m@=$ﬂ§,

e o aberto

Ue = {x € U;dist(x,dU) > €}.

E, sendo f : U — R localmente integravel, definimos
fE=pe* femUs,
onde f*g(x) = [y f(x—y)g(y)dy,Vf,g € L' (U), ou seja,
750) = [ pelx=3)7()dy. Vx € Ue.

Teorema 2.0.11. i)
DEfE) = [ Dpelx=y)f()dy. Y € U,

onde o é um multi-indice qualquer.
ii) f€ € C*(Up).
iii) f¢ — f q.t.p. quando € — 0.
Teorema 2.0.12 (Teorema da Convergéncia Dominada). Assuma que as fungoes { fi} 72, sdo

integraveis e

fc = fq.t.p.quando k — oo

Suponha também que

|fil <ggq.t.p.

onde g é uma funcdo integrdvel. Entdo,

/ fkdx—>/ fdx quando k — oo,
RX R~

Utilizaremos ainda o seguinte teorema do livro do (LIMA, 2006)

Teorema 2.0.13 (Weierstrass). Seja f : X — R continua no conjunto compacto X C R. Existem
x0,x1 € X tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para todo x € X.

E, para mais referéncias, recomendo os livros do (GILBARG; TRUDINGER, 2001),
(BREZIS, 2011) e (IORIO, 2012).
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3 HOLDER CONTINUIDADE VIA PERTURBACAO
3.1 Crescimento local da integral

Buscaremos inicialmente obter a Holder continuidade de uma funcao a partir do
crescimento local da sua integral.
Para isto, consideraremos  C R” um aberto conexo e limitado, e para u € L (Q)

definiremos, para cada B,(xg) C Q, uy, , = m |, By (x0) udx.
Teorema 3.1.1. Suponha u € L>(Q) satisfazendo
/B . |t — uy ,[*dz < M?"72% VB, (x) C Q,
(x

para algum o € (0,1). Entdo u € C*(Q) e para todo @ € Q e

Ju(x) —u@)]

sup|u|+  sup P

< oM +||ul| 20}
Q x,yeQ/x;éy

onde ¢ = c(n, a,Q,Q/) > 0.

Prova. Levamos aqui em consideracdo o conceito de classe de equivalencia em L?, ou seja,
sendo u € L?(Q), para todo u* € L*(Q) tal que u = u*q.t.p, entio u = u*.

Deste modo, obtendo u* € LZ(Q) tal que u = u* q.t.p. e satisfazendo o enunciado, o
resultado ja fica provado.

i) Seja Ry = dist(Q',0Q).

Para qualquer xo € Qeld<ri<n< Ry, temos que
2 2 2 2
|thxg,ry = Ugry |~ < ([(5) — sy |+ |1 (x) — g,y 1) < 2[00 () — g,y |7+ |1 (X) — 1,y |7)-

Portanto, integrando com respeito a x em B, (xp), obtemos

Wil [y, — ”on2|2 fB,l (x0) |ty — ”xo,r2|2dx

< 2y a0 [400) = tagr Pl + f, (o) () =t )
< 2y g [408) =t Pl + [, (o) () = st Pl
Assim,
i~ 0P S ([ ) g Pt [ Ju(a) g ).
wart \JB,, (o) B ()
Como

/ | — Uy r, \2dx < Mzr’fﬂo‘, e
Brl (X()
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2 2 n+20
/ | — s,y | “dx < M7ry" 7,
Brz( 0

temos para ¢; = c¢j(n) = Wl que
n

|ux07r1 _Mxo7r2|2 < (Mz n+2o M2,ﬂ+2a)

— clerl (n+2a+ n+2(x>

1) Dado R < Ry, e tomando r; = 2,’; ery = 2, , obtemos

()" () (8)7)

_ C1M2R2a (2—2a—2ia 4 2n—2ia) ]

IN
2
S

|ux072*(1+i>R - ”xO,Z*iR|2

Mas,
29—2(x—2ia < on- 2io+2(1—a) e

b
on—2ia < pn=2ia+2(1-a)

Ou seja,

2—2a—2ia+2n—2ia < 2n+32—2(1+i)a

Logo, fazendo ¢ = ¢3(n) = \/6127%3 . obtemos
an—(1+i)o
[ty - (1ig — tyy 21| < 2MR*27(1)

Dai, para h < k e fazendo ¢3 = c3(n, @) = g—éﬁ, temos que

|ty p-ng — Uy pkgl < Xilp |ty p-(+10p — Ung 2-iR]
— CZMRaZI'{:_] (2—(1+i)06)
— MR(X Zk h—1 1

(h+l la

< c3 MROC

2h(x

iii) Note que {u, »-ig}ien C R € uma sequéncia de Cauchy, pois dado &€ > 0 temos

que existe N € N tal que se h > N entdo - MR* < &g, pois — 0.

2ha zha

Portanto, para k > h > N temos |ux0 yhg — Uy k| < E.

X(),27

Como toda sequéncia de Cauchy em R converge, podemos denotar seu limite por

u*(xo) € obter u, ,-ig — u*(xo) quando i — oo.

E note que tal limite independe de R.
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De fato, se 0 < R < R* < Ry entdo

2 s (RN~ [ /R\nt2a —/R*\ntla €1 . 2(p2a , R
tz itz < (3) (7)) +(F) ) =gt (R ).

Assim, dado € > 0 temos N* € N tal que se i > N* entdo

*(n+2a) 2
Cl 2 20 R 8
P (R =) < (3)

pois 22% — 0 quando i — oo e, portanto, para i > N* temos

€
|ty 2-ig — Uy 2-ige| < 3

Dali, se u, ,-ig — Ur(X0) € Uy, o-ig — Ur*(xo), quando i — oo, entdo para € > 0

existe N € N tal que se i > N’ temos
€
|ty 2-ig — Ur(x0)| < 30 €
£
|l/lx072—iR* —ug+(x0)| < 3
. /
Logo, para i > max{N ,N*}, temos

ur(x0) —urs (x0)| < [ur(x0) = 1ty p-ig| + |t (X0) — thyy p-ie | + [ty iR — thyy 2-i0

£ £ €
373713

IN

E.

iv) Denotando para 0 < r < Ry,

« ) )
u (xo) =limu, ~—i.=limu
( 0) 50 X0,27'r 0 X071

concluimos que |uy, , —u*(xg)| < c3Mr*.
De fato, para 0 < r < Ro temos [ux, » — Uy, 5-ir| < c3Mr®.

Dai, tomando i suficientemente grande temos
|ux0ar —u’ ()CO)‘ < |uX0J’ - uxo,Z*ir’ + |u*(x0) - ux0,2*l'r’ < 03(7[7 (X)Mra +¢, Ve >0,

Ou seja, |uy, » — u* (x0)| < c3Mr®.

v) Pelo Teorema de Diferenciaciio de Lebesgue (2.0.8), temos que {u, ,} converge
g.t.p., quando r — 0, para u e, portanto, u* = uq.t.p. em

Assim, podemos considerar que u = u*, pela classe de equivaléncia em L2, e concluir

que |uy  —u(x)| < csMr®.
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Dai, u, , converge uniformemente para u em Q.

De fato, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se |r| < €, entdo c3Mr?% < €.

E, portanto, parax € Q e & > 0 temos 8 > 0 tal que se |r| < &, entdio |u,, — u(x)| < €.

Mas, como u, , € uma fun¢do continua para r > 0 e converge uniformemente q.t.p.
para u, entdo u € uma funcao continua em Q.

vi) Tomando R < Ry e usando que |u(x)| — |uyx g| < |uxr —u(x)| < c3MrR* conclui-
mos que |u(x)| < c3sMR* + |uyg|, Vx € Q.

Portanto, u é limitada em ', pois u € L2(Q) C L'(Q).
1 1
Logo, como |uy g,| < \/w—,,_RgHuHLZ(BRo(x)) < \/W—TRSHMHLZ(Q), temos

1 [l
—||u .
w/wnRg Q)

Dai, tomando ¢4 = c4(n, o, Ry) = max{c3, 1} max{l, ﬁ} concluimos que
nfp

sup |u| < sup <C3MR8‘ + ]ux,R0|) < c3MR{ + sup |ux g, | < csMRG +
Q/ Ql Ql

sup u] < c4 (MR + ||ul|2(q))-
Q/

vii) Finalmente, para provar a Holder continuidade, tome x,y € Q ¢ seja R = [x — y|.

SeR < %, temos

lu(x) —u(y)| < [u(x) — uxor| + [u(y) — uyor| + |Ux 28 — tty2r]-

Mas, |u(x) —ux2r| < c3M(2R)%, e |u(y) —uy2r| < csM(2R)*.
Além disso, Bg(x) C Bar(x) N Byg(y), pois Bg(x) C Bag(x), € Br(x) C Byg(y), uma

vez que se z € Bgr(x) temos |z — x| < R e, portanto,
lz—y| <|z—x|+|x—y| <R+R=2R.
Dai, dado z € Byg(x) N Bag(y), temos
lux2r — uyor| < uxor —u(2)| + |uyor — u(z)|.
Assim,
e o — tyor]* < 2(|txor — u(2)[* + |uyor — u(z) ).

Logo,

1
Uy 2R — Uy 2R|? Bel JBp(x) 20 — uyor|*dz

IN

1 _ 2
‘BR(X)| fBzR(X)ﬂBZR(y) |I/lx72R uy,ZR‘ dZ

T (Ssaatoitao) 1520 = (2D P24 iy litvam = u(2) Ptz

IN
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Mas,
2 2

[Br(x)]  waR"

E, também,

JBop(0)Bag(y) 2R = u(2) Pz < [, luxor — u(2)[?dz, e

Jop(y) ls2r —u(@)Pdz < g |y 2k —u(z)Pdz.

Além disso, como |u —uy2r| < c3M(2R)% e |u— uy2r| < c3M(2R)%, temos

IN

JBop(w) 11(2) = Uy 2r|?dz Gw,M>(2R)"2%

Joopy) [1°(2) —uyorPdz < Gw,M>(2R)" 2.
Portanto, para cs = c5(n, @) = ¢3 V2P IT2a temos

luxor —uyorl* < o (IBM(X) |2k — u(2)Pdz 4 [g,,) l1y.28 — (2) Ide>

_2 (c%wan(zR)”““ + C%wnMZ(ZR)"+2a)

wyR"

IN

= csM?R**.
Assim, se ¢ = cg(n, o) = max{2'*%c3, 5}, obtemos

lu(x) —u(y)] < csM(2R)*+c3M(2R)* 4 csMR®

= c6MR* = cgM|x — y|*

< eo(Mo gyl —1%)-
Por outro lado, se R > %, ec7=cy(n,0,Rp) = 2ltae, max{1, I%}, temos
0
2supy [ul < 2c4(MR§ + ||u||Lz(Q))

_ zRgC4(M+,%g||u||L2(Q)) < 2(2R)°‘C4<M+é||uHLz(Q)>

— o7 (M+ |lullzy ) e =1

Ju(x) —u(y)l

IN

Assim, para todo x,y € Q ,x # y temos, para cg(n, &, Q, Q') = max{cg,c7}, que

Ju(x) —u(y)|
e <o <M+ ||u||L2(Q)).

E podemos ainda concluir, tomando ¢ = ¢(n, a,Q, Q') = 2max{c4 max{R{,1},cs},

que
ju(x) —u(y)]

sup|u|+  sup PR

< e(M+]lull ) ).
Q x7y€Q/7x;£y
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Corolario 3.1.1. Suponha que u € H. (Q) satisfaz
/ Duf2dz < M2 B (x) C Q,
B(x)

para algum o € (0,1). Entdo u € C/} (Q) e para todo Q' € Q temos

|u(x) —u@)|

sup|u|+  sup PR

<e(M+llullzg)),
Q x,yeQ/7x7éy
onde ¢ = c(n, 0, Q,Q) > 0.

Prova. Pela Desigualdade de Poincaré (2.0.7), temos que existe C = C(n) > 0 tal que

/ u—uy,|*dz < Crz/ |Dul|?dz.
B(x) B, (x)

Dai,
/ U — gy [2dz < CF2 / Dul2dz < c(n)M*" 2.
By (x) B (x)

Portanto, u satisfaz o Teorema 3.1.1 e o resultado segue dele. U

Lema 3.1.1. Seja ®(t) uma funcdo ndo-negativa e ndo decrescente em [0, R|]. Suponha que

®(p) < A((B) Y e)d(r) + Brf

r
para todo 0 < p <r <R, onde A,B, ., 3 sdo constantes ndo-negativas com 3 < o. Assim, para
todo v € (B, ), existe uma constante & = €y(A, ., B,7) tal que se € < & entdo, para todo
0 < p <r <R, temos

P(p) < c{ (g) }/CID(r) —i—Bpﬁ}

onde c é uma constante positiva dependendo de A, «, B,y. Em particular, para todo 0 < r <R

temos

®(r) < c{ q>(11:y)rv +BiP }

Prova. Parat € (0,1] e r < R temos
®(tr) <A(t%+€)®(r) +BrP.

1
Tomando &y < t* e, paray € (B, a), tome 7= (2A)7* < I.

Obtemos entéo, para todo € < & que A(t% +¢) < ©¥e ®(tr) < T'®(r) + BrP.



Assim, para k > 1 temos

d(trtlr) < TYCID(rkr)+Bfkﬁrﬁ
< t*DYP(r) + BTk B ):k J(r=B)
< Tk DP(r) 4 BZ kﬁrﬁ

Note que se k =0, como 1 <7 y — > temos que

& (") = d(1r) < 77D (r) + B < 1O (r) +B%.
Também, para k = —1, como 0 < B%’ temos ainda que
Ot ) = @(r) < T p(r) +B—1T__Zf 5
Logo, para todo kK > —1 temos
o (tF ) < 1Y (r) +B%.

Como p < r temos que existe ko > —1 tal que tal que T2 < p < ghotly,

Dai,
CI)(p) < q)(Tk0+1r) < T(kO‘H)Y(I)( )+B TkOByrl;
B
! (5) Y p
P 2 _ 1(p Bp

Daf, tomando ¢ = c(A, o, 8, y) = max{, m} obtemos

P
®(p) < o (%)@ (r) + BpP |
E, tomando r = R, concluimos que, para todo 0 < p < R, temos
Y
®(p) < ¢ (R)p +BpP}.
Proposicio 3.1.2. Suponha que u € H'(Q) satisfaz
/ \Dul*dx < Mr*, V¥B,(xp) C Q,
By (xo)
para algum U € [0,n). Entdo, para todo Q' € Q e para todo B(x0) C Q com xp € Q' temos

/ |u|2dx§c(n,),,u,Q,Q/)<M+/ jufPdx)
By(xg) Q

onde A = u+2, se L <n—2e U équalquer nimero em [0,n) sen—2 <y <n.

24



25

Prova. i) Seja Ry = dist(Q',0Q), xo € Q ¢ 0 < r < Ry.

Pela desigualdade de Poincaré, temos que existe C = C(n) > 0 tal que

/ |t — | 2dx < Crz/ \Du|*dx < CMrH+2.
By(xp) B (xo)

Agora, tomando ¢ = ¢(n,Q, Q) = Cmax{l,RgH_l}, temos dois casos:

1. Se u < n—2 entdo podemos tomar A = p + 2 e concluir que
/ ) |t — | 2dx < CMr* < cMr*.
B (xo
2. Sen—2<pu<n,tomamos 0 <A <n<u+2eobtemos u+2—1>0,e
/ lu— uxO,r|2dx < CMA P24 < cMr’l,
Br(xo)
onde usamos que 24 < max{l,RgH*k}, pois se 0 < r < 1, entdo r* 274 < 1; e se

r> 1, entio rtt2-4 < Rg”f)t.

Ou seja, em todo caso, obtemos para A como no teorema que
/ |t — wyy | dx < cMr.
By (xo

i) Seja 0 < p < r < Ry.

Temos,
2
Jo, gy 2dx = I, () |t dx < S (xo) (it ] + [t = 1y |) "l
< 2pr (x0) (‘uxo,r|2 + |u— uxoyr‘z)dx = 2wpp"[uxy,r >+ 2pr (x0) ju— uon’zdx'
Mas,
/ \u—uxo,r\zdxg/ |u—uxo,r\2a’x§CMr’l.
Bp(xo) (x0)
E,

1

2 2

< dx
’“xo,r‘ o Wnrn /Br(XO) |u| ’

pois, pela desigualdade de Holder,

el 21 (8, () < el 228, (o) | U 228, (x) -
Dai,

1
/ |u|?dx < 2wnp"< - / |u|2dx> +2eMr* = 2<B)n/ |u|?dx + 2cMr*.
By (xo) Wil JB,(xo) 7 JB(x)

n
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Definindo entdo ®(r) = [p (4 |u|>dx e tomando € > 0 qualquer, obtemos que & & crescente,

ndo-negativa e, se 0 < p < r < Ry, entdo

P(p) < 2(<B)n +8)<I>(r) +2eMrt

’
Logo, aplicando o Lema 3.1.1 paraA =2, a = n,B = 2cM, 3 = A, concluimos que, para todo
0<r<R,eye (A,n)temos k =k(A,n,7y) tal que

D(R)r
RY

D(r) < k{ +2cMr)”}.

Y A
Tomando R =Ry, ¥ = ”gl , e usando que (p) < (%) concluimos que existe k = k(n,A) tal

r

que se 0 < r < Rp temos

®(Ry)r ®(R
®(r) < k{(—?rJrszr’t} - kr"{¥ +2cM}.
RO RO

Portanto, existe K = K(n,l,,u,Q,Q/) = kmax{%,Zc} tal que
0

/ wdx < Kr* <M+ uza’x> < kr? <M+/ uzdx).
By (x0) Bry (x0) Q

3.2 Cubos diadicos e a desigualdade de John-Nireberg

Trataremos agora de cubos no lugar de bolas, visando a demonstragdo do Teorema
(ou Desigualdade) de John-Nirenberg.
Para tanto, trataremos do conceito de cubos diddicos e da Decomposi¢ao de Calderén-

Zygmund.

Definicao 3.2.1. Seja Qg o cubo unitdrio.

Defina "1-geracdo"o conjunto de cubos formados ao subdividir Qo em 2" cubos de
mesma aresta, e "k+1-geracdo"o conjunto de todos os cubos formados ao subdividir cada um
dos cubos pertencentes a "k-geracdo"em 2" cubos de mesma aresta.

Cada um dos cubos pertencentes a alguma geracdo é chamado cubo diadico.

Além disso, por construcdo, cada cubo Q na "k+1-geracdo"vem da subdivisdo de

algum cubo, Q' na "k-geracdo", ao qual chamaremos o predecessor de Q.
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Lema 3.2.1 (Calderén-Zygmund). Suponha que Q é um cubo diadico, | € L (Q) € ndo-negativa,
e o> ‘—é| fQ fdx é uma constante fixa. Entdo existe uma sequéncia de cubos diddicos ndo

sobrepostos, {Q} jen, contidos em Q, tal que

fdx <2

fx) <o qrpxeQ\|Jgj, e |Q|
j J

Prova. Considere os 2" cubos diddicos, Qjo,1 < j < 2", da subdivisdo de Q e tomemos dentre
eles os cubos Q* que satisfazem o < @ fQ* fdx.
Note que de fato existe Q*, pois caso contrario teriamos para todo 1 < j < 2" que

| fQ ofdx <o e, portanto,

IQI/f IQIZ/ T <ig]

o que contradiz a hipdtese sobre ©.

|Qj0

Para cada cubo em Q\ |JQ*, subdivida-o em 2" cubos diddicos e tome os cubos Q**

que ainda satisfizerem o < | [ fdx (que existem de modo andlogo aos cubos anteriores) e

IQ**
repita o processo com os que ndo satisfizerem.

Assim, repetindo o processo indefinidamente, obteremos uma sequéncia de cubos
{Q;} jen satisfazendo o < o] fQ,- fdx.

~ / : 1

Mas, pela construgdo de {Q,} jen, cada predecessor O ; de Q; satisfaz 07 fQ’J fdx <
c.
Dai, sendo 2"|Q;| = Q| e Q; C Q;., concluimos que

d d 2o
rQJ\ S \Q'/f’“<

Seja F =0\, Q.

Para cada x € F construiremos uma sequéncia {Q'};cy de cubos diddicos tais que
xeQ, Iﬁl’\ fQifdx < 6 e diamQ’ — 0 quando i — oo.
Temos x € Qefanfdx< c.

Além disso, dado Qk diadico contendo x e satisfazendo ‘ ka fdx < o0, a0 subdividi-

\Q"
lo em 2" cubos diddicos, haverd um tnico cubo C dentre eles contendo x, pois eles ndo se
soprepdem.

Tal cubo tem metade do didmetro de O, e satisfaz \Tll Jofdx < o.

Caso contrdrio ﬁ Jcfdx> o, entdo C € {Q}} jen e, portanto, como x € C, entdo x € U;Q;.0

que gera uma contradi¢do.
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Logo, podemos denotar C = Q**!, e obtermos a sequéncia desejada.
Por fim, se x € Qi , @ fQ; fdx<oe diain — 0, entdo, pelo Teorema de Diferen-

ciacao de Lebesgue (2.0.3),

f(x)zlim@/@fdxgc q.t.prF:Q\LjJQj.

Teorema 3.2.1 (John-Nireberg). Suponha que u € L' (Q) satisfaz
/Q\u— ug|dxleqgM|Q|, VO C Q,
onde ug = @ Joudx. Entdo, para todo Q C Q et > 0, temos
{x € Qs lu—ug| > 1}| < 1] Qle™ ",
para constantes positivas ¢\ e c; dependentes unicamente de n.

Prova. i) Basta provar para M = 1, pois uma vez provado, seja u € L' (Q) qualquer tal que
/ lu—ug|dx < M|Q|, VO C Q.
0
Tomando v = Aidu, temos v € L1(Q) e

[ v=vlax<ol, vo c @
0

Dai, para §; > 0 existe ¢y, ¢ tal que
t
[re @il —vl > ) < crlle™ .

Portanto,

_ 2
{x € Q;|u—ug| >t} <ci|Qle .

ii) Seja @ > 1 > @fQ |u—ug|dx, YO C Q.
Em particular, dado Q C Q, temos
o> L/ lu—ug|dx.
10l Jo

Dai, tomando f = |u—ugp| € L'(Q) no Lema de Calderén-Zygmund (Lema 3.2.1),

o5}

obtemos uma sequéncia de cubos nao sobrepostos, {Qg.l) =1 tal que

1
lu(x) —up| < a q.t.p.xGQ\Ule) e ang—U”/Q('I)|u—uQ|dx<2”(x.
j J
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Logo,
n, 1 1 1
0= X [ lu-uglav< - [ ju-ugldx< —|0].e
219 aj; o 10 ale o

j=1

1 1
u 1) —ugl = —- ‘/ (u—uQ)dx‘ < —1/ lu—ugldx <2"a.
o )|/ 0} /0

1i1) Temos ainda que

J

1
OC>—/ lu—u_)|dx.
lo R A

Dai, tomando f = |u—u Q(l)’ cL! (QS.I)) no Lema de Calderén-Zygmund (Lema 3.2.1), para
j

cada j, obtemos uma sequéncia de cubos ndo sobrepostos, {Qg.z) ;.":1, contidos em UQE.]), tal

que

1 2 1 "
|u(x)—uQ§1>\§a q't'p'erE')\UQS‘) e aS@/Q(2>|u—uQ31)|dx<2 .
J

J

Logo,

IN

J
LY |Q§~1)| < $|Q|, e

1
— A u—u dx 2"(1.
0% fo> | 0} |

2 1 1
Yi>1 |Q§- o< a Lzl lu— 0 |dx aLj>1 fQ§1> |u— o |dx

IN

IA
IN

lu ) —u

02 Q&l)!

Além disso,

u(x) —ugl < q.r.p.xe\JO',e
n n 2
lu(x) —ug| < |u(x) _MQE'I)‘ + ]qu) —ug|<a+2"a<22%x gqt.p.xe Qi‘l) \UQ§ ).

Ou seja,

lu(x) —upl <2.2"0 gq.t.p.xe Q\UQEZ).

iv) Repetindo o processo indutivamente, usando f = |u—u 0% | no lema de Calder6n-
j

o)

Zygmund, para cada j, obteremos para cada kK > 1 uma sequéncia de cubos adjacentes {ng) =1

contido em |J Q&kil), tal que

k—1 k n
|lu(x) —uQ(_k-1)| <o gqtp.xe Qg )\UQE ) e /Q(k) |u—uQ(_k_1>|dx <2"a.
J J

L
- |Q5~k)| j



Logo,
(k) 1 1
Zj21|Qj | < aijlfQﬁk)|u_uQ§k—l)|dx < aijLnyH) |u—uQ§k71)|dx
k—1
< X0 < L0l
< xlol.

Além disso, indutivamente,

u(x) —ug| < (k—1)2"a q.r.p.xeQ\|Jo' .

E,
_ < _ - k=20 o —u _
u(x) —ug| < |u(x) o |+ X |MQ5> MQ§+1>| + |MQ51> ug|
< oc+Zf.‘;122”oc+2"oc <k2'a q.t.p.x€ ng—1) \UQE").
Ou seja,
k
lu(x) —up| <k2"a gq.t.p.xe Q\UQE. ),
E, portanto,
k k 1
{re o:lu—ugl >2'ka} < || < ¥ 10} < —zlal.
=1
v) Por fim, dado # > 0 temos que existe k > 0 tal que t € [2"ko,2"(k+ 1) ).
Mas,
{x € Qslu—ug| >t} < [{x € Q;lu—ugp| >2"ka}| < a™*|Q|.
E,
o = qa K+ = ge—(k+Dloga < ae—‘;&gt'
Logo,

lo
{x € Qi lu—ug| > 1} < ae™ ' |Q).

E, tomando a@ =2,c; =ci(n) =2ecy =c2(n) = 12%%, obtemos finalmente,

{x € OsJu—ugl >t} <ci|Qle™.

30
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Definiciio 3.2.2. Se u € L'(Q) satisfaz

1
[B-(x)] JB,(x)

lu—uy, |dz <M, VB,(x) C Q,

entdo u é chamada fungdo de Oscilacdo Média Limitada, ou, em ingés, Bounded Mean Oscilla-

tion (BMO) function.

Obs 4. Podemos trocar bolas por cubos na defini¢do de fungdo de oscilacao média limitado, ou
seja,

u é BMO se, e somente se, ﬁfQ\u—uQWx <M, V0 C Q.

Obs 5. u € L*(Q), entdo u é BMO, pois se |u| < M, entdo |u— uy | <2M.

Dai,
1

1B- ()] JB,(x)

lu—uy,|dz < 2M, VB,(x) C Q.

Portanto, u é BMO.
Obs 6. A fungdo u: (0,1) — R definida por u(x) =logx é BMO.
Demonstragcdo. Consultar (STEIN; MURPHY, 1993). ]
Uma consequéncia do Teorema 3.2.1 € o seguinte coroldrio:
Corolirio 3.2.1 (Desigualdade de John-Nirenberg). Suponha que u € L' (Q) satisfaz
/ lu—uy,|dz < Mr", VB, (x) C Q.
B(x) /
Entdo, para todo B,(x) C Q, temos
/ epﬁ()'”_“xﬁ"dz <cr,
B(x)

para constantes positivas pg e C dependentes unicamente de n.

3.3 Equacoes homogenéas e funcées harmonicas

Trataremos agora das solu¢des fracas da EDP:
—Dj(aij(x)Diu) = f(x) em B,
onde a;; € L”(B;) ¢ uma matriz uniformemente eliptica e satisfaz

AMEP? < aij(x)&&; < AEI?, Vx € By VE €R”,
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para constantes 0 < A < A < oo,

Ou seja, trataremos das fungdes u € H'(B;) que satisfazem

/ aijDiuDj(pdx = / fodx, \V/QD S Hé (B]).
B, B,

Antes, porém, provaremos algumas estimativas para o caso particular em que u € C'(B;) que
satisfaz

/B ai;DuD jpdx = 0, Yo € C(B).
i
Lema 3.3.1 (Desigualdade de Caccioppoli). Suponha que u € C'(By) satisfaz
/B a;jDuD;jpdx =0, V¢ € C(])(Bl).
1
Entdo, para toda fungdo 1 € C}(B)), temos
/ n?|Dul?dx < C/ \Dn *udx,
B B
onde C = C(A,A) é uma constante positiva.
Prova. Tomando ¢ = un?, onde n € C}(B)), temos que ¢ € C}(B;) e obtemos
/B (@D ju)n’* + 2(ai; DD un]dx =0
Mas, pela elipticidade e limita¢@o de a;;, temos que

AlDu|* < a;DuDju,e
2A.

IA

|aij]
Dai,
7(./ ‘Du’znng/ aijD,-uDjunzdx§2‘/ (aijD,-uDjn)undx‘
B B B

Além disso,

2| [ (@D myunds| <2 [ fay||DulDn]ulln|dx < 4A [ |DulDnlulinld
1 1 1

Logo,
A/ \Du!znzdx§4A/ \DulDn|[u]|7|dx
B B

Mas, pela Desigualdade de Holder (2.0.5),

1

1 1
/ |Du|Dn||u||n|dx < (/ |Du|2n2dx>2</ Dn|2u2dx>2.
B By B
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Portanto,

1 1
l/ |Du\2n2dx§4A</ |Du|2n2dx>2(/ Dn[zuzdx>2.
B By By

. 2
E, assim, tomando C = 12—’2\, obtemos

/ ]Du\znzdeC/ \DN|*u’dx.
B B

Corolario 3.3.1. Suponha que u € C'(By) satisfaz
/ a,-jDiuDj(pdx =0, VQD S Cé(Bl)

B

Entdo, para todo 0 < r < R < 1 vale que
C
/ |Dul?dx < —2/ uldx,
Br (R - ’") BR

onde C = C(A, L) é uma constante positiva.

Prova. Tome n € C(l) (B1) na Desigualdade de Caccioppoli (Lema 3.3.1), tal que n = 1 em B,,
n =0 forade Bg e |[Dn| < =

Obtemos assim que existe C = C(A,A) tal que

I, |Dufdx Jg, |DulPn?dx <[5 |Dul*n’dx

C Jp, |DnPutdx = CfBRIDn|2u2dx

IN

IN

(Rf—c;)z JBr u?dx.

Tomando entdo ¢ = ¢(A,A) = 4C, obtemos

C
/ \Dul?dx < —2/ uldx.
B, (R - ’") Br

Corolirio 3.3.2. Suponha que u € C'(B) satisfaz
/ aijDiuDj(pdx =0, Vo e Cé(Bl).
By
Entdo, para todo 0 < R < 1 vale que

/ wWdx <0 | uldx, e / |Du|*dx < 9/ |Dul*dx,
Bp Br Bg Bgr
2 2

onde 6 = 0(n,A,A) € (0,1) é uma constante.
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Prova. i) Tome 1 € C}(Bg) na Desigualdade de Caccioppoli (Lema 3.3.1) tal que 1 = 1 em B% ,
e|[Dn| < Zem Bg \ By.

Obtemos assim que existe C = C(A4,A) tal que

s, ID(nu) ax - < 2((fa, ID() Pdx+ Jy, |Duln’dx)
< 2( Sy ID(M) P+ C Jy ID() Pl
= 2(C+1) fy, ID() P
= 2ACH1) [y IDON)Pudx+2(C+ 1>fBR\Bg ID() Pudx
< C+1 fBR\BR

Tomando entdo ¢ = ¢(A,A) = 8(C+ 1), obtemos

/ |D(nu)|*dx < (12/\)/ uldx.
R BR\Bg

Aplicando a Desigualdade de Poincaré (2.0.2) para nu obtemos ¢ = ¢(n) tal que

/ (Mu)*dx < ch/ \D(nu)|*dx.
Bg Br
Ou seja,
fBg wdx = fBg (u)*dx < o, (Mu)*dx
< c(mr? fBR ID(nu)Pdx < C(”)Rz% fBR\BB udx
2
= ci(n,A,A) fBR\Bg wdx,

onde ¢; = ¢1(n,A,A) = c(A,A)c(n). Mas,

/ uzdx:/ uzdx—/ uldx.
BR\B% Br Bg

Portanto, para 6 = 6;(n,A,A) = £ L, obtemos
/ u’dx < 91/ u’dx.
Bg Br
2
ii) Defina
1
a=-——— udx.

[Br\ Br| JBg\Bg
2 2

Aplicando a Desigualdade de Caccioppoli (Lema 3.3.1) para v = u — a obtemos

/ nlev\zdng/ \D |2V dx.
Bg Bg
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Como Dv=Du,v=u—ae |Dn| < % obtemos

4
[ wpuPax<c [ ipnPu- i< ] (u—ayr.
BR BR R BR

Mas, pela Desigualdade de Poincaré (2.0.2), obtemos

/ (u—a)?dx < c(n)Rz/ |Du|?dx.
BR\BIZS BR\Bg

Assim, para ¢; = c3(n,A,A) =4C(A,A)c(n), obtemos

fBR |Dul*dx = fBR Nn*|Dul?dx < fBR 1% Dul?dx
2 2

IN

?g—ngR\BE(”—a)de < Be)R? [, ®\Bg |Du|*dx
2
2

Mas,

/ |Du|2dx:/ |Du\2dx—/ |Du|?dx.
BR\Bg Br Bgr

2

Portanto, para 6, = 6(n,A,A) = obtemos

c+1’

/ |Dul?dx < 92/ |Du|?dx.
Bg B

2

Finalmente, tomando 6 = 0(n,A,A) = max{6;, 6>} concluimos que

/ wWdx <0 | uldx, e / |Du|*dx < 0/ |Dul*dx.
Bg Bg Bg Br
2 2

Corolario 3.3.3. Suponha que u € C'(B) satisfaz
/ a,-jDiuDj(pdx =0, Vo e C(I)(Bl).
B
Entdo, para todo 0 < p < r < 1 vale que
u
/ uldx < C(B> / uldx, / |Dul?dx < C / |Dul*dx,
B, r B,
onde C =C(n,A,A) e u = u(n,A,A) sdo constantes positivas.

Prova. Defina

CD(u,R):/ wldx, e ‘P(u,R):/ |Du|*dx.
Bg Bg
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Temos que existe 8 = 0(n,A,A) tal que

R R
D(u, 5) <0P(u,R), e ¥(u, 5) < 0¥ (u,R).

Por indugio, obtemos que para todo inteiro k > 0 temos
R k R k
CD(M,?) < 0"®(u,R), e ‘P(u,?) < 60"¥(u,R).
Seja0 < p <r§lf:kzOointeirotalque2,(—fH <p §2—rk.

Temos, para 4 = u(n,A,A) = —log, 0 que 20 =1, ¢
Bu,p) < B, 37) < 0°D(u,r) = 071 (27 0) (240) b, ).

u
Logo, usando que (2*(1‘“))“ < %) tomando C = C(n,A,A) = é, obtemos

Obs 7. Para toda g € L*(Q) e B,(xq) C Q temos que

2 . 2
— oy dx:mf/ —k|“dx.
/Br(xo) 8= 8101 keR JB,(xo) s =K

Prova. Como g € L*(B,(xg)) temos que F (k) := I, 18 = k|>dx é uma fungio convexa e
diferencidvel com relagdo a k, e F (k) = |, B(x) 2 (k—g)dx.

Portanto, F’ (ko) = 0 se, e somente se, kg = m J, By (x0) gdx.

Além disso, sendo F limitada inferiormente, pois F (k) > 0, Vk € R, e sendo F uma

funcdo convexa, o minimo de F' € atingido em k.

Assim, F (ko) = [, (x) |8 = &xo.r|*dx = inficr [p (1) | — k[Pdx. O
Lema 3.3.2. Suponha que u € H'(By) satisfaz
/B ai;DuD jpdx = 0, Yo € C(B).
1
Entdo vale que

s, + 11Dl By < e, 2,8) [ Jud
1

2 2
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Prova. Dado ¢ € C}(B), temos que u € solugdo da equagio

/ aijD,-ij(pdx:O (3.1
B

Mas, derivando, obtemos que as derivadas de u também sao solucdo da Equacdo 4.2.

E, pelo Coroldrio 3.3.1, obtemos ¢; = ¢1(A,A) tal que toda solugdo v da Equacéo 4.2 satisfaz

1DulPagg, ) < cillul 22z,

(]

Assim, aplicando o Coroldario 3.3.1 em cada derivada, obteremos para todo k € N uma contante
¢ = ca(k,A,A) tal que que

1l B, < el Baga, -
2

Mas, pela Imersio de Sobolev (2.0.3), obtemos que parak = |5] +2ey = % a existéncia de

c3 = c3(n) tal que

Assim, para ¢4 = c4(n,A,A) = czc%, obtemos

2 2 2
||”’|Lw(31)+||D”Hm(31) < H”Hd% )

]
]

IN

c%““”%{k(b)l)
2

< C4"u"%2(31)-

Lema 3.3.3. Suponha que u € H'(B,) satisfaz
/ aijD,-uDj(pdx =0,Vep e C(l) (Br).
B,

Entdo, para todo 0 < p < rvale que

n n+2
/ \u|2dx§C<B> / ul?dx, e / |u—up|2dx§C<B> / |t — u|*dx,
Bp r B, Bp r B

r

onde C = C(n,A,A) é uma constante positiva e u, = ‘é | Jp, ud-x.

Prova. i) Note que basta provar para 0 < p < 7, pois se 5 < p <r, temos para C = 2"*2 que

n
[, luPax < [, lufdx < 2(2) J lulax
n
< C(g) fBr|u|2dx,e
pr’”_“pyzdx < pr’”—”r‘zdx < fBr‘”—”r‘zdx
o (p n+2 ) p n+2 )
< 2" (7> Jp, lu—u,|["dx = C(;) g, |t —u,|~dx.
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ii) Basta provarmos a seguinte afirmacao:

r —

2

2 2 COLA,A) 2
|ulfo5,) TR \Du|Lw <T Br]u\ dx.

[\)

De fato, uma vez provado, temos para 0 < p < % que

Jp, luldx < 1l 75, |Bp| < WnP"llulliooB,
< wap"5 [p ul?dx = wnc( ) I3, \u]zdx e
Jo, li—upldr < fy l—u(@Pdx < p2fy IDullt(y dv
< wnp" P Dullep,y S wap" P55 [, luffdx

2
n+2
w,,c(%) I3, lul*dx.

Dai, tomando C = C(n,A,A) = cw, temos

2. < B”/ 270
/Bp\u]dx_C<r) B\u\dx

r

/ |u—up|2dx<C /|u|2dx (3.2)

Mas, substituindo u por u — u, na Desigualdade 4.3, o que podemos pois v = u — u, satisfaz

/B a,-jDiij(pdx:/B aijDiuDj(pdx: 0
1 1

obtemos

[ v—vplax= [ ju—upl 2= (P [ u—w P
0 = u up|dx<C M dx = r B|u uy|“dx.

111) Ora, como ja temos o resultado para r = 1, pelo Lema 3.3.2, basta provarmos
para r > 0 qualquer.
Seja w(x) = u(rx), onde w satisfaz

|W|i°°(Bl ) + ‘DW‘%“’(BI ) S c(n,l,A)/B |W’2dx'
2 2 1

2

Temos,
2 2 2 2 2
W2z, = sup [w(x)> = sup [u(r) = sup [u() = ul3-(5,
2 xeB% xGB% xGBg 2

\Dw\%w(Bl) = sup |D(u(rx))|> = sup |rDu(rx)|> = 1 sup [Du(x)|> = rleu|Lm
2 XEB] XEBL XEB%
2 2

Br)

N\\
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Portanto,

]

Lema 3.3.4 (Estimativa Bdsica para Fungdes Harmdnicas). Suponha que w € H'(B,(x))) é
solugdo fraca de

a,'le'dex =0.

Entdo, para todo 0 < p < rvale que
2 p\" 2
JB,(xy) 1PW[dx < C(?) JB,(xo) |PW|"dx, e
n+2
Jg,(x0) IPW = (DW)yop?dx < C (g ) I8, () IPW = (DW) o [Pdx,
onde C = C(n,A,A) é uma constante positiva.
Prova. Seja u(x) = Dw(x+xg) para x € B,.
Temos que u € H'(B,) e satisfaz a;jD;jju =0, pois a;jD;jw = 0.
Logo, obtemos para todo ¢ € C(]) (B,),
/ aijD,-uDj(pdx =0,Vep e C(l) (Br).
B,
Assim, pelo Lema 3.3.3, para todo 0 < p < r vale que
n
o, lulPdx < C(B)" Jy luPdx, e
’ P n+2 )
[y, lu=upl? < (&) [y, lu—uPax,

onde C = C(n,A,A) é uma constante positiva.

Assim,
pr(xo) [Dw?dx - pr |u*dx < C(%) fBr|u|2dx
n
= C(%) J5,(xp) |IDW[Pdx, €
n+2
gy a0y DW= (DW)ey Pl = Ji | = up < c(8)" Jy lu— P

n+2
= C(B) Ji ) IDW — (DW)ig P
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Lema 3.3.5 (Comparagio de Fungdes Harménicas). Suponha que w € H'(B,(x)) é solugdo
fraca de

aijDijwdx =0.

Entdo, para todo u € H'(B,(xo)) e todo 0 < p < r vale que
n
c{ (B) S gy | DU+ [ ) 1D (1t — w)|2dx}, e

(2)" fo, 10w (D P+ f, 1DGu—w) P} },

onde C = C(n,A,A) é uma constante positiva.

pr (Xo) |Dl/l|2dx

<
JBp (x0) |Du— (Du)y, p|?dx < C{

Prova. 1) Sejav=u—we0<p <r.

Temos, aplicando o Lema ??,

pr(xo) |Dul|?dx = pr(xo) |Dw + Dv|?dx
2 2
< 2fB%(x0) |Dw| dx+2pr(x0) |Dv|~dx
< 2c(§> S,y |PWPdx+2 [ ) [DV[2dx.
E,
(g) S,y IDWPdx = (B)"fB | |Du—Dv[dx
< 4C (%) B, (x0) |Du\2dx+4C< ) B, (x0) |Dv|%dx.
Dai,

Ji, gy IDulPdx < (B) S |Du|2dx+4C( ) Sy |DVPAx 2 [ () IDVdx
- (B) S0 |Du\2dx+{4C< ) 2} Jy a [PV
< 4c+2){( ) S, 20y | DA+ [, o) |Dv|2dx}
i1) Também temos que

Sy (0) 1PV = (DV)xo plPdx - < [, (1) IDVI?dx, €

fBr(Xo) ’Dv - (Dv)x05r|2d‘x S fBr(XO) ’DV’Zd.x.
Assim,
Ji, (x) 1D — (D)o p [Pdx <
szp(xo) |Dw — (DW)x |2dx—|—2pr(x0) |Dv — (Dv)x, p 2dx <
n+2
20(8)" fy ) 1D = (DW)ag Px+2 [ o) D Pl <
n+2
2C(8)" {2 g ) 1Dt = (D) Pl +2 [ ) 1DV = (DV)s P} +2 [ 1DV <
n+2

4c(g) S, sy 1D — (D) P+ (4C +2) [ ) 1DV x <

n+2
(AC+2){(R)" o0 1D = (D) P+ [ 1 ID(u = w) el .

Logo, tomando ¢ = 4C + 2, concluimos o resultado. L]
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3.4 Holder continuidade e Holder regularidade

Provaremos agora dois teoremas envolvendo a Holder continuidade das solugdes

fracas e de seus gradientes.

Teorema 3.4.1 (Holder continuidade). Seja u € H'(By) satisfazendo

/ aijDiMDj(pdx:/ fodx, VgoeH(}(Bl),
Bl Bl

Assuma a;j € C°(By) e f € LY(B1) para algum q € (4,n). Entdo u € C*(By) com a@ = 2—-2€

(0,1). Ademais, existe Ry = Ro(n, A, A, 7) tal que para todo x € B% er < Rgyvale

/ Pt o2l + g

onde C = C(n,A,A,t) > 0 ¢é uma constante positiva e T é o médulo de continuidade de a;j, ou
seja,

laij(x) —aij(y)| < t(|x—y|), Vx,y € By.

Prova. i) Seja xo € B% e B,(xo) C By. Temos, para ¢ € H} (B)), que

/Bl a,-j(xo)DiuDj(pdx = /B (f(P + (al'j(X()) — a,-j(x))D,-uDj(p>dx.

1
Além disso, sejav=u—w € H(} (B1), onde w satisfaz
/ aijDiij(pdx =0,Vep e H(} (Bl).
B
Temos entdao que

Jp, @ij(x0)DivDjpdx = [ aij(xo)DiuD;@dx — [ a;j(xo)DiwD;pdx
= fBl a,-j(xo)DiuDj(pdx
= fBl (f(P+ (a,-j(xo)—a,-j(x))Diuqu))dx.

Portanto, tomando ¢ = v, uma vez que v € H& (B1), obtemos
/ a;j(xo)DivD jvdx = / <f v+ (aij(x0) — aij (x))DiuDjV> dx.
B B
ii) Como A|&|? < a;j(x)&E; < A|E|?, Vx € By V& € R", obtemos que

A |Dv|2dx - )L/ |Dv|2dx < / a;j(xo)D;vD jvdx.
Bl B,-(XQ) Br(XO)
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iii) Usando a Desigualdade de Holder (2.0.5), temos

n+2

’ By dex’ - ’ Br(xo)fva,x’ = (/Br(xo) ’f‘"%dx>27 </Br(x0) Mn%dx)

Mas, pela Desigualdade de Sobolev (2.0.1), existe ¢ = ¢(n) tal que

n—2
2n

n—2

(/Br(xo) M%dx) i () </Br(x0) |DV|2dx)é,

E, usando a Desigualdade de Young (2.0.6), dado € > 0, obtemos ¢; = c|(n, €) tal que

n+2 n+2
n

1
s de) 27.)2 2 2n e
C(n)(/Br(Xo) |f] de) (/Br(xo) |Dv| dx) < S/Br(xo) |Dv| dx+cl</B o) £l +2dx> )

r

Assim,

n+2 1 n+2

‘ A fvdx‘ <c(n) </Br(xo) |f|%dx> = </Br(x0) |Dv|2dx>j < g/B o) |Dv|*dx+c; (/B o) |f|n%dx> n

r r

iv) Temos que |a;;(x) — a;j(x0)| < T(]x —xol), e, portanto,

‘ fB,(xo) (aij(xo) - aij(x))D,-uDjvdx‘ < fBr(xo) |ajj(x0) — a;;(x)||Djul|D jv|dx
< JB,(xp) T(IX = x0]) | Diue| [ D jv|dx
<

JB,(xp) T(r)|Diu||Djv]dx.

Mas, pela Desigualdade de Young (2.0.6), obtemos ¢, = ¢ (€) tal que

|Dv|2dx+c21'2(r)/ |u|*dx.

r(XO)

/ ©(r)|Diu||Djv|dx < 8/
Br(x())

r (X0
Logo,

|Dv|2dx+czrz(r)/ |Du|?dx.

Br(x())

‘/Br(xo) (aij(x0) —aij(x))DiuDjvdx‘ < 8/

Br(x0)

v) Obtemos entao,

lfBr(XO) ‘DV|2dx S

JB,(x) @ij(x0) DivD jvdx <

[ i) £Y63] | i, s (a1 (30) = a5 (x)) DD v <
2

n

on
€[5, (x0) |Dv|2dx+ ¢ (fBr(XO) ’f|n+2dx> +€ [5,(xo) |Dv|2dx + c2T2(r) B, (x) |Du|*dx.

Tomando € = % ecz3=c3(n,A) = %max{cl,cz} obtemos
n+2

szdxgc ‘Ezr/ Dul*dx+ / %dx o .
J o oParsed20) [l ([ i) )

r
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vi) Utilizando agora o Lema de Compara¢do de Fun¢des Harmonicas (Lema 3.3.5),

uma vez que w satisfaz a;;D;jw = 0, obtemos, para 0 < p < r, C =C(n,A,A) tal que

p\" 2 2
Duzdxgc — / Du dx+/ Dv|“dx ;.
/Bp (x0) [Du { (r) B (xo) [Du B (xo) DY }

Assim obtemos ¢4 = c4(n,A,A) = Cmax{c3, 1} tal que
n+2

/Bp(xo) IDuldeSCAL{[(g)nHz(r)} /Br(xo) |Du|*dx + (/B . |f|n%dx>7}.

Porém, temos paran > 2 que ¢ > 5 > n2+—”2 e, pela Desigualdade de Holder (2.0.5),

r

q(n+2) 2n (_ o )

/B( )IfI"%dxé [/B( )<|f|nz+"2> " dx] g (xo)|\' a0
r{X0 (X0

Ou seja, para o0 =2 — % teremos

n+2 2

20\ 2 (1- 2 )2 2
n+2 < 44 a N n m2)) e <y, / 4, q.n 2—5—20(‘
(/Brm)lfl ) _</Br(x0)|f| x)” (war) 1 <wa( [, Ifltax)"r

Obtemos entdo, para 0 < p < r, usando que B,(xp) C B; e ¢5 = c5(n,A,A) = camax{l,wy,},

que

/BP(XO) |DM|2dx = CS{ [(g)n—i—fz} /Br(xo) ’Du‘zdx—i_ (/Br(xo) ldndx) % /Br(xo) |u|2dx+rn72+2a‘|fH%q(Bl)}'

Dai, tomando ¢(r) = [p () \Dul?dx, e = 22(r), & =ne B =n—2+2a, obtemos

o0 <es{[(2)" +]0)+ PlrtBugs,

Portanto, pelo Lema 3.1.1 obtemos para 0 < p < r com 72(r) < & = &(n,A,A, &) temos

ce = co(n, A, A, o) tal que

o) <es{(2)" 6 +p 1 e ).

r

Ora, para r = Ry = Ro(n, A, A, &, 7) tal que 72(Ro) = & obteremos para p < Ry que

n—1+4o
Ty DUPx < cof () S uy IDuPx+p" 22 112, )}
-«
< a2 B [y, IDuPdx+ |1y g )

Portanto, tomando ¢7 = cgmax{1,R3 "2} obtemos

2 1 < oo p— 2420 / 2 2 < o pn=24201 5 5 |
/Bp(xo) |Dul|“dx < cgp { A |Dul dx+|’f||L61(Bl)} <cgp {HMHH'(BI)+HfHLq(Bl)}

Usando o Corolario 3.1.1 obtemos ainda que u € C*(By). O
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Teorema 3.4.2 (Holder Regularidade). Seja u € H'(B) satisfazendo

/ a;iDiuD jpdx :/ fodx, Vo € Hé (By).
B B,
Assuma a;j € C*(By) e f € LY(By) para algumq>ne o0 =1— 7 € (0,1). Entdo Du € C%(By).
Ademais, existe Ry = Ro(n, A, A, ||aij||co, @) tal que para todo x € B% er < Rgvale
2
o 1Pu (P Pz < 2L g+ el
onde C =C(n,A,A,llajj||ce,a) > 0.

Prova. Seja xg € B% e B,(xo) C By. Temos, para ¢ € Hl(B)), que

/31 a;j(xo)DiuD j@dx = /Bl (f(p+ (al'j(X()) —a,-j(x))DiuDj(p>dx.
Além disso, sejav=u—w € H(} (B1), onde w satisfaz
/B a;;DiwDjpdx =0, Yo € Hy (By).
1
Temos entdo que
fBl aij(xo)DivDjpdx = fBl a;j(xo)DiuD j@dx — fBl a;j(xo)DiwD j@dx

= fBl aij(xo)D,-uDj(pdx
= fBl (f(P + (a,-j(xo) — a,-j(x))DiuDj(p> dx.

Portanto, tomando ¢ = v, uma vez que v € H} (B;), obtemos

/B a;j(xo)DivD jvdx = /B (fv + (a,'j(xo) — a,-j(x))D,-uDjv> dx.
1 1
Porém, note que como a;; € C %(B1), temos

‘fB,(xo) (aij(xO)—aij(X))DiuDdex‘ < Jp(x) 14ij(x0) — aij(x)||Diu|[Djv|dx
S ) 0 | 3| D] D v dx

Jx—xo|*

< JB,(x0) ll@ijllcar®|Diul|Djv]dx.
Assim, prosseguindo como na prova do teorema anterior (Teorema 3.4.1), mas trocando 7(r) por
||aij||car® obteremos c| = c1(n,A,A) tal que

| pvPdr < erflayl e
By (xo) B

n+2

(x0) g ”%dx> N }

|Dul?dx + ( /
(x0) B

r r
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Utilizando agora o Lema de Comparac¢do de Fun¢gdes Harmonicas (Lema 3.3.5), uma

vez que w satisfaz a;;D;jw = 0, obtemos, para0 < p < r,C=C(n,A,A) tal que
q iy

Jopiy IDuPdx < C{(B) g IDUPAx+ [y, ) 1D = w) P}, €
) P n+2 ) s
gy o) 1D = (D) pPdx < CL(8)" fy 1Du— (D Px+ [y, D —w) P}

Assim obtemos ¢; = ¢3(n,A,A) = Cmax{cy, 1} tal que

pr(xO) |Du’2dx Y <
e\" 2 2 2 2, N
C2{ [(7) + llaijllcar a] B, (x) DUl "dx + (fB,(xo) | f] de) }, e
pr(xo) |Du— (DM)XO7P|2dx <

n+2

n+2 2n o
{(B) Jy, 1D — (D) P+ i [2ar®® [, 1DuPx + ( g, ) | F1720) " ).

Porém, temos pela Desigualdade de Holder (2.0.5), paran >2ea =1— g, que

PN 2 :
(/Br(xo) |f|"+2> = Wn</Br(x0) ’f|q> e = Wn(/Bl ’f|q) 12 — Wn‘|f”%q(31)rn+2a.

Logo, para ¢z = c3(n,A,A) = c;max{1,w,}, temos

Iy (o) D1 -
p\" 2,2 5 ) s
C3{ [<7> + HaUHCar Oﬂ} fBr(XO) |Dul|” + ||f”L4(Bl)” * a}’ e
fBP(xo) |Du— (Du)xo,p|2 <

n+2
c3{(§> Jg, 1Du— (Du)xy.r* + @il [ar® [, (x) |PulPdx + Hf”iq(Bl)r"Ha}-

Ou ainda, pondo ¢4 = ca(n, A, A, ||a;j||ce) = c3max{||a;j||#«, 1} obtemos

pr(xo) |Du|2 S
A 2 2 +2
ca{ [(8)"+ 72| Ly, a) IDUP 1112524} €
sy 50y 1D = (D) 2 <

n+2
C4{ (g) fBr |Du - (lei)xo,r|2 —+ rza fBr(XO) |Du|2dx—|— Hf| ’%q(Bl)rn-i-Za}.

Para ot > & > 0 temos r"12% < 126,

Sy P <es{[(5) 4T

r

€

DUl + 111522}
X0)

Logo, pelo Lema 3.1.1 obtemos ¢5 = c5(n, A, A, ||a;j||c,8) tal que se xg € Bi_,, e 0 < r < rp =

min{}, 7} onde r}* = & = &(n, A, A, ||a;j||ce, §) temos

2 n—28 2 2 < 25 2 2
/B,<xo> |Dul? < esr {/B,O(m DUl 111z b < s 22 IDullZais,) + 11 Baiay
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Portanto, para 0 < p <r <rgece = ce(n,A,A,||aijl|ce,0) = c4max{1,2c5} obte-

mos

/Bp(xo)|Du (D)o p <c6{ /\Du (Dut) g |? 720 0) [HDMHLz +||fHL‘lBl]}

Aplicando novamente o Lema 3.1.1 obtemos ¢7 = ¢7(n,A, A, ||ajj||ce, 6) tal que se

X0 € Bi_, € 0 <r < rytemos

Du— (Du)y, ,|* < (aé)/ Dut— D)y [P+ (11Dl Bore 1L FIR '
/Br(xo)| U= Dul|" < err” { Bro(xo)| u= (D)o [” ull728,) ||f||m(m)”

Mas,
|(Dut) . < o I, (o) 1D €
fB,-()C()) |Dl/l - (Du)x07r|2 S ZIBr(Xo) |Du|2 + ZIBr(Xo) |<Du)x07r 2
< ZfB,(xo) |Du|2+2fB,(x0) |Du|2
<

41Dul 22y
Logo, concluimos que

_ 2 n+2(a—9) 2 2
o 1P D 2 < 53 2D g 11 o -

Logo, pelo Teorema 3.1.1 concluimos que Du € C*~9 para todo § < « e, tomando

0 = § obtemos ¢ = c(n, o) tal que

1
supg [Dul < e{ [Ser(11Dul g, + 1171 Fag5,) ) + 11Dl |

1 1
< een)2 + D (IDul o)+ 1Aug,)

Em particular, se xo € B e 0<r<ry< }‘ concluimos que B, (xq) C B% e,
| o< [ (suplDul)® < war(el(Sen)d + 1) (10wl g+ 1 aga ]
By (x) By(x0) B ! !
Logo, como
”+2 2, 2o 2 2 12a
S pu= g pP < (B) [ Du 0w 4 [ DuPdr |,
BP(XO) By (xo)
Obtemos, para cg = cg(n,A, A, ||ajj||ce,00) = ¢4 [w,l (C((5C7)% + 1))2 + 1} que

[ pu= D)o < s{(B)" [ 100 0w P2 Dul s+ 11y
Bp(xo)
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Por fim, novamente pelo Lema 3.1.1 concluimos que paratodoxp € B1 e 0 <r <ry
2

teremos cg = co(n, A, A, ||a;j||ce, o) tal que

o P (D) < cor 2] [ 1D (D)4 108 17 ] -

0

Ou ainda, para C = C(n,A, A, ||a;j||ce, o) = Sco,

/Br(xo) [Dut— (Du)sy pI* < € 2[1Dul ) + 1111 2os,]-
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4 TEORIA DE DE GIORGI-MOSER
4.1 Limitacao local

Agora ji ndo mais consideraremos a;; € CY(Q), e sim a;; € L*(Q).

Assim sendo, precisaremos de uma nova abordagem para obtermos, por exemplo, a
Holder continuidade.

Para tanto, iniciaremos com alguns conceitos e com um teorema que limita local-
mente subsolucdes.

Considere

Lu= —Di(aij(x)Dju) emB; C Rn,

onde a;; € L(B;) satisfaz a condigdo de elipticidade uniforme
l‘ﬂz < a,-j(x)ﬁiéj < A‘§|2, Vx € B; V€ e R”,
para constantes positivas 0 < A < A < oo,

Definicdo 4.1.1.  [. A fungdou € H, 110 .(B1) é chamada subsolugdo da equagdo Lu = 0 se
/ a;j(x)DiuDjpdx < 0,Yp € Hy(B;) e ¢>0.
By

2. A fun¢dou € H llo (B1) € chamada supersolugdo da equagdo Lu = 0 se
/ a;j(x)DuDjpdx >0, Yo € Hy(B;) e ¢ >0.
By

Lema 4.1.1. Seja g(t) > 0 limitada em 19, T1| com 19 > 0. Suponha que para ©9 <t < s < 1

tenhamos

80) < 08(0)+ Loz + B,

para algum 0 € [0,1). Entdo para cada 1) <t < s < 7| vale

A
(s—1)®

gt) < c(a,e){ +B}.

Prova. Fixe 179 <t < s < 1) e para T = 7(0) qualquer satisfazendo 6 < t* < 1 considere a

sequéncia {f; };cn definida por

o=t e tiy=t;+(1-7)T'(s—1).
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Pela lei de formacao, obtemos que

i—1

ti=to+(1—1)(s—1) ) 7.
=0

Logo, tomando i — oo, obtemos que

1
lo=limti=t)+ (1 —7)(s—t) —— =to+s—1=s.
[—o0 1—7

Temos ainda que

g(ti—l) < Gg(ti) + oc +B= Qg(ti) + S_t)fa,cfioc +B.

A "
(ti—ti1) (1—1)*
Dai,

g(fO) < ng(tk) —I—Z;{:] [ﬁ(s — t)—af—ioc —|—B] i1

Okl e (s —1) XL, (+90) +BEL, 01,
Tomando k — oo, temos que

Gkg(tk) — 0
_ i ot ¢
Z;(:l (T ae)l — lf‘gr“’ €

ki1 1
Y0 —> g

Logo,

T ¢ B
—1) @ )
=0 —grati g

8(1) = glto) < (

1—1)¢

Portanto, obtemos ¢ = c¢(a, 0) = max{%ﬁ, ﬁ} tal que

g(t) gc{ —|—B}.

A
(s—1)
O

Teorema 4.1.1 (Limitagdo Local em By). Suponha que a;; € L”(By) e c € LY(By) comq > 5 e

n > 2 tais que
aij(x)EE; > AE)2, Vx € BIVE €R" e ||aijl|=(8,) +Icllra,) < A,
para constantes positivas A, A. Suponha que u € H'(By) é subsolugdo de

—Dy(ay(x)Dju) +cu=f



50

no seguinte sentido:

/ (a;jDiuD ;@ + cu@)dx < / fodx, Yo € H (B) e > 0 em By.
B By

Se f € L1(By), entdo u™ € L7 (By). Além disso, para todo 0 € (0,1) e todo p > 0 temos

loc

1
+< +
supu _C{—(l_e);Hu luos) + 111 isgs b

onde C =C(n,A, A, p,q) é uma constante positiva.

Prova. 1. Vamos considerar inicialmente o caso 8 = % ep=2.

u—k,seu>k
i)Sejak>0ev=(u—k)" =

0,seu<k

Para & € C}(B)) temos que ¢ =vE% € H} (By), e ¢ > 0. Portanto,

/ a;iDuD ;(vE?)dx < / f(véz)dx—/ cu(vE?)dx.

B B B
Mas, se u > kentdov=u—k e Dv = Du, e se u < k entdo v = Dv = 0. Logo, denotando
{u >k} = {x € By;u(x) > k}, obtemos

a;iDiuD ;(v 2dx</ % de—/ cu(vE?)dx.
/{u>k} DuD;(ve)dx < {u>k}f( =) (k) (vs")

Temos ainda que

sy aijDiuD;(vE?)dx = Jusy aijDiu(E°Djv +2vE D& ) dx
> [k E%a;;D;vDjvdx +2 Jusky @ijvEaiDivD & dx.
Mas,
Juusiy §2aiDvDyjvdx > A frsiy |IDVPE?dx, e
2 [rusky @ijvSaiDivD;Sdx > —2||aij||L=(8,) Jiusi} vEDivD jE dx
> —2A [(y>1y vEDivD & dx
> ~ Jpusy (IE11DV]) (2AvD ;& ) dx
> =4 Josy IDVPERdx =22 [y IDEPYax.
Assim como,
Jusn FOE)dx < [y [fvE%dx, e

—f{u>k}cu(v§2)dx = —f{u>k}c(v—|—k)(v§2)dx
< 2 o lel (VP +K7)E%dx.
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Dai,

2
%f{u>k} |Dv[*E2dx — % f{u>k} IDE[*v?dx

IN

J{usiy @ijDuD j(vE?)dx
sy FO0E7)dx — [(opy cu(vE?)dx
Jousiy | f|vE2dx + 2 [usiy Icl (V2 4+ k?)E%dx.

IA

IA

. 2
Ou ainda, tomando ¢; = ¢1(A,A) = max { ‘%, %} obtemos

DPax<a{ [ iDEPdx+ v ax+ [ 24y,
/{M}! Wedx< e N e R AN e AU L N L x}

Além disso,

/ ID(vE)Pdx < 4 / IDv[2E2dx+4 / V2| DE [2dx.
{u>k} {u>k} {u>k}

Assim, para ¢; = c3(A,A) = 4c; +4, temos

D(vE)dx < / DEPVd / 22d+k2/ 2d / 245\
[ peorasal [ pepvave [ RSe[| (g [ rve)
4.1)

Tomando 0 < £ < 1, obtemos que

[ veaxs [ iveds= [ 1708 xqdr= [ 1108260

Mas, X(e-0) € LY, paratodo ¥ € [1,0).

_|_

1
7

=
S =

Em particular, )¢,z.0) € LY onde l,% =1- 21—* — é
Dai,

= |[{v& £ 0}z,

T

_ 1
e 0y |1 g = [VE # 0}

Assim, pela Desigualdade de Holder (2.0.5), obtemos

T 1008 xpezoydx < |[fllrasyl V|l 2 (g || X e 203 o)
1 1

1,11
< 11 oy |IVE 12 gy {VE # O}[TF7 73
Mas, pela Desigualdade de Sobolev (2.0.1), existe ¢ = ¢(n) tal que
V&l 5,y < cIDOE) 128,

x __ 2n
onde 2% = -=5.

Portanto,
Jpusiy [fIvE2dx < o, [F1(vE) Xqve 20y dx
1,011
< 111 zo) | VE Il 22 (5, {vE # O}2 T s
1,11
< cIf o IDOE) |2 (s, {vE #0320 a.
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Ou ainda, usando a Desigualdade de Young (2.0.6), obtemos

1 2_2
J o < D08 e eln 2 M1 76 #0770 42

Portanto, usando as desigualdades 4.1 e 4.2 obtemos
S ID(VE)[2dx < 23 . IDE |>v2dx + | lc[v2E2dx+ K |, |c|E%dx
{u>k} = 2\ Hu>k} {u>k} {u>k}
1422
o Sy [DOE)Rdx e, A A1, HVE # 031775,

Ou ainda, obtemos ¢3 = c3(n, A, A) tal que

——

f{u>k} ID(VE)Pdx < 03{ f{u>k} IDE[*v2dx + f{u>k} |2 &2dx

2 2 2 l+3-2 4.3)
2 Jjuoy 12+ |Lf1 2 ) HVE #0100

2

1
g n
Dai, usando a Desigualdade de Holder (2.0.5) e a Desigualdade de Sobolev (2.0.1),

Temos ainda que )¢ o) € L%, onde % —1- 22_* _

Q=

obtemos que

Sy le?E%dx = Jo, 1el(vE)* Xgve 2oy dx
lellzapl V€] 3 112 se 201l
el zas,) lIVE| 2y | {0E # 03!~ 7
< (e(m)2llellzae) PO 22 ) [{vE #0371,

Ou ainda, usando que ||c|| a(8,) < A, obtemos

IN

2.1
o 61728705 < )P NIDOE) g 176 # 037 (44)
u
Também temos que X,z 401 € L%, onde % =1- é.
Assim, usando que ¥ < 1 e a Desigualdade de Holder (2.0.5), obtemos também que

K [usiy lel€%dx = k2 [ 1el(E) xpuecoydx
K2 [, lelxpe zoydx

IN

< Klellray 12 ve2o oy
_1
= K|lcllzaz,)l{vE # 0} 4.
Ou ainda, usando novamente que ||c||zq (8,) < A, obtemos
kz/ c|E2dx < KA {vE £ 0} 7. 4.5)
{u>k}

Portanto, usando as desigualdades 4.3, 4.4 e 4.5, obtemos

Jrusiy IDOE)Pdx - < C3{f{u>k} [DEPv2dx+ (c(n) P AlID(VE)| 72 5, {VE £ 0}
HEANE 7 0)' 7811 g[8 # 0} 73},
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De onde obtemos uma constante c4 = c4(n,4,A) tal que

[y IDOE)Pdx < ea{ iy IDE P2 +IDOE)] B [6 £ 0}
I8 #0141 08 #0173}

Ou ainda,

(1= (8 2 O 0) Juoy P08) P < euf oy IDEPV+121{58 £ 0} 0
17120 sy |8 0} T3},

if) Suponha que [{v& #0}| < 1 e (1—cy{vE £ 0} ) > L.

nq
Ou seja, suponha que [{v€ # 0}| < m, onde m = min{1, (5 ) %" }.

2C4

Comoq>§obtemosque1+%—§>1—é.

Portanto,

Jumty IDOE)Pdx < 2ea{ [{o4 IDEPVRx+ (€ +| 113, 5, {E # O} 7.

Mas, como (vﬁ)2 € L% € X{vE+0} € LY para l,% =1- % = %, obtemos pela Desigualdade

de Holder (2.0.5) que

Sy (8= [ (08 R soree <O g oyl = IV o (0 0}
u 1

E, usando a Desigualdade de Sobolev (2.0.1), obtemos ainda

o (S () IDOE) al (98 A0}F = (e [ ID(:8) Pt v8 £ 0}

{u>k}

Logo, obtemos ¢s5 = ¢5(n,A,A) tal que

2 1121
J 0 arses{ [ IDEPYar{vg £ 0}F (€4 /1R (6 # 0}

Portanto, tomando € = €(n,q) = % > 0, concluimos que se |[{v& # 0}| < m, entdo

Q=

2 2.2 € 2 2 14¢
[ erdxses] [ IDEPYIEE # 01+ (0 IFIEIE 0}
111) Para todo 0 < r < R < 1 defina
A(k,r)={x€Byu(x) >k} e F=||f]|rq,

etome § =&,k ECS"(BR)HC(%(BI) talque E =1lemB,,0<&E <le|DE| < R+r em Bj.
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Obtemos assim que se [{vE # 0}| < m, entdo

Jagr (w—=k)2dx = Sy vidx
< S (vE)?dx
= Jary(vE)?dx
scﬁhmRma%%mue&wé%mw+w%%%mwwm@%ow“}
< o { AR [y u—k)Pdx+ (2 + P AR e .

1
iv) Note que se k > kg = %w,% ||ut]|2(By) entdo |A(k,R)| < me |{vE #0}| < m, pois dado

0 <R <1 temos

1 1

1 1 1 wi wi
A(k,R <—/ udx<—/ u+dx<—/ utdx < Z|ut < Llut =m.
ARRI<g [ wareg [ taes g [ e B iy < 1 e,

1

Em particular, A(k,1) <m,e

{vé # 0} < {u >k} = Ak, 1) <m.

Logo, se k > ko obtemos que
/})@—@%xgq{( JAkR|/ (u—kPdx+ (K + F) Ak R)| ¢ .
Alk,r

v) Defina @(k,r) = ||(u — k) *||2(5,)
Resta provarmos que existe C = C(n, A, A, q) tal que se k = C(ko+ F + @(ko, 1)), obtemos
@(k+ko,3) =0.

De fato, uma vez feito isso, concluimos que
u<k+ko<(C+1)(ko+F+@(ko,1)).
1
E, portanto, como ko = wz |[u™||;2 e

(ko, 1) = |I(u— ko) [l 28,) < |1l 12(5,);

obtemos ¢ = c¢(n, A, A, q) tal que

S;Pbﬁ < C(H“+HL2(BI) + HfHL‘i(Bl))-
1

2

vi) Se h >k > ko e 0 <r <1, temos que u > k se, e somente se, ;—; k>1
Logo,

A(k,r) = {x € Bru(x) > k} ={u>k}NB, = {u

u-x 1} B..
Py A
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u—k\2
d >/ dx = Ak, 7).
/A(k,r) (h—k> r= Alk,r) x = [Alkr)

Portanto,

u—ky\2 1 2
< < — — .
A(k,r)| _/A(k’r) (h_k) < G /A(k,r)(” k)2dx

Em particular, se tomarmos % <r <R <1, obteremos

Jughy (= 12dx - < es|AGLRIE Gl fugny (4= 1)+ (2 + F2)|A(L,R) |}

1 W24+ F2 1 Ire
< CS{ (R—r)? + (;:lgz } (h—k)%E <fA(k,R) (l/l - k)zdx> .

Todavia, como

2
ﬁ + ?;fj,f; < (Rl_, + h%) , obtemos ¢ = cg(n,A,A) tal que

=12 = (S (= 1%dx)”
+F

Agora, tomando T = %, e, para [ € N, definindo

- km—k(l—%), e

no= T4+5(1-1).
Obtemos,
ki <  kotk,
ki—k_y = e
r_1—r = %(1—1‘).

Assim, paral € N, se tomarmos r =r;,h =k;,k =k;_1,e R =r;_ obtemos ¢7 = c7(n,A,A)
tal que

@(k,r) = (= k) ¥l 28,

1 k;+F 1 +1114+¢€
C6{ PR kzl—szl } (ki —k—1)* 1 —ki—1) HLZ(Br,,l)

IN

L 2l (kgtk AN
< 06{%‘1’—( o +F)}<27) @(ki_y,r-1)'FE
< c7{k0;j1#}2(1+8)1(P(k171,r171)1+8-

Note ainda que se [ € N temos

@(ko,ro)
(P(klﬂ’l) S /y] )
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onde y > 1 satisfaz y* = 2!%¢,
De fato, temos que se [ = 0 o resultado vale e, por indugdo, se supormos que vale para

[ — 1 teremos

(ki 1,m1)] € < [%} e _ 3@(’(32: m(k;, o)

Dai,

IN

67{—k°+k+F }2(]+8)Z(P(kl—1,rl—1)l+8

kl+e
C7{k0+k+F }Z(HS)I @(ko,r0)® @(ko.ro)

o(r1, k)

IN

k1+£

»),18—(1+€) Yl

— oyltE <1 + ko;{‘-F> 2(;;:)’ <<P(kzvro) ) ¢ <P(k7(/>/r0) '

Daf, tomando C = C(n,A,A, q) tal que c;7'T(C+1) = C'¢, e k =C(ko+ F + ¢(ko, 1)),

obtemos que

(1 ) B (P (1 1) (1)

Portanto,

(P(k07r0)
(p(l’l,kl) < —Vl .

E, fazendo [ — oo concluimos que

1 k
(ko +k,=) = lim @(k;,r;) < lim M —0.

Concluindo assim o que gostarfamos para o caso p=2¢ 6 = 1

[\

. Resta agora generalizarmos paratodo p >0e 0 < 0 < 1.
i) Seja R < 1,a;; € L*(BR), u € H'(Bg), c € L4(Bg), f € L4(Bg) tais que

/B (aij(z) Diu(z)D;¢(z) + c(2)u(z) 9 (z))dz S/ f(2)¢(2)dz, V9 € Hy(Bg), ¢ >0,

Bg
e |[aijl|z=(Bg) +1lel|za(Br) < A
Defina as fungdes #(y) = u(Ry), @i;(y) = aij(Ry), ¢(y) = R2¢(Ry) e f(y) = R2f(Ry),Vy €
B;.
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Obtemos para toda @ € Hj (B1), ¢ > 0, que se §(y) = @(%),Vy € Bg, entdo

Iz, @i;(»)Diu(y)D;o(y) +c(y)a(y)o(y))dy = Jy. as;(Ry) (RDu(Ry)) D9 ()
+ [, RZc(Ry)u(Ry) @ (v)dy
- Ié_i Jpaij(z)Diu(z)D @ (z)dz
‘HIS_i Jpp c(2)u(2)P(z)dz
i I3, (@ij(2)Diu(z)D @ (z) + c(2)u(2)9(z))dz
K oo f2)P(2)dz
R [, f(RY)@(y)dy
I, F)o(y)dy.

I IA

Assim,

|, @0IDED;00) 200y < [ F0)00)dy Yo € HY(B), ¢ 20,

E,
_ _ o_n
\[@ijl|z=ay) + 1€lla(sy) = laijll=Bg) + R llclzasr) < |laijll=g) + |lel|Lae) < A

Dai, aplicando o Teorema 4.1.1, ja mostrado para p = 2, em % € H'(B1), obtemos

S;PT <c(lla2(8,) + 1 FllLas,))-
1

2

Ora, tomando p > 2 temos ainda pela Desigualdade de Holder (2.0.5) que
1.1
@ |2,y < 1@ sy |B1l> 7.

Além disso,

supg, Ut = supg, U,
2 2
_ 2
||“+||Ll’(31) = R p||“+||Ll’(BR) < RL%H”JFHLP(BR)y e
— y_n
Alzagy = R fllzag)-

Logo, obtemos C = C(n, A, A, p,q) tal que

—r 1 o_n
supur™ < Cf 1 oy + R 111/ s }-
BR RP

2

Ou ainda, para 0 < 6 < 1, substituindo R por (1 — 6)R, com 0 < R < 1, obtemos

C 1 o_n
supgw ut < C{ L Hu+||LP(B<179)R) +[(1—6)R] q||f||L4(B(1,9>R)}
ra 1
S C{ [(I—G)R]% ||M+||LP(BR)+Hf||Lq(BR)}
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Além disso, conseguimos obter via transla¢do para y € Bgg C B(i_e)z (y) C Bg que
(-9

suPB(l—ze)R(y)u+ S E{[(l 0)R] fHu+||U’ IB)R(Y))+[(1_9)R] 5Hf||Lq Bi_o)r(Y ))}
< el o + 1o }-

Dai, se y € Bgg, obtemos

— 1
ut(y) < sup ut <Cy——— | o) + |11 Lo -
B1_g)r () {[(1 — )R] ‘ ‘ }

-0k

Ou seja,

— 1
+ +
supu” <Cy— = ||u" ||1pa) + I Bo) (-

E, portanto, pondo R = 1 concluimos que para0 < 68 < 1 e p > 2, temos

su I/£+ < E o u+ . |
BQE { [(1 - G)R]E H HLI’(BR) HfHUI(BR)}

i1) Resta provarmos para 0 < p < 2.

Tomando p = 2 no caso anterior, concluimos que se 0 < 0 <2 e 0 <R < 1 temos

_ 1
+ +
supu gc{—n u' ||y TS }
o [(1_9)R]ZH 2 (8e) 11/ La(Bg)
Todavia,
/ (ut)dx = / (P W) dx < |20 / ()’ dx.
Bg Bg R) JBg
Ou seja,
[0t 2y < M7=l 16 1 -
Dai,
supuc” < Cf 2 g+ e
Box  ‘[(1—6)R]2 L=(Br) 1% 11Lr(BR) L4(Bg) f -
Note que

— 1 1

_r 4 1 1-2 — 4
C— + loo +112 - + w2 2_ C . +112 )
(1—0)R]? || ||L (Bg) ||M ||U’(BR) 2—p<||u ||L (BR)> (( p) —[(I—G)R]ZHM ||LP(BR)>

Mas, pela Desigualdade de Young (2.0.6) obtemos

1-2 — 14 _
(I 130y ) (2= PIC et ) < 222 |
2
+5[2=p)C]?

ﬁHuJFHLP(BRy

[(1-6)R]
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Logo,
supt < i + =2 [2— )T ———— o) - Cll Loz
B BT 22— p) [(1—0)R]? (r) e

Portanto, usando ainda que Bg C By, obteremos uma constante C = C(n, A, A, p,q) tal que

1 —
supu’ < §||u+||L°°(BR) +C{ ( z w1 () + ||f||L‘i(Bl)}-

Bor

1—-0)R]
Definindo A(t) = ||u™[|;=(,) para0 <7 < 1le,para0 <r <R <1, tomando 6 = ; < 1,

obtemos

C =
h(R) + —Q||”+HLP(BR) +Cl|fllzaa))-

hir) <
(7 T

| =

Dati, pelo lema anterior (Lema 4.1.1), obteremos ¢* = ¢*(n, p) tal que

. c -
1) < { gl o+l |

R—r)

Ou seja, obtemos uma constante C* = C*(n, A, A, p,q) tal que

1
%‘;I;“Jr <C {W||”+”LP(BR) + ||f||Lq(Bl)}'

E, fazendo R — 1~ concluimos que

y 1
swput <0 { gl o+l |-

4.2 Equacoes homogéneas e o teorema de De Giorgi

Trataremos agora de equacdes homegéneas e alguns resultados envolvendo Con-
vexidade, Densidade e Oscilagdo, para por fim obtermos o importantissimo teorema de De
Giorgi, junto ao qual € possivel obter a Holder continuidade das solu¢des fracas da EDP (mesmo

ndo-homogénea e com coeficientes ndo sendo continuos).

Lema 4.2.1. Se ® € ¢!

e (R) € uma fungdo convexa, entdo

i) se u é subsolugdo de Lu =0 e @ >0, entdo v = D (u) também é subsolugdo de
Lu =0, desde que v € H], .(B).
ii) se u é supersolugdo de Lu=0e ® <0, entdo v = D (u) também é subsolucdo de

Lu =0, desde que v € H}, .(B).
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. . . o !
Prova. 1)Provemos primeiro o caso u subsolucdo de Lu =0 com @ > 0.

i.1) Suponha que @ € C? (R).
Logo, como & é convexa, temos que @ > 0, pelo Teorema 2.0.10.

Seja ¢ € C}(B1) com ¢ > 0 em B;. Obtemos entdo, para v = ®(u) que
/81 a;iDyvD;pdx = /B1 aijCD/(u)DiuDj¢dx = /31 aijDiuDj(q),(u)q))dx— /B1 (aijDiuDju)(pCD”(u)dx
Como @ (u)9 >0 e ® ()¢ € H} (By), entdo, sendo u subsolugdo de Lu = 0, concluimos que
/. DD (% (1)9) <0.
Além disso, como a;;D;uD ju > AlDul>>0,0>0e @" > 0, concluimos que

/ (aijD,-uDju)¢CI>”(u) Z 0.
By
Assim,

/B1 aijDiuDj(él(u)(p)dx—/Bl (a,-jD,-uDju)(P(IDN(u)dx <0.

Ou ainda,

/B ai; DD = / ai;DuD (@ (u)9)dx — /B l(a,-jD,.uD_,.u)q,q)ff(u)dx <o

Ou seja, v € subsolucao de Lu = 0.

i.2) No caso geral, seja pe(x) = 2-p (%), onde p : R — R ¢ definida por

€

1
Cel*~1 ) se |x| < 1
p(x)= )
0, se |x| >1

eC>0¢étalque [p(x) =
Definindo entdo ®¢ = p, * ®, temos, pelo Teorema 2.0.11 que ®, € C;; (R) C
C2

2 (R), ®, = pe D e D, — P q.t.p quando € — 0.
Além disso, temos que P, é uma fungio convexa, pois se a,b € Re 7 € [0, 1], temos
que
@, (ta+ (1—-1)b) = JrPe(ta+ (1—1)b—y)®(y)dy
Jr®(ra+(1=1)b—y)pe(y)dy
Je®(t(@a—y)+(1—7)(b—y))pe(y)dy
Je (7®(a—y) + (1 = 1)®(b—Y)) pe(y)dy
JrT®@(a—y)pe(y)dy+ Jp(1 = T)P(b—y)pe(y)dy
D¢ (a) + (1 — 7)Pe (D)

)
)

I IA
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Assim, sendo ®, € C2

i (R), concluimos, novamente pelo Teorema 2.0.10, que @, > 0.

2
E, como ja provado para o caso ® € Cj, .

(R), obtemos que
/ a,JCID (u)DiuD j¢pdx < 0.
B

Temos ainda que ® € Clom1 (R) C L}, .(R), pe € C3(R) C CO([—¢,€]), e pe =0 em
R\ (—¢,¢).
Logo,

|1Pel|z=((=e.e)) < |Pellz=([—e.e)) <

pois pe € continua no compacto [—¢, €],
Weierstrass (2.0.13).
E,

||z=([—e.,¢)) < = pelo Teorema de

P |L1((—e.e)) <o

pois® € L] (R)e [—¢, €] é compacto.

Portanto,
| e (x)|

IN

Jr1®(x—y)||pe(y)|dy
= Jicee) | @(x—y)llpe(v)|dy
< Pellz=((—e.epl Pl ((—e.e))

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada (2.0.12),

/Ba,-jfb( u)DiuDj¢pdx = lim a,jfb (u)DiuD ;¢pdx < 0.
1

g0+
Ou seja, v = ®(u) € subsolugdo de Lu = 0.
ii) Provemos agora o caso u supersolucdo de Lu =0 e @ <0.
ii.1) Suponha que ® € C2 (R).

Logo, como & é convexa, temos que @ > 0, pelo Teorema 2.0.10.

Seja ¢ € C}(B1) com ¢ > 0 em B;. Obtemos entdo, para v = ®(u) que
/ aijDiijq)dx:/ aijCIDI(u)DiuDj(de:/ aijDiuDj(él(u)(p)dx—/ (aijDiuDju)q)CI)”(u)dx
B B B B

Como —® (u)¢ >0e —D ()¢ € H{ (B)), entdo, sendo u subsolugdo de Lu = 0, concluimos
que

/ aijDiuDj(—QD/(u)(b)dx Z 0.
B
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Ou ainda,

/B ai;DauD (P (1)¢)dx < 0.

Além disso, como a;;DuD ju > A|Dul> >0, ¢ > 0e ®" >0, concluimos que
/ (aijDiuDju)q)(ID"(u)dx > 0.
By
Assim,

/B1 aijDiuDj(CD/(u)(]))dx— /Bl (a,-jD,'uDju)([)CIDN(u)dx <0.

Ou ainda,
/ a,'jDiij(])dx:/ aijDiuDj(CID,(u)(]))dx—/ (aijD,-uDju)(PCI)”(u)dng.
By By By

Ou seja, v é subsolucao de Lu = 0.
ii.2) O caso geral deste caso € andlogo ao caso geral do caso u subsolucao de Lu =0

com @ > 0. ]

Lema 4.2.2 (Desigualdade de Poincaré-Sobolev). Para todo € > 0 existe uma constante ¢ =

c(n,€) tal que se u € H'(By) com
|{x € Bj;u=0}| > ¢|By],

entdo vale que

/ uzdxgc/ |Du|2dx.
B B

Prova. Supondo que tal fato ndo ocorre, obteremos uma constante & > 0 e uma sequéncia

{ty}men C H'(B1) tal que
|{XEB1;um:0}| > 8()|B1|,e
I3, ul,dx > mp, |Dut,y, | dx.

Defina
=" cH'(B)).
|letm]| 2
Obtemos que

HXEB];Vm:OH = |{x€B1;um:0}| 28()|31|.
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Além disso,

/ ufndx: 1.
B

1

2

V. dx:—
/B] " ||urn||1%2(31)

1 1
/ |Dv,,|*dx = —2/ | Dt |?dx < —.
B ||umHL2(B1) By m

Portanto,

/ |Dv,,|*dx — 0 quando m — oo
By

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (2.0.4), a menos de subsequéncia, podemos
assumir que u,, — ug € H'(B;) fortemente em L?(B;) e fracamente em H'!(B;). Logo, pela

convergéncia fraca, obtemos que
||Duol|2(5,) < h”fln_jngD”mHLZ(B,) — 0.

Assim, |[Dug||;2(p,) = 0, ou ainda, Dug(x) =0 g.t.p. x € By.
Portanto, uy =C g.t.p. x € By.

Mas, pela convergéncia forte, obtemos também que

[luol[12(8,) = ,%EILHM’"HI}(BI) =1

Dai,

1:/ u(z)dx:/ C?dx = |B|C%.
B, B,

Ou seja, |up(x)| = |C| = # q.t.p.x € By.
By|2

Contudo, ainda pela convergéncia forte, temos

— 2 . 2
0 = limpoe [p, [tm —uol"dx > limy e me{um:o} |ty — uo|~dx
BT 2 _ : [{xEB;um=0}|
= limy_e | By {um—0} lug|“dx = lim,,,—se0 |B—1Tl
> 0,
0 que € uma contradicao. [

Teorema 4.2.1 (Teorema de Densidade). Suponha que u é uma supersolugdo de Lu = 0 positiva
em By com

[{x € By;u>1}| > €|By).
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Entdo, existe uma constante C = C(n,e,A,A) < 1 tal que

infu > C.
B

(S}

Prova. i) Note que podemos considerar que u > 0 > 0 para0 < 0 < 1.
De fato, uma vez provada neste caso, seja v > 0 supersolugdo tal que % > 1.

Definavg =v+ 6.

Temos que vg € supersolucdo de Lu = 0, pois v € supersolucdo de Lu =0e Dy =

Além disso, vs > 8 > 0, e, portanto,

Hx€Bpvs > 1}  [{xeBpu>1-46}| - {x € Bj;u>1}
|B1 By N |B1

> E.

Logo, v satisfaz o teorema de densidade para vg > 6 e,

infv+ 6 =inf(v+8) =infvg > C.
B, B, B,

2 2 2

Portanto, pondo § — 0T, concluimos que

infv > C.
1

S

ii) Assuma entdo u > § > 0 para algum 0 < § < 1, e defina v = ®(u), onde

—1Int, se0 <t < 1
(1) =

Oset>1
Temos entdo que O € C;)O’i (RT) é uma fungdo convexa, <I>l1 (1) = —% <0se0<r<1
ed (1)=0,ser>1.
Dai, @ <O0e,peloLema4.2.1, v = ®(u) é subsolugio de Lu = 0.
Dai, aplicando o Teorema de Limitacdo Local (Teorema 4.1.1), obtemos c¢; =
c1(n,A,A) tal que

supy < C|[v[[12(g,)-
B

2

Todavia, temos que

{x € B1;v=0}| = |{x € Bj;u>1}| > ¢|By]|.



Logo, pelo Lema 4.2.2 obtemos ¢ = ¢(n, €) tal que

HVHLZ(BI) < C2HDVHL2(BI)'

Portanto, obtemos ¢3 = c3(n,€,A,A) = c|c; tal que

s;vaC3||Dv||L2(Bl).
1

2

iii) Resta provarmos que existe ¢ = c¢(4,A) tal que ||Dv||;2(5,) < c.

Uma vez feito isso obteremos

supv < c¢3c.
B
2

Dai, ®(u) < c3c.
Se u > 1 obteremos paraC =1 que u > C.

Se 0 <u < 1 obtemos Inu > —c3c e, portanto,

u>e 9°
Dai, tomando C = C(n,€,A,A) = e~ 3 < 1 concluimos que

infu > C.
B
2

iv) Temos que
/ aUD,-uDj(pdx >0, V(P S H(; (Bz) e ¢>0.
By

2
Logo, tomando & € C}(By) e ¢ = % € H}, obtemos

0 < g, aijDiuD; <§—:>dx
N —fBzgzaifD;#dx_sz& de
2 . . .
< Ay, DU dx 42 [ SUPIDE g
= Al DinuPEder2 y, S

Portanto,

1
2¢£2 gy — ...
)L/Bz |DInu|“& dx§2/32 (éD,uudx) (a;jD;&dx).

Mas, pela Desigualdade de Holder (2.0.5) e pela elipticidade uniforme,

fo (800t D )as < (fo, S 0ua)” (ol 20 )
< (U, SoIDuldx)” (s, (ai)?|Ds& Pax)
< V2A(fp, &2 IDIuldx)"  fy, IDEdx)".
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Portanto,

1 1
/1/ yDlnu\Z.»;zdxngzA(/ gz\DlnuFdx)Z(/ yDe;-\de)z.
B, B; B

Ou seja,

8A?
IDInu|?E2dx < 7/ DE [2dx,VE € CL(Ba).
B> B

Tomando entdo & € C}(By) com & = 1 em By e |DE| < 1 concluiremos que

s, IDInu|?dx = s, |DInu|*E%dx
< intg,|DInul>&2dx
2
< %IBZ |D§]2dx
8|B,|A
< BA

Assim, obtemos ¢ = ¢(n,A,A) tal que

/ IDInul?dx < c,

B
como queriamos. 0
Teorema 4.2.2 (Teorema de Oscilacdo). Suponha que u é uma solucdo limitada de
—D,-(a,-j(x)Dju) =0em Bz.

Entdo existe y=y(n,A,A) € (%, 1) tal que

0sCp, U < YOSCp, U.

2

Prova. Sejam o = supg, u, Bi =infp u, o = supg, U, B> =infp, u.
] 1

[

Defina ainda f, = ;1__%11 €8u= ﬁ'

Temos que f,,g, > Oe,

u > YHa+p) = fu > Le
u < Ha+pf) = g > 3
Logo, temos que
[{xe€B;2f, > 1} > 1|Bi|, ou

\{xGBl;Zgu21}\ > %’Bll.
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Caso contrdrio, terifamos que

Bl < [{reBuu> G|+ [{xe Bru< A5
= |{xeBpi2f, > 1} +|{x€B1;2g, > 1}]

< 31Bi|+3|Bi]
B

i) Caso 1: [{x € By;2f > 1}| > %|By|.
Temos, pelo Teorema de Densidade (Teorema 4.2.1), que existe C = C(n,A,A) < 1

tal que

inf2f > C.

B

2
Logo,
( ) B > — Vxe&

o — P
Ou ainda,

C

u2ﬁ1+5(a1—ﬁ1),VXGB%-

Portanto,

Mas, o < o, e, portanto,

o — B <o — ﬁl—g(al Bi) = (1—ﬁ1)(1—g)-

ii) Caso 2: |{x € By;2g > 1}| > 3|By|.

De modo andlogo obteremos que

C
o0 < ap— —(061 Bi).

Mas, 3, < B e, portanto,

0o < o~ (e —Bi)— B = (r— Bi)(1-5)

Assim, tomando y = y(n,A,A) =1— %, obtemos nos dois casos que
0sCp, U < YOSCp, U.
b

E,com00<C<l,temosque%<y<1. O]
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Corolario 4.2.1. Suponha que u é uma solucdo fraca de
—D;(a;j(x)Dju) =0 em B.

Entdo existe uma constante C = C(n,A,A) > 1 e a € (0,1) tal que para todo 0 <r <R < 1
temos

r\ o
oscp,u < C(E) 0SCpp .

Prova. 1) Tome 0 < R < 1.

Temos que u € Bg C B, e, definindo ug(x) = u(%x),Vx € B, temos que
—D;(a;j(x)Djug) = 0 em B,.
Portanto, pelo Teorema de Oscilacdo (Teorema 4.2.2),
OSCB% uR < YOsCp, UR.

Ou seja,

0SCR, U < YOSCpLU.
2

ii) Por indug¢do, teremos ainda que, se k € N, entdo

0SCB p U < }/‘oscBRu.
2

De fato, € valido para k = 1 e se é valido para k = n — 1 teremos

0SCp , U =0SCp, , U< YOosCp , U< 7YY loscpyu = Y'0SCpy.
2k 2 on—1 on—1I

iii) Dado 0 < r < R < 1, temos que existe k € N tal que

2~ (DR < <2 kR,

Dai,
oscg,u < 0sCB . < )/‘OSCBR.
Mas, definindo o = —%, temos que o € (0,1) e y=2"%E,
B B N\ Kk+1 B B o L /TN\O
Yom g lp 1(2 a) _y 1(2 (k+l)> <y 1<I_Q) .

Portanto, tomando C = C(n,A,A) = y~! > 1, obteremos

r\o
oscp,u < OSCB, 4, < C(I_€> .
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Teorema 4.2.3 (De Giorgi). Seja u € H'(B)) solugdo fraca de
—D,-(a,-j(x)Dju) =0em Bl.

Entdo, para todo compacto K C By, existe uma constante C = C(n,A,A) >0e a € (0,1) tal que

_ ul|r2
sup |u(x)|+  sup —|u(x) ”,gy” < - el (Bl)n .
x€k X,yEK; xF£y ‘x - y| [dISt(K7 aBl )] 2t

Prova. Seja K C By compacto, e defina R = 3dist(K, 9B ).
1) Temos que K C B1_2g C By _g.
De fato, se x € K, entdo |x| < 1 —2R, pois 2R = dist(K,dB;) < 1 — |x|,Vx € K.

Logo, se x € K,

()| < fual =) < Nl lr=(5,_g)

Porém, pelo Teorema de Limitacdo Local (Teorema 4.1.1), temos que existe ¢ =
c(n,A,A) tal que

1\3 1\32
o=y ) = e s, < () llizgay) < e 35) " lllzge

Assim, para todo x € K obtemos ¢; = ¢|(n,A,A) = ¢22 tal que

H”HH(BI)
dist(K,0B;)]2H%

u
suplul < e1 .H lr2)) n
xek [dist(K,dB1)]2

<c
ii) Seja agora x,y € K, com x # y, e defina r = |x —y|.
ii.1) Suponha r < R.

Temos que paratodo0 < € < R—rtemosr+& <R, e
|u(x) —u(y)| < oscp,  ,(x)1;

pOiS X,y € Br+£ (x)
Mas, fazendo uma translagao no Corolario 4.2.1, temos que como B¢ (x) C Br(x),

entdo existe C =C(n,A,A) e a € (0,1) tal que

r+e\«%
0SCR,,  (0)U = C<T> 0SCRy(x)-

Mas, Br(x) C Bj_g, pois, |x| +R < 1—R, uma vez que 2R < 1 — |x|,Vx € K.
Logo,

0SCRy (x) < 0SC; k-
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Mas,

Portanto,

()~ ()] < 20(“5E) lulli= s,

Dai, novamente pelo Teorema de Limita¢do Local (Teorema 4.1.1), obtemos ¢ = ¢(n,A,A) tal

que
1\2
=, ) < () Il 2 -
Assim,
x—y[+€& \@ 1 >
ulx)—u §2Cc< ) < ) u , Ve <R —ry.
uta) —ut)| < 26e(y eSS (e amn) Ml :
Assim sendo, tomando ¢, = ¢ (n,A,A) = 2Cc2%*1 e fazendo € — 0, concluiremos
que Jul
Uili2(By) a
ux)—u < cz< — ) X — .
o) )] < 2 (G o
11.2) Caso contrario, r > R.
Dai, £ > 1e,como K C Bi_gr e C > 1, obtemos
u(x) —uy)| < |u(x)] =+ |u(y)| < 2| |ue| | = (i)
2
< 2wy = 26(R) Ml
1 % o ||MHL2(B ) o
< ZCC<R> el 128, <§> < Cz(W) o —y[*.
iii) Em todo caso, concluimos que se x,y € K com x # y, entio
Ju(x) —u(y)| ( lull28,) )
—— S 7 .
e —y[* dist**2(K,0B)
Ou ainda,

u(x) — u(y)| [lallz2s,)

sup <cp— TP
vyeKixty X — Y% dist(K,0B;)]2 "%

E, portanto, para c3 = ¢ + ¢, concluimos que

) —u)| Nl

suplu()] - sup = Sldist(K, 98,7+

xck x,yEK; x#£y |x - y|Oc
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Lema 4.2.3. Suponha que a;j € L*(B,) satisfaz
A& < aij(x)&i&; < G, Yx € B, VE €R",

para 0 < A <A.

Seja ainda u € H'(B,) satisfazendo
/B a,-jDiuDj(pdx =0, Vo e H(% (Br).

Entdo existe a € (0,1) tal que para todo p < r vale

—2+2a
/|Du|2dx§C<p>n /\Du|2dx,
By B,

"
onde C =C(n,A,A) > 0.
Prova. 1) Note que basta provar para 0 < p < 7.
De fato, se 7 < p < r é trivial, pois temos para todo & = o(n,A,A) € (0,1) que se
C = 4" 212¢ entdo

|Dul*dx.

—2420
/ \Du|2dx S/ ]Du\zdx < 4n72+2(x <B>n
By B, r By

—2+2a
|Du|*dx < C<p>n

B r
ii)Basta provar para r = 1.
De fato, uma vez provado, seja r > 0 qualquer e #(x) = u(rx) e a;;(x) = a;j(rx) para
X € By.
Temos que & € H'(By), a@;;(x) € L= (By).

Além disso, se ¢ € H} (B;), obteremos
/ EijD,-ﬁDj(pdx =0.
B

Dai, aplicando o resultado do Lema 4.2.3 assumido verdadeiro para "r = 1", conclui-

remos que existe & € (0,1) e C =C(n,A,A) tal que para todo R < 1 vale
Di2dx < CR™2+2% / Di2dx.
Bgr B
Dai,

/ |Du\2dx§CR"_2+2a/ |Dul*dx.
Bg, By

E, portanto, tomando p < r e pondo R = % < 1, obteremos

2420
/ |Dul?dx < C<B>n / |Du|?dx.
B, r B,
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B—

iii) Queremos entdo provar o resultado do Lema 4.2.3 parar=1ep <
Podemos ainda considerar que [p udx = 0.
De fato, uma vez provado para este caso, defina num caso geral v =u — |B_11\ f, B, Udx.

Temos que v € H'(B1), [5 v = 0dx, e que para todo ¢ € H; (B;) obtemos
/ a,-jDiij(pdx = / aijD,-uDj(pdx =0.
By By
Portanto, pelo Lema 4.2.3 assumido verdadeiro para |, p, 4 = 0dx, obteremos
/ |Dv|?dx < Cp"_2+2a/ |Dv|?dx.
By By
E, portanto,

/ |Du\2dx§Cp”2+2a/ |Dul*dx.
By By

iv.1) Usando o Teorema 4.2.3 para K = B_% obtemos que ¢; = cj(n,A,A) e o € (0,1)
tal que

sup  u < cilful|r2g,)-
x,yeB%;x;«éy

Em particular, para |x| < %, obtemos
o) ~(O) < e [ Jul’de
Mas, pela Desigualdade de Poincaré (2.0.2), obtemos também c¢; = c;(n) tal que
/ w*dx <ci [ |Dul?dx.

B B

Portanto, obteremos c¢3 = c3(n,A,A) = c%cz tal que
u(x) — u(0)2 < ¢3 yx|2a/B |Dufdx x € By,
1
Mas, para0 < p < % temos 2p < % e, portanto, para x € By, temos
u(x) — u(0)2 < 3[x[2 /B Duf2dx < 322 p2 /B Dul2dx.
I I

Assim,

sup |u— u(0) | < ¢322%p2% /B Duf2dx.
1

Bap

iv.2) Tome agora, ainda para 0 < p < i, a fungdo & € C5(Byp) com & =1 em By,

0<&<lemByel|DE < 2.
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Tomando ainda ¢ = &2 (u —u(0)), temos que ¢ € HJ(B1), e, portanto,

0 = fBl a,'le'LtDj(pdx
= fBl aijDiu(észu+2§(u—u(O))Djé)dx
= fsz (a,-jDiuDju) gzdx + fsz ZaijDiuﬁ (u — u(O) )ngdx.

Temos que

v

fsz (ai_,-DiuDju)ézdx lfsz E2|Dul*dx, e
JB,, 2aijDiu& (u—u(0))DjEdx = =2 [5, |aij|Diul[§||lu—u(0)||D;G|dx
> _2\/2A fy, E[Dullu—u(0)]DE|dx.

Além disso, pela Desigualdade de Young (2.0.6) unida a Desigualdade de Holder
(2.0.5), obtemos ¢4 = c4(A,A) tal que

22N [, ElDullu—u(O)||DsEldx < % [y, E2|Duldxtcs fy, Ju—u(0)|DEPdx

L Iy, €21Dudx + casupg, Ju—u(0) 2 2p" 2.

IA

Portanto,
0 = fsz (aijDiuDju) E2dx+ fsz 2a;iDju& (u—u(0))D ;Edx

A gy, E21DulPdx— (% [y, E2|Dufdx -+ casupg,, Ju—u(0)22+2p"2)

4 fy,, §2IDul’dx— cysupy, u—u(0) P22p" 2.

Y

Assim obtemos ¢s = ¢5(n,A,A) tal que
E2|Du)?dx < csp" 2 sup |u—u(0)|*.
2p BZp
E ainda,
/ |Du|*dx = / E2|Du*dx < / E2|Dul?dx < csp" % sup |u—u(0)|*.
Bp By Byp Bap

Logo, como

sup |u—u(0)*> < C322ap2“/ |Dul*dx,

sz B

obteremos cg = c¢(n,A,A) tal que

/ |Du]2dx§05p”ZC322ap2a/ |Du|2dx:c6p”2+2a/ |Du|*dx.
By By By
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Teorema 4.2.4 (Holder Continuidade). Suponha que a;j € L™ (B)) satisfaz

MEP < ay(0)EE; < AIEPvx € BYE € RY,
para 0 < A <A

Suponha ainda que u € H'(By) satisfaz
/ a,-jDiuDj(pdx = / f(pdx,V(p c H& (Bl).
B B
Se f € LY(By) para algum q > 5, entdo u € C*(By) para algum o = a(n,q,A,A) € (0,1).
Ademais, existe Ry = Ry(n,q,A,A) tal que para todo x € B% e r < Ry vale
2 —242 2 2
o 1Pt < €221 el

onde C =C(n,q,A,A) > 0 é uma constante positiva.

Prova. Basta usar a mesma ideia da demonstracdo do Teorema 3.4.1, porém trocando a utilizagao

do Lema 3.3.4 (usado para provar o Lema 3.3.5) pelo Lema 4.2.3. [

4.3 Desigualdade de Harnack devido a Moser

Seja Q@ C R” um dominio e a;; € L*(Q) satisfazendo:
AEP <aij(x)&i&; < AJE?, Vx e QVE € R,

para constantes 0 < A < A < oo,

Inicialmente vamos obter uma nova versao para o Teorema de Limitacdo Local.
Depois disso demonstraremos a Desigualdade de Harnack fraca, a partir da qual tanto obteremos
resultados novos como a Desigualdade de Harnack devido a Moser e o Teorema de Liouville,

como reobteremos a Holder continuidade para solucdes fracas.

Teorema 4.3.1 (Limitagio Local). Suponha que u € H' (Q) é subsolugdo ndo-negativa de Lu = f

em L no seguinte sentido:

/ a;ijDiuDj@dx < / fodx, Vo € Hé(Q) e @>0emQ.
Q Q

Se f € L1(Q), com q > 5, entdo para qualquer Bg C Q, para todo 0 < r <R, e para

todo p > 0 vale que

1 o_n
supu SC{—n ut +R" ¢ },
BrP TEEL ™ || 2o(BR) |1 za(Be)

onde C =C(n,A, A, p,q) € uma constante positiva.
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Prova. Seja Bg C Q e defina v(x) = u(Rx),Vx € Bj.
Temos que v € H'(By), pois u € H'(Bg).
Além disso, defina a;;(y) = a;;(Ry) e f(y) = R*f(Ry) paray € By.

Obtemos para todo ¢ € H} (By) com ¢ >0 em By, que
/ E,-jD,-ijq)dx < / 7(pdx
By B
Além disso, @;; € L”(B) e satisfaz
l|§|2 < Eij(x)ééj < A|§|2, Vx € By \Vlé e R".

Portanto, aplicando o Teorema de Limitacdo Local (Teorema 4.1.1) para fun¢des em By, obtere-
mos C = C(n,p,q,A,A) tal que para todo 6 € (0, 1) teremos
1 —
+ +
supy™ < C{—QHV zray) + 1 f1|za(s },
Bo (1—-0)s (B1) (B1)

Além disso, temos que

supg, v: = supg, v = Supg,, U,
IV @) = R P’y e

— 27@

ey = R fllag)-

Portanto,
1 6_n

supu < Cf |l |y + R 111 o }-
Bre (R—RO)7 (Br) (Br)

Por fim, se 0 < r < R, podemos tomar 6 = 5 < 1 e concluimos que

_rp

1 -
supu < C{W||”+HLP(BR) +R "||f||Lq(BR)}'

]

Teorema 4.3.2 (Desigualdade de Harnack fraca). Seja u € H'(Q) uma supersolucdo ndo-

negativa de Lu = f em Q no seguinte sentido:
/ a;;DuD jodx > / fodx, Vo c HY(Q) e ¢>0emQ. (4.6)
Q Q

Suponha que f € L1(Q), com q > 5. Entdo para qualquer Bg C Q, para todo 0 < p < -5, e

para todo 0 < 8 < Tt < 1 vale que

n 1 l
. f R2—5 > C(_/ pd >p7
}gr;Ru—I— ||f||Lq(BR) = R" Bmu *

onde C =C(n,A,A,p,q,0,T) é uma constante positiva.
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Prova. 1) Note que basta provar para R = 1.
De fato, uma vez provado, tome u*(y) = u(Ry), aj;(y) = a;;(Ry), f*(y) = R2f(Ry),V €

By.

Temos que
/ a?;Diu*DﬂdeE/ fredx, Yo € Hy(B)) e @>0emB.
Bl Bl
Dai, como vale "para R = 1", podemos concluir que

infu + |1/ ooy = ([ uax)

T

=

Mas,
infBe u* = infBeR u,

1 |zaay) = RZ_;HfHLq(BR), e

Jp, uPdx = a g, uPdx.

Logo,

<=

. 1
- Rz— >C(—/ Pd )
g;Rqu ”HfHL‘f(BR) = R" BrRu *

ii) Provemos inicialmente a existéncia de p satisfazendo o teorema.

Como u € ndo-negativa, tome u = u+ || f||zs > 0 se f € ndo identicamente nula, e

u=u+k> k>0 caso contrario.
Tome v = 1 e para ¢ € H} (B;) ndo-negativa em B; tome % € Hy(B1) como fungio

teste na defini¢do de supersolucao.

Obtemos entdao que

Djg ¢ ¢
/B1 a,-jDiu?dx—Z/Bl aUD,-uDj(pﬁde /Bl fﬁdx

~

, obtemos

N

Mas Dii = Du e Dv = —i 2Du, e, portanto, tomando 7 =
_/ a;iDivD j@dx — 2/ a,-jDiuDju_—q;dx > [ fvodx.
B, B, 73 B;

Porém,
/ aijDiuDju%dx > )L/ |Du|2_—q)3dx > 0.
By u By u

Dai,
/ (a,-jDiij(pdx+7v(p) <0.
B
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Logo, v € subsolugdo de —D;(a;;(x)D u) + fu=0.

Além disso, ||f]|zq(p,) < 1. pois se f = 0 vale que f = 0, ou seja, || f||1q(,) =0 <1,

e caso contrdrio temos f = u+\|fﬁLq(B,) < HfH[qwl)’ ou seja, || /1] za(p,) < 1.
Portanto, podemos aplicar Teorema de Limitacdo Local (Teorema 4.1.1) e obtemos
para qualquer 0 < 6 < 7 < 1 e qualquer p > 0 uma constante C = C(n, p,q,A,A) tal que
1
supy < Cf ———|Ivllo(s) }-
Be (T — 6)[’
Mas,

. -1 1
<1nfﬁ> =supu .
By

Assim, obtemos para ¢ = ¢(n, p,q,7,0,A,A) = ( i))% que
’r_
-p p P
(infﬁ) = (supﬁ_1> = (supv) < cp/ v_”dx:cp/ u Pdx..
By Bg By Bz B¢
Dai,
_1 _1 1
infﬁzc1</ ﬁ*pdx> ? :cl(/ ﬁpdx/ ﬁ”dx) p(/ ﬁpdx)p
By Bz T B T

Assim, basta provarmos que existe pp > 0 e ¢* = c¢*(n,q,A,A, ) tal que

/ ﬁpodx/ uodx < c*, 4.7
B; B;

pois, uma vez provado, obteremos que

: N S 1 el
infu+{|fl]as,) = infa > (c N P 1allr(B,4) = ()P ullr(8,,,):

como gostariamos de demonstrar.

Para isso, provaremos a existéncia de pg tal que para todo T < 1 temos
/B ep0|w‘dx sc= C(n7q7)’7A7 T)?
T

ondew=1logu—fBef = ﬁ Jp, logudx.

Uma vez feita, note que

= - — —logu logu
Jg W Podx [ wPodx =[5 ePo(—log )dxfBT ePologii gy

— IBT ePO(*W)d_x fBT ePOde

2
(fBT ep0|w‘dx> <’

IN
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Dai o resultado segue para po tomando ¢* = ¢?.

iii) Para provarmos a desigualdade 4.7, provaremos que w ¢ BMO, ou seja, que para

todo B,(y) C B; vale que

1
r_”/B lw—wpyldx <c,
}

onde wy,, = m f, B.(y) wdx, e utilizaremos a Desigualdade de John-Nirenberg (Corolario 3.2.1).

Seja entdo ¢ € L™(B1) NH}(B1) com ¢ > 0 em B e considere a funcdo teste

% € H} (By) na definigdo de supersolugdo do teorema.
Obtemos,
D; D;
/ aijD,-u+(pdx— / a,-jDiu_—JZM(pdx > / fgdx.
B u B u B U

Assim (usando ainda que Du = Dii e Dw = ! Du (pela definigio de w)),

/Bl aijDiWDj(P_/B] a,'le'WDjWQD > /B] 7(P,V(P ELw(Bl)ﬂHé(Bl),QDZOemBl.

Agora, substituindo ¢ por ¢* € H!(B;) obtemos

/BaijDiWDjW(PZS/B a;;DwD;(¢?) (—fo?).
1 1

By
Note ainda que

/lfBl IDw|?|@> < fBl aijD[WDjW(pz, e
2A.

IN

a,-j

Jp, aijDiwD;(9?)

2fB] al-jD,-w(ij(p

< 4A [5, IDwo|ID; 0|
< A% Ji, IDwoP+ 2 fy IDj0l?)
< A fy IDWP @+ 3 [ Do, e

Jp(—T9%) < Ji, 17102

Portanto,

21412 A 21 ]2 8A2 2 Fl 2
2 [ pwPleP <7 [ iwPleP+ 25 [ Dol [ [Fig®
B 2 /B, A B B

Ou ainda, tomando ¢(A,A) = %max{l , STAZ}, temos

[ it <ca.n( [ ot , )
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Ora, mas temos ainda, pela Desigualdade Holder (2.0.5), que

/B] F10* < N7l 511912y = 1711 5 11l -

Mas, se g > 5, temos que

1Fllze < 1.

E, pela Desigualdade de Sobolev (2.0.1), temos que

2
19117 2, < c(n)l|Dg][2.
Ln—=—2
Logo, obtemos que

| [716* < c(n.9) 19 ..
1

Assim, obtemos para ¢ = c(n,q,A,A) = c(A,A)(1+¢c(n,q)), que

| 1DwPloP <c [ Dol
By B,

Ora, seja By,(y) C By e tome ¢ tal que
2

r.

supp(@) C Ba,(y), ¢ = Lem B,(y), e [Do| <

Obtemos assim, para C = C(n,q,A,A) = cw,;2""2, que

| iowP= [ ipwPleP < [ pwPleP <c [ |pof -
B/ (y) B.(y) By B

4
c Do|? < c—w,(2r)" = Cr"2.

Dai, usando que, pela Desigualdade de Holder (2.0.5),

| 1
w—wy | < (w,r")2 / w—wy | 2,
/B,<y>| = () by " ")

e que, pela Desigualdade de Poincaré (2.0.2),

| =P [ pw
B (y) B.(y)

obtemos, para C* = (wnC)%, que

Nl—

2
b Jay g o =] < @(f ) o= )
1

2
< 5 ()

C*.

IA
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Portanto, tomando 7 < 1 e usando a Desigualdade de John-Nirenberg (Corolario

3.2.1), obtemos constantes p;,C dependentes de n tais que

o
/ ectvmosl < o1,
By

Assim, tomando pg = po(n,q,A,A) = Py

_Po__ _n_ 2o
= T <1 <55, temos que po < &

E, usando que wo ; = (logu — (log u)oﬂ) = (logu)o,r — (logu)o,r = 0, obtemos

0,7
por fim

p*
/ ePolvl < / e v=wosl < oot < € = C(n).
B: B:

iv) Uma vez provado que o resultado vale para um certo pp, provemos agora que ele
vale para todo 0 < p < .%5.

x5 n
Ora, basta entéo provarmos que se pp < p < ;=5 vale

el oo By = Cllul|Lr(s.),

para algum C = C(n,A,A, p,q,0,7). De fato, pela Desigualdade de Holder (2.0.5), ja temos

que se 0 < p1 < pa, entdo,

1 _ 1
ullzr ey < Bzl Pt P2 [|ul[pr B,)-

11
Em particular, se 0 < p < po, entdo para C = C(n,A,A,p,q,7T) = |B¢|? Po, temos
que

el o (o) < Cllullzros,)-

v) Sejaentdo, 0 < pp < p < %5 =: X.

Basta provarmos que paratodo y € (0,1) e 0 <r <R < 1 vale

[leellers,) < Cllul| () (4.8)

De fato, uma vez provado, e como py —1 <1, temos dois casos:

Caso 1: pox ' < px~! < po.

Neste caso, como temos o resultado para pg o teremos para py ! pela Desigualdade
de Holder (2.0.5) e, portanto, para p pela desigualdade 4.8.

Caso 2: pox' < px ! < pox'*!, para algum i > 0.
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Neste caso, como o resultado vale para pg, obteremos para pox'™! apés aplicar a
desigualdade 4.8 sucessivamente. Dai, pela Desigualdade de Holder (2.0.5), o resultado valera

para px ! e, novamente pela desigualdade 4.8, valera também para p.

vi) Resta entdo provarmos a desigualdade 4.8.

Dado 7 € (0, 1), e utilizando B = 1 — ye ¢ =7 P n? como fungio teste na desigual-
dade 4.6, onde N € C(l) (B1), obtemos

1

/ ayDi(—B)a P~ 'n*Di+2 / aiiDai PnDm > / faPn?.
B B B
Ou ainda,

S 2 1By L (=f) -
iiDiiD ; ﬁ12<—/ i PDamuD; —/ 1=hn2.
/Blaj uDju(u n =3 [, it umnu m+l3 s, @ u "n

1

Procedendo como no passo (iii), obtemos

20— 1 g LS o
D2ﬁ12<C—/D21ﬁ—/—213.
/Bllu|u U {ﬁz M a}

_ : _=r Dw __ YDu
Usando 3 = 1 — y e definindo w = %2, com =4
um certo o > 0,

C
Dw22§ /w2D2~|—2.
[ 1wl < = [ w0 +n?)

Ou ainda, como D(wn) = Dwn +wDn, obter para certo C que

[ o0 < = [ ionP ),

Via Desigualdade de Sobolev (2.0.1), obteremos ainda outra constante C = C(n) >

0 tal que para y = "5, teremos

</Bl(wrl)2x>}]( < (1_Cy)a /31 w?(|Dn|* +n?).

Agora, para 0 < r <R < 1, tome ) € C}(Bg) tal que n=1em B, e |[Dn| <

2
R—r"
Teremos entdo,

([ < (fomp) < ([ omp)t < S [ weqonpen)
< P s S e

como queriamos demonstrar.
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Uma consequéncia do Teorema 4.3.2 € o seguinte

Teorema 4.3.3 (Desigualdade de Harnack devido a Moser). Seja u € H'(Q) uma solugdo

ndo-negativa em £, ou seja,

/ a;jDiuD ;¢ = / f9, Vo € Hy(Q).
Q Q
Suponha que f € LY(Q), com q > 5. Entdo para qualquer Bg C L,

supi < C{infu+ R4l }

Bgr 2

onde C =C(n,A,A,q) € uma constante positiva.

Lema 4.3.1. Sejam w, ¢ fungdes ndo-decrescentes no intervalo (0,R|. Suponha que para todo

r < R tenhamos

w(tr) < yw(r)+o(r),

para algum 0 < 7,7 < 1. Entdo, para qualquer i € (0,1) e r < R temos

w(r) < C{ (%) “WR)+ S(rH1RIH) }

ondeC=C(y,71)ea=oa(y,t,u)=(1— ,u){ggz sdo constantes positivas.

Prova. Fixe um nimero r; < R.

Dai, como ¢ € ndo-decrescente, temos para todo r < r; que

w(tr) <yw(r) +o(r) <yw(r) +o(r).

Agora, por inducao, temos que
k=1
w(t'r) < Yw(r)+o(r) Y 7.
i=0
De fato, o resultado vale para k = 1, pois como r; < R temos
O .
w(t'r)) =w(tr) <yw(r)+o(r) =y'w(r)+o(r) )7
i=0
E, supondo que

) < ¥ wir)+o(r),
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temos
w(thr) = w(t(?%1r)))
< () + o ()
< (¥ + o) EY) + o)

Yw(r)+o(r) iy v

Temos ainda que w(r;) < w(R) e Zf:_o] Y < ﬁ, e, portanto,

w(thr) < ¥w(R) + (1;(_“}2.

Como % < 1le 1< 1, podemos obter k € N tal que Tk < % < tho—1 ou ainda, tal
que ’ck‘)m <r< ’L'k_lrl.

Sendo w ndo-decrescente, obteremos entdo que

w(r) < w(tho=lr)
< Flw(R) + 59,
Mas, 1
logy . k &y logy r %
— (tlogt )" = (T")log7 —
¥ = (e = () < (2
E, portanto,
1 o(r) _1/r\i&k o(ri)
w(r) < —-Yw(R)+ §—<—> w(R) + .
(1) < PR+ T < (D) i)+ T
Logo, tomando r; = r*R!"H e ot = (1 — u)%’ , obtemos
1 r 2t o(r*R'"H) 1 r\a o(r*R'7H)
<- R ———<—) R+ 2% )
W(r>_y<rﬂR1—#> w(R) + 11—y Y\R wR)+ 1—vy
E, tomando C = C(y) = max{jl,, ﬁ , obtemos

r

wi) <cf (7) @ + ot ) |

Teorema 4.3.4 (Holder continuidade). Suponha que u € H'(Q) satisfaz

/aijDi”qu):/f(Pa Vo € Hy(Q).
Q Q
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Se f € LY(Q) para algum q > 5. Entdo u € C*(Q) para algum oo = a(n,q,A,A) € (0,1). Além

disso, se BR C Qex,y € B§’ entdo

X—Yy\¢ _n
) )] < C(E22) Lz + B s

onde C =C(n,q,A,A) € uma constante positiva.

Prova. i) E suficiente provarmos para R = 1, pois, uma vez provado, seja Bg C Q e defina

v(y) = u(Ry), a;j(y) = a;j(Ry) e f(y) =R*>f(Ry) paray € Bj.

Obtemos entdo, para todo ¢ € H} (By), que

/ﬁijDiijqodx:/ 7(pdx.
By B,

Portanto, utilizando que o teorema 4.3.4 para R = 1, obteremos C = C(n,q,A,A) > 0 tal que

@)=yl < c(lv—1)"{ Al ). Vey e B
() =y < C(l=1) {IWllzaga) + I Fllags,  vxy € By.

E, portanto,
a o
u(Rx) = u(RY)| < C(Ix=31) {llulli2(gg) + B 11 fllnage) |- 27 € By

) - o_n )
po1s HVHLZ(Bl) = Hu||L2(BR) ¢ Hf”L‘I(Bl) =R ‘1||f‘|Lq(BR)- Ou ainda,

X— o _n
() )] < (B2 Ll + B0 Al ) Vv € By

ii) Defina, para 0 < r < 1, as fungdes M(r) = supg u, m(r) = infp u e w(r) =
M(r) —m(r) = supg u—infp, u.

E suficiente provarmos que existe C = C (n,q,A,A) > 0 tal que

1
w(r) < Cr{ llullaga) + 1l nosg o ¥r < 5.

pois, uma vez provado, obteremos que

jue)— ()] < (e =y1) {2z + 1 f1lesia) } Vv € B
ulx)—uly)l = xX=y Uil2(By) Li(By) (» V5V L

iii) Defina 6 =2 — g > 0.
Aplicando a Desigualdade de Harnack devido a Moser (Teorema 4.3.3) a funcao

M(r) —u > 0em B, obteremos C = C(n,q,A,A) > 0 tal que

wp (M0) ~1) < C{pE40) =) 1 }

[
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Em particular,
r

M) =m(3) <c{ (M) =M(Z)) +r°lfll1ois, |- 4.9)

E, aplicando a Desigualdade de Harnack devido a Moser (Teorema 4.3.3) a funcao

u—m(r) > 0 em B, obteremos que

sup (u—m(r) < C{ipf (u=m(r) 7| Fls(s,) |-

S

Em particular,

(%) =mir) <c{(m(E) =mr)) + 71 lraqs, | (4.10)

Dai, somando as desigualdades 4.9 e 4.10, obteremos

r

wir)+w(3) <c{ () =w(3)) + 21 fllzaqs |-

Ou ainda, para y = g—jr% <lec=c(n,q,A,A\)

2C

& obtemos

w(3) < 1)+l flluags,. @11

Aplicando entdo o Lema 4.3.1 com T =R = %, w(r) = supg u—infg.ue o(r) =

CrSHfHL‘I(Br), ea=/(1 —u)% obtemos que para todo 0 < u < 1le p < % temos ¢; =

(& (l’l,q,k,/\,“) tal que

w(p) < a{p®w(5) +ep"flusm)

logy

Logo, escolhendo u tal que @ = (1 — ,u)logr

< ud obteremos ¢y = ¢p(n,q,A,A) tal que
1
w(p) < c2p®{w(5) +11/llzecs |-

E, via Teorema 4.3.1, teremos ¢3 = c3(n,q,A,A)

W(%) < e{llull2gs) + 111 leais, |-

Portanto, obtemos ¢4 = c4(n,q,A,A) = c2(c3+ 1) tal que

w(p) < ep®{w(3) +11/llzs(s) }
< czp“{C3{||u||L2(31) + ||fHLq(Bl)} + ||f||L‘7(31)}
<

ea(es+ 1P 1l 2z, + 1o, }
cap®{ |lul s, + 11l esgay }-
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Corolario 4.3.1 (Teorema de Liouville). Suponha que u é uma solucdo da equacdo homogénea
em R"

/ aijDiuDj(p = O,V(,D S Hé (Rn)
Rn

Assim sendo, se u é limitada, entdo u é constante.

Prova. Sejar>0ew(r)=supg u—infp u.

Como vimos na demonstracdo do Corolério 4.3.4 (desigualdade 4.11), existe ¥ < 1 tal que

w(r) < yw(2r).

Dai, por inducdo, conseguimos provar que
r) < Yw(25r)
De fato, ja temos a validade para k = 1, e, supondo que
) < plw(k Ly

obtemos

) <YW ) </ (25) = (2

Mas, Y*w(2%r) — 0 quando k — oo, pois ¥ — 0 quando k — oo e w é limitada, uma
vez que u € limitada.
Assim, para todo r > 0 obtemos w(r) = 0, ou ainda, supg u = infp, u.

Ou seja, u € constante em B, para todo r > 0 e, portanto, € constante em R". O]
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5 CONCLUSAO

Obtemos intimeros resultados acerca das solucdes das Equacdes Diferenciais Parciais
Elipticas na forma divergente, e principalmente obtivemos duas formas de enunciar a Holder
continuidade de tais solucdes, sob diferentes condi¢des para os coeficientes das equagdes.

Conseguimos obter uma condicao para a Holder continuidade de fungdes a partir da
limitacdo do crescimento local de suas integrais, que foi usada posteriormente para a obtengao
da Holder continuidade de solucgdes fracas das equacdes analisadas.

Conseguimos ainda utilizar o conceito de cubos diddicos juntamente com o Lema
de Calder6n-Zygmund para construirmos sequéncias de cubos disjuntos que culminaram na
demonstracdo de uma desigualdade equivalente a Desigualdade de John-Nirenberg, a qual
utilizamos posteriormente para demonstrarmos a Desigualdade de Harnack fraca.

Também obtivemos diversas estimativas para solu¢des u € C' de equacdes homogé-
neas, dentre as quais a Desigualdade de Caccioppoli e diversas consequéncias desta. Juntamente
a elas obtivemos estimativas e comparativos entre funcdes harmonicas e solugdes de equagdes
homogéneas, que foram também utilizadas na obtencdo da Holder continuidade das solugdes e
dos gradientes das soluc¢bes de equagdes com coeficientes a;; € CYeaq ; € C%, respectivamente.

Além de definir solucdes fracas das equagdes, definimos também subsolugdes e
supersolucdes, obtendo assim a limitacao local ndo s6 de solucdes, mas de subsolugdes das
equacoes.

Além disso, vimos como tais subsolugdes e supersolucdes se comportam ao serem
combinadas a fungdes convexas, e utilizamos isso para a obtencdo do Teorema da Densidade, do
qual veio o Teorema de Oscilacdo, e a partir do qual obtivemos também o Teorema de De Giorgi
que reobtem a Holder continuidade de solugdes fracas, mesmo apenas com a;; € L™.

Por fim provamos um resultado mais geral do Teorema de Limitacdo Local, a partir
do qual obtivemos a Desigualdade de Harnack fraca que nos permite provar tanto a Desigualdade
de Harnack-Moser, quanto a Holder continuidade das solucdes (assim como o Teorema de De

Giorgi), e o Teorema de Liouville.
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