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RESUMO

O Critério de Dumas é um meétodo que possibilita a verificacdo da irredutibilidade de
polinbmios com coeficientes inteiros por meio das analises de suas representagdes em
diagramas. Este estudo se inicia com a visdo geral de numeros, abordando desde a classificacdo
de racionais e irracionais, a categorias mais especiais como 0s numeros algébricos e 0s
transcendentes (apenas conceitual). Temos como direcionamento de nosso estudo a obtengéo —
de modo prético, abrangente e eficiente — de mecanismos que nos poupem tempo quando for
necessério classificarmos certo nimero no conjunto dos reais. E nesse ambito que focamos
nosso estudo, associando determinado nimero real a raiz de um polinémio — de onde temos a
ideia de irredutibilidade vinculada a irracionalidade de um nimero — e dai podemos decomp0é-
lo como produto de polindmios. Assim, apresentamos 0os métodos — Teorema das Raizes
Racionais, Critério de Eisenstein e Critério de Dumas — comumente utilizados para a avaliacéo

se dado polinémio possui ou nado raizes racionais.

Palavras-chave: raiz racional; polindmios; nimeros irracionais; irredutibilidade (matematica).



ABSTRACT

The Dumas Criterion is a method that makes it possible to verify the irreducibility of
polynomials with integer coefficients through the analysis of their representations in diagrams.
This study begins with an overview of numbers, covering from the classification of rational and
irrational, to more special categories such as algebraic and transcendent numbers (only
conceptual). Our aim of our study is to obtain - in a practical, comprehensive and efficient way
- mechanisms that save us time when it is necessary to classify a certain number in the set of
reais. It is in this context that we focus our study, associating a given real number to the root of
a polynomial - from where we have the idea of irreducibility linked to the irrationality of a
number - and from there we can break it down as a product of polynomials. Thus, we present
the methods - Theorem of Rational Roots, Eisenstein's Criterion and Dumas's Criterion -

commonly used to evaluate whether a given polynomial has rational roots or not.

Keywords: rational root; polynomials; irrational numbers; irreducibility (mathematics).
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1 INTRODUCAO

A ideia de nimeros paira sobre as civilizagdes desde suas primeiras concepgdes de
contagem e, quanto mais evoluimos, as necessidades, em consonancia com os nimeros, o fazem
também. E dai que surgem conceitos e classificagbes numéricas, especificacdes que

proporcionardo estudos posteriores mais detalhados e solugdes de problemas mais especificos.

Inteirar-se das ideias da algebra quanto as estruturas algébricas — anéis, corpos,
extensdes, grupos e outras — trara para outro patamar 0s nimeros. Porém ainda nos deparamos
com situagdes intrigantes simples de afirmarmos se tal nimero é racional ou irracional, se dado
polindbmio tem raizes racionais ou até mesmo se podemos escrever certo polindBmio como

produto de polinbmios com coeficientes inteiros.

E em meio a esses questionamentos que apresentamos nosso trabalho, um estudo
focado em mostrar que as raizes racionais de um polinémio e sua redutibilidade nos racionais
estdo intrinsicamente ligadas aos nUmeros irracionais. Para isso apresentaremos meios

facilitadores de sondagem da existéncia de tais nUmeros raizes.

No Capitulo 2 mostraremos uma teoria basica dos polinbmios — as operacoes e
propriedades —, abordando alguns conceitos como polindmios primitivos e conteido de um
polindbmio, apresentando um resultado importante nesse sentido, o Lema de Gauss,
aproximando, assim, o leitor, por meio de uma abordagem especifica e clara, de uma

classificacdo diferente dos nimeros reais em algébricos e transcendentes.

Em secdo ainda nesse capitulo, traremos uma abordagem sobre critérios de
divisibilidade de um polindmio, associando-0s ao Teorema do Resto e a um estudo de
estratégias que nos servem de suporte para uma sondagem rapida se um tal polindmio com
coeficientes inteiros teria ou ndo raizes racionais e, por conseguinte, se 0 mesmo € ou nao

irredutivel sobre os racionais.

Com essa finalidade, ainda nesse capitulo, trataremos do teorema das raizes
racionais, um método indicador que consiste em, existindo uma raiz racional, obedecer
determinada condi¢do. Mas a morosidade desse método, embora direcionado e certeiro caso
exista tal raiz, possibilitou-nos apresentar alguns outros critérios, que nos aliviara do sofrimento

de avaliacdo se ndo encontrarmos uma raiz racional.
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Assim, chegamos a um dispositivo pratico que nos ajuda a remir tempo e esforco
desnecessario na busca das raizes racionais de um polindmio. Nesse sentido, apresentaremos
no Capitulo 2 o Critério de Eisenstein, um método que exime a procura de raizes racionais de
um polinbmio por testagem, que, na pratica, consiste em tomarmos um ndmero primo p que
satisfaz a hipotese (as condic6es de aplicabilidade do critério) e rapidamente veremos se dado
polindbmio com coeficientes inteiros possui ou nao raizes racionais, e eventualmente podemos
concluir se o mesmo ¢é redutivel ou ndo nos racionais. E preciso ressaltar, porém, que ha

limitacdes em tal critério, dentre as quais podemaos citar os casos dos polinémios ciclotémicos.

Ap0s esse estudo dos polindmios, adentraremos no capitulo seguinte abordando a
classificacdo dos numeros reais em racionais e irracionais, trazendo exemplos curiosos de
nimeros sobre e formados por radicais e suas demonstracBes de irracionalidades.
Acompanhados de fatos historicos contundentes do surgimento dessa ideia, como: o primeiro
namero irracional a ser descoberto e como 0s gregos representavam tais ndmeros

geometricamente.

Nesse ambito, para evitarmos estudar caso a caso de irracionalidade, nos
apropriaremos do nosso estudo dos polinbmios obtidos por manipulacbes algébricas do
problema gerador, onde assimilaremos a irracionalidade com a inexisténcia de raizes racionais
do polinémio em questdo, em outras palavras, a irredutibilidade do polindmio nos racionais.
Contudo, observamos que ainda havia a necessidade, para pouparmos esforcos, de um
mecanismo mais pratico e abrangente que o Critério de Eisenstein para avaliarmos as raizes
racionais de tais polindmios obtidos durante esse processo, que ndo fosse a verificagcdo, uma a

uma, das supostas raizes racionais ou até mesmo a inexisténcia da mesma.

Para sanar o imbréglio, recorremos, no Capitulo 4 a ideia de Newton em representar
um polinémio geometricamente e apresentamos o Critério de Dumas para a checagem rapida
e abrangente da irredutibilidade nos racionais de polinbmios com coeficientes racionais, 0
objetivo central de nosso estudo. Tais estudos, finalmente, mostraram-se suficientemente
abrangentes para avaliar quaisquer polinémios com coeficientes racionais, quanto as suas raizes
racionais, oportunizando uma estratégia que podemos aplicar na gama de polinbmios que

podem surgir nas manipulac@es algébricas ou que nos sejam apresentados.
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2 POLINOMIOS: CONCEITOS BASICOS, DEFINICOES E PROPRIEDADES

O surgimento dos polinémios e a obtencdo de suas raizes, estd intrinsicamente
atrelado & historia da matematica. Apesar de sem tempo e local pré-definidos, notadamente
percebemos isso quando lemos sobre a busca incansavel dos primeiros métodos de resolucdes
de equacdes algébricas — quadraticas, cubicas e quarticas, entre outras, ou podemos dizer, na

busca das raizes de tais polindmios.

Neste capitulo apresentaremos uma teoria basica — propriedades e operacdes — e
daremos algumas definigdes sobre em polinémios, que serdo bastante Uteis na compreenséo dos

assuntos abordados no capitulo quatro, tema central desse estudo.

Veremos aqui as definicBes de nimeros reais algébricos e transcendentes, em que
0s nuameros algébricos — especificamente para n0s 0s nimeros irracionais — estdo intimamente
conectados com polinémios irredutiveis em Q[X], a saber que, qualquer nimero algébrico é a

raiz de um polinémio irredutivel dnico (até um fator constante).

Contudo, a nogdo de um nudmero algébrico vai bem mais além do que foi
apresentado, uma vez que, no inicio do século passado, P. Ruffini (1765-1822) e NH Abel
(1802-1829) provaram que existem equacdes de grau superiores a quatro que Sd0 nao
solucionaveis por meio de radicais. Podemos estender essa discussdo também para 0s
Polindmios Ciclotémicos (em secdo mais adiante no capitulo), cujas raizes sao simples e da
unidade, o que estudaremos ainda nesse capitulo condic6es de irredutibilidade nesse modelo de
polinémios. E ratificamos, nesse momento, que 0s nimeros racionais e radicais irracionais ndo

esgotam todos 0s numeros algébricos.

Sera também pauta de nosso estudo nesse capitulo, a ideia de divisibilidade de
polindbmios, onde traremos o Algoritmo de divisdo de Euclides para polinbmios, em que
focaremos no Teorema do Resto e no dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Em seguida, faremos
uma conexdo entre raizes de um polinémio e irredutibilidade do mesmo, apresentando um dos
resultados mais significativos sobre o tema, 0 Lema de Gauss. Por conseguinte, abordaremos
os radicais irracionais (onde todos s@o algébricos) e polinémios irredutiveis; e discutiremos o
Critério de Eisenstein para a irredutibilidade de polinbmios e o fato da existéncia de numeros

irracionais como raizes.



13

2.1 Algumas Defini¢des e Teoria Basica em Polinémio

Definigdo 2.1 — Definiremos polindmio sobre K na varidvel X, & expresséo formal p(X) = ag +
aX + - +aX"+ -, emque a € K, Vie NuU{0} e, existe um nimero natural m, tal que, g

= 0 para todo j > m.
Neste caso, K serd um Anel ou um Corpot.

Denominaremos os elementos a; € K de coeficientes de p(X). E podemos denotar

p(X), quando a; = 0 para todo j > n, simplificadamente por
3 k
p(X) = aX oy
k=0

Exemplo 2.1 — A expressdo p(X) = X*+3X3 — 4X + 15 é um polindmio. Mas a
expressdo q(X) = 10 + X + X% + 3X3 + - ndo é um polinémio, uma vez que seus coeficientes

néo sao quase todos nulos.

Se tivermos ai = 0, Vi e NuU{0}, isto €, p(X) =0 + 0X + - + 0X" + - | entdo
denotaremos p(X) por 0, ou seja, p(X) = 0, e sera denominado polinémio nulo. Agora se p(X) =
ao+0X+ - +0X"+ -, isto e, a; = 0 paratodo j > 0, teremos apenas p(X) = ao € 0 chamaremos

por polinbmio constante.

Denotamos por K[X] o conjunto de todos os polindmios sobre K, isto é, todos 0s
polindmios cujos os coeficientes pertencem a K, em que K é qualquer um dos conjuntos Z, Q,
R ou C. Além disso, as inclusdes Z = Q = R < C, garantem as inclusdes Z[X] = Q[X] = R[X]

< C [X]. Analisemos os dois préximos exemplos:

Exemplo 2.2 — Dado o polindmio p(X) = 3X% + ~/5 X2 — 4X + 1, note que p(X) ¢
Q[X], pois J5 ¢ Q e, consequentemente, p(X) ¢ Z[X]. Mas por outro lado, p(X) e R[X], pois

todos os seus coeficientes sdo nimeros reais e, consequentemente, p(X) € C[X].

! As definicdes de Anel e de Corpo vocé encontra no Apéndice A
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Exemplo 2.3 — S&o polindmios em Z[X]: p(X) =5—-2X + 5X2 - X3 e q(X) = X% + 2.
J10

S&o polindmios em R[X]: p(X) = S_TX + X3 eq(X) =v2X? + 2.

n
Definigéio 2.2 —Para p(X)=> a X k e K[X] \{0}, com an# 0, dizemos que a, é 0 coeficiente
k=0

lider de p(X) e, quando a, = 1, dizemos que o polindbmio & monico. E definimos o inteiro positivo

n como o grau de p(X), onde denotamos por gr(p(X)) = n.

Exemplo 2.4 — Assim, dado o polindmio q(X) = 10 + X + X? + 3X3, temos que seu

coeficiente lider é 3 e 0 gr(q(X)) = 3.

Definicéo 2.3 — Sejam os polindmios p(X) = Zakx" e q(X)= ijx I com coeficientes
k>0 j=0

num corpo K. Definimos a soma como p(X)+q(X)=> ¢ X' ,talquec, =a, +b, . E definimos
120

0 produto como p(X)-q(X)=>.¢, X', onde ¢, = > ab;.
10 k+j=
k,j>0

Proposicdo 2.1 — Seja um corpo K e dados os polindmios p(X),q(X) e K[X] {0}, tais que
gr(p(X)) = negr(q(X)) =m, segue que:

@ gr(p(X) +q(X)) =max{ gr(p(X)), gr(q(X))} se p(X)+q(X)=0.

() gr((pa)(X)) = gr(gr(p(X)) + gr(a(x))) se p(X)-q(X)#0.

Demonstracao:

n m .
Sejam os polindmios p(X) = > a X" e q(X) = a; X, tais que as bn+# 0.
k=0 j=0

(a) Temos dois casos a analisar.

n :
Primeiro para m = n, temos que, p(X) +q(X) = (p+a)(X) =D (a; +b) X", edai
i-0

temos duas situagdes a considerar. Se an + by # 0, entao gr(p(X) + q(X)) = n = max{gr(p(X)),
gr(g(X))}. Agora, se a, + by = 0, segue que gr(p(X) + q(X)) < n = max{ gr(p(X)), gr(q(X))}-
Por outro lado, se tivermos m # n, onde podemos supor, sem perda de generalidade,

gue m > n, teremos que



15

(0= (3 +0)X'
= (:310 +by)+(a, +b)X +--+(a, +b,)X" +(a,,; +b, )X+ kb X
e, assim gr(p(X) + q(X)) = m = max{ gr(p(X)), gr(a(x))}.
Com isso, mostramos que em qualquer um dos casos tem-se que
gr(p(X) + a(X)) < max{ gr(p(X)), gr(q(x))}-

(b) Sendo p(X)-q(X)=(pg)(X)=>.c, X', onde ¢, = > ab;. Como an bm# 0, é imediato

1>0 k+j=I
k,j=0

que ¢4 # 0 €, portanto, (pa)(X) = 0 e gr((pa)(X)) = gr(gr(p(X)) + gr(a(x))).
u
Teorema 2.1 (Algoritmo da Divisdo Euclidiana de polindbmios) — Dado o corpo K e sejam 0s
polindmios p(X),d(X) e K[X], com d(X) # 0. Entdo existem Unicos q(X),r(X) e K[X], tais
que:
p(X) =q(X)d(X)+r(X)
em que r(X) =0 ou gr(r(X))<gr(d(X)).
Demonstracao:
Vide [HEFEZ, Abramo e VILELA, Maria L. T., pp. 92-93].
Exemplo 2.5 — Faremos a divisdo euclidiana em Z[X] de
P(X) = 4X5+3X* — 8X% +10X — 6 por d(X) = X2 —2X + 1.
Solucdo: A solucéo apresentada é apenas a aplicacdo da demonstracdo do Teorema 2.1.

Inicialmente, temos que 0 mondmio de maior grau de p(X) é 4X° e de d(X) é X>.

Dai, determinando q(X) tal que p(X)=q(X)d(X)+r(X), obtemos:
p(X) =d(X)q(X)+r(X)=d(X)x4X3+11X* -4X3-8X? +10X —6).

Efetuando agora a diviséo de r(X) por d(X), onde também tomamos 0s respectivos

mondmios de maior grau, 11X* e X?, onde teremos:

r(X)=d(X)og(X)+r(X)=d(X)x11X ? + (18X > -19X ? +10X —6) .
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Dando continuidade, pois o gr(ri(X)) ainda é maior que o gr(d(X)), e procedendo

de maneira analoga aos processos anteriores, para divisdo de ri(X) por d(X), obtemos:
R(X)=d(X)g,(X)+6,(X) =d(X)x18X + (17X?* —8X —6).

Assim, efetuando agora a diviséo de ro(X) por d(X), pois ainda temos gr(r2(X)) igual

ao gr(d(X)), obteremos
r,(X)=d(X)g;(X)+r;(X)=d(X)x17+ (26X -23).

Note-se que, finalmente gr(rs(X)) < gr(d(X)), portanto, pela divisdo euclidiana,

segue que:
P(X)=(X2=2X +D)x(4X3 +11X % +18X +17) + (26X —23).

O processo acima explicitado pode ser apresentado pelo seguinte dispositivo
pratico, que também é uma reinterpretacdo ou uma releitura da demonstracdo do mesmo

Teorema 2.1. Assim, segue:

4X5+3X*—8X2+ 10X —6X%2—-2X+1 X2 -2X +1

—4X5 +8X* — 4X34X3 + 11X2 + 18X + 17| 4x3+11X? +18X +17
11X*—4X3-8X%2+10X—6
—11X* +22X3 — 11X?
18X3 —19X?+ 10X — 6
—18X3% +36X% — 18X

17X*-8X -6
—17X% 4+ 34X — 17
26X — 23

Portanto, temos que p(X) = (X2 —2X +1)x (4X3 +11X 2 +18X +17) + (26X —23).
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Um ponto importante no estudo dos polindmios € o valor de um polindmio

n
p(X)=>a,X* e K[X] paraum nimero ¢ e K (um Dominio de Integridade  ou um Corpo),
k=0

n
que é obtido quando substituimos X por ¢c em p(X), isto &, p(c) = Zakc" :
k=0

Agora, podemos fazer a seguinte afirmagéo: se paraalgum c € K, p(c) =0, diremos
que ¢ € K é raiz de p(X). E mais, se para ¢ ¢ K, existir um polinémio p(X) € K[X], tal que o
anule, isto é, p(c) = 0, entdo c é algébrico sobre K. Dai, concluimos que para dado um certo ¢
¢ Q, existir p(X) € Q[X] tal que p(c) = 0, teremos que c é algébrico sobre Q; e mais, que todo
irracional é algébrico sobre Q. (A definicdo de algébrico e transcendente apresentaremos na
Definicéo 2.5.)

2.2 Propriedades dos Polinémios

De agora em diante, quando conveniente, a notacdo de p(X) sera denotada algumas
vezes como simplesmente p, isto é, na expressao p(X) € K[X] escreveremos apenas p € K[X],

guando conveniente.

Apropriados das defini¢des e teoria basica dos polindmios, dentre elas a soma e
produto, é facil ver que, dados os polinémios f, g, h € K[X], as opera¢des de soma e produto

satisfazem as seguintes propriedades:

a) Comutatividade:

Soma: f+ g =g+ fProduto: f x g =g % f
b) Associatividade:

Soma: (f+g) + h=f+ (g +h)Produto: (f x g) xh=1x (g xh)
c) Distributividade:

fx(g+h)=(fxg)+(fxh)

2 A definicdo de Dominio de Integridade vocé encontra no Apéndice A
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2.2.1 PolinGmios Primitivos e Contelido de um PolinGmio

Introduziremos uma definicdo importante para polindmios em Z[X], haja vista a

necessidade para o desenvolvimento e entendimento daqui em diante do que iremos abordar.
Definicdo 2.4 — Seja p(X) = ag+a, X + -+ a,X™ € Z(X) um polindmio ndo nulo.
Definimos por conteddo de p(X) como o maximo divisor comum (mdc) de seus coeficientes e
denotaremos por cont(p(X)). E, quando mdc(ao, ai, ., a) = 1, denominaremos tal polinbmio
por polindmio primitivo.

Diante disso, sendo p(X) € Z[X] e cont(p(X)) = k, segue que p(X) = kp, (X), em que
p1(X) é um polinbmio primitivo. Vejamos uma importante proposi¢cdo dos polinbmios

primitivos.

2.2.2 Lema de Gauss

Proposicéo 2.2 (Lema de Gauss) — Sejam p(X), q(X) € Z[X], polinbmios primitivos, entdo o
produto p(X)q(X) também sera um polinémio primitivo.
Demonstracgao:

Vide [HEFEZ, Abramo e VILELA, Maria L. T., p. 129].

Exemplo 2.6 — Dados os polindios p(X) = 2X2—-3X +4 e q(X) =5X3 +

2X? + 3X — 6. Temos que mdc(2,-3,4) = 1, logo cont(p(X)) = 1 e p(X) é um polindmio primitivo

e, mdc (5,2,3,-6) = 1 e q(X) também é um polindmio primitivo. Entao,
p(X)q(X) = (2X? —3X + 4)(5X3 + 2X* +3X — 6)
=10X5—11X*+20X3 —13X2%+ 30X — 24
Note-se que mdc (10,-11,20,-13,30,-24) = 1, e dai cont(p(X)q(X)) = 1 e, portanto,

p(X)q(X) é um polinémio primitivo.
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2.3 Numeros Algébricos e Transcendentes

Para avaliarmos a classificacdo dos numeros reais em Algébricos e Transcendentes,
é necessario fazermos algumas consideracdes. A primeira delas é sobre extensdes de corpos® e,

por conseguinte, faremos a seguinte definicéo:

Definicédo 2.5 — Dada uma extensao de corpos L |H<(. Entdo, se para algum «a € L, existir um
polindmio ndo nulo p(x) € K[x], tal que p(a) = 0, entdo definimos @ como algébrico sobre
K. Do contrario, a sera definido como transcendente.

Assim, dado um polinémio ndo-nulo, p(X)=a, X"+ +a; X +a, cOom
coeficientes racionais, por exemplo, se houver um namero real irracional que o anule, isto é, é
raiz do polinbmio, dizemos que tal nimero real é um nimero algébrico. E se, um namero real

irracional ndo satisfizer nenhum polinémio com essas caracteristicas, dizemos que ele é um

ndmero transcendente.

Exemplo 2.7 — O numero 7 € Q[v7]* ¢ algébrico sobre Q, visto que é raiz do
polindmio p(X) = X? — 7 € Q[X]. E que, m €EQ [m] é algébrico sobre Q,
visto que é raiz do polindmio q(X) = X® — 2X3 — 4 € Q[X]. J4 os nlimeros 5Y3, log 5 e g
sdo numeros transcendentes, pois ndo sao solucbes de nenhuma equacdo com coeficientes

racionais.

Exemplo 2.8 — Uma das raizes do polindmio p(X) = X3+ 9X — 4 é o nimero

irracional /3 — /9, logo ele é um nimero algébrico sobre @, pois trata-se de um ndmero

irracional.

Vale ressaltar nessa discussdo que um numero que é algébrico sobre determinado

corpo nem sempre 0 serd em relagdo a outro corpo. Vejamos mais um caso:

% Consultar Apéndice B

4 Q[ﬁ] € uma extensao do corpo dos racionais, isto €, uma adjunc¢do dos racionais com a \/7 Consultar
Apéndice B.
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Exemplo 2.9 — Temos que as das raizes do polinémio f(x) = x>+ x + 1 sdo

—1+vV3i —-1-/3i
e
2

, isto &, ndo s&o algébricos sobre Q(+/3), mas s&o sobre Q(v/3)(i).

S&o nlimeros transcendentes 5V7, 7, e'™, log23, dentre outros. Mas nosso objetivo
é avaliar as raizes as raizes de polindmios, ou seja, 0s nimeros algébricos, mais precisamente

sobre a irracionalidade dos nimeros e a irredutibilidade dos polinémios.

2.4 Irredutibilidade de um Polindmio sobre Q[X]

Fazendo um feedback do que abordamos até aqui, falamos de uma correlacéo entre
os polinémios (semelhantemente a solucionar equacdes polinomiais) — suas raizes, 0s numeros
algébricos e a irredutibilidade sobre os racionais. Apropriamo-nos de uma teoria elementar
sobre os polinémios, fornecendo-nos meios necessarios para desenvolvermos essa se¢do, em
que trataremos teoremas mais especificos sobre a possibilidade de decomposicdo de um
polindmio, que nos ajudardo a compreender melhor a ideia de irredutibilidade dos polinémios
com coeficientes racionais e suas conexdes com 0s nimeros irracionais (a posteriori), que € o
objetivo principal de nossa pesquisa. Apresentaremos 0s mecanismos — técnicas de verificacbes

rapidas — para previamente detectarmos se um polindmio é redutivel ou ndo sobre os racionais.

2.4.1 Irredutibilidade e 0 Teorema do Resto

Pelo Teorema 2.1, se dados dois polindmios ndo nulos p(X) e d(X) em K[X],
dizemos que p(X) é divisivel por d(X) quando o resto r(X) da divisdo euclidiana do polinémio
p(X) por outro polindmio d(X) for zero. Significando que podemos expressar p(X) como sendo
0 resultado do produto dos polinémios d(X) por q(X), em que q(X) também é um polindbmio em

K[X]. Ou seja, se tal decomposicao é possivel, afirmamos que o polindmio é redutivel.
Por outro lado, se dado um polindbmio

p(X)=ag+a; X+ -+ a, X",
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com gr(p(X)) = n e p(X) € A[X], se ndo pudermos representa-lo como um produto de dois
polindmios ndo constantes com coeficientes em K[X], o denominamos de polinémio irredutivel.
Agora, salientamos que nosso estudo sera direcionado de agora em diante a polinémios p(X) €

Q[X].
Exemplo 2.10 - O polindmio p(X) = 1 + X + X? + X3 + X* + X° é redutivel em
Q[X], pois podemos escrevé-lo como
pX)=1+X+X2+X3+X*+X°= 1 +X)(1+X2+X*).

Enquanto o polindmio q(X) = (1 + X2 + X*) € um polindmio irredutivel em R[X], isto pelo fato
de ndo podermos representa-lo como produto de polindmios com coeficientes reais. Segue

também, que o mesmo é redutivel em C[X], pois podemos expressa-lo como (1 + X2 + X*) =

(X — _1";%) <X + _1_2%), que é um produto de polinbmios com coeficientes complexos.

Os casos mais simples de irredutibilidade de polinémio em R[X] s&o o polindmio
expresso como um bindmio “a, + a;X” — esse caso inclui também até o dominio de integridade
Z[X] — e o polinémio expresso como um trindmio “aq + a; X + a,X?”, quando o discriminante
é negativo, o que pode ser visto claramente no Exemplo 2.10 para o polindmio (1 + X2 + X*),

gue chamamos de polinémio biquadrado.

Veremos a seguir alguns teoremas importantes que tratam sobre resto da divisao
entre polindmios, tais que nos auxiliard na associacao direta na investigacdo da redutibilidade

para certos polindmios.

Teorema 2.2 (Teorema do Resto) — Sejam a € R e p(X) um polinémio em R[X]. O resto da
divisao de p(X) por (X —a) € p(a).
Demonstracao:

Vide [NETO, Aref A.; SAMPAIO, José L. P.; LAPA, Nilton; CAVALLANTTE,
Sidney L., p. 129]

Pelo Teorema 2.2, no caso em que a € uma raiz de p(X), ou seja, p(a) = r(X) =0,

portanto, (X — a) divide o polinémio p(X), logo temos:

p(X) = (X —a)q(X),

em que q(X) € o quociente dessa divisdo, mostrando que p(X) é redutivel.
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Para dar praticidade na determinacdo do resto, no Teorema do Resto, hd um
dispositivo, conhecido como Dispositivo de Briot-Ruffini®, que nos permite trabalhar apenas
com os coeficientes de p(X) e com a € R, em que ao final do processo obtemos o resto da
divisdo de p(X) por (X — a), podendo ser um namero real ndo nulo ou zero, isto €, uma raiz de

p(X). No nosso caso especifico, para exemplificar, vamos considerar como uma raiz.

Vejamos como funciona: sejam p(X) = a, X"+ a,_( X" 1+ +a X +agec

uma de suas raizes, dai dispomos os coeficientes de p(X) e sua raiz c, da seguinte forma

Ca, An-1 An—2 a; Qo
an ca, + a,_q Ctp_y+an_, cty + a4 cty + ag
T T T T
tn—2 th-3 to r

Onde: para o valor de t,_,tomamos o produto do coeficiente lider pela raiz e somamos com o
coeficiente de X ™*; para o valor de t,,_stomamos o produto de t,,_, pela raiz, somamos com o
coeficiente de X "2; e assim por diante, até obtermos o resultado ct, + a,, que representa o resta
da divisdo de p(X) por (X — c). Como c é raiz de p(X), segue que cty+a,=0 e,

consequentemente, temos que p(X) é redutivel e podemos escrevé-lo como

p(X) = (X=¢) q(X).

Na divisdo de polinbmios, no que diz respeito a determinagdo do quociente e do
resto dessa divisdo, faz-se necessaria uma prévia da forma (grau) dos polinémios, que poderédo
ser 0 quociente e o resto. Essa sondagem nos permitira deduzir em meio a um problema quais

0s graus dos polinbmios que estamos a procura.

Um metodo de grande importancia € o de coeficientes a determinar, também
conhecido nos livros didaticos por “Método de Descartes”, que nos permite deduzir os graus

dos polindmios em uma certa operagdo, como na divisdo, por exemplo.

O Método de Descartes® afirma que, na divisio do polindmio p(X) por d(X)

(suponhamos que gr(p(X)) > gr(d(X))), o0 quociente q(X) e o resto r(X), na identidade

> Também conhecido na literatura como Algoritmo de Horner-Rufinni. Vide [CAMINHA, A. Tépicos de
Matematica Elementar, Volume 6: Polindmios, pp. 45-47]
6 E um dispositivo pratica que permite a deducio dos graus dos polindmios.
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p(X) = p(X) a(X) + r(X)
nos fornece que: gr(p(X)) = gr(d(X)q(X) + r(X)). E como gr(r(X)) < gr(d(X)), ou
ainda r(X) = 0, podemos escrever que
gr(p(X)) = gr(d(X)) + gr(q(X)).

Seria extremamente enfadonho o processo de divisdo habitual para alguns
polinémios, sendo de suma importancia a observacdo dado por Descartes em relacdo ao grau

de polindmios numa divisao euclidiana.

Exemplo 2.11 — Qual o resto da divisdo do polindmio p(X) = X°° + X — 1 por
s(X) = X2 —1?

Solucéo: Inicialmente, note que s(X) = X2 —1= (X + 1)(X — 1).
Os valores de p(X) para X =-1e X =1 sdo:
p(-)=(-D*+(-1)-1=-1ep(1)=1°4+1-1=1
Segue do Teorema 2.1, que
p(X) =s(X)gX) +r(X) = (X* —DgX) +r(X) = X + DX — Dq(X) +r(X)
Agora, como gr(s(X)) = 2, logo gr(r(X)) <1, ou seja, r(X) =aX+bour(X)=c. E
pelo Teorema do Resto, temos:
() p(-1D) =((-D?-Dq(-1)+r(-1)=-a+b = —-a+b=-1
(i)p(H=1%?-1qg()+r()=a+b = a+b=1

—a+b=-1

,ondeteremosh=0ea=1.
a+b=1

Dai, por (i) e (ii) formamos o sistema: {

Portanto, o resto da divisdo de p(X) por s(X) e r(X) = X.

Pelo exemplo logo acima, dentro do contexto em estudo, percebemos que o
polindmio p(X) = X°° + X — 1 € irredutivel sobre R — cuja uma justificativa mais imediata

seré apresentada mais adiante — e sua decomposi¢édo é dada por:

p(X)=X°+X—-1=(X?>-1)qX) + X
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2.4.2 As raizes de um polindmio como um critério de irredutibilidade em Q[X]

Até 0 momento expomos ideias sobre a irredutibilidade de polindmios em
determinadas situacdes-problemas. Nessa se¢do, apresentaremos alguns teoremas que tratam
sobre a irredutibilidade pelo fato do polindmio p(X) e K[X], com gr(p(X)) > 2 ndo possuir raizes

em K, fato esse j& mencionamos em alguns momentos nesse capitulo.

A priori, salientamos que o fato de um polinémio ndo possuir raizes racionais, nao
implica necessariamente que o mesmo seja irredutivel sobre os racionais. Como podemos

observar no exemplo a seguir:
Exemplo 2.12 — O polindmio p(X) = X* + 64, pode ser escrito como
p(X) = X* + 64
=X*+64 + 16X2 - 16X?2
= [X* + 16X 2 + 64] — 16X 2
= (X?+8)%—(4X)?
= (X2+4X +8) (X2 -4X +8).

Portanto, p(X) = X* + 64 é um polindmio redutivel, embora nenhuma de suas

quatro raizes ndo sejam nem reais (racionais).

O teorema a sequir esta relacionado ao famoso matematico alemédo Carl Friedrich
Gauss (1777-1855).

Teorema 2.3 — Se um numero a é simultaneamente a raiz de dois polindémios p(X) e gq(X), um
dos quais, digamos q(X), é irredutivel, entdo, para um inteiro apropriado d # 0, o polinémio
dp(X) e divisivel por q(X):
dp(X) = 1(X) a(X).
Demonstracao:
Sejam p(X) = a, X"+ ap_ X" 1+ +ag e q(X) =b X"+ bp_ X"+ +
b, e, suponhamos sem perda de generalidade n >m

Pelo Teorema 2.1, efetuando a diviséo de p(X) por q(X), obtemos
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p(X) = 1 (X)q(X) + 1 (X)
onde, ll(X)=Z—;X”‘m+--- e n(X) =71y X™ 1+ sdo polindbmios em X e com
coeficientes racionais.

Se ry (X) = 0, teremos que p(X) € divisivel por g(X), e ndo precisamos provar mais

nada, pois

1
p(X) = L(X)q(X) = 1(X)q(X)
em que d é o denominador comum dos coeficientes de 1(X).

Agora, suponha que r; (X) # 0. Como gr(r(X)) < gr(q(X)) e o niimero a estd entre

suas raizes, porque

ri(a) = p(a) — L (a)q(a) = 0.
E dividindo gq(X) por r;(X), no resto obteremos um novo polinémio r,(X) com

propriedades semelhantes. Com gr(r, (X)) < gr(r; (X)) e, portanto, também menor que o grau
de q(X).

Iterando, até um numero k limite de procedimentos, chegaremos a uma

contradicao,
(X)) =c#0,

ou seja, o. ndo serda uma raiz de 1, (X) ou ndo teremos que q(X) é divisivel por r,(X), isto €,
q(X) = [, (X) n(X). Dai, podemos extrair os multiplos comuns de numeradores e

denominadores de todos os coeficientes racionais e reescrever a ultima equagdo como
a
q(X) = 21(X) T(X),
em que %é uma fracdo irredutivel e [(X) e r(X) sé@o polinémios primitivos (ver Definicéo
2.3).

Assim, resta-nos mostrar que o coeficiente % € um namero inteiro, ou seja, que

b = £1. Suponha-se, por contradi¢édo, que b tenha um divisor p primo, logo na equacao

b q(X) = a I(X) r(X)



26

implica que todos os coeficientes do lado direito séo divisiveis por p, pois 0 numero a ndo pode

ser divisivel por p, pois, caso contrario, a fracéo % nao seria irredutivel.

Portanto, todos os coeficientes do polinémio [(X)r(X) séo divisiveis por p, 0 que

é impossivel pela Proposicédo 2.2 (Lema de Gauss). Com isso, concluimos que o polinémio

q(X) = [ta I(X)] r(X),

é redutivel, o que contradiz as suposicOes do Teorema e, portanto, completa a prova.

Tomemos os exemplos a seguir, uma aplicacdo do teorema ora visto.

Exemplo 2.13 — Dados os polindmios p(X) = X* + X3 —3X? —-5X -2 e q(X) =
%X —1 em R[X]. Notemos que p(2) = q(2) =0, logo X = 2 é raiz de ambos os polindmios e,
além disso, q(X) é irredutivel pois trata-se de um bindmio da forma ap + a1 X.

Pela Divisdo Euclidiana de p(X) por q(X), segue que

p(X) = (2X3 —2X? + 10X + 10) q(X) + 8,

isto €, q(X) ndo divide p(X).

No entanto, tomando 2p(X), obteremos

2p(X) = (4X3 4+ 12X2 + 12X + 4) q(X).

Portanto, segue que, 2p(X) é divisivel por g(X).

O teorema logo acima demonstrado estd relacionado ao nome do famoso

matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Como um polindmio de grau n > 2 ndo pode dividir um bindémio linear, a
propriedade de que um polindmio irredutivel de grau n > 2 ndo pode ter um nUmero racional

entre suas raizes é uma consequéncia desse teorema.

Assim, obtemos uma ferramenta conveniente para encontrar novos numeros

irracionais. Tudo o que precisamos fazer é procurar as raizes dos polindmios irredutiveis.

H& um teorema importante que trata das raizes de um polindmio, se esse possui ou

ndo raizes racionais e apresentaremos ele a seqguir.
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Teorema 2.4 (Teorema das Raizes Racionais) — Considere p(X) = a,X™ + a,_ X" 1 +

-+ ay € Z[X]\Z. E considere Ep € Q,tal que p,q € Z \{0} e mdc(p,q) = 1, uma raiz de p(X).

Entao, playeqla,.
Demonstracéao:

Vide [NETO, Aref A.; SAMPAIO, José L. P.; LAPA, Nilton; CAVALLANTTE,
Sidney L., pp. 243-244].

Vale ressaltar que o Teorema 2.4 ndo garante a existéncia de uma raiz racional, mas

apenas afirma que na existéncia de uma raiz racional P , teremos que p la, eqla,,emque
q

p,q € Z {0} e mdc(p,q) = 1.
2.4.3 Critério de Eisenstein para Irredutibilidade de Polinbmio em Q[X]

Diante do que foi visto, uma porta para 0 mundo enigmatico de polindmios irredutiveis
foi aberta. E a seguinte proposicdo do matematico alemdo F.G.M. Eisenstein (1823 — 1852),
nos coloca em posicdo confortavel para investigacdo da existéncia de raizes racionais de um
polindbmio. Relatamos ainda sobre a produtividade de Eisenstein, que diante da indiferenca de

seus contemporaneos, suas ideias ndo foram apreendidas até muitos anos depois.

Proposicéo 2.3 (Critério De Eisenstein) — Suponha-se que, para um dado polinémio p(X) em
Z[X], seja possivel encontrar um ndmero primo p, de modo que o coeficiente lider a, ndo seja
divisivel por p, todos os coeficientes restantes ax, k=0, 1, ..., n-1, sdo divisiveis por p, enquanto
0 termo constante ag, sendo divisivel por p, néo é divisivel por p2. Entdo o polindémio p(X) é
irredutivel em @[X].

Demonstracéo:

Suponhamos que, contrariamente a afirmacdo do critério de Eisenstein, o0s
coeficientes do polindbmio p(X) satisfacam todas as condi¢cdes estabelecidas e, no entanto, o

polindmio seja redutivel, ou seja, podemos escrevé-lo como
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p(X) = d(X) q(X),

onde, d(X) = X' + b X" 1+ -+ by e p(X) = cyX™ + oy X™ 1 + o+ + ¢4, também
sao polindbmios com coeficientes inteiros com os respectivos coeficientes lideres by e ¢y Sd0 ndo

nulos. Além disso, pela Proposi¢édo 2.1
gr(pX)) = gr(d(X)) + gr(q(X)).

Dai, assumindo sem perda de generalidade, por defini¢do, m >1> 1. E, coletando
os coeficientes de poténcias iguais de X no produto d(X)q(X) e equiparando-os aos coeficientes

correspondentes de p(X), obtemos
ag = byt
a, = b0C1 + b1C0

az == boCz + b1C1 + b2C0

al = boCl + b1Cl_1 + o+ blCO

am = bocm + blcm_l + -+ meO

an = bicy,

Na primeira dessas equagdes, 0 termo constante ap € divisivel por p, de onde by ou
Co € divisivel por p. No entanto, p ndo pode dividir esses dois nimeros, pois seu produto boCo

nao é divisivel por p?, o que contraria a hipdtese.

Suponha agora que p divide bg e ndo divide co. Passando para a segunda equacao,
observamos que a; é divisivel por p e bgci € divisivel por p. Portanto, bico é divisivel por p e,

portanto, b; € divisivel por p.

Desta forma, prosseguimos até a (I + 1)° equago (coeficientes de X'), o que implica
que ay é divisivel por p e todos os coeficientes by, by, ..., b1 S@o divisiveis por p. Portanto, bico

é divisivel por p e, portanto, b é divisivel por p.

Agora pulem-se as linhas e seja vista a Ultima equacao. Implica que an = bicr €

divisivel por p, o que contradiz a suposicao.
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Se na primeira equacao co € divisivel por p, enquanto by ndo é, podemos repetir
toda a linha de raciocinio até a equacdo m+1 (coeficientes de x™) e pular para a ultima
equacao, obtendo o mesmo resultado.

Portanto, a decomposicao p(X) = d(X)q(X) é impossivel e, concluimos com isso que
o0 polinémio p(X) € irredutivel.
[ |

Exemplo 2.14 — Para o polinémio p(X) = X* + 10X3 + 20X? + 30X + 22, pelo
Critério de Eisenstein, temos que para o primo p = 2, segue que 2 divide todos os coeficientes
de p(X), exceto o coeficiente lider, além disso p? = 4 néo divide termo independente, portanto
p(X) é irredutivel sobre Q[X].

Tal ferramenta disponibilizada por Eisenstein nos permite catalogar inimeros
polindmios irredutiveis sobre Q[X]. A partir dai, podemos afirmar, por exemplo, que o
polindmio dado por X? — 2 ¢ irredutivel pelo critério de Eisenstein (considere o primo p = 2).

Dai podemos obter novos nimeros irracionais’y/p, onde p € um ndmero primoen =2, 3,4, ....
Isto é, para todo namero p, ’i/ﬁ é raiz do polindbmio

X"—p=0,
que € irredutivel sobre Q[X] de acordo com o Critério de Eisenstein.

De modo mais abrangente, temos que 0 nimero

\/D1D2 " D

é irracional sempre que p1, p2, ..., Px S&0 ndmeros primos distintos. Esse nimero € a raiz do
polinémio irredutivel
X" —pipz - px = 0,
também de acordo com o mesmo critério.
Exemplo 2.15 — Temos que v/ 4 + /6 € raiz do polindmio p(X) = X° — 12X* +

48X? — 70, que pelo Critério de Eisenstein é irredutivel sobre Q[X], onde para verificar isso,

basta tomarmos o primo p = 2.

Exemplo 2.16 — Verifique se o nimero \/1 + 32 — V10 é irracional.
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Solugdo: Temos duas formas de verificarmos se tal nimero é irracional. Uma delas seria
mostrarmos que o0 mesmo ndo € racional, usando a definicdo de nimero racionai, assunto
apresentado apenas no capitulo seguinte. Entdo vamos a outra maneira, seria aplicando o

Critério de Eisenstein. Nesse segundo caso, fazemos

1+3V2-6=%X.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade, isto e,

2

’1+ﬂ = X?

e, realizando algumas operacdes, obtemos

J2-V6=x2-1

Agora, vamos elevar ao cubo, ou seja,

(3/2 - %)3 = (X2 - 1)

onde chegamos a
—V6 = X® —3X*+ 3X? -3
E, novamente elevando ao quadrado
(—V6)" = (X6 — 3X* + 3X% — 3)2
e teremos

X12 —6X10 + 15X8 — 24X6 + 27X* - 18X2+3 =0

Portanto, teriamos que X = |1 + /2 = V6 seria uma raiz do polinémio dado por

p(X) = X2 —6X10 + 15X8 — 24X6 + 27X*—18X% + 3, e utilizando o critério de

Eisenstein tomamos o primo 3 e verificamos a irredutibilidade de tal polinbmio em Q[X], ou

seja, tal polindbmio néo tem raiz em Q[X], o que implica em ‘/1 + 3\/2 — /6 ser irracional.
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Outras irracionalidades das formas citadas acima incluem também

l

a+m\/b+~-+"\/p1pz-~pk, (1)

em que p; sdo nameros primos distintos para todo i = 1, 2, ..., k. Originando, por meio de

manipulagdes algébricas adequadas, polindbmios irredutiveis sobre os racionais.

Embora os exemplos consignados até agora deem uma ideia de como o critério de
Eisenstein funciona, temos na verdade, que o mesmo ndo vai muito além das realizagdes dos
antigos gregos. Assim, a irracionalidade da ultima expressdo em (1) pode ser facilmente
comprovada aumentando-a sucessivamente as poténcias I, m,... e n, e aplicando 0 mesmo
raciocinio usado para provar a irracionalidade de 2 ou construindo polinémios e mostrando que

eles satisfazem ao Critério de Eisenstein.

Um resultado mais substancial pode ser obtido considerando a soma
‘;_1 "1/pm1 + ‘;_znz P2 4 e Z_’; nk/pmk.(z)

, m m Mg ~ ~ . - . ~
Se 0s numeros n—ln—z ,n—"sao fracOes apropriadas distintas, entdo a soma (2)
1 2 k

representa um namero irracional. De fato, suponha o contrario, que a soma (2) seja um namero

- X - e
racional " isto é,

a a a X
_1n1/pm1 -|—_an pmz ++_knk pmkz—_
by b, by, y

E considere n = nyn, - nye b = by b, -+ by. Entdo, o nimero %/p é raiz do seguinte polindmio:

a, M, a, Mz, a, Mk, x
P(X)=—bX™ 4+ —pX"2 4..-.4—pX"%k ——ph
* =5, b, e y

O grau desse polindmio é menor ou igual a n. No entanto, devido ao Teorema 2.3,
ele deve ser divisivel pelo polindmio irredutivel X" — p que tem grau n, 0 que é, obviamente,

impossivel.

Poderiamos continuar assim, inventando novas irracionalidades, combinando os
exemplos e casos aqui expostos. Mas 0 excesso de confianga no sucesso até aqui obtido nos da
inspiracdo e cria ilusBes, pois podemos imaginar que acumular radicais e aplicar as quatro

operacdes aritméticas aos numeros inteiros a, b, ... em (1) sempre resultard em numeros
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irracionais novos e facilmente obtidos. No entanto, um bom remédio contra a ilusdo na

matematica € estudar "casos particulares”. Um caso especial do problema em estudo é o

problema da irracionalidade do radical Ya™ + b™ para arbitrarios a, b, n, onde n > 3, que é

equivalente ao Gltimo teorema de Fermat.

N&o temos duvidas da grande serventia do Critério de Eisenstein sobre
irredutibilidade de polinbmios no corpo dos racionais e a identificacdo de nimeros irracionais,
mas tal critério ndo nos permite catalogar uma gama de polindmios irredutiveis com

coeficientes inteiros, pois existem infinitos polindmios irredutiveis, como:
X?+1, X*+1, X°+Xx3+1,3)
cujos coeficientes ndo possuem um tal nimero primo divisor comum, conforme enuncia o
critério.
Nesses casos (3), usamos um artificio o qual denominamos de mudanca de variavel

aditiva, que é um procedimento de encontrar um polinbmio cujas raizes sejam as do polinémio

original somadas (ou subtraidas) de uma quantidade inteira h.

Ou seja, dado o polindmio p(X) = a, X™ + a1 X" 1+ -+ a; X + ag, eSejaa €

R uma raiz de p(X), isto €,
p(a) = anan + an—lan_l + + a’la + aO = 0

E, a partir deste, encontramos o polindmio q(X) = b, X" + b, X" 1 + --- +

b, X + by, com B € R uma raiz de q(X), isto &,
q(B) = byB™ + byy "7+ -+ by f + by =0,
de tal forma que 8 = a + hou B = @ — h. Assim, segue que,
q(B) = by(a + )"+ by_y(a + )" 1+ -+ b (a+h)+ by =0.

Assim, se o polinémio q(X) € irredutivel, segue que o polindmio p(X) também é.

Vejamos como essa ideia de mudanca de variavel funciona.

Exemplo 2.17 — O polindmio p(X) = X* + 1 é irredutivel e sua comprovacéo pode

ser reduzida ao que foi argumentado logo acima. Para isso fagamos p(X+1), onde obteremos:
p(X+1)=X*+4X3+6X>+4X+2,

que é irredutivel pelo critério de Eisenstein (basta tomarmos o primo p = 2).
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Assim, podemos provar que os polindmios, t(X) = X?+1e k(X) = X® + X3 +

1, séo irredutiveis usando a mesma estratégia e argumentando pelo mesmo motivo.
2.4.4 Os Polinémios Ciclotdmicos

Uma transformacao semelhante ao exposto no Exemplo 2.16 resolve o problema da

redutibilidade para o polindmio

p(X) = E = X X ek X 4 1,

0 qual denominamos como um polindmio "ciclotdmico”.

O entendimento dessa classe de polinbmios d&-se das raizes gregas, e que significa
cortar o circulo. Tais raizes sdo nimeros complexos, que juntamente com o nimero 1, formam

as enésimas raizes da unidade - "cortam o circulo” de raio 1 em n arcos iguais.

Mas vale se perguntar: sera que todos polinémios dessa forma séo irredutiveis sobre

0s racionais? Vejamos a seguinte proposicao que trata sobre esse assunto.

Proposi¢do 2.4 — O polindmio p(X) = X" 1+ X" 2+..+ X+ 1€ Q[X], em que n é

composto, é redutivel sobre Q[X].
Demonstracao:

De fato, seja n um namero composto, logo podemos escrevé-lo como n = pk, com p e

k inteiros nao nulos. Dali,

p(X)=X""14+ X" 24+ X +1

xn—1
~X-1
XPk —1
T X1
XP—1

=~ (Xp(k—l) + XPk=2) 4 X + 1)
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ou seja, p(X) = (XP +XP~ 1+ -+ X + 1)(xP*k-D + xPk=2) 4 ... 4+ X + 1). Portanto, p(X) é

redutivel.
[
Assim, podemos concluir que ao menos uma das raizes do polinémio ciclotdmico
p(X)=X""1+X"2+ .-+ X +1€Q[X],

em que p € um ndmero composto, € um namero racional. Os demais polinbmios em que isso

ndo ocorre sdo polinémios irredutiveis sobre os racionais.

De fato, podemos provar que um polindmio ciclotdmico, em que p € um ndmero
primo’, ndo tem raizes reais — todas sdo complexas — nos garantindo sua irredutibilidade sobre

0S racionais.

Uma questdo mais dificil é determinar quando tais raizes "sdo irracionais"”, ou seja,
quando elas podem ser representadas por radicais quadraticos e quando as raizes podem ser
obtidas a partir de nimeros inteiros aplicando as quatro operacGes aritméticas e as operacoes

de extracdo de raizes quadradas.

”Vide [GONCALVES, Adilson., p.85]



35

3 NUMEROS REAIS: RACIONAIS E IRRACIONAIS

Neste capitulo abordaremos os nimeros reais, no que se refere a classificagdo em

racionais e irracionais. Para tanto, apresentaremos um pouco da histdria de seu surgimento.

Foi com um dentre os discipulos de Pitagoras, ao observar que a diagonal de um
quadrado é incomensuravel com seu lado, que as discussdes sobre “numero que nao é racional”
se iniciaram, pois 0s gregos acreditavam que dados dois segmentos sempre haveria a
comensurabilidade, ou seja, que os nimeros naturais mais as fracdes (os racionais) sempre

seriam suficientes para solucionar esse problema.

Assim, 0s nameros reais — racionais e irracionais — ja evidenciados de forma um
tanto intuitiva e sem os devidos cuidados, serviram de alicerce para o desenvolvimento da
matematica. Porém, foi com o trabalho do matematico francés Augustin-Louis Cauchy, em
1821, quando desenvolveu uma teoria relacionada ao Calculo — defini¢fes de continuidade,
diferenciabilidade e integral definida a partir do conceito de limite — que notou-se a necessidade
de mais rigor nas definicdes dos nimeros irracionais, haja vista serem estritamente necessarias

para o desenvolvimento da Analise.

Foi nesse contexto que os matematicos, no sentido de tornar o sistema dos nimeros
reais mais rigoroso e, com isso, transmitir mais seguranca o que viesse da Analise, que o sistema
dos numeros reais passou a ser deduzido a partir de um conjunto de postulados que o

caracterizem. Foi o que defendeu o matematico aleméo Karl Weierstrass.

Assim como o matematico francés Charles Méray, Weierstrass observou que, ao
separar 0 Calculo da Geometria e referencia-lo conceitualmente apenas em nimero, haveria a

necessidade de conceituar nimeros irracionais que ndo dependessem do conceito de limites.

Weierstrass ndo publicou suas ideias sobre a aritmetizacdo dessa anélise, porém tais
resultados vieram ser conhecidos através de um livro de seu aluno, Ernst Kossak. Todavia,
desde 1858, o matematico alemdo Richard Dedekind, a partir das suas aulas de Célculo, ja

observara e se debrugara em resolver esse problema dos “numeros irracionais”.

Foi com as teorias apresentadas por Eduard Heine e George Cantor que Dedekind

despertou-se, pouco antes de seu artigo sobre continuidade e nimeros irracionais, para uma
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aritmética dos numeros reais mais robusta em que buscou desmistificar as duvidas e a

funcionalidade dos irracionais em sua teoria.

Assim, no final do século XIX, inspirado no trabalho do discipulo de Platéo,
Eudéxio de Cnido — que resolvera o problema de segmentos incomensuraveis — foi que
Dedekind estabeleceu a propriedade de que um namero irracional seria um corte, o qual

dividiria os numeros racionais em duas classes: uma inferior e outra superior a ele.

Portanto, com a definigdo de Georg Cantor para um namero real, estabelecida sobre
uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de numeros racionais, e os “cortes” de
Dedekind, que a caracterizacdo da continuidade fora resolvida. Logo, com o estabelecimento
de uma correspondéncia biunivoca entre pontos em uma reta e tais “cortes”, dada por Dedekind,

criou-se 0s nUmeros reais.

Ainda no contexto dos nimeros reais, trataremos também, de forma breve, de sua
classificacdo em algébricos e transcendentes, cujos tdpicos terdo uso fundamental no contexto
desse trabalho. Além disso, falaremos um pouco sobre a correlagdo entre a irracionalidade dos

numeros e as raizes de polinémios.

3.1 Os NUmeros Racionais

Os historiadores apontam que o conceito numérico tenha se desenvolvido bem antes
dos registros mais antigos existentes, pois 0 homem primitivo percebia a diferenciacdo entre
um boi e um rebanho ou entre um peixe e um cardume; bem como o que apresentam em comum,
a unidade. E que a nocdo de acrescentar ou retirar objetos de uma colecéo ja era um senso
comum, se baseando em correspondéncias biunivocas — sejam usando os dedos, pedras,
ranhuras em madeira ou n6s em cordas — e seguido posteriormente pelo surgimento de alguns

vocais para tal associacao.

Nesse sentido, é possivel citar Eves:

Nos mais remotos estagios do periodo de contagem vocal, usavam-se sons (palavras)
diferentes para, por exemplo, dois carneiros e dois homens. (Considere, por exemplo,
em portugués: parelha de cavalos, junta de bois, par de sapatos, casal de coelhos.) A
abstracdo da propriedade comum dois, representada por algum som considerado
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independentemente de qualquer associacdo concreta, provavelmente levou muito
tempo para acontecer [...]. (EVES, 2008, p.26)

Assim, a histéria dos numeros nos conta que a ideia primitiva dos mesmos estava
voltada para a contagem de objetos e cole¢des finitas e, também, para mensuracao de terras. No
intuito de entender e sistematizar tais conceitos, surgiram a Geometria e a Aritmética — uma
relaciona as medidas e formas geometricas (as mais diversas possiveis) e a outra trata das

operagdes com as grandezas em forma de nimeros, respectivamente.

Diante de um contexto de desenvolvimento da matematica cronologicamente,

havemos de convir com Garbi:

“De qualquer maneira, todos concordam que o estudo das formas e dos numeros faz
parte da Matematica e podemos tentar imaginar quando isso comegou a ser feito, ainda
que rudimentarmente. [...] Como se V&, a histéria é muito antiga e nos da
importantissima licdo: ninguém deve sentir-se frustrado ou desanimar se ndo
conseguir aprender alguma coisa de Matematica na primeira tentativa. Afinal,
demoramos muitos milénios para chegar até aqui.” (GARBI, 2007, p.8)

Embora exista uma diferenca entre contagem (uma equivaléncia de objetos de
colecGes distintas) e numero (ideia abstrata, um simbolo), foi mediante as necessidades basicas
durante o aparecimento de problemas reais do cotidiano que surgiram as defini¢bes de

conjuntos numeéricos. Nesse aspecto citamos Lima:

“As necessidades provocadas por um sistema social cada vez mais complexo ¢ as
longas reflexdes, possiveis gragas a disponibilidade de tempo trazida pelo progresso
econbmico, conduziram, através dos séculos, ao aperfeicoamento do extraordinério
instrumento de avaliacdo que € o conjunto dos nimeros naturais.
Decorridos muitos milénios, podemos hoje descrever concisa e precisamente o
conjunto N dos nameros naturais, valendo-nos da notavel sintese feita pelo
matematico italiano Giuseppe Peano no limiar do século 20.” (LIMA, 2017, p.23)
Assim, tais conceitos e agrupamentos organizados dentro de uma especificidade de
nogdes estabelecidas categoricamente pelo matematico Peano, teoria essa eternizada nos textos

matematicos como Os Axiomas de Peano, deu-se origem aos nimeros naturais (N).

O surgimento dos demais conjuntos que ja temos conhecimento — Inteiros (Z),
Racionais (Q), Irracionais (R — {Q} ou I), Reais (R) e Complexos (C) — foi um processo de
certa forma lento e deu-se a partir do surgimento de novas definigdes nesse campo, como:

Anéis, Dominios, Corpos e outras. Para exemplificar essa morosidade no surgimento desses
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conjuntos citamos Ifrah, em que o mesmo relaciona o intersticio dos naturais para a iniciacao

do aparecimentos dos inteiros:

[...] Durante muito tempo, ela [humanidade] viveu também na impossibilidade de
conceber os numeros “negativos” (-1, -2, -3, -4, etc), dos quais nos servimos
correntemente hoje em dia para exprimir, por exemplo, uma temperatura abaixo de
zero, ou ainda um saldo devedor numa conta bancaria. Assim, durante muito tempo
uma subtragéo como 3-5 foi considerada impossivel. Sabemos como a descoberta do
zero varreu este obstaculo e permitiu, de acordo com a famosa “regra de sinais” a
extensdo dos numeros aritméticos ordinarios (ditos “naturais”) até os numeros
“relativos”, por adjun¢do a eles de seus “simétricos” em relagdo a zero.” (IFRAH,
1989, p.337)
Mas foi diante da teoria do matematico George Cantor e das constru¢des dadas por
Dedekind (“cortes de Dedekind™) que as necessidades quanto aos nimeros reais passaram a ser
atendidas. Cantor foi quem primeiro utilizou um simbolo para representar os nimeros reais; fez
um trabalho sobre os conjuntos transfinitos e suas classificacGes; em seus estudos sobre a
natureza do “continuo”, provou que o0 conjunto dos nimeros reais € ndo-enumeravel e, na
“aritmetizagdo da Analise”, publicou, em 1874, um artigo relacionado a caracterizacdo dos

ndmeros reais.

Doravante, trataremos especificamente os nUmeros reais como numeros racionais e

irracionais.

Historicamente, sabemos que 0s gregos foram responsaveis por grandes avangos
nos conhecimentos matematicos na antiguidade. Podemos citar Aristoteles, primeiro filésofo
grego que sistematizou a observacdo empirica; Tales de Mileto, um comerciante que em suas
andangas deslumbrou-se pelo conhecimento matematico, em especial a geometria, em que
desenvolveu o ainda atual Teorema de Tales; Pitdgoras, fundador da escola pitagérica e

eternizado por seu notavel Teorema de Pitagoras, dentre outros que poderiamos citar.

Todavia podemos salientar um grande feito dos gregos, que foram as medicdes de

segmentos e as no¢des de segmentos comensuraveis e incomensuraveis.

Apropriados das técnicas euclidianas e utilizando-se de régua ndo graduada e
compasso, 0s gregos sabiam realizar varias construcdes geomeétricas, uma forma de outorgar a
existéncia de um numero por sua representacdo geométrica. Dentre essas construgdes, estdo 0s
comprimentos do produto e do quociente de segmentos de comprimentos X e y, possivelmente

a partir dai podemos intuitivamente compreender os nimeros racionais através da geometria,
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Figura 1, cujos resultados desenhamos sdo obtidos por semelhancga de triangulos, ideia essa ja

formalizada por Tales.

Figura 1 — Representacdo geométrica do quociente e do produto, respectivamente, de segmentos de comprimentos

Xey.

G

D F
E xy

X X X

y

A = T A B C

—1 _1

y y

Fonte: Hefez e Villela (2018, com adaptagdes).

As construgdes sdo obtidas das seguintes formas: inicialmente tomemos trés
seguimentos — um de comprimento 1, outro de comprimento x (CD = BF) e outro de

comprimento y (AC, por conveniéncia AC > 1).

A primeira figura (a da esquerda), onde ¢ obtido 0 quociente de x por y, sobre uma
mesma reta, utilizando um compasso, marcamos 0 seguimento de comprimento 1 e o
seguimento de comprimento y, ambos coincidindo em A. Em seguida, passando por C
construimos uma perpendicular e assinalamos o seguimento x e, por conseguinte, construimos
a semirreta AD. Agora, passando por B construimos uma perpendicular e marcamos o ponto E,
seu ponto de intersecdo com o segmento AD. Dai, o segmento BE construido tem comprimento
igual ao quociente de x pory. De fato, por critério de semelhanca Lado — Angulo — Lado (LAL),

temos:

que ocorrera, se, e somente se, BE = %

Na segunda figura (a da direita), demarcamos 0s segmentos de comprimentos 1 e y
de modo analogo a figura anterior. E passando por B, construimos uma perpendicular e

marcamos o0 segmento x (BF), construindo em seguida a semirreta AF. Agora, passando sobre
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C construimos uma perpendicular e assinalamos o ponto G, intersecdo dela com a semirreta
AF. Assim, o segmento CG tera comprimento igual ao produto de x por y. De fato, também por

semelhanca LAL, temos:

que ocorrera, se, e somente se, CG = xy.

Com isso, se conhecéssemos (dadas as medidas) os comprimentos de dois
segmentos, certamente saberiamos o resultado do produto e do quociente entre eles, e suas
representagcdes geométricas — 0s seus comprimentos. E, os numeros ganhavam significado para

0s povos da antiguidade, por meio de construgdes geométricas realizadas pelos gregos.
Num contexto mais formal, definimos nimero racional® como todo nimero que

a ~ 7 - - - - -
pode ser expresso da forma b em que a e b sdo numeros inteiros primos entre si e, b # 0. Cuja

notacdo para o conjunto formado por todos os nimeros racionais, dada por Guiseppe Peano, €:
a
Q= {;,a,b €ZLb # o}.

Tal definicdo com as restricdes sobre a e b sdo de fundamental importancia e nos
garante que cada numero racional possa ser representado de forma Unica, pois sabemos que

existem infinitas formas de expressar um mesmo numero racional. Admitindo outras

N . . 1 . e
representagdes para 0 numero racional 2 0 qual pode ser escrito de infinitas formas, como as

2 5 10°
expressoes —, —, ..., OU ,
P 4'-10 2x10%

etc, percebemos que a representacdo em que 0s termos séo

relativamente primos entre si € Unica. Nesses casos, denominamos tais fracbes de fracdes

) , . 1
equivalentes ao numero racional pe

Suscintamente, podemos definir um ndmero irracional como um nimero que néo é
racional, mas ndo haveria exatiddo, visto que i (a unidade imaginéria), por exemplo, ndo é um
namero real, muito menos um racional. Assim, temos mais clareza em definirmos os nimeros

irracionais como sendo o conjunto dos numeros reais que ndo sao racionais. E denotamos por

8 Uma definicéo algébrica para os Nimeros Racionais pode ser obtida em Apéndice A.
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R\Q ={a € R; a ¢ Q}.

FracOes cujos denominadores sdo potencias de 10 sdo chamadas fragdes decimais e
sdo de fundamental importancia para representacdo decimal dos numeros racionais, além de
podermos estender a elas também a representacdo decimal dos nimeros naturais. Mas € na
representacdo decimal dos numeros racionais que iremos explorar um pouco agora, fazendo a
seguinte ressalva: para cada nimero decimal correspondera uma Unica fracéo irredutivel, que

denominamos de fracéo geratriz.
A expressdo decimal de um namero racional é da forma
T =ay, 10,0304 ... Apy -.. (2.1)

onde a, é um nimero inteiro maior que ou igual a zero e é denominado de parte inteira de r; e
ag, Ay, Ay, A3, Ay, -, Ay, ... SA0 digitos em que paratodom =0, 1, 2, 3, 4, ..., m, ..., temos que

0<a,<09.

A expressdo decimal de r em (2.1) pode ser reescrita em fracbes decimais da

seguinte forma:

_ 44, 4 4, 9 4 9m ,
r—a0+10+102+103+ +10m+ (2.2)

Caso, a partir de um certo ponto, digamos todos os digitos apds a,,, podemos

escrever (2.1) e (2.2) como, respectivamente,

az az as am
r=Aay,a,a,030,4 ..., €T =g+ —+—+—+ - +—.
0, 414424344 m 0 10 | 102 103 10™m

Exemplo 3.1 — O numero racional 1045,89 esta na forma decimal e é escrito na
forma de fracdes decimais como:

9 104589
102~ 100

1045,89 = 1045 + 18—0 +

Uma igualdade que causa estranheza, uma igualdade entre um nimero natural e um
namero racional em sua forma decimal infinita, mas é facilmente observada ao aplicarmos a
férmula da soma de uma progressdao geométrica infinitade razdo 0<q<1, éaque 1 =0,999...,
isto €,

=24 (2.3)

1=0999..= ~+—+—
10 10 10
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Uma vez fixada tal igualdade, o processo de determinar a fragdo correspondente a um certo

namero decimal ¢ facilitado.
Exemplo 3.2 — Qual a fracéo correspondente ao nimero decimal 0,2222...?
Solucéo:Suponhamos que a fragdo correspondente seja f, isto é, f = 0,2222... .

Ora, temos que

0,9999 —9+9+ i +e=1
’ 710 0 100 1000 B

e, dividido por 9, obtemos

1 1 1 1
01111, =+t ——t o = =

Logo,

2

f=0,2222..=2(0,1111..) = 2 X % =2

Portanto, a fracéo geratriz do nimero decimal 0,2222... é %

Exemplo 3.3 —De modo similar ao apresentado no Exemplo 2.2, podemos concluir

’ 9

Vejamos o resultado a seguir obtido da igualdade (2.3). Observamos que

9 9 9 9 9 9

TR AR T ERE T T T

“ G+ 1)+ () )
~\10 102 103 104 105  10°

99 N 99 N 99 N
102 104 10°

1

=99+t ),

102 " 10% ' 106
entdo,

1 1 1 1
102~ 104 ' 106 " 99’

Exemplo 3.4 — Qual a fracao geratriz do numero decimal 0,151515...7
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Solucgdo: Segue que

0,151515...=%+£+£+... _ 15 L+L+L+...)=E_

104 10° (102 10* 106 99

Portanto, a fracao geratriz do nimero 0,151515... ég.

Quando wuma certa expressdo decimal de um ndmero racional r =
ag, A1 a50s3 ... Ay, ... teM 0S N primeiros digitos apds a virgula se repetindo indefinidamente, isto
€, a,a,a; ...a,, dizemos que esses digitos formam a dizima periddica do racional r e sdo
denominados de periodo.

De modo geral, a geratriz de uma dizima periddica simples é uma fracdo cujo

numerador € o periodo e o denominador € o nimero formado por tantos noves quantos forem a

quantidade de digitos do periodo.
3.2 Numeros Irracionais: identificacdo mediante as raizes de polindmios

Falando agora de numeros irracionais, sabemos que 0s mesmos ja eram do
conhecimento dos gregos, 0s quais demonstravam suas existéncias por meio de justificativas

geométricas. A historia nos afirma que o primeiro namero irracional conhecido por eles foi o

numero (razdo entre a diagonal e o lado de um pentagono regular unitario). Mas por

muito tempo, acreditava-se que v/2 — interpretado geometricamente como a diagonal de um

quadrado de lado unitéario — era o primeiro numero irracional de conhecimento dos gregos.

Faremos aqui uma demonstracéo algébrica sobre a irracionalidade de v/2°. De fato,
tal numero real € um namero irracional, pois, do contrario, poderiamos escrevé-lo da seguinte

forma

vZ=2% ()

b

em que a e b sdo primos entre si e b # 0. Assim, elevando a poténcia 2 ambos os lados da

igualdade em (i), obtemos

® Outras demonstracdes podem ser encontradas em [MARQUES, Diego, pp. 16-22].
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a
2= 15
e, consequentemente
a2 = 212 (ii)

Ora, essa Gltima igualdade nos diz que a? é um nimero par e, com isso, a ¢ um
namero par. Assim, digamos que se a = 2d, com d um inteiro, dai substituindo na equacdo (ii),

obtemos
(2¢)? = 2b% > 4¢? = 2b?, logo 2¢? = b2

O termo 2¢? é um inteiro par, entdo b? também é um inteiro par e, portanto, b é par.
Entdo chegamos a conclusdo de que a e b sdo ambos pares, 0 que contradiz o fato de serem

primos entre si.

Portanto, /2 € um ndmero irracional.
[

De modo geral os gregos sabiam construir geometricamente um segmento de
comprimento +/a, dado um segmento de comprimento a e uma unidade de medida. Tal
segmento seria a altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo cujas as projecdes dos
lados sobre a hipotenusa seriam os segmentos a e 1. Um esbogo de tal construcdo esta

representada na Figura 2, obtida a partir dos seguintes procedimentos:
1) Tragamos uma reta r;

2) Sobre r, marcamos o ponto A e, com 0 compasso e a ponta seca fixada em A,

marcamos o ponto B, também sobre r, de modo que o segmento AB tenha comprimento a;

3) Ainda sobre r, com a ponta seca do compasso fixada em B, marcamos o ponto C

em r, tal que BC tenha comprimento 1;

4) Com o compasso assinalamos o ponto médio do segmento AC e construimos uma

circunferéncia de centro nesse ponto médio e de raio (a + 1)/2;

5) Agora, sobre B tracamos uma perpendicular que intersecta em D a circunferéncia

construida em 4). E, com isso, 0 segmento BD tera o comprimento desejado, v/a. De fato, pelas

relacbes métricas de um triangulo, haja vista que o triangulo ACD é retangulo em D e tem altura
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BD, segue que o quadrado da altura € igual ao produto das projecdes dos lados AD e DC, isto

é, 0 produto AB por BC.

Figura 2 — Representacio geométrica grega para um segmento de comprimento va

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sabemos ainda, por meio dos historiadores, por exemplo, que Teodoro de Cirene
(470 a.C.) demonstrou geometricamente +/a, usando um tridngulo retdngulo de hipotenusa a +

1, metade de um cateto como sendo v/a e o outro cateto a — 1. Observe a Figura 3 abaixo,

Figura 3 — Representacio geométrica de Teodoro de Cirene para um segmento de comprimento va

a+l

él::

Fonte: Elaborada pelo autor.

A justificativa algébrica para a ideia de Teodoro é facilmente verificada na

igualdade abaixo,
(@a+1)% = (a— 1?2+ (2va)".

A ideia utilizada na demonstracio algébrica para irracionalidade de /2 pode ser

estendida para mostrar que a raiz quadrada de todo nimero racional positivo que ndo é um
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quadrado perfeito € um nimero irracional. Assim, para representar geometricamente a v/r, em

que r é um nuamero racional satisfazendo tais condigdes, apresentamos, na Figura 4, o

. ] \2r
comprimento de tal segmento, que € a diagonal de quadrado de lado ER

Figura 4 - Representacdo geométrica para vr

~[5
<

*|9)
=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Antes de demonstrarmos algebricamente esse fato, apresentaremos a defini¢do de
nUmeros primos e um lema importantissimo na teoria dos numeros, denominado Lema de

Euclides, que nos dara subsidios a essa demonstrac&o.

Definicdo 3.1 — Um namero natural maior do que 1 que s6 possui dois divisores positivos, isto
é, ele mesmo e 1, sera denominado de namero primo. Caso tal nimero néo seja primo, ele sera

denominado de nimero composto.

Lema 3.1 — (Lema de Euclides) Sejam a, b, ¢ € Z, com ¢ um nimero primo. Se clab, entdo cla

ou c|b.
Demonstracao:

E suficiente mostrarmos que, se clab e ¢ ndo divide a, ent&o c|b. Porém, como ¢ ndo
divide a e ¢ € um numero primo por hip6tese, segue que a e ¢ sdo primos entre si, ou seja,
mdc(a, ¢) = 1. E, pelo Teorema de Bachet-Bézout'?, existem x e y inteiros tais que,

ax +cy = 1.(i)

Agora, como de clab, temos, por defini¢do de divisibilidade!?, que existe um d € Z

tal que ab = cd.

10 MARTINEZ, Fabio Brochero; at al, 2018.
1 MARTINEZ, Fabio Brochero; at al, 2018.
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Assim, em (i), multiplicando ambos os lados da igualdade por b, obtemos:
abx + cby = b.(ii)
Como ab = cd e substituindo ab por cd em (ii), segue que,
cdx + cby = b,
e colocando ¢ em evidéncia, temos que
c(dx + by) =b.
Como (dx + by) € inteiro, segue da definicao de divisibilidade que c divide b. Portanto, c|b.

Agora, retomando a demonstracdo da irracionalidade de +/r, sob as condigOes ja

citadas.

Consideremos, por contradigdo, que /r seja racional, isto €,

V=2
q

em que p e g s@&o nimeros inteiros e primos entre si e q # 0. Assim, elevando a poténcia 2 ambos

os lados da igualdade, obtemos

QI
N

e, consequentemente
pP=rg> (i)
Da igualdade (i), observamos, pelo Lema de Euclides, que ¢?|p? e,
consequentemente, g|p, 0 que é uma contradi¢do haja vista que p e q sdo primos entre si.

Portanto +/r é irracional quando r ¢ um nimero racional positivo que ndo é um quadrado

perfeito.

O fato de +/r ser um nimero real irracional quando r é um nimero racional que ndo

é quadrado perfeito, nos fornecem uma infinidade de nimeros irracionais.
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Podemos demonstrar a irracionalidade de +r de outra forma ndo menos
contundente, mas para isso necessitaremos enunciar alguns resultados algébricos. Iniciaremos

com um corolario, seguindo pelo Teorema Fundamental da Aritmética.

Corolério 3.1 — Se p, p1, P2, ..., Px S0 nUmeros primos e, se p| pip2 ... Pk, eNtdo p = p; para
algumi=1,2, ..k

Demonstracéao:
Faremos a demonstracao por indugdo. O caso k = 1, é 6bvio.
Para o caso k = 2, consideremos que p | pspz2 € p  p2, com mdc (p, p1) = d.

Comod|p,logod=10ud=p. Mas, pelo fato ded | p2 e p t p2, segue que d # p

e, portanto, d = 1.

Dai, pelo Lema de Euclides e pelo fato de p + po, entdo p | p2, istoé,p =1oup =

p2. Que pela definicdo de numero primo, concluimos que p = pa2.
O caso geral é totalmente analogo ao caso k = 2.
|

Teorema 3.1 — (Teorema Fundamental da Aritmética) — Todo nimero natural maior que 1
ou se escreve de modo Unico como produto de fatores primos (a menos da ordem dos fatores)

Ou € um namero primo.
Demonstracao:

Vide [HEFEZ, Abramo. Aritmética, p. 123].

Se, no Teorema acima, agruparmos os fatores primos que se repetem, podemos

escrever univocamente um determinado namero inteiro n ¢ {-1, 0, 1} como
n= iplal ...pkak
em que a; sS40 nUMeros naturais e p; sdo nimeros primos distintos paratodo i € {1, 2, ..., k}.

Tomando um ndmero natural m = p, % --- p, %k e denotando o nimero de divisores

positivos de m por d(m), por uma contagem simples, concluimos que

d(m) = (a; + D(az + 1) - (ax + 1)
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Dai, afirmamos e é de facil verificacdo, se a quantidade de divisores positivos de m

for impar entdo m é um quadrado perfeito.

Portanto, a partir desses resultados podemos verificar se um namero natural é

quadrado perfeito ou nao.

Vejamos nos exemplos seguintes alguns nimeros irracionais expressos por radicais
de numeros reais que ndo sdo quadrados perfeitos. Cujas demonstracfes estardo dentro do

contexto ja apresentado.
Exemplo 3.5 — Mostre que +/5 é irracional.

Solucéo: Poderiamos apenas usar o argumento de que 5 ndo é um quadrado perfeito, logo sua

raiz quadrada trata-se de um numero irracional. No entanto iremos fazer uma demonstracéo

desse fato semelhante ao caso anterior da irracionalidade de /2.

De fato, suponhamos, por absurdo, que v/5 é racional, ou seja,
a
v5=3

com a e b sendo primos entre si e b # 0. Agora, elevando ao quadrado a equa¢do acima,
obtemos
a? . .
5 = 3, 0 que implica em 5b% = a?
O termo 5b%é um mdltiplo de 5, logo a? também é um mdltiplo de 5 e, com isso, a é
um multiplo de 5, isto é, a = 5¢, com ¢ um nUmero inteiro. Substituindo a na equagdo 5b2 =

a?, obtemos
(5¢)? = 5bh2 = 25¢% = 5b?, logo 5¢? = b2.

Ora, o termo 5¢? ¢ um mdltiplo de 5, entdo b? é multiplo de 5 e, consequentemente, b

€ um multiplo de 5. Mas chegamos a conclusdo de que a e b sdo ambos multiplos de 5,

contrariando o fato de serem primos entre si. Portanto /5 é irracional.
[ |

Todavia, no estudo da racionalidade ou irracionalidade dos nimeros escritos ou nao
sob radicais, para minimizar o trabalho nas demonstracdes, devemos ser perspicazes em

entendermos e usarmos esses argumentos adequados. Uma observacao bastante valiosa € que
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certas propriedades no Corpo dos numeros racionais'? ndo sdo validas para os nimeros

irracionais.

Apresentaremos a seguir algumas demonstracgdes de racionalidade e irracionalidade

de alguns numeros sob radicais.
Exemplo 3.6 — Prove que v10 é irracional.

Solucdo: Ora, como argumento, temos que 10 ndo é um quadrado perfeito logo 10 é

irracional.

Bem simples a demonstracdo do exemplo anterior. Trataremos em outra optica a
prova (ou uma ideia da mesma) desse exemplo pois nem todos os reconhecimentos dos

irracionais séo triviais, mas antes vamos esclarecer algumas coisas.

Poderiamos usar um argumento falacioso, dizendo que pelo Exemplo 5.1 do
Apéndice A, temos que 0s nimeros racionais sdo fechados para adicdo e multiplicacdo. E como
V10 = V2 x5 = v/2 x /5, em que V2 e +/5 sdo ambos irracionais (ja provado anteriormente
como exemplos), portanto, v10 é irracional. Contudo, temos que (v3 —1) e (V3 + 1) sdo
ambos irracionais (veja Exemplo 2.5) mas o resultado de seu produto é racional, isto é,
(v3 = 1)(V/3 + 1) = 8, mostrando-nos que o produto de irracionais nem sempre é irracional,

ou seja, e facil ver que os irracionais ndo é fechado para multiplicacdo. E, consequentemente,

que esse fato ndo é valido para os nimeros irracionais, isto €, nem sempre faz sentido — embora
a afirmacdo seja verdadeira de que +/10 é irracional — simplesmente justificarmos tal

irracionalidade dessa forma. Ent&o seria mais um caso a ser analisado separadamente.

Agora, do contrario, argumentar que o produto de racionais é racional é valido, pois
trata-se de um corpo, e pode ser uma saida magistral na resolu¢do de um problema, como é o

que se segue:
Exemplo 3.7 — Mostre que v2++/5 é irracional.

Soluc&o: Suponhamos que v/2++/5 seja um niimero racional, digamos n, logo

n=+/2+/5.

12 A definicdo de Corpo encontra-se no Apéndice A
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Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade, obtemos n? = 7410, que

podemos escrever como
n>-7=+10

Note-se que 0s numeros racionais sdo fechados para soma e multiplicacdo, pois
trata-se de um corpo. Ou mais informalmente, podemos dizer que os racionais séo fechados
para as quatro operacdes. Dessa forma, o lado esquerdo da igualdade trata-se de um ndmero

racional, mas o lado direito da igualdade € um namero irracional. Assim chegamos a uma

contradigdo. Portanto esta provada a irracionalidade de v2++/5.
|

Ainda que pareca viavel demonstrar a irracionalidade de um ndmero por técnicas
similares as apresentadas até aqui, discorre-se enfadonho analisar caso a caso. Logo, ha de se
convir que uma estratégia mais abrangente terd grande contribuicdo para a matematica na
resolucdo de problemas, isto €, ter um método que podemos generalizar e aplicar a um grande

leque dos casos.

Diante de algumas situagdes, podemos também mostrar a irracionalidade de +/,
quando r € um namero racional positivo e ndo é um quadrado perfeito, recorrendo as solugdes
de equacbes polinomiais (ou as raizes de polinbmios). Seguimos desse fato 0 exemplo que se

segue:
Exemplo 3.8 — Mostre que (v3 — 1) e (V3 + 1) s&o ambos irracionais.

Solug&o: Suponhamos, por absurdo, que ambos os nimeros dados, isto €, V3 —1 = x e+/3 +

1 = y, sd0 numeros racionais. Dai, tomando o primeiro caso, v3 — 1 = x, segue que
2
V3-1=x = V3=x+1 = (V3) =(x+1P = x*+2x-2=0

Ora, aplicando o Critério de Eisenstein a equagdo quadratica resultante,
observamos que a mesma ndo possui raizes racionais, portanto x ndo € um namero racional. A

prova paray é analoga a prova para x, entdo ambos sao irracionais.
[

Logo, recorrermos as solugdes de equacBes polinomiais que surgem das

manipulacdes algébricas na resolucdo do problema de responder se um dado nimero expresso
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por radicais € ou ndo um numero racional é uma estratégia bem viavel. Como apresentaremos

nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.9 — Decidir se v12 — 633 ++/12 + 6v/3 € racional ou irracional.
Justifique.

Apresentaremos duas solugdes:

Solucgdo 1: Na resolucéo desse problema identificamos que:

V2= 6v3 = |(3-v2) =3-vZeJ12+6v3= |(3+2) =342

Entdo, V12 —6v3 +vV12+6y3=3—v2+3++2 = 6.

Portanto, a soma € um ndmero racional.

Solugdo 2: Agora abordaremos de uma forma diferente, manipularemos algebricamente até

chegarmos a uma equacao polinomial.

Suponhamos que \/12 —6V3 + \/12 + 64/3 = k, com k racional. Assim, elevando ao

quadrado ambos os lados da igualdade, teremos

2
(\/12—6\/5_’+\/12+6\/3_’) k%2 > 12— 6V3+6+12+6V3=k% > k2 =230,

isto é, k = —v30 ou k =+/30. Mas 30 ndo é um quadrado perfeito, logo k é irracional.

Portanto, v 12 — 6v/3 + /12 + 6+/3 é um nimero irracional.
]

Nos exemplos seguintes, determinaremos se 0s NUMeros expressos por radicais sao
racionais ou irracionais usando apenas a estratégia de manipulacéo algébrica até chegarmos a

uma equacéo polinomial.

Exemplo 3.10 — Mostre que i/7 + V50 + 3{/7 — /50 é um ndmero inteiro.

Solugo: Suponhamos que ¥7 + V50 + v 7 — V50 = x € Z. Dai, elevando ao cubo ambos os
lados da igualdade, teremos
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(V7450 + Y7 -V50) =,

isto é,

2 2

7+\/5_0+3<3 7+\/5_0> (3 7—\/5_0>+3<3\/7+\/5_0) <3\/7—\/5_0> +7 /50 = x3

de onde obtemos

14 + 3 (i/7+\/%) (i/7—\/%) (3\/7+\/%+ i/7—\/ﬁ)=x3.

Ora, por hipétese, ¥7 + V50 + ¥/7 — V50 = x € Z, que substituindo na equaco

ligeiramente acima e desenvolvendo-a, teremos

14+3 (3\/(7 ++/50)(7 - @)) x = x3.

Resultando, assim, numa resolucéo de uma equagao clbica x3 + 3x — 14 = 0.

Portanto, como as solu¢cdes da equagdo cubica x®+3x—14=0 sdo —1+

iv6 , —1 —iv/6 e 2 (utilizando o Teorema 4.3), onde apenas o 2 é inteiro (racional), segue que

3\/7 + /50 + i/7 —+/50 = 2 € Z. E, por conseguinte, p(x) = x* + 3x — 14 possui uma Unica

raiz racional, e a observacéo feita acima segue.

Exemplo 3.11 —Se x = \/8+2 10+2\/§+\/8—2 10 + 2+/5 entdo x é igual
a:
(a) V10 + v2(b) 25 + 2(c) 4
(d) 2v5 —2(e) VIO — 2

Solugéo: Vamos elevar ao quadrado ambos os lados da igualdade, logo

2

x2=<\/8+2 10+2\/§+\/8—2 10+2\/§),

0 que implica em
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2
’

x2=8+2 10+2\/§+8—2\/1O+2\/§+2\/82—(2 10+2x/§)
dai segue que

x2 =16 +4V6 —2V5 = x2 —16 = 46 — 2/5.

E, nesta Ultima, elevamos ao quadrado ambos os lados

2

(x® - 16)* = (46— 2V5) = x*—32x°+160 = —32V5.
Ora, se elevarmos ao quadrado mais uma vez e desenvolvermos, obteremos a
seguinte equacdo polinomial: x® — 64x° + 1344x* — 10240x% + 20480 = 0.

Mas estudar as possiveis de raizes racionais para o polinémio dado por
p(x) = x8 — 64x° + 1344x* — 10240x2 + 20480 ¢é tremendamente trabalhoso, onde se vé
viabilidade em apenas avaliar as op¢des de solugdes de tal equacdo pelos itens propostos como
resposta. Além disso, € mais vantajoso utilizarmos o polinémio
p(x) = x* —32x%+ 160 = —32+/5,
por apresentar poténcias menores e 0s calculos irdo se mostrar menos trabalhosos e

determinarmos a partir dai, obter o valor para x’ de modo que tenhamos p(x') = —32+/5.

Portanto, avaliando as opg¢des pela a substituicdo direta, concluimos que a opcao

correta é o item (a).
[

Embora parecam estranhas as igualdades apresentadas, como no Exemplos 3.9, isto

é, 3\/7 + V50 + i/7 — /50 = 2, percebemos que as solucgdes de equacdes polinomiais (ou as
raizes de um polindmio) é uma boa estratégia para demonstracdo da racionalidade ou

irracionalidade dos nimeros.
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4 DIAGRAMA DE NEWTON E O CRITERIO DE DUMAS

Fazendo um feedback do que abordamos até aqui, no Capitulo 2 nos apropriamos
de uma teoria elementar sobre os polindmios, nos fornecendo meios necessarios para
desenvolvermos esse capitulo, em que abordaremos teoremas mais especificos sobre a
possibilidade de decomposicdo de um polinbmio, que nos ajudardo a compreender melhor a
ideia de irredutibilidade dos polindmios com coeficientes racionais e suas conexfes com 0S
nameros irracionais, que é o objetivo principal de nossa pesquisa. Em que apresentaremos 0s
mecanismos — técnicas de verificacdes rapidas - para previamente detectarmos se um polinémio

¢ redutivel ou nao.

E foi o que iniciamos falando no Capitulo 3, ao tratarmos dos numeros reais —
racionais e irracionais — e a correlacédo entre os polinémios (semelhantemente a solucionar

equacles polinomiais) — suas raizes e a irracionalidade dos nimeros reais.

Dai, avancos adicionais na leitura e representacdo dos polinbmios estdo
relacionados a possibilidade de traduzir as caracteristicas da irredutibilidade no idioma das
imagens geomeétricas. Na primeira secdo apresentaremos a representacdo dos polindmios

mediante diagramas, conhecidos por Diagramas de Newton.

E, finalmente abordaremos o principal teorema o qual nosso estudo esta focado, o
Teorema de Dumas, também pensado para detectar polindbmios irredutiveis tendo como
estratégia a ideia de Newton de representar polinbmios por meio das construcGes de seus
respectivos diagramas. Que surge como peca de um quebra-cabeca incompleto no ambito dado

pelas limitacGes do Critério de Eisenstein sobre a irredutibilidade de polinémios.

4.1 Diagrama de Newton para representacdo de polindmio em Z[X]

O estudo sobre a irredutibilidade tornou-se o foco de atencdo de muitos
matematicos célebres. Na busca por propriedades gerais, eles se sentiram desconfortaveis com

o critério de Eisenstein e suas limitacGes. Parecia que deveria haver algo por tras disso. A
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sensacdo geral era de que, uma vez que algo fosse revelado, uma série de novos critérios mais

gerais apareceria. 1sso provou-se ser verdade.

O fundamento para tais métodos iniciou-se com o estudo da representacdo
geométrica dos polinbmios no plano cartesiano, cuja ideia foi estabelecida pelo grande
matematico Isaac Newton — Diagrama de Newton para representacdo de polinbmio —, duzentos
anos antes dos tempos sobre os quais estamos falando. A posteriori, 0 estudo dos Poligonos de

Newton foi utilizado durante certo tempo para estudar as singularidades de curvas.

Definiremos a seguir, como fazer a representacdo por diagramas de um polindmio

por meio do Diagrama de Newton.

Definicédo 4.1 — O Diagrama de Newton do polindmio

n

P00 = > a, Xk € QlX],

k=1
que denotaremos por A(p) em relagdo a um primo g, € a regido delimitada pela unido dos

segmentos Si, com 0 <i <n, tal(is) que:

(i)Os pontos dos segmentos tem como coordenadas (i, yi), em que i é o0 grau da variavel
correspondente ao coeficiente aj e a coordenada yi € 0 maior expoente que devemos elevar
o primo g tal que @i divide a;. O diagrama tem que iniciar e terminar, respectivamente, em
(0, yo) € (n, yn)

(if)O segmento So tem como pontos extremos: inicial em (0, yo) e final em (j, y;), com 0 <
Jj <n —seyj<yo, para o menor j > 0 adequado para que ocorra (i), quando aop > an; ou,
inicial em (0, yo) e final em (j, y;) — se y; > Yo, para o menor j > 0 adequado para que ocorra
(i), com 0 <j <n, quando ao < an.

(iif)Cada segmento s, com 1 <k <n-1, subsequente a So, caso exista, tem pontos extremos
— inicial em (k, yx) e final em (k+l, yx+1) — isto para o menor de valor | > 0 tal que k + [ < n-
1, em que ocorre Yi+ <yk , Yi+l+1.

(iv)O ultimo segmento a ser tracado tem como pontos extremos — ponto inicial como
sendo o ponto final do penultimo segmento tracado e final em (n, y»), quando (ii) e (iii)

ocorrerem.

Assim, vamos construir o diagrama de Newton de um polinémio p(X) em relacéo a

um namero primo g, a partir da definic&o.
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Exemplo 4.1) Construa o diagrama de Newton para o primo p = 3 do polinémio a
seguir f(X) = X* + 13X3 — 4X% + 36X + 12.
Solucéo:

Seguindo os itens da defini¢do acima, temos:

(i) Os pontos dos segmentos: O termo constante, a, = 12, é divisivel por g2, mas néo
por ¢, entdo marcamos o ponto (0, 2). E seguimos procedendo da mesma forma para os demais
coeficientes. O coeficiente a; = 36 € divisivel por g2, logo temos o ponto (1, 2); o coeficiente
a, = —4 ¢ divisivel por g° e obtemos o ponto (2, 0); o coeficiente a; = 13 é divisivel por q°,
entdo teremos o ponto (3, 0) e, o coeficiente a, = 1, o coeficiente lider, é divisiveis por q°,
portanto temos o ponto (4, 0).

(if) O segmento so: O segmento sp tem como pontos extremos (0, 2) e (2, 0) e ndo (0,
2) e (1, 2) — pois nesse caso temos que y, = y;, onde deveria ser y, <y, para (1, 2) ser o
ponto extremo final.

(iii) Os segmentos subsequentes: O segmento s; tem como pontos extremos (2, 0) e (3,
0), visto que y, < y,, y4. O segmento s tem como pontos extremos (3, 0) e (4, 0). (iv) Que sera

nosso ultimo segmento, pois tem como um extremo o ponto referente ao coeficiente lider.

Portanto, o diagrama para essa situacdo esta representado a seguir:

Figura 5 — O diagrama de Newton para o polindmio f(X) = X* + 13X3 — 4X2 + 36X + 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma observacdo importante a se fazer € que para segmentos colineares
consecutivos consideramos apenas um segmento, cujas extremidades séo: o ponto inicial do
primeiro segmento e o ponto final do Ultimo segmento. Assim, 0s segmentos s; e Sy Sd0

representados por apenas um segmento s cujos extremos séo (2, 0) e (4, 0).

Exemplo 4.2) Construa o diagrama de Newton para o primo p = 2 do polinémio a
seguir f(X) = 12X3 — 8X2% + 2X + 1.

Solucédo: Seguindo os itens da definicdo acima, temos:

(i) Os pontos dos segmentos: O termo constante, a, = 1, € divisivel por g° entdo
marcamos o ponto (0, 0). O coeficiente a; = 2 é divisivel por g, logo temos o ponto (1, 1); o
coeficiente a, = —8 é divisivel por g°, e obtemos o ponto (2, 3) e o coeficiente lider, a; = 12,

é divisivel por g2, entdo teremos o ponto (3, 2).

(if) O segmento so: O segmento sp teria como pontos extremos (0, 0) e (1, 1). Mas o
ponto (1, 1) ndo e adequado e a justificativa esta em (iii), o que também implicaria no diagrama

nao finalizar em (3, 2).

(iii) Os segmentos subsequentes: Tais segmentos ndo serdo tragados, haja vista que:

0 segmento com pontos extremos (1, 1) e (3, 2), ndo ocorre y, < y,,y, € nem 0 segmento com

pontos extremos (1, 1) e (2, 3), pois ndo temos y, < y;,ys.

(iv) Com isso 0 segmento so tera extremos (0, 0) e (3, 2), que também sera nosso Gltimo

segmento.

Portanto, o diagrama para essa situacéo esta representado a seguir:

Figura 6 — O diagrama de Newton para o polindmio f(X) = 12X3 —8X2+2X + 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Agora, para construir o diagrama de Newton de um polinémio p(X) em relacdo a

um primo g, de um outro modo, precisamos das seguintes ferramentas:
1. Um plano de coordenadas OXY (OX sendo o eixo horizontal e OU o eixo vertical).
2. Uma régua, um martelo e alguns pregos.

Comecamos desenhando a base do diagrama, os pontos, analoga ao que foi feito
nos exemplos acima, que é iniciada do termo constante até o coeficiente lider. Para cada termo
a,X* € p(X) do polindmio p(X), atribuimos um ponto no plano com coordenadas (k, I), onde
| é o grau maximo de g (um nimero primo escolhido) de modo que a,, é divisivel por ¢*. O
conjunto de todos esses pontos € o que chamamos de base. Caso a, ndo seja divisivel por g,

entdo o ponto é dado por (k, 0).

Na Figura 7, vocé pode ver a representacdo dos pontos do diagrama referente ao
polindmio p(X) = 4X7 +2X°+ X°>+ X*+4X?+2X+ 12 em relagdo ao primo q = 2. A
obtencdo das coordenadas ocorre semelhantemente ao que vimos nos exemplos acima,
tomamos o termo constante a, = 12 que é divisivel por g2, mas ndo por ¢, entdo marcamos o
ponto (0, 2). Os coeficientes a; = a, = 2 sdo divisiveis por g*, logo temos os pontos,
respectivamente, (1, 1) e (6, 1). O coeficiente a; = 0 ndo produz nenhum ponto. E assim por
diante, e temos para os coeficientes a, = ag = 1 0s pontos, respectivamente, (4, 0) e (5, 0). E,

por fim, os coeficientes a, = a, = 4 produzem, respectivamente, os pontos (2, 2) e (7, 2).

Figura 7 — Os pontos referente ao diagrama do polindmio p(X) = 4X7 + 2X° + X5 + X* + 4X% + 2X + 12

5

4

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A partir de agora, sempre admitiremos que ndo so o coeficiente lider seja sempre
ndo nulo, mas também o termo constante também nédo seja zero. Caso contrario, se 0 termo
independente de X for nulo, teremos sempre que o polindmio p(X) sera redutivel, o que ndo nos
interessa. Portanto, temos pelo menos dois pontos no plano OXY: o ponto basico inicial (em
nosso exemplo, (0,2)), que se refere ao termo constante, e 0 ponto basico final (em nosso

exemplo (7,2)), que se refere ao termo do coeficiente lider.
Agora vamos ao trabalho construtivo.

Primeiro, pegue o martelo, e pregue um prego no ponto béasico inicial (o (0, 2)) e
assim proceda, pregando pregos nos demais pontos até o ponto basico final (o (7, 2)). E com
uma régua (grande o suficiente para alinhar o primeiro ao Ultimo ponto se necessario) alinhada
ao eixo OY e fixada no ponto basico inicial, sera girada no sentido anti-horario até encontrar
outro prego (no nosso exemplo, este serd o prego em (1,1)). O segmento reto que une esses dois
pontos é o primeiro link do diagrama. Para obter o segundo link, gire a régua agora ao redor do
segundo prego até encontrar outro prego, que serd o ponto (4, 0). E iterando dessa forma,
encontraremos todos os links, conforme o procedimento — com o auxilio de uma régua — de

marcar na Figura 8 e os links marcados na Figura 9.

Figura 8 — Processo para obter os links do diagrama de p(X) = 4X7 + 2X® + X5+ X* + 4X2 + 2X + 12

=

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 9 — Os links do diagrama de p(X) = 4X7 + 2X® + X5+ X* + 4X2 + 2X + 12

21 ®

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pode acontecer que a régua acerte mais de um “prego” simultaneamente. Neste
caso, desenhamos um alongamento sobre todas conexfes (pontos). Com isso vimos que
tracamos os links um a um até finalmente chegarmos ao ponto béasico final e desenhar o Gltimo

link, como mostrado nas Figuras 8 e 9.

Vamos exemplificar mais tal procedimento de obtermos um diagrama de Newton
para um polindmio, porém, nao usaremos a ideia de “girar a régua ao redor do prego”,

substituiremos por “girar a régua sobre o ponto de tangéncia”.

Exemplo 4.3 — Sendo p(X) = X3 — 6X?2 — 3X — 18, vamos construir o diagrama

correspondente a tal polindmio.

Solucdo: Para a construcao do diagrama de p(X) consideremos o primo p = 3, logo 0s pontos
pertencentes a ele serdo: para o coeficiente ap = - 18, temos que p? = 9 o divide, assim temos
o ponto (0, 2) correspondente a tal coeficiente; para o coeficiente a; = - 3, temos que pt =3 0
divide, logo temos o ponto (1,1) correspondente a ele; para o coeficiente a, = - 8, temos que p!
= 3 o divide, entdo o ponto correspondente a ele € (2,1); e, para o coeficiente lider, az = 1,

segue que p° = 1 o divide, com isso teremos como ponto corresponde o (3,0).
Iniciando a construcao do diagrama de p(X):

Vamos assinalar os pontos, conforme a Figura 10:
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Figura 10 - Os pontos referente ao diagrama do polindmio p(X) = X3 — 6X? — 3X — 18

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura a seguir, Figura 11, marcamos os links, onde faremos os seguinte
procedimentos (nessa ordem): posicionamos uma régua paralela ao eixo Y e tangente ao
primeiro ponto, (0,2), em seguida a giramos no sentido anti-horario até encontrar o préximo
ponto (1,1) e marcamos nosso primeiro link, o seguimento de extremos (0,2) e (1,1); em
seguida, posicionamos a régua tangente ao ponto (1,1) e repetimos o procedimento de girar no
sentido anti-horario até encontrar o proximo ponto, que € (2,1) e marcamos mais um link, o
segmento de extremos (1,1) e (2,1); e, em seguida, encerrando o processo de construcdo dos
links, posicionamos agora a régua tangente ao ponto (2,1) e também giramos no sentido anti-
horario até encontrar o ponto (3,1) e marcamos o ultimo link, o segmento de extremos (2,1) e

(3,1). Dai obtemos o diagrama, exposto na Figura 12, para o polindmio em questao.

Figura 11 - Processo para obter os links do diagrama de p(X) = X3 — 6X? —3X — 18

LS

S
e
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 12 - O diagramade p(X) = X3 — 6X2—-3X — 18

N

5

4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.4 — Construa o Diagrama de Newton do polindmio p(X) = 8X° + 2X3 +

8X% +4X + 16 em relagcdo ao primop = 2.

Solugéo: Inicialmente vamos determinar os pontos. Comecamos pelo coeficiente constante, o
a, = 16, onde segue que p* o divide, logo temos o ponto (0, 4); para o coeficiente a, = 4 temos
que p2o divide, logo teremos o ponto (1, 2); para os coeficientes nulos, que séo 0s casos de
as e a,, NA0 teremos nenhum ponto; para os coeficientes a,, a, = 8, obtemos os pontos (2, 3)
e (6, 3), respectivamente, pois p3os divide; ja para o coeficiente a, = 2, segue que p* o divide

e teremos o ponto (3, 1).

Agora vamos a construcdo do Diagrama de Newton para o polinémio em questéo,

onde faremos uma sequéncia de figura para melhor compreenséo do processo de construcao.

Entdo, na Figura 13 assinalaremos os pontos, na Figura 14 marcaremos os links
e, na Figura 15 teremos o Diagrama de Newton em relac¢éo ao primo p = 2 para o polinémio
p(X) = 8X° +2X3 +8X2% + 4X + 16.



Figura 13 — Os pontos referente ao diagrama do polindmio p(X) = 8X°® + 2X3 + 8X2 + 4X + 16

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14 — Obtendo os links para o diagrama do polindmio p(X) = 8X° + 2X3 + 8X2 + 4X + 16

)
N\

24

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 — O diagrama do polindmio p(X) = 8X° + 2X3 + 8X2 + 4X + 16

0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.
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Podemos observar que alguns dos pontos basicos (como o ponto (2, 3) do exemplo
em estudo e, o ponto (2, 1) do Exemplo 4.3) ndo apareceram no diagrama. Mas isso nao deve
nos preocupar muito, pois a justificativa é que em qualquer empresa de valor, deve-se esperar

um pouco de matéria-prima desperdicada.
Agora sobre os links. Eles vém em trés categorias: Composto, Simples e Primitivo.

Um link do diagrama de Newton é Simples se ndo contiver pontos inteiros alem de
seus pontos finais (extremos). Um segmento que contém um ponto inteiro interior é chamado
Composto. Um link é dito Primitivo se sua projecdo no eixo horizontal tiver comprimento 1.
Para melhor exemplificar, tomemos a Figura 16 abaixo e o observemos as classificacdes dos

links conforme as categorias apresentadas:

Figura 16 — Classificacéo dos links em um diagrama de Newton

Primitivo /
. Compus.rz
Primitiv/

0 1 2 3 4 5 6 7
Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora concluimos um curso introdutorio sobre a linguagem geométrica da
representacdo de um polindmio e o ponta pé para a irredutibilidade, agora podemos comecar a
falar essa lingua. Um resultado importante vindo da irredutibilidade dos polindmios, temos
nesse sentido é que para um determinado numero primo p, o diagrama de Newton do polinémio

p(X) ndo contém links primitivos, entdo p(X) ndo tem raizes racionais.
Considere o polindmio do exemplo a seguir:
Exemplo 4.5 — Seja a equacao polinomial

X12 —6X10 + 15X8 — 24X+ 27X* — 18X?+ 3 =0,



66

que, pelo exemplo Exemplo 2.15, ja sabemos que 0 mesmo nao possui solugcdo racional.
Tomemos o polindmio p(X) = X2 — 6X10 + 15X8 — 24X6 + 27X* — 18X? + 3, vamos
fazer a verificacdo da irredutibilidade de p(X) sobre que Q[X] mediante diagrama de

Newton para esse polinbmio considerando o primo p = 3.

Solucdo: Vamos determinar os pontos e, comecamos pelo coeficiente constante, 0 a, = 3, onde
segue que p! = 3 o divide, logo temos o ponto (0, 1); para o coeficiente a, = —18 temos que
p? = 9 o divide, logo teremos o ponto (2, 2); para o coeficiente a, = 27 temos que é divisivel
por p3 = 27, e obtemos o ponto (4, 3); procedendo de mesmo modo, para os coeficientes ag =
—24; ag = 15; a9 = 6 e a;, = 1, obtemos os respectivos pontos: (6, 1), (8, 1), (10, 1) e (12,
0); ja os coeficientes a4, as, as, a;, aq e ay; Sa0 todos coeficientes nulos e por isso nao

produzem pontos.

Esbocando o diagrama para esse polinémio, Figura 17, teremos:

Figura 17 — Diagrama para o polindmio p(X) = X2 — 6X10 + 15X8 — 24X + 27X* — 18X% + 3
AN

5,

4,

3 °
2 ®

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M1 12

Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.
|
Mais adiante, veremos que quando o diagrama de um polinémio néo possui link(s)

primitivo(s) e/ou link(s) composto(s), diremos que p(X) ndo possui raizes racionais, que sera

um fator comprobatorio, para a irredutibilidade sobre Q[X].

E, como recompensa por todos 0s nossos esforgos na construcdo do diagrama de

Newton, temos um teorema que apresentaremos na proxima secéo.



67

4.2 O Critério de Dumas na identificagdo de polindmios irredutiveis em Q[X]

Gustave Dumas viveu na Suica e trabalhou no problema da irredutibilidade no
inicio do século XX. Ele obteve seu critério em 1906. Seu critério quanto a irredutibilidade de
polindmios torna possivel desenhar, com o auxilio dos diagramas de Newton para polinémios,
um retrato do critério de Eisenstein e, portanto, nos ajuda a 67embra-lo e compreendé-lo mais

completamente.

Antes de falarmos sobre o Critério de Dumas, trataremos da ideia de montagem e

desmontagem do Diagrama de Newton de um polinémio.

Para desmontagem, considere o diagrama, Figura 15, do Exemplo 4.4. O
copiaremos, de modo que os links fornecidos serdo como setas (vetores) com inicio na
extremidade do vetor & esquerda e com extremidade a direita e, reproduzidos (transladados)
para o ponto basico inicial (0, 4) (o obtido do coeficiente constante). Vale lembrar que o
primeiro link serd comum em ambas as situacdes. Com esse procedimento, construimos o que
é denominado de pacote do modulo polinomial em relagcdo a um nimero primo p dado (setas

coloridas de verde). Observe a Figura 18 a seguir:

Figura 18 — Montagem e desmontagem do diagrama de Newton para um polinémio do exemplo 4.4

Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.
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Agora, para 0 processo de montagem a partir de um pacote do médulo polinomial
para um namero primo p. Segue que, como a desmontagem e formagdo de um pacote é feita
movendo-se 0s vetores para 0 ponto basico inicial e no sentido anti-horario de baixo para cima.
Basta fazermos tal observacdo e recolocarmos os vetores do feixe no final um do outro,
obedecendo essa ordem. E, dai, obtemos uma linha (a verde), que é o diagrama de Newton de
um polindmio (observacéo de que o primeiro link estara presente tanto na desmontagem quanto
na montagem). Para ilustrar essa ideia, tomaremos o diagrama do polinémio representado na
Figura 9 representando cada link na forma de um vetor, como ja vimos, e esbogado na

desmontagem da Figura 19 a seguir:

Figura 19 - Montagem e desmontagem do diagrama de Newton — pacote do médulo polinomial

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos que um dado diagrama de Newton corresponde a um pacote Unico de vetores
e, inversamente, o diagrama é recuperado exclusivamente de seu pacote. O teorema a seguir, ja
idealizado por Dumas em quem direcionamos nosso estudo sobre polindbmios, trata do produto
de pacotes de dois polindmios, que nos da uma ideia, similar ao Lema de Gauss, de

irredutibilidade nesse campo de representacdo geométrica dos polindmios.
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Teorema 4.1 (Teorema de Dumas). O pacote do produto p(X)q(X) de dois polindmios é a

unido de dois pacotes, o de p(X) e o de gq(X). (conforme indica a Figura 20)
Figura 20 — Produto de pacotes dos médulos polinomiais

4 4

Pacolte de p(X) . Pacote de 4(X) Pacote de p(X)q(X)

21 2 —
: ® 27

Fonte: Oleinikov (1999, com adaptacdes).

Demonstracao:

Sejam os polindmios p(X) = Y%, apX e q(X) = %0 b; X’e considere o primo p.
Suponhamos que para o diagrama de p(X) tenhamos os seguintes pontos: (0, ko), (1, k1), ... (n,

kn) €, com eles formemos n links; e, para o diagrama de ¢(X) tenhamos os seguintes pontos: (0,

jo), (1, j1), ... (0, jm) €, com eles formemos m links.

Temos por definicdo (ver Definicdo 2.3) do produto de polinbmios a seguinte

relacéo:

p(X) x q(X) = Xm e, X!, onde ¢, = XL awb)).

Entéo, ao efetuar o produto p(X) x q(X), para seu diagrama teremos 0s pontos a
seguir: para ¢, = ayb,, temos que a poténcia de p que o divide tem expoente k, + j,, Visto que
p¥o|a, e plo|b,, logo obtemos o ponto (0, ;) = (0, k, + j,); para c; = ayb; + a, b, temos que a
coordenada [,, do ponto (1, [,), corresponde a maior poténcia de p que divide a soma, que sera
a poténcia de p que divide um dos fatores da soma; e iterando a construgéo dos pontos, teremos
para ultimo ponto (m+n, [,,,,,,), relativo ao coeficiente c,,,, = a,b,,, € que a poténcia de p que

o divide tem por expoente k,, + j,, pois por hipétese p*»|a,, e p/m|b,,.

Portanto, ap0s a obten¢do de todos os pontos do produto p(X) x q(X), séo eles: (0,
o), (L, ), ..., (m+n, L,,,,,,); podemos formar m+n links, isto €, a soma dos links de p(X) e q(X).

O que prova o teorema.
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A montagem do diagrama a partir do pacote de p(X)q(X), conforme Figura 20, é
dada, como ja especificamos, recolocando os vetores do feixe (Figura 21, Pacote de p(X)q(X))
no final um do outro (Figura 21, Montagem do pacote modulo polinomial de p(X)q(X)), no

sentido anti-horario e obedecendo a ordem em que se encontram o0s vetores. Vejamos:

Figura 21 — Desmontagem e montagem do pacote médulo polinomial

Montagem do pacote
médulo polinomial de
P(X)q(X)

Pacote modulo 5
polinomial desmontado
de pXg(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Algumas consideracfes: a primeira é que, para o pacote modulo polinomial
montado (Imagem a direita, Figura 21) podemos translada-la verticalmente de modo que o
vetor de pontos inicial (8,2) e final (9,2), por exemplo, fique sobre o eixo horizontal, bastando
dividir o polinémio p(X)q(X) por r?, supondo que o diagrama tenha sido construido em relacdo
ao primo r; a segunda observacdo é que existindo vetores que coincidam total ou parcialmente,

0s mesmos, devem ser colocados um apds o outro.

Teorema 4.2 (Critério de Dumas). Se, para algum nimero primo p, o diagrama do polinémio

p(X) consiste exatamente em um link simples, o polinémio é irredutivel.

Demonstracéao:

n
Seja o polindémio f(X) = Zakx X nos racionais.
k=0



71

Consideremos que o diagrama de Newton para f(X), em relacdo a um numero
primo p, seja apenas um link simples e, suponhamos por contradicao, que f(X) seja redutivel

sobre os racionais, isto é, existe r € Q, tal que f(r) = 0.

Entdo, pelo Teorema 2.2, como r € uma raiz de f(X), segue, como consequéncia,

que podemos escrever f(X) como
f(X) = (X—=r) a(X),
em que gq(X) € Q[X]\{Q} é o quociente da divisao.

Mas, pelo Teorema 4.1, temos que o pacote mddulo polinomial de f(X) é a unido
dos pacotes médulo polinomiais de (X — r) e de g(X), ou seja, no diagrama de Newton para
f(X), em relacdo ao primo p, estdo os links de (X — r) e de q(X). No entanto, no diagrama de
Newton para (X —r), em relacédo ao primo p, consta apenas um link primitivo; e, no diagrama
de Newton para q(X), em relacéo ao primo p, consta um ou mais links. Logo, nessas condicdes,
o diagrama de Newton para f(X), em relacdo a um nimero primo p, ndo sera de apenas um

link simples, o que contradiz a hipotese.

Portanto, se para algum numero primo p, o diagrama de um polindmio p(X)

consistir em exatamente um link simples, o polindmio € irredutivel.
[

Exemplo 4.6 — Verifique se o polindmio k(X) = X°+ 7X* + 16X3 + 8X2 —
16X — 16 € irredutivel sobre Q[X].

Solucéo: Ora, ndo podemos aplicar o Critério de Eisenstein visto ndo termos como escolher

um primo p tal que cumpra todos os requisitos como diz tal critério.

Entdo uma maneira de solucionar, porém, enfadonha, seria testar todas as
possiveis raizes racionais de k(X), isto ¢, aplicarmos a ideia do Teorema 2.4, avaliarmos se
pelo menos algum dos racionais —+ 1, + 2, + 4, + 8, + 16 — € raiz do polindbmio em questao.
Mas, nesse sentido, nos pouparemos desse trabalho, o qual faremos se verdadeiramente
soubermos se 0 mesmo é redutivel ou ndo, que para afirmarmos esbocaremos o diagrama de

k(X) e analisaremos sobre a optica do Critério de Dumas.

Os pontos correspondentes a k(X) em relacdo ao primo p = 2 sdo: pelo coeficiente

constante, 0 a, = —16, como p* = 16 0 divide, logo temos o ponto (0, 4); para o coeficiente
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a, = —16temos que p* = 16 o divide, logo teremos o ponto (1, 4); para o coeficiente a, = 8
obtemos o ponto (2, 3); para o coeficiente a; = 16, temos 0 ponto (3, 4); ja para os coeficientes
a, e asndo sd30 divisiveis por nenhuma poténcia de p, exceto p° entdo teremos,

respectivamente, os pontos (4, 0) e (5, 0).

Agora, esbocando o diagrama correspondente a k(X),

Figura 22 — Diagrama de Newton para o polindmio k(X) = X5 + 7X* + 16X3 + 8X? — 16X — 16

5
4€ @ @

3 ®

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Fonte: Elaborada pelo autor.

Como no diagrama de k(X) nao temos apenas um link simples conforme Critério
de Dumas, logo o polindmio néo é irredutivel sobre Q[X]. De fato, sua forma fatorada, apés

testarmos suas raizes racionais, é k(X) = (X+2)*(X - 1).

Vejamos alguns outros exemplos que comprovam a eficécia das concepcdes dadas
por Dumas quanto a irredutibilidade de polinémios e, supostamente, uma ideia da existéncia

de nimeros irracionais.

Exemplo 4.7 (Critério de Eisenstein) Seja f(X) = a, X" + ap,_ X" 1 + -+ aq
um polindbmio com coeficientes inteiros tais que, para um p primo, o coeficiente lider ndo seja
divisivel por p, e os demais coeficientes sdo divisiveis por p e o coeficiente constante ndo é

divisivel por p2. Entdo f € irredutivel.

Solucgdo: O diagrama de Newton para o polindmio f(X) consiste de apenas um link simples,
onde 0s pontos centrais, correspondentes aos outros coeficientes ndo formaram links — néo

havendo pontos de coordenadas inteiras —, excetuando o lider e o independente da variavel,
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isto é, consiste de um segmento de extremos (0, 1) e (n, 0), respectivamente, pontos inicial e

final do segmento.
Portanto, pelo Critério de Dumas, o polinémio f(X) é irredutivel.
[
Exemplo 4.8 - Seja p um primo, (c, p) =1 e (m, n) = 1. Entdo o polindbmio X™ +
cY™ e irredutivel.

Solucdo: O diagrama de Newton para o polinbmio considerado, em relacdo ao primo p, é um
segmento com os pontos finais (0, m) e (n, 0). Como (m, n) = 1, ndo ha pontos com coordenadas

inteiras dentro deste segmento.
Portanto, pelo Critério de Dumas, o polinémio € irredutivel.
[
Exemplo 4.9 — Sejam p um primo e o polindmio w(X) = aX™ + pX + bp?, onde
(b, p) = 1, p ndo divide a e p(X) ndo possui raizes inteiras, entdo o polinémio é irredutivel.

Solucéo: Ao construir o diagrama de Newton para w tomando o primo p, temos que 0 mesmo
consiste da unido do segmento com os pontos finais (0, 2) e (1, 1) e do segmento com 0s pontos
finais (1, 1) e (n, 0), que dentro desses segmentos, ndo ha pontos com coordenadas inteiras.
Portanto, a fatoracéo néo trivial de w sobre Z (Q) pode consistir apenas em um fator linear e

um fator de grau “n— 1"; como podemos observar no diagrama abaixo, Figura 23:

Figura 23 — Diagrama de Newton para o polindmio w(X) = aX™ + pX + bp?

2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, é irredutivel.



Exemplo 4.10 — Prove que tg10° é irracional.
Solucgéo: Temos pela identidade de arco duplo, que

tg10° + tg20°
1—tg10°-tg20°

tg30° = tg(10°+ 20°) =
Como,
2tg10°
20° = 10°+10°) = ——.
tg20° = tg(10° + 10°) 1= tg210°

Segue, substituindo o resultado em (2) em (1), que

Loe 4 2tg10°
o T TTEI0r —tgP10° + 3tg10°
t930° = o, 2tg10° —  _3tg210°+1
1~ t910° 1= {or1pe

Porém, tg30° = ? e fazendo tg10° = X, segue de (3) que

—-X*+3X 3
-3X2+1 3’

e elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade, obteremos que

—x%+3x\* 1
-3x2+1) %
em que, desenvolvendo chegamos a equacgdo polindbmio

3X6 - 27X* +36X2-1=0.
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(1)

(2)

(3)

(4)

Assim, avaliar que a equacéo em (4) tem solucédo racional é equivalente verificar

se 0 polindmio p(X) = 3X % — 27X* + 36X 2 — 1 ¢ redutivel sobre os racionais. Dai, antes de

testarmos as possiveis raizes racionais, faremos o diagrama de Newton para tal polinémio,

Figura 24, tomando o primo p = 3 e, em seguida, o analisaremos a luz do Critério de Dumas.
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Figura 24 — Diagrama de Newton para o polindmio p(X) = 3X% - 27X*+ 36X2 -1

4
3 ®

2 L]

) D
0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note pela Figura 24, que o diagrama do polinémio s6 consiste de um link simples,
entdo, pelo Critério de Dumas, segue que o polinémio p(X) é irredutivel sobre os racionais,
que é equivalente a dizer que a equacdo em (4) nao possui solugdes racionais.

Portanto, segue gue, de fato, tg10° € irracional.

Exemplo 4.11 (OCM-2000 - Modificada) — Sejam a, b, c e d as raizes (nos
complexos) do polindmio X *+6X 2+4X + 3. Encontre um polindmio p(X), do quarto grau, que

tenha como raizes a2, b?, ¢? e d?, e mostre que tal polindmio ndo possui raizes racionais.
Solugdo: Seja f(X) = X*+6X2+4X + 3. Como a, b, ¢ e d sdo raizes de f(X), ent&o
f(X) = X*4+6X2+4X + 3 = (X — a)(X — b)(X — c)(X — d).
O polindmio a determinar é tal que
P(X) = (X - a*)(X - b})(X ~ c?)(X — d?).
Agora, tomando X = Y2, teremos que:
P(Y?) = (Y2 —a?)(Y? — b?)(Y? - c?)(Y? — )
=(Y+a)(Y-a)Y+Db)(Y-b)(Y+c)Y-c)Y+d)Y-d)
= (Y +a)(Y +b)(Y+c)(Y+d)(Y-a)Y-b)Y-c)Y-d)

= (Y +a)(Y +b)(Y +c)(Y + d)(-Y + a)(-Y + b)(-Y + ¢)(-Y + d)
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= p(Y) p(-Y)
= (Y44+6Y2+4Y + 3)( Y4+6Y 2- 4Y + 3)
=Y8+12Y% +42Y4 + 20Y2 + 9.

Logo, p(Y?) = Y8+ 12Y® + 42Y# + 20Y2 + 9. E como, para cada X € C existe Y € C,
tal que X = Y2, ent&o, teremos que
P(X) =p(Y2) = Y8+ 12YC8 + 42Y4 + 20Y2 + 9 = X* + 12X 3 + 42X % + 20X + 0.
Portanto, o polindmio procurado é p(X) = X* + 12X3 + 42X? + 20X + 9.
Agora mostraremos que nenhuma das raizes de p(X) é racional. Poderiamos testar
as possiveis raizes racionais de tal polinémio, mas seria um processo demorado e sem garantia
de éxito, e o critério de Eisenstein ndo é possivel aplicar. Entdo, para mostrar a

irracionalidade das raizes, consideremos o diagrama de tal polinbmio para um primo p = 2
esbogado na Figura 25:

Figura 25 — Diagrama de Newton para o polindmio p(X) = X* + 12X3 + 42X2 + 20X + 9

4
3
2 ® ®
16 ®
'D
0 1 2 3 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, como o diagrama de p(X) consiste de apenas um link simples, pelo

critério de Dumas, segue que 0 mesmo ndo possui raiz racional.
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Nessa contextualizacdo, a geometrizacdo dos polinémios idealizada por Newton e
a fantastica aplicacdo dos argumentos de Dumas dadas em seu critério sobre irredutibilidade,
nos aparelha de forma a apresentar demonstracdes mais simplificadas de problemas, como
fizemos para o Critério de Eisenstein no Exemplo 4.7 e a demonstracdo que tg10° € irracional,
ou até mesmo solucionar outros que outrora ainda eram enigmaticos, como € o caso do Exemplo
4.11.
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5 CONCLUSAO

Apdls muitos anos entre a ideia primitiva de nimeros e 0s conceitos atuais, em que
se permeou por fracassos e sucessos em conjecturar-se ideias mais gerais, foram sem duvida os
gregos, com sua geometria e aritmética, que deram um alinhamento inicial por meio da

contagem e das construcfes geométricas aos nimeros.

A partir desse cenario, durante muitos anos buscou-se um procedimento mais geral
para averiguacao da racionalidade de certos nimeros, ou equivalentemente, sua irracionalidade,
mas estudar caso a caso tornou-se cansativo e desanimador. E foi diante desse contexto que

coube aos polindmios, especificamente ao estudo de suas raizes, solucionar esse problema.

Assim, varios matematicos pelo mundo incumbiram-se dessa missdo, de estudar as
raizes de polindmios, em especial para nos as raizes racionais para polinémios com coeficientes
inteiros. E novo foco passou a existir, a irredutibilidade desses polinémios. Surgindo dai alguns
critérios, dentre eles e objetos de nosso estudo — Teorema das Raizes Racionais, Critério de

Eisenstein e Critério de Dumas.

O Teoremas das Raizes Racionais, certamente é determinante, pois se houver
alguma raiz racional, a mesma terd a forma explicitada no teorema, e se caso exista, tal
polindmio é redutivel. Porém, é um desprendimento de tempo valioso em se testar as possiveis

candidatas a raiz racional e mesmo assim nenhuma delas contemplar essa condicéo.

Entdo, fez-se e € de grande serventia, o surgimento de critérios de observacéo prévia
se tal polindmio possui ou ndo raiz racional, e se a resposta for positiva, vale a pena encontra-
la utilizando-se a ideia do Teorema das Raizes Racionais. Caso contrario, as raizes reais de tal

polindmio serdo irracionais.

Com isso, estudaram-se dois critérios importantissimos — de Eisenstein e de Dumas.
Ambos se alicercam na escolha de um certo nimero primo para iniciar a sondagem sobre a

existéncia de raizes racionais em polinémios com coeficientes inteiros.

A aplicacdo do Critério de Eisenstein é mais simples, fazendo-se apenas a
observacao de certas divisibilidades dos coeficientes do polindmio em relacdo ao nimero primo
escolhido. Contudo, a ndo abrangéncia a certos polinémios, como os Ciclotdmicos, a tornou

uma ferramenta menos eficiente.
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No entanto, diante do exposto na nossa pesquisa afirmamos sem titubear, que o
Critério de Dumas foi um avanco significativo no estudo das raizes de um polinémio com
coeficientes inteiros — com a possibilidade de sua redutibilidade — e na conquista de possiveis
novos ndmeros irracionais, na hipétese de irredutibilidade, que baseia-se de uma ideia de
Newton na representacdo geomeétrica de polindmio, tal critério avalia a existéncia de raiz
racional na construcdo geométrica do polinémio, cuja representacao é obtida por meio de pontos
em que as coordenadas de cada ponto obedecem a critérios de divisibilidades dos coeficientes
em relagdo as poténcias do primo p escolhido.
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APENDICE A - ANEIS, DOMINIO DE INTEGRIDADE E CORPO

Nos capitulos desse trabalho usamos algumas vezes certos termos da Algebra, como
0s que estdo citados no titulo desse apéndice, que em determinados momentos se fazem

necessarios cita-los. Agora, em momento oportuno, iremos defini-los nessa secéo.

Vejamos tais definicbes baseados em (GONCALVES, A., HEFEZ, A. e LEQUAIN,

Antes de qualquer coisa, seja B um conjunto ndo vazio, em que a representacdo do
produto cartesiano de B por ele préprio sera denotado por B x B. E uma operagdo (x) em B é

definida como uma funcéo, isto é:

*x: BXB - B
(k,bw) +» kxw

Sejam duas operagcdes, uma denominada de adicdo (denotada por +) e a outra

denominada de multiplicacé@o (denotada por ). Logo temos as seguintes definicoes:

Definicédo 6.1 — Diremos que (B, +, ») € um anel comutativo se as seguintes propriedades sdo

satisfeitas para quaisquer k, w, t € B.
P1) Associatividade das operacdes de adicdo e de multiplicacdo, respectivamente, isto &,
k+(w+t)=(kk+w)+teke(Wet)=(kew)et
P2) Comutatividade das operacdes de adicédo e de multiplicacdo, respectivamente, isto é,
k+w=w+kekew=wek

P3) Existe um Unico elemento neutro em relagdo a adicdo e um Unico elemento neutro em

relacdo a multiplicagdo, respectivamente, isto €,
30 € B,tal que, paratodob € B, tem-seque 0 +b=beb+0=b
e
31 € B, 0+ 1, talque paratodobe B, tem-seque leb=Dbebel=D

P4) Distributividade da multiplicacdo em relagédo a adicéo, isto é,
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ke (w+1t)=kew+ ke t(distributiva a esquerda)
e

(W+1t) ek =wek+teKk(distributiva a direita)

Podemos concluir da definicdo acima que se todas as quatro propriedades forem

satisfeitas, exceto a P2, entdo (B, +, ) serd chamado de anel ndo-comutativo.

Por outro lado, um anel que que satisfizer a definicdo a seguir ser4 denominado de

corpo, nesse sentido dizemos que todo elemento ndo nulo de um corpo possui um inverso.

Definicéo 6.2 — Diremos que um anel comutativo € um corpo se ele satisfizer a propriedade a

seqguir:

P5) Todo b € B, com b # 0, existe Ab’ € B, tal que b+ b’ = 1.
Agora definiremos dominio de integridade.

Defini¢do 6.3 — Um anel comutativo (B, +, ) é dito dominio de integridade se ele satisfizer a

seguinte propriedade:

P6) Para todo k,w € B, comk e w =0, entdo k =0 ouw = 0.

Pela definicdo imediatamente acima, dizemos que um dominio de integridade é um

anel comutativo com unidade e que ndo possui divisores de zero.
De modo a facilitar a compreenséao, quando ndo ocasionar ambiguidade, denotaremos

a * b por ab e, b’ em P6 apenas por b ou por % :

Uma observacdo importante, relacionado a Definicao 4.3, enunciaremos no teorema

seguir:
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Teorema 6.1 (Lei do Corte) — Seja B um corpo e b € B um elemento ndo nulo. Entdo, dados

a, c € B, segue-se que:
ab =ch=a=c(1)
Demonstracéo:
Ora, como B é um corpo e b # 0, logo existe um b ' € B, tal que bb ! = 1. Dai,
multiplicando a esquerda ambos os lados por b 1, teremos que
P6 P3
abb t=cbb'=al=cl=a=c
Portanto, sob as condi¢des dadas, a equacado (1) € valida.

Assim, nos sentimos motivados para mais duas definicdes, onde definiremos subanel
e subcorpo.

Definicéo 6.4 — Um subconjunto ndo vazio A de um anel B sera dito um subanel de B se, com

as operacdes de adicdo e multiplicacédo em B, ainda continuar sendo um anel.

De modo a reduzir a demonstracdo se um dado subconjunto é um subanel
enunciaremos a proposicdo a seguir que nos dard esse alento. Mas vale notar que: -b é o
simétrico de b em A.

Proposicdo 6.1 — Dado o anel (A, + -) e seja B um subconjunto ndo vazio de A. Séo

equivalentes:

(i) B ésubanel de A;
(i) a,beB,entdoa—be Beabe B.

Prova:

(i) = (ii). Como B é um subanel, entdo, por definicdo, B é um anel. Assim, se dados
a,b € B temos que -b € B, dai seque quea—b € B e ab € B.
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(it) = (i). Por hipotese, temos que a multiplicacéo é fechada em B. E, alem disso, por
definicdo, que as propriedades P1 e P2 sdo validas em B. Logo devemos mostrar que a adi¢ao

é fechada em B e que, B possui elemento neutro e elemento simétrico da adicao. De fato,
(1) O elemento neutro da adicéo.

Como @ # B < A, logo podemos tomar b € B, que por hipdtese 0 = b — b € B, que
é o0 elemento neutro para adigdo em A. Portanto, B possui elemento neutro para adicao.
(2) Elemento simétrico.

Ora, por (1), dados 0, b € B, temos por hipdtese que 0—b e B S A, istoé,-be B

A . Desde que -b seja o simétrico de b em A, o que implicara em -b ser o simétrico de b em B.

Agora, mostraremos que a Adicdo é fechada em B, isto é, dados a,b € B teremos que
a + b € B. De fato, como por (2), dados a,b € B temos que -b € B, entdo por hipotese segue

que a — (-b) = a + b € B. Portanto garantimos que a Adi¢éo é fechada em B.
[

Exemplo 6.1 — Assim, com as opera¢des usuais: (Z, +, -) é subanel de (Q, +, ) e (Q,

+, *) é subanel de (R, +, ).

Exemplo 6.2 — O anel Z[,/p] ={a + b\/p, a,b,p € Zep = 2 primo}, chamado de
anel Z adjuncdo ,/p, é um subanel de Q[\/p] =={a + b\/p, a,b,p € Qep = 2 primo} e,

por sua vez ambos sdo subanéis de R.

Defini¢ao 6.5 — Um subconjunto nédo vazio L de um corpo K ser& chamado de subcorpo de K

se, com as operacoes de adicdo e multiplicacdo de K, ainda continuar sendo um corpo.

Exemplo 6.3 — No corpo das fracdes, temos que o conjunto dos nimeros racionais Q

= {a/b ;a e b sdao nameros inteiros e b # 0} munido das operacoes:

Adicio (+): 4 S oadtbe Multiplicacio (- ):
igio (1): o+ o =— e ultiplicagio (-):

a c_ac
b d bd




€ um corpo das fracGes nos inteiros.

Demonstracéao:
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De fato, o conjunto dos nimeros racionais € um corpo. Sejam a/b,c/d,e/f € Q,

observemos que 0s racionais gozam das seguintes propriedades:

P1) Associatividade das operacdes de adicdo e de multiplicacdo, respectivamente, isto €,

a ¢ _ad+bc e adf+bcf+bde adf+b(cf+ de)
(E+E)+7_ bd o bdf = bdf
_adf  b(cf + de)_g c. e
~ bdf bdf _b+(d+f>

b d

" bd f bdf b df b

d f

P2) Comutatividade das operacgdes de adi¢do e de multiplicacdo, respectivamente, isto é,

(a C) e ac e ace a ce a (C e)

ad + bc bc+ad_bc ad

C_ n c+a
d  bd bd ~bd bd d b

+

S Q

=Ll

ac ca

a C _ca
b d bd bgd b’

Note que as igualdades 1 e 2 sdo validas pois os inteiros gozam da comutatividade na adi¢éo

e multiplicacdo, respectivamente.

P3) Existe um unico elemento neutro em relacdo a adicdo e um Unico elemento neutro em

relacdo a multiplicagdo, respectivamente, isto €,
30 € Q, pois basta tomarmos O/b = 0 tal que, para todo a/b € Q, tem-se que
_0 _(©b+ab), _ab; _
0+%y="/p+ %= Iob="Top =/
e

31 € Q, bastando tomarmos b/b = 1, de modo que, para todo a/b € Q, tem-se que
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L %= ""pe%p* 1=

Quanto a unicidade do elemento neutro em relacdo a adicdo, podemos supor a existéncia de

dois elementos neutros, 0 e 0’, dai segue que

o'
+_
b

T |o

=Ll
S |o

0r
b

oL

. .0, - . 0 . .
onde a igual 1 ocorre pois > € elemento neutro e a igualdade 2 ocorre pois - tambem &

elemento neutro. Portanto a unicidade esta provada.

Com a mesma ideia da existéncia de dois elementos neutro da multiplicacdo, podemos usar

para provar a unicidade também.

P4) Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adi¢ao, isto €,

(E+£)_E_ad+bc.g_(ad+bc)-e_ade+bce_ﬂ E—E_FE—E.E_FE.E
b d/) f  bd f  bdf ? bdf  bdf bdf bf df b f d f
(distributiva a esquerda)

e
2.(£+£)_£.ad+bc_6'<ad+b6>_ead+ebc_ﬂ che _ea ec_e.a e ¢
f\b al bd  fbd E fbd ~ fbd  fbd fb  fd f b  f d

(distributiva a direita)

P5) Note que para todo % € Q\{0}, temos que existe EIZ € Q, que é seu inverso multiplicativo.
E ele é Unico. De fato, suponha que existam dois inversos multiplicativos para % , sejam eles
2 6%, dai segue que
P gueq

b_b4 :2.(2.5): (2.2).22 1.£=¢

a a a \b f a b) f f f
Onde concluimos a unicidade do inverso multiplicativo nos racionais.

E, portanto, demonstramos que o conjunto dos nimeros racionais é um corpo.
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Exemplo 6.4 — Temos que Z[,/p] ={a + b\/p, a,b,p € Zep > 2 primo} é um anel
mas ndo é um corpo. Ja Q[\/p] = = {a+b\/p, a,b,p € Qep =2 primo} nos da uma
infinidade de corpos, tais que, Q c Q[\/ﬁ] c R.

Podemos ainda, mediante o fato dos racionais ser um corpo, afirmar que o mesmo é
algebricamente fechado para as operacdes de adi¢cdo e multiplicagcdo. Haja vista que para todo
racional, r € Q, existe um polindmio p(X) € Q(X), tal que p(r) = 0. E o que nos afirmar a

definicdo a sequir:

Definigdo 6.6 — Seja K um corpo. Dizemos que K é um corpo algebricamente fechado se para
todo p(X) € K[X] existe a € K tal que p(a) = 0.
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APENDICE B - EXTENSOES DE CORPOS

Nessa secdo abordaremos, de modo suficiente para embasamento desse trabalho,
extensdes de corpos relacionados com as raizes de polinémios. O que nos proporciona de bénus
a solucdo de problemas geométricos classicos de certas construcdes com régua ndo graduada e

Compasso.

No contexto de extensdo de corpos temos por objetivo principal a adjungdo de raizes
de polinbmios a corpos ja existentes, e com isso construirmos corpos K. Assumiremos
previamente algumas nocdes em Algebra Linear, tais como: espago e subespago vetorial,

dimensédo e base.

Defini¢cdo 7.1 — Sejam dois corpos K e L, tais que L é um subcorpo de K, e as operacdes de
adicdo e multiplicacdo em K se restringem as respectivas operacdes em L. Assim, denominamos

K de uma extensdo de L e, denotamos por K | L, ou ainda por,

K

L

No caso da defini¢do acima, consideramos K como um L-espaco vetorial. E temos a

seguinte definicdo:

Definicdo 7.2 — O grau da extensdo K | L denotamos por [K : L] e é igual a dimenséo de K
como L-espago vetorial. Logo se o grau da extensdo for n < co diremos que K é uma extensao
finita de L e, além disso, se w é uma base do L-espaco vetorial K, entdo w também € uma base

da extensao.

Exemplo 7.1 — Sdo exemplos de extensdes de corpos 0s seguintes: R | Q,C | Q,Q |

Z, Qﬁ | QeKk) | K, em que x é uma indeterminada em K (xe K) e K é um dos corpos

Q, R ou C (ou uma de suas adjuncoes).
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Definicdo 7.3 — Seja K um corpo qualquer, definimos de um polinbmio sobre K na
indeterminada x a expressdo p(x) = ag + a;x + ayx? + -+ a,x™ + -, em que a; € K para
todo i natural e, existe n natural tal que a; = 0 para todo j = n. E denotamos por K[x] o

conjunto de todos os polindmios sobre K na indeterminada x.

Em se tratando de dois polindmios p(x), q(x) € K[x], dizemos que p(x) = a, +
a x4+ ax®+-+ax"+-- e qx) =by+byx+byx?+ -+ bypx™+ -+ sd0 iguais
quando ocorrer que a;, = b, em K para todo k natural.
Entretanto, se para p(x) € K[x] acontecer que p(x) =a, coma € K, isto é, aqp =aea; =0

para todo i > 1, chamamos tal polindmio de polindmio constante. E ocorrendo que p(x) = 0,

isto €, a; = 0 para todo i = 0, chamamo-lo de polinémio nulo.



