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INTR.ODUÇAO

Nesta d.issertação, como o próprio título indica, apresentamos o Teorema de

Comparação do Hessiano e aplicações relacionadas com o Laplaciano da função

distância sobre variedades completas com curvatura de Ricci não negativa.

No capítulo II é demonstrado o Teorema de Comparação do Hessiano e o Lema

do Índice, o qual é utilizado na demonstração do referido teorema.

Por outro lado, no capítulo III, são demonstrados cinco proposições, sendo

a primeira delas o Teorema de Comparação do Laplaciano. A segunda é uma

consequência da primeira e a terceira generaliza a segundâ. no sentido das dis-

tribuições.
Finalmente, as duas últimas proposições tt-atam da compalação com volumes,

encerrando-se com o seguinte corolário da proposição 5: Uma uariedade rieman-

ni,ana M, completa e não compacta, com Ri,c(M) > 0, tem uolume i,nfini,to.



Capítulo I

PRELIMINARES

Seja ,44 uma variedade riemanniana completa de dimensão n' Escolhamos um

ponto P e M e definamos afunção p: M ---+lR por p(r),:d(r,P):: distância

ieodésica de r a p. Sabemos que péurnafunção contínua de Lipschitzsobre M.

Em virtude disso e do Teorema de Rademacher [o] da teoria da medida geométr-ica,

p é diferenciável em quase todo ponto de M. Noutras palawas, a menos de um

conjunto de medida nula, p é diferenciável em M '

Na verdade, como explicamos a seguir, p é diferenciável em M \ CuÚ(P)I,

onde cuú( P) é o cut locus de P, o qual é um conjunto de medida nula.

consideremos a aplicação exponencial expp : TpM -'+ M. Dado um vetor

u e. TpM, com llrll : \u,r)*, seja lQ) a única geodésica tal que Z(0) : p e

t'(0) : u. Então teremos que expr(Úu):1(t), para t > 0' Sabemos que parâ

um Í conveniente 7 é a única geodésica minimizante que liga P a exp"(Út')' sendo

d(expp)r, : Ts,(TpAtI) -+ T^,çt;M um isomorfismo'' Á;;r, definamosúo: sup.4, ondeÁéoconjuntodosú > 0 tais que?éaúnica
geodésica minimizante que liga P a ?(Í). Se Úo ( oo, então denominamos 7(Ú6)

áe ponto mínimo de P ao longo de 7. O cut locus de P, denotado pot Cut(P),

é exatamente o conjunto de todos os pontos mínimos de P ao longo de todas as

geodésicas que partem de P' [5]

U'ma outra propriedade relevante relacionada com o cut locus de P é a seguinte:

(u*p")-, lnrlcrrrl"; é um difeomorfismo. Noutros termos, indicando por Dp :--
à*p;t(U \ Cut(f)), a restrição exp, : Dp ---+ M \ Cut(P) é um difeomorfismo.

Com itto podemos definir uma carta normal maximal na vizinhança de todo ponto

P e I\[' Por outro rado Cut(P): ôexp'(Dp)' o q"" perrnite conc]uir que o

Cut(P) tem medida nula em M. [6]

Em virtude de expp : Dp ---+ M \ CzÚ(P) ser um difeomorfismo, segue-se que

a função distância p(r): d(r,P) é diferenciável em M \ Cut(P). Para maior

clareza, observe que se d" : TpM --* IR. é a função distância sobre TPI'Í relativa a

origem 0 então p(r) : (d o exP;l)(z).

rEntenda M \ Cuú(P) corno (M - {P})\ Cut(P).



Desta f<rrma, podemos falar em gradiente, Hessiano e Laplaciano da função
distância p(r) no domínio M \ Cut(P). No caso do gradiente Y p podemos

verificar que lVpl2 : I dieroi: 1, onde (g'i) : (grr.)-r e (gü) é a matriz

associada à métrica ri"##.rirna na carta normal maximal referida acima. E para
o Hessiano e Laplaciano usamos as següntes definições; [fO]

Dad,os X,Y e TpM, sejam Í,? 
"o*pos 

aetoriiis difàrenci,daeis que estendam
X,Y numa ui,zinhança de P. Entã,o defi,ni,mas: 

/
Hess(f)(x,Y) : H(Í)(x,Y) :: (Í? il@) - (v;7) f {"1

Lf z: traço de Íf(/)(X, Y),

onde / e CL(M).
Também, esclarecemos que, neste trabalho, a curvatura de Ricci de uma va-

riedade riemannian à Mn, é a forma bilinear simétrica Ric(M) : TpM x ?pM ---+ IR

definida como o traço da transformação linear z -* R(z,r)y, tal que: Be s: en,t

então

n-1 a-L
Ri,c(r,") = » (Ã(rn, t)a,e6l : » k(ei, r),

i:l i-1

onde {q} é uma base ortonormal de TpM e le é a curvatura seccional do 2-plano
determinado por {et,r} em'P.

Fiqalmente, as propriedades básicas de campos de Jacobi e volume riemanni-
ano que usâmos estão claramente expostas nas referências [5] e [2].



Capítulo II

o TEoREMA DE COMPÂR,AÇÃO DO HESSTANO

Fixemos um ponto rs de urna variedade riemauniana completa M, de dimensao

n. Para c e M \ Cuú(rs), seja T a geodésica minimizante que Iiga f6 a. fi,,

parametrizada pelo comprimento de arco, tal que f(0) : no,7(r): u ' Denotemos

por X um vetofe mT,M tal que (" #) (r) : 0. Desde qxe u não seja um ponto

conjugado de ca, podemos estender X a um eempo de Jacobi X-ao longo de 7

satisfazendo as condições: Í(r(o)) : o, Í('y(r)) : X . 
[f, #] : , Então,

usando a definição de Hessiano pâra a funçâo distância p, temos que:

H(p)(x,x) : ÍÍP - (v rÍ)P
:n (o,*) -(oon,#)
: (oo", *). (o,"n*) - ("'",*)
: (r'"t#)

,,"i 
[", *]:0, rogo (n,oo*) : (n,v*4. porranto H(p)(x,x):

(Í,O*4. Segue-se disto que:

H(p)(x, x) : 
lo' * F,v g) at

: l'(lv*x1' * (Í,v sv zfl) at

Sendo Í t * campo de Jacobi, então F saHsfaz a equação de Jacobi:

v zv zÍ+ ft (Í, *) *:,
4



Assim, obtemos:

H(p)(x,x) : I' (1" r*l'- (o (r,*) fi,x)) or,

onde.E indica, aqui, o tensor curvatura de M. Como, usualmente, a "forma

do índice " é denotada por I,(X) : 
Io' (lo*;'l'- (, (*,*)*,f))",

concluimos que H(p)(X,X): I,(Í)
A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema de comparação do Hes-

siano.

Teorerna de Comparaçáo do }fessiano. Sejam:

(i) M, e M2 duas variedades riemannianas eompletas de mesma dimensão n;
(ii) rr : [0, a] --. Mt e ''lz : [0, a] -* M2 duas geodésicas parametrizadas pelo
comprimento de arco, tais eue lt n Cut(1{0)) : 0 e .yz À Cut(1r!\ : 6;
(iii) p1 a função distância de 71(0) em M1 e pz a função distância de 12(0) em M21
(iv) ft1 a curvatura seccional de M1 e k2 a curvatura seccional de M2.
Suponha que em n(t) e n(t),O < ü ( a, se tenha

*, (r, ,*), u,(*,,*") ,

ond.e X; é qualquer vetor unitário em Trrç1M; perpendicular a 
f,, 

U : 7,2.

Entãa'

H(p2)(X2, X2),

onde Xi e T|.6,1M; com :7, i:1,2.:OelX;l

Demonstraçáo: Sejam Ei,. .. , Ei
paralelos ao longo d" 7r, com Ef,:

um sistema ortonorrnal de campos vetoriais
a

=,i:l,2.Comoo'lt

H(pr)(xr, xr) (

(.,,*) (2.(o))

: fo'(lo*;'l'- ('(" #) ff,x)) or,H(p)(x, x)



então podemos escrever:

H(po)(x,, x,) :í' (l"ar,[' - (" (t, *) *,x,]) ar,

ondu Íe é um campo de Jacobi ao longo de 1 com Ír(r.(O)) : 0, Ínt'lr(o)) :

X;. Desde o,ru 1O,3\ : 0, Íré perpendicular a Ef,emcada ponto de 7'
\ o'Y; I

Exprimindo Í, po, Íz:E^,Ap?, nós podemos tomar {ri}i:rtal que xr :
n'-1

7r@): » xfla)o)(rr(r)) e definir um campovetorial Z aolongo du 7, assim:
j:7

n-1
Z:fxjp)El.Iogo, Z assume omesmo valor que Xr emü:0 et: a. Além

i:7
disso, lZl: Erl "

l"*",1 : l» x'iu)Eil: l» ri*)Ell : l"atr1

Desde que pelo Lema do Índice, um campo de Jacobi minimiza a forma do

índice entre todos os carnpos vetoriais ao longo da mesma geodésica com os mes-

mos valores de fronteira, nós obtemos:

H(p)(X1,X):
:

L(Xr) < t"(Z)

f (1"* 'l' (*'(''*)*,''))"
l'(l"a n,l' - *'(2,*)) "'

Mas, em virtude da hipótese sobre as curvatüras seccionais, nós temos que:

l" (lo* Í,1' -n,(r,*))" s l"!o* x,l' -n,(Í,,*))"

: ';"Xll*,*u



Assim concluimos a demonstração do teorema' I

Pela importância do Lema do índice na demonstração do Teorema de com-

paração do Hessiano, aPresentamos o seu enunciado e sua demonstração, conforme

t5l.

Lema do Índice. Seja ? : [0, a] --, M uma geodésica sem pontos conjugados a

7(0) no intervalo (0, r]. Seja J um campo de Jacobi ao longo de 1, com,(''"'') :
0, e seia l,'um campo de vetores diferenciát'el por partes ao longo de 1, com

|'V,r'l: O. Srprnh'amosque .r(0) : y(0) : 0 e que J(ts) : V(til, to € (0, r].

Entã"o

I',(J) í /,.(1/)

e a igualdade ocorre se e só se V : J em [0,t6]'

Demonstraçáo: o espaço vetorial J dos campos de Jacobi J ao iongo de 7 com
j(o) :0" (iry') :0 t"m dimensão n-l,onden:dimM. Seja {Jr,"',Jn't}
uma base para este espaço' Então J:Loc,;J;,i - 1," ',n- 1,, onde os o; são

constantes. Como não existem pontos conjugados no intervalo (0,a], para todo

t * 0, os vetores Jr(t),...,Jn-t(t) folmam uma base do compiemento oltogonal

de 7'(ú) emT",1t1(M). Portanto' para t + 0, podemos escrever

v (t) : » /, (ú) ./, (ú) ,

onde fi são funções diferenciáveis poryur,", em (0, o]. Vamos mostrar que f pode

ser estendida contínua e d^iferenciavelmente a ú : 0, isto é, fi é diferenciável por

partes em [0,a].' prru i.to2,'escreva l(t) : tAiO). Então Ái(0) : J;(O), donde os ,4,(0)

são linearmente independentes para todo Ú € [0, a], e podemos escrever V(t) :

Lng/J)A;(Ú) onde o. g; ,ão funções diferenciáveis por partes em [0, a] e 91(O) : g'

Apii.u.,do de novo o resultado de cálculo, temos que 9,(t) :thÁt): onde os h;(Ú)

são dif"r"rrciáveis por partes em [0, a]. Como para ú # 0, fo(t) : ho(t), concluimos

o afirmado.

o segui,te lema do cálculo: Seja h : [0' 1] * IR uma

função dÍerenciável corn h(ó) : o. Entãa existe uma futtção diferenciável ó , lo,1] -+ IR, com

ó(o): ffOl,h(ú): tó(t),t€ [0,U.



Vamos agorâ, mostrar que, no interior de cada subintervalo onde fl é dife-

renciável,

(2.1)

Com efeito, como

R(l',v)l'

teremos

(o?r' ,v)t' ,v)

(o',u'l- (*(r' ,v)t',v) : (çr;r,,\,t;t,)

.* (ç Ínrn,Çr,t',),

= n ('r', +t,r,) 
^r' :LÍrR(^t' ,Jo)"Í' : - lÍ,Ji ,

(u',o'l - (o("r', vlt' ,v)

: (Tro + r' Í;i,4r)t, +\t,r,) -

: (4,;r,,\r;t,). (T Í;r,,»t,t;)

. (T Í,t,Çr,'\. (T Í,i,7r,r,). (ç r,ti ,4r,r,)

Por otrtro lado,



Portanto, pera Prov&r (2.1), basta mostrar que

para prova r (i.z),**:tt:,],]*3 

Í;''): (ç Í'r"» r;Ji],

h(t) : (,r,, ,,) * llr,Í,);
como h(0) :9 .

r,'(ú) : (tl',t,) * (t;,t,) - (t,,t't) - \t"t'i)
= - (o(r', Jr).t' ,l) * (Jr, R(t' ,Ji)'v') : o

concluimos que tr.(t) = 0. Por distributividade, se obtém então (2'Z) o que conclui

a demonstração de (2.1).

Aplicando (2.1) a V e J, obteremos sucessivamente:

L"(v): (t Ínr,,TÍ,t;l(to) +;" (ç r,r,,Çt)ti) at'

r,o(4 : (» o,tn,T*r;j) f'.1'
\

Como'J(ú6) : I/(to), temos que CIi - "f"(Úo), 
donde

L,(v): rt"(r) * !,^ [çr;ol'"

(2.2)

(2.3)

Itra a Primeira Parte do
Decorre de (2.3) que .I6(y) > IÁl); o que demons

lerna. Se /6(v) : i*Qi"''então L,,rÍ'Jo : a' como os 4 são linearmente

independenües para t * A,concluimoq por continuidade., qrru í : 0, qala todo i

"'p"1" 
*"a. t ê 1o,ts]" Portanto, fi: const'' e como /'(to) : &is concluimos que

Ír(t):46, isto érV : J, corao queríamos' I

I



Capítulo III

APLICAÇÕNS

Aplicaçáo-1

Teorema de Comparação do Laplaciano. Sejam:

(i) M, uma variedade riemanniana completa de dimensão rL' com '

Ri,c(M) ) *(" -l)tr',
ande k é uma canstante não negativa;
(ii) Mz o espaço forma de dimensão n e cutvatuta seccional -le2;
(iii) pr, e puz as funções disúâncias sobre M e M, respectivamente.

Se r € Mt e pMt é difercnciá,vel em fr, então para qualquer y €. M2, carn

Pur(Y) : PMt(r) temos que:

Lpru,(*) S Ap*,(a).

Demonstração: Sejam ?r : [0,a] * Il1\ e'y2: l},a] * M2 dtas geodésicas

pararnetrizadas pelo comprimento de arco, tais que lnCut(fr(0)) : fi e 12fi

Cut(q2(g) : A. E seja {Xi,. ..,X!-,,XA : rt, "-r base ortonorrnal de

T14o1Mir'i: t,,2. Então podemos escrever:

H(pM)6;,x,,) : Í," (lo An;l'- (" (r,,*) *,,n,)) ",
onde Í; é um campo de Jacobi ao longod" ?,, "o^Íj(ln(O)) 

: o,Í\b.Áa)) : x;.
Segue-se que:

APd,r, :
Err*,j(x,1,x,') 

:,8 f (|"*trl' - (", (1 *) *,r;)) "
n-1

I /.(xrl)
j:1



e

n-L n-l
Apru, : 

Er**,)(xÍ,xÍ): Eí (1"*r;l'
n-l: f r"(xi).
j:l

Agora, procedendo de modo análogo ao gue fizemos na demonstração do Teo-

rema de Comparação do Hessiano, aplicamos o Lema do Índice âos câmpos veto-
fiais Zi e obtrmos: I"(Xj) S L(Z). Como, por hipótese,

Ric(M) > -(n - L)k' : Ri,c(Mz)

.1, *n?l:lo *r,1, ,"E u-." n "

7,,.(r,) : §1" lv a,x;l' at - Í;f, (", (r,, *,) f,, r,) o'

: 
P,l,'ln *x:l' o'- 

lo" 
Ric(M)dt

í 
,E l" lv arBl' * - lo" 

Ric(Mz)dt

: 
E/" (ln*' xil'-(-*')) d':§ I''.il'

Logo, Apu, I Apar. I

Aplicação-2

Proposição 2. Seja M uma variedade riemanntiana completa, com Ri,c(M) 2 0.

SejaP e M e p(*):d(*,P). Então,emqualquerpontorÇ M, emque p é

diferenciáve|, tale: L,p < n - I 
.'- p

-(a Fl*)*,n:))*

1T



Demonstração: Provaremos abaixo que se-?F é o espaço forma de curvatura

seccional constante k : 0, então Ap : 2= Por hipóte se Ri,c(M) ) 0, então
p

pelo Teorema de Comparação do Laplaciano, Ap < Ap: a} : ":' .

n-l r-1
Agora provemos que AP :'7 :';. Sabemos que

opde Í é o carnpo de Jacobi ao longo da geodésica minimizante 7 satisfazendo

Í(o) - o e Í(7(r)) : x. Portanto, Para se calcular Âp, devem encontrar um

campo de Jacobi ao longo de 7. Seja M o etpaço forma de curvatuta k :0 e seja

X e Trç,1M, com XI7'(r). Denotemos por X(Ú), 0 < t 1 r, o camPo vetorial

obtido por extensão paralela de X ao longo de 7. Então o cemPo de Jacobi Y(f)
ao lolgo d" ?, com Y(0) : 0 e Y(r) : X, tem a forma: Y(t1 : Í(t)X(t)' onde a

firnção /(ü) satisfaz a equaçã,o de Jacobi

(d2I * 
f(ú) :0

,', I dtzJ\ul-v
\x/ 1

I

I fto) :0, .f(r) : 1.

A solução de (x) é f O) : !r.

Por outro lado, consideremos uma base ortonorma I deTr1,1TÍ , {X?, . - . , X\-r, ff},
paralela ao longo de 7. Entã, Ír: f (t)x{t) são campos de Jacobi com vnçr1 :
X;. E usando a fórmula H(V)(xr,xr) : I,(Xn) e a definição de Ap obtemos:

n-l
Ap : I n1p11Xn,X,1

i:1

H(p)(x,x) : |,', (lorxl',- (" (r,*),x))ar,

: (, _ r) L'llg',,u,l'] ,,

n-7
r

12
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Aplicação-3

Proposiçáo 3. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > 0'

Seja P € M e P(r) : d(t,P). Então

I*ror = l^,Tr,
ondegeCtr(M),p>0.

Esta proposição, de modo sucinto, afirma que em M vale a desigualdade
- -'lL,p < , no sentido das distribuições.

p

Demonstraçáo: Seja O : exPp(.Ep), onde Ep : exp;l@ \Cut(P))' Então

temos M:{lUCut(P). Como 9eCff(M), com 9> 0,eCut(P) temmedida
nula, então podemos afirmar:

I pLç: I pLç.
JM Ja

Sabemos que cada raio paltindo da origem em TpA[ , intelsecta âEp, em, no

máximo, um ponto. Ou seja, Ep é um domínio estrelado. Logo podemos constmir

uma famflia de domínios estrelados diferenciáveis Eb C Ep,, tais que linqE! : Ep,

isto é, ,9oEí - Ep.

Seja. í1. : exPe(EF).

sobre ôO.. E desde que p é diferenciável sobre 0. C O, nós podemos aplicar a

fórmula de Green II para obter:

Então a forma estrelada de Efo implica ,u" ff, O

Ín,oor 
: ln.roo- lun.r#

pLp.

E usando a Proposição 2 chegamos em ln.roo S In,T- Logo, fazendo

e -- 0 concluimos:

s ln.

13



l*ror : tneuw:- l-T* : l*T-
I

Âplicação-4

Proposiçáo 4. Seja M^ uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > 0.

Entãa

VolB,(\) >
VolB"(p(r) + t)

(p(r) + 1)" )

onde p(x): d(r,P) e P é um ponto frxo de M.

Demonstração: Seja rc um ponto qualquer de M e seja a a distância a r, isto
é, n(g) : d(y,r). Denotemos por Br(t) a bola geodésica com centro r e raio ú.

Provemos, primeiramente que a função definida por F(Í) : t-"VolB,(t) é

decrescente para ú ) 0. Com efeito, sendo

LoZ : Loo :2o\,o -12 (grad, o,grad o) : ZoLo * 2,

temos, pelas proposições 2 e 3 que Âo2 < 2(n- 1) + 2 : Zntno sentido das
distribuições. Logo,

t Aoz 12nvotB,(t).
J p*G)

Por outro lado, pelo teorema da divergência temos:

f,li)o"
Ju"urv" 

: lrr,ur# :2tvot(o}-(t))

: ,rôVolB*(s),au as l':t

Agora, colocando V(t) --VotB,(t), nós obtemos a partir de (3.1) que

(3.1)

ztv'(t) < ZnV(t).

t4



Segue-se que ú7'(ú) ! nv(t), o que equivale a:

t-nv' (t) - nt-"-'v(t)< 0 <+ fiU-"ut)) < 0.

Com isto concluimos que f'(t; : t-"VolBr(ú) é decrescente.

Em virtude deste resultado deduzimos que

v ol B,(l) ) t-"v ol B,(t),

para Í ) 1.

E fazendo t : p(r) { 1, obtemos:

V oIB"(7) 2 (p(") * 7)-^V otB"(p(r) + t),

donde vem que

VolB"(l) >
VotB"(p(r) + 1)

(p(c) + t)"

I

ApIicação-5

Proposiçáo 5. Seja Mn uma variedade riemannianta completa e nã.o comtpacta,

com Ri,c(M) > 0. Entãoparuqualquer P€.M e R>7,vale adesiguddade:

votBp(2(R+ 1)) > (#) voap(t),

onde Bp(r) é a bola geodésica de centro P e raio r.

Demonstração: Seja 16 um ponto de âBp(R). Segue-se que d(P, ro) : Â. Se

p(r): d,(r,rs), então,

Lp' : Lpp : 2pLp * 2 (grad p, grad p) : 2pLp + 2'

Desde que, por hipótese, Ric(M) ) 0, então podemos aplicar a Proposição 2 para

obter Lp'12(n_ l)+2- 2n, em qualquer ponto o em que p seja diferenciár'el.
E pela demonstração da Proposição 3 deduzimos:

15



!*w*n' ='n l*e) coín ç e cf,(M)'P 2 o' Q2)

EstaúItimadesigualdadetambémvaleparluu3loyelflneãodeLipschitzç>_0
com suporte compacto' desde o..-t" o'uioti* função àeste- tipo pode ser aproximada

em CP(M), n"' fr;;;'lá*"àe"ti'u' p"t"'càntes a Cff(M)'' ( 1,se0St<R-t'

Agorasejatp(r) :'b@@))''onde{(t) : { 'rfo*l - Ú)' se 'R - 1<t < 'R+ 1'

lo'.r*í>.R+1'

Então 9 é delipschitz e sup P c B*o(Ri r)" p"tu Fórmula de Green l temos:

Yg.Y p2 :

,t' @(d)PlY Pl'

l)VotlB,o(B + 1) \ B,o(R - 1)l S zn 
lnnv 

:

: ,n |r,or**rr| 
3Znvo1B,"(R+l)'

lu"oqo*rl

2[
J n"o1n+ 1)

1.- - r\ --D 1z]<R.+leútlt):l,§eu:-
Sendo ,t$): ,(R+'- "' 

se 'B- 1<t < 'B+1 eú(t):1' se 0 S t <
,1

R - 1, então rb' (p(*)) : -Lse z € B*o(R+ 1) \ B*o(R- 1) "'b' b@)) : 0 se

n e B*o(R- 1)' AIém disso' temos que lVpl2 : 1' Logo'

-z [- .^...'1"@(*))plvpl' 
: 

./r"o1o*,1r,,o1^-'7 
p

,"n. / eApz> (B -t)VollB,o(R*1)\B'o('R-1)l
,.1"J*r"r*in,*, desigualdade combinada com (3. 2) deduzimos:

(.R -

ComoMl:'áoécompacta,entãoBf(1)98:'!Rl1)\-8"'(E-1)'Sqg"e-seque
í*rtg,,tR + 1) > (R - t)VolBr(1)' Também temos que

16



Bp(z(R+ 1)) ) B*o(R+t)'

Portanto, concluimos:

vot*p(z(R+ 1)) > (T)vonp(7).

I

UmaconsequênciaimeüatadaProposição5éoseguintecorolário:

['JmavariedaderiemãnnianaM,completaenãocompacta,comRic(M)>0
tem volume infrnito.
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Apêndice

TeoremadaDivergência.SejaMumavariedaderiemallnianaorientada,com-
pacta com bordo ati ' S" X é um campo de vetores Ct em M ' então:

I n,diuxaM 
: lr, (x,u) d'A,

onded'Méoelementodevolumedel\['dAéoe]ementodevolumede0Meu
é a normal unitária exterior ao longo do bordo de It[ '

SãoconseguênciasdesteteoremaasconhecidasfórmulasdeGreen,queenun-
ciamos a seguir' [2]

Fórmula de Green I: Seja Í ' 
M --+ iR' € Cz(M)' h: M ---+ IR' € C'(M)' com ao

menosumadelascomsuportecompacto.Então

!*ou + (v/, vh)] dM : o'

Se ambos, Í " h", são C2, então:

l^,\u^t - /Ah] d'r/ : o'

observação:ParaprovarestafórmulauseoTeoremadaDivergênciaparaX:
;;;* 1 : nv Í, e àefinição Ls : diu srad s'

Fórrnula de Green II: Dados M,u como no teorema da diveryência, sejamf e

h funções tais que f e Cz{tt[)' h e C'(M) e' ao menos' Üma delas tenha suporte

comPacto. Então

I tmÍ * (grad' Í,s'o'd l1)] dI[ : 
lunrh' 

\u'grarl' 'f) 
dA'

ln,'

Se ambos, f " h, são C2 ' 
então

lr&af- /^h] dL[: lu*{n{u'srot' 
Í) - Í (u'srad h)}dA'
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