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RESUMO

Neste trabalho, nés estudamos o modelo de Random Walk tradicional e algumas de suas variacgoes,
realizando diversas simulacdes computacionais em duas e trés dimensodes. N6s calculamos o
deslocamento quadritico médio a fim de analisar a dispersdo das particulas, ou seja, o quanto elas
se afastam da origem, e observamos sua caracteristica linear ou ndo-linear com o tempo, € como
esse comportamento depende das restricdes adotadas no movimento das particulas. Aplicamos
uma varia¢do no modelo de Random Walk tradicional introduzindo a condi¢do de que a particula
nao pode ocupar uma regido do espaco ja ocupado por ela anteriormente, formando, assim, um
Self-Avoiding Walk. E, com o intuito de obter um Self-Avoiding Walk sem “trapping” nas suas
configuragdes estruturais, utilizamos um modelo, chamado Laplacian Random Walk, em que
o0 movimento aleatério das particulas € acoplado a um campo laplaciano. A probabilidade de
direcao de movimento depende da soluciao da Equagdo de Laplace, fazendo com que a particula
reconheca possiveis armadilhas com antecedéncia, podendo, assim, evitd-las. Observamos que as
particulas executando um Self-Avoiding Walk ou um Laplacian Random Walk se comportam de
maneira superlinear e analisamos como isso afeta o deslocamento quadrético médio, o coeficiente

de difusdo e a dimensao fractal do sistema.

Palavras-chave: Random Walk; difusdo; Laplacian Random Walk; cadeias poliméricas.



ABSTRACT

In this work, we study the traditional Random Walk model and some of its variations, performing
several computer simulations in two and three dimensions. We calculate the mean squared
displacement in order to analyze the dispersion of the particles, namely, how much they move
away from the origin, and observe their linear or non-linear characteristic with time, and how
such behavior depends on the restrictions adopted in the movement of the particles. We apply
a variation on the traditional Random Walk model introducing the condition that the particle
cannot occupy a region in the space already occupied by it, thus forming a Self-Avoiding Walk.
And, in order to obtain a Self-Avoiding Walk without trapping in its structural configurations, we
use the so-called model Laplacian Random Walk. Where the random movement of the particles
is coupled to a Laplacian field. The probability of direction of motion depend on the solution of
the Laplace Equation, causing the particle to recognize possible trappings in advance, thus being
able to avoid them. We observe that particles performing a Self-Avoiding Walk or a Laplacian
Random Walk behave in a superlinear way and we analyze how this affects the mean squared

displacement, the diffusion coefficient and the fractal dimension of the system.

Keywords: Random Walk; diffusion; Laplacian Random Walk; polymer chains.
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1 INTRODUCAO

Muitas dreas de pesquisa cientifica hoje em dia estdo comprometidas em fazer
com que o ser humano viva mais e melhor. Dentro desse contexto estdo as pesquisas que
buscam entender como cada agente biologico funciona tanto em condi¢des ordindrias quanto
em condicdes patoldgicas, o que pode levar a varios tipos de doengas. Proteinas, e outros
tipos de moléculas bioldgicas, imersas em ambiente aquoso, estdo em continuo movimento.
Vivo ou ndo, tudo estd sujeito a flutuacdes térmicas. Mas como descrever o movimento desses
agentes bioldgicos devido a essas flutuagdes térmicas? Perguntas deste tipo s podem ser
respondidas levando em consideracdo o movimento aleatorio onipresente em escala microscopica.
Portanto compreender a dinAmica presente microscopicamente ¢ fundamental para descrever e
compreender o comportamento macroscopico presente em diversos fendmenos.

O movimento irregular de particulas imersas em um fluido foi observado inicialmente
por Robert Brown (BROWN, 1828), que descreveu o movimento irregular e incessante de
graos de pdlen suspensos em dgua. Esse movimento irregular e aleatério ficou conhecido
posteriormente como movimento browniano e a primeira explica¢do formal deste fendmeno foi
desenvolvida pelo fisico Albert Einstein (EINSTEIN, 1956). Einstein descreveu a sua teoria do
movimento de particulas suspensas em um fluido como um movimento aleatério ocasionado
pelas colisdes com as moléculas do fluido. Atualmente, o movimento browniano continua sendo
uma ferramenta importante na descricdo de fendmenos aleatdrios, tais como os movimentos
realizados pelas particulas durante um fendmeno de difusdo. Uma maneira de descrever esse
movimento aleatério microscopico executado por particulas, durante um evento macroscopico
de difusdo, € através da utilizacdo do modelo de Random Walk.

Random Walk (RW) é um modelo estocastico utilizado na descri¢do de processos
que possuam alguma varidvel que apresente um comportamento aleatério no decorrer do tempo.
O modelo de RW possui uma fécil aplicabilidade, sendo facilmente modificado, alterando alguns
de seus parametros, e implementado em d-dimensdes. Por esse motivo, o0 modelo de RW ¢é
utilizado para explicar fendOmenos em diversas areas do conhecimento, como Fisica (KEMPE,
2003), Economia (COOTNER, 1964), Biologia (CODLING et al., 2008), Quimica (KOMKOV;
DANNON, 1991) e outros (WEISS; RUBIN, 1983).

Podemos utilizar uma variacdo do modelo de RW tradicional, conhecida como
Self-Avoiding Walk (SAW) com o intuito de descrever o comportamento de cadeias poliméricas

(GENNES; GENNES, 1979; GENNES; LEGER, 1982). Esta variacao consiste em incluir uma
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regra na dindmica das particulas, nomeadamente, de impedir que elas ocupem o mesmo lugar
no espaco mais de uma vez, restringindo os seus movimentos aleatérios. Neste contexto, os
sitios visitados pela particula representam os mondmeros € a sua caracteristica auto-evitante as
interagdes de volume entre esses monomeros. Todavia, as trajetdrias percorridas pelas particulas
em um SAW tendem a ser curtas pois elas acabam ficando presas rapidamente. Uma forma de
permitir trajetdrias mais longas € utilizar outra variagdo do modelo de RW tradicional, conhecida
como Laplacian Random Walk (LRW) (LYKLEMA et al., 1986), em que o movimento da
particula é acoplado a um campo laplaciano. Este novo modelo apresenta a mesma caracteristica
auto-evitante presente no SAW mas com a diferenca de que a probabilidade de movimento da
particula a cada instante de tempo dependeré do valor do campo escalar em cada sitio, obtido
através da solucdo da Equacdo de Laplace. Tal modelo faz com que as particulas reconhecam
possiveis armadinhas com antecedéncia, podendo assim evita-las, o que pode ser usado para
estudar, por exemplo, a formac¢do de longas cadeias poliméricas.

Neste trabalho, nés estudamos as principais caracteristicas do modelo de Random
Walk tradicional, do Self-Avoiding Walk e o Laplacian Random Walk. No capitulo 2, apresentamos
uma revisao do modelo de RW tradicional e analisamos a sua aplicacdo no caso mais simples,
o caso unidimensional. Em seguida estendemos o modelo para o caso geral em d-dimensdes.
Mostramos como as particulas no modelo de RW se comportam com o decorrer do tempo e
demostramos a conexao entre o fendmeno macroscopico de difusdo e o movimento aleatério
realizado por particulas em um Random Walk. Em seguida, no capitulo 3, apresentamos as
caracterfsticas das duas variacdes do modelo de RW tradicional, observando o comportamento
difusivo das particulas em cada caso e evidenciamos as principais diferencas em relacido ao
modelo tradicional. No capitulo 4, fazemos uma andlise do comportamento das particulas
executando um LRW. Mostramos como o deslocamento quadréatico médio se relaciona com o
tempo a medida que o campo laplaciano aumenta a sua influéncia na probabilidade de escolha do
caminho realizado pela particula, e como essa relacdo também afeta a constante de difusdo, D, e
a dimensio fractal, dy de um conjunto de A particulas. E, por fim, no capitulo 5, concluimos
que as modificagdes realizadas no modelo tradicional alteram a forma como as particulas tendem
a se dispersar no meio, passando a ndo descreverem mais uma difusdo regular, mas, sim, uma

difusdo andmala, apresentando uma caracteristica superlinear com o tempo.
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2 O MODELO DE RANDOM WALK TRADICIONAL

2.1 Random Walk em uma dimensao

O modelo de Random Walk (RW) mais simples envolve particulas capazes de dar
passos de comprimento ¢ ao longo de uma trajetoria retilinea, existindo apenas duas dire¢des
possiveis de deslocamento, como podemos observar na Figura 1. Neste modelo, a particula
comeca na origem, x = (0, € 0 seu movimento, a cada instante de tempo, ocorre aleatoriamente
para direita, com uma probabilidade u, ou para a esquerda, com probabilidade w = 1 — u. Todos
0s passos possuem as mesmas regras, fazendo com que as particulas executem um movimento

aleatorio.

-2 24 O € 20

Figura 1 — Representac¢do dos possiveis passos de uma particula em um Random Walk unidimen-
sional.

Na Figura 2 podemos observar o historico do movimento de 5 particulas independen-

tes e ndo interagentes movendo-se em um Random Walk unidimensional, onde cada passo ocorre

B[ —

com probabilidade de movimento igual em ambas as direcdes possiveis, ou seja, u = w =

104

—10

—20 T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140

t

Figura 2 — Trajetoria de 5 particulas, representadas em cores distintas, descrevendo um Random

Walk unidimensional apds 150 passos comu =w = %
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2.1.1 Distribuigdo de probabilidades

Supondo que uma particula esteja na origem, sua posi¢ao x apds N passos € dado
pelo produto do seu deslocamento liquido m percorrido na direcdo do eixo positivo de x, pelo

comprimento ¢ do passo, ou seja,
x=mt. 2.1)

Considerando N; o nimero total de passos para a direita e N, o ndmero total de

passos para a esquerda, de forma que o nimero total de passos, N, é dado por
N =N;+N,. (2.2)

Entdo, m é compreendido entre —N < m < N, o deslocamento liquido percorrido

para a direita é dado por,
m=N; —N,, (2.3)

como N, = N — N| podemos escrever,
m=2N; —N. 2.4)

Logo, sendo u a probabilidade da particula dar um passo para a direita e w a probabi-
lidade da particula dar um passo para a esquerda, a probabilidade de uma determinada sequéncia

de N passos de uma determinada particula em um Random Walk unidimensional € dada por,
(u(l)u(z)...u(Nl)> (w(l)w(z)...w(Nz)) = M2, (2.5)

O nimero de sequéncias com N passos para a direita € N, passos para a esquerda é

dada pelo fator combinatério,

N!
N1 !N,

(2.6)

Portanto, em um total de N passos a probabilidade de termos N; passos para a direita

e N, = N — Nj passos para a esquerda € dada pela distribui¢ao binomial,
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N!
Wiv(i) = N !sz”leNz’

_ N! Ni. N—N,
NNt 2.7)

= (N)MNIWNNI.

Ny

A Equagdo 2.7 ja encontra-se normalizada. Percebemos que,

i Wy (Ny) = i <N)uleN—Nl,

Ny=0 Ni=0 N
W (2.8)

poisu+w=1.

A Equacao 2.4 nos mostra que se a particula realiza N; passos para a direita em
um total de N passos, o deslocamento liquido m desde a origem € determinado. Assim, a
probabilidade Py(m) de encontrar a particula em uma determinada posi¢ao apés N passos € igual

a Wy (Np). Logo,
PN(m) = WN(Nl). (2.9)

Utilizando as Equagoes 2.3 e 2.4, teremos,

N
N] - #7

N (2.10)
M=

Substituindo as Equacdes 2.10 na Equacao 2.7, temos que a probabilidade de encon-

trar a particula em qualquer posi¢do apds N passos €,

N! Nim N-m
Py(m) = Ny (N 2 W (2.11)
()1 (5)!
ou, equivalentemente,
N! m —m
Py(m) = ’MN%(M— )", (2.12)
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O valor médio de N; passos para a direita, por defini¢do, é,

S B

leoNl!(N—Nl)! ’
= i ]ﬁ {u%(u’v‘)} wh =M,

Ni=0

du Nl:ONN(N—Nv)'
:u%(u-i-w)N,
=uN(u+w)N 1,
assim,
(N1) = Nu. (2.14)

De forma semelhante, o nimero médio de N, passos para a esquerda é dado por,
<N2>:N—<N1>:NW. (2.15)

Assim, podemos calcular o deslocamento médio da particula. Utilizando as Equacdes

2.1 e 2.3, vemos que o deslocamento médio da particula é dado por,

= (N1 — N)¢, (2.16)

Para o caso ndo tendencioso, u = w = % encontramos,
(x) =0. (2.17)

Este resultado nos mostra que, em média, particulas, obedecendo as regras de
movimento de um Random Walk ndo tendencioso, tendem a se mover em torno do seu ponto de
partida inicial. Entretanto (x) ndo nos informa sobre a dispersdo das particulas, ou seja, o quédo
longe elas se distanciam da origem em um certo intervalo de tempo, assim, afim de compreender
como essas particulas se comportam a medida que o nimero de passos aumenta podemos calcular

o seu deslocamento quadratico médio (x?),
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(2.18)
= ((N?) + (N3) — 2(N1N2)) 2.
Calculando o valor médio de le e N2,
9\2
(N?) = <u8—> [(u+w)N] =uN+u*(N—1),
u
N (2.19)
(N3) = (wa—) [(u+w)"] = wN +w?(N —1).
w
Utilizando as Equacdes 2.19 e, novamente, admitindo u = w = %, temos,
(x?) = N#2. (2.20)

Considerando que cada passo ocorra em um intervalo de tempo constante 7, o tempo

total do movimento apés N passos € dado por t = N7. Logo,
(x?) = 2Dr, (2.21)

2, e . . - .
onde D = % ¢ a constante de difusdo, que caracteriza a dispersdo de particulas em um de-
terminado meio a uma determinada temperatura. Em geral, a constante de difusao depende

essencialmente do tamanho da particula, da estrutura do meio e da temperatura (BERG, 2018).

Observando a Equacdo 2.21 podemos concluir que o deslocamento quadratico médio
das particulas se comporta linearmente com o tempo, como podemos verificar no nosso resultado

numérico mostrado na Figura 3.
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Figura 3 — Comportamento do deslocamento quadritico médio para um conjunto de 1.000
particulas em um Random Walk unidimensional ap6s 10.000 passos.

Afim de evidenciar a dispersdo dos valores de N; em torno do seu valor médio,

podemos calcular a sua variancia, logo, utilizando as Equacdes 2.19 temos,
((AN1)?) = (NT) = (N1)? = Nuw. (2.22)

Sendo o desvio padrio calculado a partir da raiz quadrada da variancia,

ON1 =1/ <(AN1)2> =V Nuw. (2.23)

O desvio padrao relativo € entao,

AN]* w 1
S 2.24
Wy N u N (2249

Podemos observar que as Equagdes 2.22 e 2.23 crescem com o valor de N, enquanto

a Equacdo 2.23 decresce com o valor de v/N, indicando que a distribuicio binomial se torna
muito fina centrada em torno do valor médio (N;), para N suficientemente grande (SALINAS,

1997), como podemos observar na Figura 4.
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Figura 4 — Comportamento da distribui¢do de passos em um conjunto de 1.000 particulas execu-
tando um Random Walk unidimensional. Quando o valor de N aumenta, a distribui¢ao
torna-se cada vez mais estreita em torno do valor médio.

2.1.2 Distribuicdo Gaussiana

Podemos analisar o comportamento da distribuicao binomial, Equagdo 2.7, a medida
que o nimero de passos aumenta, ou seja, para tempos longos com N — co. Neste caso temos

que,

Py(0) =w" =0,
(2.25)

Py(N)=u" —0.

Portanto, podemos afirmar que a distribui¢do de probabilidade, Py(N;), apresenta
um valor maximo para Ny = | = rN, com 0 < r < 1 (SALINAS, 1997). Para analisarmos esse
valor maximo, é mais conveniente trabalhar com o In Py (N ) que varia mais lentamente que o
préprio Py(Np). Ja que a fungdo logaritmo é monotonica crescente, deve apresentar 0 mesmo

maximo da fungdo Py(N;). Assim,
f(N1) =InPy(N;) =InN!—InN;! —In(N —N;)! +N;Inu+ (N — Ny ) Inw. (2.26)

Préximo ao ponto maximo, tanto Ny como N — N; apresentam a mesma ordem de N,
ou seja, tornam-se tdo grandes quanto N, e, assim, com o intuito de eliminar os fatoriais podemos

utilizar a aproximagdo de Stirling (SIQUEIRA; BEUST, 2008), da forma,

InN!~ NInN —N. (2.27)
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Logo,

f(N]) =NInN —N;InN; — (N—Nl)ln(N—Nl) +Njlnu+ (N—Nl)lnw. (2.28)

Podemos escrever,

;Tf = —InN;+In(N—N;)+Inu—Inw =0, (2.29)
1

no limite em que N — oo, 0 valor para o qual f(N;) é maxima é |, entdo,
—In;+In(N—)+Inu—Inw =0, (2.30)
portanto,

1 =Nu=(Np). (2.31)

Logo, o valor mais provdvel coincide com o valor médio considerando N suficiente-
mente grande. Também podemos analisar o valor da derivada segunda de f(N;),

*f -1 1
ON}? N N-N;

(2.32)

Expandindo a Equacdo 2.32 em série de Taylor até segunda ordem em torno do seu

ponto maximo,

af 1 2 %
JIND) =f()+ N1 —1) 5 +5Ni—1)" =5 :
IN| Ni=1 2 aNl Ni=
entao,
1
InPy(N) =InPy(1) — —— (N1 — 1) 2.33
nPy(Ni) =InPy(1) 2Nuw( 1—1) (2.33)
Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados da Equagao 2.33,
—1 5
Py(Ny) =P, — (N} — . 2.34
N (N1) oeXp<2Nuw( 1—1) ) (2.34)
Considerando o caso nao tendencioso, u = w = %, e as Equacoes 2.10, 2.17 e 2.21
temos,

2
P(x,1) = Pyexp (4—1’;) . (2.35)
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O valor da constante Fy pode ser obtido através da condi¢dao de normalizacdo (SALI-

NAS, 1997),

~+oo x2
P() exXp [—m] dx = 1, (236)
oo :
entdo temos,
P(x,1) ! —x (2.37)
= ex . .
© VarD: P\ 4Dt

A Equacdo 2.37 apresenta a forma de uma distribuicdo gaussiana centrada na origem
com desvio padrdao ¢ = v/2Dt. A principal caracteristica de uma distribuicao gaussiana esta
na dependéncia de sua largura relativa com o seu desvio padrao e, portanto, com o tempo, da

mesma forma que a distribui¢do binomial, como podemos observar na Equagdo 2.23 .

No tempo ¢t = 0, P(x,t) descreve um caso limite da distribui¢do gaussiana quando
6 — 0, e pode ser escrita como P(x,0) = &(x), onde §(x) é a funcdo delta de Dirac e isso
significa que no tempo ¢ = 0 a particula com certeza encontra-se na origem € com o passar do
tempo a probabilidade de encontré-la distante da origem também aumenta (SJOGREN, 2015).
Na Figura 5 podemos observar essa relagdo, quanto maior o nimero de passos realizados pela
particula, maior a probabilidade de encontrar a particula em um ponto distante do seu ponto

inicial.

—— N=100
----- N=500
=== N=2.000

100

Figura 5 — Evolugdo temporal da distribui¢do de probabilidade P(x,t) para diferentes valores de
tempo, ou seja, diferentes nimeros de passos realizados por um conjunto de 3.000
particulas executando um Random Walk unidimensional. Com o passar o tempo, a
distribui¢do evolui como uma gaussiana de largura varidvel.
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Os valores médios encontrados nas Equacdes 2.17 e 2.21 para a distribuicdo binomial,

podem ser obtidos novamente utilizando uma abordagem gaussiana,

(x) :/:oxP(x,t)dx =0,

oo (2.38)
(x?) :/ x2P(x,t)dx = 2Dr.

2.1.3 Difusdo

Para evidenciar a conexdo entre o modelo microscépico de particulas executando um
Random Walk com o fendmeno macroscépico da difusdo, podemos supor que o tempo necessario
para uma particula realizar um passo seja 7, entdo a Equacao 2.11 € a probabilidade da particula
ser encontrada na posicao x = m/f no tempo t = NT. Somente uma particula que esteja na posicao
x=(m+1)¢oux= (m—1)¢no tempo t = N7 pode atingir a posi¢do x = m{ no passo seguinte,

ou seja, em ¢ = (N + 1)7. Entdo, podemos escrever a relacdo de recorréncia,
PN+1(m) :uPN(m— 1)—|—WPN(I’I’Z+ 1). (239)

A Equacdo 2.39 representa um Processo Markoviano, cujos os detalhes da dindmica
do sistema fisico sdo substituidos por leis probabilisticas, onde a probabilidade num dado instante
de tempo depende apenas dos valores das probabilidades no instante de tempo anterior (SILVA;

LIMA, 2007; SALINAS, 1997).

Considerando que N € suficientemente grande, podemos substituir a fungdo discreta
Py(m) por uma fungdo continua n(Nt,m¢) = n(t,x). Entdo, reescrevendo a Equagdo 2.39

temos,

Pyyi(m) =n((N+1)t,ml),
=n(Nt+wml), (2.40)

= n(t"i_T»x)?

Ey(m—1) =n(Nt,(m—1)0),
=n(Nt,ml —¢), (2.41)

=n(t,x—1).
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Py(m+1) =n(NT,(m—1)L),
=n(Nt,ml+1), (2.42)

=n(t,x+4),

substituindo os resultados encontrados na Equacao 2.39,
n(t+7t,x) =u(n(t,x—0)+wn(,x+7)). (2.43)
Realizando uma expansao em série de Taylor até segunda ordem, em ambos os lados

da Equacio 2.43,

9°n on 2 9%n
E‘{‘(M_FW)EW? (2.44)

on 1
n+ra—?+§rzﬁ = (u+w)n +L(w—u)

admitindo que a probabilidade total satisfaz u +w = 1 e dividindo a equacao por 7, a Equacao
2.44 se reduz para uma equacdo generalizada que descreve o movimento aleatdrio das particulas

executando um Random Walk,

td’n adn { on  ?dn
292 o T T e

(2.45)
Podemos observar a conexao direta entre o modelo de Random Walk e fendmeno da
difusdo, considerando um meio isotrépico, onde u = w = % a Equacdo 2.45 pode ser reescrita

como,

<o on_ £t
2012 dr 21 9x2’

. 2
definindo D = %, temos,

S 4= =D—. (2.46)

A Equag@o 2.46 representa uma equacdo de difusdo generalizada, onde n(x,7) é a
concentragdo de particulas por unidade de comprimento em torno de x em um instante de tempo
arbitrario e D € a constante de difusdo.

Se considerarmos que a velocidade de propagacdo das particulas é constante, ou seja,
a velocidade da concentracdo de particulas por unidade de comprimento € constante, entao no

limite i << In obtemos a equacao de difusao
292 ot quag J
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on a’n
—=D—. 2.47
ar ~Poe (247
A Equagdo 2.47 € a forma padrao da equacdo de difusdo, na qual Einstein baseou a
sua explicacdo do Movimento Browniano (EINSTEIN, 1956). Através de substituicdo direta,
podemos ver que a Equagdo 2.37 é solug¢do da equacdo de difusdo. Dessa forma, o fendmeno
macroscépico de difusdo pode ser compreendido a partir de um processo microscopico de parti-

culas executando um movimento aleatdrio, em um limite de espaco e tempo continuos (SILVA;

LIMA, 2007).

Um processo macroscopico de difusdo pode ainda ser classificado a partir do com-
portamento microscopico das particulas com o passar do tempo, ou seja, como as particulas se
dispersam até que o sistema atinja o seu estado de equilibrio. De forma geral, a classificacao
do tipo de difusdo se da através do valor do indice Yy presente na relacdo entre o deslocamento
quadratico médio das particulas e o tempo (VLAHOS et al., 2008), como mostrado na Equagao
248,

(r?) ~17, (2.48)

quando ¥y = 1 a difusdo € classificada como normal e quando ¥ # 1 a difusdo € classificada como

anOmala.

Processos que apresentam uma difusdo andmala podem ainda ser classificados como
processos subdifusivos, quando ¥ < 1, e processos superdifusivos, quando ¥ > 1. Observando a
Equacgao 2.21 e a Equacdo 2.52, podemos concluir que, particulas realizando um Random Walk

tradicional se comportam de forma a descrever um processo de difusao normal.

2.1.4 Random Walk em d dimensades

Podemos estender o modelo de Random Walk unidimensional para dimensdes supe-
riores. Supondo que uma particula realiza sua trajetdria aleatéria em uma rede d-dimensional
com comprimento de passo £, podemos representar cada passo da particula pelo vetor unitario,

€;, que aponta para o préximo vizinho da rede a ser visitado pela particula.
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Ap6s n passos o deslocamento total da particula é,

éi. (2.49)
1

?(n):E.

n
1=

Se a particula possui probabilidades iguais de se movimentar em todas as dire¢oes

do espago, entdo, (€;) = 0 e, consequentemente o se deslocamento médio &,
(7 (n)) =0. (2.50)
Portanto, podemos concluir que, assim como no caso unidimensional nao tendenci-

0s0, em média, as particulas tendem a se mover em torno da origem. Na Figura 6, mostramos a

evolugdo da trajetdria de 4 particulas executando um RW em uma rede quadrada.

44 | 20
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104 m 8
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= = b
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0 20 10 60 30 0 100 200 300 400
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5
(c) 10* passos (d) 10° passos

Figura 6 — Trajetdria de 4 particulas distintas realizando um Random Walk em uma rede bidi-
mensional com diferentes passos.
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Afim de compreender como as particulas se comportam a medida que o nimero de

passos aumenta, podemos calcular o seu deslocamento quadrético médio (r(n)),

2
(P (n)) = < (K;E> > 2.51)

como (¢;-€;) = &;j,onde §;j =1 sei= je 0;j =0sei7# j. Assumindo o caso nio tendencioso
e considerando que cada passo gasta um tempo 7, de modo que o tempo total apds n passos €

t = nt, entao,

(r*(n)) = (2d)Dr, (2.52)
onde,
£2
D= (2d)’c’ (2.53)

¢ a constante de difusdo para um sistema d-dimensional.

A Equacio 2.52 nos mostra que o deslocamento quadréatico médio das particulas em
um Random Walk d-dimensional apresenta um comportamento linear com o tempo. Na Figura
7 mostramos esse comportamento obtido numericamente em uma rede quadrada. Portanto, a
contribuicdo de dimensdes extras ndo muda o comportamento linear, apenas altera a tangente da

curva de (r?).
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Figura 7 — Comportamento do deslocamento quadratico médio para um conjunto de 2.000
particulas realizando um Random Walk em uma rede quadrada ap6s 10.000 passos.
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Podemos observar na Figura 8 a trajetéria de duas particulas realizando um Random
Walk em uma rede cubica, onde as seis direcdes possiveis apresentam a mesma probabilidade.

Na Figura 9 podemos observar que a Equacdo 2.52 continua vélida para o caso de um conjunto

de particulas executando um Random Walk em 3 dimensdes.

1750
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(b) 10° passos

Figura 8 — Trajetdria de 2 particulas distintas realizando um Random Walk em uma rede tridi-
mensional em tempos distintos, ou seja, com diferentes nimeros de passos.
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Figura 9 — Comportamento linear do deslocamento quadratico médio para um conjunto de 2.000
particulas executando um Random Walk em uma rede tridimensional apés 100.000

passos.

A dimensao fractal € um pardmetro geométrico que nos diz como objetos estao
imersos no espaco, apresentando um grau estatistico de complexidade e podendo assumir valores

fraciondrios. O conceito de geometria fractal foi criado por Benoit Mandelbrot (MANDELBROT
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et al., 1975) com o intuito de descrever sistemas na natureza que ndo podem ser descritos pela
geometria euclidiana. A dimensao fractal de um Random Walk esta relacionada com o seu
deslocamento quadratico médio a partir da lei de poténcia (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000),

2

(r*) ~ 1. (2.54)

Observando os critérios presentes na Equacdo 2.48 para que a dispersao das particulas
executando um Random Walk seja classificada como um processo de difusdo normal, dy = 2.

Portanto, se dy # 2, a difusdo € dita andmala.
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3 VARIACOES DO MODELO DE RANDOM WALK TRADICIONAL
3.1 Self-Avoiding Walk

O modelo de RW também pode ser utilizado para descrever o comportamento de
cadeias poliméricas (GENNES; GENNES, 1979). Entretanto, devido ao volume ocupado pelos
mondmeros que formam a cadeia, é preciso restringir seus movimentos aleatorios de forma a
impedir que a particula retorne a uma regido do espago ja ocupada. Essa modificacdo do modelo
de RW € conhecida como Self-Avoiding Walk (SAW), onde os sitios visitados pela particula
representam monOmeros e sua caracteristica auto-evitante € responsavel pelas interacoes de
volume entre os mondmeros (RUDNICK; GASPARI, 2004).

Em um Self-Avoiding Walk a particula ndo pode ocupar o mesmo sitio mais de
uma vez e a probabilidade a cada instante de tempo depende apenas dos sitios ndo ocupados
pela particula anteriormente. No caso de uma particula realizando um SAW em uma dimensao,
podemos perceber que a particula seguird apenas em um dire¢d@o, sendo esta dire¢do escolhida
no passo inicial. Para duas ou trés dimensdes, entretanto, a particula continuard a realizar os
seus movimentos aleatdrios até que ela chegue numa situacdo onde o nimero de sitios vizinhos
nao ocupados seja igual a zero, ou seja, até que a particula fique presa numa regido do espaco.
Em d > 4 a probabilidade da particula ficar presa € insignificante € o caminho executado é
semelhante a um RW tradicional (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000). Na Figura 10 podemos
observar a trajetoria de duas particulas executando um Self-Avoiding Walk em uma rede rede

quadrada, 50 x 50.

[N
ot
|

20+ 407

101

(a) 94 passos (b) 183 passos
Figura 10 — Trajetéria de duas realizagdes distintas realizando um Self-Avoiding Walk em uma
rede quadrada, 50 x 50, com diferentes nimeros de passos.
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Diferentemente do modelo de Random Walk tradicional, no SAW as particulas
realizam os seus movimentos aleatorios até que fiquem presas, ou seja, o nimero total de
realizacOes distintas podem ter valores de passos diferentes. Na Figura 11 podemos observar a
relacdo da quantidade de particulas que ainda esta difundindo em relagdo ao tempo, ¢, em um
conjunto de .4 particulas. Devido a essa restricdo, em um SAW em duas dimensdes o nimero
de particulas que realizam grandes trajetérias € pequeno, como podemos observar na Figura 11,

pois as chances da particula ficar presa em duas dimensdes € alta.
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Figura 11 — Nimero de particulas que ainda estd difundindo em relacdo ao tempo, 7, em um
Self-Avoiding Walk bidimensional. Podemos observar que em um conjunto de
100.000 particulas, quantas particulas ndo presas ainda estavam realizando os seus
movimentos aleatérios no tempo ¢ ~ 540.

Diferentemente de um RW, o deslocamento quadratico médio em um SAW tem uma
relagdo ndo-linear com o tempo, como podemos observar na Figura 12. O que pode ser escrito

da seguinte forma,
(r’(n)) = Dr*", (3.1)

onde v € o expoente de ponta-a-ponta da trajetoria da particula (BEN-AVRAHAM; HAVLIN,
2000; VICSEK, 1992). Por ndo apresentar um comportamento linear com o tempo, o com-
portamento difusivo de particulas executando um SAW € andémalo, segundo a Equacdo 2.48.
Realizando um fit linear nos resultados numéricos utilizados para a obtencdo da Figura 12,
encontramos V = 0,64, ou seja, ¥ = 1,28. Portanto o Self-Avoiding Walk descreve um processo

superdifusivo.
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A dimensio fractal de um SAW ¢ dada por,

dy = (32)

1
vt
Geralmente, SAWs apresentam trajetdrias mais alongadas do que RW tradicionais e,

por disso, dsuy < d,, (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000).
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Figura 12 — Comportamento ndo-linear do deslocamento quadratico médio para um conjunto de
100.000 particulas executando um Self-Avoing Walk em uma rede bidimensional com
até 80 passos. O fit da regressao linear mostra um expoente superlinear Y = 1,28.

Na Figura 13 podemos observar a trajetoria de duas particulas distintas executando
um Self-Avoing Walk em um rede cibica com lado L = 500. Fica evidente que a trajetoria de
uma particula executando um SAW em 3 dimensao € maior do que em 2 dimensdes, uma vez que
a particula possui mais graus de liberdade, as chances dela ficar presa € um pouco menor.

Na Figura 14 podemos observar que as particulas, em um conjunto de .#” particulas,
demoram mais para ficarem presas, ou seja, as particulas em um SAW tridimensional tendem a

executar mais passos em comparacio ao modelo bidimensional, como mostrado na Figura 11.
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(a) 6.304 passos (b) 19.875 passos
Figura 13 — Trajetoria de duas particulas distintas executando um SAW em uma rede cubica de
lado L = 500, apds 6.304 passos em (a) e 19.875 passos em (b). As cores mais
escuras da figura representam a maior proximidade com a origem, ficando mais
claro a medida que a particula se distancia do seu ponto inicial.
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Figura 14 — Numero de particulas que ainda estd difundindo em relacdo ao tempo, #, em um
Self-Avoiding Walk tridimensional. Podemos observar que em um conjunto de
10.000 particulas, quantas particulas ndo presas ainda estavam realizando os seus
movimentos aleatérios no tempo ¢ =~ 38.000.

Na Figura 15 podemos observar o comportamento ndo-linear com o tempo do
deslocamento quadrdtico médio de um conjunto de particulas executando um Self-Avoiding
Walk em 3 dimensbes. Novamente, realizando um fit linear nos dados, encontramos v = 0,52
e Y= 1,04, portanto o movimento difusivo microscopico das particulas em um SAW em 3

dimensdes apresenta uma difusdo andmala descrevendo um processo superdifusivo com y > 1.
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10 --- Regressdo Linear

Figura 15 — Comportamento ndo-linear do deslocamento quadritico médio para um conjunto de
100.000 particulas executando um Self-Avoiding Walk em uma rede tridimensional
com lado L = 500 em até 10.000 passos. O fit da regressao linear mostra o expoente
superlinear Y = 1,04.

Os resultados numéricos do expoente y obtido em 2D (y = 1,28) e 3D (y = 1,04)
através de um fit linear nos dados utilizados para a realizacao das Figuras 12 e 15, nos mostram
que particulas executando um SAW tendem a apresentar um comportamento difusivo normal,
com Y= 1, a medida que aumentamos os seus graus de liberdade, ou seja, o nimero de dimensdes

do sistema.

3.2 Laplacian Random Walk

Como visto na secdo anterior, a trajetdria percorrida por uma particula em um SAW
em duas dimensdes tende a ser mais curta do que em um RW tradicional, pois a particula
eventualmente fica presa rapidamente. Dessa forma, a fim de obter um SAW sem trapping nas
suas configuragdes estruturais e, assim, obter um modelo que simule cadeias poliméricas mais
extensas, podemos acoplar o movimento da particula a um campo laplaciano, fazendo com que a
particula reconheca possiveis armadilhas com antecedéncia, podendo, assim evita-las. Nesse
modelo, chamado de Laplacian Random Walk (LRW), a probabilidade da particula seguir para
um de seus sitios vizinhos é proporcional ao campo escalar local ¢ cujo valor € minimo nas

bordas e maximo nos sitios ocupados anteriormente pela particula (LYKLEMA et al., 1986).
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Figura 16 — Trajetoria realizada por 4 particulas distintas executando um Laplacian Random
Walk em uma rede quadrada com L = 500. O aumento do parametro de controle n
leva a trajetdrias maiores e mais alongadas. A particula realizou 145 passos em (a),
699 passos em (b), 1.487 passos em (c) e 2.450 passos em (d).

Particulas em um Laplacian Random Walk apresentam as mesmas caracteristicas de
um SAW mas com a diferenca de que a probabilidade de movimento da particula na rede, a cada
passo de tempo, € definida da seguinte forma,

pi = )i ,
Lj(1—¢;)n

onde 7N € um parametro de controle e ¢; é o valor de um campo laplaciano no sitio i, onde j

(3.3)

representa os vizinhos mais proximos de i. ¢ € a solu¢do da equagdo de Laplace,
V29 =0, (3.4)

onde ¢ = 0 nos contornos da rede quadrada e ¢ = 1 nos sitios internos visitados pela particula.
Quando a corre¢do no campo, devido a uma nova configuragdo na trajetoria da particula, é

infinitamente mais rapida do que a velocidade da particula a equagdo de Laplace pode entdo ser
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resolvida, em cada intervalo de tempo, entre um passo e outro da particula. A principal vantagem
do LRW ¢ que ele pode ser aplicado para qualquer dimensao desde que siga as regras descritas
anteriormente (VICSEK, 1992). O parametro de controle 1) controla o quanto o valor do campo
em cada sitio influéncia no peso das probabilidades entre as dire¢des permitidas. Pela equagdo
3.3 podemos observar que se 1] for nulo, recuperaremos um SAW tradicional com probabilidades
iguais para cada sitio disponivel, para 7 > 0 o movimento da particula é auto-evitante e apresenta
uma dimensao fractal menor do que e um SAW (VICSEK, 1992).

Para encontrar o valor de ¢ em cada instante de tempo, ou seja, a cada passo da
particula, aplicamos o método de diferencas finitas na Equacao 3.4 (SADIKU, 2000). Para

realizar a discretizacdo da Equacdo 3.4, podemos, reescrevé-la como,

=0. (3.5)

Considerando um ponto qualquer (xg, yo) em uma rede quadrada, e que @ (xo+ Ax, yp)
representa 0 campo no sitio vizinho da direita e ¢ (xo — Ax, yp) o campo no vizinho da esquerda,

no eixo x. Podemos realizar uma expansio em série de Taylor,

0 (x0-+ A1) = 0 (x0) + Ax9'(x0) + 37 (Ax0" (x0) + 3, (A" (x0) - (GO
c,
(%0 — &) = 9(x0) — Axt!(x0) + 5y (Ax9" (x0) — 37 (AP (o) +..  (B)
somando as Equacgdes 3.6 € 3.7, obtemos,
0 (x0 + Ax) + ¢ (x0 — Ax) =20 (x0) + (Ax)*¢” (x0) + O(Ax)*, (3.8)

onde O(Ax)* representa o erro de trucamento. Supondo que O(Ax)* seja desprezivel temos,

¢//(XO) ~ ¢(X0 +Ax7y0) _ZZ(X);O)_F(P(XO_AXJ}O) (3.9)

De forma andloga, no eixo y,

¢ (x0,y0 +Ay) — 20 (yo) + ¢ (x0,y0 — Ay)
Ay?

9" (vo) ~ : (3.10)
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Podemos reescrever as Equacgdes 3.9 e 3.10,

9’0 01, 205+ i1
ox2| Ax2 )
21 G.11)
99 ~ 0ijr1 205+ i1
2 - D) .
9y |y, Ay

Fazendo Ax = Ay = ¢ =1, onde ¢ é o comprimento do passo, ou o incremento
da malha (SADIKU, 2000), e substituindo as Equacdes 3.11 na Equacao 3.5, reescrevemos a

aproximacao por diferencas finitas da Equagdo de Laplace, dada por,

(Gis1,j+ Gim1,j+ Pijor + i j1) - (3.12)

FN.

0i,j =

Na Figura 17 n6és mostramos a solu¢do do campo para as trajetérias da Figura 16,

onde vermelho escuro representa os valores do campo ¢ = 1 e azul escuro representa ¢ = 0.
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Figura 17 — Solu¢do do campo laplaciano para as mesmas trajetdrias apresentadas na Figura 16.0
vermelho escuro representa os sitios visitados pela particula, onde ¢ = 1, enquanto
azul escuro representa as bordas onde ¢ = 0.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesse trabalho, nds analisamos as principais caracteristicas presentes no modelo
de Random Walk tradicional em uma, duas e trés dimensdes. NOs observamos que o comporta-
mento do deslocamento quadritico médio apresenta uma relagio linear com o tempo, (r?) ~ t,
descrevendo entdo um processo de difusdo normal com o expoente ¥ = 1 e dimensao fractal
df =2.

Posteriormente, nds aplicamos uma variagdo do modelo de RW tradicional conhecida
como Self-Avoding Walk onde a particula ndo tem permissao de ocupar o mesmo sitio mais de
uma vez, realizando seus movimentos aleatorios entre os sitios vizinhos disponiveis. Observamos
que diferentemente de um RW tradicional, em um SAW o deslocamento quadritico médio nao
apresenta uma relacdo linear com tempo, descrevendo entdo um processo de difusdo andmala
com ¥ # 1 e dimensdo fractal d; # 2. Calculamos o valor de y para o caso de um SAW em duas
e trés dimensdes € em ambos 0s casos encontramos ¥ > 1, logo, particulas executando um SAW
apresentam um processo superdifusivo.

Observamos também que a maioria das particulas executando SAW, acaba ficando
presa ja nos passos iniciais, apresentando trajetdrias curtas principalmente no caso bidimensional.
E com o intuito de estudar um modelo que apresente trajetérias mais alongadas nés consideramos
outra variacdo do modelo de Radom Walk, chamada Laplacian Random Walk, onde o0 movimento
aleatério da particula é acoplado a um campo laplaciano, permitindo que a particula possa evitar
trappings. Em um LRW a probabilidade da particula seguir para um de seus sitios vizinhos
disponiveis depende da solu¢do da Equacao de Laplace a cada passo. Simulando particulas
executando um LRW em uma rede quadrada, nds observamos que as particulas realizam mais
passos e, consequentemente, apresentam uma trajetoria mais alongada em comparagdo com
o SAW, a medida que o parametro, 1, que controla o quanto o valor do campo em cada sitio
disponivel influéncia no peso das probabilidades de movimento da particula, aumenta, como
mostrado na Equagdo 3.3.

Agora, neste capitulo, faremos uma anélise do comportamento das particulas rea-
lizando um LRW em uma rede bidimensional com lado L = 512, a medida que o pardmetro n
aumenta. O caso 11 = 0 recupera um SAW com probabilidades iguais para cada sitio disponivel.
A medida que 1 aumenta, a influéncia do valor do campo em cada sitio também aumenta fazendo
com que a particula realize mais passos. Na Figura 18 podemos observar que em um conjunto de

N particulas, as particulas ndo presas tendem a realizar mais passos a medida que o parametro
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de controle, 17, aumenta.
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Figura 18 — Numero de particulas que em um conjunto de 1.000 particulas ainda esta difundindo
em relacdo ao tempo, t, em um Laplacian Random Walk com diferentes valores de
n. Podemos observar que ao aumentar o valor de 1) as particulas ndo presas tendem
a realizar mais passos.

Uma consequéncia direta do aumento do nimero de passos realizados pelas particulas
€ que elas tendem a se distanciar cada vez mais da origem, aumentando a chance de alcancarem
a borda da rede quadrada. A Tabela 1 mostra o nimero de particulas que em um conjunto de

1.000 particulas alcancaram a borda da rede e nimero médio de passos realizados por elas.

n | N° de particulas que alcancaram a borda | N° médio de passos realizados
0 0 69,702
0,5 0 132,263
1 0 254,691
2 4 508,858
5 77 850,102
10 261 1.114,398

Tabela 1 — Comparacdo entre o valor do parametro 1) e o nimero de particulas que, dentre um
conjunto de 1.000 particulas, alcancaram a borda da rede quadrada de lado L = 512,
executando um Laplacian Random Walk e a média do nimero de passos realizados
por essas particulas. Podemos observar que a medida que aumentamos o valor de n
as particulas tendem a realizar mais passos, e portanto se distanciam cada vez mais
da origem, difundindo aleatoriamente até alcancar a borda da rede.

Na Figura 19 mostramos a trajetoria de duas particulas executando um Laplacian

Random Walk com 1 = 10 e a soluc¢do do campo referente a cada trajetéria. Podemos observar
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que em (a) a particula estd confinada e em (c) a particula difunde até alcancar a borda da rede.
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Figura 19 — Painéis (a) e (c) apresentam as trajetorias de duas particulas executando um Lapla-
cian Random Walk em uma rede quadrada com lado L = 512 e = 10. Os painéis

(b) e (d) representam as respectivas solucdes do campo laplaciano para as trajetdrias
de (a) e (d).
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A Figura 20 mostra que o comportamento do deslocamento quadratico médio de .4
particulas em um LRW apresenta uma relacdo ndo-linear com o tempo, assim como no SAW.
Podemos observar também que a medida que o valor de 7 aumenta, o deslocamento quadratico
médio também aumenta, evidenciando o fato de que as particulas tendem a se distanciar mais
ainda da origem. Nossos resultados também sugerem um “crossover"quando o valor de 1 é
alto, ou seja, o deslocamento quadratico médio aparentemente muda o expoente, indicando uma
mudanca do seu comportamento difusivo. Contudo, neste trabalho ndo estudamos o cardter deste

comportamento, podendo, entio, ser abordado melhor em uma futura continuacgdo do trabalho.
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Figura 20 — Comportamento do deslocamento quadratico médio de .4 particulas em relagdo ao
aumento do parametro de controle 7.

10

Uma consequéncia direta do aumento do deslocamento quadratico médio das parti-
culas em relagcdo a 17, é o aumento do valor da constante de difusdo do sistema, como mostramos

na Figura 21.
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Figura 21 — Comportamento da constante de difusdo, D, de um conjunto de .4” particulas em
relacdo ao aumento do parametro de controle 7.

Facilmente podemos perceber que como as particulas tendem a realizar trajetorias
maiores a medida que 11 aumenta, o seu expoente de ponta-a-ponta da trajetéria também deve

aumentar, como mostrado na Figura 22.
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Figura 22 — Comportamento do expoente de ponta-a-ponta, v, de um conjunto de .4 particulas
em relacdo ao aumento do parametro de controle 1.

E como a medida que aumentamos o valor de 7, a trajetdria realizada pela particula

tende a ser mais linear, diminuindo sua dimensao fractal, como mostrado na Figura 23.
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Figura 23 — Comportamento da dimensdo fractal, ds, em relagdo ao aumento do pardmetro de
controle 1.

Observando as Figuras 22 e 23 podemos concluir que a dispersdo das particulas
executando um Laplacian Random Walk apresenta uma difusdao andmala superdifusiva com
Y > 1, e como neste caso Y = 2V, o sistema se torna cada vez mais superdifusivo a medida que

aumentamos o valor de 7.
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5 CONCLUSAO

Estudando o modelo de Random Walk e suas modificacdes podemos observar, através
de simula¢des computacionais, as diferencas presentes nos modelos de RW tradicional, SAW e
LRW. De forma geral, o deslocamento quadritico médio de particulas aleatdrias cresce como uma
lei de poténcia com o tempo, <r2> ~ t?, onde o expoente Y depende das restricdes no movimento
das particulas que podem deixar as trajetorias mais alongadas ou mais compactas. Nossas
simulacdes para o caso tradicional (RW) mostraram que o valor de y € igual a 1, ou seja, que o
deslocamento quadratico médio de .#” particulas se comporta de forma linear com o tempo e que
a dimensao fractal, dy, apresenta valores que concordam com os valores esperados na literatura
para uma difusdo regular. Nas variacoes do modelo de RW estudadas neste trabalho, podemos
observar a caracteristica superlinear do deslocamento quadratico médio de .4 particulas com o
tempo e o valor dy # 2, confirmando que SAW e LRW levam a uma difusdo andmala. Também
podemos observar as diferencas entre os valores da constante de difusdo em duas dimensdes
nos trés casos. Para os modelos de RW tradicional D ~ 0,25 e para os modelos de SAW e LRW
a constante de difusdo € D > 0,25. Por fim, para o caso de um LRW em uma rede quadrada,
nossas simulacdes mostraram que quanto maior o valor de 1) maior € a constante de difusdo das
particulas, uma consequéncia disso € que as particulas chegam a grandes distincias em relacdo a
origem e a configuracio das trajetdrias das particulas tende a ser mais linear, diminuindo a sua
dimensao fractal. Portanto, podemos concluir que obtivemos resultados satisfatérios em relagao

aos resultados encontrados na literatura.
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