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RESUMO

Sistemas de baixa dimensionalidade tém atraido uma grande aten¢do principalmente devido a
materias como grafeno e nanotubos de carbono. Tais materiais tém grandes possibilidades de
aplicagdes tecnoldgicas, em particular na criagdo de dispositivos eletronicos, devido as suas
propriedades eletronicas especificas. Nesse sentido, o estudo de outros sistemas em baixa di-
mensdo se torna urgente, como por exemplo, o estudo de propriedades magnéticas de mate-
riais em baixa dimensionalidade e com o desenvolvimento desse campo de pesquisa teremos
uma melhor compreensdo dos fendmenos relacionados ao magnetismo. Ha varios assuntos
curiosos a serem pesquisados em sistemas magnéticos, como o comportamento de ondas de
spin o qual € importante para o estudo da spintronica. A spintrOnica gerou inimeras pesquisas
de desenvolvimento de novos aparelhos e memdrias magnéticas, como a pesquisa do grafeno
magnético, por exemplo, que tem como aplicagdo a criacdo de novos componentes spintronicos
(que armazenam dados usando o spin do elétron, em vez de sua carga). Devido ao grande po-
tencial de impacto das pesquisas magnéticas na vida tecnoldgica que nos cerca, temos como
objetivo nesse trabalho estudar o comportamento de ondas de spin em sistemas bidimensionais
ferromagnéticos usando Hamiltoniano de Heisenberg XXZ. Tal modelo de Heisenberg XXZ se
define através da atracdo entre o s momentos magnéticos de um sistema a nisotropico. Dessa
forma esse Hamiltoniano se caracteriza por ter J, = J, # J;. Os sistemas bidimensionais que
consideramos aqui sdo redes decoradas. Tais decoragdes sao introduzidas para gerar redes com
mais de um atomo na base da célula unitaria para estudarmos a riqueza do espectro das on-
das de spin devido a essas modifica¢ Oes. A principio tratamos com uma superposicdo de redes
quadradas onde o deslocamento dessas redes depende de pardmetros de controle o e . Também

analisamos a superposi¢ao entre duas redes triangulares.

Palavras-chave: ondas de spin; modelo de Heisenberg; ferromagnetismo em baixas di-
mensoOes; redes decoradas.



ABSTRACT

Low-dimensional systems have attracted much attention lately due to materials such as graphene
and carbon nanotubes. Such systems have great potential for technological applications, in par-
ticular the creation of electronic devices due to their specific electronic properties. In this sense,
the study of other systems in low dimension becomes urgent, as for exemple, the study of mag-
netic properties of materials at low dimensionality and with the development of this field of
research we will have a better understanding of the phenomena related to magnetism. There are
several curious sunjects to be investigated in magnetic systems such as behavior of spin waves
wich is important for the study of spintronic. Spintronics has generated inumerous researchs
on the development new apparatus and magnetic memories,such as the research of magnetic
graphene, for example, which has the development of new spintronic components (which store
data using the spin of the electron instead of its charge). The process of forming a magnetic
graphene is given by placing the graphene on a layer of magnetic insulator, a material that is an
electrical insulator but with magnetic properties. Due to the grat impact potencial of the mag-
netic researches in the technological life that wesurround, we aim at this work to study the be-
havior of spin waves in two-dimensional ferromagnetic systems using Hamiltonians of Heisen-
berg XXZ. Such Hamiltonian is characterized by having J, = J, # J;. For two-dimensional
systems we consider here networks decorated. Such decorations are introduced to generate net-
works with more than one basic atom in the unit cell of the system to study the richness of the
spectrum of spin waves due to these changes. At first deal with a superimposition of square
networks where the displacement of these networks depends on control parameters & and 3.
We also use the superposition of a square on a hexagonal network. We also analyzed the overlap

between two triangular networks.

Keywords: spin wave; Heisenberg model; low-dimensional ferromagnetism; decorated lat-
tices.
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1 INTRODUCAO

A natureza nos mostra, de forma curiosa e complexa, a sua dinamica de fendmenos,
os quais despertam interesses em entendé-los e explord-los em sua forma construtiva para o
mundo. O estudo dos processos da natureza, como a energia, a simetria e as propriedades da
matéria, estd inserido no escopo da fisica. Dentre essas propriedades da matéria acima citadas,
uma que sempre atraiu a atencao do homem foi a capacidade de certos materiais de se atrairem.
Essa propriedade é chamada de magnetismo e ele € o objetivo do estudo que mostraremos
aqui. O magnetismo em si € um campo muito vasto da fisica, e a industria alimenta essa
area de pesquisa para alavancar a tecnologia a qual utilizamos. Dentro da riqueza de assuntos
pesquisados em trabalhos cientificos que fazem uso do magnetismo, iremos estudar nesta tese
as propriedades das ondas de spin em sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade. No
desenvolvimento deste trabalho apresentaremos caracteristicas do magnetismo que mostrarao
a sua importancia tecnoldgica. Em particular, iremos estudar a propagacao dessas ondas de
spin em redes de &tomos bidimensionais decoradas. E entdo descrever mais precisamente o que
significa magnetismo, ondas de spin, magnons, redes atdmicas bidimensionais decoradas e suas
aplicagoes.

O magnetismo estd relacionado a correntes elétricas [8]. Em 1819, o fisico dina-
marqués Hans Christian Oersted, procurava verificar se uma corrente atuava sobre um ima, e
para confirmar essa atuacao, ele usou uma bussola. Ao realizar o experimento, Oersted percebeu
que o desvio da agulha era mais perceptivel quanto maior era a corrente que passava por um fio
préximo a bussola. Logo, o movimento da agulha ocorre porque existe uma forca de natureza
magnética agindo sobre ela e novamente o magnetisto se faz presente em fenomenos observa-
dos no cotidiano [9,10]. O magnetismo € a base para o conhecimento de materiais magnéticos e
para os fendmenos relacionados a ele, os quais sdo indispenéveis para a tecnologia. Ao darmos
énfase na afirmacao de que a acdo do magnetismo estd relacionada a correntes elétricas, como é
mencionado ao longo da histéria por varios cientistas e filésofos [11], podemos seguir em frente
para explicarmos 0 momento magnético e as propriedades relacionadas a ele.

O momento magnético é um vetor que indica a medida da intensidade e orientacao
do dipolo magnético. Para obté-lo, iremos comentar sobre um modelo cldssico de um elétron
de massa m e carga —e movendo-se em uma 6rbita circular de Bohr, que gera uma corrente. E
importante falar sobre esse modelo cldssico, pois a partir do movimento circular de um elétron,
usando uma combinagdo de eletromagnetismo cldssico e mecanica quantica, obtemos 0 mo-
mento magnético relacionado com o momento angular orbital do elétron, que serd chamado

de momento magnético orbital. Por consequéncia ele também estard relacionado ao nimero
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quantico orbital / e a0 nimero quantico magnético m. Sabendo que, para qualquer valor de /, os
valores de m irao variarde —/a [/ [8,12].

Até que ponto essa relagdo do momento magnético com o momento angular orbital
do elétron € o suficiente para entendermos alguns fendmenos? Para sabermos, temos que lem-
brar do experimento de Stern-Gerlach [13]. No experimento de Stern-Gerlach, forma-se um
feixe de atomos neutros pela evaporacao de prata em um forno. Tal feixe € colimado por um
diafragma e entra em um ima onde a se¢do reta deste ima mostra que ele produz um campo que
aumenta de intensidade na direcdo z, de acordo com a figura, e que esta também € a direc@o
do campo magnético no feixe. Lembrando que os 4&tomos sdao neutros, entdo a tnica forca re-
sultante que age sobre eles € a componente z da forca magnética, F' = % U, e que eles serdo
defletidos de uma quantidade propocional a u,. Sabendo que u, = —g;Upm; € que m varia de
—l al. Caso a componente z do momento magnético orbital possua valor igual a zero, dentre
o intervalo de valores que ela pode assumir, como iremos explicar a separacao em duas com-
ponentes do feixe de dtomos de prata? Para explicar que os feixes continuam se separando,
mesmo com a componente z do momento magnético orbital igual a zero, é preciso consider-
armos o momento angular intrinseco de um elétron, denominado de spin, pois esse momento
angular intrinseco estd relacionado a0 momento magnético intrinseco do elétron, denominado
momento magnético de spin.

O momento magnético de spin serd o responsdvel pela separagdo dos feixes do
4tomo de prata. E importante salientar que a soma do momento magnético orbital com o mo-
mento magnético de spin € representada pelo momento magnético total, assim como 0 momento
angular total € a adicdo do momento angular orbital com o0 momento angular de spin. Com a
explicagdo acima sobre o momento magnético devido ao spin, percebemos que ele esté rela-
cionado tanto com o momento angular orbital, quanto com o momento angular de spin. O ex-
perimento de Stern-Gerlach ndo tinha como objetivo provar a existéncia do spin, pelo contrario,
seu objetivo era comprovar a quantizacao espacial [14]. Em 1927 Phipps e Taylor realizaram o
mesmo experimento de Stern-Gerlach, mas utilizaram 4tomos de hidrogénio o qual, ao atrav-
essar o campo magnético, também possuiam seus momentos magnéticos desviados em dois
possiveis valores, mesmo tendo o momento angular orbital nulo o qual adquiriu esse valor dev-
ido aos dtomos estarem sujeitos a uma tempertatura baixa caracterizando um estado fundamen-
tal [15]. Phipps e Taylor cogitaram a possibilidade do ocorrido estar relacionado a0 momento
magnético associado ao movimento das cargas do nicleo, mas ndo era o caso, pois 0 momento
de dipolo medido estava relacionado a massa do elétron e nao do préton [13].

A existéncia do spin do elétron foi proposta por Uhlenbeck and Goudsmit [16]. Ire-
mos fazer uso da relagdo do momento magnético com o spin, pois eles desempenham um papel

importante no estudo do magnetismo na matéria, nao esquecendo de mencionar que o estudo mi-
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croscopico do magnetismo sé foi possivel no primeiro quarto do século XX, com o surgimento
da Mecanica Quantica [17]. Tendo em maos a ideia do que representa 0 momento magnético e
o spin, lembrando que spin € um momento angular intrinseco de uma particula [18], falaremos
sobre o processo de magnetizacao e suas consequéncias, ou seja, sobre as propriedades ligadas

ao momento magnético.

The Stern-Gerlach Experiment

Fluorescent screen
(glows when hit
by electrons) fecusing
elements Electron source

I

Permanent magnets

Expected result:

spins are oriented
randomly, so they ore
affected proportionally
by the magnetic field,
producing a smeared-
eut spot on the sereen

0

magnetic
field lines

Actual result:

Two spots are observed.
This always happens.
Apparently, “spin’

means something

dif ferent for electrons.
There are only two kinds
of spin - always.

Figura 1: Experimento de Stern-Gerlach. Fonte: [1]

Em escala microscopica, um material pode responder de formas diferentes a acdo
de um campo magnético externo. Essa resposta se caracteriza pelo alinhamento dos momentos
magnéticos em relagdo ao sentido do campo aplicado e pela susceptibilidade magnética )y do
meio. Para compreendermos essa afirmacdo, imagine que um material magnético € composto
por varios dtomos. Quando aplicarmos um campo magnético, pequenas correntes induzidas se
formarao no dtomo. De acordo com a Lei de Lenz, essas correntes geram um campo oposto
ao aplicado. Dessa forma, o comportamento dos momentos magnéticos induzidos nos dtomos
€ oposto ao campo magnético externo, e isso caracteriza um material diamagnético o qual nao
possui momento magnético permanente. Nesse tipo de material, } possui um valor negativo
[19].

Existem casos em que os momentos magnéticos tentam alinhar-se com o campo
magnético externo, mas nem todos conseguem. Materiais desse tipo sdo ditos paramagnéticos.
Seus atomos possuem momento magnético permanente. Esses materiais possuem ) variando
com o inverso da temperatura, e essa relagdo de variagdo de ) com a temperatura € conhecida
como a lei de Curie [8, 17,19]. As forcas de alinhamento, que definem o paramagnetismo,
sdo relativamente fracas ao serem comparadas com as forcas de movimentos térmicos as quais
destroem a ordem magnética [19].

O ordenamento dos momentos magnéticos € importante, pois ao identificarmos o
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tipo presente no material, poderemos analisar a sua relacdo com o comportamento termodindmico
do sistema, os tipos de transicdes de fase devido a variacdo da temperatura do sistema em
questdo, por exemplo, e as consequéncias para cada alteracao no sistema fisico e com isso poder-
emos usar para alguma aplicacdo desejada. O ordenamento magnético se manifesta de diversas
formas e quando ocorre o alinhamento dos momentos magnéticos com o campo magnético e
este alinhamento permanece o mesmo quando o campo € desligado, observamos um material
ferromagnético. Esse tipo de ordenamento é chamado de espontineo e ocorre abaixo de uma
determinada temperatura critica e que possui uma dependéncia linear de y com o inverso da
temperatura [17,19]. Além dos ordenamentos mencionados anteriormente, existem ainda out-
ros; antiferromagnético, o qual os momentos de dipolo de 4tomos vizinhos tendem a alinhar-se
de forma antiparalela, e o ferrimagnético o qual possui momentos magnéticos de magnitudes
distintas.

Em 1920, Louis Eugene Felix Néel sugeriu que ao penetrar duas subredes ferro-
magnéticas, seria obtida uma rede antiferromagnética. Tal ideia foi confirmada em 1949 por
meio do experimento de difracdo elastica de néutrons [20]. O material ferrimagnético, por sua
vez, possui a mesma caracteristica de um material antiferromagnético, ou seja, 0s seus momen-
tos magnéticos se ordenam antiparalelamente, mas o que os diferencia é que em um material
ferrimagnético os momentos de dipolo magnético possuem magnitudes distintas, ao contrario
de um material antiferromagnético [7]. A definicdo desses materiais € explicada através da
magnetizacdo. O que entendemos de magnetizacdo € que se trata, em nivel microscopico, da
soma de todos os momentos magnéticos atdmicos em um determinado volume. A Fig.2 nos
mostra o comportamento dos ordenamentos citados acima [17,19,21,22].

As propriedades fisicas dos materiais magnéticos dependem do seu ordenamento,
como mencionado anteriormente. Contudo, a disposi¢cdo espacial dos dtomos € um fator que
afeta fortemente tais propriedades fisicas. Dessa forma, precisamos descrever os diversos tipos
de arranjos espaciais, e para isso devemos estudar as estruturas cristalinas dos materiais. Um
primeiro passo seria entender o que seria um cristal, este por sinal pode ser entendido como
o acimulo de d4tomos em ambiente estavel e que também pode ser classificado como ideal.
Chamamos de cristal ideal o que surge com a repeticao infinita de grupos idénticos de dtomos.
Esse grupo de dtomos € denominado de base, e esta, quando ligada a um conjunto de pontos
matematicos forma a rede cristalina e a unidade que se repete em um cristal ideal (dotado de
simetria) € chamada de célula unitdria [7]. Apés classificarmos os tipos de cristais, teremos
um cuidado a mais ao se tratar da dinamica dos atomos que os compdem. Umas das primeiras
indagagdes que surgem € como deveremos pensar a nivel microscopico, ou seja, no mundo da
mecanica quantica.

Em particular, vamos nos concentrar aqui no estudo de redes bidimensionais que
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Para, Ferro, Antiferro, Ferri

paramagnetism ferromagnetism
J = 0 — V\ —_ —_— — J- > 0

anti-ferromagnetism ferrimagnetism
— — —l — — —
-— tf— p— -— -— -
J <0 Ta F Jp
-— - -— -— -— -—

Figura 2: Paramagnético, Ferromagnético, Antiferromagnético e Ferrimagnético. J (energia de
troca). Fonte: [2]

tém como caracteristica a sua forma invariante em relacdo as rotagdes de 7 e 27 em torno de um
eixo que passa por um ponto da rede. Existem cinco tipos diferentes de redes bidimensionais,
que sdo a rede obliqua e as quatro redes especiais as quais se classificam como: rede quadrada,
rede retangular, rede hexagonal, rede retangular centrada [7,23, 24].

Em uma rede cristalina, os 4tomos encontram-se em posi¢des que chamamos de
sitios. Os elétrons pertencentes aos atomos possuem momentos magnéticos de spin. Esses
momentos magnéticos, que chamaremos simplesmente de spin, interagem com os seus vizinhos
e essa interagdo é de origem coulombiana. Discutimos anteriormente que o ordenamento dos
momentos magnéticos de spins influencia a classificacao dos materiais. Vamos agora descrever
um modelo que seja capaz de explicar um ordenamento ferromagnético a altas temperaturas,
lembrando que um modelo de spins ndo interagentes € incapaz de descrever tal ordenamento.

Poderiamos considerar as interacdes dipolo-dipolo no Hamiltoniano em um sistema
com os spins localizados, com o objetivo de explicar o ferromagnetismo, mas esse tipo de
interacao € fraca a altas temperaturas e ndo manteria o estado ordenado. A fim de resolver esse
problema, na década de 30, Dirac, Heisenberg e outros sugeriram uma nova forma de explicar
um estado ferromagneticamente ordenado, que também servisse a altas temperaturas. Eles
estruturaram esse novo mecanismo, usando argumentos quanticos e incluindo a intera¢do de
origem coulombiana, sendo considerada forte o suficiente para explicar tal ordenamento [25].

O objetivo do modelo € calcular a energia média. Para isso devemos usar apenas
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a parte espacial da func@o de onda total do elétron, ja que a interacdo coulombiana entre os
elétrons independe do spin. Ao fazermos o calculo da energia média, encontramos dois termos:
um termo que representa a energia coulombiana do sistema e outro termo que representa a
energia de troca, sabendo que a energia de troca surge ao considerarmos o principio de exclusdao
de Pauli. (A energia de troca explica os tipos de ordenamentos magnéticos, € o primeiro a
notar tal relacdo foi Werner Heisenberg, em 1928). Com isso, o Hamiltoniano de Heisenberg,
que explica o tal ordenamento, contém a energia de troca multiplicada pelo produto escalar
dos spins dos elétrons. Lembrando que o sinal da energia média, em relacdo a fun¢do de onda
espacial, depende do estado de spin ser singleto ou tripleto porque se trata da interacdo entre
dois elétrons [17,26].

O modelo de Heisenberg passou a ser bastante estudado, mas foi Hans Bethe quem
formulou um método, em 1931, que tinha como objetivo encontrar a solu¢do exata para os
autovalores e autovetores do Hamiltoniano de Heisenberg para o modelo XXX, ou seja, para
um sistema isotropico em termos da interacao de troca. O método de Bethe para o modelo
XXZ (modelo anisotropico de Heisenberg) ndo apresentou dificuldades, e em 1968, Yang e
Yang mostraram que a solucdo, de forma cldssica, também consegue explicar o modelo XXZ
[27-31]. Uma peculiaridade em relagao ao modelo de Hans Bethe é que o método de ansatz leva
o célculo do momento de quasiparticulas a um conjunto de equacdes transcendentais, chamadas
de restricdes de Bethe, e uma suposi¢c@o para encontrar as solucdes para os momentos € a con-
jectura de corda [32].

Além desse modelo, podemos citar o modelo de Ising, o modelo XY e o modelo
de Potts que também sdo usados para estudar o ordenamento magnético. O modelo de Ising
¢ considerado um caso limite do modelo de Heisenberg, pois ele considera apenas a compo-
nente z do spin, enquanto o modelo de Heisenberg considera as componentes x, y € z do spin
[33]. Em 1925, Ising mostrou a solu¢ao unidimensional do seu modelo e percebeu que era de-
cepcionante, pois nao apresentava nenhuma magnetizagdo espontanea e nenhuma transi¢dao de
fase. Tal modelo tinha sido proposto por Wilhelm Lenz, orientador de Ernest Ising, em 1920 e
solucionado para uma rede quadrada (2D) por Lars Onsager em 1944.

O modelo de Ising € uma ferramenta utilizada em mecanica estatistica com larga
aplicacdo em areas como a quimica, a biologia devido a sua forma simples, mas nao trivial.
Na fisica, em particular, € usado para estudar: rede de gas, transicdes de fase gas-liquido,
s6lido-liquido e para determinar singularidades em propriedades termodinamicas e magnéticas
no ponto critico [34,35]. Na literatura encontramos, também, publicacdes recentes sobre a
associacdao do modelo de Ising a fotdnica como um processo de minimizacao de energia, nome-
ando o processo como “méquinas de Ising”. Tal processo otimiza problemas de combinatdria

de grande relevancia para a ciéncia e a tecnologia os quais continuam sendo dificeis de lidar
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em escala pela eletronica convencional [36]. O modelo XY considera apenas as componentes
x e y do spin. Mermin e Wagner mostraram que sistemas com spins continuos com fase angu-
lar periddica e em duas dimensdes, do tipo XY, ndo possuem ordenamento de longo alcance,
portanto ndo apresentam transicdo de fase ferromagnética ou antiferomagnética e ndo possuem
magnetizacao espontanea para qualquer temperatura finita [37, 38].

Em contrapartida, Berezinskii, Kosterlitz e Thouless apresentaram, através da teoria
de grupo de renormalizacdo, uma transi¢ao de fase ndo usual mediada por defeitos topolégicos
denominados vértices, diferente dos casos ferromagnético e antiferromagnético. Apesar de ndao
haver uma ordem de longo alcance, mesmo a baixas temperaturas, hd uma pseudo-ordem de
longo alcance onde a correlacao entre spins decai como uma lei de poténcia [39—-42]. Essa de-
scoberta levou ao prémio nobel de 2016, o qual faz uma homenagem a variedade de descobertas
relacionadas a topologia e as transi¢cdes de fase, na divulgacdo cientifica sobre a transicdo de
fase para o modelo XY estd presente duas facetas interessantes: os trabalhos inovadores de
John Kosterliz e David Thouless sobre as transi¢cdes de fase de ordem infinita e por Duncan
Haldane sobre os gaps de energia nas cadeias quanticas de spin [43]. Podemos mencionar uma
das publicagdes, por exemplo, para mostrar a importancia dos vortices na literatura, que € a
pesquisa de cientistas da Universidade de Rice, Estados Unidos, onde decodificaram a estrutura
tridimensional de um vortice magnético do tamanho de um glébulo vermelho do sangue. A
estrutura, semelhante a de um tornado, permitird a constru¢do de discos rigidos para computa-
dores com capacidades muito maiores que as dos atuais [44].

O modelo de Potts para quatro estados, em termos histéricos, foi estudado primeiro
por Ashkin e Teller em 1943. Mas o modelo geral de q estados tem seu nome atual apos o
professor Cyril Domb da Universidade de Oxford, em 1974, propor como tema de tese ao seu
aluno Renfrey B. Potts em 1951. Dois anos depois o problema foi abordado em um estudo
independente de Kihara em 1954 [45]. O modelo de Potts se tornou um importante campo de
testes para diferentes métodos e abordagens no estudo da teoria de pontos criticos e além disso
nao poderiamos deixar de mencionar que o modelo de Potts € uma generalizagdo do modelo de
Ising para mais de duas componentes e que atualmente envolve uma série de problemas de fisica
estatistica [46,47]. As caracteristicas que diferenciam esses trés modelos mencionados acima
sdo importantes, pois a partir de tal caracteristica saberemos qual modelo utilizar. Por exemplo,
em material com anisotropia uniaxial, usa-se o modelo de Ising (os momentos dipolares podem
se alinhar em um ou em outro sentido do eixo); em um material com anisotropia planar, teremos
o modelo XY (O spin esté restrito a qualquer dire¢ao no plano xy); e para sistemas isotropicos,
com trés componentes de spin, ou anisotropico em uma ou em duas componentes do spin, como
por exemplo: XXZ ou XYZ, faz-se uso do modelo de Heisenberg [30,48].

Ap6s a abordagem sobre modelos que estudam os ordenamentos magnéticos, prosseguire-
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mos com uma breve introducao sobre ondas de spins e suas caracteristicas quanticas. Afinal, o
que sao as ondas de spin? Imagine as oscilagdes em um sistema de spins, tais oscilagdes sao
denominadas de ondas de spin, pois enxergamos essa perturba¢cdo por todo um sistema como
ondas que se propagam, e a quantizacdo dessas ondas de spin ¢ definida como magnon [49].

Através das Figs.3 e 4 podemos vislumbrar as ondas de spin.
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Figura 3: a) Ondas de spin no estado fundamental, b) Ondas de spin no estado excitado, ¢)
Ondas de spin vista em pespectiva, Ondas de spin vista do topo. Fonte:[3]
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Figura 4: Precessao dos spins em torno da sua posicao de equilibrio, gerando uma onda de
spin. Fonte:[4]

Existe uma similaridade entre as excitacdes elementares em materiais ferromagnéticos

e as excitagoes elementares em sdlidos elasticos. O movimento oscilatorio dos dtomos em
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relacdo a sua posi¢ao de equilibrio com as frequéncias dos modos normais de vibracao é definida
como uma excitagdo elementar em sélidos, e a sua quantizacao é chamada de fonon. Os fonons
sdo quasiparticulas que se propagam por todo o sélido, distribuindo o aumento da temperatura
para todo sistema. Assim como os fonons, a quantizacao das ondas de spin também sdo quasi-
particulas que interagem com os seus vizinhos mais proximos, e a interacdo € via interacao
de troca (J), a qual surge ao considerarmos o principio de exclusdo de Pauli. Em um sistema
ferromagnético, no seu estado fundamental, todos os spins estdo paralelos e uma pequena ampli-
tude de oscilagdo dessses spins € descrita por uma varidvel dindmica tipo oscilador harmonico.
A interac@o entre os vizinhos mais proximos através das quasiparticulas, é responsavel pela
dispersao com a dependéncia da frequéncia @ do modo normal com o vetor de onda k (com
comprimento de onda A = 27”) [50]. Aproveitando o assunto, ndo podemos esquecer de clas-
sificar a precessdao dos spins em torno do campo magnético H em termos de energia, ou seja,
quando os spins precessam em fase em torno do campo, a excitacao € de menor energia e €
chamada de modo uniforme o qual ndo contribui para a frequéncia de precessdao, mas quando os
spins precessam fora de fase em torno do campo, ou seja, quando a fase de precessdo varia no
espaco, o sistema de spins € classificado de modo coletivo e este possui uma diferenca de fase do
primeiro ao dltimo spin igual a 27, enquanto o modo uniforme possui onda de spin de compri-
mento infinito. A medida que o comprimento de onda diminui hd um aumento da contribuigéo
da energia de troca para a energia de excitacao [51,52]. Os magnons sdo quantizagOes das
excitacOes elementares de um sistema de spins acoplados. A tunica condicdo necessdria para
que eles venham a surgir € que os spins localizados em sitios distintos interajam entre si. Bem,
como ja falamos sobre momento magnético, sobre sua relagdo com o momento angular de spin
e da sua precessdo em torno da sua posi¢do de equilibrio, fazendo surgir as ondas de spin as
quais quantizadas geram os magnons, precisamos mencionar onde os magnons podem ser en-
contrados. Eles, por sua vez, podem ser detectados em materias ferromagnético, ferrimagnético,
antiferromagnético, isolantes, metais, semimetais, na forma cristalina ou amorfa. E importante
mencionar que o termo magnon ndo € apenas usado para excitacdes elementares envolvendo o
spin eletronico, mas eles também estdo associados as excitagdes elementares dos spins nucle-
ares [53,54].

Este trabalho apresenta a avaliagdo das mudancas na distribuicao e na intensidade
das energias de ondas de spin em rela¢do ao paramétro A no modelo de Heisenberg XXZ
(Jx = J, # J;). Usaremos esse método nas seguintes estruturas: rede quadrada, rede triangu-
lar, duas redes quadradas interpenetradas, duas redes triangulares interpenetradas e dependendo
da alteragdo da posicao de uma rede sobre a outra obteremos uma configuragdo que se torna
semelhante a estrutura de uma rede favo de mel. O estudo de sistemas fisicos de redes planas

quadradas e triangulares tem atraido muita atenc@o por décadas [?,55-62]. Por exemplo, sis-
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temas de baixa dimensdo como hexagonais ou as chamadas rede favo de mel tém sido objetos de
pesquisa atraentes por um longo tempo [63]. Esses sistemas apresentam grande potencial para
aplicacdes tecnoldgicas, por exemplo, no desenvolvimento de dispositivos eletronicos devido as
suas propriedades fisicas incomuns (para uma revisao recente, consulte a [64]). Por outro lado,
os sistemas de momentos magnéticos localizados interagindo também atrairam muita ateng¢ao.
Esses sistemas apresentam uma colecdo de momentos magnéticos (spins) interagindo através
da constante de troca. A propria constante de troca é uma consequéncia direta da interagdo de
Coulomb e do principio de exclusdao de Pauli, associada a sobreposicdo direta de fungdes de
onda de dois spins vizinhos.

Sabendo que as estruturas a base de carbono como nanotubos de carbono e grafenos
tém tido uma enorme atencao nos ultimo anos devido a seu grande potencial em aplicacoes
tecnoldgicas, em particular o grafeno, que € basicamente uma folha de 4tomos de carbono dis-
tribuidos em uma rede favo de mel, tem sido explorado tanto por esse potencial em aplicagao
tecnoldgica mas também pela peculiaridade na sua banda de energia onde apresenta uma dis-
persao linear em torno de alguns pontos especificos da zona de Brillouin. Esse comportamento
vem do fato da rede favo de mel possuir dois 4tomos na sua base. Encontramos um grande
arsenal de pesquisas sobre o grafeno e dentre as inimeras aplica¢cdes podemos, também, citar
o grafeno magnético. Entre as possiveis aplicagdes do grafeno magnético estdo as células de
memoria € novos componentes spintronicos, que armazenam dados usando o spin do elétron,
em vez de sua carga [65]. Podemos citar outras publica¢des sobre as aplicagdes do grafeno, por
exemplo: o uso do grafeno para realizar sinapse artificial (conhecido como memoresistor), um
resistor com memoria, capaz de recordar dados armazenados anteriormente. Este elemento €
o ponto chave da computacido neuromorfica [66]; o grafeno com defeito (monocamada amorfa
de carbono) possui deformidade pldstica sem rompimento [67]; aplicacdo de tensdo elétrica em
uma rede de grafeno com o objetivo de prender e libertar elétrons viajantes em sua estrututra
hexagonal, lembrando que o grafeno € melhor condutor elétrico que os metais, os elétrons em
uma rede de grafeno nao param [68].

E importante mencionar a investigacio do comportamento em relacio a dispersio
das ondas de spin em sistemas diversos, como por exemplo, em filmes ultrafinos caracteriza-
dos em uma configuragdo de sistemas lineares e nao lineares, que segundo o artigo [69], a
investigacdo da dindmica nao linear das ondas de spin pode ser realizada através da teoria da
perturbacao de temperatura finita baseada em diagramas de Feynman (apresentando uma outra
ferramenta matematica para trabalhar com as ondas de spin), focando essa obtencao em mate-
riais ferromagnéticos especificos os quais sdo: Fe, EuO e GdClz. Podemos citar, também, a
observacao de modos de vibracdo das ondas de spin muito proximos um do outro, para uma es-

fera de granada itrio, onde para certos valores dos parametros dos sistema observa-se interagao
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entre os modos de vribracdo de excitagdao que levam a varios fendmenos dinamicos, incluindo,

auto-oscilagdes, cascatas de duplicidaade de periodo, quase-periodicidade e caos [70].
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2 MOMENTO MAGNETICO

O resultado do experimento de Stern-Gerlach mostra que o elétron possui um mo-
mentum angular intrinseco, ou seja, o spin. Na realidade, o experimento original nada tinha
a ver com o fato do elétron possuir spin: a primeira proposta para tal foi feita em 1925 por
Uhlenbech and Goudsmit, e foi baseada na andlise do espectro atdmico. O experimento de fato
tinha como objetivo mostrar a “quantizacdo do espago” associada com o momentum angular
intrinseco dos elétrons. A previsdo que foi feita pela “velha” mecéanica quantica desenvolvida
por Bohr afirmava que as componentes espaciais do momentum angular podiam possuir apenas
valores discretos. De tal forma que a dire¢ao do vetor momentum angular era restrita a somente
poucas possibilidades.

Antes de mostrarmos essa quantizagdo do momento angular vamos calcular o mo-
mento magnético orbital do elétron e, para realizarmos este calculo, faremos uso da teoria
classica eletromagnética, da teoria de Bohr e da mecanica quantica. Nao faremos uso de
um célculo totalmente quantico, pois iremos preferir o modelo simples utilizado por Bohr na

descri¢ao do atomo.

Imagine um elétron de massa m e carga —e girando com velocidade de médulo v
em torno de uma 6rbita de Bohr circular de raio r. Esse movimento circular de um elétron gera

uma corrente de intensidade i, que € escrita da seguinte forma:

e ey
= — = 2.1
SR Y 2D

onde 7 € o periodo orbital do elétron. O eletromagnetismo ensina que € conveniente associar a
uma espira, atravessada por uma corrente i € com secao reta A, o momento de dipolo magnético
1, cujo médulo é

W =iA. (2.2)

A diregido e o sentido de i sdo dados pela regra da méo direita. A conveniéncia vem
do fato que o campo magnético gerado pela espira em pontos muito distantes dela depende do
produto iA. O conceito de momento de dipolo magnético continua util no dominio quantico, dai
sua importancia. Para falarmos do momento magnético, iremos fazer uma pequena comparacao
entre a carga elétrica e o momento magnético. Na eletricidade, a carga ou monopolo elétrico é

a entidade mais simples que gera campo elétrico. Em contrapartida, no magnetismo podemos
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considerar o dipolo magnético como a entidade geradora de campo magnético, ja que ndo ha
provas experimentais da existéncia do monopolo magnético. O momento de dipolo magnético
¢ uma propriedade do dipolo que gera (e interage com) o campo magnético, pois ele “é¢ uma
medida da intensidade e orientacdo do dipolo” [13].

Vamos agora deduzir heuristicamente a relagao entre 0 momento magnético orbital

Ly e o momento angular L. O momento angular L € escrito da seguinte maneira:

L=7xp. (2.3)

Em uma 6rbita circular, 7 e V sdo sempre perpendiculares entre si. Em consequéncia

disso o modulo de L sera:
L=mry. 2.4)

Substituindo a equacio (2.1) e A = 772 na equacio (2.2) , obtemos:

ev 5, evr
= — = — 2.5
i ZMW R (2.5)

e fazendo a razdo entre os modulos de L, e de L, teremos:

e evr e
p—— = — 2.6
L 2mrv 2m’ 2.6
onde a constante 5. pode ser escrita na forma
81H4B
— 2.7
P (2.7)

onde Up = % = 0,927 x 1072 ergs/gauss e g = 1. up é denominado magneton de Bohr, uma
unidade de medida natural dos momentos magnéticos e gy € o fator de Landé. Nesse caso g; =1,
mas havera casos em que ele sera diferente de um.

Com essas informagdes, reescreveremos a equagdo (2.6) na forma vetorial, especi-

ficando o médulo de [iy e a sua orientacdo relativa a L da seguinte forma:

h, — _SIHBT (2.8)

Ao observarmos a razdo entre os modulos de u, e L, percebemos que ela independe do raio
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da orbita e da frequéncia orbital, ou seja, independe da teoria mecanica. Logo poderemos
usar a equacdo (2.8) para qualquer momento angular, orbital ou intrinseco. Ao calcular
quanticamente e dividi-lo pela expressdo encontrada da mecénica quantica L = /¢({+ 1)h,
encontraremos o mesmo valor obtido pela teoria de Bohr, que corresponde a equagdo (2.8).
Substituindo o valor “quantico” de L na equagdo (2.8), obtemos o seguinte médulo do momento

magnético orbital:

W:_%L:—%\/MH) — g/ I+ 1). 2.9)

Agora, vamos substituir o valor de L; na equagdo (2.8) e o médulo da componente z do mo-
mento magnético orbital serd [17]
8eHB

2.1 O Spin do Elétron

O spin é uma propriedade fundamental das particulas, assim como a massa e a carga.
O spin foi proposto por Uhlenbeck e Goudsmit em 1925 para explicar a separacdo de linhas no
espectro do hidrogénio, até entdo nao entendida. Alguns anos antes, em 1920, um experimento
havia sido realizado em Frankfurt, na Alemanha, por Otto Stern e Walter Gerlach. Esse exper-
imento consiste em fazer passar um feixe de atomos de prata através de um campo magnético
nao-uniforme em uma determinada direcdo. Observou-se que aproximadamente metade dos
atomos € defletida naquela dire¢do em um dado sentido, e a outra metade € defletida em sentido
contrario [71].

O experimento de Stern-Gerlach deveria ter resultado nulo, sem deflexao dos feixes,
caso o unico momento angular presente nos dtomos e suas particulas fosse o orbital, visto
que o dtomo de prata tem todas as camadas cheias e um elétron na camada 5s. Assim seu
momento angular orbital total € nulo e, consequentemente, o momento de dipolo magnético a
ele associado também. Vale notar que essa ndo foi a compreensao inicial do experimento, dai o
spin so ter sido proposto cinco anos mais tarde, em outro contexto [72].

Entdo, aquele experimento ¢ uma evidéncia de que o elétron possui um momento
angular intrinseco, o spin S, ao qual associa-se o nimero quantico s. Como a multiplicidade
das componentes do momento angular quantico € 2s + 1, e o experimento apresenta a separacao
do feixe em duas componentes, a multiplicidade € igual a 2, o que implica que s = % Vamos

escrever a relacdo do médulo S e da componente S, do spin com 0s nimeros quanticos s e miy,
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para podermos em seguida mostrar a relacdo do momento magnético com spin:

S = /s(s+1)h, (2.11)

S. = msh. (2.12)

Agora podemos escrever a relacdo do momento magnético com o spin, da mesma

forma que fizemos anteriormente entre 0 momento magnético € 0 momento angular orbital:

fiy= —&485, (2.13)

Us, = —gstphy, (2.14)

onde g, € denominado fator g de spin.

Como afirmamos anteriormente, a separacao do feixe dos d&tomos de prata no exper-
imento de Stern-Gerlach indica que m; assumird apenas dois valores, % e —%. Por outro lado,
gs € um pouco maior que 2, indicando que, neste ponto, 0 momento angular orbital e o de spin
tem relagdes distintas com o momento magnético gerado por cada um deles [73]. A derivacao
tedrica do valor de g, € feita no ambito da eletrodindmica quantica [13]. A concordancia entre a
previsao tedrica e o valor experimental de gz € uma das melhores, sendo a melhor, ja alcancada
por uma teoria fisica!

Vamos formalizar as ideias acima. Considerando que o campo magnético ndo ho-
mogéneo estd na dire¢do z, € a componente z do spin do elétron que serd medida, e seus dois

possiveis valores sdo S, = i%. A esses autovalores correspondem autoestados que serdo repre-

sentados por 1) e |} ), respectivamente. Com isso teremos:

S = +5 1), (2.15)
S )= =% (2.16)

Os autoestados |1) e |/) formam uma base e obedecem a condi¢@o de ortonormalidade:

(=) =1 e () =0 (2.17)

Sabendo que 1) e ||) sd0 autoestados de um operador, entéo a combinagdo linear destes também

z

c:

[ =alt)+b[)), (2.18)
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onde | a | é a probabilidade de encontrar o elétron no estado |1) e | b |* é a probabilidade de
encontrar o elétron no estado ||). Logo | a [+ b [* = 1.

A representagdo matricial dos autoestados [1) e ||) é:

1) = e W= | (2.19)
0 1
Essas matrizes coluna sdo denominadas espinores. A representacdo matricial das componentes
de spin é:
h|O0 1 h| 0 —i Al O
Si=1  Si=> L os=3 , (2.20)
2110 21i 0 210 -1

onde as matrizes acima sao denominadas matrizes de Pauli, que sdo definidas da seguinte forma

[8]

oy = ; Ooy=| e O0,= 2.21)

2.1.1 O principio de exclusdo de Pauli

O principio de exclusdao de Pauli afirma que duas particulas de spin semi-inteiro, 0s
férmions, nao podem estar em um mesmo estado. Entao, ao escrevermos a funcao de onda total
de dois elétrons, teremos que considerar esse principio, pois a fungdo de onda dos elétrons deve
ser anti-simétrica sob a troca de particulas, obedecendo ao principio de exclusdo de Pauli.

Assim, a fun¢do de onda total de dois elétrons é formada pelo produto da funcao de
onda espacial simétrica com uma fun¢do de onda espinorial anti-simétrica ou de uma funcao de
onda espacial anti-simétrica com a funcao de onda espinorial simétrica.

Dessa forma, podemos agora construir as fun¢des de onda espinorial simétrica (fs)
e anti-simétrica (B4) [1,8,74]. Primeiro iremos considerar duas particulas com spin %, o elétron
e o préton no estado fundamental do hidrogénio, para nao nos preocuparmos com 0 momento
angular orbital. Sabendo que tanto o elétron quanto o proton podem ter spin para cima ou para

baixo, obtém-se quatro possibilidades para representar os estados de spin, que sdo:
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onde a primeira seta refere-se ao elétron e a segunda ao proéton. O momento angular total de
spin de um atomo € definido como a adicdo dos momentos angulares de spin das particulas do

sistema, que possui a seguinte forma:

S=S"+82 (2.22)

Assim, o operador S, total serd simplesmente a adicao das duas componentes z dos

operadores de spin de cada particula, agindo sobre os estados v e Vs:

S0 = (S 4+82) v, = (S1o)) v+ 01 (S20y)

= (hmll)l)l)z -+ Uy (hmzvz) = h(m1 —|—m2)1)1 2, (2.23)

onde S; atua apenas sobre V; e Sg apenas sobre V;. Entdo m| 4+ mj é o nimero quantico para o

sistema composto. Com isso teremos:

Myim=1
1) :m=0
1) im=0
Wy im=—1.

A variacdo acima dos valores de m nos faz perceber que o estado com s = 1 deve
existir, para o qual m = —1,0, 1, além do estado s = 0, para o qual m = 0.
Para descobrirmos qual € o estado com s = 0, iremos aplicar o operador de aniquilagao

no estado |11) e obteremos:

S_ ) = (SL M) I+ [1)(S2 1)
= (R 1) [N+ DB =m0+ [1). (2.24)

Assim, os trés estados quando s = 1, na notagao | sm)

1
EHNH DI

onde os estados acima sao denominados tripleto, que é simétrico e representa a funcdo de onda

[ 11) =[t1); [10) =

1—1) =|}), (2.25)

espinorial simétrica fs.
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Para s =0 e m =0, teremos o estado normalizado:

1
V2

onde o estado acima é denominado singleto. O estado singleto é anti-simétrico e representa a

10 0) = —=[I1h— N1, (2.26)

fungio de onda espinorial anti-simétrica 4.
Percebemos que ao combinar duas particulas de spin % poderemos ter nesta combinagao
um spin total igual a 1 ou a 0, dependendo se ocupam a configuracao tripleto ou singleto, re-

spectivamente [8,75,76].
2.2 Ordenamentos Magnéticos

Para medir o efeito da aplicagdo de um campo magnético externo sobre algum ma-
terial, deve-se verificar como os dipolos magnéticos respondem coletivamente a este campo.
Para tanto, € util definir a magnetizacao M da seguinte forma: Toma-se uma regido macro-
scopicamente pequena do material, mas grande o suficiente para conter um grande nimero de
dipolos magnéticos. A regido tem momento de dipolo magnético mi; e volume v. Define-se
a magnetizacao M (rj’ ) em cada ponto do material (regido macroscopicamente pequena), local-

izado pelo vetor ' como

-1
M=-) m,. 2.27
L (2.27)

Claramente, a magnetizacao indica o comportamento global dos dipolos magnéticos microscopicos
do material. Do ponto de vista macroscopico, a magnetizacao estd definida em cada “ponto”’material.
Seria de esperar que qualquer material a temperaturas suficientemente altas, como a temperatura
ambiente, e na auséncia de campo magnético externo, tenha magnetiza¢do nula, uma vez que a
agitacdo térmica deveria destruir qualquer alinhamento que os dipolos pudessem ter.

Esse, de fato, € o comportamento mais comum. Naturalmente, a forma como os
momentos magnéticos orbitais intrinsecos reagem a aplicagdo de um campo magnético deter-
mina o comportamento global de um dado material [77,78]. Também aqui hé diferenca entre
ambos. Tudo deriva do efeito do torque 7 que atua sobre o dipolo quando estd na presenga de

um campo magnético B

7= xB. (2.28)

Para o que nos interessa, € suficiente saber que este torque causa uma variacdo no momento
magnético orbital [f; oposta a B, e tende a alinhar 0 momento magnético de spin [l a B.

O primeiro efeito € universal, todos os atomos o experimentam. Em materiais cujos
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atomos t€ém um nimero par de elétrons, ndo ha elétrons desemparelhados e, portanto, os spins
dos elétrons se somam para anular-se. Assim [y = 0, € o efeito liquido no material é uma
magnetizacao oposta a0 campo externo B. Estes materiais sdo ditos diamagnéticos.

O segundo é experimentado apenas por materiais cujos dtomos t€ém um ndmero
impar de elétrons, de modo que s # 0. A magnetizacdo induzida terd o mesmo sentido B. Tais
materiais sdo chamados paramagnéticos.

A figura abaixo ilustra de forma simples os dois casos. Fica evidente que os materi-

ais diamagnéticos sao repelidos, enquanto os paramagnéticos sao atraidos pelo campo magnético.

B B

Figura 5: Paramagnetismo e Diamagnetismo. Fonte: [5]

A grandeza que mede a intensidade e o tipo de resposta que o material da quando

um campo magnético externo H lhe é aplicado € a susceptibilidade magnética Yp:

M= yx,H. (2.29)

Se o material for homogéneo, que é o caso mais simples, X, € um escalar. Materiais
diamagnéticos t€m Y, < 0, enquanto paramagnéticos tém Y, > 0. Ambos efeitos sdo muito
fracos, o que é indicado pelo pequeno valor de J,,, com valores em torno de 107>,

Na eletrodindmica classica, os efeitos da magnetizagdo sdo simulados pelas densi-
dades de correntes de magnetizacdao volumétrica In=VxM,e superficial K =M x A. Assim,
haverd em geral duas fontes para a inducdo magnética B: a corrente convencional, que chamare-

mos corrente livre, e as correntes de magnetizacdo. A densidade de corrente total J sera:

J=JTn+J, (2.30)

onde J,, e J; sdo a corrente de magnetizagado e a corrente livre, respectivamente.

Agora, substituiremos essas correntes na equacao da Lei de Ampere,
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1 - —
—(VxB)=J, (2.31)
Ho
e obteremos a seguinte equacao:
1 — — —
V x (—B—M) =J. (2.32)
Ho

O termo entre paréntese € definido como o campo magnético H:

B—M. (2.33)

T

Il
= |~
(e}

Assim, poderemos escrever a relacio entre H e B:

B = uo(H+M). (2.34)

O objetivo de obter esta relagéo é mostrar que ao substituirmos a equagio (2.29) na
equacao acima, conseguiremos provar que B € proporcional a H em meios lineares, da seguinte

forma:

B=uo(1+ xm)H. (2.35)

O termo entre parénteses € denominado permeabilidade magnética do material e

denotado por p. Com isso a equagdo (2.35) terd a seguinte forma:

(2.36)

oL
1

=
T

Vamos agora tratar do ferromagnetismo, que € o assunto que nos interessa direta-

mente neste trabalho. Ha materiais que apresentam uma magnetizacdo muito intensa quando
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submetidos a um campo magnético. Além disso, nesses materiais, a magnetizacdo continua
mesmo na auséncia de um campo magnético, o que ndao acontece com materiais diamagnéticos e
paramagnéticos. Esse comportamento € chamado de magnetizacdo espontanea. “A magnetizacao
de um material ferromagnético € avaliada pelo seu historico magnético e nao apenas pelo campo
magnético aplicado a ele”’[8, 79].

Assim como no paramagnetismo, no ferromagnetismo sao os seus dipolos magnéticos
associados ao spin dos elétrons desemparelhados que desempenham um papel fundamental, mas
em contrapartida a diferenca é que o ferromagnetismo possui como caracteristica a interagao
entre os dipolos proximos e esses tem preferéncia em apontar no mesmo sentido.

Para entendermos porque os objetos ferromagnéticos do nosso dia-a-dia (um prego,
por exemplo) ndo sdo imas fortes, mesmo sabendo que os dipolos magnéticos tém preferéncia
em apontarem no mesmo sentido em um material ferromagnético, € preciso entendermos o que
sd0 os dominios. Os dominios sdo dreas pequenas em um material onde ocorre o alinhamento.
Existem vérios dominios em um material e neles todos os momentos de dipolo magnético
encontram-se alinhados, mas as orientagdes dos dominios sdo aleatdrias, o que resulta numa
magnetizacdo nula.

E importante saber que o ferromagnetismo ocorre devido ao alinhamento dos mo-
mentos de dipolo magnético dentro de um dominio e que a agitacdo térmica presente tem o
poder de destruir esse ordenamento, mas apenas a um determinado valor de temperatura, o qual
€ 770°C para o ferro. O valor desta temperatura, onde ocorre a destrui¢do do ordenamento, é
chamada de temperatura de Curie. Abaixo desta temperatura o ferro € ferromagnético e acima
desta ele € paramagnético. Nao existe uma transi¢ao gradual do estado ferromagnético para o
estado paramagnético, tal como ndo existe na mudanca de fase da agua, por exemplo. Essas
mudangas abruptas em temperaturas definidas, que acontecem nas propriedades dos materiais,
sao denominadas transicoes de fase (8, 80].

Como vimos, um material pode ser classificado de acordo com a sua resposta a
aplicacdo de um campo magnético externo sobre ele, e essa resposta depende da temperatura,
ou seja, do estado de agitagao atdmica. Lembrando sempre que o entendimento do magnetismo
estd ligado a Mecanica Quantica, pois um sistema cldssico em equilibrio térmico ndo pode
possuir momento magnético diferente de zero [81]. O momento magnético de um 4tomo iso-
lado pode ter origem no spin dos elétrons, no momento angular orbital, no spin do nucleo e
na variacdo do momento angular orbital que é causada pela aplicacdo de um campo magnético
externo [73,82,83]. Em termos macroscépicos, quando aumentamos o campo, a relacao de M
com H deixa de ser linear e para valores extremamente altos do campo, a magnetizacao satura
e atinge o seu ponto maximo. Para materiais chamados de paramagnéticos ideais, que sdo para-

magnéticos a todas as temperaturas, a susceptibilidade magnética esta de acordo com a lei de
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Curie:

Xm = (2.37)

~ia

“Do ponto de vista microscopico, o material paramagnético corresponde a um sis-
tema composto por dipolos magnéticos microscopicos permanentes € ndo interagentes”. Os
elementos do grupo do ferro e dos terras raras sdo exemplos desse tipo de materiais. Para ma-
teriais paramagnéticos que ndo sao ideais, a grandeza Y, obedece a lei de Curie-Weiss, para

temperaturas suficientemente altas:

Yo = , (2.38)

Materiais que sofrem uma transicdo de um estado paramagnético para um estado
ferromagnético possuem a constante ® positiva, mas se ocorre uma transi¢do de um estado
paramagnético para um estado antiferromagnético a constante ® do material serd negativa [17].

As equagdes mais precisas para a dependéncia da magnetizagdo com o campo H e

a temperatura 7 € a que envolve um tratamento cldssico dos dipolos microscépicos

L
M_uL(RT)’ (2.39)
onde
L(x) = coth(x) — )lc (2.40)

¢ a funcdo de Langevin. Quando um tratamento quantico é dado para a interacdo entre os

dipolos e o campo externo, obtém-se a magnetizacao em termos da funcao de Brilluoin

_up(BH
M_‘uB<RT>’ (2.41)

onde a fungdo de Brilluoin B(x) é dada por

2J 2J 2J

onde J é o momento angular total de cada dipolo magnético do material.

2J+1 2J+1 1
B(x) = —+c0th ( * x) — —coth (i) , (2.42)
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Em um estado ferromagnético, a magnetizacdo pode estar relacionada ao campo
magnético externo ou relacionada com a temperatura. Quando um material é aquecido e sub-
metido a um campo magnético externo constante, a sua magnetizagdo estard variando continu-
amente com a temperatura. Para um valor qualquer, acima ou abaixo da temperatura critica, a
magnetizacao surge devido o campo. Quando o campo que age sobre uma substancia é desli-
gado lentamente, a uma temperatura constante, e se esta temperatura for superior a temperatura
de Curie, a magnetizacdo diminuira linearmente com o campo, de acordo com M = x,,H. Mas
se a temperatura for inferior a temperatura de Curie, a magnetizacao ndo ird desaparecer com
o desligamento do campo, e surge a magnetizacdo espontanea. Quando o campo é pequeno, a

magnetizagdo ird variar com o campo da seguinte forma:

M =M*"+ y,H, (2.43)

onde M* é chamada de magnetiza¢ao espontanea. M* e xm dependem apenas da temperatura.
Quando o campo € nulo, a magnetizacdo espontanea varia com a temperatura, mas na temper-
atura critica ela se torna nula.

A compreensdo do ferromagnetismo € contraditoria, pois um material ferromagnético,
assim como o ferro, possui uma magnetizacao espontinea abaixo da temperatura critica, mas
ele s6 possuird essa imantagao permanente ao ser exposto ao um campo magnético externo. Isso
ocorre porque um material € composto por varios dominios magnéticos macroscopicos e, dentro
deles, encontram-se dipolos magnéticos em direcdes aleatorias. O dipolo magnético resultante
se anula devido a orientacao aleatdria desses, logo para uma amostra apresentar uma imantac¢ao

natural é preciso ser exposta a um campo magnético [84, 85].

2.2.1 Teoria de Weiss

A magnetizacdo espontanea de materiais ferromagnéticos, foi explicada por Weiss
[86]. Ele imaginava que cada dipolo sofria a acao do campo magnético produzidos pelos dipolos
vizinhos e, além disso, Weiss afirmou que a magnetizagado era proporcional ao campo, de forma
que o campo total sobre o dipolo seria H+ AM, sendo A > 0. Entdo quando o campo € zero
o material continua submetido a um campo local, o qual Weiss chamou de campo molecular,

que orientaria o dipolo. O campo molecular ou de Weiss, ocorre através das interagdes entre
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os momentos magnéticos do material, na época de Weiss essas interacdes eram desconhecidas
e s6 foram esclarecidas na teoria de Heisenberg [11, 87]. Por mais que a técnica de campo
médio, também conhecida como campo molecular, seja aprimorada ela nunca ird competir com
abordagens exatas, mas ela pode ser utilizida para avaliar um problema de uma forma mais
simplificada [88].

Ao substituirmos o campo magnético pelo campo molecular, na equagao Eq.2.41,
obtemos a equacao de estado de um sistema que sofre uma transi¢ao ferromagnética-paramagnética.

Substituindo o campo molecular na equacao de magnetizacdo de Brillouin, teremos:

M= uB [;—T@z )] (2.44)

Quando H for igual a zero, a equacdo acima terd a seguinte forma:

M =uB (—;LM) . (2.45)
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Faremos uso do método grafico para verificar uma solu¢dao nio nula da equacgdo

acima, a qual comprova a magnetizacao espontianea. Iremos reescrever a equacao 2.45, usando

a variavel x = AuM.
X = "

RT
Wx = B(.X)

O gréfico abaixo mostra que (2.46) s6 tera solucgéo para x # 0 se

Langevin function and Weiss theory
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Figura 6: Soluc¢do gréfica da equagdo 2.46. Fonte: [6]

Essa condicdo € equivalente a T > T, onde 7. € dado por

RT. ,
—F= =B'(0).
= B(0)
Mas de (2.42) vem que B'(0) = % Assim
(J+1)Au?
Ie=—f70—-
3JR

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Conhecendo-se a magnetizacao de saturacao (a qual chamamos de ), esta equacdo permite de-

terminar o valor de A ou, equivalentemente, do campo molecular de Weiss Hy = A L. Supomos
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que u seja da ordem de grandeza do magneton de Bohr pip,

Hy ~ K. (2.50)
Us

Usando o valor de 7, para o ferro, tem-se Hy ~ 10> T que é quatro ordens de grandeza maior

que o campo gerado por um dipolo magnético da ordem do magneton de Bohr em seu vizinho.
Isto indica que o ferromagnetismo nao € fruto de interacOes magnéticas entre os dipolos. Sua

causa € o principio da exclusao de Pauli [89].
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3 ESTRUTURA CRISTALINA

A verificacdo da cristalinidade de um material ndo € realizada através da aparéncia
dos elementos, mas através da organizacao dos ions em um arranjo periodico. Com a difracao
de raio X, ficou razoavel descrever a estrutura microscopica dos sdlidos [23]. Contudo, antes
de falar em cristais e na formacgao de rede cristalina, € importante comentar sobre os d&tomos e
0s seus arranjos espaciais. Os d&tomos quando ndo estdo muito energizados ou se movendo com
grandes velocidades, estdo em busca de se agrupar em uma configuracdo de menor energia,
quando conseguem essa configuracdo percebemos que 0s mesmos arranjos surgem em outra
posicdo, com 0 mesmo objetivo que € procurar uma configuragdo de menor energia, € com isso
temos um padrao repetitivo dos 4tomos e conseguimos visualizar a simetria da matéria onde eles
se encontram. Com a ideia de arranjo dos 4tomos e com a sua repeti¢do, teremos a possibilidade
de compreender o surgimento de um cristal, de uma rede cristalina, e de visualizarmos a simetria
desses. Na superficie da terra os &tomos sdo expostos a uma variedade de condi¢des diferentes
de pressdo e temperatura. Tais condi¢des é que sdo responsavies pelo agrupamento dos atomos
na composi¢do das substancias, e consequentemente dos cristais e sua estrutura cristalina [7],
um exemplo de estrutura cristalina é apresentado na figura 7. A rede cristalina pode tomar
varias formas e vamos classifica-las nas se¢des em seguida, que serdo em redes bidimensionais

e tridimensionais.

3.1 Redes Bidimensionais, Redes Tridimensionais e Bandas de Energia

Classificar todas as estruturas cristalinas possiveis, de uma s6 vez, é muito compli-
cado e por isso consideraremos somente a classificacdo de rede de Bravais. A rede de Bravais
¢ um conceito fundamental para definirmos qualquer sélido cristalino e é entendida como um
arranjo infinito de pontos discretos que possui arranjos e orientagdes, 0s quais S0 0S Mesmos
quando visualizados de qualquer ponto. Lembrando que esse € um conceito matematico para
rede de Bravais [73].

A rede que € invariante apenas em relacdo a rotacdes de 7 e 27, em torno de um
eixo passando por um ponto desta, € chamada de rede obliqua. Entretanto, algumas redes do
tipo obliquo podem ser invariantes em relag@o a rotacoes de ZT”, %Tﬂ ou %”, ou em relagdo a uma
reflexdo especular, onde esta denominagdo € para planos que passam por pontos da rede.

Podemos impor certas restricdes aos €ixos a; € ap € construir uma rede invariante

em relacio a estas novas operagdes. Existem quatro restricdes onde cada uma leva um tipo

especial de rede, com isso ha cinco redes diferentes do tipo bidimensionais, que € a rede obliqua
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Figura 7: a) Rede Cristalina, b) Base, contendo dois dtomos diferentes, c) Estrutura do Cristal.
Figura retirada de [7].

e as quatro redes especiais. Os tipos de redes diferentes sdo chamados de redes de Bravais, logo
exitem cinco redes de Bravais em duas dimensdes.

Em trés dimensdes existem quatorze redes, dentre as quais uma € a triclinica, chamada
de rede geral, e as treze restante sdo redes especiais. Com o objetivo de facilitar a classificagao,
as redes foram agrupadas em sete sistemas: triclinico, monoclinico, ortorrdmbico, tetragonal,
cubico, trigonal e hexagonal.

A rede cuibica € dividida da seguinte maneira: rede ctbica simples (cs), rede cibica
de corpo centrado (ccc) e rede ctbica de faces centradas (cfc). Essas redes cibicas podem ser
visualizadas na figura 8. E importante saber que as células primitivas, por definicdo, possuem

um ponto da rede, enquanto as células convencionais da rede ccc contém dois pontos da rede e
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a célula da rede cfc possui quatro pontos da rede.

cs cee cfe

Figura 8: Rede Cubica Simples, Rede Cibica de Corpo Centrado e Rede Cubica de Face
Centrada. Figura retirada de [7].

Para identificarmos os pontos em uma célula utilizamos a equagao:

Fj = xjd| +y,d» +z;d3, (3.1

que € escrita em termos das coordenadas atomicas X, y € z. O tamanho de cada coordenada
corresponde a uma fracdo do comprimento do eixo ay, az, a3 que estd na dire¢do do eixo, e a
origem € tomada como sendo um dos vértices da célula. Logo, as coordenadas do centro de
uma célula cubica sao %%% e as do centro das faces sao %%O 0%%; %0% [23].

Em uma rede cristalina as energias ndo sao mais discretas, levando em consideragdo
que os atomos dipostos em uma rede cristalina ndo sdao atomos isolados, portanto as suas
fungdes de onda serdo sobrepostas e dessa forma surgirdo as bandas de energia. As bandas de
energia sdo responsaveis pela diferenciagdo das propriedades condutoras de metais, isolantes
e semicondutores. Para o modelo tight-binding ou modelo de ligag¢do forte, como também ¢é
chamado, a superposi¢do de fungdes de onda € tal que a funcao de onda de um elétron pode ser
escrita como uma combinacao linear de orbitais atomicos [17,73].

A disposi¢ao dos elétrons em um cristal € organizada em bandas de energia e eles
estdo separados por uma banda proibida, esta recebe tal nome porque possui uma energia a qual
o elétron ndo consegue adquirir. As bandas proibidas surgem da juncdo das ondas associadas
aos elétrons de condu¢do com os ions da rede cristalina. Sabendo que as reflexdes de Bragg de
ondas eletonicas em cristais sdo responsaveis pelo surgimento de bandas proibidas. Lembrando
que a condi¢cdo de Bragg para a difracao € a seguinte:

1

k=+-G=+n’. 3.2)
2 a

onde G = 277:” ¢ um vetor da rede reciproca e n ¢ um nimero inteiro. Em k = +2 ocorrem as

primeiras reflexdes e a primeira banda proibida, para outros valores de n obtemos outras bandas
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proibidas. A primeira zona de Brillouin estd entre +% e —Z no espago reciproco [90].

3.2 O Teorema de Bloch

Para encontrarmos os autoestados dos elétrons que se movem livremente em um
cristal teremos que resolver a equacao de Schrodinger, nesta equacao o potencial que age sobre
um elétron na posi¢do 7 é U (¥). Levaremos em consideragio apenas o potencial devido aos fons
da rede, pois o potencial devido a interagdo elétron-elétron nao serd considerado e com essas

informacdes a equacao de Schrodinger sera:

" | —
{—%V +U(r)} v=Ey. (3.3)

Os fons dispostos regularmente no espago implicam em um potencial U (¥) periddico.

Sabendo que R € o vetor da rede e 7 é a coordenada do elétrons, entdo:

UF) =UF+R). (3.4)

Percebendo que todos os pontos da rede de Bravais sdo equivalentes, podemos construir o pen-

samento que se W (7) e Wk(?+ﬁ) sdo fungdes de onda em 7 e 7+ R, respectivamente, teremos:

i (P))> = |y (F+ B)|*. (3.5)

Essas fungdes de onda diferem de um fator de fase global exp(i%.ié):

— =

Vi (F+R) = yi(7) exp(ik.R). (3.6)

Esta equac@o é o teorema de Bloch. A fun¢do yy(7), que é chamada de func@o de Bloch [23], é

escrita da seguinte forma:

—

I//k(7) = uk(F) exp(zk?) (37)

Os elétrons em um potencial periddico se comportam como particulas “livres”, possuindo uma
funcdo de onda igual a uma onda plana, que é modulada em amplitude pela fungdo u; (7). Esse

¢ o teorema de Bloch [91].
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3.2.1 O modelo tight-binding

O modelo de “ligacdo forte”’ou modelo tight-binding tem como caracteristica fun-
damental estudar os elétrons que estdo na camada mais interna de um dtomo. Podemos citar
como exemplo os elétrons da camada 3d do ferro.

Vamos considerar um autoestado @(7) de um elétron em um atomo isolado com
autoenergia E, e supor que este autoestado seja normalizado e ndo degenerado. Para elétrons
bem localizados, ou seja, fortemente ligados a superposi¢éo das fungdes de onda ¢ (7) é bem
pequena. Essa superposi¢do das fungdes de onda nos dd uma energia extra do elétron no cristal.
Contudo, essa energia extra € menor que a energia do elétron em um 4tomo.

O Hamiltoniano do elétron pode ser escrito como a soma da parte atdmica com a

parte do cristal:

H =Hy+H,, (38)

onde H., < H. Sabendo que ¢ (¥) é um autoestado de Hy, entdo:

Hy ¢ (F) = Eo9 (7). (3.9)

A fung@o de onda ¢ (7 — ﬁ) se refere ao elétron que estd préximo a um ponto R da
rede. Como a equacio de Schrodinger € linear e ¢ (7) é solug¢@o da equag@o, entdo a combinagao
linear de orbitais atdmicos também serda solucdo. Logo, podemos afirmar que a funcdo de
onda do elétron € a combinacdo linear dos orbitais atdmicos e através da mesma representa-se

qualquer ponto da rede [17]:

w(P) =Y.C, 50 (F—R). (3.10)
R
Esta fun¢do de onda deve ser normalizada e obedecer o teorema de Bloch, para isso sujeitamos
que:
1 -
Cry = —=exp(ik.R), (3.11)

VN

onde N é o nimero de sitios da rede. Assim a fungdo de onda v, (¥) serd:

w(7) = %Z’exp(ikﬁm(?—l_{;). (3.12)
R

A equacdo acima representa a funcdo de onda do elétron no cristal, no modelo tight-binding.
Essa funcgio satisfaz ao teorema de Bloch e é normalizada.

Como foi mencionado anteriormente que a energia extra do elétron em um cristal
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devido ao H,, € pequena, entdo vamos calcular o quanto H., modifica Ey, que € a energia do
elétron em um 4tomo isolado. Para isto vamos calcular o valor esperado de H,, utilizando as
funcoes de onda v, (7) da Eq.(3.12):

=)

R

AEk:/Wg( He, i (7 ZZexp[zk (R— R’ /(Pﬁ, cr¢Rd r, (3.13)
E

onde ¢ = ¢ 5. Logo, a energia total do elétron no cristal serd Ey = Eo+ AEy.

Da soma dupla iremos manter apenas os termos R = R, que representam a perturbacao
da rede sobre o sitio R, e aquele em que R difere de R’ somente pela distancia entre primeiros
vizinhos. O ultimo termo representa a superposicao de fun¢des de onda, apenas dos atomos

vizinhos, como exige a aproximacao de ligacdo forte. Logo, obteremos:

NEy = —o — }/Zexp (R—R")]. (3.14)

Por defini¢do:
~ [ [ optrggas (3.15)
= / / - Hor g’ (3.16)

Um vetor d liga um dtomo na posi¢ao R aos primeiros vizinhos. Com isso AE; pode

ser reescrito da seguinte forma:

- =

AE, = —ot— ) expli(k-d)]. (3.17)
d

Percebemos que o é o valor esperado de H., no sitio Re que este termo também
representa a corre¢do perturbativa de primeira ordem na energia do elétron em relacao ao atomo
isolado. Enquanto ¥, representa o grau de superposicao das func¢des de onda, ja que este termo
envolve a integracdo de func¢des de onda de dtomos vizinhos. Podemos esperar que y descreva
as propriedades de um elétron em um sélido. Sabendo que todos os sitios de uma rede de
Bravais sdo equivalentes uns aos outros, concluimos que o e Y independem da posicao de um
sitio especifico.

Para calcularmos os termos o e Yy € necessario conhecer H,,, mas no geral consid-

eramos estas quantidades como parametros a serem ajustados [17,73,92].
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3.2.2 Modelo de Ising

O modelo de Ising é definido pelo seguinte Hamiltoniano de spin

A =-1Y ci0;—H) 0, (3.18)
ij i=1

onde o; é uma varidvel aleatdria que pode assumir valores £1 nos sitios i = 1,2,...,N em uma
rede cristalina com d dimensdes, que desempenha o papel de protétipo. O primeiro termo da
Eq.3.18 se refere as energias de interacdo que sejam capazes de reproduzir um estado ferro-
magnético (J > 0) e o segundo termo se refere a interacao de campo magnético aplicado H com
o sistema de spins.

As varidveis de spin podem ser pensadas de vdrias maneiras: (i) como componentes
de spin dos dtomos, na mesma dire¢cdo do campo magnético que podem apontar para cima ou
para baixo; (i1) uma indicacdo de que o sitio i pode ser ocupado por um dtomo A ou por um
atomo B, da mesma forma que em uma liga bindria do tipo AB (vizinhos iguais contribuem
com energia —J, e vizinhos distintos contribuem com energia +J); (iii) como um nimero de
ocupacdo, que mostra a presencga ou a auséncia de molécula em uma determinada célula de um
gas de rede.

As vdrias interpretacdes nos mostram o quanto o modelo € geral de tal modo que é
capaz de captar os aspectos essenciais do comportamento critico.

Resolver o modelo de Ising significa escrever a funcdo de particdo candnica

Zy=Z(T,H,N) =Y P, (3.19)
Oj

onde a fun¢do parti¢do da Eq.3.19 € escrita em termos da temperatura (7"), do campo

magnético (H) e do ndmero total de particulas (N). 8 onde k é constante de Bolztmann.

=1
=T’
A soma € realizada sobre todas as varidveis de spin e o Hamiltoniano € dado pela

Eq.3.18, e se pode obter a energia livre magnética por sitio,

g=¢g(T,H) = p}ifio {—ﬁiNanN} : (3.20)

Pode-se obter g mais facilmente para uma rede unidimensional, através da técnica
de matriz transferéncia, que também pode ser escrita para dimensoes mais altas. Mas como ja
foi demonstrado por Ising, a solu¢do em uma dimensao ndo possui relevancia, pois a energia
livre € perfeitamente analitica e nao ha transi¢ao de fase magnética.

Virias técnicas aproximadas foram desenvolvidas para resolver o modelo de Ising
em duas e em trés dimensdes. Essas técnicas sdo uteis por fornecerem bons resultados para os

aspectos qualitativos dos diagramas de fases e formam as poucas ferramentas disponiveis para
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o estudo analitico de sistemas mais complexos [93,94]

3.2.3 Modelo de Heisenberg

Os elétrons interagem entre si através de um potencial de Coulomb. Considere a

interacdo coulombiana entre dois elétrons representada da seguinte forma

62

- 47'580}’12 ’

U (321)

onde rip = |} — 2| € a distincia entre os elétrons. Usaremos fun¢des de onda espaciais, que
sdo combinagdes lineares de fun¢des de onda simétricas e antisimétricas, para calcular a en-
ergia média do sistema. Lembrando do fato que a interagdo coulombiana independe do spin,

precisaremos usar apenas a parte espacial da fun¢do de onda

2
e 1
U) = (7, 7)) — (i, mh)drid 3.22
(U) 47[80/#/ (rl,i’z)rlzllf(i’l,rz) ridr) (3.22)

onde (71, 7) = 5[0a () 8 (7) + 0a(7)8p (71)]. A determinagio se o sinal € +
ou — na expressdo (U) ird depender se o estado de spin € singleto ou tripleto. Logo, a energia
média depende do spin, apesar que a interacao entre dois elétrons nao dependa. Substituindo

y(71,7) na Eq.3.22 obtemos

(U) = g5z J106(71) 95 (7) £ 05, (7) 95 (71)] 51,
[9a(71) 9 (72) £ 9a(72) $p (71)]dridrs (3.23)

71)dridr, (3.24)

W)= {1 94705 (7) L 0a(7i) 05 (7)dridry
0(71)97 (7)1 02(7) 05 (7l } (3.25)

&2

V)= 32 {1 07)05(5) ;% 9l ) 9 (7)drrdrs
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04(71) 05 (72) 5 04(7) 0 (7 )drdr2 | (3.26)
<U> =FE :l:Jtrocaa (327)

onde
e [ 0n()05(3) -2 075 (7)drd 3.8
= goa [ a0 () —0ulFi)05(Fs) i (3.28)

€

T= = [ o )0n(3) - 0 ()65 (R )drd 3.29
= poe [ a0 () 06(75) 057 (3.29)

A Eq.3.27 mostra que a energia média depende do spin apesar de que a interacdo
entre os elétrons ndo possui essa depedéncia. Sabemos que E € a energia do sistema, mas como
foi imposta a condi¢do do principio da exclusdo de Pauli, entdo a energia média possuird um
termo Jy,0cq, chamado energia de troca. O termo J;c, € assim chamado porque os elétrons
trocam de estado, como pode ser verificado na Eq.3.29 [17,73].

Werner Heisenberg foi o primeiro a perceber, em 1928, a importincia da energia de
troca para explicar a ordem magnética nos materiais [26]. Ele escreveu o Hamiltoniano de troca

da seguinte forma

Hiroca = —2J1r0caS1.55 (3.30)

Esse € o chamado Hamiltoniano de Heisenberg que descreve o estado ferromagnético
[73,95].

3.3 Ondas de Spin em Sistemas Ferromagnéticos

Trataremos um sistema ferromagnético onde os atomos estao arranjados em uma
rede cristalina. Nesse sistema os spins interagem entre si (via intera¢do de troca) e inter-
agem com um campo magnético externo. Iremos escrever o Hamiltoniano anisotrépico XXZ
de Heisenberg e a energia para um sistema genérico de ondas de spin onde incluiremos o termo
A =JY/J* na mesma, e em seguida usaremos os valores de A = 1 para obetermos o usual
modelo de Heisenberg, depois alteraremos o valor para A = 0.5 para obtermos um sistema car-
acterizado pelo modelo de Ising e por dltimo faremos A = 1.15 e obteremos o modelo XY para
o sistema na regiao com esse valor. O pardmetro A € responsavel por regular a competicdo
entre os spins no plano, entre os spins no espaco e os spins na direcdo z. O Hamiltoniano que

caracteriza o sistema anisotrépico € dado por [95,96]
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_ __Z I (S1S3 4 51S)) + I SESS

— hOZSf. (3.31)

Usando as transformacdes de Holstein-Primakoff para tratar os operadores de spin como oper-

adores de criacdo e destrui¢ao [97]

V28
St = 5 (ai+a)), (3.32)

V28
S = ZT(aZf—ai), (3.33)
¢ = S—afa, (3.34)

teremos
S

AP 2(a,a]+a,a +a; aj—l—aT T) (3.35)
SfS; = —E(aiaj aaj—cﬁa]-i-cfr T), (3.36)
SiS; + S?S?zS(aiaj—kai'aj), (3.37)
i8¢ = —S(ajai+adla)) (3.38)
H = —SZ( T8~ hod; ) ala; (3.39)
H = SZ 5+ ho)8;j — JY)alaj, (3.40)
H = ZA,,a aj, (3.41)

onde A;; = S[(Jj; + ho)dij — Jlxjy ]. A equagdo acima é mais simplificada mas ainda
ndo estd posta numa forma diagonal para que possamos determinar as energias do sistema. Para

T

isso podemos transformar os operadores de campo a; € a; em operadores de modos coletivos

normais a, € aj]. Em geral essa transformacao € dada da seguinte forma
ai = Y Vag, (3.42)
q/

al = Zy/;]*; (3.43)
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Substituindo essas transformacdes na Eq.3.41 teremos

H= ZZA, ; l//q aq/, (3.44)
i.j q,q'

que leva o Hamiltoniano a uma forma diagonal
H=Y Eala,, (3.45)
q
se as autofungdes satisfizerem a seguinte equagao de autovalores
EqWy =Y Aijvy. (3.46)
J

E importante lembrar que os operadores de modos coletivos devem obedecer as usuais relacoes

bosdnicas de comutagao

gl = 8 (3.47)
lag,ay] = [2 T] =0. (3.48)

Devido a condi¢do de que o Hamiltoniano é diagonal, podemos mostrar que as autofuncdes

formam um conjunto completo e satisfazem as condi¢des de ortonormalidade abaixo:

Yvg¥y = By (3.49)
Y wiwl = & (3.50)
q

A transformacio geral Eq.3.42 deve ser utilizada para diagonalizar o Hamiltoniano sempre

que hg e J;; variarem de ponto a ponto. No caso particular onde existe simetria translacional

l//é = elid7i) ¢ solucdo da Eq.3.46. Assim as transformacdes Eq.3.42 sdo as transformadas de

Fourier
t 1 i g,
a, = ﬁzaqe (3.51)
1 .
a = ——Y aye'v". 3.52

E as relacdes de completeza e ortogonalidade das autofungdes nos fornecem
Y DT = NG, (3.53)

Y AT = NG (3.54)
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Com essas definicdes o Hamiltoniano Eq.3.41 fica

H=Y Agalag, (3.55)
q

onde A, = S[ho+J(0) —Ay(q)] ¢ a transformada de Fourier dos coeficientes A;;, sendo que

G =X,J;e iq(Fi=7j) ¢ A = J% /J°. Podemos ver que A, = E(q) sdo autoenergias desse Hamil-
toniano e sdo chamadas de magnons.

O fator y(q4) é fundamental pois é ele quem caracteriza a rede que iremos trabalhar

e também determina o ndimero de vizinhos. Dessa forma, podemos escrever ¥(§) = z1n(4),

onde

n(d) = —Y 9, (3.56)

e para o caso de uma rede quadrada simples, z; = 4 (primeiros vizinhos), teremos
1 . . . .
=\ qxa —igya igya —igya | 3.57
n(q) 2 Z et +e +eDh4e (3.57)

Usaremos a relag@o de Euler para desenvolver 1(4) e obteremos

1
N(d) = 5 [cos(g.a) +cos(gya)]. (358)

Y:(g) = 2[cos(gxa) + cos(gya)]. (3.59)

A energia correspondente para as ondas de spin em propagacao em um sistema onde

nao ocorre interagdo entre dtomos de redes distintas € dada por
Ei(q) = S[ho +J;11(0) — AJ;i(q)]; (3.60)

com [ = s,t que corresponde as redes quadrada e triangular, respectivamente.
Finalmente, a energia para as ondas de spin se propagando em uma rede quadrada
fica

Es(q) = S[ho +4J; — 2AJ%(cos gra+ cos gya)). (3.61)

Para a rede triangular, teremos z; = 6 (seis primeiros vizinhos). Escreveremos 717 da

seguinte forma

nG = 1 ol 4 p—itya y oi(a:av3/2+4ya/2) | ,—i(a:aV/3/2+qya/2)
6

1 ei(@av3/2-ga)2) | ~i(a:av3/2-gua)2) (3.62)
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Usando a relag@o de Euler para desenvolver a Eq.3.62, obteremos

n(qg) = é [ZCos(qya) +4COS(CIxa\/§/2)COS(C]ya/2)} : (3.63)

Finalmente poderemos escrever ¥ (§) da seguinte maneira

% (4) =2 [cos(qya) —|—2csos(qxa\/§/2)cos(qya/2)} , (3.64)

e montaremos a energia das ondas de spin propagando-se em uma rede triangular

da seguinte maneira

Ei(q) = S[ho + 6JF —2AJ} [cos(qya) +2cos(gxav/'3/2)cos(qya/2)| . (3.65)

3.4 Ondas de Spin em Redes Decoradas

Iremos estudar o espectro de energia de ondas de spin em diversas redes bidimen-
sionais. Primeiramente vamos analisar os casos da rede quadrada apenas com as variacdes dos
valores do parimetro A. Em seguida iremos estudar dois casos de redes decoradas. O primeiro
caso a ser estudado serd o de duas redes quadradas interpenetradas que também pode ser visto
como uma rede quadrada com corpo centrado deslocado. Depois analisaremos uma rede trian-
gular, em seguida uma rede triangular decorada. Desenvolvemos um Hamiltoniano geral para
qualquer rede cuja a decoragdo seja a interpenetracao de duas redes, assim poderemos encontrar
as energias de qualquer sistema de redes interpenetradas. E importante mencionar que mode-
los com redes decoradas sdo uteis para a compreensdo de assimetrias, por exemplo, do tipo
liquido-vapor em fluidos puros em termos do modelo de Ising [98—100], e podemos mencionar,
também: o modelo da rede kagomé triangular XX Z-Ising (modelo TKLXXZ-Ising) formado
pela insercdo de pequenos tridngulos (“a-trimeros”) com XX Z spin-1 dentro dos tridngulos da
rede kagomé (“b-trimeros”). Esse novo sistema de spin misto que pode ser resolvido exatamente
transformando-se na rede kagomé com o método de transformacao geral para sistemas de spin
decorados [101]. Podemos observar diferentes comportamentos fisicos relacionados a redes
decoradas, dentre varios comportamentos podemos citar, também, a andlise de propriedades
magnéticas de redes decoradas do tipo kagomé 2D descritas pelo modelo de Ising, as quais
foram estudadas fazendo uso da teoria de campo efetivo com correlagcdes [102]. Enconta-se,
também, na literatura o estudo de propriedades magnetoelasticas em redes planares decoradas,
fazendo uso do modelo Ising-Heisenberg [103]. Além disso, podemos citar a investigacao do
processo de magnetizagdo no modelo de Ising-Heisenberg de spin 1/2 resolvido exatamente

para o caso da rede de Bethe decorda [104].
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4 RESULTADOS

4.1 Rede Quadrada e Rede Triangular

Lembrando que para o caso de uma rede quadrada simples, temos ¥(g) = 2 [cos(gxa) + cos(gya)
acordo como foi obtido na Eq.3.59. Para a rede triangular obtemos y(q) = 2[cos(gya) +2 cos(grav/3/2) cos(
de acordo com a Eq.3.64. Relembrando que a energia correspondente para as ondas de spin em

propagacao, de acordo com a Eq. 3.60, é dada por
Ej(q) = Slho+J77(0) — AJ;¥(q)), 4.1)

com [ = s,t.

Para uma comparacao futura, a relacio de dispersdo da onda de spin para o modelo
anisotropico de Heisenberg em uma rede quadrada (Fig.10) e triangular (Fig.11) é mostrada nas
Figs. 9 (a) e (b), respectivamente, para caminhos diferentes na zona de Brillouin. O espectro
da onda de spin para ambas as redes é muito diferente do esperado, mas hd algo em comum. A
medida que os sistemas se tornam mais semelhantes, a dispersao estd se achatando, e no ponto

I, no limite do comprimento de onda longo, E < ¢°.

Figura 9: Rela¢do de dispersao para a rede quadrada anisotropica para trés valores diferentes
de A. a) rede quadrada, b) rede triangular. Linhas sélidas sdo para A = 1.0, linhas pontilhadas
A = 0.5, e linhas tracejadas A = 1.15
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Figura 10: Rede Quadrada.

Figura 11: Rede Triangular.

4.2 Redes Decoradas

De acordo com os resultados que obtivemos no artigo que publicamos, sobre on-
das de spin em redes decoradas [105], apresentaremos, aqui, o calculo genérico utilizado para
qualquer rede cuja decoracdo seja a superposicdo de duas redes que vamos chamar de a e b.
O Hamiltoniano geral para o sistema é dado por H = H* + H* + H', onde temos a soma do
Hamiltoniano das sub-redes a, b, e da interagado entre elas. Os termos de cada sub-rede ja foram
calculados no capitulo anterior.

H' =Y Aldla,, 4.2)
q

onde Afi = S [hf+7(0) — 2*¥*(g)]. e £ = a,b. Para a interagdo entre as sub-redes o Hamilto-
niano € dado por

H = - % [ (s 4 8)°)) + iisins). “3)
ij
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Calculando agora os produtos da equacdo acima

S
S;‘aS’]‘.b = 5 (aibj + aib; + ajbj + (lj-bj), (4.4)
S
ngasﬁb _ —E(aibj—aib;—ajbj‘l‘a;b;)v 4.5)
SimS)JCb + Sifasz)b _ S(albj _'_ajbj) (46)
PSP = Slala+ 8 @
Dessa forma temos que
I . .
H = =SY | ab]+alb)-
ij
Jff(aja,- + b;bj)] (4.8)

Transformando os operadores de campo a; e aj em operadores de modos coletivos normais a

e a; podemos escrever o Hamiltoniano total
H = Y (Aqabaq + Byblby +Cyaly + Dyagh) 4.9)
q
onde

Ag = S[h§+I%0)+J(0) A% (q)]

By = S|h+7(0)+7'(0) - 2°"(q)] .
c, = —SAM(qg),
D, = C.

4.2.1 Duas redes quadradas superpostas

Duas redes quadradas que interpenetram-se, mas nao ficam completamente sobre-
postas. A distancia entre os sitios da rede € o nosso parametro de controle. Nas Figs.12 e 13

ilustramos a interpenetracao das duas redes quadradas.
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O .............. O, ............. O ............. O ............. O
.............. ....
O ............... O, .............. O .............. O .............. O
.............. ....
O ............... O, .............. O .............. O .............. O

Figura 13: Duas redes quadradas interpenetradas

Na forma mais geral, os sitios da mesma rede a (b) possuem 4 primeiros vizinhos
com distancia d, (dp) enquanto que entres as redes a e b cada sitio também possui 4 primeiros

vizinhos com as seguintes distancias (ver Figs.12 e 13)

dy = dy\/o?+ B2, (4.10)

d = dpa?+(d—B), @.11)
&y = day/(d— )+ P2, .12)
dy = do/(d;— )2+ (d, — ) (4.13)

Aqui o e B sdo os pardmetros que localizam uma rede com relacéo a outra, e existem no
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intervalo0 < a < 1,0 < f <1,como vinculo 0 < (a+ f3) < 2. Isso garante que uma rede ndo
serd totalmente superposta a outra e d, = dj/d,,.

Os fatores de estrutura sao

) = J@ ( eiyda | p=idyda | gidxda | e—iqxda> ’
g = J? (ei"ydb + e M 4 oitndy 4 e_iq"d”> , (4.14)
Jg) = F <efiqxadfiqyﬁdu> 4

i (e*iQXadu+ideu(dr*ﬁ)> +

2 (eiqxdawr—a)—iqyﬁda) n (4.15)

7 <eiqxda(dr—a)+iqyda(dr—ﬁ))

Y

com Y (0) =Y, Jfl . As interagdes dependem das distancias da seguinte forma J¥ = J% /d;, onde
i =1,2,3,4. Mais uma vez nosso objetivo € diagonalizar o Hamiltoniano da rede decorada

definido pela Eq.4.9. Para isso vamos definir as seguintes matrizes

o = ( “ > (4.16)
bq

It = ( al b ) 4.17)

com

Agora podemos entdo escrever o Hamiltoniano da seguinte forma

H=Y "% o, (4.18)
q
onde
- A, C
3&”:( 1 "), (4.19)
D, B,
e as energias do sistema sao dadas pelos autovalores da equacdo acima
1 1
E(q) = E(Aq +Bq)i§\/(Aq_Bq)2+4|Cq|2> (4.20)

A partir da Eq.4.20 vemos facilmente que para o caso de interacdes entre as redes
a e b existem dois ramos de energia, um para cada rede. Quando a interacdo estd ativada a
Fig.14 mostra a dispersdo de energia quando o sistema estd interagindo. Na Figura, a linha
sélida representa um sistema Heisenberg, A = 1, enquanto a linha tracejada é um sistema mais
proximo do tipo Ising A = 0.5. Em cada painel pode-se ver dois ramos de energia, onde o sinal

positivo presente na Eq.4.20 representa a curva superior enquanto a linha inferior representa o
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r X M r'’r X M r
Figura 14: Relacao de dispersao de duas redes quadradas interagindo para quatro arranjos
diferentes da posicao das redes. As linhas sélidas sdo os sistemas de Heisenberg puros

(A* = A = 1), enquanto as linhas tracejadas representam um sistema mais préximo do tipo
Ising (A* =AY =0.5)

sinal negativo. E interessante notar que dependendo da posicdo das duas redes a e b 0s ramos
nao se cruzam em todos os painéis, hd uma degeneracdo completa dos modos no caminho de X
para M no painel c, e eles cruzam em um ponto das linhas sélidas no painel d.

E interessante observar o comportamento da relacdo de dispersio ao considerar ape-
nas a interacdo entre as duas redes, ou seja, ¥ = ¥’ = 0. Isto é mostrado na Fig.15. Aqui
usamos os mesmos parametros da Fig.14. E, novamente, a linha sélida € para o sistema Heisen-
berg e a linha tracejada € para o sistema mais parecido com o de Ising. Os modos das ondas
de spin sdo simétricos e t€m um comportamento muito diferente do caso anterior. No entanto,
a degenerescéncia de um ponto e uma degenerescéncia de caminho inteiro ainda estdo 14 nos
painéis d e c, respectivamente.

Para ter uma visao mais geral do comportamento das energias, a Fig.16 mostra o
grafico de contorno das energias para duas redes sobrepostas & = 0.3 ¢ f = 0.3. Os painéis
superiores mostram a energia das ondas de spin com todas as intera¢des de troca A%?! difer-
entes de zero, enquanto os painéis inferiores mostram a energia das ondas de spin com apenas a
interacdo de troca entre as redes J¥ diferente de zero. Os painéis esquerdos mostram a energia
das ondas de spin do ramo superior, enquanto os painéis direitos mostram a energia das ondas
de spin do ramo inferior. Além disso, a energia aumenta do azul para o vermelho. E interessante

notar que o grafico de contorno mostra alguma semelhanca com a simetria da rede quadrada.
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r X M rr X M r
Figura 15: Relacdo de dispersao de duas redes quadradas interagindo para quatro arranjos

diferentes da posicao das redes. As linhas sélidas sdo os sistemas de Heisenberg puros
(A% = A = 1), enquanto as linhas tracejadas representam um sistema mais parecido com o de
Ising (A% = A? = 0.5). Nesse caso, J** =J? =0

Os painéis inferiores refletem perfeitamente a simetria dos modos das ondas de spin mostrados
na Fig.15. Também podemos observar um comportamento nao parabdlico préximo ao ponto M
na zona de Brillouin. No entanto, para a energia das ondas de spin do ramo superior, com todas
as constantes de troca diferentes de zero, ndo podemos mais observar claramente a simetria

quadrdtica.
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Figura 16: O grafico de contorno da energia das ondas de spin. Para dois arranjos espaciais
diferentes das redes. O painel superior para & = 0.5 ¢ B = 0.87, o painel inferior o = 0.87 ¢
B = 0.5. O painel esquerdo mostra o ramo superior, enquanto o painel direito mostra o ramo
inferior da dispersdo. As energias crescem do azul para o vermelho.

Na Fig.17 mostramos o comportamento das energias das ondas de spin ao variar a
posicdo da rede b. Fixamos o parametro de altura que permitia que a posi¢ao horizontal variasse
de 0.2 a 0.8. Novamente, consideramos aqui o caso com todas as interacdes do painel superior
e apenas J¥ no painel inferior. Podemos observar uma simetria da energia das ondas de spin
em torno de o = 0.5, que esta relacionada a simetria de translacdo da rede quadrada. Pode-se
observar também a forte variacdo da energia das ondas de spin do ramo inferior em fun¢ao de
gxd/m de acordo com a Fig.14. Além disso, os painéis inferiores refletem a simetria de energia

das ondas de spin entre as ramificacdes superior e inferior observada na Fig.15.
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Figura 17: O grafico de contorno das ondas de spin para o mesmo sistema da Fig. 16. Mas
agora estamos deslocando uma das redes. Aqui f =0.3, e ¢,d,/7 = 0.

4.2.2 Duas redes triangulares interpenetradas

Vamos agora abordar o caso de duas redes a e b triangulares interpenetrantes como
¢ mostrado na Fig.18. Os pontos pretos representam os sitios da rede a e os pontos brancos
representam os sitios da rede b. Como no caso da rede quadrada, consideramos um sistema
de Heisenberg puro (linha sélida, A = 1) e um sistema semelhante a Ising (linha tracejada,
A = 0.5), com interacdo entre sitios pertencentes a redes distintas (J%) e interacdes entre sitios
pertencentes a mesma rede (J°¢,J%?). Quatro arranjos diferentes das redes, correspondendo a
4 pares (a, 3), foram considerados. Como se pode ver na Fig.19, os espectros de energia das
ondas de spin do sistema ainda mantém algumas das caracteristicas da rede triangular pura
(ver Fig.9). Em comparagdo com o caso da rede quadrada decorada, duas diferencas principais
podem ser notadas: (i) os dois ramos das ondas de spin ndo se cruzam, o que significa que
nao ha degeneracédo, ndo importa o par (&, ) e o caminho da zona de Brillouin; (ii) a posi¢ao

relativa das duas redes tem um forte efeito na diferenca de energia entre os ramos superior e
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inferior (ver, por exemplo, o painel d da Fig.19).

-1 -0.5 0 0.5 1

17T 7T
0=0.2 B=0.6 1

r X M rr X M r
Figura 19: Relacao de dispersao de duas redes triangulares interagindo para quatro arranjos

diferentes da posi¢ao das redes. As linhas sélidas sdo os sistemas puros de Heisenberg
(A* = AP = 1), enquanto as linhas tracejadas representam um sistema mais parecido com o de
Ising (A% = A? = 0.5). Nesse caso, J = J? = 0.
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A Fig.20 mostra a dispersao das ondas de spin para a situacdo com apenas interacao
entre redes, ou seja, A, = A;, = 0. Dependendo do deslocamento relativo das redes, esta configuragao
pode corresponder a rede de um favo de mel. Podemos observar que em todos os painéis 0s mo-
dos de vibracdo das ondas de spin apresentam uma simetria espelhada, como o caso da rede
quadrada decorada, mas ndo em torno de um valor especifico de E/J*. Semelhante ao que foi
observado na Fig.19, os ramos superior e inferior dos modos de vibrag¢do das ondas de spin ndo
se cruzam de forma alguma (sem degeneragdo) e a posicao relativa das duas redes tem forte

efeito na diferenca de energia entre os dois ramos, principalmente para (o = 0.35, 3 = 0.8).

20 L LI I LA L R T T T T T T 7
i 0=0.1 B=0.5 a=02 B=0.6 -
15 .
EIO: /: F~~ (\_/:-
5+ k==~ et~ —

0

20

.S 10k~ (\./___ =035 B=0.8 |
€3]

OF X M r'’r X M r

Figura 20: Relagdo de dispersao de duas redes quadradas interagindo para quatro arranjos
diferentes da posi¢ao das redes. As linhas sélidas sdo os sistemas puros de Heisenberg

(A* = AP = 1), enquanto as linhas tracejadas representam um sistema mais parecido com o de
Ising (A% = A? = 0.5). Nesse caso, J* =J? =0

A Fig.21 mostra o grafico de contorno da energia das ondas de spin do sistema
composto por duas redes triangulares interpenetrantes, para interagdes puras (painéis inferiores)
e interag¢@o entre redes apenas (painéis superiores), para o caso especifico (o = 0, f = 0.57).
Esta configuracdo corresponde exatamente a uma estrutura em favo de mel. Como antes, os
painéis da esquerda mostram o ramo superior das ondas de spin e os painéis da direita mostram
o ramo inferior das ondas de spin. Em ambos os casos, a energia aumenta do azul para vermelho.
Podemos observar que o grifico de contorno dos painéis superiores (com interacdo entre redes
apenas) mostra semelhanca com a simetria da rede do favo de mel. No entanto, semelhante ao
sistema de rede quadrada decorada, quando todas as interacdes de troca sdao consideradas (caso

de interacdo completa), painéis inferior, a simetria da rede do favo de mel ndo é mais refletida.
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Figura 21: O grafico de contorno da energia das ondas de spin. Para dois arranjos espaciais,
diferentes, das redes. O painel superior para J** = J? = 0, no painel inferior, a interacio
completa é considerada. O painel esquerdo mostra o ramo superior, enquanto o painel direito
mostra o ramo inferior da dispersédo, e tomamos & =0 e § = 0.57 . As energias crescem de
azul para o vermelho.

A fim de completar nossa andlise das redes triangulares decoradas, a Fig.22 mostra
o comportamento da energia das ondas de spin, em func¢io da posi¢ao da rede b, para B fixo
(deslocamento vertical) e o varidvel (deslocamento horizontal) de 0.4 a 0.7. Os painéis da
esquerda mostram o ramo superior das ondas de spin e os painéis da direita mostram o ramo
inferior das ondas de spin. Novamente, o caso com todas as interacdes € descrito no painel
superior e o caso com apenas J¥ = 0 é descrito no painel inferior. Em contraste com Fig.17,
ndo hd simetria em torno de qualquer valor de . A simetria é, neste caso, cerca de ¢,d, /T =
0.0. Como no caso da estrututra de rede decorada, os painéis inferiores refletem a simetria
entre os ramos superiores e inferiores das ondas de spin correspondentes a situacdo com apenas
interagdes de troca entre redes. Também se pode observar a forte variacdo da energia das ondas

de spin do ramo inferior em funcéo de ¢.d,/m de acordo com a Fig.19.
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Figura 22: O grafico de contorno das ondas de spin para o mesmo sistema da Fig. 16. Mas
agora estamos deslocando uma das redes. Para o = 0, € gyd, /m=0.
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5 CONCLUSOES

Em sintese, no presente trabalho realizamos um estudo sobre o Modelo de Heisen-
berg XXZ para investigar os espectros da relagdo de dispersdo de ondas de spin se propagando
em redes planas quadradas e triangulares. O formalismo aplicado aqui nos permite gerar varias
redes decoradas com mais de um atomo por célula unitaria. Usando a transformag¢do Holstein-
Primakoff, obtivemos a relacdo de dispersao das ondas de spin do sistema composto por duas
redes planas interpenetrando-se. Para o caso das redes quadradas decoradas nossos resultados
mostram a presenca de degeneracdo dos modos ao longo do caminho de X para M na zona de
Brillouin. Para a situacdo com apenas energia de troca entre redes, os modos de vibracao das on-
das de spin apresentam uma simetria em torno E /J¥ = 0.7, também com degenerago ao longo
do caminho de X para M. Os graficos de contorno dos modos de vribracdo das ondas de spin
mostram uma simetria semelhante aos da rede quadrada quando apenas o acoplamento de troca
entre redes € diferente de zero. No entanto, quando todas as interagcdes de troca estao presentes,
os graficos de contorno nao refletem mais a simetria quadrada da rede. No entanto, uma simetria
pode ser observada no grafico de contorno de energia em fun¢do do deslocamento horizontal
o. Em contraste, a auséncia de degenerescéncia € observada para o caso das redes triangulares
decoradas. Nao importa a situacdo, com todos os acoplamentos de troca diferentes de zero ou a
situacdo com apenas interacoes entre redes. Em particular, para as redes triangulares decoradas,
a diferenca de energia entre os ramos superiores e inferiores sao pronunciados. Além disso, para
o0 Unico caso de interacao entre redes, uma simetria estd presente, mas nao ao redor de um valor
especifico E /J¥ .Quanto ao caso da rede quadrada decorada, os graficos de contorno mostram
uma simetria correspondente ao da rede favo de mel quando apenas as interagdes de troca entre
redes sdo diferentes de zero. Pelo contrario, quando todas as interagdes de troca sao diferentes
de zero, a simetria da rede favo de mel é perdida. Também em contraste com o caso da rede
quadrada, os graficos de contorno de energia ndao apresentam simetria em torno do parametro
o, mas em torno de gyd/m = 0,0. Devemos observar que o foco do presente trabalho estd
no deslocamento relativo das redes interpenetrantes em relagdo umas as outras. No entanto,
as rotacoes também podem ser usadas neste formalismo, bem como alinhamento magnético

diferente, como antiferromagnetismo, e ambos sio assuntos de uma publicagdo futura.
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