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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar, e provar, o Principio de Harnack de Fronteira para
o p-Laplaciano em dominios suaves. O autor disserta sobre o resultado de H. Aikawa e N.
Shanmugalingam, apresentando detalhes fundamentais antes omitidos, além de também
apresentar resultados preparatérios e/ou relacionados. Para isso serao apresentadas as
propriedades do p-Laplaciano e das funcoes p-harmonicas, entre as quais estao a Desi-
gualdade de Harnack e o Principio da Comparagao. Logo em seguida é provada, com
detalhes, uma caracterizacdo geométrica para dominios C'. Mais precisamente, todo
dominio limitado de classe C'! satisfaz a condicao da bola e vice-versa. Este é um resul-
tado bastante conhecido, mas quase nunca demonstrado. Por fim, o autor junta todos os
resultados anteriores com a Estimativa de Carleson para provar o Principio de Harnack
de Fronteira. Este teorema garante que, em um dominio limitado, quaisquer duas funcoes
p-harmonicas, que se anulem em uma parte da fronteira deste dominio, se deterioram a
mesma taxa a medida que se aproximam de uma por¢ao menor da fronteira. Sua demons-
tragao se baseia no uso das condigoes interior/exterior da bola, e nos resultados citados
acima, para provar que as funcgoes p-harmonicas sao uniformemente comparaveis com a
funcao dp(-), que assume, em cada ponto x € D, o valor da distancia de x até a fronteira

0D.

Palavras-chave: equacoes diferenciais parciais; desigualdade de Harnack de fronteira;

p-Laplaciano; estimativa de Carleson; condi¢ao da esfera.



ABSTRACT

The aim of this dissertation is to present, and prove, the Boundary Harnack Principle for
the p-Laplacian in smooth domains. The author talks about the results of H. Aikawa and
N. Shanmugalingam, presenting fundamental details previously omitted, in addition to
presenting preparatory and / or related results. For that, the properties of p-Laplacian
operator and p-harmonic functions will be presented, among which are Harnack’s Ine-
quality and the Comparison Principle. Soon after, a geometric characterization for C'!
domains is proved in detail. More precisely, any limited domain of class C! satisfies the
condition of the ball and vice versa. This is a well-known result, but almost never demons-
trated. Finally, the author combines all previous results with Carleson’s Estimate to prove
the Boundary Harnack Principle. This theorem guarantees that, in a bounded domain,
two p-harmonic functions, vanishing on a portion of the boundary of this domain, decay
at the same rate as they approach a smaller part of the boundary. His demonstration
is based on the use of the interior/exterior ball condition, and in the results mentioned
above, to prove that the p-harmonic functions are uniformly comparable with the func-

tion dp(-), which assumes in each point x € D, the value of the distance from z to the dD.

Keywords: partial differential equations; boundary Harnack principle; p-Laplacian; Car-

leson estimate; ball condition.
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D D estd associado a um dominio C*! ou que satisfaz a condicao da bola
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C Se A € B é porque existe K C B, compacto, tal que A C K

~ f ~ g quando existe C' > 1, constante universal, tal que C~1f < g < Cf
= f =g quando f(z) = g(x) para todo = onde f e g estao definidas

r<l1 O numero r pode ser tomado suficientemente pequeno

supp O suporte de uma funcao: suppu := m

dq A funcao distancia ao bordo do conjunto €2: dqg(z) := dist(z, 0f2)

A, Operador p-Laplaciano, definido no capitulo que leva o mesmo nome

G.(r,y) Fungao p-harmoénica definida no capitulo sobre o p-Laplaciano
U0, Restricao de u ao conjunto €2y

LP(Q) A classe de funcoes que satisfazem (fQ |f]p) VP oo

WhP(Q) O conjunto {u € LP(Q) ; du/dx; € LP(Q), i =1,...,n}
WLP(Q)  Denota o conjunto {u € LP(Q) ; u € W'?(Q) V Qy € Q}
Whr(Q) {ueW'?(Q); suppu € Q}
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertagao abordaremos o Principio de Harnack de Fronteira (PHF), do
inglés Boundary Harnack Principle (BHP), para o operador p-Laplaciano. Vale ressaltar
que também é muito comum o uso de Boundary Harnack Inequality, ou Desigualdade
de Harnack de Fronteira, para se referir ao mesmo resultado. Trata-se, como o proprio
nome sugere, de uma versao de fronteira do clédssico resultado de EDP: a Desigualdade
de Harnack]

A Desigualdade de Harnack é um dos assuntos centrais no estudo de EDPs,
sendo uma ferramenta poderosissima e 1util para diversos fins. Em rapidas palavras, ela
garante que, para fungoes harmonicas nao negativas em um aberto €2, o infimo e o supremo
sao comparaveis no aberto 0y € (2, e, o mais importante, a constante de comparacao
independe da funcao.

Uma versao nao tao familiar, mas equivalente, desse resultado pode ser enun-
ciada do seguinte modo. Se €y € 2, existe C' > 1 tal que para todas u,v > 0 harmonicas
M <C Vazye.

v(z)/v(y)

Estando diante desta versao podemos nos perguntar o que acontece quando

em € vale

retiramos a hipétese €2y € €2 e permitimos que )y toque a fronteira de €2. Esta é uma boa
motivacao para o PHF'

Seguindo a literatura cldssica, por Principio de Harnack de Fronteira(PHF),
nos referimos a propriedade de duas fungoes harmonicas u, v se anulando em uma parte

da fronteira de um dominio D satisfazerem

u(e)fuly)
o) foly) =€

para todos x,y em uma por¢ao de D, e com C' > 1 dependendo apenas de parametros
universais.

Desde a década de 1970, o PHF tem chamado a atencao de muitos ma-
temadticos. Proposto inicialmente em (KEMPER] [1972) para dominios Lipschitz, apesar
de conter um erro na demonstragao, depois comunicado em (KEMPER], 1976), o PHF foi
de fato provado em (DAHLBERG]| 1977), (ANCONA| 1978) e (WU, |1978) de maneira
independente. Desde entao tem ganhado bastante destaque dentre os artigos de EDP
e teoria do potencial, aparecendo frequentemente no estudo de medida harmonica e de

Martin boundary, como pode ser visto em todos os artigos citados nesta introducao.

LAo longo deste texto o termo “Desigualdade de Harnack”, sem fazer distincdo entre interior ou de
fronteira, refere-se ao resultado cldssico (interior) de EDP.
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No decorrer de todos esses anos, muitas foram as generalizagoes do PHF. Em
(JERISON e KENIG/ |1982)) os autores introduzem e provam o PHF para dominios NTA
(do inglés non-tangentially accessible), uma classe que generaliza dominios Lipschitz. J&
em (BASS e BURDZY, |1991) e (BANUELOS, BASS, ¢ BURDZY], [1991) tal resultado
é provado para dominios Holder, este primeiro de forma interessante por adotar uma
abordagem com técnicas de probabilidade, apesar de produzir um PHF um pouco mais
fraco que o apresentado aqui. Ainda sobre estender dominios, em (AIKAWA, [2001)) o
autor generaliza o PHF, em sua versao scale invariant, para dominio uniforme, classe
mais geral que os NTAs.

Também foram muitas as generalizagoes de operadores, como no nosso caso,
inspirado em (AIKAWA et al.,2007)). Neste trabalho temos por objetivo principal enunciar
e provar um teorema do tipo PHF para o operador p-Laplaciano em um dominio O,
Obviamente, ao longo do texto também temos varios objetivos secudarios que também
merecem destaque, entre eles apresentar o p-Laplaciano e provar a equivaléncia entre
dominios O e dominios que satisfazem a condicao da bola.

Seguiremos o roteiro a seguir.

Primeiramente definiremos o p-Laplaciano e fungoes p-harmonicas, como também
veremos algumas de suas propriedades. Provaremos o principio da comparacao para
funcoes p-harmonicas e apresentaremos a Desigualdade de Harnack para o operador em
questao, bem como provaremos varios resultados que decorrem dela.

Em seguida provaremos uma importante caracterizacao geométrica de dominios
C1: os que satisfazem a condigao (uniforme) da bola. Se trata de um resultado folclérico,
no sentido de ser muito usado e aceito entre os matematicos mas quase nunca provado.
Apesar de usarmos somente resultados simples, sua demonstracao se faz cuidadosamente
por conter muitas etapas e algumas contas que requerem bastante atencao. Tal caracte-
rizacao se faz importante na prova do PHF pela boa ligacao que o operador p-Laplaciano
tem com a geometria do dominio.

Por fim, no ultimo capitulo, provaremos o PHF para o p-Laplaciano, principal
resultado desta dissertacao. Sua demonstracao apoia-se em dois resultados, a saber,
estimativa inferior, conhecida na literatura como Principio de Hopf, e estimativa superior.
Para a primeira usamos uma combinacao da Desigualdade de Harnack juntamente com
o principio da comparagao, enquanto para a segunda estimativa fazemos uso de outra
ferramenta bastante importante, conhecida como estimativa de Carleson e novamente em

uso conjunto com o principio da comparagao.
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2 O OPERADOR p—LAPLACIANO

Na teoria classica de equagoes elipticas de segunda ordem temos, sem duividas,
o Laplaciano como protoétipo e operador mais importante. Neste capitulo vamos nos de-
dicar ao estudo do p—Laplaciano, p € (1, 00), denotado por A, e definido, classicamente,
por

Ayu = div(|VulP~*Vu),

donde o Laplaciano surge como caso particular ao fazermos p = 2. Assim como o Laplaci-
ano, esse operador é elipticﬂ e de segunda ordem, porém com a diferenca de ser nao linear.
No quesito aplicagoes a outras areas, enquanto o caso linear (p = 2) estd bem consolidado
e dispensa apresentacoes, o p-Laplaciano, nos demais casos, estd relacionado com o estudo
de fluidos nao Newtonianos, com glaciologia (estudo das geleiras), teoria da elasticidade
nao linear, extracao de petroleo, entre outros. Nao entraremos no ambito aplicagoes, mas
o leitor pode estar consultando (GLOWINSKI e RAPPAZ| 2003)), (BENEDIKT et al.,
2018), (MASTORAKIS e FATHABADI, [2009)), e todas as suas respectivas referéncias,
para um melhor entendimento do p-Laplaciano quanto as suas origens e aplicagoes.

Ao longo deste capitulo, {2 sempre estard, a menos de mencao do contrario,
representando um dominio limitado n-dimensional, isto ¢, {2 C R™ é um conjunto limitado,

aberto e conexo.

2.1 Solucao fraca e principio da comparagao

Nosso principal objetivo ao estudar o p-Laplaciano neste capitulo é exibir pro-
priedades das fungoes p-harmonicas que nos serao tuteis para a demonstracao do teorema
principal. Classicamente dizemos que u ¢é solugao da equacao do p-Laplaciano quando
A,u = 0. Acontece que na maioria das vezes nos falta regularidade para tratar o modo
classico e temos que partir para definicoes mais gerais. Comecemos por definir formal-
mente do que se trata tais funcoes.

Definigao 2.1 (Fungao p-harménica). Sejam Q C R™ um dominio e 1 < p < oo.
Definimos que u € Wf)f(Q) ¢ solucao fraca (sentido das distribuicoes) da equagdo do

p-Laplaciano em ) se
/ (IVulP*Vu,Ve)dz =0 para toda o € W} P(Q).
Q

Além disso, quando u € continua em 2 dizemos que u € uma funcdo p—harmonica.

L Apesar de eliptico, o p—Laplaciano nao é uniformemente eliptico, podendo ser singular, no caso de
1 < p < 2, ou degenerado, quando p > 2, nos pontos criticos {Vu = 0}.
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Em particular, solugoes classicas da equacao do p-Laplaciano sao funcoes p-
harmonicas. Em todo caso, nao causando confusao aqui neste texto, usaremos a equagao
Ayu = 0 para abreviar que u é uma funcao p-harmonica (sentido das distribuigoes).
Definicao 2.2 (Solugao Fundamental). Dado 1 < p < oo, chamamos de solu¢do

fundamental do p— Laplaciano a func¢ao

Pp() =

— log |z| para p = n,
{ (1)

E fécil verificar que, como o préprio nome sugere, ¢, ¢ p-harmonica para z # 0,
mas por completude apresentaremos as contas aqui.

Teorema 2.3. A funcao ¢, dada como em ¢ p-harmonica.

Prova. Primeiro fagamos o caso p = n, onde temos ¢(z) := ¢,(x) = ¢n(x) = —log |z|.
Seja f: R" — R dada por f(z) = |z|. Como Jf/0z;(x) = z;/|x|, entdo

96, . d—logla) =
T P
Dai
T
e assim

1
|Vo(z)|P2 = = desde que n = p.

Definindo X (x) := |V¢(z)[P"2Vé(x) = —z/|x|", mostrar que ¢ satisfaz A,¢ =
0 é mostrar que divX = 0. Relembre que, se X = (X;, X5, -+, X,,) é um campo de

vetores,
n
0X;
div X (x) = x),
) =3 )
e, como
Z;
X =
entao
3XZ< ) 1 nz?|z|" 2
I‘ JR—
Oz, |=[" [
Portanto,
n 2 _

=0.

- n
|z ||+
Para o caso n # p nos permita redefinir ¢ para o novo p por ¢(x) = |z|*, onde

a:=(p—n)/(p—1). Assim conseguimos obter

99
8:152-

14

|’

(z) = alz|*”
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logo,
Vo(z) = alr|* %z

e, consequentemente,
Vo(o)P~2 = ol a2 oD,

Se fizermos X (x) := |V(x) P2V ¢(z) podemos concluir que X (z) = —Az/|z|",

onde A = —a|a|P~2. Aproveitando os calculos do caso anterior, obtemos

v X = (- ) -
el ]

Isso acaba a demonstragao. O]

Nao ¢ dificil ver que translacoes e dilatagoes de ¢, ainda sao p—harmonicas.
Segue, portanto, o seguinte resultado.
Proposicao 2.4. Para cada r >0, a fun¢io G,: R" x R" — R U {oco} dada por

( r
log , sep=n,
=

G (z,2) = ('x;z‘

()"
1—( — , Sep>n.
\ T

€ p-harmonica quando x € diferente de z.

p—n
p—1
) -1, sel<p<n, (2)

Muitas vezes ¢é interessante observar classes mais gerais que solugoes fracas.
« ~ . 1,p . ~ .
Definigao 2.5. Definimos que v € W, 2(Q) € supersolucdo fraca do p-Laplaciano em S,

ou stmplesmente p-supersolucao quando
/ (|VoP=>Vu, Vn)dz >0
Q

para toda funcio ndio negativa n € WIP(Q). A desigualdade contrdria define uma p-
subsolugao.

Encerraremos a secao com o Principio da Comparacao. Quando estamos li-
dando com operadores lineares, tal resultado sai como uma aplicacao sem complexidade
do Principio do Maximo. No caso nao linear, nao s6 tem uma demonstracao mais com-
plexa, como é um dos pilares do estudo de equagoes elipticas de segunda ordem, sendo
ainda uma area ativa de pesquisa.

Teorema 2.6 (Principio da Comparagao). Sejam u e v fungoes continuas em §2, com

u sendo p-subsolucdo e v uma p-supersolu¢ao. Se u < v em 082, entao u < v em S.
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Prova. Dado € > 0, considere o conjunto €. := {z ;u(x) — v(x) > e}. Vé-se facilmente
que tal conjunto ¢ aberto e, além disso, (2. € (2, pela continuidade de v e v. Como u e v

sao, p-subsolugao e p-supersolucao, respectivamente, vale
/<|Vu|p_2Vu,Vn>dx <0< / (|VoP~>Vu, Vi)da
Q Q
para toda n € W1P(Q) nao negativa. Consequentemente,

/ (|VoP=>Vo — |VulP~*Vu, Vi)dz > 0 (3)
0

para toda n € W}P(Q) nao negativa.

Ao tomarmos a fun¢do nao negativa n(z) := max{u(z) — v(xz) — ¢,0}, ¢é claro
que n € WP(Q) e, se z ¢ Q. entdo u(z) — v(z) —e < 0 e assim n(x) = 0. Portanto,
supp(n) C Q. e entao n € WP(Q). Substituindo  em (3 ficamos com

/ (|VoP=*Vv — |[VulP~*Vu, Vo — Vu)dz < 0, (4)

Qe
mas isso s ¢ possivel se a integral acima for nula e, ainda assim, somente no caso de
termos Vv — Vu = 0 para quase todo ponto em €).. Do contrario, se existe D C 2, de

medida positiva tal que Vv — Vu # 0 nesse conjunto, entao, em D teremos

(|[VoP=>Vo — |VulP~*Vu, Vo — Vu) = [Vol? + |[VulP — (|[VoP~% + |Vul[P~?) ((Vv, Vu))
> [VolP + [ValP — ([VolP~2 + [VulP=?) (Vo] [ Vul)
= [VoP~H(|Vo| = |[Vau|) = [VulP~H (Vo] — [Va))
= (Vo= = [Vu ) (Vo] = [Vul)

> 0,

o qual contradiz o fato de ser nao-positiva a integral em . Portanto, Vv — Vu = 0
para quase todo ponto em €).. Nesse caso temos u(z) = v(z) + C em 2., onde C' € R é

constante. Mas em 02, vale u = v + ¢, dai
u=uv+¢eem ).

Desde que u < v+¢ em Q\€)., obtemos que u < v+¢ em €. Pela arbitrariedade

de € podemos concluir que u < v em (), como queriamos. O

Como corolario obtemos o Principio da Comparacgao para fungoes p-harmonicas,

uma vez que essas sao continuas e simultaneamente p-subsolugoes e p-supersolugoes.
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2.2 Desigualdade de Harnack

Em (HARNACK, |1887), Carl Gustav Axel Harnack propoe e prova, em di-
mensao 2, uma desigualdade para fungoes harmonicas que mais tarde ficaria conhecida
por trazer seu nome. Na sua forma mais conhecida, devido a (KELLOGG] [1929)), ela
assegura que para uma funcao harmonica nao negativa u, definida em €2 C R", dominio

que contém a bola B(zg,2r), existe C' > 1 que independe de u para o qual se tem

sup u < C inf wu.
B(zo,r) B(zo,r)

Dada a universalidade de C, tal resultado firmou-se dentre os mais importantes
no estudo de EDPs pois dda um controle do quanto variam as fucoes harmonicas e este
controle independe da funcao em questao. Ao longo dos anos foi sendo aperfeicoado e
generalizado para diversos outros operadores muito mais complexos que o Laplaciano.
Uma boa referéncia com parte dessa evolugao é (KASSMANN| 2007).

Para demonstrar nosso objetivo, no capitulo final, precisamos da seguinte De-
sigualdade de Harnack para o operador p-Laplaciano.

Teorema 2.7 (Desigualdade de Harnack). Suponha queu € W,5P(Q) seja p—harménica
e nao negativa em B(xq,2r) C Q. Entao, existe C = C(n,p) > 1 tal que

sup v < C inf wu.
B(zo,r) B(zo,r)
Observacao: A conclusao desse teorema é na verdade equivalente a provarmos que existe
um tal C' satisfazendo u(z) < Cu(y) para todos z,y € B(xg,r). Além disso, é importante
dizer que o teorema ainda ¢ valido quando temos u sendo solugao fraca de A,u = 0, isto
é, nao necessariamente continua. Nesse caso pode ser necessario trocar infimo e supremo
por infimo e supremo essenciais.

Nao apresentaremos aqui a demonstracao deste resultado. Acontece que, ape-
sar de termos o mesmo resultado do Laplaciano, devemos ter em mente que sua cons-
tatagao fica cada vez mais longa e complexa a depender do operador. Em (LINDQVIST,
2019) temos uma demonstragao desse teorema para o caso do p-Laplaciano seguindo
principalmente as ideias de (MOSER) 1961), que sem duvidas é um dos mais impor-
tantes artigos do assunto. Também o leitor esta convidado a ver artigos classicos como
(SERRIN|, [1963), (SERRIN| 1964), (TRUDINGER], [1967) e (LIEBERMAN]| 1991)) para
demonstragoes mais gerais.

Na verdade, podemos usar o resultado anterior (repetidas vezes) a fim de obter
uma versao refinada, na qual ganhamos de uma forma bem mais explicita a constante
de comparacdo. Esta versdo é apresentada e demonstrada em (BRAGA| 2017) para
equagoes totalmente nao lineares e depois usada em (BRAGA e MOREIRA| 2020)) numa
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versao para um operador que generaliza o p-Laplaciano. Também pode-se encontrar uma
demonstracao detalhada em (BRAGA| [2015)).

Aqui ja a enunciamos da maneira escalonada sob a observagao de que, sendo
u uma func¢do p-harmonica e positiva em B(zo, R), a fun¢do v(y) := u(zg + Ry) definida
em B(0,1) também ¢é positiva e p-harmonica.
Teorema 2.8 (Desigualdade de Harnack Refinada). Suponha que u > 0 seja p-
harménica em B(zg, R), onde xy € R"™ € fixzo. Entao existem C,179 > 0 dependendo

apenas de n e p tais que

sup u < CR*™(R—7r)?™ inf v VO<7r<R
B(zo,r) B(zo,r)

Em particular, para v € (0, 1), vale

sup u<C(1l—7 27 inf .
B(zoyR) ( ) B(zo,vR)

Prova. Corolério 4.1 de (BRAGA| 2015). O

Observacgao: Podemos destacar a mesma observacao do caso anterior, sobre comparar
quaisquer dois valores por u(z) e u(y) para z,y € B(xg,vR), mas sem dividas o destaque
maior fica pela independéncia que a constante de Harnack tem dos raios das bolas. Pela
tiltima equacdo fica evidente que C' := C(1 — v)~2™ depende apenas de n, p e da razdo v
entre esses raios.

Além disso, podemos estabelecer a Desigualdade de Harnack para conjuntos
mais gerais que bolas.
Teorema 2.9 (Desigualdade de Harnack generalizada). Seja Qg € Q. Suponha que
u € I/Vlif(Q) seja p-harmonica e nao negativa em 2. Entdo existe C = C(n,p, Q) > 1
tal que

supu < C'inf u.
Qo Qo

Prova. Facamos inicialmente o caso em que {2y é conexo por caminhos. Como 2y € (2,
Qo é compacto. Diante disso, é facil obter uma cobertura finita de Qg por bolas abertas
{B;})X, onde B; = B(x;,7), de modo que B(z;,2r) C €.

Dados z,y arbitrarios em €2 existird um caminho 7 os conectando. Tal ~
(na verdade seu trago) é também um conjunto compacto e, além disso, podemos cobri-
lo por uma subfamilia finita {Bj}f:1 C {Bz-}fvzl, onde podemos supor, sem perda, que
B;N Bj1 # 0 para todo 1 < j < k — 1. Desta forma podemos tomar uma sequéncia, em
v, {zo =2, 21, - ,x4_1, 1 =y}, onde x; € BjNBj4q, para j = {1,--- ,k—1} (Figurall),

e em cada par consecutivo desses pontos aplicar a Desigualdade de Harnack para bolas.
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Figura 1 — Familia de bolas cobrindo v

Fonte: elaborada pelo autor.
Assim, teremos como resultado
u(z) < Cru(zy) < C1Cy u(zg) <+ <Oy Cp u(ag) =Cr- - Cp u(y) < C uly),

onde C' = Cy---Cy > 1. O teorema esta assim provado para conjuntos conexos por
caminhos, dada a arbitrariedade de z e y.

Para o caso geral nossa estratégia serd envolver () em um conjunto conexo
por caminhos que ainda esteja compactamente contido em 2.

Tome § = dist(€, 9?) e considere a familia B = {B,},;, formada por todas
as bolas By = B(x,,0), centradas em z) € €, que satisfazem B(z),46) C Q2. Como 2 é um
conjunto limitado, serd compacto o conjunto K := m Sendo ainda dist(x, 9Q) > 46
para todo x € g, temos Qy C K.

Para cada A € L defina By = B(zy,20). Afirmamos que User By, é cobertura
aberta de K. De fato, tome arbitrariamente 2 € K. Existe uma sequeéncia {z,} C (J,, Ba
tal que x; — z. Entdo vai existir um ky € N para o qual |z, — x| < §/2. Sendo A, tal

que Ty, € B),, concluimos

|2y, — x| < TNy — Tho| + |28y — 2| < 20.
—_—— N——

<6 <6/2

Portanto = € B Ao+ Provando nossa afirmagao.

Sendo K C J,o, By compacto, existe uma subcobertura finita {B;}I", C
{By\}rer tal que B; = B(xy,,20) e Qy C K C Ui~ Bi. Sendo Q um dominio, podemos
considerar caminhos que ligam os centros das bolas B;. Precisamente seja 7; um caminho

que conecta xy, e . Pela compacidade de cada ~;, podemos concluir que o conjunto
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S:=(U~, B;)U (U:’:ll 7;) é também compacto, novamente com o abuso de estar tratando
do conjunto trago de 7; em vez do caminho ; propriamente dito.
Acabamos de obter um conjunto S conexo por caminhos que satisfaz y &

S € () e entao, usando a primeira parte da demonstracao,

supu < supu < Cinfu < Cinf u,
QO S S QO

com C' > 1 como queriamos. O]

Da Desigualdade de Harnack decorrem varios resultados importantes dentre os
quais listaremos alguns. Mas antes, apresentaremos o seguinte lema, de rapida demons-
tragao e que ajuda na prova do proximo resultado.

Lema 2.10. Seja w: (0, Ry] — R wma fun¢do ndao decrescente. Suponha que existem

0 <7, 7 <1 para os quais w satisfaz a desigualdade
w(TR) <yw(R), ¥V R<Ry. (5)

Entao, dados quaisquer p € (0,1) e R < Ry, constatamos que

(R < () wih) (6

~—

onde C = C(y) e a = a(y,T, 1) sao constantes positivas.

Prova. De inicio, tome arbitrariamente R, < Ry e fixe-o. Por obtemos
w(TR) <yw(R), VY R<R;.
Consequentemente
w(T?’R) = w(7(TR)) < Ww(TR) < y*w(R), V R < R;.
E, indutivamente,
w(tT™R) <A"w(R), VmeN, VR<R;. (7)

Para todo R < Ry podemos tomar m de forma que 7™ < R/R; < 7m=1 Por

um lado, ao invocarmos a monotonicidade de w, obtemos
w(R) S w(t" ' Ry)) <" w(Rr) < 4" w(Ro). (8)

Por outro lado,

(s hos s — (omyior, ™ o < 2
Ry
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que implica

1 log v/log T
e () )
v\

Por juntar e @D, podemos concluir

1 R log v/log T
w(R) < S <R_1) w(Ro),

e por tomar Ry = R(l)_“ R* < Ry concluimos

1 /R (1—p)log~y/log ™
CU(R) S ; (EO) W(Ro),

como nos foi designado em (), com a := (1 — p)log~y/logT e C :=1/7. O

Definigao 2.11 (Fungao Hoélder continua). Uma funcdo u definida Q C R™ € dita
ser Holder Continua em X com expoente o, ou simplesmente a-Holder Continua, quando

existem o = a(n,p) >0 e L > 0 tais que
u(z) —uy)] < Lz —y|*  paraz,y € X.

Quando a = 1 na definicao acima, u é chamada Lipschitz.

Decorre da Desigualdade de Harnack este fato importantissimo para o estudo
de regularidade de solugoes.
Corolario 2.12 (Holder continuidade das solugoes). Seja u fungdo p—harménica

em Q3 B(xg,2r). Entao u é Hélder continua em B(xg,T).

Prova. Vamos comegar definindo, para qualquer nimero R > 0, Bg := B(xo, R), M(R) :=
supg, u, m(R) := infp, u e w(R) := M(R) — m(R).
Tome x,y € B(xzg,r) arbitrarios. Temos dois casos.
e Caso l: |z —y| >
Nesse caso observe que as fungoes u—m(2r) e M (2r)—u sao p-harmoénicas
e nao negativas em B(xg, 2r). Pela Desigualdade de Harnack, existe C' > 1 depen-

dendo apenas de parametros universais, e nao da funcao, tal que

M(r) —m(2r) = sgp(u —m(2r)) < Cigf(u —m(2r)) = C(m(r) —m(2r)) (10)

M(2r) —m(r) =sup(M(2r) —u) < C’ijIBle(M(Qr) —u)=C(M(2r)— M(r)). (11)
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Somando e podemos conlcuir que

C—-1
C+1

w(r) < Aw(2r), onde A := < 1. (12)

Na verdade podemos concluir que
w(p/2) < Aw(p), YV p<2r

Por consequéncia, usando o Lema com Ry =2r, R=p, 7 =1/2ey = A,

chegamos em

wip) < A <2ﬁ>aw(2r) = Lip® para 0<p <2, (13)
r

onde Ly := Aw(2r)/(2r)*, com A = 1/) dependendo apenas de A, bem como e «,

uma vez que o 7 do lema aqui é constante e o ;1 também pode ser fixado previamente.

Fazendo p; = |xg — x| < r e py = |rg — y| < r obtemos

[u(wo) — u(r)| < w(pr) < Lipt = Li|wo — 2|* < Lijz —y|* e,

u(zo) — u(y)| < wlp2) < Lips = Lalwo — y|* < Lifz — y[*.
Portanto,
u(@) — u(y)] < |u(zo) — u(@)] + |u(zo) — u(y)] < 2L1|z — y[*.

Caso 2: |z —y| <.

Fazendo R = r/2 podemos repetir o mesmo processo do caso anterior
com x em vez de xg, e valerd para R no lugar de r. Entao, se fizermos p =
|z—y| < 2R, teremos um Lo, dependendo de A e r, mas que possivelmente é diferente

de Ly, satisfazendo
u(z) —u(y)| < w(p) < Lap™ = Lo|z —y|*.

Detalhe para o fato do a ser o mesmo em ambos os casos, uma vez que pelo

Lema este s6 depende das constantes 7 e «, cujos valores sdo, respectivamente, 1/2

e A nos casos acima. Para finalizar basta tomar L = max{2L;, L2}, e ao pegarmos z,y

arbitrarios, teremos a condicao de Holder continuidade para L e a que independem dos

pontos escolhidos.

]
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Observacgao: Desde que a Desigualdade de Harnack pode dispensar continuidade, esta
propriedade se torna apenas uma redundancia na definigao de funcao p—harmonica, uma
vez que o ultimo teorema também pode ser enunciado e continua vélido para solugoes
fracas.

Quando estamos nos referindo a 2 como R", ganhamos da Desigualdade de
Harnack o seguinte Teorema do tipo Liouville.
Corolario 2.13 (Teorema de Liouville). Seja u fungdo p-harmoénica em R™ limitada

superiormente ou inferiormente. Entao u € uma funcdo constante.

Prova. Sem perdas, suponha u limitada superiormente, isto é, u < M = supg. u < +00.
Agora defina v := M — u e considere € > (0 arbitrario. E f4cil ver que v é p-harmonica e

nao negativa. Pela Desigualdade de Harnack vale

0 < sup v <C inf v, Vor>0.
B(0,r) B(0,r)
Em particular, ja que infge v = 0, podemos escolher r grande suficiente para
que infp() v < g, dai

0< sup v < inf v < CCe.
B(0,r) B(0,r)

Pela arbitrariedade de € podemos concluir que v = 0 e assim u = M. O]

Corolario 2.14 (Principio do Méaximo Forte). Seja u fun¢ao p-harménica em um
dominio Q que atinge o mdximo em um ponto xo € 2 (ponto interior). Entao u € fun¢ao

constante.

Prova. Seja xy ponto interior de §2. Como supg, u = u(xg), se definirmos v := u(zg) — u,
podemos facilmente constatar que v é fungao nao negativa e ainda p-harmonica em ().

Dado z € €2 qualquer, como ) é conexo por caminhos, existe um caminho
~v conectando = e xy. O trago de v é compacto, portanto, de modo semelhante ao da
demonstragao do Teorema [2.9, vamos considerar uma sequéncia finita de bolas cobrindo
~ de tal forma que se tomarmos as bolas de mesmos centros e raio dobrado ainda estejam
contidas em (2.

Assim procedendo, chegamos em v(z) < Cv(xy) = 0, donde segue que v é

identicamente nula em (2 e, consequentemente, que u = u(zy). ]
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3 CARACTERIZACAO GEOMETRICA PARA DOMINIOS DE CLASSE
Cl,l

Neste capitulo daremos uma prova da equivaléncia entre uma defini¢ao analitica
e uma condicao geométrica bastante conhecida, a saber, a condi¢cao da bola ou, por ve-
zes chamada, condicao da esfera. Para provar o principio de Harnack de fronteira para
dominios C''', nossa estratégia passa por uma descricao geométrica para tais dominios.

No momento em que atribuimos uma caracterizacao geométrica, podemos
comecar a pensar além do cendrio euclidiano. Diferente do caso C'! cuja nocao s6 faz sen-
tido em dominios contidos em R”, quando dispomos de uma nocao geométrica podemos
estender as ideias e técnicas aqui usadas para espagos métricos mais gerais.

O teorema a seguir é o objetivo deste capitulo. Trata-se de um resultado
bastante conhecido do folclore matematico, ou seja, um resultado bem aceito e utilizado
por matematicos, mas que sua demonstracao é quase sempre omitida tornando dificil
inclusive achar uma boa referéncia para citacao. Estaremos seguindo as ideias usadas em
(AIKAWA et al. |2007), Lema 1.1, mas tentando preencher todos os detalhes. Outra boa
referéncia é o artigo (LEWICKA e PERES| 2019) do qual retiramos o Lema das quatro
bolas (Lema que é enunciado na préxima se¢ao e utilizado na segao seguinte.
Teorema 3.1. Seja D C R™ um conjunto limitado. D é C1?t se, e somente se, satisfaz a
condicao da bola.

Vamos separar a demonstragao deste teorema em duas proposicoes. Mas antes

introduziremos os conceitos basicos.

3.1 Conceitos e resultados preparatoérios

Comecaremos com as duas principais defini¢oes do capitulo.
Definigao 3.2 (Dominio C''). Um dominio (conjunto aberto conexo) D C R™ limitado
é dito ser CH' se existem constantes C,ry > 0 tais que, para todo & € 0D, existe um
sistema de coordenadas com & = (', z,) € R"! x R, e uma fungio ¢ : U C R - R

de classe CY1 satisfazendo

IVe(y') = V() < Cly' — 2]

B(&,r0) N D = B(&,1r0) N {(2,2,); 2 > ()}
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Defini¢ao 3.3 (Condigao da bolaE[). Seja D C R™ dominio limitado. Dizemos que D

satisfaz a condicao da bola interior com raio R se existe R > 0 satisfazendo:
VEEOD,3E € D;B(E,R)C D eécSELR).

Dizemos que D satisfaz a condi¢ao da bola exterior com raio R se existe R > 0

satisfazendo:

V&€ 0D, 3¢ e DG B(EY,R) C D° e & € S(E°,R).

Finalmente, dizemos que D satisfaz a condi¢ao da bola quando satisfaz, si-

multaneamente, a condi¢ao da bola exterior e a condi¢ao da bola interior.
Observacgao: Como dito no inicio do capitulo, esta propriedade pode ser chamada de
condicao da esfera, ou propriedade da esfera. Em alguns artigos acha-se até quem use que
D tem curvatura limitada para dar nome a essa propriedade. O fato é que trata-se de
uma condicao bastante explorada no estudo de EDPs, e um conceito relativamente antigo
jé aparecendo em (POINCARE, 1890).

Apresentaremos uma sequéncia de resultados essenciais para provar o objetivo
do capitulo, alguns elementares, mas que nao custam tanto ao ponto de serem omitidos.
Lema 3.4. Dados C, P € R™ er > 0 tais que P € S(C,r), esfera de raio r com centro
no ponto C'. Entao, para todo () € R"™, sao equivalentes:

i) Q€ B(C,r).
ii) |]ﬁ| < 2rcosf, onde 0 := A(@,P—d)
Se relembrarmos que cos(4(u,v)) = (u,v)/|ullv| e |ﬁ] = r podemos trocar o

sequndo item por:

i) |PG| < 202F0,

Prova. Sem perdas podemos supor que P = 0, ou seja, a origem do sistema, e que
C=(,r) e R xR, Assim@:Q:(qb,.. ) eﬁzc,

Primeiro suponha @) € B := B(C,r). Neste caso (Q,C) = rqg, > 0 pois

B C R"™ x (0,+00). Vamos mostrar que |Q] < 2{%.

Tome A > 0 tal que \|Q| = 2%, ou seja, A = Q%IC;)‘

Afirmagao 1. \Q) € S(C,r).

LA rigor, como na literatura, caberia a palavra “uniforme” logo apés “condicao”, dada a uniformidade
do raio. Mas isso nao deve causar confusao.
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Prova da Afirmacao: De fato,

AQ = CI = [AQ* +[C]* = 2M(Q, C)

(Q.C) | (Q.C)
=4 +7r°—=2-2 {Q,C)
Q[ Q[
=72
Para mostrar que |Q| < 2% sO precisamos ter A > 1, e isso ocorre, pois
(@,0)

QeEB=Q-CP?<r?= QP+ |C?-2Q,C)<r?=1<2 =\

QP
_

Suponhamos agora que |Q| < 2r cos 0 ou, equivalentemente, suponhamos |Q| <

2_<C]2c,’2(|j>‘ Neste caso, pela Afirmacao , AQ € S(C,r), onde A = 2<‘QQ’|C;> e que, por hipotese,
(

A > 1. Como B é convexa, 0 e A\Q pertencem a S(C,7) e Q € (0,A\Q) C B segue que

@ € B, como queriamos. n

O lema a seguir, apesar de possuir um enunciado simples, assume papel de
grande relevancia nesta dissertacao. E um resultado que por si s6 ja acarreta muitas
consequéncas, e que se encaixou perfeitamente aos nossos propositos depois de reduzirmos
o problema inicial da prova da boa definicao da funcao da Proposicao [3.8
Lema 3.5 (Lema das quatro bolas). Sejam xz,y € R" e u,v € S(0,R). Se tivermos
B(x+u,R)NB(y—v,R) =0 e Blx —u,R)N By +v,R) =0, entao |u —v| < |z —y|
(Ver Figura[2).

Figura 2 — Lema das quatro bolas

By+v,R
(y ) S(0.R)
B(y -0, R)

Fonte: elaborada pelo autor.

B(z+u,R)

B(z —u,R)
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Prova. A menos de uma translagao, podemos supor sem perda de generalidade que a

origem é (x+y)/2, ouseja, y = —z (isto é, devemos provar que |u—v| < |z —(—2z)| = 2|x|).

Logo,

Assim,

Defina z := x + “£¥ e veja que

U—7v u+v
= —V=Zz—T— .

2 2

u—v

€ B(—z —v,|z|).
Ao mesmo tempo,

u;U:u—u—gv:u—z+:c:>uQ;U€B(x—|—u,|z]).

u—v

€ Bz +u,[2]) N B(=x — v, |2]),

Portanto, usando da hipétese que B(z + u, R) N B(—x — v, R) = (), podemos

concluir que

2
u—+v

R<|]zP=|z+ 5 (14)
Analogamente, fazendo w := —x + *F* temos *5* € B(x — u,|w|) N B(—z +
v, |w|). Entéao
u+vl?
R <|wf* = |v — 5 (15)
Somando e e usando a lei do paralelogram(ﬂ temos
2 2
U+ v u+v
2R? < ‘:v + + ‘x -
2
u+v
=2 |z]* +
(10152
2 1 2
=2lz|* 4+ =|u+v|*,
2
e, usando novamente a lei do paralelogramo,
2Em um espaco vetorial normado E, cuja norma ||-|| provém de um produto interno, vale, para a,b € E :

2(l[all® + [Bl[*) = lla + bl|* + |la — bI|*.

Vale mencionar que a reciproca também é verdadeira e se vale a igualdade acima, a norma provém de
um produto interno.
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1 1
2|z|? + 5’“ +o? =2z]* + 3 [2|uf® +2[v* — |u — o]
2
= 2l + fuf? + o - 22T
2
= 2|z|* + 2R?* — Ju—v®
2
Consequentemente 2R?* < 2|x|? + 2R? — @, que por sua vez implica que
lu — v]? < 4]z|?, ou seja, |u — v| < 2|z| como querfamos. O

Lema 3.6. No sequinte triangulo isésceles (Figura D vale que cosf = %, para A €
(0,2). Consequentemente se A <1 temos 0 < 6 < /3.

Figura 3 — Triangulo isésceles

AR

Fonte: elaborada pelo autor.

Prova. E uma aplicagao direta da lei dos cossenos. Dela decorre que
(AR)? = R* + R? — 2R*cos §.

Portanto,
2 —\?
5
Obviamente, se A < 1, temos cosf > 1/2 que por sua vez implica em 0 < § <

/3. O

cosf =

Ao longo do restante do capitulo, D sempre serd um dominio limitado.
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3.2 Dominios C!! satisfazem a condigao da bola

Proposicao 3.7. Se D C R" é C%! entdo D satisfaz a condi¢io da bola.

Prova. Considere as constantes C,rq > 0 da Defini¢ao para dominios C%'. Agora
tome & € 0D arbitrdrio. Para este ponto existe ¢: R"! — R de classe C1! tal que
B(& o) N D = B(&,r0) N{(2',2n); 20 > p(2')} € [Vo(y') — V(2')| < Cly' — 2.

Observe que a menos de uma translagao podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que £ = (0/,0) € R"! x R, ou seja, p(0') = 0. Como D ¢ de classe C1!, sabemos
que para cada ponto da fronteira de D existe espaco tangente e este é um espaco vetorial
de dimensao n — 1, logo, também sem perdas, podemos supor, a menos de uma rotacao,
que o espaco tangente em & é R"1. Mais precisamente, a menos de uma rotacao podemos
supor que Vi (0') = 0.

Sendo V¢ Lipschitz, entao para todo 2’ € R*! vale que

[V(a')] = [Ve(a') — Ve(0')] < Cla’ = 0] = O]
E pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que
p(r') = p(a’) — p(0) = (Vip(62'), 2) .
Portanto, vale:
()] = [{Ve(0'), ) | < [Vep(0a')||2'] < Cloa’l[e'] = COl']* < Cla’*. (16)

Fixado qualquer r > 0, temos £ =0 € § (re—g,r). Além disso, para qualquer
x = (2, z,) € S(reg,r) N {z, <r} vale

N 2
xn:¢r(x,)::r_\/m27“ 1-— 1—(m)

r

E, como

!
|x—re_n>|:r:>|x'|2+(:vn—r)2:r2:>|x’|2§7“2:>‘$—|§1,
r

podemos usar o fato de

t
Vici<i-g, vielo

para concluir que
||

o2r

P (x') > Vx| <. (17)
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Tomando r < % e usando as equacoes e temos

||

be(a') 2 > Cla'* > Jp(2')|-

2r

Entao

V(@) > p(a') > . (2),

ou seja,

T, > (@) > —x,, V| <r (18)

Podemos concluir, por (18], que o hemisfério inferior de S (re_,i, r) esta contido
em {(v',yn) € R";y, > o(y')} para todo r < 1/2C. Portanto, dado qualquer r < 1/4C
teremos

Sren,m) C{(W yn) € Ry > (¥}

Ao mesmo tempo podemos tomar r < 1, digamos r < 7, para algum 7 > 0
fixo, para que tenhamos S(re,,r) C B(€, 7). Sendo assim, ao tomarmos R < min{7, vieds

teremos
S(Ren, R) C B(&,10) N {(¥ . yn) € Ry > 0(y)}.

Como
B(&,m0) N D = B(&,70) N{(Y,yn) € R" 9 > 0(¥)},

entao S (REZ, R) C D. Claramente vale o mesmo para a bola em vez da esfera. Portanto,
existe R > 0 tal que D satisfaz a condicao da bola interior com raio R.
Analogamente ¢(z') > —z, implica que B(—Re,, R) C D¢. Concluimos assim

que D satisfaz a condicao da bola exterior e, consequentemente, a condicao da bola. [

3.3 Dominios que satisfazem a condigao da bola sao C!+!

Na presente secao vamos nos dedicar ao término da demonstracao do Teorema
B.1] Vamos dividir a prova da seguinte proposigao em passos, os quais serdo chamados de
afirmacoes, mas sempre lembrando que estamos dentro da prova da proposi¢ao principal.

Proposicao 3.8. Se D satisfaz a condicao da bola com raio R, entdo D é C11.

Prova. Suponha que D seja dominio satisfazendo a condigao da bola (Definigao (3.3))
e tome £ € dD. Devemos mostrar que existe ¢: U C R*™! — R de classe C1! tal que
B(&,70)ND = B(&,10) (&', 2,); 20 > 9(a)} ¢ Vip cumpra [V (y') — Vip(=)] < Clyf/ —='
para quaisquer y', 2z’ € U, onde C e 1y sdo constantes positivas e universais.

Sem perda de generalidade podemos supor que £ = (0/,0) € R*! x R, que
£ = (0,R) e que £&° = (0, —R). Neste caso teremos B := B({',R) = B(Re;.,R) ¢
B¢ := B(¢¢, R) = B(—Re,, R).
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Tomando L, := {(2/,R) € R"! x R;|2'| < R} e L_ := {(2/,—R); |2'| < R},
podemos definir p: B, ;(0/, \R) C R"! — R, com \ < 1 escolhido posteriormente, dada
por ¢(2') = x,, onde (2',z,) € 9D N[(z', R), (2', —R)].

Afirmagao 1 (Boa definigao). A funcao ¢, acima apresentada, estd bem definida, isto

é, 0D N |[(«', R), («', —R)] tem um tnico elemento para X < 1.

Prova da Afirmacao: De fato, como (2/,R) € D ¢ (', —R) € D° e o segmento fechado

[(2/, R), (2/,—R)] é conexo, entdo, pelo Teorema da Alfandega, temos no minimo um
elemento em 0DN[(2/, R), (', —R)]. A unicidade vem da condigao da bola, como veremos
a seguir.

Seja n = (7', 2,) € dDN[(2', R), (2/, —R)]. Defina A = (2/, R—/R% — [2/]?) e
B = (2/,—(R—\/R? —|2/[?)), ou seja, A e B sio pontos no qual o segmento intersecta as
esferas interior e exterior respectivamente (Veja Figura . Como [(«/,R),A) C B{ C D
e (B,(z',—R)|] C Bf C D¢, tais segmentos nao podem conter pontos da fronteira de D.
Para mostrar que 1 é nico, veremos que [A,n) C D e (n, B] C D°.

Figura 4 — A funcdo ¢ e a disposicao de A e B

Fonte: elaborada pelo autor.

Vamos inicialmente mostrar que [A,n) C D. Em 7 usamos a condigao da
bola e obtemos B} = B(n',R) C D e Bf = B(n°,R) C D de tal forma que n €
S(n',R) N S(n° R), como esquematizado na Figura . Provaremos que A € B} e, por
convexidade, teremos [A,7) C B}.

Sejamu:ﬁz:A—n,v:nn":ni—new:Re_g. Note que u e w sao
paralelos e de mesmo sentido, portanto, 6 := £ (u,v) = £(w,v). Estes vetores e o angulo

entre eles foram destacados no lado direito da Figura[f] Pelo Lema [3.4

AeB) & |ul <2Rcosb. (19)
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Figura 5 — Condicao da bola em 7 e angulo entre os vetores v e W

£
|
=1

<
Y

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora observe que w,v € S(0, R) e {,n € R" satisfazem:
B({+w,R)NB(n—v,R) = Bi{NB; = = B¢ N B, = B({ —w,R)N B(n+v,R).
Entéo, pelo Lema 3.5 |w — v| < [€ — | = |n|. E, pela desigualdade triangular,
[ = (@' )| < [2/| + || < [/ + R = /R = |22, (20)
Desde que tenhamos |w — v| < R, o Lema nos garante que
0 <m/3,
e assim cos @ > 1/2. Esta ultima implicando que
R <2Rcos#.
Além disso, é certo que
jul = [74] < |B — A| = 2R — VR~ [P}, (21)

Como queremos satisfazer o lado direito de , entao nos é suficiente achar
A < 1 tal que |n] < R e |u| < R. Utilizando-se das equagoes e encontraremos
A > 0 para o qual vale

7| +2(R—/R2—|2'|?) < R, V|| <AR.

Automaticamente teremos

nl < 2’| + (R — /R? — |2'?)
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lu|] <2(R—+/R?>—12']?) <R.

Como a funcao f(t) = t + 2(R — vV R? —t2) é crescente para t € Ry, dado
A < 1 arbitrario temos, para qualquer |z'| < AR,

17|+ 2(R — /B2 — |2/]2) < AR + 2(R — /B2 — (\R)?
= RO +2(1 = V1= )2)).

Mas

RA+21-vV1I-X)<Re (A+2(1-v1-X2)) <1

5N +20—-3<0
3
SAe | —1,-].
3
Portanto, tomando A = 3/5 teremos || < R e |u| < R, e, por toda a discussao,
obtemos o lado direito de . Portanto, A € Bfl e assim [A,n) C D, por convexidade da
bola.

Vamos provar agora que [B,n) C D¢, para o mesmo A, mostrando que B € By
Pelo Lema [3.4] ¢ suficiente concluir que

]77?| < 2Rcos, onde 0 := 4(77?,7?)

— — —
Primeiro note que 77? = —nAenn® = —nn'. Logo

— —
ﬁ nA —nn’) = £(nA,m’) < /3.

Isso implica que 2Rcosf > R e, como |77§| <|B—A| < R < 2Rcosf, temos B € B,
Portanto, esta provada a afirmacao e ¢: B, (0’ , %) — R esta bem definida. |

Observacao: Na demonstragao acima, ao encontrarmos A, ha uma certa negligéncia ao
fato de 3/5 ser a melhor (no caso a maior) escolha. Ao longo da prova, optando por
calculos que facilitam o entendimento, acabamos por fazer algumas estimativas de forma
grosseira. Sob nossa pespectiva, isso € irrelevante uma vez que nos basta exibir um .
J& temos nossa ¢ bem definida. Partiremos rumo a demonstrar que essa funcao
¢ C'. Nosso préximo passo é mostrar que tal ¢ é Lipschitz, que por sua vez isto ajudara

na prova da diferenciabilidade.

Afirmacgao 2 (Lipschitz-Continuidade). A func¢do ¢: B, (O’, %) — R € Lipschitz.
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Prova da Afirmacao: Tome ',y € B,_; (0’ , %) arbitrarios. Vamos mostrar que existe

C > 0, constante universal, tal que |p(y') — p(2’)] < Cly’ — 2/|. Primeiro definamos
n= (o)) ep=(y,p)). Como ambos estao em 0D e temos

B NoD = {n} = B;NID,

entao

p&Biepg¢ B,
ou seja, |[p —n'l > Relp—n°l > R, onde ' e n° sao da condigao da bola em 7, e
Bf] =B(n,R) e By = B(n, R).

Observemos que

lp—n'|>R=|p—n']>> R
=lp—n—0—-n>R

—§2 2
= [p—n—mm'|* > R,

it

fazendo v =1

=

=l(p—n) —v*> R’
= lp—nl>+[v]>—2(p—n,v) > R

E, desde que |[v| = R,

lp=n* = 2(p—n,v). (22)
Analogamente,
o= = R=lp—nf> > =2(p—n,v), (23)
—
com a observagao que nn° = —nn' = —v.

Juntando e , podemos concluir que
2[(p—no)| <lp—nl* =y = 2P+ |o(y) — o). (24)

Escrevendo v = (v/, v,,) temos também

(p—n,v) =y — 2", 0") + (p(y) — p(a))vn.



Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[(p=n0) | =y =2 0") + (e(y) — p(@)vn)]
> le(y') = e(@)Joal = [ (0 = 2",0) |
> le(y') = o(@)oal = ly" = 2'[|V'].

Mas isso acarreta
2(le(y) = e@)oal = [y = 2'[I']) < 2[{p =m0} | <1y = 2" + [o(y) — p(2),
onde foi usado na tltima desigualdade. Portanto,
o(y) = () [on] < % ly ="+ lely) - so(x’)|2] + 1y =[]

Como |v| < R, temos

1 1
o) = (@) o] = 5 le@) = p@)* < S Iy =o' + |y | R
e entao
N / o
o) — ()] (W _le¥) . 90(1’)|) < (|y : a'| +R> W
Observe que se v, 2’ € B,_1 (0’, %) entao |y — 2’| < 6R/5, dai
ly' — 2| 8R
— + R< —.
2 + 5)
Entao

_5|y—1‘~

o) o) (ol — LY By

Vamos entao analisar (Jv,| — [¢(y') — ¢(2)]/2). Primeiro veja que

(v, €n)
|v]

vy = (v,e,) = R

= Rcosf, onde 0 = £L(v, e,).

E, como 7 pertence ao grafico de ¢, para o nosso A = 3/5 temos 6 < /3, que implica

Uy = || = Rcos > R/2.

Agora veja que

3R

o) = o) < e + o) <2 | R— e = () ).

34

(25)

(26)
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ou seja,

) =@ _ (1 i 3) _ ? (27)

Juntando e obtemos

[p(y') — p(a')]

Vs | —

que combinado com ([25) nos permite concluir que

3R, . _8R. .,
- _ < _
10 lo(y') — ()] < 5 ly' — 2|,

que por sua vez resulta em |¢(y') — p(2')] < 16 |y — 2’| /3 e assim, ¢ é Lipschitz. [

Afirmagao 3 (Diferenciabilidade). ¢: B,_; (O’ , %) — R € diferencidvel.

Prova da Afirmacao: Tome 2’ € B, 4 (0’ , %) arbitrario. Vamos mostrar que ¢ ¢é dife-

rencidvel em 7', isto ¢, exibir um vetor v’ = v/(z') € R"! de tal forma que dado qualquer
Yy € B,_4 (O’, %) tenhamos

o) — @) =, (y =) +r(y —2)

satisfazendo L
r(y —ax
tim "W =)
y'—a’ |y/ — x/‘
Mais precisamente, para x’ vamos exibir u’ tal que dado qualquer ¢ positivo, podemos

exibir um ¢ também positivo, de tal forma que tenhamos

ply) — SO(T?;), :f;" W=D .y Yy € Bo1(,0). (28)

Comecemos por notar que

lp(y') — (") — (W, (' —2")) | = [{(«, =1), (v — 2", p(y') — (")) |.

Se definirmos n = (2/, p(2')) e p = (v, p(v')) teremos n, p € D e ainda

lp(y') — (") — (W, (¥ — ) | = [{(«, =1), (p —m)) |. (29)

—
Observe agora que, fazendo v := nn* = (v',v,) temos que £(v,e,) < 7/3, pela nossa

escolha de A na definicao de ¢. E isso implica que

Un _ Un _ cos(£ (v, en)) >

=T . (30)

N | —
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Logo, v, > 0 e entdo podemos multiplicar v por —1/v,.
Defina
v ( v’ >
U= = ,—1],
—Un —Un

Vamos entao verificar que para tal u temos que para todo € > 0 vale

ou seja, u' = v'/—v,.

(u, (p—n))

|y/ _ JI/| <e (31)

sempre que ¢y estd suficientemente préximo de z’. E, desde que usemos ([29)), isto acarre-
tard em ([28]), que é nosso objetivo.

Como ¢ é Lipschitz, temos |¢(y') — ¢(2')| < L]y’ — 2'|. Entao

lp—nl <y =2+ Jo(y) — @) < (1T + L)y —2'].

Portanto,
1 1 1
> IR
lp—nl — 1+ Ly — |
ou seja,
1+ L 1
o=l ~ Iy —a'|
Entao
o Ll =) L (o)
o= ly' — /|
e assim
ullp—mn y—z
Observe agora que
u v/ —v, W
ul - |vl/|vn] vl
Entao

[{u, (p=m) | _ (v, (p—m)) | (33)

lul|p — 7 lv||p — |

_>' .
Se relembrarmos que v = nn', o Lema a seguir nos garante que, para o €

dado, existe um ¢ tal que
AR

wllp=nl  — K
sempre que |y — 2’| < §. Portanto, usando as equagoes e , podemos concluir que

[ o= M) gl lp =D | _ gl o] o poe |

ly = lullp — 1] lv|lp —n K
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quando |y — 2’| < 4. Isto nos da (31)), como queriamos. R
Entao ¢ é diferencidvel e Vip(z') = v/ = v'/—v,, onde v = nn’ e n = (2, p(2’)).
|

Lema 3.9. Dado 2’ € B, (0/,28), sejan = (¢, x,) o0 nico ponto de 9DN[(z’, R)(z', —R)].
Entao, se p= (y',y,) € OD,

—
<?777Z,p - 77>

m - = 0.
v—a' | [mntl|p —n)

Ou seja, ¥ ¢ > 0, 36 > 0 tal que V p
(o)
lnn*l|p—nl
Figura[f] a seguir.

(V' yn) € OD com y' € B,_1(2',0) temos

—
< e. Em particular, se @ = L(nn*, p —n), teremos lim,_,,/ cos(f) = 0. Veja a

Figura 6 — Representagao geométrica do Lema

Fonte: elaborada pelo autor.

Observacgao: Georgitricamente, como visto na Figura[6] este lema diz que o angulo entre
o vetor 77) e o vetor i’ é tao perto de 7/2 quanto se queira, desde que tomemos vizinhangas
de 2’ cada vez menores. Ou seja, o vetor 77) esta cada vez mais se aproximando do plano
tangente a B(n’, R) em 1 a medida que ¢’ se aproxima de z’. Com esta observagao torna-
se claro que translacoes e rotagoes nao interferirao no resultado. Para provar o Lema (3.9
é suficiente entdo provar o caso onde n = 0, ' = Re,, e n¢ = —Re,. Este caso ¢é exibido
na Figura [7]

Nao provaremos, porém, o Lema [3.9] na forma que foi apresentada porque
dispomos de uma versao mais forte, que também nos serd ttil, e da qual obtemos o Lema

[3.91 como corolario.
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Figura 7 — Dominio D depois de um movimento rigido

Fonte: elaborada pelo autor.

Lema 3.10. Dado 2’ € B,y (', 2£), sejan = (2/,x,) o0 unico ponto de 9DN[(a', R)(a', —R)].
Entao existe M > 0 tal que, para todo p = (y',y,) € 0D diferente de n que satisfaz

/_ / <R

[z —y'| <R, .
’<W,p—n>
IAN—
([mm[p — nl)

Prova. Pelo mesmo argumento da observacgao, nos é suficiente provar para o caso em que

A

M.

n=0en = Re;. Além disso, multiplicando por R? em ambos os lados basta provar que

_>
@0l 57
ol
para algum M > 0, ou seja,
y'[" + lynl

Tome arbitrariamente um p = (v, y,,) € 9D que satisfaz 0 < |2’ — /| < R, ou,

no nosso caso, simplesmente 0 < |y/| < R. Considere a func¢ao f: R, — R, dada por

t
f(t) = m, onde a > 0 ¢é fixo.

Uma andlise do comportamento da derivada de f nos permite concluir que f
é crescente perto da origem, mais precisamente no intervalo [0, a]. Agora veja que, desde

que |y'| < R, temos
R—|y|>20& (R—[yNR—y]) < (R—[y)(R+]y])
S R-l)?<R -]y
S Ry < VR~ |y
SRR~y <yl
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~ 2 ’ . ’ .
Entao, se fizermos a = ||, R — 1/ R? — |¢/|” estd no intervalo onde f é crescente. Final-

mente, como |y,| < R — /R? — |y/|°, temos
] Gl
Yn <

[y + Jyl”

-~ 2
wﬁ+%— e

(o)
i+ (R

2

(R
(R?2—s2)+ (R —s)°
(R —s)
(R—3s)[(R+s)+ (R—9)]
1
=55

onde s = \/R? — |y/|>. E isto prova o lema.

]

Antes de provar que V¢ é Lipschitz provaremos uma sequéncia de simples

resultados, ao qual chamaremos também de Observagoes, mas estas iremos enumerar

para facilitar a invocacao dentro da prova da préxima afirmacao. Para estas, relembre
o

que estamos tratando de n = (2, p(2’)) e também de v = (v, v,) = nn’.

Observagao 1. Vy(0') =0'.
De fato, relembre que

/

V(') =

_U’]’L :

e, e assim v/ —v, = 0.

No caso do ponto 0/ temos v =
Observagao 2. ¢ satisfaz |o(z')| < |2'|*/R.

Com efeito, sabemos que

(@) < R—\/R2— |z =R [1- 1—(—
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e que, para 0 <t <1, obtemos 1 — ¢t < /1 —t. Por consequeéncia,

rlioio (BN} < g (1) 2 kF
R - R) R’

Observacgao 3. Vo ¢é funcao limitada.

De fato,
<

pu— ~ ~ pr— 2
lval ™ fva| T R/2

V(')

Y

pois de (26]) resulta que |v,| > R/2 para a nossa escolha de .

Por 1ltimo temos uma observagao trivial.

Observacao 4. Da definicao de Vi seque que

v_ (Vo) -1)
R 14 Vo)

Agora estamos aptos a provar que Vi é Lipschitz. Tudo o que ja foi feito

para A = 3/5 continua valido para A menor, em particular para A\ = 3/10, onde podemos

garantir a propriedade Lipschitz de V.

Afirmagao 4 (V¢ é Lipschitz). Vy: B, (O’, %%) — R™ € Lipschitz.

0. 38

, 10) vale

Prova da Afirmacao: Devemos provar que para quaisquer x’,y € B,,_1 (

Vo(z') = V() < Cla’ —y].

Como ja feito outras vezes, a menos de um movimento rigido, é suficiente fazer para

y' = 0/, ou seja, vamos provar que
[Vo(a') = V(0)]| < Cla’ = 0],
que pela Observagao (1| é equivalente a
V()] < O] (34)
De inicio, pelo Lema [3.10} fazendo X’ = 2’ + I/, temos que

(F (X 0(X) = (o) | < MUK (X)) = (@@ (35)

Tomando W = —|2/||[Vp(z')| " V(') veja que |B/| = |2/| e entdo |2/ + h/| < 2|2/].

Agora, usando a Observacio [ a substitui¢do A’ no lado esquerdo resulta em



__< (Vepla'), 1) @w>
1+ V(! |2
:<vm ), 1) = (p(X") — ("))
1+ |V(a)|”
|V + (eX) — (@) |
1+ |V(a!)]”

Enquanto que, do lado direito de ([35]), ao substiuirmos |A'| obtemos

(X', (X)) = (&, ()" = | (1, o(X) = ()]’
= K" + |o(X') = ()]’
= |2/|" + |o(X') = ()]

Logo, torna-se

T+ 0D = )| <y (1 ) - o)
1+ V(o)

41

(36)

Como Ve ¢ limitado, pela Observagao , entdao \/1+ |Ve(z/)|* também é

limitado, dai a constante M pode absorver este limitante nos deixando simplesmente com

1] [9p(@)| + p(X) = pa)] < M (o' + |o(X) = p(@)]*)

Usando este fato juntamete com desigualdade triangular inversa temos

2] 196(a)| = [9(X') = o(@)] < [12'] V(@) + o(X) = ()]
< M (o + [p(X) = (@)

(37)
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e usando que ¢ é Lipschitz,

/| [Vip(a')] = |p(X) — o(a)] < :c’|2+L|X’—:c’|2)

onde novamente M absorveu outras constantes.
Portanto, como |¢(z')| < |2/|*/R, pela Observagao

2/ V()| < Ma'|* + |p(X') = p(a’)]

< M2’ + |o(X")] + lo(2')]
® e

/+ h/ |J;
<M +
<M2'|" + 7 B
212))° |2
< M+
< M|2|" + 7 + 7
<Clf,
donde segue que
'] [V ()] < Cla'f?
e entao
V()] < Cla],
como queriamos. [ |
Isso termina a demonstracao da Proposicao |3.8|. [

Ao juntarmos as Proposigoes [3.7] e 3.8 conseguimos finalmente provar o Teo-
rema [3.11
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4 PRINCIPIO DE HARNACK DE FRONTEIRA PARA O p-LAPLACIANO

No capitulo referente ao p-Laplaciano vimos um pouco sobre a Desigualdade
de Harnack. Na sua versao mais conhecida, para o operador Laplaciano, temos que para
Qp € €, existe C' > 1 tal que para toda v > 0 harmonica em 2 vale

u(x
Q <, YV x,y € (.
u(y)
Acontece que podemos reescrever o resultado numa versao nao tao familiar.

Se ©y € (2, existe C' > 1 tal que para todas u,v > 0 harmonicas em (2 vale
A T,y € Qo.

Nao ¢ dificil demonstrar a equivaléncia entre os dois resultados acima, inclusive
¢ um bom exercicio para o leitor. Entretanto, se nos restringirmos a segunda forma,
retirando a hipétese de €2y € 2 e permitindo que {2y toque a fronteira de €2, somos
levados ao Principio de Harnack de Fronteira.

Por Principio de Harnack de Fronteira (PHF) nos referimos, genericamente,
ao seguinte resultado: Dados um dominio 2 C R”, um aberto V' e um compacto K
satisfazendo K C V, KNQ # 0 e VNOQ # 0, se u,v sao funcdes harmonicas positivas

em §) que se anulam continuamente em V' N 02, entao

u(z)uly) )
o@)foly) =0 Yoy RN

onde A = A(Q,V, K) > 1 nao depende de u e v. Veja Figura[§

Figura 8 — Principio de Harnack de Fronteira

Fonte: elaborada pelo autor.

Como ja citado na introducao desta dissertacao, para o Laplaciano o resultado
ja esta bem posto, e provado, desde muito tempo. Além disso, diversos resultados de

caracterizagao também foram demonstrados. Por exemplo, sob determinadas condigoes,
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a validade do PHF serve de caracterizacao para a classe de dominios uniformes, veja
(AIKAWA| 2004). Ou, por exemplo, em (AIKAWA| 2008)), prova-se a equivaléncia entre
o PHF e a Estimativa de Carleson para fun¢oes harmonicas. Este resultado é desconhecido
para o p-Laplaciano e, acreditamos que, a nao linearidade do operador seja um dificultador
para que um resultado desta natureza nao tenha sido provado para fungoes p-harmonicas.
Ja para o p-Laplaciano, embora bem mais recente, a teoria também tem re-
cebido bastante atencao e desde o inicio do século tem se desenvolvido bastante. Neste
capitulo provaremos o seguinte PHF para o p-Laplaciano em dominios O,
Teorema 4.1. Seja D dominio C*! e 1 < p < 0o. Emistem constantes A,C > 1, Ry > 0
com as sequintes propriedades: Dados 0 < r < Ry e & € 0D, se u e v sao fungoes
p-harmonicas positivas em D N B (&, Ar) se anulando em 0D N B (&, Ar), entdo

UD/U) o ey e DNBET).

Em geral, no caso de estarmos lidando com dominios consideravelmente sua-
ves, as demonstracoes parecem seguir a mesma ideia. O uso de barreiras juntamente com
Principio da Comparacao e condigoes interiores e exteriores dependentes da geometria dos
dominios é, aparentemente, o caminho padrao para a prova. No nosso caso nao sera dife-
rente, mesmo diante de um operador mais complicado, a prova aqui apresentada consiste
em usar a condicao da bola, juntamente com as ferramentas citadas acima. Cabe apontar
que nem sempre o dominio tem uma geometria boa o suficiente ou temos a oportunidade
de construir barreiras uniformes que se adequem aos nossos interesses. Sendo assim, em
novos cendarios aparentemente mais hostis, outros argumentos para a demonstracao do
resultado tendem a surgir.

O ponto chave é que, dada a regularidade do dominio, temos, essencialmente,
dp(+) = u, e é isso que vamos provar. Dividiremos a demonstragao do PHF em duas par-
tes. Para provar o Lema de Hopf, ou lema da estimativa inferior, usaremos a propriedade
da bola interior e a Desigualdade de Harnack do p-Laplaciano em conjunto estratégico,
precisamente um anel, donde usaremos uma funcao auxiliar G, que por sua vez satisfaz
G =~ dp, para comparar com um multiplo da u. Nessa parte surge o Principio da Com-
paracao para garantir que essa comparacao basta ser feita no bordo desse anel, finalizando
a prova.

Para a outra estimativa é usado a Estimativa de Carleson, outro resultado
que também se tornou padrao e fortemente ligado ao PHF. As ferramentas, a rigor, sao
as mesmas da estimativa inferior com a substituicao da Desigualdade de Harnack pela

estimativa de Carleson.
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4.1 Principio de Hopf - estimativa inferior

Antes de provarmos o Principio de Hopf, apresentamos o seguinte lema, de nivel
elementar, mas com significativa importancia para a demonstragao do préximo resultado.
Lema 4.2. Fizados m € N e v > 1/2, todo segmento de comprimento p > 0 pode ser

coberto por 2™ bolas, centradas em pontos do segmento, de raios F% .

Prova. Seja [a, b] segmento de tamanho p, facamos a prova por indugao em k entre 0 e
m.

Primeiro note que, no caso em que k = 0, precisamos cobrir [a,b] com 2° = 1
bola de raio 3§ = yp. Mas isso é simplesmente centrar uma bola de raio 7p no ponto
médio M de [a, b].

Agora fagamos para k = 1. Sendo M ainda o ponto médio de [a, b], considere
os intervalos [a, M| e [M, b], cujos comprimentos sao p = p/2. Pelo caso anterior, sabemos
que existe uma bola centrada em um ponto de [a, M], de raio vp = %, que cobre [a, M].
Analogamente para [M, b]. Acabamos de conseguir 2 bolas, centradas em pontos de [a, b],
de raios %, que cobre [a, b]. Isso nos d4 ideia do passo de indugao.

Suponhamos valido o resultado para k = m — 1. Provemos para m.

Novamente, sendo M o ponto médio de [a, b]. Por hipétese de indugao existem

2™~1 holas, centradas em pontos de [a, M], cujos raios sao Q,Zpil = 3%, onde p é o compri-
mento de [a, M]. Analogamente para [M, b]. Isso nos d& 2m~! 4 2m~1 = 2™ holas de raios

3£ cobrindo o segmento [a,b], como queriamos.

]

O resultado demonstrado acima é, claramente, verdade se trocarmos o seg-
mento de comprimento p por outro de comprimento menor ou igual a p.

Para o que segue prosseguimos com o enunciado e a prova para o Principio de
Hopf para o p-Laplaciano.
Proposicao 4.3. Seja D dominio CYt limitado. Ezistem A > 1 e Ry > 0 com a sequinte
propriedade:

Dados arbitrdrios £ € 0D e r € (0,Ry), se u é positiva e p-harménica em
B(&,6r) N D, entao

w@)juE) SN YeeBEnnD,

onde &, € [,€7] ¢ tal que 5p(&,) = |6 — €] = 7.

Prova. Sejax € B(§,r) com 0 <r < R/2, onde R é da condi¢ao da bola. Tome n € 9D
tal que dp(x) = |n — z|. Isto é possivel pois {x} é compacto e 0D é fechado. Sendo D
dominio CM!, existe n* € D tal que B(n', R) C D e n € S(n', R).

Tome 73, € [,77] tal que 5p(ns,) = |ns, — n| = 2r (< R). Veja Figura[9]
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Figura 9 — Estimativa inferior

’ .
1 \

Fonte: elaborada pelo autor. Adaptado de (AIKAWA et all [2007).

Observe que B(ng,,2r) C B(&,6r) N D. De fato, seja y € B(ni,,2r), ou seja,
ly — ns,.| < 2r. Daf

y=n'l <ly—ml+ns —n'| <2+ R—2r =R
Portanto, B(ns,,2r) C B(n', R) C D. Simultaneamente temos

ly—¢&l =ly—nh +n —n+n—z+z—¢
<y — |+ 05 — nl+ 0 — 2|+ |z — ¢
<2r = 2r < |lx— r

< 6r.

Desse modo, y € B(&,6r) e, por consequéncia, B(ns,,2r) C B(&,6r) N D.

Afirmacgao 1. Ezistem ¢ > 0, e ro > 0, dependendo de parametros universais, tais que
dist([&, b, ], 0D) > er para r < rg.

Prova da Afirmacao: Para uma demonstracao do resultado acima, é suficiente provarmos

que o segmento [¢,,75,] estd contido na bola B (£, R — er) para € e 7 como na afirmagao.
Nosso trabalho consta em achar tais constantes.

Primeiro veja que ao tomarmos € < 1 teremos que &, € B(¢', R — er). De fato,
|€"—&.| = R—r < R — er. Se conseguirmos mostrar que 7. € B(§', R — er), para r < 1,

teremos, por convexidade da bola,

& 1,] € B, R —er) € B(E,R) C D (38)
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Sem perda de generalidade podemos supor £ = 0 e £ = Re;,. Pelo Lema

temos que 15, € B(¢', R — er) se, e 86 se,
It — eren| < 2(R — er) cos®),

onde 0 := £ (e, 1. — eren).
Para_sgmpliﬁcar a notagao, seja z := nh.. Além disso, sejam n = (n',n,),

u = (v, u,) :=nn' e entdo ' = n + u, como ilustrado na Figura |10} Nesse caso,

N z—ere, Zp — €T
cosf = ( e,

z—erey|/  |z—eren|
Entao . B
z—ereg| <2(R—er)cost < 3 < ( |_Z€_T)€<;e%|_2 r) (39)

Figura 10 — Critério para z estar em B(£%, R — er)

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que z = n + %u, logo, z, = n, + %un. Como ja visto em , na
prova da Proposicao vale

R|-1+ 1_M2 <n <R|[1- 1—m2
R == R

E também vale 1 — ¢ < /1 — ¢ sempre que 0 < t < 1. Portanto,

-R M2<7] <R MQ
R — 'In = R b

ou seja,
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/‘2

/12
'l Snngm -
R R

Relembre que [€ — 71| = |n| < 2r e com maior razao || < 2r, dai

(2r)? (2r)?
— T S < (40)
Portanto,
Zp — €r _nn—l—%un—er %ﬁ—i—%un—er_r@un—llr—]%e) (41)
|z —ere,|2 |z—eren|? T |z —eren|2  Rlz—ere,|?

Pelo Lema [3.5 temos |Re, —u| < |0—n| = |n < 2r. Setomarmos 2r < AR,
onde 0 < A < 1 sera escolhido posteriormente, teremos

2 —\?
cos o >

pelo Lema [3.6] onde aqui a = £(e,,, u) (Ver Figura [11]).

Figura 11 — O tridgulo isésceles formado por @ e Re;,

Re, —u

Re;,

<y

(87

fZO Rnfl

Fonte: elaborada pelo autor.

Como
Uy = (a;,u) = R<al>, 2> = Rcosa,
R
entao
S R2 -\
u'fb - )
2

e assim, 2u, > R(2 — \?).
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Desde que tomamos 2r < AR, obtivemos 4r < 2AR e, como € < 1, eR < R.
Portanto, (2u, —4r — Re) > R(2— A\?) —2AR — R = R(1 — 2)\ — \?). Entao, substituindo
em , teremos

r(2u, —4r — Re)  rR(1 =2\ —=X%)  r(1—2X—\?)

> =
R|z — ere, |2 R|z — ere, |2 |2 — ere, |2

Agora, como podemos tomar A tao pequeno quanto quisermos, o escolhemos
de modo que 1 — 2\ — X2 > 0, a saber, A € (0,12 — 1). Desta escolha, podemos observar

que

P(1—20— %) r(1—20—22) (1—2\— A2

> =
|2 — ere,|? (44 ¢€)r? (44 ¢€)?r

uma vez que
|z —erep| < |n—ereg| 4+ |n—z| <2r+er +2r < (4+€)r.

Todos esses passos, desde (41]), nos fizeram ver que

Il (1—2X—-)?)
|z — ere, |2 (44 ¢€)%r

Mas como nosso objetivo é o membro direito da equivaléncia (39)), vamos provéa-lo.
Usando a desigualdade acima, o fato de 2r < AR, e de estarmos considerando

€ < 1, veja que

(R—er)(zn—er)  (R—er)(1—2X—)\?)

|2 — erey? (4+€)?r
2(R — (eAR)/2)(1 — 21 — \2)
AR(4+¢€)?
C2-e(1-22-N)
B A4+ ¢€)?

Em particular, tomando € = A, acabamos de verificar que

(R—er)(z, — er) . (2—=X2)(1—2)2—)\?)
|z — ere, |2 A4+ )2

Este ultimo indo para +oo quando A tende a zero.
Em particular, existe um )y, o qual podemos considerar menor que v/2 — 1,
tal que
2-=M)1-22-X%) 1
>— VO< A<\
A4+ N)2 2 =70

Isso implica na prova da afirmacao, visto que A da o controle sobre as escolhas de e e . B
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Naturalmente nao faz diferenga supormos € = 1/2%_ k; € N, pois podemos
simplesmente torné-lo menor.

Como

‘n%r - 57“’ < ‘nér - IE‘ + ‘iL‘ - 57“| < 4717

podemos usar o Lema com m =ky+ 2, p=4r e 1/2 <~ <1 fixo, para garantir que
existem 2572 holas que cobrem [£,, 1%, ], centradas em pontos de [€,, 7%, ], e todas com raio
igual a

’Y'W'ZLT:’}/ET.

Sejam {z1, ..., Tore+2} 0s centros das bolas. Como cada x; € [¢,,75,] e temos

pela afirmagao que dist([¢,,n3,],0D) > er, entao
B (z;,ver) C B (x;,er) C DN B, 6r).

Note que, sendo u p-harmoénica e positiva em D N B(E, 6r), também serd em
cada B (x;,er). Com isso, pela Desigualdade de Harnack Refinada (Teorema , existe
C = C(v) > 1, que independe de u, de r, de i ou de ¢, tal que para quaisquer y;, yo €
B (z;,ver) , vale

u(yr) < Culys).

Entao, em um sistema semelhante ao da prova da Desigualdade de Harnack
generalizada (Teorema [2.9)), podemos usar essa cadeia de bolas que cobre [&,,n},.| para
comparar o valor de u em suas extremidades, isto ¢, existe um C' = C(y) > 1 (0 mesmo

da equagao anterior) para o qual vale
u(;) < O uli,).
Podemos ir além. Uma vez que
B(ns,., ) C By, 2ry) € B(ny,, 2r) € DN B(€, 6r),

a mesma constante C' pode ser usada para comparar 75 com qualquer y € S(ni, 7).

Juntando todos os passos, concluimos que existe uma constante K = K (7, ko) =
O > 1 que independe de u e de 7, na qual se faz valida a comparacao entre os
valores de u em todos os pontos de S := [, nb,] U S(ns,, 7). Figura[12]

Em particular vale

w(&) ~unh,) = uly), VyeSmn,,r). (42)
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Figura 12 — Cobertura de S

Bolas de raios yer

D

Fonte: elaborada pelo autor.

Nosso objetivo é comparar i e g == G(-, ns,.) no anel A := B(n,, 2r)\B(nS,,r).

Note que em A temos
Ayu=0=2»A7A,g,

entao, pelo Principio da Comparacao (Teorema [2.6)), é suficiente comparé-las na fronteira

de A.

e Em S(n,,2r):
Seja y € S(nk,,2r). Por hipétese

u

syr)) > 0, enquanto que

log - , se p=n,
|y _772'r|
i Y — 15 v
9(y) = Gor(y,m3,) = <%) -1, sel<p<mn,

. p=n

—nt p—1
1_<|y 7727"|) 7 Sep>n.

\ 2r

Como |y — n%,| = 2r, podemos concluir que g(y) = 0, independente do caso.

u

uer) > g em 5(7737«7 2T)'
 Em S(nj.r)
Seja agora y € S(ni,,r). Aqui

Logo
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( 2
log <ﬁ) = log2, sep=n,
2r
; — L n—p
9(y) = Gar(y)(05,) = (£3%1> —1 =21 -1, sel<p<n,
. p—n
- K pj n—p
1—(M> = 1-2»1, sep>n,
. 2r

u

u(ér)

ou seja, g ¢ constante. Por outro lado, por , ~ 1. Logo, existe constante

A>1tal que

AZ%EEQ@% VyeSn,.r).

Juntando os dois resultados, podemos concluir que

AZ%)Zg@» VyedA

~—

Usando o Principio da Comparagao (Teorema concluimos que flﬁ >gem A.

Observe que x € [n,75,] N.A. De fato, como 1 é o elemento de 9D que satisfaz
a distancia para x temos que o vetor nx é perpendicular ao plano tangente a S(n’, R)
no ponto 7. O mesmo vale para o vetor nn’. A justificativa da observacao é concluida
lembrando que dp(x) =[x —n| <r, dai z € A.

Como x € [n,n5,] N A, decorre que

7 ulx) op(z)
A >g(x) = 43
LR (43)
pelo Lema [£.4] a seguir. Obtemos assim um A > 1 tal que
Au(:v) > dp(x) _ 5,:;(%)7
u(gr) r 5D (gr)
como queriamos.
O Ry é o minimo entre R/2 e o raio obtido da afirmagao. ]

Lema 4.4. Vale g ~ 29 em [n,75,] N A.

Prova. Note que

(10 < 2r ) lo < 2r ) se
T = a7\ ) = TL,
E\Je—ng,] S\ 2r —dn() P

=, [\ P 2 — bp(a)\
= L] -1 = [ =—= —1 1
g9(z) ( o o , sel <p<mn,

N o — 6 =
1— —|x ar| — o () n(z) , sep>n.
L 2r 2r
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Fazendo y = 0p(x)/r devemos provar que

( 2
log (—), se p=n,
2-y

p—n

p—1
) —1, sel<p<n, para y € (0,1).

<
Q
R
[\
|
0

p—n

2 — g\ 1
1_<_y) , Sep>n.

2

Como os trés casos sao analogos, faremos o caso em que p > n. Vamos mostrar que

9 _ (p—m)/(p—1)
1-— (Ty) ~y paray € (0,1)

ou, equivalentemente,

p—n
1— (Zy)r 1
#zl para y € (0,1).
Y
Para isto é suficiente mostrar que existe uma constante C' > 1 para o qual vale
1
G < f(y) <C  paratodoy € (0,1). (44)

Analisando o sinal da derivada, podemos concluir que a fungao f é descrescente
no intervalo estudado, com os seguintes valores:
Fazendo a = (p —n)/(p — 1),

2¢ -1
1) =
="
e
, a
i f(x) = 5
Basta tomar entao
c a 2¢
= max§ —
B P T
e automaticamente estaremos satisfazendo (44]). O

Por toda a discuss@o que antecede a equagao (42)), temos que A independe de
r, dependendo apenas de parametros universais. Assim também é a constante do lema
acima, uma vez que independe de y, independe de r. Isso permite concluir que a constante

A, do Principio de Hopf, independe de r desde que tomemos R, suficientemente pequeno.
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4.2 Estimativa superior

Para provar a Desigualdade de Harnack até a fronteira temos como um dos
principais ingredientes a estimativa de Carleson. Apresentada em (CARLESON||1962)), a
Estimativa de Carleson e o PHF tém caminhado muito préximos ao longo de todos esses
anos.

Em linguagem mais moderna, dizemos que vale a estimativa de Carleson em
um dominio D se existem A > 1e R > 0 satisfazendo, para quaisquer £ € 0D e < 7 < R,
a condigao de que para toda u > 0 fungdo harmoénica em D N B(¢, flf), que se anula em
D N B(¢, A7), vale:

Sey € DN B(&,7) é tal que dp(y) > eF, onde € € (0,1), entao

u(z) < Cou(y), VYxeDNDBE,T), (45)

para C. = C.(D, A, R,¢) > 1.

Automaticamente podemos pensar numa mesma noc¢ao para o p-Laplaciano.
Neste caso, a boa noticia é que vale a estimativa de Carleson desde que o dominio D seja
de classe C*!. Formalmente segue a estimativa de Carleson para o operador p-Laplaciano.
Teorema 4.5. Seja D dominio C*'. Entdo existem A>1eR>0, constantes universais,
como acima, e também C. = C’E(D,fl, R, e) > 1 satisfazendo (49) para toda u > 0 p-
harménica em D N B(€, A7) que se anula em dD N B(€, A7).

Nao sendo nosso principal objetivo desta dissertacao, nao provaremos, por-
tanto, a Estimativa de Carleson como apresentada acima. Caso interesse o leitor, re-
ferenciamos (AIKAWA, SHANMUGALINGAM et all [2005), onde os autores provam o
teorema anterior para dominios uniforme, donde vale automaticamente para dominios
com condicao da bola, uma vez que todo dominio C'*! é uniforme. No entanto apresen-
tamos no APENDICE A a demonstracio da seguinte Estimativa de Carleson, suficiente
para nossos propositos.

Teorema 4.6 (Estimativa de Carleson). Dado D dominio C', existem C' > 1,R > 0
tais que para todo & € D e todo T € (0, R) vale:

Se u € nao negativa e p-harménica em B(E,7)N D, anulando-se continuamente
em B(&,7)NOD, entdo

we)<Cu), VaeB(s3)nD,
onde y € D € tal que dp(y) = 7/2.

Decorre da Estimativa de Carleson a seguinte proposicao, de suma importancia

para a prova do PHF.
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Proposicao 4.7. Seja D dominio CY'. Ezxistem A >1 e Ry > 0 com a sequinte propri-
edade:

Dados £ € 0D er € (0, Ry), se u >0 € fung¢ao p-harmonica em D N B(&, 14r)
anulando-se em 0D N B(&, 14r), entao

u() fulé,)
— > <A
5o@) /(&) ="

onde & € [¢,€1] é tal que 5p(&,) = |€ — &] = 1.

Prova. Desde que D é CY! vale a estimativa de Carleson, Teorema com R >0 e
C > 1. Seja Ry = min{f%/lél, R/14}, onde R > 0 é o da condicao da bola, e tome

arbitrariamente £ e 7 como no enunciado.

Ve B r)ND,

Considerando x € D N B(,r), sabemos que existe n € 9D tal que dp(x) =
|n— x|, pois {x} é compacto e 9D é fechado. Pela condigao da bola em 7, existe n° tal que
B(n®,R) C D¢ en € S(n° R). Escolha 75, como sendo o elemento de [n,n°] que satisfaz
In5,. —n| = 2r. Nao é dificil ver que B(n5,,2r) C B(n®, R) C D°. Figura 13| a seguir.

Figura 13 — Posicao dos elementos

N
-
-

Fonte: elaborada pelo autor.

Agora veja também que

2r = 2 - - .
05 — & < ng — | +|n — | +]z =& < 4r (46)
2 <lz—¢| <
=2r <|x— r

Portanto, n5,. € B(,4r). Além disso
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z € B(ns,,3r) € B(E,Tr), (47)

uma vez que
05 — x| < |05, — 0|+ |n — x| < 3r,
\T/ \7—/
=2r r

e se y € B(n5,,3r) temos, usando (46),
ly =&l =y — n5, | + 05, — €] < 3r+4r =7r.

Seja &7, o elemento de [, €] que satisfaz dp(&7,) = Tr (< R/2).
Definindo 7 := 14r teremos que 7 < R e u é p-harmoénica e positiva em

B(&,7) N D. Podemos entao usar o Teorema para concluir que

7

u(z) < C'U(&r), VzeB (f, 5

) ND = B(&7r)N D, (48)

uma vez que 6p(&r,) = 7/2.

Claramente [£,,&,] € B(€, R — ) e entdo dist([¢,, &,],0D) > r. Nesse caso
podemos usar o Lema e argumentos semelhantes aos usados para obter a relagao (42]),
para cobrir o segmento [, 7.] de comprimento 67, por bolas de raio yr de modo que as
bolas de mesmos centros e raio r ainda estejam contidas em D N B(&, 14r), onde v < 1 é
fixo.

Com isso obtemos

u(§7r> S Uu(fr)a (49)

para C = L™, onde L > 1 s6 depende de n e p (e de v, mas este estd fixado), e m é a
quantidade de bolas para cobrir o segmento, dependendo apenas de v e independendo de

T.

Ao juntarmos e , concluimos
u(z) < Ku(§,), VYzeB(Tr)ND. (50)

Em particular, v < Ku(&,) em S(ns,.,3r) N D, por (7). Nosso objetivo é comparar as
fungdes u e h = —Ga,(+,15,) no conjunto demarcado na Figura [14]

Quando y € S(nS,,3r) temos
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Figura 14 — Area de comparagao

&,

I
I
|
I
|
|
4

D §
1
B(nf,., 3r
(75, 27)
Mo,

Fonte: elaborada pelo autor.

( 2r 2
log | ————— = log( =], sep=mn,
‘y - 7721”‘ 3

_ me€ % 3\ -1
Gar(y, 1m5,) = (%) -1 = (—) -1, sel<p<n,

ly =5\ 3) 71
1—(727") :1—(5) , Sep>n.
\

Logo, h(y) = —Ga(y,15,) = C > 0 para todo y € S(n5,,3r), onde C' > 0 é constante que

depende apenas de parametros universais, e assim, por (50)), existe A > 1 tal que

u(y)
u(ér)

< An(y), Yy e S5, 3r).

Desde que h = —Gy,.(+,15,) é funcao positiva e p-harmonica em R™\ B(ns,, 2r),
eu=0em dDNB(nS,,3r) CIDNB(E Tr) segue do Principio da Comparacao (Teorema

aue

u(y)
u(é;)

Em particular, ja que € B(nS,,3r) N D, temos

u(z)
u(ér)

< An(y), Yye€ B, 3r)ND.

< Ah(x). (51)
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Agora note que x esta na extensao do segmento [n,n5,.] e
|z —n| =dp(x) <.

Assim |x — S| = dp(z) + 2r e, em z, h torna-se

’1 (2T+5D(az)> B
g\ ———|> se p=n,
2r
2 + 6 1
h(z) = —Gop(x,m5,) = ¢ 1 — ( r +27“D($)) , sel<p<m,.
2 + 4§ =
\ <T+TD($)> —1, sep>n.

Pelo Lema a seguir, fazendo y = d0p(x)/r, temos h(z) ~ dp(x)/r. Juntando este
fato com (51]) garantimos a existéncia de um A > 1, dependendo somente de parametros

globais, que satisfaz
u(z) < A5D(:U)

e, portanto,

Lema 4.8. Em (0,1),

<
Q

, sel<p<nm,.

'1 <2+y) B
g\ —— 1), sep=n,
2
2
(57

2 -
(ﬂ>p —1, sep>n.
L 2

Prova. Faremos o caso n = p, sabendo que os demais seguem exatamente do mesmo

S
-

modo.

U~y em (0,1), é equivalente a provar que

Provar que log
24y
2
~ 1 em (0,1).
)

log

Para isso ¢ suficiente mostrar que existe C' > 1 tal que

2+y

1 log 2o
Egong <C  em(0,1)
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Fazendo alguns célculos conclui-se que log ((2 4+ y)/2) /y é fungao decrescente
m (0, 1). Além disso, por L’Hospital,

] log QJFTy « 1L/ 2 1
lim —( lim | —— = —
y—0 Yy 2 \yv=0\2+y 2

Basta tomar

1 1 1
€ = max {5’ og(3/2) } =~ los(3/2)°

4.3 PHF para funcoes p-harmonicas

O principal resultado desta dissertagao é o seguinte principio de Harnack de
fronteira, que enunciaremos novamente, por comodidade.
Teorema 4.9. Sejam D dominio limitado de classe C*' el < p < 0o. Existem constantes
A,C >1, Ry >0 com a sequinte propriedade: Dados 0 <r < Ry e £ € D, se u e v sdo
fungées p-harménicas positivas em D N B (§, Ar) se anulando em 0D N B (&, Ar), entdo

UD/WW) o e yeDABE).

Em palavras simples podemos concluir que em dominios que satisfazem a
condicao da bola, quaisquer funcoes p-harmonicas, como nas condi¢oes acima, tém a
propriedade de decairem a mesma taxa ou velocidade, a medida que seus valores sao

tomados préximos da fronteira. Sua prova apoia-se somente nas Proposigoes [4.3] e [4.7]

Prova. Sejam Ry = min{Ry,, Ry,} ¢ A = 14 = max{6, 14}, onde R, é da Proposicao
e Ry, da Proposi¢ao [4.7 Tome arbitrariamente um £ € 9D e r € (0, Rp). Além disso,
tome &, para ser o elemento de [¢, £'] que satisfaz dp (&) = |€ — &,.| = 7. Suponha que u, v
sao fungbes p-harmonicas e positivas em D N B(&, Ar) se anulando em 0D N B(§, Ar).
Juntando Proposicao e Proposigao [4.7 obtemos:

Donde concluimos,

Analogamente temos:



E assim,
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o) /0(&,)
uly)Juley) = A2

Por e podemos concluir que

< (AxA1)2

A prova termina tomando C' = (A34;)* > 1.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho demonstramos o PHF para fungoes p-harmonicas positivas.
Mais que isso, nesta demonstracao conseguimos provar que em dominios C*! h4 um bom
comportamento das solucoes no sentido de conseguirmos estimar a taxa de decaimento, a
medida que nos aproximamos da fronteira, em funcao da distancia do ponto ao bordo.

Provamos que os dominios C*! podem ser identificados como aqueles que sa-
tisfazem a condicao da bola. Para provar que em um dominio C*!' podemos colocar
internamente e externamente uma bola com um raio que nao depende do ponto, apenas
usamos uma funcao auxiliar da qual seu grafico é a regiao inferior de uma esfera, donde
para r suficientemente pequeno podemos concluir que esta esfera esta totalmente contida
no dominio. Quanto a reciproca, supondo que o dominio satisfaga a condicao da bola, a
tarefa foi um pouco mais complexa. Comegamos definindo a funcao candidata a ser de
classe C*!. Nesta etapa o Lema das quatro bolas foi fundamental. Depois provamos que
a funcao é Lipschitz e entao usamos isso para mostrar a diferenciabilidade. Por fim, para
constatar que o gradiente é Lipschitz usamos fortemente o Lema [3.10]

Provamos o PHF no tltimo capitulo. Usamos de propriedades de fungoes
p-harmonicas e exploramos a geometria do dominio. Condig¢ao da bola interior, Desigual-
dade de Harnack, Principio da Comparacao, solucao fundamental, foram os elementos
principais que conduziram a demonstragao do Principio de Hopf, que versa sobre uma
estimativa inferior do PHF. Para a estimativa superior, usamos a condicao da bola exte-
rior e também o Principio da Comparagao mas, sem duvidas, a Estimativa de Carleson
¢ quem desempenha papel principal nessa etapa da demonstragao. Em ambos os casos,
sempre tivemos um norte: buscar comparar a fungao p-harmonica u com a fungao dp(+),
distancia do ponto até a fronteira. Isso se da pela boa regularidade do dominio.

Na prova do PHF se fez nitida a dependéncia da funcao p-harmonica G, de-
finida por , tanto na estimativa inferior quanto na superior. Isso diz muito sobre
possiveis generalizacoes desta prova para operadores mais gerais. Para té-la como base,
seu operador deve dispor de uma fun¢ao que desempenhe papel semelhante.

Podemos citar, por exemplo, (ADAMOWICZ e LUNDSTROM, [2016) onde os
autores provam para um operador que generaliza o p-Laplaciano, uma vez que em (ADA-
MOWICZ e LUNDSTROM, 2016)) p é também uma fungao de z. A prova é basicamente a
que foi apresentada aqui, apenas com adaptacoes, nada triviais, dos resultados principais.

Ainda sobre generalizagoes, também fica visivel a dependéncia da condigao da
bola no dominio, o que deixa de fora muitos dominios para o qual nao podemos imitar a
prova, por exemplo a enorme classe de dominios Lipschitz. Apesar disso, outras provas
surgem, com outros argumentos. Uma boa referéncia é (LEWIS e NYSTROM, 2007)),
onde temos uma demonstracao do Principio de Harnack de Fronteira para o p-Laplaciano

em dominios Lipschitz.
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APENDICE A — ESTIMATIVA DE CARLESON

Existem na literatura diferentes provas para a Estimativa de Carleson. No en-
tanto, para esta versao abaixo apresentada, seguiremos o recente artigo (BRAGA e MO-
REIRA| 2020)), cujos resultados podem ser encontrados, de maneira mais detalhada, em
(BRAGA. 2015). Faremos pequenas alteragoes uma vez que la é feito para um dominio um
pouco melhor. Entretanto, o autor faz para um operador que generaliza o p-Laplaciano,
fazendo com que alguns teoremas tenha sua validade sem alterar a prova, nesse caso
iremos simplesmente cita-los, ou cuja mudanga é minima ao ponto de ser suficiente um
comentario.

No que segue, representaremos por B (£) o conjunto B,.(§) N D, onde D é
um dominio C! e € € D. No caso de £ ser a origem, o omitiremos. Ainda sobre esses
elementos, usaremos B..(§) para representar B,({) N 9D, fazendo com £ = 0 como caso
anterior.

Teorema 5.1. Seja D dominio C*'. Entao existem C, Ry > 0 tais que para todo & € D
e todo r € (0, Ry) vale:

Se u € nao negativa e p-harmonica em B, (§), anulando-se continuamente em

Bl(£), entdo
u(@) < Culy) Vo€ BLE),

onde y € D € tal que dp(y) > /2.

Depois de muitas redugoes, usando argumentos de translagao e rotagao, scaling
e Harnack interior, nos é suficiente mostrar a seguinte versao.
Teorema 5.2. Seja D dominio C*! tal que £ =0 € 0D e & = Re,,, onde R é um raio

fixo da condicao da bola que também podemos supor R > 2. Suponha que u > 0 seja

1

p-harmonica em B e se anule continuamente em By. Se u(3€,) = 1, entdo

u(x) < C V z € BY,

onde C' > 0 € independente de u.

Antes de provarmos o teorema, vamos aprensentar alguns resultados prelimi-
nares. A partir de agora considere D suficientemente expandido, como no enunciado do
Teorema anterior, digamos com R > 2, onde R é da condi¢ao da bola, e também supomos
§=0€0D e & = Re,.

Lema 5.3. Suponha que u > 0 seja p-harménica em By e se anule continuamente em
Bj. Considere

u(x), sex € B,

0, se x € B)\Bi.

N
Il

Entao Ayu >0 em By.
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Prova. Apesar do dominio um pouco diferente, devido a notacao (propositalmente) aqui
escolhida, a prova é ipsis litteris a mesma dada no Lema 4.1 de (BRAGA, [2015), apenas
fazendo g(t) = tP~L. O

O seguinte resultado, conhecido na literatura como weak Harnack inequality, é
um caso particular de um resultado de Gary Lieberman, de seu famoso artigo (LIEBER-
MAN] 1991)).

Teorema 5.4. Seja u € W'P(Bg) fungdo nao-negativa e limitada que satisfaz Apyu < 0

em Bgr. Entao existem constantes positivas a,C' universais que satisfazem

a

1
—/ u* dr| < Cinfu.
Rr Bar B%

Prova. Vide Teorema 1.3 em (LIEBERMAN| [1991]). O

Lema 5.5 (Lema da oscilacdo, de De Giorgi). Suponha que u > 0 seja p-harménica em
B e se anule continuamente em B). Entdo, para 0 < r; < ry < 1, existe o € (0,1), que
nao depende de u, tal que .
supu < (T—1> sup u. (54)
Bf, "2/ B
Prova. Suponha vélido para o caso S := sup B U= 1. Nesse cenario, para o caso S € R
geral, tomemos w = u/S. Uma verificacdo simples permite mostrar que w > 0 é p-
harmoénica em Bj, se anula continuamente em B], e sup B W = 1, donde conseguimos
recuperar (H4) para u. Portanto, nos é suficiente fazer o caso S = 1.
Comece por considerar u, a extensao de u por zero para B;. Como A,u > 0,
ao definirmos v = 1 — @, teremos v > 0 dentro das hipdteses do Teorema [5.4] nesse caso,

existem C' > 1,a > 0 tais que

Q=

1
—/ v dr| < C(Cinfw.
B2r

Portanto,

Q=

1 1 i
Cinfo > —72 / Vidr| = By, N{v=1}". (55)
Bry Ty Bg%ﬁ{v:n Ty 3

Como D°N By C {v =1} e D esté suficientemente expandido, temos 2% <

Sl

e assim, como na Figura [15)]

B (—%en, %) C B(—Repn, R) N\ B, © D°N Bary, C {v =1} N Bay,.
3 3 3
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Figura 15 — Bola contida em B2 N {v =1}
3

Fonte: elaborada pelo autor.

Dai, usando (b9)),

1
a

Sl

’ Bz, N{v =1} B(_rie 1 n/a
Cipfoz— S <_> 1By
B% 7’?/& T;L/a 3ry

Ou seja, existe 0 < pp < 1 tal que p < infp,,

2

v. Portanto,

supu < (1 — p) supu,
Bry Br,

e isto prova que a oscilagao de u decai geometricamente. O resto segue por Lema O

A seguir provaremos, adaptando a demonstracao dada em (BRAGA| 2015),

um tipo de Desigualdade de Harnack no complemento de faixas.

Proposigao 5.6. Suponha que u > 0 seja p-harménica em By e se anule continuamente
em Bj. Entao, para todo s € (0,1/2),

1
sup u < Cos"u (—e}) : (56)
z)>s} 2

Bgﬂ{x;ép(
1

onde Cy € universal e T = 21
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Prova. Sejaz € Bf N{dp > s}. Se x € {dp > 1/16} segue da Desigualdade de Harnack,
4
e do fato que s < 1, que

supu < Chu (%en) < CysTu (%en) (57)

Q0o
onde C; = () para Qy = Bf N {dp > 1/16}.
Agora, se x € {dp <41/16} temos, obrigatoriamente, 0 < s < 1/16. Tomando
2o € {0p = 1/16} tal que dist(z, {6p = 1/16}) = |z — 20|, obtemos que = € B(zp, 1/16 —s)
e, consequentemente, |zg| < 7/8. Veja Figura . Usando a Desigualdade de Harnack
refinada (Teorema [2.8), com R =1/16 e r = 1/16 — s, chegamos em

u(z) < sup  w<CL6720s7  inf  u < C(168) 2 ™u(z). (58)

B(z0,1/16—s) B(z0,1/16—s)

Figura 16 — Esboco do caso z € {0p < 1/16}

1
B<Zo,ﬁs> {(5D:1/16}OD
(2 {{p=s}ND
— .
— 3

Fonte: elaborada pelo autor.

Novamente, por Harnack classico, podemos comparar z; e %en, uma vez que

ambos pertencem a ; := Bf N {dp > 1/16} € B;", nos retornando
8

u(zy) < Cu (%en) ,
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onde C' = C(y).

Juntando a desigualdade acima com ([58) concluimos

u(z) < Cys *™u (%en> ,

onde Cy = Cy = (24, 79). Dal,

1
sup u < Cos 2™y <—en> : (59)
Bin{s<ép<1/6} 2
1
Juntando e obtemos por tomar Cy = max{Cy, Cs}. O

Finalmente estamos aptos a provar a estimativa de Carleson.

Prova do Teorema [5.2t Vamos mostrar que

supu < My = (160)7Cy, (60)
B}
2

onde O := Z] 02 UTj, para o > 0 dado no Lema , e 7, Cy dados na Proposicao A

escolha de tal M, faz com que

e e e

J=0

Suponha, por contradicao, que nao vale . Nesse caso existe ug > 0, p-
harmonica em Bj, que anule em Bj, e 7o € B} tais que ug(zg) > M. Pelo Principio do
2
M4éximo, e por ug se anular em B/, podemos tomar logo =y € BT \B;. Além disso, como
2

ug € continua, vale supgr Uy < 00.
3

4
Denominaremos por 7; o elemento de D que satisfaz dp(z;) = |x; —n;|, onde
z; € D. Usando a Proposi(;éocom s = |wo—mo| =: do (veja que |zo—mo| < [xo—0] < 1)
temos )
My < up(zg) < sup uy < Cody " u <—e7l>,
Bgﬂ{x;éD(I)Zdo} 2
! -1
1
nos permitindo concluir que dy < (%—g) " . Portanto, por temos

1
g
— 16

dOZQ

e entao

oo|>—l

2d022
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dai,
. e _1 1 5 3
—+2d 27 <-4 -==-< - 62
* szo =27878°1 (62)
Desde que
S iy,
7=0 7=1

podemos concluir que Z;io 277 > 1, e junto com ((62)) chegamos em
1 3
—+2dy < —.
g T <]

Portanto,

Assim, como ug é p-harmonica em B;:io(no), existe x; € B;do (no) C B_;r tal que
4

up(x1) = sup wuo,
B;do(no)

e, claramente,

sup ug > ug(zo) > M.
B;O(Wo)

Usando as duas ultimas equagoes junto com Lema [5.5( e Proposicao [5.6| com

s = |z, —m| =: di temos
Cody ™ = sup ug > ug(xy) = sup wg > 27 sup ug > 2° M.
Bgﬂ{fﬂﬁD(r)Zdl} B;_do(no) 330(770)
Dali,

1

29Mo\ "

d; < .
1_< CO>

Novamente por (61 temos 1 + 2(dy + d1) < 2, nos permitindo concluir que

By, (m) C B‘%". Assim como anteriormente, tome x, € By, (m1) C B_% para ser tal que

ug(r2) = sup uo.
B;dl(m)

Outra vez usando Lema e Proposicao com § = |xy — 1| =: dy concluimos que

Cody™ > sup Uy > ug(T2) = sup ug > 27 sup ug > 2* M.
Bgﬂ{%tﬁj(ﬂ?)zdﬂ B;dl (m) le (m)
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Dai,

227 My \
dy < .
2_< Co >

Usando novamente ([61)) obtemos 1/2+42(do+dy +dz) < 3/4 e assim B, (n2) C

B7. Continuando este processo indefinidamente, pois (61)) nos permite, obtemos uma
4

sequéncia {z, } C Bi satisfazendo, para d, := |z, — 1|,
4
Ood;T Z UO(ZEn) Z QnUM().

Em outras palavras, ug(z,) — 0o para uma sequéncia totalmente contida no compacto

BT, o que viola a continuidade de ug e torna o teorema verdadeiro. |
1



	INTRODUÇÃO
	O OPERADOR p-LAPLACIANO
	Solução fraca e princípio da comparação
	Desigualdade de Harnack

	CARACTERIZAÇÃO GEOMÉTRICA PARA DOMÍNIOS DE CLASSE C1,1
	Conceitos e resultados preparatórios
	Domínios C1,1 satisfazem a condição da bola
	Domínios que satisfazem a condição da bola são C1,1

	PRINCÍPIO DE HARNACK DE FRONTEIRA PARA O p-LAPLACIANO
	Princípio de Hopf - estimativa inferior
	Estimativa superior
	PHF para funções p-harmônicas

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICE A – ESTIMATIVA DE CARLESON

