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1 INTRODUCAO

As atividades descritas neste Produto Educacional tém como objetivo nortear
os professores da disciplina de Historia da Matematica, ou na formacédo inicial do
professor, para o ensino de conceitos ligados aos poligonos de Brahmagupta, a partir da
utilizacdo do GeoGebra, software de geometria dindmica, com o intuito de tornar o aluno
ativo ao longo do processo de ensino e aprendizagem.

Nesse sentido, as sequéncias didaticas foram estruturadas conforme as
dialéticas da Teoria das Situa¢fes Didaticas (TSD), sendo elas, acdo, formulacéo,
validacdo e institucionalizagdo. No momento da agédo, de posse do problema proposto
pelo docente, o aluno é levado a tomar decisdes com base em seus saberes adquiridos
anteriormente, dentro ou fora do ambiente escolar.

Em seguida, no momento da formulacéo, ele explica as estratégias utilizada
na fase anterior e valida seu modelo utilizando uma linguagem adequada para a prova do
seu resultado. Por fim, no momento da institucionalizacdo, o professor retoma o controle
da sala e expde suas intengbes com para a atividade sugerida, bem como ajuda aqueles
alunos que néo conseguiram concluir a resolucéo do problema.

Ao longo desse processo foi utilizado o0 Geogebra, como recurso auxiliar, para
os professores e alunos, pois trata-se de uma ferramenta gratuita e de facil acesso que
promove a interacdo entre professor-aluno, facilita a compreensdo do contetdo estudado,
dinamizando as construcdes, estimulando a criatividade e o pensamento ldgico dos
envolvidos.

Dessa maneira, as cinco situacoes didaticas apresentadas nesse caderno além
de trazer as previsdes dos alunos, traz ao docente ainda a lista de conhecimentos prévios
dos alunos em cada uma delas, e com o processo de construcao das figuras do Geogebra,
ou seja, a descricdo do passo a passo das funcdes utilizadas no software resultando na
figura desejada.

Espera-se, com esse material, contribuir com o ensino de conceitos ligados a
geometria a partir de uma perspectiva dinamica e colaborativa, levando para os futuros
professores de Matematica uma experiéncia didatica diferenciada e fomentando pesquisas
futuras acerca do aprimoramento do processo de ensino e aprendizagem de conceitos

matematicos historicamente desenvolvidos, alinhados a tecnologia da informacao.



2 SITUACAO DIDATICA 1

Conhecimentos prévios — Propriedades dos triangulos equilateros, conhecimentos

basicos de desenho geométrico e exemplos de triangulos de Brahmagupta.

(Problema 1 — Elaborado pela autora ) — Dado um triangulo ABC de Brahmagupta, se
construirmos triangulos equilateros a partir de seus lados, tais que ndo possuam pontos
internos em comum com o triangulo ABC, prove que o triangulo formado a partir dos
centros desses trés triangulos equilateros, sao veértices de um triangulo que também sera

equilatero.

Situacdo de Ac¢do — De posse do problema, nessa etapa os alunos sdo convidados a
analisar o contexto da situacdo e tomar decisdes, colocando em pratica seus saberes
adquiridos até entdo, com o intuito de solucionar a situacdo problema proposta pelo
docente. Dessa forma, analisando o problema, é fundamental que os discentes escolham
um triangulo de Brahmagupta e leve as informacdes do enunciado para o software
Geogebra, podendo assim buscar solucBes para a situacdo a partir da visualizacdo da

imagem.

Situacdo de Formulacdo — E chegado o momento em que os discentes formulam suas
estratégias de resolucdo do problema, trocando mensagens com os demais envolvidos.
Nesse instante, espera-se que eles facam uso do software Geogebra. Dessa forma, de
posse do tridngulo de Brahmagupta escolhido, para a representacdo do problema faremos

com o triangulo cujos lados sdo 13 cm, 14 cm e 15 cm (Figura 1), inicia-se a construcao.



Figura 1 — Triangulo ABC de Brahmagupta
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Fonte: Elaborado pela autora

Seguindo, conforme o enunciado, os discentes deverdo construir triangulos

equilateros externamente ao triangulo ABC, tal que um dos lados seja comum ao triangulo

ABC. Logo, sobre o lado AB constréi-se um triangulo equilatero de lado 15 cm,

analogamente sobre o lado BC constréi-se um triangulo equilatero de lado 14 cm e sobre

o lado AC constroi-se um triangulo equilatero de lado 13 cm (Figura 2).

Figura 2 — Construcdo dos tridngulos equilateros ABD, BCE e ACF
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Ainda nessa etapa, € necessario que os discentes verifiquem se o triangulo

formado a partir dos centros dos tridngulos equilateros, construidos anteriormente,

também é um tridngulo equilatero. Dessa maneira, trangando as bissetrizes dos angulos

do triangulo ABD, encontra-se o ponto K, centro desse triangulo. Analogamente,

tracando as bissetrizes dos angulos dos triangulos BCE e ACF, encontra-se

respectivamente, os pontos J e | (Figura 3).

Figura 3 — Centros dos triangulos equilateros.
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Unindo os centros dos triangulos equilateros, temos o novo triangulo 1JK

cujos lados sdo 13,98 cm, chegando a solugcdo do problema proposto (Figura 4). Caso

necessario, o professor podera fazer intervengdes afim de conduzir os alunos para o

caminho da melhor resolucdo, mas tomando as devidas precaucdes para nao mostrar a

resposta final.



Figura 4 — Representacdo 2D/3D do triangulo 1JK
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Fonte: Elaborado pela autora

Situacao de Validacéo — E chegada a etapa em que o discente devera validar o argumento

apresentado na etapa anterior através de uma linguagem apropriada, como explica

Barbosa (2016). Para isso, deseja-se que os alunos utilizem o construcdo feita por eles

para fazer esse processo. Na figura 5, mostra-se a construcdo de duas circunferéncias c1

e dz circunscritas aos triangulos ABD e BCE, que passam por um mesmo ponto P.

Figura 5 — Circunferéncias c; e d1 circunscritas aos triangulos ABD e BCE
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Ao unir os pontos A, P, B e D, temos um quadrilatero inscritivel a
circunferéncia c1. Dessa forma, como o tridngulo ABD ¢ equilatero temos que ADB = 60°
e, portanto APB = 120°. De forma analoga, os angulos BPC e APC sdo congruentes ao
angulo APB. Tracando os segmentos T4, TP e IC (Figura 6) temos que o segmento TK é
mediatriz do segmento AP, logo os angulos ATK e PIK sdo congruentes. Da mesma
maneira o segmento IJ é mediatriz do segmento CP e os angulos PiJ e CIJ s&o
congruentes. Como o angulo AIC = 120°, entdo o angulo KIJ = 60°. Fazendo 0 mesmo
processo, encontramos que os angulos IJK = JKI = 60°. Concluindo que o tridngulo 1JK

é equilatero.

Figura 6 — Finalizag8o da prova de que o tridngulo IJK é equilatero
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Fonte: Elaborado pela autora

Situacao de institucionalizacéo — Para finalizar o processo, nessa etapa “o professor fixa
propositadamente e explicitamente o processo cognitivo do saber” Almouloud (2007, p.
36), ou seja o professor remota o controle da sala de aula, dialogando com os alunos sobre
as suas intengdes ao aplicar tal problema, auxiliando aqueles que ndo tenham obtido éxito

na resolucdo do mesmo.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA



1° passo: Para a construcao do triangulo ABC de Brahmagupta, marca-se o ponto A com
coordenadas (0,0) e o ponto B com coordenadas (15,0). Posteriormente, cria-se duas
circunferéncias, uma com centro no ponto A e raio 13 cm e outra com centro no ponto B
e raio 14 cm. A interseccao das circunferéncias, representando pelo ponto C, € o terceiro
veértice do triangulo, formando assim o triangulo de Brahmagupta de lados 13 cm, 14 cm

e 15 cm (Figura 7).

Figura 7 — Construcdo do triangulo 13 cm, 14 cme 15 cm
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Fonte: Elaborado pela autora

2° passo: Adiante, para a construgdo dos triangulos equilateros externos ao triangulo
ABC, seleciona-se a fungdo “Poligono Regular” e marca-se a medida do segmento que
sera a medida dos lados do poligono, em seguida aponta-se a quantidade de vértice da
referida figura. Dessa forma, para a construcao do triangulo ABD, indica-se a medida do
segmento AB e em seguida numera a quantidade de lados do poligono regular formado,
ou seja 3. Para a construcgéo dos triangulos BCE e ACF segue-se de forma analoga (Figura
8).



Figura 8 — Construcdo dos triangulos equilateros
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Fonte: Elaborado pela autora
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3° passo: Nos triangulos equilateros as cevianas e a mediatrizes coincidem, logos os

pontos notaveis também. Dessa maneira, escolhemos tragar as bissetrizes dos triangulos

para indicar o centro dos mesmo. Para isso, com o auxilio da fung¢ao “Reta Perpendicular”,

escolhe-se a fungdo “Bissetriz”. Conforme mostrado na figura 8, o ponto I ¢ a intersecgdo

das bissetrizes do tridngulo ACF, centro desse triangulo. Aplicando o mesmo processo,

determina-se os pontos J e K, interseccOes das bissetrizes dos triangulos BCE e ABD,

respectivamente (Figura 9).
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Figura 9 — Centros dos triangulos equilateros externos ao triangulo ABC
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4° passo: A posteriori, unindo os centros dos triangulos equilateros, por meio da funcéao

“Segmento” obtemos o tridngulo 1JK tambem equilatero (Figura 10).

Figura 10 — Elaboracéo do triangulo 1JK
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5° passo: Para a elaboracdo das figuras da situacdo de validacdo, cria-se duas

circunferéncias circunscritas aos triangulos BCE e ABD. Para isso, selecionando a fungéo
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“circunferéncia definida em trés pontos”, marcamos os vértices dos triangulos desejados
para inscreve-los na circunferéncia (Figura 11). Com a fungdo “Ponto” assinalamos o
ponto P, interseccdo das circunferéncias C1 e Ds.

Figura 11 — Producéo das circunferéncias C1 e Dx.
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Fonte: Elaborado pela autora

6° passo: Para a composicao da ultima figura, com o auxilio da fun¢do “Segmento”

unimos os pontos A, B, C e 1 ao ponto C e os pontos A e C ao ponto |I.

Figura 12 — Elaboracéo da ultima figura da situacdo didatica
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3SITUACAO DIDATICA 2

Conhecimentos prévios: Sequéncia recursiva e analise de graficos.

(Problema 2 — Elaborado pela autora ) Considerando os trés triangulos de Brahmagupta

apresentados abaixo, apresente o quarto tridngulo dessa classe.

Figura 1 — Triangulos B3, B, e B3 de Brahmagupta
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Fonte: Elaborado pela autora

Situacdo de acdo — Inicialmente, espera-se que os alunos analisem as informacdes dos
triangulos B1, B2 e Bz em busca de padrdes existente entre eles. Segundo Pommer (2013)
nessa fase os estudantes estdo tomando conhecimento do problema, se familiarizando
com os dados apresentados, de modo a identificar as ferramentas necessarias para resolvé-
lo, para que assim possa dar inicio a tomada de decisdes. Ele podera analisar a figura do
Geogebra afim de buscar mais informacgdes que possam o auxiliar na resolucdo do

referido problema.
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Figura 2 — Visualizacdo 2D/3D da hipérbole formada pela equacéo de Pell definida por Brahmagupta no
processo de construcdo dos triangulos.
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Situacdo de Formulacdo — Os alunos comecaram a trocar mensagens escritas e orais
entre eles sobre 0s possiveis padrfes encontrados na andlise do gréfico apresentado no
Geogebra, podendo assim concluir que os nimeros que compdem os pares ordenados da
hipérbole devem ser inteiros positivos e estdo associados aos lados e a altura de cada um
dos triangulos de Brahmagupta. Espera-se, entdo, que os alunos observe que os lados dos
triangulos estdo associados aos valores da abscissa dos pontos que pertencem a hipérbole,
podendo construir um padrdo semelhante ao mostrado na tabela 2, onde L1, L2 e L3 sdo

os lados dos triangulos.

Tabela 1 — Relag&o entre as coordenadas da hipérbole e os lados dos tridngulos

_ COORDENADAS LADOS
TRIANGULO DO PONTO L1 2 13
B1 (2,1) 2:2-1 22 2:-2+1
B> 7, 4 2-7-1 2-7 2:-7+1
B3 (26, 15) 2:26-1 2-26 2-7+1
B (Xa, ya) 2Xs4—1 2X4 2Xs + 1

Fonte: Elaborado pela autora

Assim, para cada um dos triangulos espera-se que os alunos formem os pares

ordenados a partir dos resultados da tabela, ou seja, o primeiro sera (2, 1), o segundo (7,
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4) e o terceiro (26, 15). Como eles ja haviam percebido um padrdo entre os pares
ordenados da hipérbole espera-se que 0s mesmos observem a estruturagdo das sequencias
para os valores de X, que serdo iguaisa x; = 2, X, =7, X3 = 26 ... e para os valores de y
serdo y; = 3,y, =4, y; = 15.... Dessa forma encontrardo a recorréncia para x,, igual a
Xp+1 = 4%, — Xp-1 € paray, igual a y,.; = 4y, — yn-1. Aplicando a recorréncia para
determinar o par (x4 y,) 0s alunos deverdo portanto obter como solugdes para x, = 4x3 —
X,,0nde,x, =4-26—-7=97ey, = 4y; —y,,onde,y, =4-15 —4 = 56, 0 par (97,
56).

Uma vez que os alunos tenham definido que os lados do quarto tridngulo seja
determinado por (2xs — 1, 2X4, 2x4 + 1) e tendo calculado o valor de x4 entéo, realizando
uma substituicdo simples, encontrardo o quarto triangulo de Brahmagupta, sendo ele (193,
194, 195).

Situacéo de Validacdo — Nessa fase “o emissor deve justificar a exatiddo e a pertinéncia
de seu modelo e fornecer, se possivel, uma validagdo semantica e sintatica”.
(ALMOULOUD, 2007, p. 39). Vale ressaltar que se 0s receptores ndo compreenderam e
chegarem a discordar do modelo formulado na fase anterior, poderd argumentar e
justificar o motivo da rejei¢do. O aluno, por sua vez, comprovara seu modelo inserindo a
recorréncia no Geogebra e verificando que o par ordenado (97, 56) pertence a hipérbole

apresentada.

Situacdo de Institucionalizacdo — Para finalizar, nessa fase, o professor faz o
fechamento retomando o controle das atividades, sintetizando os conhecimentos e as
ligacGes com o saber cultural dos alunos, explica Margolinas (2004). O docente também

devera sanar qualquer ddvida que tenha surgir ao longo desse processo.
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CONSTRUCOES NO GEOGEBRA

1° Passo: Seleciona-se a opg¢do “Segmento com Comprimento Fixo”, localizada na barra

de ferramentas do software, para criar um segmento AB de 4 cm de comprimento;

Figura 3 — Construgéo inicial do tridingulo B1

R AP 0O0 4N =24 Q =
© aA=(1 N @ — @
o B = Ponto(Circulo(A, 4)) °
o f = Segmento(A, B) !
-4
+
A B
.—f‘
f
Q

Fonte: Elaborado pela autora

2° Passo: Também na barra de ferramentas, seleciona-se a opc¢ao “Circulo: centro e raio”
e cria-se duas circunferéncias com centros em A ¢ B com raios 3 cm e 5 cm,

respectivamente;

Figura 4 — Construgdo dos lados AC e BC do tridngulo B1

(R] A~ 004N = Q
Q@ a=001) Y

o 1l

= Ponto(Circulo(A, 4))
@ B = Ponto(
— (4,1) ©
@ f = Segmento(A, B) ‘
— 4
O c : Circulo(A, 3)
= x4 (y-1)7=9
) d: Circulo(B, 5)

= (- 4Py 1 =25

+

o p

Fonte: Elaborado pela autora
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3° Passo: Marca-se o ponto C onde as duas circunferéncia se interceptam e na opgao

“Poligono” liga-se os pontos A, B e C, formando o tridngulo B1;

Figura 5 — Triangulo B1 de Brahmagupta
k]~ OO LN 2

® c: Circule(A, 3) A
~ i (y-1=0
® d : Circulo(B, 5)

— (x-4P 4 (y-1)2=025
o C = Intersecdo(c,d, 1)
- (0.4)
t1 = Poligono(A, B,C)
-~ 6
O a = Segmento(B, C,11)

— 5
® b = Segmento(C,A,t1)
-3
¢, = Segmento(A, B, t1)
-4

@
+
=

Fonte: Elaborado pela autora

l

4° Passo: Antes de iniciar a construgao do triangulo B2, aconselha-se a ocultacdo das duas

circunferéncias ¢ e d desmarcando as opgoes “c : Circulo (A, 3)” e “d : Circulo (B, 5)”

na janela algébrica, localizada no campo esquerdo do Geogebra. Para a constru¢dao do

triangulo B2, segue-se o processo semelhante ao do tridngulo B1, porém com a base DE

com 14 cm de comprimento e as circunferéncias com raios 13 cm e 15 cm.

Figura 6 — Construgdo do tridangulo B2 de Brahmagupta

B]aA A 0O LN =2

— (x-6)¢+ (y-1)* = 169

N

® h : Circulo(E, 15}
— (x-20)* + (y-1)" = 225
O F = Intersegdo(e, h,1) :
— (11, 13)
t2 = Poligono(D, E,F)
— 84
= Segmento(E, F,t2)
— 15
= Segmento(F, D, 12)
— 13
= Segmento(D, E, t2)
— 14
G = Intersecio(e, h,2)
— (11, -11)
o

Fonte: Elaborado pela autora
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5° Passo: Ligando os pontos D, E, F (Intersec¢ao entre as circunferéncias e e h) tem-se o

triangulo B2. Para determinar a altura relativa ao lado DE, deve-se tragar uma reta pelos

pontos F e G por meio da opgao “Retas”;

Figura 6 — Construgio inicial da altura do tridngulo B2 relativa ao lado DE

(] 7 OO &N =2

e o= Poligono(D, E, F) =

— 84
d; = Segmento(E, F,t2)
O L]
— 15
e e = Segmento(F, D, 12)
— 13
o f, = Segmento(D, E, t2)
— 14
G = Intersegio(e, h, 2)
@ )
— (11, -11)
i : Perpendicular(F, f;)
@
—+ x=11
H = Intersecio(i, fi)
©
— (11. 1)
+ Entrada... -

3

Fonte: Elaborado pela autora

ac

]

6° Passo: Desmarca-se a opg¢ao “i: Perpendicular (F, f1)” e traga-se um segmento de reta

com origem nos pontos F e H (intersec¢do entre a reta i e o segmento DE);

Figura 7 — Construgio final da altura do tridngulo B2 relativa ao lado DE

K]~ 20O £ N =2

d; = Segmento(E, F,2)

© =)
— 15

® e, = Segmento(F, D, t2)
— 13

® fi = Segmento(D, E, t2)

— 14

G = Intersecio(e, h, 2)
o

— (11, -11)

i : Perpendicular(F, f;)
O

— x=11

H = Intersegio(i, f;)
©

- (11, 1)

O j = Segmento(F, H)
— 12

=+ Entrada.

Fonte: Elaborado pela autora

Jl
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7° Passo: Para a constru¢ao do triangulo B3, segue-se o processo semelhante ao dos
tridngulos B1 e B2, porém com a base I] com 52 cm de comprimento e as circunferéncias

com raios 51 cm e 53 cm.

Figura 8 — Construcdo do tridangulo B3 de Brahmagupta
Bla < >0 04N = Q

o = Poligono(l)K) n

Tl

— 1170
® iy = Segmento(J,K,t3)
— 53
® j1 = Segmento(K, 1,t3)
— 51
k1 = Segmento(l. J,£3)
(&)
— 52 51 53
£ Perpendicular(K, k;)
O
— x =46
L = Intersecio(2, k;)
©
— (46, 1) *
m = Segmento(K, L) : [of Q
e £
- bo " : » @

+ 52

Fonte: Elaborado pela autora

8° Passo: Para finalizar, na opg¢ao “Janela de visualizagdo” desmarca-se a op¢ao “Malha”

com o intuito de obter a constru¢do mostrada na figura 15.
Para a construcio exposta na figura 16, segue-se o processo:

1° Passo: Insere-se na janela algébrica a equagdo de Pell x> — 3y* = 1.

Figura 9 — Hipérbole oriunda da equacédo de Pell
ot hoo4N= s q

*

Fonte: Elaborado pela autora
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. . . . o n2-1
2° Passo: Para inserir o controle deslizante, deve-se construir a fun¢do f(n) = — >
comn € Z.

Figura 10 — Construg@o da fungao f(n) e controle deslizante
R AL OO0 4 N[ e Q =
Q eql:x®-3y* =1 N @ \,'A
Q@ fr2 =1 :
f(n) = v 3 - Enan 5
n=1 L r—
O 1 @ 30 @ >
+ 4
]
-9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 —‘1 0 L 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 N
2
Q

Fonte: Elaborado pela autora

3° Passo: Inclui-se o ponto A(n, f(n)), criando também uma planilha com as colunas n,
f(n) e (n, f(n)), respectivamente, de acordo com as recorréncias X,4q = 4X, — Xp_1 €
Yn+1 = 4Yn — Yn_1, com a primeira solugdo (1, 0) e a segunda (2, 1). Dessa forma cria-

se os pontos C1, C2, C3, ... através das solucdes.

Figura 11 — Construgdo da planilha

3 . _ —
DS SN SIPAN EIR Q=
12 e A B ® D
PR
O eql:x*-3y* =1 N ‘7“7‘ (A : 1 0 )
, : A 2 2 1 2,1
O - \/”2’1 3 7 4 7,4
3 n=1 4 2 15 (26, 15)
n=1 H e 5 a7 55 (97, 56)
@ 1 @ 0 5 6 362 209 (362, 209)
; 7 1351 780 (1251 780)':!
A = (n,f(n)) 8 5042 2011  (5042,2011)
® 5 c3 9 | 18817 10864 (18817, 10864)
- (1,0) 4 10 70226 40545| (70226, 40545)
11
+ ; 12
c2 5
c1 1 14
QA eq 5
-8 -5 -4 -2 o 2 4 6 8 10 16
L 17
i 18
19
" 0
21
! & 2
Q B 3y
5] 24 ”

Fonte: Elaborado pela autora
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4° Passo: Finalmente, seleciona-se a opg¢ao “Janela de visualizagcao 3D”, obtendo a figura

16.



22

4 SITUACAO DIDATICA 3

Conhecimentos prévios — Propriedades dos poligonos inscritiveis e manuseio com o

Geogebra.

(Problema 5 — Elaborado pela autora ) — Combinando os triangulos heronianos (10, 17,
21), (68, 75, 77), (76, 85, 105) e (65, 297, 340) ¢ possivel construir um hexdgono de

Brahmagupta. Obedecendo as propriedades de tal poligono, mostre que ele € inscritivel.

Situacao de Acdo — E 0 momento da tomada de decis3o, o objetivo é apresentar a prova
de que o hexagono construido € inscritivel, para isso, 0s saberes sdo colocados em pratica.
Espera-se que os estudantes analisem os triangulos apresentados afim de tracar estratégias
para, a partir deles, construir o hexagono de Brahmagupta, afim de responder o problema.
Para isso, presume-se que 0os mesmos utilizem o software de geometria dindmica, o
Geogebra, para auxilia-los durante o processo. Segundo Pommer (2013) nessa fase 0s
estudantes estdo tomando conhecimento do problema, se familiarizando com os dados
apresentados, de modo a identificar as ferramentas necessarias para resolvé-lo, para que

assim possa dar inicio a tomada de decises.

Situacdo de Formulacdo — O estudante transforma o conhecimento implicito em
explicito, ou seja, eles deverdo explicar as estratégias usadas para solucionar o problema.
Presume-se gue ele construa o hexagono no Geogebra para que assim possa visualizar se
0 mesmo sera ciclico ou ndo. De inicio, espera-se que 0 estudante questione-se a respeito
de como construir tal poligono. Para isso, ele devera sobrepor os lados comuns dos
triangulos apresentados no problema. No entanto, para realizar tal acdo, o aluno devera
ampliar os triangulos primitivos, pois 0s mesmos nao possuem lados iguais. Dessa forma,
ele devera determinar o Minimo Multiplo Comum (MMC) de um dos lados dos triangulos
primitivos, assim, escolhendo os lados 17, 68, 85 e 340, respectivamente, obtém-se MMC
igual a 340, dessa forma para que os triangulos tenham um lado 340 em comum, efetua-

se as transformacodes descritas na tabela 4 abaixo.
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Tabela 4 — Processo de ampliacdo dos triangulos primitivos

TRIANGULO AMPLIACAO TRIANGULO
AMPLIADO

(10, 17, 21) 20 vezes (200, 340, 420)
(68, 75, 77) 5 vezes (340, 375, 385)
(45, 85, 104) 4 vezes (180, 340, 416)
(66, 297, 340) 1 vez (66, 297, 340)

Fonte: Elaborado pela autora

De posse dos resultados apresentados na tabela, espera-se que o estudante
leve-o para 0 Geogebra para assim analisar o poligono construido e poder verificar se é
ciclico ou ndo. De inicio, com base em seus conhecimentos de desenho geométrico,
espera-se que o alunos construa o primeiro triangulo (Figura 1) como veértices nos pontos
A, BeC.

Figura 1 — Construcéo do tridngulo ABC
& A r >0 &N = N

A=(0,0) N

@]
o Il

@)

B = (340, 0)

¢ Cireulo(B, 420)

@

— (x - 340) 4 y? = 176400

d': Circulo(A, 200)

@

— 2 4 y? = 40000
e °- Intersego(c, d, 2)

— (-30.59, 197.65)

O f = Segmento(C,A) : -700  -600 -500 -400 =300 300  -10| 800 900 1000 1100
— 200
g = Segmento(C, B)
)
— 420

h = Segmento(B, A
) (B,A)

— 340
e Circulo(A, 375)
— 4y = 140625 0 N
k : Circulo(B, 385)
O
— (x - 340)% + y? = 148225 Q

D = Intersacio(e, k, 1
0 (e:k1)

»

Fonte: Elaborado pela autora

Em seguida, eles deverdo observar que o segundo tridngulo devera ser
posicionado sob um dos lados do triangulo ABC. Escolhendo o lado AB comum, o aluno
constréi o triangulo ABD, tal que os pontos C e D figuem no mesmo semiplano em

relacdo a reta AB (Figura 2).



Figura 2 — Construcdo do triangulo ABD

“

N . -
AL 4L N =D
A=1(0,0) B
B = (340, 0)
¢ : Cireulo(B, 420)

— (x- 340)2 + y2 = 176400
d': Circulo(A, 200)

X2 4 y? = 40000

C = Intersecio(c, d, 2)

— (-30.50, 197.65)

f = Segmento(C, A)

24

-800 -700
— 200

g = Segmento(C,B)

— 420

h = Segmento(B, A)

— 340

e: Circulo(A, 375)

— %2 4 y? = 140625

k : Circulo(B, 385)

— (x- 340)2 + y? = 148225

D = Intersegio(e,k, 1)

3

Fonte: Elaborado pela autora

semiplano dos triangulos ABC e ABD, com o lado AB comum.

600

-500

40

800 200 1000 1100

De forma analoga os alunos deverdo construir o tridngulo ABE, no mesmo

Figura 3 — Construcéo do triangulo ABE

DY PR S OHSIPINN R 2 Sc Q=
QO A= B = @
O B-=(340.0) ™
: Circulo(E, 420)
O ) ) 400
— (x- 340)2 4 y2 = 176400 _\\D
p
d: Cireulo(A, 200) oy
O
— @ 4 y? = 40000 ¢ i
€ = Intersegdo(c,d, 2)
Q@ 1
— (-30.59, 197.65) . n
h
f = Segmento(C, A) \
. =800 =700 =500 =500 100 200 300 404 50 600 700 800 900 1000 1100
— 200
@ & Semeno(CE)
— 420
@ " Seemento(8.A)
— 340
e Circulo(A, 375)
O
— x? 4+ yt = 140625 -500 "
k: Circulo(B, 385) Q
—600
— (x- 340) 4 y? — 148225 aQ
D = Intersegio(e, k, 1) 100
(@] - -
5

Fonte: Elaborado pela autora
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Por fim, aguarda-se que os discentes construam o quarto e ultimo triangulo
ABF com o lado AB também comum mas com o vértice F no outro semiplano (Figura 4).
Caso eles construam no mesmo semiplano dos demais perceberdo que ndo formaré o

hexagono desejado.

Figura 4 — Construcdo do triangulo ABF
\

Jeol
I

AL O0 4L N 2 $
A=(0,0) Y

400

B = (340, 0)

< : Circulo(B, 420)

o o o |7

— [x- 340) 4 y? = 176400

d: Circulo(A,200)

(@]

— X2 4 y? = 40000

C = Intersegdo(c,d, 2)
0]

— (-30.59, 197.65)

f = Segmento(C, A
® (C,A)

— 200 -600 -500 -400
@ & Seemenio(C.)

— 420

h = Segmento(B, A)
@ g )

— 340

o e: Circulo(A, 375)
— 2+ y? = 140625
o k: Circulo(B, 385) : @
— (x- 340) + y? = 148225 400 Q

D = Intersacio(e,k, 1
® (e.k 1)

»

Fonte: Elaborado pela autora

Uma vez formados os quatro triangulos, os alunos deverdo unir os vértices,
formando o hexadgono ACDEBF. Dessa maneira, construindo uma circunferéncia
circunscrita a um dos tridangulos pode-se observar que todos os vértices do hexagono serdo
pontos da circunferéncia, provando assim que o hexagono de Brahmagupta é ciclico
(Figura 5).



Figura 5 — Visualizacdo do hexadgono de Brahmagupta em 2D e 3D

DRSSP INEE -
v LEecs @ = N

400

@ t = Segmento(F, B}
— 65

e ¢t Circulo(C, D, E) * 350 D
— (x-170) 4 (y-1
poll = Poligono(C, 3,1

o
— 108582.17 25

@ °- Segmento(A, C, jo

— 200 » j E

o b = Segmento(B,F, fo =
— 65
: 1o 7 L €7
1o} € = Segmento(C, D, 9 m
— 236.76 n
o dy = Segmento(D, E ‘pe ! | h
— 27253 ~100 -50 0 100 19 200 250 300 350 400
: n
@ o Segmento(E, B, pc Lo
— 180 .
( H =100
, = Segmento(F, A, po
Q L Q
— 297 150 a B
+
a,

>

Fonte: Elaborado pela autora

Situacao de Validac&o — E chegado o momento que o estudante deve provar a estratégia
utilizada por ele durante a resolucdo do problema dentro de um determinado contexto
matematico. Nessa fase “o emissor deve justificar a exatiddo e a pertinéncia de seu
modelo e fornecer, se possivel, uma validagdo semantica e sintatica”. (ALMOULOUD,
2007, p. 39). A validacdo do modelo apresentado poderé ser feita a partir das propriedades
dos hexdgonos inscritiveis no livro “A Matematica do Ensino Médio” de autoria de Lima
et al (2016), onde podera provar a veracidade da construgdo feita no Geogebra e do

raciocinio apresentado.

Situacdo de institucionalizac¢do — O professor retoma o controle da turma, confrontando
0s modelos apresentados por ele e o descrito na literatura, explica Margolinas (2004).
Ainda nessa etapa, 0 docente apresenta suas reais intencdes acerca da atividade realizada,

resumindo todo o processo que foi sendo construido ao longo do trabalho.
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CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

1° Passo: Para a elaboracdo do Hexagono apresentado na situacédo didatica 4, marca-se
dois pontos distintos no plano, um ponto A (0,0) e B (340,0) para a construcdo do primeiro
triangulo (200, 340, 420), com Vértices nos pontos A, B e C. Posteriormente, com 0
auxilio da fun¢@o “circulo: centro e raio” faz-se duas circunferéncias: Cy de centro em A
e raio 200 e C,de centro em B e raio 420. Unindo os centros das circunferéncias ao ponto

de interseccao, cria-se o triangulo ABC.

Figura 6 — Construcdo do triangulo (200, 340, 420)

Bl A >0 04N =+
© A=(00 Y @

P
111

© B - (340, 0)

C2: Circulo(B, 420
® ( )
— (x-340)% 4 y> = 176400 c

C1: Circulo(A, 200) ; ct
@ 200
— x4 y? = 40000 ‘

O C = Intersegio(C2,C1,2) : A 340

— (-30.59, 197.65)

-

Segmento(C, A)

— 200

® g = Segmento(C, B)
— 420 A

h = Segmenta(B, A) : Q

o

— 340
Q

O e : Circulo(A, 375)

3

Fonte: Elaborado pela autora

2° Passo: Para a construcdo do triangulo (340, 375, 385) segue-se processo andlogo ao
apresentado no passo anterior utilizando os pontos A e B de forma que os triangulos
tenham o lado AB comum. Novamente cria-se uma circunferéncia C3 de centro em A e
raio 375 e outra circunferéncia C4 de centro em B e raio 385. Unindo o ponto A e B ao
ponto E, interse¢do das circunferéncias C3 e C4, tem-se o triangulo ABD cujos lados
medem 340, 375, 385.



Figura 7 — Construcdo do triangulo 340, 375, 385.

R]d " D>OO LN =@ Q=
Q© A=(0.0 Y @
O B - (340, 0) :

C2: Cfireulo(B, 420
O ( )
— (x-340)% + y* = 176400
O C1: Cireula(A, 200)
— x* + y* = 40000
C = Intersegio(C2,C1,2
@ cao( )
— (-30.59, 197.65)
o) f = Segmento(C, A)
— 200

® g = Segmenta(C, B)

— 420 3
h = Segmento(B, A :

@ g (B,A) @
— 340 a

C3: Cireulo(A, 375
@ 375) .

3

Fonte: Elaborado pela autora

3° Passo: Para a construgdo do triangulo (180, 340, 416) segue-se 0 MesmMo Processo
citado anteriormente. Com o auxilio da fungdo “circulo: centro e raio” cria-se duas
circunferéncias: C5 de centro no ponto A e raio 416 e C6 de centro em B de raio 180.
Unindo os pontos A e B a ao ponto E, interseccao das circunferéncias C5 e C6, obtém-se

o tridangulo desejado.

Figura 8 — Constru¢do do triangulo (180, 340, 416)

(B4~ AP OO & N = Q=
— 375 A &
) j = Segmento(D, B)
— 385
@ C5 : Circulo(A, 416)
x4 y? — 173056
@ C6 : Circulo(B, 180)
— (x-340)7 + y? = 32400
) E = Intersecio(C5,C6,1)
—. (376.85, 176.19)
@ ¢ = Segmento(E, A)
— 416
m = Segmento(B, E)
@ L.
— 180
o) r: Circulo(A, 297) .
— x? + y? = 88209 Q

~ s: Circulo(B, 65) : .

Fonte: Elaborado pela autora
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4° Passo: Para a construcdo do ultimo triangulo (66, 297, 340) constroi-se as
circunferéncias C7 e C8 com centros em A e B e raios respectivamente, 297 e 66. Unindo

0s pontos a interseccdo de C7 e C8, cria-se o tridngulo desejado.

Figura 9 — Construgéo do triangulo (66, 297, 340)
R~ L D> OO &£ N =2 % =

C7 : Cireulo(A, 297
® (20 A
f- y* = 88209

—-XZ

C8 : Circulo(B, 65
@ (B, 65)

— (x-340) + y* = 4225

= Intersecdo(C7, C8,2)

@

|

(20351, -45.42)

= Segmento(A, F)

@

— 297
® t = Segmento(F, B)
— 65
o ¢; : Cireulo(C, D, E)
— (x-170)2 4 (y - 127.5)? = 451

O poll = Poligono(C,D,E,B,F,A)
— 108582.17

O a = Segmento(A, C, poll) : Q,
— 200

3

Fonte: Elaborado pela autora

5° Passo: Com o auxilio da fun¢do “segmento” unisse os pontos C e E ao ponto D. E,
finalmente, com a fungdo “Circulo definido por trés pontos” seleciona-se quaisquer trés

pontos do hexagono.
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Figura 10 — Hexdgono ABCDEF
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Fonte: Elaborado pela autora

6° Passo: Para destacar em cores os triangulos construidos seleciona-se a opgéo
“Poligonos”.
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5 SITUACAO DIDATICA 4

Conhecimentos preévios — Defini¢do de triangulo de Brahmagupta, relacdes de area de

um triangulo e interpretacao de graficos.

(Problema 4 — Elaborado pela autora ) Se os numeros inteiros consecutivos n — 1, n, n +

1 sdo lados de um tridngulos de Brahmagupta, mostre que n ¢ um nimero par.

Situacdo de Acgdo — O professor fara a exposicdo da construcéo do Geogebra, conforme
apresentada na figura 5, com o intuito de colaborar com o processo de compreensao dos
alunos para o que esta sendo questionado no problema. Inicialmente, os estudantes
perceberdo o gréafico de uma funcéo f, e sobre ela dois tipos de pontos: 0s que possuem
abscissas pares (C1 e C2) e abscissas impares (G1 e G2).

Figura 1 — Visualizagdo 2D/3D da relagdo entre os lados de um tridngulo de Brahmagupta e sua respectiva
area.

AL D> 04 N = Q =
® w-jvwa Y * &
=6 : - 1 =(5,992)
O \76 G2 9
0 ® 2@ w \
@ eiv-o ; ¢

G1=(3,29)

Fonte: Elaborado pela autora

Situacéo de formulacéo — Ao haver trocas de mensagens escritas e/ou verbais, os alunos
perceberdo que no gréafico os valores do eixo x referem-se a um dos lados de um triangulo
e os valores do eixo y determinardo sua respectiva area. Essa determinagdo pode ser
concluida apos os alunos discutirem que se os triangulos de Brahmagupta possuem lados

consecutivos, entdo considerando n = 4, entdo seus lados serdo 3, 4, 5. Dessa foram, como
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ca ~ , . b-h
trata-se de um triangulo retangulo sua area podera ser expressa por S = —-, portanto S =

4-3

— = 6.

Com isso, os alunos devem checar que nem todos 0s pontos do eixo x onde
b é par sera um lado do tridngulo de Brahmagupta, isso porque no caso do ponto C3, a
area sera um numero racional e os triangulos dessa classe devem possuir lados e area
numeros inteiros positivos. Partindo desse raciocinio, concluirdo que n ndo podera ser
impar pois ao checarem o Geogebra, verdo que nos pontos G1, G2, G3, ..., G, as areas
também serdo numeros racionais. Eles também perceberdo que ao manusear o controle
deslizante i referente a reta auxiliar, destacada em azul, os pontos de intersec¢do da
mesma com a funcdo f sob um dos pontos de C, seré exatamente o lado par e a area de

um triangulo de Brahmagupta.

Situacéo de Validagao — Espera-se que os alunos procurem comprovar a veracidade do
modelo formulado na etapa anterior. Para isso, 0s alunos poderdo validar seu modelo a
partir da relacdo de Heron, conforme apresentado na dissertacao de Pereira (2015), para
calcular a area de um triangulo qualquer a partir da medida de seus lados, e comparar a

solugé@o com os dados apresentados no Geogebra.

Situacdo de Institucionalizacdo — Nessa fase, o professor volta a ter o controle das
atividades, formalizando o resultado apresentado pelos alunos. Conforme Almouloud
(2007, p. 40), “o professor fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo
do saber”. Dessa forma, o professor podera confrontar os modelos matematicos e

computacional.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

1° Passo: Insere-se a fungdo f(n) = %,/ 3(n? —4),



Figura 2 — Construcao do grafico da funcio f(n)

(k] &~ 4> 00 &N = e Q=
@ -8 N : ¢
+
5
4
3
2
1
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1
2 ﬁ
3
Q
;

Fonte: Elaborado pela autora

2° Passo: Cria-se um controle deslizante i variando nos inteiros, € em seguida cria-se a

funcdo constante y = i;

Figura 3 — Construcao do controle deslizante

DEZE S SOl S IP AN Q =

@ )= SVAE-) N } D ‘:‘ @
i=1 ; L

@ 0 -@ 20 5 S 5

@ siv=1 ! 4

+ 3

Fonte: Elaborado pela autora

3° Passo: Cria-se uma planilha com a fung¢do f obtendo os pontos C1, C2, C3, ... com as

abscissas pares e G1, G2, G3, ... com as abscissas impares;
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Figura 4 — Construcéo da tabela
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Fonte: Elaborado pela autora

4° Passo: Finalmente, seleciona-se a opgao “Janela de visualizagdo 3D”, obtendo a figura
27.
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6 SITUACAO DIDATICA5

Conhecimentos prévios — Nogdes bésicas de constru¢do no software GeoGebra e
propriedades dos quadrilateros de Brahmagupta.

(Problema 5 — Elaborado pela autora ) A construcdo de um quadrilatero de Brahmagupta
pode ser feita a partir da sobreposicao de triangulos heronianos. Dessa forma, apresente

um quadrilatero de Brahmagupta formado por dois tridngulos heronianos a sua escolha.

Situacdo de acdo — Inicialmente, o professor, apresentara para os estudantes uma lista
contendo seis triangulos heronianos de classes distintas. Ao analisarem, os alunos
perceberdo que ndo serd possivel fazer a sobreposicéo pois a medida de seus lados séo
distintos. Dessa forma, buscardo maneiras de ampliacdo ou de reducdo dos triangulos

primitivos.

Tabela 1 — Tridngulos heronianos

TRIANGULOS HERONIANOS
Ty (4,5, 3)
T (17, 21, 10)
T (68, 77, 75)
T4 (85, 76, 105)
Ts (85, 104, 45)
Te (68, 75, 13)

Fonte: Elaborado pela autora

Situacdo de formulacdo — Nesse momento os alunos, com o auxilio do software de
geometria dindmica GeoGebra e trocando informacgdes entre si, observardo que para
ampliar os tridngulos escolhidos devem determinar o minimo multiplo comum de um dos
lados dos triangulos para assim obter o lado comum. Tomaremos como exemplo 0s

triangulos T1 e T> com lados, respectivamente, (3, 4, 5) e (10, 17, 21). Escolhendo os
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lados 3 e 10, obtém-se 0 MMC igual a 30, dessa forma para que os dois tridngulos tenham

um lado 30 em comum, multiplica-se o primeiro por 10 e o segundo por 3.

Tabela 2 — Processo de ampliacdo dos triangulos primitivos

T1 T2
3-10=30 17-3=51
LADOS 4-10=40 21-3=63
5-10=50 10-3=30
AMPLIACAO (30, 40, 50) (51, 63, 30)

Fonte: Elaborado pela autora
Realizando a sobreposicdo, os alunos obterdo o poligono mostrado na

imagem abaixo, onde T: e T, estdo sendo representados, respectivamente, pelos
triangulos ABD e ABC.

Figura 1 — Sobreposicéo dos triangulos T1 e T»

Rld > OO £ N2 Q=
Q@ A=(301) i o @
@® B-(0Y i

O ¢ : Circulo(B, 50)
— @+ (y- 1) = 2500

: Circulo(A, 40)

@)

— (x-30)% + (y- 1)? = 16(

@ D = Intersecdo(c, d, 1) : 63

l

(30, 41)

40
Segmento(B,A)

o

— 30 50

Segmento(D, A)

@

— 40 L.

@ h = Segmento(D, B)

— 50 30 d

o e Circulo(A, 63)

b

Fonte: Elaborado pela autora

Com o auxilio da fungdo “segmento” os alunos poderdo unir os vértices C e

D para obter sua medida e formar assim um quadrilatero.
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Figura 2 — Construgédo do quadrilatero ABCD
¥ A D> OO LN 2 a
o N -

h = Segmento(D,B
O & ( )

— 50

O e: Circulo(A, 63)

— (x-30)% + (y-1)* = 30
O k: Circulo(B, 51) i
— x4+ (y-1)* = 2601
® C = Intersegdo(e, k, 2)
— (-7.8,51.4)
® Segmento(C, B)
— 51
® J = Segmento(A, C)
- 63 fr
) ¢ = Segmento(C, D) Q
— 392 Q

»

Fonte: Elaborado pela autora

Espera-se que os estudantes percebam que o poligono néo é de Brahmagupta
pois para isso ele deve apresentar os lados e a area inteiros. Assim, os alunos poderéo
multiplicar os lados do quadrilatero por um valor de forma a obter nimeros inteiros. No
exemplo mostrado acima, multiplicando os lados por 5 teremos o quadrilatero de lados
iguais a AB = 150, CB = 255, CD =196 e AD = 200 e &rea inteira. Dessa forma, o novo
quadrilatero sera um quadrilatero de Brahmagupta.

Situacdo de Validacdo — Nesse momento, conforme Barbosa (2016), os estudantes
devem apresentar a validade do modelo criado por ele. Dessa forma, espera-se que 0sS
alunos busquem na literatura meios de fazé-lo. Para isso, eles poderdo validar suas
resolugcdes comparando os modelos criados aos resultados apresentados no artigo de
Sastry (2005), onde esta descrito um processo algébrico para construir quadrilateros de
Brahmagupta. E, para verificar se a &rea € inteira, os estudantes podem utilizar a relagéo

indicada pelo matematico Carl Anton Bretschneider.
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Situacao de Institucionalizacé@o — Finalizando esse processo, explica Margolinas (2004),
o docente volta a ter o controle das atividades, sanando as ddvidas apresentadas pelos
alunos ao longo do processo. Ainda nessa etapa o professor analisar e discutir os modelos

matematicos a construcdo feita pelos estudantes.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

1° Passo: Para construir o triangulo ABD, cria-se dois pontos A e B com coordenadas,
respectivamente iguais a (30, 1) e (0,1). Em seguida, para determinar o terceiro vértice e
assim obter o tridngulo, constroi-se duas circunferéncias, com centros nos pontos A e B.
Para isso utiliza-se a fungdo “Circulo: centro e raio”. As circunferéncias de centro em A
e B devem ter, respectivamente, raios iguais a 40 cm e 50 cm. A unido do ponto D,
interseccdo das circunferéncias, com os pontos A e B, formam o primeiro triangulo

heroniano, figura 3.

Figura 3 — Processo de construgéo do triangulo ABD
DFIEE NG 1PN o
. N .

@ B-01)

® c: Clreulo(B, 50)
— 3@+ (y- 1) = 2500

: Circulo(A, 40)

@

— (x-30)% + (y - 1)* = 16(
@ D = Intersegdo(c, d, 1)
— (30, 41)
® f = Segmento(B, A)
— 30
O g = Segmento(D, A)
— 40
@ h = Segmento(D, B)
— 50

b

Fonte: Elaborado pela autora

2° Passo: Para a construcdo do segundo triangulo heroniano, segue processo semelhante
ao realizado anteriormente. No entanto, como 0s triangulos devem ser sobrepostos no

segmento AB, o mesmo também seréa criado sobre os pontos A e B. Dessa forma, cria-se
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uma nova circunferéncia de centro em A e raio 63 cm e uma nova circunferéncia de centro
em B e raio 51 cm. Unindo o ponto de C, intersec¢éo das circunferéncias, aos pontos A e
B forma-se o tridngulo heroniano ABC.

Figura 4 — Processo de construcdo do triangulo ABC
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Fonte: Elaborado pela autora

3° Passo: Um vez sobrepostos e unindo os vértices C e D tem-se o quadrilatero ABCD.
Para determinar o valor de sua area, une-se os vértice por meio da fungdo “Poligono”
formando a regido ABCD. Em seguida seleciona-se a fungdo “Area” para o software
apresentar seu valor.

Figura 5 — Processo de construgdo do quadrilatero ABCD
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Fonte: Elaborado pela autora
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