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ABSTRACT

In this work, the Ising model on the sguare lattice randomly
decorated (annealed distribuition) with a chain of M Ising spins of
magnitudes s 1is studied. The model 1is considered with and without
uniaxial anisotropy and 1n both cases the exact solution is
obtained. The phase diagram is determined for s=3/2 and M (finite)
arbitrary, and the critical behaviour for arbitrary s 1in the limit

M-sx 1s also analyzed.



RESUMO

Neste trabalho, é estudado o modelo de Ising na rede
quadrada decorado aleatoriamente (distribuicdo recozida) com uma
cadeia de M spins de Ising de magnitudes s. O modelo & considerado
com e sem anisotropia uniaxial, e em ambos os casos é obtida a
solugdo exata. O diagrama de fase é determinado para ss3/2 e M
(finito) arbitrario, e o comportamento critico também é& analisado para

s arbitrario no limite Mow.
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INTRODUCAO GERAL

O modelo de Ising foi introduzido por Ising (1925), com o
objetivo de descrever o comportamento critico de materiais
ferromagnéticos. A versdo unidimensional do modelo com interacdo de
curto alcance, fol resolvida por Ising (1925) o gual mostrou que a
energia livre nao apresenta comportamento ndo-analitico, e
consequentemente o sistema ndo exibe transigdo de fase. A solugdo para

o modelo ferromagnético bidimensional sem campo, foi encontrada por

Onsager (1944), gque obteve a funcdo de particao e a temperatura de
transigcdo, sendo a magnetizacdo espontanea determinada por Yang
(1952) .

Além dos sistemas magnéticos puros e desordenados, o modelo
de Ising pode descrever Vvarios sistemas (Temperley, 1972), tais como:
as ligas bindrias, gé&s na rede ("lattice gas"), etc. Além destes, pode
descrever sistemas de spins em redes decoradas, que sdo redes que tem
entre cada dois pontos da rede original um ou mais sitios adicionais
(Syozi, 1972). Nos casos de miltipla decoragdo e interagao, considera-
se que as variaveis de decoragdo interagem entre si, e com os sitios
da rede ordinéaria.

O modelo de Ising decorado, foi introduzido por Syozi (1951)

com o objetivo de determinar a relagdo entre as fungdes de partiqéb da



rede Kagomé e sua correspondente rede favo de mel. O calculo para a
obtencdo de tal relacdo pode ser feito utilizando-se a técnica
transformacdo-decoracao, (Syozi, 1972), a qual consiste em efetuar o
trago sobre as varidveis que decoram uma dada rede, transformando-se
sua funcdo de particdo, na fungcdo de partigcdo do modelo ordinario
correspondente, com interacdes efetivas que dependem da temperatura e
dependendo do caso, podem também depender do c=ampo externo aplicado.

Varios fendmenos foram estudados usando-se modelos
decorados, entre eles, pode-se citar: diluicdo (Syozi, 1965), efeito
de interacdes competitivas e reentré&ncia (Horiguchi e Gongalves, 1983;
Goncalves e Horiguchi, 1984; dos Santos e Coutinho,. 1987), e
supercondutividade em altas temperaturas (dos Santos et al., 1989).
Nestes estudos tem-se usado com frequéncia o modelo de Ising decorado
sobre a rede quadrada, em virtude deste modelo descrever dentro de uma
aproximacdo aceitavel o comportamento destes sistemas.

No estudo de sistemas com impurezas, existem duas formas
distintas de abordagem do problema (Brout, 1959), que caracterizam a
forma como as impurezas se distribuem no sistema a uma dada
temperatura. Esta distribuigdo estd relacionada a forma como o sistema
é resfriado de altas temperaturas até a temperatura de interesse. Se o
resfriamento é& feito de forma rapida (caso ''quenched"), as impurezas
ficam presas em suas posicgdes, 1isto &, em uma situagdo de néo
equilibrio e a distribuigdo obtida é dita temperada. No entanto, se o
resfriamento é feito de forma lenta (caso "annealed") tal que as
impurezas possam mover-se durante o processo de resfriamento, tem-se

uma situacdao de equilibrio e a distribuigdo obtida & chamada de



recozida. Em termos da fungdo de partigdo, a energia livre, no caso.
temperado é proporcional a <log<Z>,>., enquanto que no caso recozido a
fungcdo de particdao é dada por log<Z>, ., onde s designa a média
estatistica, ¢ a média configuracional sobre a distribuicdo das
impurezas e "log'" denota o logaritmico natural.

Sistemas magnéticos com distribuigcdo de impurezas recozidas
tem sido objeto de estudo de varios autores (Syozi, 1972). Muito
embora a maioria dos sistemas reais com impurezas sejam descritos mais
adequadamente considerando a distribuigdo de impurezas temperadas, o
interesse no estudo de sistemas com distribuig¢des recozidas reside
principalmente na maior possibilidade de obtengdo de uma solugéo
exata.

O estudo de interagdes competitivas, sem desordem, em
modelos decorados foil considerado por varios autores. Nakano (1968) e
Hatori e Nakano (1968) introduziram interagdes de competigcdo com o
objetivo de estudar o comportamento critico do modelo de Ising
antiferromagnético decorado sobre a rede quadrada na presenga de uma
campo magnético. Estudos mais recentes destas interagdes competitivas
no modelo de Ising na rede quadrada decorada aletoriamente, foram
realizados por dos Santos et al. (1990), Gongalves (1991), Paul e
Mattis (1991), Lyra e Cavalcanti (1992) e Coutinho et al.(1993). Em
particular dos Santos et al. (1990), consideraram o efeito da
decoragdo aleatéria com cadeias de M spins 1/2.

Neste trabalho estuda-se o modelo de Ising bidimensional
decorado aleatoriamente (distribuigdo recozida), por uma cadeia de M

spins de Ising de magnitudes s com e sem anisotropia uniaxial. O



sistema é resolvido exatamente mapeando-o num modelo de Ising efetivo
uniforme na rede quadrada.

No primeiro capitulo discute-se o modelo decorado sem
anisotropia uniaxial e no segundo capitulo com anisotropia uniaxial. O
comportamento critico do modelo, para M finito, & explicitamente
obtido no primeiro capitulo para s=<3/2 e no seeundo capitulo para s= 1
e 3/2.

No terceiro capitulo considera-se a solugdao do modelo no
limite M-w, normalizando-se adequadamente os pardmetros de interacgéo
dos termos de energia decorrentes da decoragcdo da rede. E obtida a
solugdo exata para s arbitrario e o comportamento ‘critico analisado
para ss5/2.

Finalmente, s&o apresentadas as conclusdes referentes aos

resultados encontrados nos trés capitulos precedentes.



CAPITULO 1

MODELO DE ISING SEM ANISOTROPIA UNIAXIAL DECORADO ALEATORIAMENTE

1.1 INTRODUGAO

Neste capitulo estuda-se o modelo de Ising bidimensional
decorado aleatoriamente (distribuig¢do recozida) por uma cadeia de M
spins de Ising de magnitude s sem anisotropia uniaxial. O sistema é
resolvido exatamente a partir da solucdo do modelo de Ising
bidimensional, sendo obtidas expressdes analiticas exatas para s=3/2 e

M arbitrario.

Trabalhos sobre o comportamento critico do modelo foram
feitos por dos Santos et al. (1990), que estudaram o modelo de Ising
bidimensional com distribuicdo recozida, em que cada ligacdo foi

decorada aleatoriamente por 1,2 e 3 spins de Ising de magnitude s=1/2,
e por Goncalves (1991), que estudou o mesmo modelo, no dqual cada
ligagao foil decorada aleatoriamente por apenas um spin de Ising de
magnitude s arbitraria.

A partir da solugao exata é obtido o diagrama de fase do
modelo como fungdo da concentracdo e do parametro de competicdo, para
s=3/2 e M=2 e 3. Na secgdo 1.2 é& discutida a solug¢do do modelo e na 1.3

os resultados obtidos.



1.2 A SOLUGAO DO MODELO

Hamiltoniana para este caso, considerando-se condigdes de
contorno periddicas para a rede bi-dimensional e para a cadeia de

spins que decora uma dada ligagdo, é dada por:

M

= T + -
H=- ) J[GUUlMI ouo}HjJ € )t ) I X
(i) (ij) k=1
M
X(UU = bUiJHJ + Z?J‘}k.ij,ijﬂak*l t M - z Tij 1a13X
k=1 (ij)
M M
X Z‘Jgk,lLi+1j(01j 2 §Ui+LJ + Z'XJOk,iLi+1jUk¢1 L g LB
k=1 k=1
onde o,;,=*1, t,; .., =0,1 & a variavel de decoracg¢do de cada ligacéao,

1) 1)

ij
Ek € um spin de Ising de magnitude s, 8 e ¥ sdao parédmetros arbitrarios

e p €& o pseudo-potencial quimico que controla o numero de ligacgdes

decoradas.

A funcdo de particdo é dada por:

Z = Tr[e_BH} ; (1.2)



onde (3 = kK; & a constante de Boltzmann, T é& a temperatura

1

KyT
absoluta e Tr, dque significa a soma sobre todas as configuracgobes
permitidas pelo conjunto de variaveis 1independentes {a”,Ek,tU’gjf},
é obtido utilizando-se o procedimento adotado por Gongalves (1991).
Assim sendo, efetuando-se a decimagdo da variavel t,; para uma dada

ligagdo conectando os sitios designados por i, Jj , wusando-se uma

notagdo simplificada, obtém-se:

M M
Z exp{ Bty }:JEij[oi + SUJ + }:7J5ij5k” + U ”
{o}.ty; k=1 k=1
: M M
= (25+1]H v Z exp R}:EijEMI + hij}:ghij g (255
{0} k=1 k=1

onde K= %K, K=3J, hlf[ai + SOJ]K e z=exp(Bu) €& a fugacidade. Para se
obter o traco parcial sobre as variaveis o no segundo membro da
equagdo (1.3), faz-se uso da técnica da matriz de transferéncia veja

por exemplo McCoy e Wu (1973), cujos elementos sdao dados por:

Koy ;0 + h”[ ®y g F &k'J/Z

<@, jIT 1o > = @ ; fdlsa)
onde T,;; & a matriz de transferéncia associada a ligagdo 1ij, cuja
ordem é 2s+1. Fazendo-se uso da equagao (1.4), pode-se reescrever a



equagao (1.3) na forma:

a

M M
Y exp{ Bt ZJ&RJJPN + aoJ ) IO 0k M|} o=
{E}’tl) k=1 k=1

I

M — — — — — —
[25+1J + 27 ) Yoo} <0IT105><T5I T 51T3>. . <TyITy ;100> =

010, Oy

{25+1}H £ & BT (1.5)

A diagonalizagdo da matriz de transferéncia T;;, que permite
calcular a expressao anterior, é& apresentada no apéndice A. Considera-
se somente trés valores para s, s=1/2, 1 e 3/2 , em virtude da equagao
polinomial associada & eqguagao de autovalores da matriz T,; soé
fornecer solucgdao analitica para estes casos.

Usando-se os resultados obtidos nas equacdes (A.7) e (A.8)

para s=1/2, (A.18)-(A.20) para s=1 e (A.33)-(A.36) para s=3/2, pode-se

escrever a eq.(1.5) na forma:

M M
z exp{ Bt;;" ZJEk,iJ[ai - SO‘J-] + ZyJEk,ijc—fk*l + U =
{5‘},t” k=1 k=1
BI 0,0 )
= rye ! (1.6)



onde ry e Jy; sao dados por:

Ty ='JfH(h+)fH(h_) ‘ (1.7)
I I

J i
57 2 R ’ Y

com f,(x) e h* definidos por:

a0 = [asn]" |1+ 2fasn] " Barca] (1.9)

h =

N =

[1 : E)JK ; (1.10)

onde os autovalores de Tpsr . B sao dados pelas equagdes (A.7) e (A.8)
para s=1/2, (A.18)-(A.20) para s=1 e (A.33)-(A.36) para s=3/2.
A partir da equagdo (1.6), pode-se escrever a fungdo de

particdo na forma:
z2 =71y ) e RH , (1.11)

onde N & o namero de sitios da rede e H’ & a Hamiltoniana do modelo de

Ising efetivo bidimensional dada por:

HI = - Z Jcrr[(f”O’iJ” i O'ij(fi,lj] i (1.12)
(i3)



onde

" s T £ . (1.13)

Este resultado mostra gque o sistema apresenta o mesmo comportamento
critico do modelo de Ising efetivo.

A fugacidade é determinada fazendr-se a média térmica da

varidvel de decoragao t;; 1igual a fragdo de ligagdes decoradas
(concentragao p), isto é:
p = <t;;» N (1.14)

Para obter-se <t;;> usa-se o procedimento adotado por

Gongalves (1991). Assim sendo considerando, para uma determinada

ligagdo, o traco parcial sobre as variaveis o e t;; com o uso da

equacao (1.6), é obtido o seguinte resultado:
M M 87
P - _ MO0
z exp| ty; KZO'k,ijcrwl + hiJZcrk,.,). + Bu £y = Iye X
{&}ltij k=1 k=1
X[ilaioj + >_42] / f1 159

10



onde x,, X, sdo definidos por:

Xy(h") Xy(h™)

= z
X, = = - ; (1.16)
2 |£4(h*)  fy(h7)
= _ z |Xu(h*) Xy (h™)
Xy = 5 T ety i (1.17)
£y (h*) fy(h
com
Xy (%) = [2s+1]'” YAl (x) . (1.18)
m=1
Combinando as equagdes (1.6) , (1.14) e (1.15) obtém-se:
P = X<0,0,>; + Xz = X8 + Xy r (1.19)
onde €=<0,0;>,,; € a fungcdo de correlagdo entre dois spins vizinhos

mais préximos na rede efetiva do modelo bidimensional.

A temperatura de transicdao é determinada utilizando-se a

solugcdo Onsager (1944):

(1.20)

1+
[

senh2B[J;T(3,J;,z)] =

11



que corresponde a

BJerr = Kopp = %ln[s * lJ ' (L.21)
com a fugacidade sendo dada pela eq.(1.19). O sinal positivo esta

associado a fase ferromagnético e o sinal negativo a fase
antiferromagnética.
Utilizando-se as equagdbes (1.13) e (1.8-1.10) encontra-se

que z em funcgao de KLT é dado por:

= , 1.22)
Xy (h*) = CXy(h") (
onde
g o= exp[Z(Kﬁrr - [33)} ; (ks 28
A partir da equagcao (1.19) obtém-se também para a

fugacidade a expressao:

A, + |A2 + 4pB
e pom T a2 PPn . (1.24)

12



onde Ay e By sdo definidos por:
By = (2p = 1) [Xn(h") + XH(h‘)] = e[xn(w) = XM(h‘)] , (1.25)
By = 4(1 - p)Xy(h*)Xy(h7) . (1.26)

Eliminando-se a fugacidade 2z, entre as equacdes (1.22) e

(1.24), obtém-se:

(L% e)Xeg(hy) + (1, = &)€. Xy ()
Xy (h™) = Xy(h7)

Ll A

(ol

Analizando as equagdes (1.8)-(1.10) vé-se que J4>0 para §&>0,
e Jy<0 para 6<0 independentemente do sinal de J. Isto significa que
para se introduzir competigdo no sistema, o que permite a existéncia
de fases ferromagnética e antiferromagnética, deve~-se considerar
sinais contrarios para J e Jy 1independente do sinal de J. Assim sendo,
definindo o parametro de competicdo a= -J/|J|, para 8>0 tem-se «a>0 e
para &6<0 tem-se «a<0. Considerando-se §&6=0 tem-se Jy=0 e JﬂT=3,
portanto, neste caso o modelo reproduz os resultados obtidos por
Onsager(1944).

A partir da eq.(l1.1) pode-se mostrar que a Hamiltoniana é&
invariante sob a transformagdo oa-»>—a e &--8 e a inversdo em sitios
alternados dos spins o (0»-0) e dos spins o(0->-0) em cadeias

alternadas. Isto significa que ao trocar simultaneamente os sinais de

13



o e & sao intercambiadas no diagrama de fase as fronteiras
ferromagnética com antiferromagnética.

Desta forma para estudar os casos em que os dois tipos de
ordem estdo presentes, que sdo os casos de interesse, sem perda de
generalidade os resultados serdo restritos a a>0 e 8>0. Neste caso a
equagdo (1.27) que fornece a temperatura critica (TC), pode ser

reescrita em termos dos parametros criticos ne forma:

L[| L em2e ] (L ¥ cdXu(ht) + £(1 - e, (n) e (1.28)
B s Xy (h*) = X, (h") ' ’
onde
t = exp(2K,) =42 + 1 , B, =t g , (1.29)
onde €., & a fungdo de correlagdo para T=T.,, K. = B.J, e onde o sinal
+(-) refere-se a fase ferromagnética(antiferromagnética).

1.3 RESULTADOS

O diagrama de fase para uma determinada escolha dos
pardmetros que definem o modelo, & obtido resolvendo-se numericamente

a equagdo (1.28). Para determind-lo se faz necessdrio calcular

14



analiticamente as concentragdes criticas (p.), Qque correspondem a
valores de p associados a temperatura critica T.-»0, (Syozi, 1972), e o
parédmetro de competicdo critico(a.,) 9que corresponde ao valor de «
abaixo do e&ual a ordem ferromagnética no estado fundamental pode
existir (Gongalves, 1991). O <calculo analitico realizado para a
obtencdo destes valores e de a critico fol efetuado e os resultados
sdo apresentados no apéndice B.

Os resultados apresentados no apéndice B, podem ser
sumarizados como sdo apresentados a seguir. As concentragdes criticas
para as fronteiras ferromagnética e antiferromagnética somente sé&o
definidas para oasa., e os valores das mesmas dependem dos paré@metros

que definem o sistema apenas para oa=o«.. Assim sendo, para a#x., tem-

se:
"Pie = %(1 = £§J para O<oa<oa, (caso antiferro) : ( 152,308
Poc = %(1 + i;) para O<a<a. (caso ferro) i (1381
Pa: = % para «a=0 (caso ferro) . . (L3 2%

15



Para o=a., somente existe a fronteira antiferromagnética. Quando a
concentracado critica é definida, para %<0, dentre os casos estudados
apresenta dependéncia em &8, ¥ e M somente para s=3/2, enquanto que

para ¥>0, somente depende de § e é& dada por:

para é&=1 .

N =

prlc:'

_321.[ 1+ EJ para §=1 ! (1.33)

O modelo estudado reproduz os resultados obtidos por
Gongalves (1991), para M=1.

Os valores para a concentragao critica p,.=0.1464...,
P2.=0:8535... e py,=1/2, gque & a concentragdo de percolagdo para a
rede quadrada pois neste caso o modelo reduz-se ao modelo diluido
estudado Syozi (1965), sdo dados pelas eqgs.(1.30)-(1.32) e podem ser
vistos como limiares de percolagdo que caracterizam as classes de
universalidade e que nao sofrem os efeitos da decoragao (Gongalves,
1991) .

A solugdo da eq.(1.28) foi obtida considerando valores para
¥ positivos e negativos, sendo escolhido ¥>0 (¥=0.5) para a maioria
dos resultados apresentados pois os mesmos apresentam os aspectos
relevantes do modelo. Os resultados também ndo apresentaram diferencas

qualitativas ao ser variado o parametro &, sendo escolhido o valor

O'=L1" 15w

16



Nas Figs. 1.1-1.6, a temperatura critica é apresentada como
uma funcao da concentragao para s=1/2 , 1 e 3/2 para M=2 e 3, e alguns
valores do parametro de competicdo «. Conclui-se dos resultados
mostrados que, para O<a<o, independente do valores de s e M o estado
fundamental ferromagnético é estavel para p,.<psl e para p;.<p<p,. O
estado fundamental é& instavel apresentando o sistema um comportamento
reentrante (Syozi, 1972) para determinados valores do parametro de
competicdo «. No caso especial «o=0, o estado fundamental da fase
ferromagnética é estavel para p;.=0.5<p<1, independente dos
parametros. Conclui-se também gque para a>a, o estado fundamental
antiferromagnético é estavel independentemente de s e M, para qualquer
valor de p, e para O<asa, O sistema somente apresenta ordem
antiferromagnética no estado fundamental para 0<p=p;., possuindo
‘porém, comportamento multi-reentrante para a>a.,. Deve ser notado que
para s=1/2 esta reentrancia maltipla é observada para M=2 e 3, e nao
existe para M=1 (dos Santos et al., 1990).

Nas Figs.1.7 - 1.12, a temperatura critica & dada como uma
fung¢édo do parametro de competig¢do «, para s=1/2 , 1 e 3/2 para M=2 e 3
e alguns valores da concentracdao p. Observa-se que independentemente
dos valores de M e s, a fase ferromagnética é estdvel para O<ua<a, e
Po.<p=1 e para p,.<psp,. a fase ferromagnética é instéavel, exibindo o
modelo o fendmeno de reentréancia. Por outro lado, a fase
antiferromagnética também é& estével independentemente dos valores de s
e M, para O<oa<a, e O=p=p,., e para o>x, quando p,.<psl. Entretanto,
pode ser observado que o fendmeno de multi-reentrdncia esté& presente

na fase antiferromagnética para o>a..
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Na Fig. 1.13, a temperatura critica é mostrada como funcao
da concentragao para 8=0.5, ¥=-0.5, o=x. e s=3/2 e M=3, 5, 7 e 9. Como
pode-se notar a concentracdo critica €& nao—universal, e os valores
apresentados s&o consistentes com os resultados apresentados no
Apéndice B.

A solucdao do modelo foi obtida para M arbitrario, porém os
resultados foram apresentados somente para M=3, tendo em vista que os
resultados para M>3, ndo mostraram diferengas qualitativas em relacao
aos anteriores.

Nas regides onde o sistema apresenta comportamento

reentrante, o ponto critico reentrante do contorno de fase para os

diagramas mostrados nas Figs.1.1 - 1.13, pode ser determinado,
considerando-se a equagdo (1.28), escrita na forma de F(p,T.) = 0 e
F(ax,T.) = 0, sujeita as condigdes adicionais:

dp _

ar, - 0 parai ‘T, X ‘P i (1.34)
diat v,

ar. 0 para T. X « . (1.35)
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P

Fig. 1.1 - Temperatura critica normalizada T como fungdo de p
(concentragdao de ligagdes decoradas) para varios valores de
a(a=-J/|1Jl), ¥=0.5, 8=1.5, s=1/2 e M=2. As linhas continuas definem
as fronteiras ferromagnéticas com TRL=T.(p)/T.(1), e as 1linhas

tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com TpL=T.(p)/T.(0).
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Tl 1.8 - Temperatura critica T, (T.=kgT./J) como fungao de
a(a==J/1J1) para varios p (concentragdo de ligagdes decoradas),
7=0.5, &6=1.5, s=1/2 e M=3. As 1linhas continuas definem as
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antiferromagnéticas.
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Fig. 1.9 =-. Temperatura critica T _(T.=kgT./J) como fungdo de
a(a=-J/I1Jl) para varios p (concentragdo de ligagdes decoradas),
7=0.5, &8=1.5, s=1 e M=2. As linhas continuas definem as fronteiras
ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras
antiferromagnéticas.
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Fig. 1.10 = Temperatura eritiea Tc(fczkgTC/J) como fungcao de
a(as—S/IJI) para vArios p (concentragcdo de 1ligagdes decoradas),

7=0.5, &=1.5, s=1 e M=3. As linhas continuas definem as fronteiras
ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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¥=0.5, &=1.5, s=3/2 e M=2. As 1linhas continuas definem as
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«(a=-J/1J|l) para varios p (concentragdo de ligagdes decoradas),
7=0.5, &=1.5, s=3/2" e M=3. As linhas continuas definem as

fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras
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Fig. 1.13 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragao de 1ligagdes decoradas) para a=a,=0375(a=-J/1J1),

¥=-0.5, &=0.5, s=3/2 e VAarios valores de M. As curvas definem as

fronteiras antiferromagnéticas com Tp=T.(p)/T.(0) .
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MODELO DE ISING COM ANISOTROPIA UNIAXIAL DECORADO ALEATORIAMENTE

2.1 INTRODUGCAO

O modelo estudado no capitulo anterior, com a presenca de
anisotropia uniaxial é objeto de estudoh neste capitulo. A solucgéao
exata para o sistema pode ser obtida de maneira andloga aquela obtida
para o modelo sem anisotropia uniaxial, isto &, mapeando-o num modelo
de Ising efetivo bidimensional. Este modelo, para M=1, foi
recentemente estudado por Coutinho et al. (1993) para diferentes
valores de s.

Considera-se neste capitulo o modelo com M arbitrario
constituindo uma extensao do resultado acima mencionado. O diagrama de
fase & determinado usando-se a solugdo exata obtida para M arbitrario
e s=1 e 3/2, sendo apresentado resultados explicitos para M=2 e 3. Na

segdo 2.2 é obtida a solucdo para modelo e na 2.3 sdao apresentados os

resultados.
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2 .2 A SOLUGAO DO MODELO

A Hamiltoniana para este caso, usando-se condicdes de

contorno periéddicas tanto para a rede bi-dimensional gquanto para a

cadeia de spins que decora uma dada ligacdo, é& definida por:

M

i = = J{Uu@im v O’iJO‘HUJ C ) Einagad )90k 515X
(ij) (i) k=1

M M

X[Gij + 50i)+1) a3 Z?J&k,lj,ungkn + ZD&E,U,U‘H o =

k=1 k=1

M

M
= ) e ZJUk,iJ,iHJ[UiJ 4 5"1+1)J+ Y ¥IG g e ke

(i) k=1 k=1

: |
+ Y DGE iy 501y + M . (S

J

onde, como no caso anterior, ¢;;=t1, tij i/ =0,1 & a variavel de

decoracao de cada ligacao, o € um spin de Ising de magnitude s, & e 7
sao paréametros arbitrarios e u é o pseudo-potencial quimico que
controla o nUmero de ligacbes decoradas e D é a constante de

anisotropia.
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A funcao de particao é obtida seguindo o mesmo procedimento
usado no Capitulo 1. Portanto, efetuando-se a decimagdo da variavel
t;; para uma dada ligagcao conectando os sitios designados por 1i,j,

fazendo-se uso da notagao simplificada, obtém-se:

M M M
Z exps{ Bt ZJ&k,iJ[O‘i + 6UJ+ ZarJ&k,Uc_rl“1 + ZDEE,U + ul| =
{5‘},tiJ k=1 k=1 k=1
M M M
M -~ _— —_— — -~ -—
=(2s+lJ + E Z exp KZ O, 1j0ke1 + hi)’zok.ij + DZULPE,U' P 0% 8
k=1 k=1 k=1

{0}

onde K=yK, K=pJ, hij:(ai + 6UJJK, D=wK (w=D/J) e z=exp(Bu) é a
fugacidade. Analogamente ao caso anterior, para obter-se o traco
parcial sobre as varidveis o indicado na equacao (2.2), serd utilizado
o método da matriz de transferéncia (McCoy e Wu,1973), cujos elementos

sdo definidos por:

RG, 1,0 -+ h.lj(&k‘ij + 6k,J/2 " D[&'E,” + 5~5,J/2

<oy, 1§ 1T 10%->= e '

(23}
onde T;; &€ a matriz de transferéncia associada a 1ligagdo 1ij, cuja
ordem & 2s+1.

A diagonalizagcao da matriz de transferéncia T;;, que permite
calcular a expressao anterior, & apresentada no apéndice A onde sao
considerados, como no caso sem anisotropia uniaxial, apenas trés

valores para s, s=3/2.
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Usando-se os resultados obtidos nas eqgs. (A.18)-(A.20) para s=1

e (A.33)-(A.36) para s=3/2, a eq.(2.3) pode ser escrita na forma:

%

M M
Z expq{Bpt,, ZJ&k,ij[O—i & ‘50"J'J+ Z7J6k,ij&k«1+ ZDc}i,ij M =
(o}, ty; k=1 k=1 k=1

= rye : (2.4)

com ry, e Jy, sendo definidos por:

ry = JE (D) Ey(h7) (2.5)
kT, | £u(h?)

J = 1 .
R RS ' )

onde fy(x) e h* sdo dados pelas egs. (1.9) e (1.10) respectivamente, e
os autovalores de T;;, A, sao dados pelas equacdes (A.18)-(A.20) para
s=1 e (A.3)-(A.36) para s=3/2.

Usando-se os resultados anteriores conclui-se que o modelo é

mapeado num modelo de Ising efetivo na rede gquadrada, cuja

Hamiltoniana é dada por:

H = - Z de[ouo,hl + GUO}HJJ p (2.7)
(11)
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onde

T & F &85 ; (2.8)

A fugacidade é& obtida considerando-se a eq.(1.14), sendo a média
térmica da variavel de decoragao t;; obtida usando-se o mesmo
procedimento do capitulo anterior. Deste mecdo, para uma determinada

ligagdo ij, considerando-se o trago parcial sobre as varidveis o e t;

obtém-se:

M M
Z exp tljlzzo-"k,ljo"kn +hijz&k,ij i Dz&k,ij + M €)=

{U}'tij k=1 k=1 k=1

X,0,0; + §2] ) (2.9)

onde X, e §2 sdo definidos pelas egs.(1.16) e (1.17), respectivamente.

Operando-se com as equagdes (2.4), (1.14) e (2.9), tem-se:
P = X€0,0,>. 00 ¥ Ry = € + Xs ; (3.10])
onde £=<0,0;>,, € a fungao de correlagao entre dois spins vizinhos

mais préoximos na rede efetiva do modelo bidimensional.
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A temperatura de transigdo é entdo obtida utilizando-se a

solugao de Onsager (1944)
senhzﬁ[J';”(E,J,;,z)] ST : RN

que corresponde a
BIerr = Kopr = —1n[5 + 1] : (2242

onde a fugacidade é definida pela equagdo (2.10). O sinal positivo
estd associado a fase ferromagnética e o sinal negativo a fase

antiferromagnética.
Usando-se as equagbdes (2.6), (2.8) e (1.8-1.10), onde foi
eliminada a fugacidade, pode-se entdo escrever que a temperatura

critica é dada pela equagéao:

1|, | em2eK] (1t e X(nt) (1 - e, (nr) X (2.13)
&= 2 —& Xy (h*) = Xu(h-) : |

onde

, 12

t = exp(2KS,) = d2 + 1 : g, =t 5 ; (& da)

onde ¢ € a fungao de correlagao para T=T. (T, & a temperatura

c (o

eritica) .
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2.3 RESULTADOS

Como no caso anterior, das equacgdes (2.8)-(2.10) conclui-se
que para se introduzir competigdo no sistema, a fim de obter-se as
fases ferromagnética e antiferromagnética, deve-se utilizar também
sinais opostos para J e J), independente do sinal de J. O parametro de
competicdo «, introduzido no Cap.l e igual a -J/I1J|, é considerado
positivo para >0, e negativo para &<0. Como no Capitulo 1, para §&=0,
tem-se J,,=J, portanto, neste caso reproduz-se os resultados obtidos
por Onsager (1944).

A Hamiltoniana definida pela equacao (2.1) exibe a mesma
invariancia da Hamiltoniana do modelo anterior, e os resultados para o

modelo como no caso previamente estudado, se restringem ao caso a>0 e

6>0.

Os parametros criticos do modelo, p. e o., sdo obtidos
usando-se o mesmo procedimento adotado no Cap.1l., isto &, tomando-se o
limite T.»0 na equagdo (2.13), e sdo apresentados no apéndice B. Tais

resultados para a concentracdo critica, dependem dos pardmetros que

caracterizam o modelo somente para o=as. Para o#a, o0s resultados

[}
obtidos sdo idénticos aos obtidos no modelo anterior. Desta forma,

obtém-se:

Py = _[1 = _-J para O<a<a, (caso antiferro) ' (2.15)

para O<o<o, (caso ferro) ; (2.16)

7)

1

para «o=0 (caso ferro) : (2.17)

N

p3c =
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Para o=, o sistema apresenta ordem somente na fase
antiferromagnética. Quando existe concentracdo critica, esta. apresenta
dependéncia nos parametros s, M, 8§, ¥ e w, apenas quando w+2y¥+(1+8)=0

para s=1, e 2w+3y+(1+8)=0 para s=3/2. Quando w+2y+(1-86)>0 e s=1,

2W+37+(1-8)>0 e s=3/2, os resultados dependem exclusivamente de §, e a

concentracgdo critica & definida por:

=
% para ¢&=1 i
Psc = 1
%[ 1 + £§ ] para o=1 - (2.18)
Os resultados para a concentragdo critica p,.=0.1464...,
P>.=0.8535... e py.=1/2 (obtida para «=0 correspondendo a concentragao
de percolagao encontrada por (Syozi, 1'965), sao dados pelas
eqs.(2.15)-(2.18), como no caso anterior podem ser considerados como

universais visto que independem da decoracgéo.
A solugdo da equagdo (2.13) foi obtida considerando-se

valores positivos e negativos para ¥ e w. Somente sdo apresentados

resultados para w>0 (w=0.5) e ¥=*0.5 em virtude dos mesmos
apresentarem as caracteristicas mals 1importantes do modelo. Os
resultados, como no Cap.l., ndo mostraram diferencas qualitativas ao

ser variado o parametro ¢, sendo escolhido o valor &8=1.5. Para M=1, os
resultados sao idénticos aos obtidos por Coutinho et al. (1993).
Nas Figs. 2.1-2.8, a temperatura critica é& considerada como

uma fun¢do da concentragao p, para s=1 e 3/2 para M=2 e 3, ¥=120.5 e
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alguns valores do parametro de competicdo a. A partir dos resultados
encontrados nota-se que independente do valores de s e M a fase
ferromagnética & estdvel para p,.<p<l, entretanto, para p;.<p<p,. a
fase ferromagnética exibe o fendmeno de reentradncia para determinados
valores do parédmetro de competigdo o (0O<a<wx.). Contudo, para o«=0 a fase
ferromagnética é estavel para p;.<p<l independentmente dos parametros.
Verifica~se ainda que para oa>x., a fase antiferromagnética é estavel
independentemente de s e M, para qualquer valor de p, e para O0<«sa. O
sistema apresenta ordem no estado fundamental apenas para O0<psp;.,
apresentando porém, comportamento multi-reentrante para 0.5<p<1l, para
7>0, e para 7<0 tal comportamento existe apenas para M=2 e s=1.

Nas Figs.2.9 - 2.16, a temperatura critica é plotada como
uma funcdo do paré&metro de competi¢cdao «, para s=1 e 3/2 para M=2 e 3,
¥=%£0.5 e alguns valores da concentracgao p. Nota-se que
independentemente dos valores de M e s, o estado fundamental da fase
ferromagnética é estavel quando O<a<a, para p,.<psl e para p;3.<psps. O
estado fundamental é instavel, apresentando o sistema comportamento
reentrante. Por outro lado, o estado fundamental da fase
antiferromagnética também é estavel independentemente dos valores de s
e M, para O<a<a, e O0O=p=p,., e para o>a. quando p,.<p=l. Entretanto,
para a>a., um comportamento multi-reentrante estd presente no estado
fundamental antiferromagnético para ¥>0, e para 7=-0.5, s=1 e M=2.

Nas Figs. 2.17 - 2.20, a temperatura critica & dada como uma
fungao da concentracao p, para o=a,, quando 6=0.5, 7=-0.5, w=-0.5 ou
6=2.0, 7=-0.5, w=-0.75, para s=1 e 3/2 e M=2 e 3. Os resultados

apresentados mostram a dependéncia da concentragcdao critica com os
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Varios pardmetros, o que caracteriza um comportamento ndo—universal.
Deve ser notado que enquanto para D#z0 as concentragdes. criticas
apresentaram um comportamento nao-universal para s21/2, para D=0 este
comportamente somente foi verificado para s=3/2.

Convém salientar também que os resultados obtidos para M>3
como no caso anterior, sao semelhantes aos apresentados nas Figs.
2.1-2.20 para M=3.

Nas regides onde o sistema apresecnta comportamento
reentrante, o ponto critico reentrante do contorno de fase para os
diagramas mostrados nas Figs.2.1-2.20, pode ser determinado usando-se

o mesmo procedimento utilizado no caso anterior.
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Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentra¢ao de 1ligagbes decoradas) para varios wvalores de
G(GE-S/IJI), 6=1.5, w=0.5, %=-0.5, s=1 e M=2. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Tp=T.(p)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas

com
Th=T.(p) /T .(O) -
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Fig. 2-2 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragao de 1ligagdes decoradas) para vVvarios valores de
a(aE—j/IJI), §=1.5, w=0.5, ¥=-0.5, s=1 e M=3. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com TR=T.(pP)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas cox

Tn=T.(p) /T.(0) .
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Fig.

2.3 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragcdo de 1ligagdes decoradas) para Vvarios valores de
a(a==J/|J|), 8=1.5, w=0.5, ¥=-0.5, s=3/2 e M=2. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Tp=T.(p)/T.(1), e as

linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

Tn=Tc(p) /T (0) -
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2.4 - Temperatura critica normalizada TR como fungdo de p
(concentragdo de 1ligagdes decoradas) para VAarios valores de
a(a==J/131), 6=1.5, w=0.5, ¥=-0.5, s=3/2 e M=3. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Tp/=T.(p)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

TnETc(p) /Tc(o) .
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Fig. 2.5 = Temperatura critica normalizada T como fungao de p
(concentragdo de 1ligagdes decoradas) para varios valores de
a(ax==J/131), &8=1.5, w=0.5, ¥=0.5, s=1 e M=2. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com TRL=T . (p)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

Tn=T.(P) /T (0) -
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Fig. 2.6 - Temperatura critica normalizada T como fungao de p
(concentragdo de 1ligagdes decoradas) para varios valores de
a(as-j/lJl), 6=1.5, w=0.5, ¥=0.5, s=1 e M=3. As 1linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Tp=T.(pP)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

TnETc(P) /Tc(o) .
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Fig. 2.7 - Temperatura critica normalizada T como fungdo de p
(concentragdo de 1ligagdes decoradas) para vériog valores de
a(a==-J3/1J31), 8=1.5, w=0.5, ¥=0.5, s=3/2 e M=2. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Tp=T.(p)/T.(1), e as
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

Th=T.(P) /T (0) .
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Fig. 2.8 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragdo de ligagdes decoradas) para varios valores de
a(a==-J/|JI1), 8=1.5, w=0.5, ¥=0.5, s=3/2 e M=3. As linhas continuas
definem as fronteiras ferromagnéticas com Ta=Te(P)/T:(1); © @8
linhas tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com

Tn=Tc (P) /T (0) -
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Fig. 2.9 - Temperatura critica T (T.=kyT./J) como fungdo de
«(a=-J/1J1) para varios p (concentragdo de ligagdes decoradas),
6%1.5, w=0.5, 7=-0.5, s=1 e M=2. As linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas e as 1linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.

50



=i}

4.0

fC(TCEkBTC/J) como fungdo de

Fig. 5.10 - Temperatura critica

a(as—j/IJl) para Varios p (concentragao de ligagodes decoradas),

§=1.5, w=0.5, y=-0.5, s=1 e M=3. As linhas continuas definem as

fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras
antiferromagnéticas.
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Fig. 2.11 - Temperatura como fungao

a(a==J/131) para varios p (concentragdo de ligagdes decoradas),

§=1.5, w=0.5, ¥=-0.5, s=3/2 e M=2. As linhas continuas definem as

fronteiras ferromagnéticas e as 1linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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Flg. 2.2 - Temperatura critica Tcﬁﬁzkﬂl/J)

4.0

como funcao de

«(a=-J/|1J|) para varios p (concentracdo de ligacdes decoradas),

6=1.5, w=0.5, 7=-0.5, s=3/2 e M=3. As linhas continuas definem as

fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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Fig. 2.13 - Temperatura critica TC(TCEkBTC/J) como fungac
o«(ax==J/|1J|) para varios P (concentracdao de 1ligagdes decora:

6=1.5, w=0.5, 7=0.5, s=1 e M=2. As 1linhas continuas define

fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as front:

antiferromagnéticas.

54



-

5.0

g T, 2.14 - Temperatura critica %C(TCEkBTC/J) como fungao de
a(x=-J/1J|) para varios p (concentragdo de 1ligagdes decoradas),
8=1.5, w=0.5, 7=0.5, s=1 e M=3. As linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas e as 1linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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Fig. 2.15 - Temperatura critica T.(T.=kzT./J) como funcdo de
o« (a=-J/1J|1) para varios p (concentragdo de 1ligagdes decoradas),

§=1.5, w=0.5, 7=0.5, s=3/2 e M=2. As linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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i 2.16 - Temperatura critica P (T ST 1) como fungao de
«(x=-J/1J1) para varios p (concentragao de 1ligagdes decoradas),
§=1.5, w=0.5, 7=0.5, s=3/2 e M=3. As linhas continuas definem as

fronteiras ferromagnéticas e as linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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Fig. 2.17 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragcdo de 1ligagdes decoradas) para a=ac(aa—3/|J|), &=05],

¥y=-0.5, w=-0.5, s=1(ac=0.5) e 3/2(a,=0.5)e M=2. As curvas definem

as fronteiras antiferromagnéticas com TpL=T_ (p)/T.(0).
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Fig. 2.18 = Temperatura critica normalizada Ty como fungéo de p

(concentracao de ligacgdes decoradas) para a=ac(a5-3/|J|), 8§=0.5,

7=-0.5, w=-0.5, s=1(a.,=1.625) e 3/2(a.,=1.5) e M=3. As curvas

definem as fronteiras antiferromagnéticas com TpL=T.(p)/T.(0).
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Fig. 2.19 - Temperatura critica normalizada Th como fungdo de p
(concentragao de 1ligagdes decoradas) para a=ac(a5—3/|Jl), 8§=2.0,

¥=-0.5, w=-0.75, s=1(x.=0.75) e 3/2(x.=0.75) e M=2. As curvas

definem as fronteiras antiferromagnéticas com TR=T_(p)/T.(0).
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Fig. 2.20 - Temperatura crifica normalizada T, como fungdo de p
(concentragao de 1ligagdes decoradas) para a=ac(a5-3/|Jl), §=2.0,

¥=-0.5, w=-0.75, s=1(a.=2.5) e 3/2(x.,=2.25) e M=3. As curvas

definem as fronteiras antiferromagnéticas com TR=T_.(p)/T.(0).
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CAPITULO 3

O LIMITE M-

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo discute-se os resultados obtidos nos
capitulos anteriores no limite Mow. O limite é obtido normalizando-se
adequadamente os termos de interacdo que envolvem os spins da cadeia
que decoram a rede, de forma a obter-se resultados finitos. A solucac
do modelo neste caso é obtida para s arbitrario, sendo mostrade
através de expansdo em série que o resultado é exato.

A partir da solucdao obtida é levantado o diagrama de fase
para os sistemas para ss5/2. Na secdo 3.2 é estudada a solugdo para @
sistema no caso mais geral com anisotropia uniaxial n&o nula e na 3.3

sao apresentados os resultados para s=5/2.
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3.2 A SOLUGCAO DO MODELO

A solucdo é obtida wutilizando-se o mesmo procedimento
utilizado nos capitulos anteriores. Assim sendo, a partir da eq.(2.2)

pode—se esecrever.:

M H I
- - - =2
Y exp{pt, ZJULiJﬁﬂ i SUJ + ) 430k, Ok * ) DOy Hu =
{5‘},t‘j k=1 k=1 k=1
" Hyj
= {25 +1 + z2Tr|e i (3.1)

onde H;; é definido por:

com K=yK, K=gJ, huz[a, + 60J}( e D=wK (w=D/J). O calculo do trago

parcial sobre as varidveis o indicado na equagcao (3.1), pode ser
obtido fazendo-se uso do método de expansdo em série Stanley (1971), e

foi realizado no apéndice C.
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Considerando-se a equagdo (C.24) obtida no apéndice C, pode-se

reescrever a eq. (3.1) na seguinte forma:

M H H
= = - -2
z exp{Bt;; ZJcrk_”{oi + écer i Z?’JO"k'”O"k,l b ZDUK»U =
k=1

{(-;‘},tiJ k=1 k=1

BJ’UiUJ
= re . 8431

onde r e J° sao dados por:

" 1 Jg(Zh*)g(Zh'f ; (3.4)
G KgT g (2h*)
J — — l —— .
2 g(2h7) ' E

onde h* é dado pela eq.(1.10) e a funcdo g(x) é definida como:

g{x) = [25+1JH {1 + zev(x)] ' (3.6)
com
vix) = ,1}8. }Zz[s(s+l)]z 2 %[s(s+l):| {éx“ . 6} : 18577
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Usando-se a equagao (3.3) pode-se escrever a fungao de

particao, eq.(2.2), na forma:

7 = gl Z e_BHI . (3.8)
(o)

onde N & o numero de sitios da rede e H”~ é a Illamiltoniana do modelo

de Ising efetivo uniforme definida por:

HY &= Z Jel‘!'[aijaijol i Gijai+ljJ ' (34,69
(i)

onde J., €& definido por:

s = kM (3.:10)
A partir dos resultados apresentados nas eqgs.(2.9) a (2.12),
e substituindo-se nestas equagdes a fungdo f(x) por g(x), pode-se

escrever imediatamente, que a temperatura critica é dada pela equagao:

1 ~2aK,| (1 + £.)U(2h*) + t(1 - £.)U(2h-)e?*Ke
R = Slar* 2. — — i i (3+°1L)
£ Uu(2h*) - U(2h")
onde U(x) é& dado por:
U(x) = [25+1JM e . i5a 28]
e onde t e ¢, sdo definidos na equagdo (1.29), e a, COmMO NOS Casos

anteriores, é& igual a -J/131.
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33 RESULTRDOS

Como nos capitulos anteriores o diagrama de fase é obtido
resolvendo-se numericamente a equacao (3.11), considerando-se «a>0 e
>0 de forma a obter-se os contornos de fase ferromagnética e

antiferromagnética. Desta forma, considerando-se as equagdes (3.11) e

(3.12), tem-se a seguinte equagao:
2
- +
" T Lol b S RO TR R O R 1 Sl L it
B BTE o e — = ] (3.13)
t i = e RER ALY 3

Este resultado mostra que o diagrama de fase para o modelo com e sem
anisotropia uniaxial sdo idénticos, uma vez que a eq. (3.13) nao exibe
dependéncia no paréametro w, associado a constante de anisotropia D.
Da eq.(3.13), conclui-se ainda que os resultados também n&o dependem
de 7, parametro associado a constante de intera¢&o entre os spins que
decoram a rede, e que a.(a critico)-w. Tendo em vista que «a critico
corresponde ao valor de o abaixo do qual a fase ferromagnética pode
existir (Gong¢alves, 1991), pode-se concluir que o estado fundamental
de sistema pode apresentar ordem ferromagnética para qualquer valor de

.
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Assim sendo para oz0, substituindo-se os valores explicitos de &

e €., dados pela equagao (1.29) na equacao (3.13), conclui-se que a

c

concentragao critica nao depende dos parametros e é& dada por:

Pic = %[ 1 - £§ ] para o«>0 (caso antiferromagnético) . (3.14)
. {a e,

Poe = > 1 + oy para «a>0 (caso ferromagnético) = (:3..0:58

P3. = % para «o=0 (caso ferromagnética) . (3.16)

Os resultados apresentados nas equagles (3014 =(3: 157
correspondem aos mesmos valores para a concentracgao critiea
encontrados nos capitulos anteriores, onde P1.=0.1464...,
P2.=0.8535... e p,;.=1/2, que corresponde a concentragao de percolagao
para a rede quadrada, e neste caso o sistema se reduz ao sistema
diluido estudado por Syozi, (1965). Por outro lado, como estes
resultados s&o independentes de quaisquer dos parametros que definem o
modelo, conclui-se qgue no limite Moo o sistema apresenta um
comportamento universal no gue concerne as concentracgdes criticas.

A solucdo exata obtida para o sistema, s6 depende dos
valores de s e de 8§, e como os resultados obtidos nao sao afetados
sifnificativamente quando o pardmetro 8§ & variado, serao apresentados
resultados somente para §=1.5 e s=5/2.

As Figs.3.1-3.5 mostram os diagramas de fase da temperatura

critica em fungdo da concentracao para s=1/2, 1, 3/2, 2 e 5/2, e
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alguns valores do paréametro de competicdo «, onde cada figura esté
associada a um valor do de s. Nota-se que independentemente do valor
de s a fase ferromagnética é estavel para p,c<p<l, enquanto que a fase
antiferromagnética é . estavel apenas para 0<p<p;.- Comportamento
reentrante com duas temperaturas de transicdo é observado na fase
ferromagnética para p;.<p<p,. e na fase antiferromagnética para
Pic<p<l.

Nas Figs.3.6-3.10, a temperatura critica é dada como uma
fungdo do paréametro de competig¢do «, para s=1/2, 1, 3/2, 2 e 5/2, e
alguns valores da concentragdo p, onde a cada figura corresponde
também um valor de s. Independentemente do valor de s, o estado
fundamental ferromagnético é estavel para p,.<psl, enquanto que o
estado fundamental antiferromagnético é estavel apenas para 0<p<p;.. O
fendmeno de reentréancia esta presente no estado fundamental
ferromagnético para p;3.<p<Pac. e p;.<p=1 no estado fundamental
antiferromagnético.

Todas as linhas mostradas nas Figs.3.1-3.5, sdo normalizadas
com diferentes fatores de escala, isto é, com a temperatura critica
para um dado o em p=0(1) para as fronteiras
antiferromagnética(ferromagnética), respectivamente. Portanto nao
existe cruzamento real entre as fronteiras ferromagnética e
antiferromagnética para um dado o como é aparente nas Figs.3.3-3.5.

Nas regides onde o sistema apresenta o fendmeno de
reentrdncia, o ponto critico reentrante do contorno de fase para os
diagramas mostrados nas Figs.3.1-3.10, pode ser determinado de maneira

analoga aquela obtida no Cap.1l.
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Fig. 3.1 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragao de ligagdes decoradas) para Varios valores de
a(as—j/IJI), 8=1.5 e s=1/2. As 1linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas com Th=T.(pP) /T (1), e as linhas

tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com Tp=T.(p)/T.(0).
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Fig. 3.2 =~ Temperatura critica normalizada Tp como fungdo de p
(concentragao de ligagdes decoradas) para Vvarios valores de

a(a==J/1J1),

8=1.5 e s=1.

As linhas continuas definem as fronteiras

ferromagnéticas

com

Th=T.(P) /T (1), e

as

linhas

fronteiras antiferromagnéticas com Tp=T_.(p)/T.(0).
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Fig. 3.3 - Temperatura critica normalizada T/ como fungdo de p
(concentragadao de ligagdes decoradas) para vVvarios valores de
a(as=-J/1J1), 6=1.5 e s=3/2 As linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas o . TrSP ipY FR0AY ; e as linhas

tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com TR=T.(p)/T.(0).
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Fig. 3.4 - Temperatura critica normalizada T, como fungdo de p
(concentragcdao de 1ligagdes decoradas) para Varios balores de
a(a=-J/1J)1), 8=1.5 e s=2. As linhas continuas definem as fronteiras
ferromagnéticas com TR=T.(p)/T.(1), e as 1linhas tracejadas as

fronteiras antiferromagnéticas com Tp=T (p)/T.(0).
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Fig. 3.5 = Temperatura critica normalizada T como fungdo ‘de p
(concentragdao de ligagdes decoradas) para Varios valores. de
a(aa-j/lJI), 8=1.5 e s=5/2. As 1linhas continuas definem as
fronteiras ferromagnéticas com TR=T.(p)/T.(1), e as linhas

tracejadas as fronteiras antiferromagnéticas com Tp=T_.(p)/T.(O0).
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3.6 - Temperatura <critica TC(Tgﬂ%T;/J) como
a(a=-J/1J|) para varios p (concentracido de ligagdes
8=1.5 e s=1/2. As linhas continuas definem as
ferromagnéticas e as linhas tracejadas as

antiferromagnéticas.
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Pt 3.7 - Temperatura critica T, (T.==kgT./J) como
o« (a==J/1Jl) para varios p (concentracdo de ligacdes
8=1.5 e s=1. As linhas continuas definem as
ferromagnéticas e as linhas tracejadas as

antiferromagnéticas.
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Fig. 3.8 - Temperatura critica T, (T.=kgT./J) como
a(a=-J/|J|) para varios p (concentragdo de ligagodes
§=1.5 e s=3/2. As linhas <continuas definem as
ferromagnéticas e linhas tracejadas as

antiferromagnéticas.
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Fig. 3.9 =  Temperatura critica T, (T.SksT./J) como fungdo de
o«(a=-J/1J|) para varios p (concentragdo de 1ligagdes decoradas),
8§=1.5 e s=2. As linhas continuas definem as fronteiras
ferromagnéticas e linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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2.5
; (04
Fig. 3.10 - Temperatura critica T, (T.=kgT./J) como fungéo
a(a=-J/|1Jl) para varios p (concentracao de ligagdes decoradas),
6=1.5 e s=5/2. As linhas continuas definem as: fronteiras
ferromagnéticas e linhas tracejadas as fronteiras

antiferromagnéticas.
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CONCLUSOES

Foi estudado a comportamento critico do modelo de Ising
sobre a rede quadrada, com e sem anisotropia uniaxial, decorado
aleatoriamente com uma cadeia de M spins de Ising de magnitudes s. As
variadveis de decoragdo de cada ligagdo foram consideradas satisfazendo
uma distribuigdo recozida ("annealed"), e a solugcao exata do modelo
foi obtida mapeando-o num modelo de Ising efetivo uniforme
bidimensional, utilizando-se um processo de decimagdao sobre os spins
que decoram cada ligacgéo.

Os resultados para M arbitrario e finito foram restritos a
s=3/2, uma vez que nao existe solug¢dao analitica para a equacgdo que
fornece os autovalores da matriz de transferéncia associada a uma dada
ligagdao quando s22.

O lim M-« fol obtido considerando-se a expansdo da fungdo de
particdo em série de poténcias dos termos da Hamiltoniana gue contém a
decoragao, e calculando-se os tragos parciais da série até quarta
ordem. Afim de obter-se resultados finitos para a energia, as
constantes de interacdo relativas ao termo de decoragdo J e D foram
normalizadas com M, JaJ/Iﬁ e D-»D/M, sendo possivel encontrar para a
fungao de partigao uma expressao exata.

Em todos os casos estudados foi determinado explicitamente c
diagrama de fases para os valores mais representativos dos parametrcs

sendo apresentado ainda o —calculo dos parametros criticos,
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(concentragdo critica) e «.( pardametro de competigao critico).

No modelo sem anisotropia uniaxial com M finito, tem-~se que,
para O<a<ay, os valores obtidos para a concentragdo critica,
pc=(1—IE/2)/2, pc=(1+I5/2)/2 e p.=1/2, sdo universais, uma vez que o0s
mesmos ndo dependem dos parametros que definem o sistema fisico. Por
outro lado, para a=«a., esta universalidade é violada para sz3/2, pois
p. passa a depender de s e M.

A partir dos diagramas de fase apresentados, verifica-se
também que existem diferentes intervalos de p em gque o estado
fundamental das fases ferromagnética e antiferromagnética sao
estdveis. No caso da fase ferromagnética, o estado fundamental é
estavel para (1+I§/2)/2<p<1, e este intervalo independe dos parametros
que caracterizam o modelo, enquanto que para a fase
antiferromagnética, para «a<a., somente é estavel para O<p<(1—IEq/2)/2,
e independe de p para a>a.. O fendmeno de reentrancia somente aparece
na fase ferromagnético quando a<a. para O.5<p<(1+I5/2)/2, e na fase
antiferromagnético, quando osa tal fendémeno ocorre para
p>(1—IE/2)/2, sendo observado um comportamento multi-reentrante quando
o>, para 0.5<p<l1.

Para o modelo com anisotropia uniaxial e também com M
finito, foram obtidos para a concentragdo critica, quando O0<a<a., OS
mesmos resultados universais apresentados no caso anterior.
Entretanto, para o=a., a ndo-universalidade foi observada para s>1/2.
Nas fases ferromagnética e antiferromagnética, as regides ds
estabilidade do estado fundamental e de aparecimento de comportamento

reentrante sdo idénticas as do modelo sem anisotropia uniaxial, sendc
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que, na fase antiferromagnética, o comportamento multi-reentrante é
mais pronunciado gquando ¥ e w tem sinals contrarios.

No caso M-ow, 0s resultados para p., definidos para o>0, sao
universais e iguais a pc=(l—J5/2)/2, pc=(1+IE/2)/2 e p.=1/2.
Conclui—se ainda que o estado fundamental ferromagnético é estavel
para (1+IE/2)/2<p<1, enquanto que o estado fundamental
antiferromagnético é& estavel, para O<p<(1—$€/2)/2.

Finalmente, pode-se ainda concluir dos resultados
apresentados, que a temperatura critica, como esperado, aumenta com s

e M.
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APENDICE A

DIAGONALIZAGCAO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA Ty

Os elementos da matriz de transferéncia T” associada a uma
dada ligagao 1ij, no caso mais geral com anisotopia uniaxial D
diferente de zero, sdo dados pela equagao (2.3) para valores
arbitrdrios de s. Como se pode observar a matriz T.lj é simétrica,
logo pode-se diagonaliza-1la através de uma transformagdo de
similaridade, U_ITUU, onde U & uma matriz escolhida convenientemente
para cada valor de s.

Para s=1/2, a matriz T,£ é definida por:

1)

ach;, a-'c
Tyy, = - - (A.1)
a c acby}

onde

a = exp(K) . by; = exp[hU/ZJ e c = exp(D) , (A.2)
com K e D dados por:

= 2 1._ - s i..

K = gk e D 70 - (A.3)

Assim, para s=1/2, tem-se:

% A, O
WA Tygd = 8 e ; (A.4)
onde A; e A, sao os autovalores da matriz T,;. Estes autovalores sac
obtidos a partir da equagdo de autovalores dada por:
acb;; - a alc
- =0 (a.5)
a~lc acbi} - A
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Desenvolvendo o determinante dado pela equag&@o (A.5), encontra-se a
seguinte equagao:

A2~ ac[b” + b{ﬂ])\ + cz[a2 - a'ZJ = 0 (A.6)

a equagao (A.6) se reduz ao resultado obtido por McCoy e Wu (1973),

para D=0 e cuja solugdo é dada por:

Ai(hyy) = acI cosh(h”/zJ + Jsinhz(h”/z] + exp(-4K) ; (A.7)

\

.

Az(h;y) = acq cosh(h”/zJ - Jsinhz[hu/zJ + exp(-4K) p (A.8)

\

Para s=1, a matriz T,; & dada por:

a’c’b;f c'bi, a7
T” - c'b;) 1 C’b;f F (A.9)

a’-~le’ c’b;y a'c’b’,32

a’'= exp(4K) 4 i = exp[hu/z] e c’ = exp(4D) 1 (A.10)

Para este caso tem-se:

¥ R @
UsiT(,U = [0 A O . (B.1L)
0 0 A
onde Aj;, A5 e A4 sd@o os autovalores da matriz T,;;. Estes autovalores

sdo obtidos a partir da equacdo de autovalores dada por:

a‘e’bis — A’ el alate’
c’'bi R c* haf 71 =0 : (A.12)
a’=lg’ &y A BiE = A
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Desenvolvendo-se o determinante dado pela equagdo (A.1l2), encontra-se

a seguinte equacgdo:

Al — [1 + c’'a’ [bf? + b’if}}h’z + |ic'2[a’2 - a"z] + c’ [a’ - lJX
1
(o5 + bggz)]w ; “ - are) - a2 - ﬂ SF 4 (a.13)

A equacgao (A.13), reduz-se ao resultado obtido por Suzuki et

al.(1967) quando D=0. A equagdo anterior pode ser reescrita na forma:

A3 + 3A(h;)A’2 + 3B(h;;)A" + 2C =0 , (A.14)
onde A(x), B(X) e C sao definidos por:
211
A(x) =- —|=— + a’'c’cosh(2x) ; (A.15)
312
2 —
B(x) = —[c'zsinh(zx) + c’[a' 5 1Jcosh(2x)] 7 (A.16)
3
C = c'2[ 2sinh(K) - sinh(2K) } . (A.17)

A solucao trigonométrica para equacgdes cubicas (Birkhoff e Maclane,

1977) é& dada por:

-

1
A (X) = 20,c08 —[ B, (%) ] . (A.18)
3
I
- ]
AL(X) = 2a,co8 —(Go(x) + 2nJ - A(X) (A.19)
3
- :
A5 (X) = 2a,cos —[eo(x) == 4nJ - A(x) ; (A.20)
3
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com

6o (%) = arccos[az(x)/a?(x)] g (A.21)

oy (x) = JAZ(X) - B(x)‘ , (A.22)
<)

a,(xX) = — A(x)B(x) - A3(x) - C . (A.23)
2

Para s=3/2, a matriz T;; & definida por

a’c?; as3c®b?; a3cSh;; a9’

a3csbf;, achb, aslc a3cby]
Ty = : (A.24)

gy, aig acby}  a3ccbis

-9¢c9 -3chp-l 3c5p-2 9c9pH-3
a~?c a~’cbi} a‘cbij acYby

Neste caso tem-se:

At 0 0 0
il i ¢ AL ® 0
W= e e a8 8 : (A28}
§ G- B Ty

onde Ai’, A5', A4’ e Ay’ sdo obtidos a partir da equagdo dada por:

a%cp3; - A"’ APk a e, & g
i ij i*
a3cbg acb;; - A"’ a~le a~3c>by}
e =0 (A.26)
a~3csb,, a~'c achil - a’’ a3c®bis
a~%e’ a~lcsbyl a3cebis AP = At
Desenvolvendo-se o determinante indicado na equacgao anterior

encontra-se a seguinte relacgao:
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AVE 4 {a"c‘;{b?j + b;}] + ac(b” + b;ﬁ]}\'d + c‘(’[alo = a"’JX

>

{b‘,‘j + b;jJ + clo[alO - a-ﬁJ [biaj + b;?} + cm[a18 = a-lsJ +

cz(a2 - a'ZJ } A B S { c“[all -2a” + 2a°! - a‘S] [b?j + b{ﬂ "

+

+

C19[a19 = File s - aduma g oo — a””] [b,”_ + b;ﬂ AT+

+ e [azo + a‘2°] = 3{a16 + a‘léJ + [am + a'12] + Zl(a8 + a‘g] +

Z(a“ + a“"] -1 } =0 X (A.27)

o gqual foi obtido utilizando-se o programa de manipulagdo simbdlica
REDUCE (Rayna, 1987) e também reproduz o resultado obtido por Suzuki

et al. (1967) gquando D=0. Esta equagdo pode ser reescrita na forma:

A7 = ART(hy )XY Bl A" E £ Ty AT 2 DT = 0 : (A.28)
onde
A" (x) = ‘%[ aYcY.cosh(3x) + ac.cosh(x) ] ‘ (A.29)
B’ (x) = 2{ c“’[a10 - a“UJcosh(qx) + c‘o[a“J - a“’Jcosh(Zx) +

+ c'sinh(18K) + c?sinh(2K) } i (A.30)
C'(x) = 2{ c“{a“ - a’ + 2a! - a“5]cosh(3x) +

+ c“’{a19 - als - a3 + 2a7? - a‘”]cosh(x) } , (A.31)
Y. = 2c”{ cosh (20K) - 3cosh(16K) + cosh(12K) + 4cosh(8K) +

- 2cosh (4K) -1 } , (A.32)
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cuja solugao (veja

Az’ (%)

Az’ (X)

onde p(X),

q(x)

N

= p(x) +

q(x) e up(x)

Jul(x) 2 {B'(X) e 6A72(X)B'(X)J '

B/

(x) - 2A' (X)B’ (x) + 8A’3(x)

p(x)
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sao definidos por:

(A.

(A.

(A.

por exemplo Birkhoff e Maclane, 1977) é dada por:

.33)

34)

35)

.36)

37)

.38)



-

{aé(x) + IZ}“3'+ [aé(x) = JZ]IM - a’'(x) para A > 0 ,

u, (x) = 1 2[ o5 (%) ]10 = 'a' (x) para A = 0 ,
2a,(x)cos[ % arccos[aé(x)mﬁ3(x)J] El = g (> 3)) para A < 0 ,
(A.39)
com a’(x), b’(x) e c’'(x) dados por:
1
a’'x) = — — [B'(x) = GA'Z(X)B'(X)J ” (A.40)
3
4
b (x) = = = [D’(x) = A TEX)ET (%) F ATERBT X)) = 3A’“(x)] i (A.41)
3
1
c'(x) = - 4{B’(x) - 6A’2(x)B’(x)J{ D {x) = AT (XJC (XY + A 2t B (e
2
- 3A7%(x) } - [c‘(x) -2 A" (X)B"(x) + 8A’3(X)J2 } . Faleles
onde a dependéncia de oj(x) e aj(x) com a’(x), b'(x) e c’'(x) é
idéntica &aquela obtida para o,(x), eq.(A.22), e oay(x), eq.(A.23),

trocando os termos sem prima pelos com prima dados pelas eqs.(A.40)-

(A.42), onde tem-se definido A ( A=aj(x) - of(x) ).
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APENDICE B

CALCULO DAS CONCENTRAGCOES CRITICAS

Para se obter as concentragdes criticas em fungcdo dos
pardmetros de interacdo, toma-se o limite T-0 na eq.(1.28), levando-se
em consideragdo a eq.(1.18) e o0s resultados obtidos para a
diagonalizagdo da matriz T;; apresentados no apéndice A. O cdalculo das
citadas concentracdes para o modelo serda efetuado, considerando-se
dois casos, s=1/2 sem anisotropia uniaxial e s=1 e 3/2 com anisotropia
uniaxial.

Deve ser notado que a concentragdo critica nao é definida
para os valores dos pardmetros nos gquais o sistema ndo apresenta ordem

no estado fundamental.

Bl MODELO SEM ANISOTROPIA UNIAXIAL
Para s=1/2, tomando-se o limite T-0 na eq.(l1.18), tem-se os

seguintes termos dominantes para Xy(h™) e Xy(h*):

~

aHech_ para y*(1 - §8)=0 ,
X (ht) /Bt (B.1)
{1 i (-1)"]e'2MK para y:(l - 8)<0 ,
he
bHth+ para y+1+6=0 ,
Xy(h*) = 4 (B.2)

[1 + (—1)“]e_ZMK para y+1+8<0 ,
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onde ay e by, sao dados por:

1 para 77+(1 - &)>0 ,
(2)™ [1 + IEJ + [1 - JEJ para ¥%(l - 8)=0 ,
Ak para 7y+1+8>0 ,
by = ’ : (B.4)
(2 [1 + IE] + [1 - IEJ para 7+1+8=0
onde sinal que precede h- e o parénteses (1-8) na eq.(B.1l) é

considerado positivo se 0=8<1, e negativo se éz1. Por simplicidade,
nao serd considerado o indice critico(c) nos parametros criticos, € e
K, presentes na equagao que fornece a temperatura critica. Para y*(1l-
8)z0 e ¥+1+820, a substituig¢do das egs.(1.10), (B.1) e (B.2), na

eq.(1.28) fornece a seguinte equacéo:

e-2aK](l+c) + (ay/by)t(1- gyl —M(i+a F1+38)/2])K e

t J " (aH/bH)e-MK(l + & ¥ 1 x8)/2

O valor de o critico (a.), a partir do qual o estado

L,

el
"
N} =

fundamental ferromagnético n&ao apresenta ordem, pode ser obtido da

eq. (B.5), tomando-se o valor 1 para a funcao exponencial que
multiplica o fator t(1 - g£). Desta forma pode-se escrever:
usM para 0s=é<1
S = (B.6)
& uM para &=z1 ,

onde neste caso u=1l/2.
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Para a#a_, com a substituicdo dos valores explicitos de t e
€ dados pela eq.(1.29) na eq.(B.5), obtém-se para a concentracao

critica os seguintes valores:

1

pt = % 1. & i para O<a<o. (B.7)
p, = % para a=0 . (B.8)

Para a=a_ conclui-se da eq.(B.5) gve a concentracdo critica
é definida para M=1 quando y*(1 - &§)20 e 148+y20, e para M>1 com

73 (1-8)>0 e 1+8+y>0, e nestes casos é dada por:

-

% 1+ —Tg para 8=1 ,
(B.9)

para o6=1.

N =

Para 7*(1-8)<0 e 1+8+y20, a eq.(1.28) com o auxilio das

egs. (1.10), (B.1) e (B.2) toma a seguinte forma:
e[2a - M(1+8+7)/2]K

1 =K (1 &) £ Syl )
P g b S -MK(1+6+7) /2 o (E,10)
onde
-1)H
oy = X +b( - : (B.11)
M
Neste caso o critico é definido apenas para M par e é dado
por
g e ey & g P (B.12)
c 4
Para o®a_  a concentracido critica, obtida da eq.(B.10), é

dada pelas egs. (B.7) e (B.8).
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Para a=a usando-se as eqgs.(1.29), (B.10) e (B.1l1l), conclui-
se que a concentragdo critica é definida apenas para M par, e é dada

pela seguinte expressdao:

pc = % &P E[l = CH] ; (B.13)

Como deve-se ter o, 20, o resultado acima reduz-se ao valor mostrado na
eq. (B.7).

Para 1+8+7<0, o sistema ndo apresenta ordem em T=0.

B2 MODELO COM ANISOTROPIA UNIAXIAL

O calculo das concentragdes criticas de uma manelra mais
geral com anisotropia uniaxial D diferente de zero e s=1 e 3/2, sera
feito de maneira andloga ao realizado no modelo sem anisotropia
uniaxial com s=1/2, ou seja, toma-se o 1limite T-0 na eq.(2.13) e
usando-se a eq.(1.18), como também os resultados encontrados para a

diagonalizacdo da matriz T exibidos no apéndice A. Portanto,

ijor
fazendo-se w=0 (D=0) obtém-se o0s resultados para o modelo sem
anisotropia uniaxial.

Em todos os casos que serdo discutidos a seguir, a partir
dos resultados obtidos, pode-se mostrar Jue para oFo, as
concentragdes criticas sdo também dadas pelas eqs.(B.7) e (B.8). Assim
sendo serdo apresentados apenas as concentragdes criticas para o=a,.
B2.1 s=1

Os resultados que serdao apresentados sao validos apenas para D=0.

Para D=0, as concentragdes criticas sdo 1idénticas as obtidas para

s=1/2.
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termos dominantes com sua dependéncia com M,

Xy (h*)

Xy (h7)

.
.

Tomando-se o limite T-0 na eqg.(2.13), e considerando-se os

( a) w+t =0

b) w+T <0
bl) w-2y+t™=0 e w-7=0
dy
b2) w=-2y+Tt >0 e/ou w=-y>0
I) -w+T™>0

5 M1 D % 2h~ 142

M

feM - 1) (D * 2h-

93

o.o(M¥1)D/2 + K & (M¥L)N™ porn M impar

obtém-se para Xy(h’) e

para M par

(B.14)

e w-y+Tt™>0

para M impar =1

e w-y+T =0

para M par

para M 1mpar e

w=y+T>0

para M 1mpar e

W=y LT =0



Xy (h*)

e

onde T°,

-

"

a) w+tT*=20

M(D + K + 2h*)
cye

b) w+tT*<0

bl) w-27%+T*=0 e wW-7=0

dy

b2) w-2¥y+T*>0 e/ou w-¥>0

I) =w+T*>0

M D + 2h* ]/2

2 para M par

eMe(M+1)D/2 + K + (M+1)h para M impar
e wW-=y+T*>0
G MR para M impar=#l

e w-y+tT*=0

gye para M par

MD - (M-2)K + 2h* .
e para M 1lmpar e

wW-=-y+T*>0

para M Ilmpar e

W—7+T*=0

¥, ey, Wy; ey, Th, Gy € 1y =% definides pelas

expressoes:

T = 27

(1 - &) ' Tt =27y + 1 + 8 ,
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1 para w+ti>0 ,
cy = (B.17)

P para w+tf=0 ,

onde ¢, é definido por:

Gy = AU+ AN + aM (B.18)
com
1 : 1. :
A, = 20,cos 5[ 6, + 2m(i - 1)] + 3 (i=1,2 e 3) , (B.19)
e oy e 6, sdo dados por:
o = % (B.20)
11
By = arccos 13 (B.21)
[ +
Ex para -y+t-=0 ,
P para -y+Tti>0,
dy = (B.22)
2 + (-1)H para -y+Ti<0 ,
1 para w-2y+T*<0 e w-y<0 ,
.

onde &, é definido também pela eq. (B.20) com a; e 6, dados por:

o, = ig p 6y = arccos |- %g . (B.23)
%g para M impar=1l ,

ey = (B.24)
L para M=1 ,
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%? para M impar#l e w-y+ti=0 ,
2K ara M impar#l e w-y+Ti<0
Fy =4 3 3 2 v ' (B.25)
2 para M=1 e w-y+Tt*=0 ,
1 para M=1 e w-y+T*<0 ,
21+M/72 para _w+-ci—_—0 ;
i (B.26)
2 para —w+Tti<o 4
( +
0 para M impar e -w+Tt-=0 |,
] 2M 2 +
e para M impar#l e -w+ti<o , (B.27)
1 para M=1 e -w+T*<0 ,

As combinagdes das condigdes w+t20 e w+Tt <0 com w+T*z0 e
w+T*<0, bem como de suas sub-divisdes exibidas nas eqgs. (B.16) e (B.17)
serdao consideradas isoladamente, com excegdo da sub-divisdo w+T =0 e
w+T*<0, em que o sistema ndo exibe ordem no estado fundamental.
B2.1.1 w+t*=0
Para M arbitrario, w+t=20 e w+Tt*>0 ou wW+Tt =0 e w+t*=0, com a
substituigdo das egs.(1.10), (B.14) e (B.15) pode-se escrever a

eq.(2.13), na forma:

e—ZaK (l I C) I t(l iy C)e[Zcx - M(1+ d ¥ 1 = é)]K

e % Gl ~ % o g IRl L O B L& 5] (B.28)
Da eq.(B.28), nota-se que «a critico é& definido também pela
equagdo (B.6), considerando-se u=1l.
Dag egs.(2.14y, (B.17) e (B.28), conclui-se que a

concentragdo critica é definida para M=1 e w+t™>0, M arbitrario com
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W+T™>0 e w+T*'>0 ou w+Tt =0 e w+Tt*=0 e nestes casos é definida pela
eq. (B.9). Entretanto, para w+t>0 e w+t*=0, O sistema apresenta-se
desordenado no estado fundamental.
B2.1.2 w+Tt <0 e w+t*=0
1% Caso: wW=2¥+T =0 e W—¥=0
Fazendo-se uso das edgs.(1.10), (B.14) e (B.15) a eq.(2.13),

fornece a seguinte relagao:

[2a¢ = M(1+6 + w + 7)]K

-2aK| (1+g) + (dy/cy)t(1l- g)e
p=3l1- e u/ Cr Lo ol S . (B.29)
1 - (dy/cyle
Para este caso, tem-se para a critico o seguinte valor:
_ M
&, = 3[1+5+w+7] . (B.30)

Das egs.(2.14), (B.17), (B.22) e (B.29), conclui-se que a
concentracao critica nao é definida somente para M par quando -y+T <0.

Para os outros casos é dada por:

o % 1 = i[l = dH/cHJ . (B.31)

{2

2° Caso: w-29+Tt>0 e/ou w-y>0

a) -w+t>0
M par
Nesta expansao, usando-se as eqgs.(1.10), (B.14) e (B.15)

pode-se escrever a eq.(2.13) na forma:

[ 20 = M(2+ 28 ¥ 1 % d+w+27) ]JK

g DG @TIRR] (T, 5P 2705 Et= SV 8
e s 1 - (z/cn)e'M[2 + 28 71 * 8+ w + 27 JK

(B.32)

A partir da eq.(B.32), determina-se para « critico as

seguintes relagodes:

97



%[1+36+w+27] para 0=é<1 ,
L (B.33)

%[3+6+w+27] para &6z1

Das eqgs.(2.14), (B.17) e (B.32), conclui-se que a

P

concentragdo critica é definida por:

- -1 1—-i{1— 2cj
Pe = g B / Cy . (B.34)
M impar
Para w-y+Tt~>0, com a substituicdo das eqgs.(1.10), (B.14) e

(B.15) pode-se escrever a eq.(2.13) na forma:

ol 20— {M (24287128 +w+27) F128-w-27}/2]K

2 L1 A e—ZaK (A+E Y (egfoyt (A=5)
= | = + — — — -
2 £ - = e K(M(1+8 ¥ 1% S+w+27)+ 1t & -w -27]/2
(B.35)
A eqg.(B.45), fornece para a critico as seguintes relagodes:
.
%[M(1+36+w+27)—1+6—w—27] para 0=o<1l ,
Ay = (B.36)
% [M(3+5+w+27) +1--w-27] para &=1

Para o=a executando-se calculo com as egs.(2.14), (B.17),
(B.24) e (B.35) conclui-se que a concentragdo critica ndo é& definida

apenas para M impar>3 e w+t*>0, nos demais casos é dada por:

l .
pg = 3|1 - ]:2(1 & eH/CM] : (B.37)

Para w-y+T"s0, a substituigcdo das egs.(1.10), (B.14) e

(B.15) pode-se escrever a eq.(2.13), na forma:
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e—2aK1(1+ £)+ (£y/cy)t(1- e ok 2o (Mo LERTP 2o IR0 W2 TR

1
P == 1- L = — - = &=
2 =t J TR RK{M(2+26 F 1 % o+ wr 27) *1 * & w)]/2
. (B.38)
Para este caso a critico é& dado por:
”
%[M(1+36+w+27)-1+6—w] para 0=é6<1 ,
O 4= 4 (B.39)
% [M(3+8+w+27)+1-8-w) para é6z=1
Das eqgs.(2.14), (B.17), (B.25) e (B.38), conclui-se que a

concentracdo critica nao é definida apenas para M 1impar>3 quando

W-y+T°<0 e wW+T*>0 com w arbitrario. Nos demais casos é definida por:

- - 11 - jﬁ[l - f CJ -
Pe =5 3 m/ Cu . (B.40)
b) -w+T =0
M par
Considerando-se as eqgs.(1.10), (B.14) e (B.15) pode-se

escrever a eq.(2.13) na forma:

e[ 20— M(1+ &6 + 2w) ]K

-2aK| (1 + €) +(g,/cy)t(1l - €)
p = % L2 P MR 1 + 8 F 20 ] (B=A 1y
t 1 - (gy/cu)e
Para este caso, tem-se para a critico a seguinte relagao:
— 3
By = 5[1+6+2w] . (B.42)

Das eqgs.(2.14), (B.17), (B.26) e (B.41), conclui-se que a
concentracao critica somente é definida para -w+Tt<0 e w+T*20 ou

-w+T"=0 e w+t*=0, e é dada pela seguinte expresséao:

X B T gn/cn} . (B.43)

Al

= au
Pc = >
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M impar
Para w-y+Tt™>0, a substituicdo das eqgs.(1.10), (B.14) e

(B.15) permite escrever a eq.(2.13), na seguinte forma:

e[2a - {M(1+6+27%) ¥1 * & =-27}]K

1 —20KY T14 epd - (dy/ey)itl2= &)
1 —M(I ¥8 +27) FL 5 -2
= 1 = (iH/CH)e ( ( '{7) i - = 71K
(B.44)
Neste caso a critico é dado por:
=
%[M(1+6+27)—1+6—27] para 0s=é<1 ,
o, = 4 (B.45)
%[M(1+6+27)+1—6—2y] para é6z1
Das eqgs. (2.14), (B.17), (B.27) e (B.44), conclui-se que a

concentracdo critica ndo é definida apenas para M impar>3 e w+T*>0 com

w arbitrario, enquanto que nos demais casos & dada por:

oz = 2|1 - .1»(1 - iH/cH) _ (B.46)

{2

Para w-y+T =0, efetuando-se <calculo com as egs.(1.10),

(B.14) e (B.15) a eqg.(2.13) fornece a seguinte relacao:
e[2oc - {M(1+ 6 + 27) + w -7}]K

B & % 5 - E:ng (1+ €)+ (fM/cM)t(l: c;_in FENE .
© L =P e R Rk S I
(B.47)
A eq.(B.47) fornece para o critico a seguinte relagéo:
o, = %[M(1+5+27)+u—7] d (B.48)
Considerando-se as eqgs.(2.14), (EBE 157N v ; (B.25) e (B.47),

conclui-se que a concentragdo critica ndo é definida para a combinacao

a seguir, M 1impar>3 para w-y+T°<0 e w+T*>0 com w arbitradrio. Nos
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demais casos é definida por:

pc = % g ;L[l - fn/C@ : (B.49)

e

B2.1.3 w+T°<0 e w+T*<0
Nesta sub-divisdo sera tratado somente o caso w-2y+T*>0 e/ou
w-y>0, uma vez que para w-7y+Tt*=0 e w-7=0, o sistema nado apresenta
ordem no estado fundamental. Este caso serd tratado fazendo-se uso das
seguintes combinagdes -w+T™>0 ou -w+T =0 com =-w+T*>0 ou =-w+T*=0, com
excegao feita & combinagao w=2y+T >0 e wW-27+T*=0, na éual o sistema

nao apresenta ordem no estado fundamental.

a) -w+Tt >0 e -w+T*>0
M par
Usando-se as eqgs.(1.10), (B.14) e (B.15) a eq.(2.13) pode

ser escrita na sequinte forma:

J20K| (1 4+ ) 4 £(1 - g)el 207 M(1+ 8 F 1 £ 8)/2]K

T 1 - o PR(1 +8 F1%3]/2 (Bas)

1
5 i

T
1

Também neste caso o critico é definido pela equacgdo (B.6),
considerando-se o valor 1/2 para u.
Das egs.(2.14) e (B.50), tem-se a concentragdao critica é
dada pela eq. (B.9).
M Impar
Para w-y+Tt™>0 e w-7+T*>0, substituindo-se as eqgs.(1.10),
(B.14) e (B.15) na eq.(2.13), encontra-se a seguinte relacgéao:

e'Z“K (14 £) + t(1- €) eZa - (M+ll£}+ d ¥ 1 £ 8)/2]K

m—— & e—K(M#l)( T F & % LT J/2

i . (B.51)

T
n
N
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Neste caso, obtém-se para o critico as seguintes relacgdes:

% (M+1) 5 para 0s5<1 ,
e = 2 (B.52)
% (M+1) para é&6z1
Das eqgs.(2.14) e (B.51), conclui-se que a concentracao

critica é& dada pela eq. (B.9).

Para w-y+T°=0 e w-y+T*>0, a eqg-(2.13) com o auxilio das

egs.(1.10), (B.14) e (B.15), da como resultado a seguinte equacgéao:
2, < Wik B 4 21K
e, Bl o o-20K | (1+ €) + (fy/ey) t(1- e)el ( ¥) /2] e
S 2 “K(1 + & + w + 2 R
2 ¢ 1 - (fu/ey)e ( v/

Também neste caso o critico é dado pela eq. (B.30) para M=1.
Das eqgs.(2.14), (B.24), (B.25) e (B.53), conclui-se que a

concentracdo critica é dada por:

-~

o U] (Lo 1 =
2 para w=y+T°=0 ,
2 {2
(B.54)

% para w-y+T <0

L

Para w-y+T¥<0 ou w-y+Tt*=<0 e w-¥=0, o sistema nado exibe ordem em T=0.

b) -w+T 50 e —w+T*>0
M par
Usando-se as egs.(1.10), (B.14) e (B.15) pode-se escrever a

eq.(2.13) na forma:
o-2aK | (1+ €)+ (gy/2)t(1- gy gleps Bl & = % 3¢)LE1K

MK[ 1+ 8 = w + 25 172 e

T
n
(1N
P
]

t il 5= (gM/Z)e—
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Para este caso, tem-se para o critico a seguinte relacéo:
o = IM[1+6-w+27] . (B.56)
(@ 4
Das egs.(2.14), (B.26) e (B.55), nota-se que a concentracgao

critica somente é definida para M=2 com -w+Tt =0, e para M par =2 com

-w+T <0, sendo nestes casos é dada por:

s

% 1+ f% para M=2 e -w+Tt=0 ,
g’ (B.57)
% para M par e -w+T <0
M impar
Para w-y+T>0 e w-y+T*>0, com a substituicdo das eqgs. (1.10),
(B.14) e (B.15) pode-se escrever a eq.(2.13), na forma:

e Bl - o~ 20K | (1+ )+ (iy/ey) t(1- C)e[za‘{(M+l)(1+6+w)¢2i26—27}/2]x
Y3 i %, = (iH/eH)e-K"[_('MTf)_("H § +w) ¥ 2 £ 28 - 27]/2

(B.58)
Da eq.(B.58), verifica-se que «a critico é dado por:
P
%[(M+l)(1+6+w)—2+26—27] para 0s=6<1 ,
ac = 4 (B.59)
%[(M+1)(1+6+w)+2—26—23] para oz1

Das eqgs.(2.14), (B.24), (B.27) e (B.58), conclui-se que a

concentragdo critica é dada pela eq.(B.9).

Para w-y+Tt"s0 e w-y+Tt*>0, fazendo-se uso das egs.(1.10),

(B.14) e (B.15) pode-se escrever a eq.(2.13) na forma:
e—2aK1(1+ g)+ (fu/ey)t(1- 8)e[2a-{M(1+6—w)+1+6+3w}/2]K

- - . (B.60)
B J !~ (tu/en o KNI # 38 = ©) # 1+ 5 ¥ 36172

O
p =511
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Neste caso a critico é definido pela seguinte expresséo:
o, = FIM(1+5-w) +1+5+37 ] . (B.61)
Considerando-se as egs.(2.14), (B.24), (B.25) e (B.90),
conclui-se que a concentragdo «critica é definida também pela
eq. (B.54).
Para w=-y+T°s0 e w=-y+T*=0, com a substituicao das eqgs.(1.10),

(B+14) e 4(B.15) na eqg.(2:.13), tem-se:

e[za— {M(1+6-w + 27)+1+6+ 3w -27)/2]K

g Al o eTONCaE BY W Ellen ) ad v o
B2 - L _ o KIM(1 +8 -w+2y) 1 +6 + 30 - 271/2
(B.62)
A partir da eq.(B.62), nota-se que a critico é& dado por:
g = %[M(l+6+w+27)1+6+3w—27] ‘ (B.63)

Substituindo-se as eqgs. (2.14) e (B -.25) na eq.(B.62),

conclui-se que a concentracdo critica & definida por:
a

1
At = = = o
para w =¥-+TT<0 e Ww=y+tT =0 ,
2J2

N =

(B.64)

para w-y+t =0 e w-y+T*<0

N =

"

Para w-y+Tt =0 e w-y+T*<0 ou -w+ti=0, O sistema ndo se ordena em T=0.
e) =w+T"s0 e —wHETr=0
Para este caso, o sistema s6 apresenta ordem no estado

fundamental para M impar e w-7+T*>0.

Para w-y+T >0 e w-y+T*>0, a substituicdo das egs.{1.10),

(B.14) e (B.15) pode-se escrever a eq.(2.13), na forma:
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gR| t1 4 &) + w(h o.dyalzes {146 ® 1x 8)J2]R
— . - K(1+8712357/2 « 558

T
H
(SIS
(=

e

Também neste caso o critico é dado pela eq.(B.6),
considerando-se M=1 e u=1/2.

Das eqgs.(2.14) e (B.65), conclui-se que a concentracgéao
critica é definida apenas para -w+Tt <0 e -w+T*<0 e neste caso é dada
pela eq.(B.9).

Para w-y+T°s0 e w-y+T*>0, a substituigdo das egs.(1.10),

(B.22) e (B.23) na eq.(2.13) da como resultado a seguinte expressdo:

1 o-20K [ (14 €) + (£/i0t(1 - e)el?® 7 (1F & + wry) K g
a3l o (fn/in)e_K[ 1 + 6 + w + 7] 52800
Para este caso a critico é definido por:
s T %[l+6+w+7] i (B.67)
A eq.(B.66) com o auxilio das relagdes (2.14), (B.27),
(B.25), fornece para a concentracao «critica os mesmos valores
definidos pela eq. (B.54). Contudo, para M impar com -w+T =0 e -w+tT*=0,

o sistema ndao possui ordem no estado fundamental.
B2.2 s = 3/2

Tomando-se o limite T-» 0 na equac¢ao (1.18) e considerando-se

a dependéncia dos termos dominantes Xy(h”) e Xy(h*) com M, tem-se
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~

a) 2w+p~20
M[9 (D+K) +3h™)

jne
b) 2w+p-<0
bl) w-7=0
D+K+h-
kHeM(D+ )
b2) w-¥>0
I) M par
-2wtp =0
M(5D-3Kth-)
gue
-2w+p~<0
1) -w+p >0
oM (5D+3K22h")
2 i1 -wW+p~=<0
Xy (h™) = 1 RRYRRP =Y - (B.68)
9M (D-K
aue ( )

ITI) M impar
2w-y+p~=0
M (5D+3K#2h-) -4D-2K?%h-
1x€
2w=y+p~>0
-2w+p =20

M(5D-3K+h-) +4D+12K+2h-
rye

-2w+p~<0
i) ~w+p=>0

MeM(5D+3K12h-)+4D+6Kih‘

11) -w+p~=0

= - P
rHe9M(D K)+18K#*3h
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( a) 2w+p*=0
. M[9(D+K) +3h*
jye [2% ) ]
b) 2w+p*<0 .
bl) w=-7=0
kHeM(D+K+h)
b2) w-¥>0
I) M par
-2w+p*=0
M (5D-3K+h*)
due
-2w+p*<0
1) -—w+p*>0
,eM(5D+3KR+2h")
Xy(h*) = 4 R ERHEEL
9M (D-K)
due
II) M impar
2w-y+p*=0
M(5D+3K+2h*) -4D-2K-h*
1u€
2w=-y+p*>0
-2w+p*=0
M(5D-3K+h*) +4D+12K+2h*
rye
-2w+p*<0
i) -w+p*>0
MeM(55+3R+2h*)+45+6R+h*
ii1) -w+p*=0
r,oM(D-K) +18K+3n*
omder p™,. P dir Ky ‘lys 9y e 5y, &80 definidos
expressodes:
p=3yt({1+~&) ' p*=3y+1+s '

104

pelas

(B.69)

seguintes

(B.70)



it para 2w+p*>0 ,

5 = (2)'”[(1+J—§)H + (1—I€)"} para 2w+p*=0 e wz0 , (B.71)

()1 [ (14419 4 (1-{13)%]  para 2utp*=0 e w0

f (@) (1405 + (1-[5)%]  para w-s=0 ,
ky =

= (B.72)
il para w-¥<0
\
r
2M para 2w-y+pi=0 ,
1, = A« (B.73)
M para 2w-y+p*<0
.
r
ke para =2w+pi=0 ,
Ay = 9 (B.74)
2 para -2w+pi<0
-
I M para ' -2w+pi>0 ,
ry = (B.75)
| M2(H-1172  para =2w+p*=0

As combinacgdes das condigdes 2w+p 20 ou 2w+p <0 com 2w+p*z0
ou 2w+p*<0, bem como de suas sub-divisboes exibidas nas eqgs. (B.68) e
(B.69) serdao tratadas separadamente, com excegcdao do caso 2w+tp™>0 e
2w+p*<0, em que o sistema ndo exibe ordem no estado fundamental.
B2.2.1 2w+p*=0
Para M arbitrario, 2w+p 20 e 2w+p*>0 ou 2w+p=0 e 2w+p*=0,
das eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) pode-se escrever a eq.(2.13) na forma:

o Ul e e ) & G R PR T S TR - oty
P =3 S | - o JMK[ T + 871 %8 ]/2 R

Também neste caso a critico é dado pela eq. (B.6) para u=3/2.
Das eqgs. (2.14), (B.71) e (B= 3 ) conclui-se que a

concentracadao critica é definida pela eq.(B.9). No entanto, para
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2W+p >0 e 2w+p*=0, o sistema apresenta-se ordem em T=0.
B2.2.2 2wtp<O ‘e 2w+p*=0
19 Caso: w-7=0
Considerando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) a eq.(2.13)

pode ser escrita, na forma:

ol2a — M(3+438 F1 #5 +4w+dy)/2]K

1 g e—ZaK (E1ke) 4 (K Ig)lt(1— &)
P =5 e o s ot e :
2 . ~MK[ 3" 38 & 1L £ + 4 + 4 2
& L= LRyfiule [ vl
(B.78)
A partir da eq. (B.78), verifica-se que « critico é& dado por:
:
= [1+28+2w+27]) para 0sd6<1 ,
oy = o (B..7-9)
g [2+6+2w+27 ] para éz1

Das egs.(2.14), (B.71), (B.72) e (B.78), nota-se qgque a

concentragao critica é definida para M arbitrario gquando w-y<0 e

2w+p*>0, w-y=0 e 2w+p*=0, w-7y<0 e 2w+p*=0, M=1 com w-y=0 e 2w+p*>0 e é
dada por:
= 1 bl .
pE = —[l = ——[1 T kH/jHJ:| . (B.80)
£ {2
P20 ‘eason. W-F>0
a) M par

-2w+p~=0
Operando-se com as egs.(1.10), (B.68) e (B.69), a eq.(2.13)
fornece a seguinte relacao:
[2a= M(3+438 ¥ 1 * & + 2w +67 )/2]K

o T2k | (1+€)+ (aw/Ju) E(1l-€)e
. _-MK[3+ 36 7 1 £ & + 20 + 64]/2
E 1A (e ; e o

= -—
p 2
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Neste caso, obtém-se para o critico as seguintes expressodes:

%M[1+26+w+373 para 0sé<1 ,
5 ol (B.82)
%M[2+6+w+37] para é8z1
A eq.(1.139) com o auxilio das relagdbes (2.14), (B.71),
(B.74) (‘B =811%), fornece para a concentracdo critica a seguinte
expressao:
= 1 i 3 :
Pg = j[l ’J—_2~[1 = kn/]MJ:l (B.83)
-2w+p~<0
1) =+p =0
Para esta expansdo, utilizando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e

(B.69) pode-se reescrever a edq.(2.13) na forma:

. Al e—2aK](l+c) r (2750t (1- C)e[2a-M(3+36 F 2 2 28 +2w +37)/2]K
) “—{——J 7= (2/jM)e—MK[ 3 & B0 ¥ 2% 28 + 3w +37] /%2 i
(B.84)
A partir da eq.(B.84), define-se « critico como:
%[1+56+2w+37] para 0s=é<1 ,
g = 4 (B.85)
%[5+5+2w+37] para éz1
Substituindo-se as eqgs.(2.14), (B.71) na eq.(B.84), nota-se
que a concentragdo critica é definida por:
Pc = %[1 T J%(l = 2/jH” . (B.86)
ii) -w+p~=0
Usando-se as eqgs. (1.10), (B.68) e (B.69), a eq.(2.15) é
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redefinida assumindo a forma:

[200— 3M(1+8+97)/2]K

IR % e e—iaK =l (qn/jﬁyt(i3éxi)? 8 + 97 ]/2 (P-8%)
1 - (gay/Jyle
Neste caso determina-se para a critico a seguinte expressao:
a, = %M[1+6+97] ; (B.88)
A partir da eq.(B.87), considerando-se as egs.(2.14),
(B.72) (B.74), conclui-se gque a concentragdo critica também &
definida pela eq.(B.83). Porém, para -w+p=0 e 2w+p*>0, o estado

fundamental do sistema nao apresenta ordem.
b) M impar
2W=-y+p =0
Usando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) pode-se escrever a

eqg.(2.13) na forma:

e[2a~{M(3+3612126+2w+37)i1¥6+2w+7}/2]K

pgl l_e—ZaK (1+c)+(lM/jH)tE}—c) M-t .
2 t 1 - (lH/jH)e—K[M(3+36 ¥2 * 28+ 2w + 37)*1 F & +t2w + ¥]/2
(B.89)
Da eq. (B.89), nota-se que «, critico & dado por:
%[M(1+56+2w+37)+l—6+2w+7] para 0s6<1 ,
o, = A (B.90)
%[M(5+5+2w+37)+1—6+2w+7] para 6&z1

-

Utilizando-se as eq. (B.89), (2.14) (B.71) e (B.73), conclui-

se que a concentragdo critica é definida por:

- %[1 . %[1 - 1H/j,1” : (B.91)

T
Qi

2w=-y+p~>0

i) -2w+p™20
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A substituicdo das eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) a eq.(2.13),

pode ser escrita na sequinte forma:

[2a= {M(3+38F1+8+2w+37)F2+28-2w-37}/2]K

5 sl l_e—ZaK (A+e) < Iyt (1=e)e
2 3 : = ﬂne—K[M(3+36 F1 t 5+2w +37) %2 * 28 - 2w-37)]/2
(B.92)
onde ¥, & definido por:
Yy = TYy/Juw - (B.93)

Este caso fornece para a critico as seguintes relacgodes:

%[2M(1+26+2w+37)—2+26—2w—37] para 0=8<1 ,
o, = (B.94)

B

[2ZM(2+8+2w+37 ) +2-286-2wW-37 ) para éz1

Das egs. (2.14), (B.92) e (B.93), conclui-se que a

concentragao critica é& definida por:

Pc = %[l 5 f;[l c 0@} . (B.95)
iil) =-2w+p~<0
—w+p~>0
Combinando-se as egs.(1.10), (B.68) e (B.69) a eq.(2.13), assume a

seqguinte forma:

- 5 F1+86-2w-3 2]K
e_sz (l+c)+(M/jN)t(l—c)e[2a {M(3+3872+28+2w+37) ¥1z w-37}/2)

M(3+38 + 2 * 26+2w+37y) * 1 £ & -2w -37]/2

p'zl l_
=— 7 —K -
- €| 1 - (M5, e Xl

(B.96)
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Da eq. (B.96), conclui-se que o critico & dado por:

%[M(l+56+2w+37)—1+8—2w—37] para 0s8<1 ,
0. = A1 (B.97)
%[M(5+6+2w+37)+1—6-2w—37] para é&z1
Das egs. (2.14), (B.71) e (B.96), conclui-se que a

concentragdo critica somente & definida para M=1 e 2w+p*>0, M impar e

2w+p*=0 e é dada por:

pc = %[l = f?[l - M/jﬂ] > (B.98)

Quando 2w+p*>0, o sistema apresenta-se desordenado em T=0.
-w+p~=0
Usando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) pode-se escrever a
eq.(2.13), na forma:

e-zaK](l+8) 4 (rH/jH)t(l_C)e[2a—3{M(1+6 +37)%¥ 1 = 8-3%7}/2]K

i ok e
p =31 - J 1 - (rn/jn)e-3K[M(1+ OF i k) Tk &g — 3T ]2
(B.99)
Neste caso a critico é dado pelas seguintes relacdes:
5
% (M(1+8+3%)-1+6-37] para 0s=é<1 ,
o, = (B.100)
% [M(1+8+3%) +1-8-37] para §z1

Considerando-se as egs.(2.14), (B.71), (B.74) e (B.99),
verifica-se que a concentracgao critica somente é definida para M=1 e
2w+p*t>0, M Impar e 2w+p*=0, e é dada por:

pc = %[1 = 3;[1 - rH/j@] . (B.101)

5
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B2.2.3 2w+p <0 e 2w+p*<0
1° Caso: w-7=0
A substituicdo das egs.(1.10), (B.68) e (B.69) permite

reescrever a eq.(2.13) na forma:

e 20 - M(1 & 1 8 2]K
e”2K (1 + £) + t(1 - e)el a‘ :i"—:—- aie] . (B.1024
T 1 - oMKl T +8 F LT X8 1/2

0 =
p =31

A eq.(B.102), fornece para « critico os mesmos resultados
definidos pela eq.(B.6), utilizando-se para u o valor 1/2.

Das egs.(2.14) e (B.102), nota-se que para a concentragao
critica também & dada pela eq. (B.9).

20 caso: w-y>0
a) M par
I) -2w+p*=0
Nesta expansdo a eq.(2.13) com o auxilio das eqgs.(1.10),

(B.68) e (B.69), é redefinida assumindo a forma:

e_zaK CLereria) o e - £:)e[ZOL - M(1+ & ¥ 1 £ 8)/2]K
£ l_e—K[M(1+6Ilf.6]/2

p = % gy & (B.103)

Para este caso a critico é dado pela eq.(B.6) considerando ©
valor 1/2 para u.
Das eqgs.(2.14), (B.103), conclui-se que a concentragao
critica & pela eq.(B.9).
IT) =2wtp <0
1) —2w+p*<0

-w+p*>0

Usando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69), a eq.(2.13) pode
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ser escrita na forma:

e™29K| (1 + &) + t(1 - eyel20 — M(1 + 8 %1 2 8)]K

= . MK[ I+ 8 F1 %35 ) (B g

1 -

70}
13
N

A partir da eq.(B.104), verifica-se que a critico é dado
pela eq.(B.6) com u=1 e utilizando-se as eqgs.(2.14), conclui-se que a
concentragdo critica é definida pela eq.(B.9).
-w+p~=0 e -wt+pt>0
Fazendo-se uso das egs.(1.10), (B.68) e (B.69), pode-se

escrever a eq.(2.13) na forma:

(20 - M(1 + & - w + 37)/2]K

e { i o e—2aK ¢l =den. F (Gpl2)E(L = f)f___"
e — -MK(1 + § - w + 37 2
t 1 - (qu/2)e 1
(iBi.. 2 05;)
Neste caso o critico é definido por:
o, = %M[1+6—2w+37] : (B.106)
Das egs. (2.14), (B.74) e (Be 050 observa-se que a

concentragdo critica é definida para M par e -w+p <0, M=2 e -w+p =0, e

é dada por:

~

% para M par e -w+p <0 ,

Pc = (B.107)
114 & para M=2 e -w+p~=0
2 {2

ii) =2w+p*z0
-w+p~>0

A substituicdo das eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) na eq.(2.13)
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permite reescrevé-la na seguinte forma:

[20~M(1+ & F 2+ 26 -37)/2]K

il L2 L * g) % (2L 86 = c)e
P=3 — = o B E v 8 F & 3 2 - 37 1/2
(B.108)
Neste caso a critico é dado por:
-
%M[—1+36—3W] para 0s8<1 ,
o, = 4 (B.109)
%M[3—6—37] para é&z=1
Das eqgs.(2.14), (B.108) e (B.74), verifica-se que a
concentragdo critica é dada por:
p; =%[1 & %[1 = 2/1H)] . (B.110)

~w+p~=0
Substituindo-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) na eq.(2.13),

encontra-se a seguinte relagéo:

ol2a= M((1+ & - 2w +37}/2]K

T T ol Sl M 1% )
P o e ] - o MK[ 1T +8& - 2w + 3r J/r2 (BoE3L
Para este caso a critico é definido pela seguinte expressao:
S
o, = FM[1+5-2w+37] (B.112)
Das eqgs.(2.14), (B.74) e (Bad-11)k, conclui-se que a

concentragao critica nao é definida para M par>2 quando -w+p =0 e
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-2w+p*>0,

r

N =

Utilizando-se as egs.(1.10),

N
)_l

sendo nos demais casos dada por:

para -w+p <0 e -2w+p*>0 ou -w+p =0 e -2w+p*=0 ,

$§ para M=2, -w+p™=0 e -2w+p*>0 ,

)

b) M Impar

para -w+p <0 e -2w+p*=0

I) -2w+pz0

(B.68) e (B.G9)

(B.113)

pode—se reescrever a

eq. (2.13) na forma:
Y e“20‘1<](1+c)+t( L - f2% - (M +2)(1+8F 1% 8)/2]K
o5 gl tJ . _ KM T (I +8F1%38]/2
(B.114)
Neste caso, obtém-se para a critico as seguintes expressodes:
1
§[M+2]6 para 0=6<1 ,
o, = A (B-115)
%[M+2] para o6=1
Das eqgs. (2.14), (B.74) e (B.114), conclui-se que a
concentragdo critica ndo é& definida para M impar>3 como =-2w+pi= e
-2w+pt>0, sendo nos outros casos dada por:
r
1 +
5 para -2wt+p*>0 ,
1: 1 -(M-1)/2 .
5[1 = 5(1 2 J] para -2w+p*=0
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II) -2w+p~<0

i) -2w+pt<o

-w+p*>0

Operando-se com as edgs.(l1.10), (B.68) e (B.69), pode-se

escrever a eq.(2.13) na forma:

1 e"Z“K (i e B C)e[2a ~(2M+1) (1+ 8§ ¥ 1 £ 8)/2]K
PHEZIY ~ . . o REMII( I ¥ 8% 123 )/2 (B LL7)
Neste caso « critico & definido por:
:
%[2M+1]6 para 0sé<1 ,
«, = 1 (B.118)
%[2M+1] para é=1
A partir das eqgs.(2.14) e (Bl 7 conclui-se que a

concentragdo critica também é& dada pela eq. (B.9).
-w+pi50

Considerando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69) a eqg.(2.13),

pode ser escrita na forma:

- = +
e_Za}( (1 + ) + {1 - 8)8[201 (@t e F L & 9N 12K
€ e e—3K[ 1 +6 + 1 8 ]/2

T
3
N[
[

Neste caso « critico & dado pela eq.(B.9) com u=3/2 e M=1.
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Das eqgs.(2.14), (B.75) e (B.119), conclui-se que a

-

concentragdo critica é definida por:
s

para -wH+p =0 e -—-Wwt+p*<0 ,

N -

(B.120)
i |l 1

J_z' o (M-1)/2

para -w+p =0 e -w+p*=0

NI
|_l
|
i
1
|

-w+p~=0 e -w+pT>0
Considerando-se as eqgs. (1.10), (B.68) e (B.69), a eq.(2.13) pode

ser redefinida como:
_-2aK] (1+6) + th(l_C)e[2a—{2M(1+é—w+37)+1+é¥3i36+2w—67}/2]K

I “K(2M(1+86 - w +3v)+1 +6 ¥ 3 %38 +2w - 6v]/2
1 = zye

'S

[
N|

[y

(B, 127 ]

onde 2z, &€ definido por:

By = M ‘ (B.122)

A eq.(B.121) fornece para « critico as seguintes relacodes:

%[M(1+6—w+37)—1+26+w—37] para 0s=é6<1 ,
o, = 4 (B.123)
% (M(1+8~-w+3y)+2-8+w-37] para éz1
Das eqgs.(2.14), (B.121) e (B.122), wverifica-se que a

concentragcdo critica ndo é definida somente para M impar>3 com

-w+p~=0, sendo nos outros casos dada pela eq.(B.107), trocando-se M

par por M impar e M=2 por M=3.
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ii) -2w+pt=z0
-w+p~>0
Considerando-se as eqgs.(1.10), (B.68) e (B.69), pode-se escrever

a eq.(2.13) na formas.
[2a—{M((1+6¢2125—37)+2+26¢1t6+3y}/2]K

Pt NG e TR ot Lo i i i
B = e (M/qy) e K(M(1+ & 7 2 + 28 -37)+2+28 7 1 = & +37]/2
(B.124)
Para este caso «a critico é definido por:
%[M(~1+36—37)+1+36+37] para 0=é6<1 ,
o = (B.125)
%[M(3—6-37)+3+8+33] para 8z1
Das eqs. (2.14), (B.74) e (B.124), conclui-se que a
concentragdo critica é definida por:
pc = %[1 - %(1 - M/ld} . (B.126)
-w+p~=0
Efetuando-se calculo com as egs.(1.10), (B.68) e (B.69),

pode-se escrever a eq.(2.13) na forma:

‘ZGK](1+C)+ £(1-g)el207 (M(1+8-20+37)+2+25% 3 *35+20-37}/2]K

by B
B Sgls T J | - o K(M(1+¥ & - 2w +37) +2 +28 ¥ 3 * 38 + 2w -37]/2
(B.127)
Neste caso o critico é& definido por:
:
% (M(1+8-2w+37%) -1+58+2w-37] para 0=é<1 ,
(B.128)

% [M(1+5-2w+37) +5-8+2w-37 ] para 8=1

e
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As eqgs. (2.14), (B.75) e (B.127), conclui-se que a

concentragao critica é definida por:
r

% para -wt+p <0 e -2w+p*>0 ou

—-w+p™=0 e -2w+p*=0 ,

1 1 1 = LB +—
Pz =+ 5 1 = T? 1 TV para -w+p <0 e -2w+p*=0 , (B.129)
11_1
5 _; B = plielled para -w+p =0 e -2w+p*>0
| B
III) 2w-y+p*=0
Operando-se com as egs.(1.10), (B.68) e (B.69) vé-se que a

eq. (2.13) pode ser escrita na forma:

720K | (14¢)+ t(1-)e 20T {M(1H8FL £ 8)-1-8 *17 §}/2]K

RN |
P =L £ 3 = BIOLL FRE L E &) oIR8 A E BLE (B280)
Para este caso a critico é& dado por:
1 <
E[S(M-l)] para 0sé<1 ,
o, = 1 (B.131)
%[M—l] para é&z1
Das egs.(2.14) e (B.130), conclui-se que a concentragao
critica & definida por:
Jl =
5 para 2w-y+p <0 ,
(B.132)

=
=
+

Sl

para 2w-y+p =0
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APENDICE C

CALCULO DOS TRAGCOS SOBRE OS OPERADORES o

e
O <calculo do trago indicado na eq.(3.1), sera feito
expandindo-se a exponencial exp (Hy;) em séries de poténcias

(Stanley, 1971) considerando-se o caso mais geral com anisotropia
uniaxial diferente de zero. O passo seguinte consiste em efetuar o

calculo dos tracos parciais da série obtida. Assim tem-se:
HS Tt ma Ml
Tr{exp[HUJJ = gl T TR TR ; (eud)

onde H, ;, Hy ;; e Hy;; sdo definlidos por:

M

Hy 4y 5 Kzok,ijok¢l 1 (C.2)
k=1
M
Hy 1y = hyy) oy | (C.3)
k=1
M
Hy i DZUE,U ' (C.4)
k=1

onde, por simplicidade de notacgédo, sdao omitidos daqui em diante os
indices nos operadores o’s que identificam a ligagcdo que estd sendo

decorada.
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Expandindo-se em série de poténcias a exponencial dada pela

equagcdo (C.1) e considerando-se as eqs. (C.2)-(C.4), obtém-se:

H, H; Hj _ it 1 2
Trle '.e .e °| = Tr 1+H{H1+H2+H3}+Z{Hl+2H1H2+

:
+ 2H,H; + 2H,H; + HZ + H2 } + o { H} + 3H?H, + 3H,H3 + H3 + 3HZH, +
+ 6HHH, + 3HH, + 3HH3 + 3HH3 + H3 } + - { H + amm, + eHZHZ +

+ 4H,H3 + HY + 4H3}H, + 12HH,H, + 12H,HZH, + 4H3H, + GH2HZ +

+ 12H,H,HZ + 6H2HZ + 4H,H3 + 4H,HI + Hi } . (C.5)

P

Efetuando-se os tragos dos termos da equagao (C.5) até a
quarta ordem, encontra-se os seguintes resultados:

Tr(1l) = [2s+1]“ ) (C.6)

Tr[H:,] = Mﬁ[2s+1]“ s (s+1) ; (C.7)
~2 Ml 1 2

Tr(nz| = ME®(25+1)"|3s (s+1) ; (c.8)

Tr[Hg] = Mh?, [2s+1]M 3s(s+1) . (C.9)
5] _ a2 | 1 2 1 2

Tr|HZ| = MD [2s+1] 55 (s5+1) (35°+3s-1) | + (M-1) [35(s+1) ., (C.10)

i 2

Tr{HngJ = 2MKn?, [2s+1]“ %s(s+l) ; (C.11)
T ) = To= M 2 2 P > 1 3
r|H2H,| = MK D[zs+1] =s(s+1)2(382 + 35 = 1) + (M-2) 5s(s+1) ,

(C.12)
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I

Thg {HEI{J]

By (S 2
thJD[25+l)H —11—55(5+1) (3s2 4+ 38 - 1) 4  (M-1) [%s(s+l)]

(e 43

Tr{Hg] = M53(25+1J"{ %(s+l) [354 + 6s3 - 3s + 1J + 9_“;[;1)52(5 +1)2X

3
X[352 + 3s - 1} = (M—l)(M—z)[%s(sﬂ)J } . (C.14)

Tr[HgJ = R“[zsﬂ]”[ {—155(s+1) {352 ¥ ow = 1”2 + ESE(M—z) {%s(s+l)]3 X

x[352 + 3s - 1J + JM(M—l)[—%—S(Sﬂ“l)}1 } ; (C15)
Tr[H%HgJ = MK°h?, [2s+1]” -é[%s(s+l)]2(352 I g5 - 1] + (M + 2)X

3 3
X |58 (s+1) 3 (C.16)
Tr[HgJ = Mh}‘,(zsu]"{ l:-i%-s(s+l) [352 £ dg = 1}] + 3(M-1) [%s(sﬂ)JzJ .

(C.17)

Tr[H1H§H3J = 2M6f<hfj(2s+1JM{ {-212—552(%1)2(352 + 3s - 1}] +  (M-2)X

1 3
X|5s(s+1) , (C~18)
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Tr(Ha@J = MR252[25+1]“ é%s(s+l)(3s“ + 653 - 3s + 1) + 5(M-2)X

X —65%53(s+1)3{352 o = l}} + [%gs(s+l){352 +3sr = lJJZ + (M-2) (M-3)X

Algsleddy / (C.19)

Tr[H@%J = Mh?jﬁz(23+1)M ~%s(s+1)[354 + 3s3 - 3s + 1] + 3(M-1)X

3
x[£§52(s+1)2[352 + 3s - 1}} : 2 2(M—l)(M—2)[%S(S+1)] ' (C.20)
Tr[Hg] = Mf)'l(2s+1]H ;;(S+l)[586 +16S? + S5t #1585 = 52 % gy = 3] T

452 : .
+ 75;(s+1)2[3s“ + 6s3 - 3s + 1J + 3(M—1){f:(5+1)(352 = I T 1}} N

+ 6(M-1) (M-2) - 53(s+1)3(352+3s—1] + (M—1)(M—2)(M—3)[%s(2s+l) g ¢

fe2 )

Afim de obter-se resultados finitos para o comportamento
critico do sistema , renormaliza-se as interagdes entre os spins o e

0os spins o com M na forma:

Jéi ‘ BF =3

M

=l0

(C.22)
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Substituindo-se as egs.(C.6)-(C.21) na equagao (C.1l), e

considerando-se a equacgao (C.22), encontra-se:

H; 2 2 :
1 M I [ 1sal 2 1, 2 1
Tr|e = (25+1J 1+ iT 2vK js(s+1) + ?h” + D §S(S+l) +
+ 1 —IRZ s +1 : + lh2 + D 2 + g

5T |3 55(5 ) 50y 3s(s 1) + i 3 (C.23)

A partir desses resultados encontrados para os tragos
parciais de ordem mais baixa, tomando-se o lim Mow, pode-se concluir

gue a equagao anterior pode ser escrita na seeuinte forma:

i 18 3
Tr[e ‘JJ = (2s+l:]”e : (C.24)
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