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RESUMO

Este trabalho trata da andlise ndo linear geométrica e da estabilidade de estruturas com gradacdo
funcional considerando carregamentos termomecanicos. Aspectos como a carga critica € o
caminho pés-critico de placas e cascas abatidas com gradagao funcional foram estudados. A
modelagem dessas estruturas foi realizada utilizando a Andlise [sogeométrica (AIG), que € um
método numérico de andlise estrutural que utiliza como fun¢des de aproximagao as mesmas
funcdes utilizadas pelos programas CAD para representacdo da geometria (ex. Bézier, B-Splines,
NURBS). A AIG apresenta vantagens como representacio exata da geometria, facilidade de
refinamento do modelo e integragdo mais simples entre os programas de CAD e de anélise
estrutural. Porém, esse método apresenta problemas na unido das etapas de modelagem da
geometria do problema e a anélise numérica, devido ao paradigma de representacdes de fronteiras
adotado nos sistemas CAD, que ndo fornece a parametrizacao do interior da regido analisada.
Uma alternativa a essa problematica € a utilizagdo dos elementos triangulares Bézier, pois
possibilitam a conexao automatizada entre o modelo CAD e o modelo de andlise. A formulacio
apresentada é baseada na teoria de Reissner-Mindlin para placas e cascas considerando o
cisalhamento transversal e de Marguerre para andlise ndo linear de cascas abatidas. Diante
do exposto, o presente trabalho avalia o desempenho dos elementos triangulares de Bézier em
diferentes exemplos. Em todos os testes os elementos apresentaram resultados satisfatérios
e mostraram que ndo foi necessdria nenhuma técnica especial de integracao para combater o
problema do travamento inerente a formulagdo adotada, sendo utilizada a integracao completa
correspondente a quadratura triangular de Gauss. Formula¢des que consideram os efeitos
térmicos de estruturas com gradacdo funcional foram desenvolvidas e implementadas no software
académico FAST. Exemplos disponiveis na literatura foram utilizados com o intuito de validar as
implementacgdes. Os resultados obtidos foram excelentes e confirmaram a correta implementacio
dos efeitos térmicos. Nos estudos da flambagem térmica de estruturas de materiais com gradacao
funciona (MGF), verificou-se que as condi¢des de contorno, variacdo da fracdo de volume e o
método de homogeneizagdo para a determinacdo das propriedades efetivas apresentam grande
influéncia sobre a temperatura critica de flambagem e o comportamento pés-critico de estruturas

com gradac¢ao funcional.

Palavras-chave: Andlise Isogeométrica. Triangulos de Bézier. Materiais com Gradagdo Funcio-

nal. Flambagem Térmica.



ABSTRACT

This work deals with the stability and geometrically nonlinear analysis of functionally graded
structures considering thermomechanical loads. Aspects such as the critical load and post-critical
path of functionally graded plates and shallow shells were studied. The modeling of these
structures was performed using Isogeometric Analysis (IGA), which is a numerical method
of structural analysis that uses as approximation functions the same functions used by CAD
programs for geometry representation (e.g. Bézier, B-Splines, NURBS). IGA presents advantages
such as exact geometry representation, ease of model refinement and simpler integration between
CAD programs and structural analysis programs. However, this method presents problems in the
union of the problem geometry modeling steps and the numerical analysis, due to the boundary
representation paradigm adopted in CAD systems, which does not provide the parameterization
of the interior of the analyzed region. An alternative to this problem is the use of Bézier triangular
elements, as they enable the automated connection between the CAD model and the analysis
model. The presented formulation is based on Reissner-Mindlin plate theory considering the
transverse shear and Marguerre nonlinear theory of shallow shells. Given the above, this work
evaluates the performance of Bézier triangular elements in different examples. In all tests, the
elements presented satisfactory results and showed that no special integration technique was
needed to combat the locking problem inherent to the adopted formulation, being used the full
integration by Gaussian quadrature. Formulations that consider the thermal effects of functionally
graded structures were developed and implemented in the academic software FAST. Examples
available in the literature were used in order to validate the implementations. The results obtained
were excellent and confirmed the correct implementation of the thermal effects. In studies of
thermal buckling of functionally graded materials (FGM) structures, it was found that boundary
conditions, volume fraction variation, and the homogenization method for the determination of
effective properties have a strong influence on the critical buckling temperature and post-critical

behavior of functionally graded structures.

Keywords: Isogeometric Analysis. Bézier Triangles. Functionally Graded Materials. Thermal

Buckling.
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1 INTRODUCAO

O conceito de Materiais com Gradacdao Funcional (MGF) (Functionally Graded
Materials — FGM) foi proposto em 1984 por um grupo de pesquisadores japoneses, em Sendai -
Japdo, sendo o seu uso associado a barreiras térmicas (KOIZUMI, 1997). A utilizacdo desses
materiais na engenharia tem crescido cada vez mais devido a suas caracteristicas atraentes como
variacdo continua e suave de seus componentes, melhor distribuicao de tensdes residuais e maior
tenacidade a fratura.

Os MGFs sdao compdsitos de alto desempenho que apresentam variagao gradual de
composi¢do ao longo de uma ou varias direcdes espaciais. Assim, a composi¢do dos MGFs pode
ser escolhida de forma a otimizar as caracteristicas de servico desejadas sob diferentes tipos
de carregamentos (térmicos, mecanicos, elétricos, etc.), fabricando-os a partir de dois ou mais
materiais diferentes (MIYAMOTO et al., 1999; CHAREONSUK; VESSAKOSOL, 2011).

Nesse contexto, cabe destacar a combinacao cerdmica-metal, em que os constituintes
ceramicos sdo capazes de resistir a ambientes de alta temperatura devido as suas melhores carac-
teristicas de resisténcia, enquanto os constituintes metalicos proporcionam maior desempenho
mecanico e reduzem a possibilidade de fratura catastréfica (SHEN, 2007).

Desta forma, a utilizag@o de placas e cascas de MGFs apresenta diversas vantagens.
Contudo, estas estruturas podem apresentar elevada esbeltez e consequentemente sensibilidade
ao colapso por perda de estabilidade, necessitando assim de investigacao criteriosa sobre sua
carga critica, modos de flambagem e caminho pds-critico. Assim, diversos trabalhos vém sendo
realizados no estudo de placas e cascas de MGF, com destaque para os efeitos dos carregamentos
térmicos. Na e Kim (2006), Tran et al. (2016), Trabelsi et al. (2018) estudam a flambagem e
o tracado do caminho pos-critico de placas submetidas a carregamentos térmicos. Moita et al.
(2018) fazem estudo semelhante para carregamentos termomecanicos.

O Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizacdo (LMCV) da Universidade
Federal do Ceara (UFC) também vem apresentando contribui¢des a respeito do estudo dos MGFs
(PRACIANO, 2018; AUAD, 2019; AUAD et al., 2019; RIBEIRO et al., 2020; MAIA, 2020;
SILVA, 2020; MAIA et al., 2021). Praciano (2018) estudou a estabilidade de placas laminadas
e de MGF, com a formulagao isogeométrica baseada nas teorias de Reissner-Mindlin para
placas considerando o cisalhamento transversal e de Marguerre para andlise ndo linear de cascas
abatidas. Auad (2019) estudou cascas cilindricas de MGF sujeitas a carregamentos mecanicos,

com a formula¢@o isogeométrica baseada na teoria ndo linear de Donnell. Ribeiro et al. (2020)
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apresentam uma metodologia eficiente para otimizacgao de estruturas de MGF utilizando modelos
substitutos. Maia (2020) estudou a otimizacao de estruturas de MGF assistida por modelos
substitutos em problemas com comportamento ndo linear. Maia et al. (2021) apresenta uma
metodologia eficiente para otimizacdo de estruturas de MGF usando uma abordagem baseada
em Kriging.

Cabe destacar que os primeiros trabalhos desenvolvidos no LMCV nio analisaram
os MGFs sob cargas de temperatura, situacdo para a qual esses materiais foram inicialmente
desenvolvidos. O primeiro trabalho no LMCYV a realizar esse estudo foi realizado por Silva
(2020), que desenvolveu uma metodologia baseada no Método dos Elementos Finitos para avaliar
a distribuicdo de temperatura, a distribui¢do de tensdes e a estabilidade em placas e cascas de
MGFs utilizando elementos s6lidos. Com isso, € necessario o desenvolvimento e implementacao
de formulagdes para considerar os esforgos térmicos em estruturas de MGF para outros métodos
de andlise, como a andlise [sogeométrica (AIG) e o préoprio MEF, baseados em elementos de
placa e casca na discretiza¢do do problema.

Com o intuito de projetar elementos de placas e cascas de materiais compdsitos é
necessdrio a determinagdo dos deslocamentos, deformacdes e tensdes ocasionadas pelos esforcos
solicitantes através de técnicas de analises. Atualmente, o Método dos Elementos Finitos (MEF)
¢ a técnica mais utilizada com essa finalidade. Entretanto, esse método apresenta limitagdes
que ocasionam erros inerentes a técnica, como os relacionados a representacao geométrica da
estrutura, salvo em modelos simples.

Um método alternativo ao MEF € a Andlise Isogeométrica (AIG), desenvolvida por
Hughes et al. (2005). A AIG busca integrar os conceitos de CAD (Computer Aided Design) e
CAE (Computer Aided Engineering), utilizando as bases do sistema CAD (e.g. NURBS e T-
Splines) como bases para os elementos isogeométricos. Desta forma, a geometria dos elementos
¢é representada de forma exata, eliminando assim erros na representacdo geométrica que existe
no MEF.

Apesar das vantagens apresentadas por Hughes et al. (2005), a integracdo entre os
modelos CAD e CAE na AIG baseada em NURBS ou 7-Splines néo € trivial. Isso ocorre pois
o paradigma de modelagem adotado na maioria dos sistemas CAD utiliza representacdes de
fronteiras, mais conhecida como Boundary representation (B-Rep), para representar regides
com geometria e topologia complexas que ndo podem ser usados diretamente pelo CAE. Esse

fato ocorre pois essas representacdes, que utilizam um conjunto de NURBS ou 7-Splines como
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superficies delimitadoras, ndo apresentam parametriza¢ao no interior da regido a ser analisada
(ENGVALL; EVANS, 2016).

Engvall e Evans (2016) apresentam esse problema da parametrizacao de superficie
para volume de estruturas sélidas da seguinte maneira: dada uma superficie NURBS ou 7-Spline
a partir do sistema CAD, busca-se gerar uma parametriza¢io no interior do dominio do elemento
correspondente de forma que:

1. A parametrizagdo represente a geometria de forma exata;

2. A parametrizacdo permita uma andlise numérica adequada;

3. A parametrizacdo seja definida por bases (fun¢des polinomiais ou racionais) definidas
por trechos que satisfacam independéncia linear, particdo da unidade, positividade e
continuidade de alta ordem.

Para estruturas planas, a abordagem do problema € similar aos s6lidos, porém a parametrizacao
ocorre de curvas de contorno para superficies.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos buscando realizar parametrizacdes dos
modelos geométricos com B-Splines (MARTIN et al., 2008; XU et al., 2013), NURBS (AIGNER
et al., 2009; AKHRAS et al., 2016) e T-Splines (ESCOBAR et al., 2011; LIU et al., 2013).
Entretanto, eles apresentaram dificuldades para gerar automaticamente malhas adequadas para
andlise de geometrias complexas.

O uso de elementos de Bézier é uma boa alternativa, pois facilita a conexao entre o
modelo CAD baseado em B-Rep e o modelo de andlise isogeométrica, além da representacao
de geometrias complexas com furos e bordas curvas. Com as adaptagdes necessdrias, possi-
bilita também, a utilizacao de técnicas de geracdo de malha ja existentes. Fato que facilita a
implementagdo e automacao do processo, gerando modelos adequados para andlise, preservando
a geometria exata do modelo. Assim, diversos trabalhos vem sendo realizados utilizando os
elementos de Bézier na AIG (JAXON; QIAN, 2014; XIA et al., 2015; ENGVALL; EVANS,
2016; ENGVALL; EVANS, 2017; XIA; QIAN, 2017; LIU; JEFFERS, 2019).

O LMCYV também vem apresentando contribuicdes a respeito da utilizacao dos
elementos de Bézier na AIG (BARROSO et al., 2016; BARROSO et al., 2017; BARROSO et
al., 2019; SILVA et al., 2020). Barroso et al. (2016) discutem a formulac¢do e implementacgdo de
elementos triangulares de Bézier em um software académico de elementos finitos. Barroso et
al. (2017) realizam a geracao de malhas isogeométricas, compostas por superficies de Bézier

planas dado um contorno definido por quatro curvas NURBS, utilizando Mapeamento Transfinito.
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Barroso et al. (2019) apresentam um algoritmo para discretizacdo automédtica de modelos isogeo-
métricos planos. Silva et al. (2020) discute a defini¢ao dos elementos triangulares bidimensionais
de Bézier, implementados por Barroso et al. (2016), e seu desempenho na AIG.

Desta forma, a utilizacdo dos elementos de Bézier é capaz de solucionar um dos
principais gargalos da AIG com NURBS ou 7-Splines, que € a parametrizagdo automatica dos
modelos CAD para os modelos de anélise. E importante notar que esse tema é recente, sendo
necessario o desenvolvimento de estudos e pesquisas com o intuito de ampliar os conhecimentos
sobre o desempenho desta abordagem na andlise de estruturas de materiais com gradacao
funcional sujeitas a esfor¢os térmicos. Cabe destacar que os elementos triangulares de Bézier

utilizados neste trabalho foram implementados por Barroso et al. (2016).

1.1 Objetivos e contribuicoes

Neste trabalho, o principal objetivo foi o desenvolvimento e a implementacao de
formulagdes para considerar os efeitos térmicos na andlise isogeométrica de placas e cascas
abatidas constituidas de materiais com gradacdo funcional baseadas no uso de triangulos racionais
de Bézier. Foram adotadas as teorias de Reissner-Mindlin e Marguerre, considerando a ndo
linearidade geométrica. Um objetivo complementar foi o estudo e a andlise do desempenho dos
elementos triangulares de Bézier na andlise de placas homogéneas e com gradacao funcional.

As implementagdes foram realizadas no software de codigo aberto FAST (Finite
Element Analysis Tool), escrito em linguagem C++. O FAST estd em desenvolvimento continuo
no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da Universidade Federal do
Cear4.

A partir das implementagdes, foi possivel estudar o comportamento de estruturas de
material compdsito com gradagdo funcional submetidas a carregamentos térmicos, utilizando
elementos isogeométricos de cascas abatidas discretizados a partir dos elementos triangulares
de Bézier. Foi analisada a estabilidade de placas e cascas de material compdsito obtendo a
carga critica, o comportamento pds-critico e o tracado do caminho de equilibrio. Os resultados

apresentados foram excelentes quando comparados com trabalhos da literatura.
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1.2 Organizacao do Texto

O presente trabalho estd dividido em 6 capitulos. No Capitulo 1, é apresentada
uma introdu¢do acerca do tema do trabalho, incluindo alguns trabalhos ja publicados e suas
contribuicdes. Em seguida, ainda nesse capitulo, apresentou-se 0s objetivos e contribui¢des do
trabalho.

No Capitulo 2, é apresentada uma pequena discussdo sobre as teorias de placas
e cascas. Em seguida € apresentada a formulagdo matematica da teoria de Reissner-Mindlin,
considerando a teoria de Marguerre para deforma¢des de membrana em cascas abatidas. Logo
apos, sao mostrados conceitos basicos, relagdes constitutivas e esfor¢os internos dos materiais
com gradac¢do funcional (MGF).

No Capitulo 3, sdo apresentadas definicdes acerca da Modelagem Geométrica, onde
sao abordadas as formulagdes das representagcdes de Bézier, B-Splines, NURBS.

No Capitulo 4, € desenvolvida a formulagdo isogeométrica de casca abatida nao
linear geométrica. Também sdo desenvolvidas as expressdes para o cdlculo dos esforcos internos
e externos, da matriz de rigidez e de técnicas de resolugc@o dos sistemas nao lineares e tragcado do
caminho de equilibrio.

No Capitulo 5, estdo os exemplos numéricos, divididos em Exemplos de Verificagdo
e Aplicacoes.

No Capitulo 6, sdo apresentas as conclusdes da dissertacdo e sugestdes para trabalhos

futuros.
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2 PLACAS E CASCAS COM GRADACAO FUNCIONAL

Placas e cascas sdo corpos delimitados por superficies laterais cujas dimensdes
sdo grandes em compara¢do com a separacao entre estas superficies (DYM; SHAMES, 2013).
Quando as superficies delimitadoras sdo planas, os corpos sdo conhecidos como placas, ja
quando sao curvas, sao chamados de cascas. Exemplos de aplicacdes de placas e cascas na
Engenharia sdo encontrados em forma de lajes de edificios, tabuleiros de pontes, carrocerias de
carros, cascos de navios, fuselagens de avides entre muitos outros.

O comportamento estrutural das cascas € caracterizado principalmente por dois
estados de deformacdes ocasionados pelas acdes de membrana (membrane) e flexao (bending)
(BISCHOFF et al., 2004). Nas deformagdes dominadas pela flexdo, o comprimento das fibras na
superficie média sdo preservados. Ja nas deformacdes dominadas pelas acdes de membrana, as
fibras acompanham as deformacgdes da superficie média.

Elementos de placa/casca podem ser analisados de forma simplificada utilizando as
chamadas teorias de placas/cascas. Nessas teorias, o problema tridimensional € transformado
em um bidimensional devido a adocao de hipdteses simplificadoras relativas ao campo de
deslocamentos. Dentre estas teorias destacam-se:

* Teoria de Kirchoff-Love: considera que segmentos retos e perpendiculares a superficie
média da placa permanecem retos e perpendiculares a superficie média apds a deformacdo.
Essa hipétese implica desprezar as deformagdes de cisalhamento transversal, limitando
sua utilizacdo apenas para placas finas;

* Teoria de Reissner-Mindlin: considera o efeito das deformagdes de cisalhamento constante
ao longo da espessura da placa, assim essa teoria é conhecida como teoria de deformagao
de cisalhamento de primeira ordem (First-Order Shear Deformation Theory - FSDT). Ela
pode ser utilizada tanto para placas finas como espessas;

* As teorias de alta ordem: conhecidas como High-Order Shear Deformation Theories -
HSDTs, utilizam campos de deslocamentos capazes de descrever a varia¢do nao linear do
cisalhamento ao longo espessura da placa.

A teoria de Reissner—Mindlin € mais atrativa para aplicacdo em softwares de ele-
mentos finitos, pois a continuidade C° ¢ suficiente para os elementos, enquanto nos modelos
de Kirchhoff-Love é necessario continuidade C! sobre os elementos e sua interface, algo que é
muito complexo e caro de se implementar utilizando as fun¢des de forma padrao do MEF que

sdo os polindmios de Lagrange (ZAREH; QIAN, 2019). As teorias de alta ordem fornecem
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resultados mais precisos, porém também requerem C' entre os elementos (TRAN et al., 2016).

Aproveitando a elevada continuidade das fun¢des de forma NURBS, vérios estudos
de cascas finas baseados na teoria de Kirchhoff—Love tém sido realizados no dmbito da AIG
(KIENDL et al., 2009; KIENDL et al., 2010; COOX et al., 2017; GRECO et al., 2018; ZAREH;
QIAN, 2019; SCHULTE et al., 2020). Entretanto, conforme Nguyen-Thanh et al. (2011b), a
utilizacdo dessa teoria ocasiona dificuldades em impor as condi¢des de contorno de rotagdo e sao
necessdrias outras estratégias para conectar os patches, além da restricao da espessura imposta
pela prépria teoria.

Virios estudos da AIG baseados nas teorias de alta ordem também té€m sido realiza-
dos (NGUYEN-XUAN et al., 2013; THAI et al., 2014; TRAN et al., 2016; SHI et al., 2018;
DIWAN; MOHAMED, 2020; NGUYEN ef al., 2020). Porém, essas terias apresentam mais
termos no campo de deslocamentos, ocasionando um custo computacional significativamente
maior, além de apresentar a mesma dificuldade da teoria de Kirchhoff-Love em problemas com
multiplos patches.

Desta forma, devido as dificuldades citadas anteriormente para a Teoria de Kir-
chhoff-Love e as teorias de alta ordem, neste trabalho sera utilizada a teoria de Reissner-Mindlin,

que facilita a imposic¢ao de condi¢des de contorno e a conexdo entre varios patches.

2.1 Teoria de Reissner-Mindlin

Reissner e Mindlin desenvolveram teorias de placa que consideravam o efeito do
cisalhamento transversal constante ao longo da espessura da placa (FSDT). Essa teoria baseia-se
nas seguintes hipdteses para o campo de deslocamento (ver Figura 1) (REDDY, 2004):

1. Os pontos da reta normal ao plano médio t€ém deslocamento transversal igual;

2. A tensdo normal na dire¢ao transversal é desprezada (o, = 0);

3. Segmentos retos e perpendiculares a superficie média da placa permanecem retos, mas
ndo necessariamente perpendiculares ao eixo da placa apds a deformacao.

O campo de deslocamento, apresentado na Figura 1, pode ser escrito em qualquer

ponto (x, y, z) da placa como:
ﬁ(x7 )’7 Z7 t) = u(x, )’7 t)+Z Gy(xa y; t)
V(X7 Y 2 t) = V(X7 s t) —Z Gx(x7 s t) (21)

W<x7 Y & t) :W()C, Vs t)
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Figura 1 — Geometria deformada e indeformada de uma aresta de uma placa sob a FSDT.

|, .

Fonte: elaborado pelo autor.

onde u, v e w sdo os deslocamentos ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente, ¢ € a coordenada
do tempo, 6y e 6 sdo as rotagcOes normais aos planos yz e xz. A Equagdo (2.1) pode ser escrita

na forma matricial como:

u
u 1 00 0 ¢z V
ve=101 0 —z O w = u=Zu (2.2)
w 001 0 O 0,
\ Qy

Considerando pequenos gradientes do deslocamento (andlise linear), o campo de

deformacdes no plano, a partir do campo de deslocamento expresso na Equacao (2.1) pode ser

dado por:

RN P ) RN ¢ 3

€ &= el K

* dx x *
— _ v _ __ o _ o b
€= g (= N =qerptiy K (=€ tak=e"te (2.3)

av Jdu
\ny) \a—i_a_y) \%?;/ xny;
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onde €” e k correspondem a deformacdo de membrana e a curvatura, respectivamente. Cabe

destacar que devido a hipdteses cinemadticas adotadas, €, = dw/dz = 0.

A partir da Equacao (2.3), percebe-se que as deformagdes sao compostas por uma

parcela independente de z, que representa a deformacao de membrana:

(

)

en @
x ox
m_) .\ _ v
€= em o= - (2.4)
Ju Jdv
. K; / \ a_y * a )

e uma parcela que varia linearmente com a distancia para a superficie média da placa e depende

da curvatura:

( )

a ox
=28 o p =20 ‘989)6 2.5)
Yy
K 20, J6,
() ( dy  dx )
As deformacgdes devidas ao cisalhamento transversal podem ser calculadas por:
dw
Yz 5 T
Y= = ax (2.6)
f}/y z _W Qx
dy

Percebe-se que essas deformagdes sdo constantes ao longo da espessura da placa, ou seja
independem da coordenada z, fato que ndo corresponde a solucdo da Teoria da Elasticidade, que
apresenta uma variagao parabdlica. Para contornar esse problema serd utilizado um fator de
correcao (k).

Para verificar a estabilidade de placas é necessdrio considerar a nao linearidade
geométrica. A partir dessa consideracdo, passa a existir interacao entre os efeitos de membrana
e flex@o, ocasionados devido aos deslocamentos transversais. Assim, para levar em conta
esse acoplamento, utilizam-se as deformacdes de von Karmdn, que pode ser considerada um
caso especial das deformacgdes de Green, desprezando os termos nao lineares relacionados as

componentes do deslocamento nas dire¢des do plano da placa (CRISFIELD, 1991). Assim, as
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( m\ ( du l a_w 2
€x ox 2\ dx
m 8v 1 8w 2 m m m
"= m oy = i -+ Z(ZZ =& =& +E¢ 2.7)
& dy 2(9y> C
Ju dv ow\ [ dw
=) 55 (G)(5))

onde g;' € a parcela linear devido a deslocamento no plano e € € a parcela ndo linear causada
pelos deslocamentos transversais.

A teoria ndo linear de placas de von Karman foi estendida por Marguerre para
elementos de cascas abatidas (CRISFIELD, 1991). Nessa teoria, as deformacdes de membrana

sdo calculadas por:

” ( du ) ( 1[d(w+z0) 2 1(dz 2 )
8x a 2 8x 2 8x
" ={ emp = I + 119(w+z) ’ ! (9w ’ (2.8)
p| 2| |[2tm)] [ ) %) (920
©y (| dy  dx)) L ox dy ) L\ ox oy ) )

onde zo(x, y) é a elevac@o da superficie média da casca. Desenvolvendo a Equacdo (2.8), tem-se:

3\

( ou ow\ [ dzo 1/ow\? )
5 (5)(5) 2(5)
en={ v 14 (a_w) (%) + l(a_w)z (2.9)
dy dy dy 2\ dy
»oa) SE)E)E) GG
( dy  Jdx | [\ dx dy dy dx /) ) (\dx /\dy /)

Esta equacdo mostra que as cascas abatidas apresentam acoplamento entre os deslocamentos
transversais e as deformacdes de membrana por conta da curvatura inicial da casca, além do
acoplamento devido ao termo nao linear.

Neste trabalho, foi adotada a formulacdo cinemdtica para cascas abatidas baseada na
Teoria de Reissner-Mindlin para deformacgdes de flexdo e cisalhamento transversal e na teoria
de Marguerre para deformagdes de membrana ndo lineares, incluindo o efeito das curvaturas
iniciais e rotacdes moderadas. Cabe destacar que esta formula¢do permite a andlise ndo linear de
placas perfeitas e imperfeitas e cascas abatidas de uma maneira mais simples e eficiente do que o

uso de elementos de cascas gerais (PRACIANO et al., 2019).
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2.2 Tensoes e Esforcos Internos

Neste trabalho, considerou-se o MGF isotrépico e com comportamento linear eldstico.
Permitindo assim, a utiliza¢do da Lei de Hooke generalizada. Dessa maneira, a relagcdo entre

tensdes e deformagdes, considerando os efeitos térmicos, é dada como:

Ox On On O & o

c, = 0 e »—< a AT = 0=0Q (e—¢" (2.10)
y O O» Y ( )

Txy i 0 0 Q66 Yy 0 e/

T 0

w | _ (Qu L5559 2.11)

Tyz i 0 Oss Yz

onde Q e Qg sdo as matrizes constitutivas relacionadas com as deformacdes de membrana e
cisalhamento, respectivamente, & é o coeficiente de expansdo térmica, AT € a variacdo de
temperatura e £€¢/, €, ' e y sdo as deformacdes efetivas, no plano, térmicas e de cisalhamento,
respectivamente. Os termos das matrizes constitutivas Q e Q,; dependem das propriedades
efetivas do MGF, que variam com a posi¢do z, devido a variacdo das fragdes de volume e
das propriedades de cada material ao longo da espessura, e podem ser calculados a partir das

seguintes expressoes:

E(z)
On=0»n= T(z)z;

)
onde E(z) é o médulo de elasticidade, v(z) é o coeficiente de Poisson e G(z) é o médulo de

_E(2)v(2). B B B
Q12 = T—vi)? Q44 = 055 = Q66 = 20 +v@)

E@) (2.12)

elasticidade ao cisalhamento.

A Equacao (2.10) mostra que, para estruturas carregadas termicamente, as tensoes
ndo estdo relacionadas diretamente com a deformacao total, como no caso de estruturas carrega-
das apenas mecanicamente, mas sim por uma deformacao efetiva (e¢/) (PARENTE Jr. et al.,
2005).

A formulagdo das equacdes de equilibrio de placas e cascas serd feita em termo dos
esforcos internos, que podem ser determinados a partir da integragcao das tensoes, definidas nas

Equacdes (2.10) e (2.11), ao longo da espessura da placa, como se segue:
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N, o}
! w2 | h)2 y
N-— - / dz = e— e d
Ny “h/2 ol —h/ZQ ( ) dz
N, Tyy
. ” 2 (2.13)
= Q(e"+zx—€M) dz
—n)2
h)2
= Q" +xz—aAT)dz
—h)2
M o
g n2 | h/2
M= M, :/ oy zdz:/ Q(e—eMzdz
—h/2 —h/2
M T
M » o (2.14)
:/ Q(e"+zk—¢&") zdz
—h)2
h/2
:/ Q(e" +xz —aAT ) zdz
—h/2
% h/2 | T h/2
N A :/ S / k Q, vdz (2.15)
V. -2 | 1, —h)2

onde os termos das matrizes Q e Qg sdo dados pela Equacdo (2.12) e k; € o fator de correcao do
cisalhamento. Destacando que os MGFs s@o considerados como materiais isotropicos, porém
niao homogéneos, ja que suas propriedades variam ao longo da espessura de forma continua.
Os esfor¢os também podem ser descritos em funcio das deformacdes de membrana,
flexdo e cisalhamento, resultando nas matrizes A, B, C e G. Assim, de modo a simplificar as

expressoes anteriores, os esforcos internos generalizados (&), podem ser escritos como:

N A B 0f |em Nth
M;,=|B D 0 K p—<Mh = 6=C&-6" (2.16)
A4 0 0 G| |7y 0

onde A, B, D e G sdo as matrizes de rigidez extensional, de acoplamento membrana-flexao,

flexional e de cisalhamento, respectivamente, e N e M s30 os esfor¢os térmicos. Esses termos
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sao dados por:

h/2 h/2
A= Qdz B= Qzdz
—h/2 —h/2
h/2 h/2
p= [ Qz2d: G= / k, Q, dz 2.17)
—h/2 —h/2
h/2 h/2
N — QaATdz; M'"= Q a AT zdz
—h/2 —h/2

2.3 Materiais com gradacao funcional

Os Materiais com Graduagao Funcional (MGF) sdo materiais compdsitos formados
por dois ou mais materiais misturados de forma nao homogénea. Conforme Miyamoto et al.
(1999), a composi¢ao e a estrutura do material mudam gradualmente ao longo do seu volume,
como ilustrado na Fig.2 (a). Assim, suas caracteristicas mecanicas variam de acordo com sua

microestrutura e cada ponto do material apresenta propriedades diferentes.

Figura 2 — Sec¢do transversal de modelos de MGF.

Metallic
matrix with
ceramic
inclusions

(a) Microestrutura (b) Modelos analiticos para uma placa de MGF

Fonte: (a) Jha et al. (2013), (b) Maia (2020).

A primeira aplicacdo dos MGFs ocorreu em um projeto de aviag@o espacial em 1984
no Laboratério Aeroespacial Nacional do Japao. O intuito da utiliza¢do desses materiais era evitar
picos de tensao nas interfaces dos painéis da estrutura da aeronave do projeto. A combinacao dos
materiais utilizados serviu de barreira térmica capaz de suportar uma temperatura de superficie
de 2000 K com gradiente de 1000 K em uma secao de 10 mm de espessura (JHA et al., 2013).

Os MGFs mostram um gradiente composicional de um material para outro, o que nos

compositos tradicionais resulta em propriedades comprometedoras dos materiais constituintes
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nas misturas homogéneas. O gradiente de composicao introduz ndao homogeneidade na micro-
estrutura que permite que os MGFs exibam variacdo no arranjo das propriedades do material
(BOGGARAPU et al., 2021).

Os MGFs tém grande potencial de aplicacdo em situacdes que apresentam condi¢des
severas, como em camadas de protecdo térmica de aeronaves espaciais, tubulacdes de troca
de calor, implantes biomédicos, revestimentos para reatores de fusdo nuclear e etc. Varias
combinacdes de diferentes materiais podem ser realizadas para criar novos materiais para a
inddstria aeroespacial, fabricas de produtos quimicos, reatores de energia nuclear, etc. (JHA et
al., 2013).

Esse tipo de material compdsito pode apresentar diferentes possibilidades de misturas
com diversos componentes como metal-ceramica, cerimica-ceramica, ceramica-pldstico, entre
outros (UDUPA et al., 2014).

E evidente na literatura que os MGFs tém recebido atencdo significativa devido as
suas propriedades graduais, destacando-se as aplicacdes relacionadas a barreiras térmica, onde
os requisitos sdo direcionados para melhorar a resisténcia térmica, a oxidag@o e a corrosao.

Existem duas abordagens basicas para modelar MGFs. Na primeira, a distribuicdo da
fracdo de volume € considerada continua em uma ou mais dire¢des, conforme representado pela
secdo transversal A na Fig. 2 (b). Na segunda, a estrutura de MGF € considerada multicamadas
com a mesma fracdo de volume em cada camada, conforme representado pela seco transversal
B na Fig. 2 (b) (MAIA, 2020). Neste trabalho, a graduac@o unidirecional continua através da
espessura € considerada.

Shen (2016) diz que o comportamento do MGF € definido pela chamada fracdo de
volume, que representa a quantidade relativa em volume dos materiais constituintes. A fracdo de
volume apresenta variacao gradual na dire¢do da gradacdo, fazendo com que as propriedades do
material mudem nessa dire¢do, que em geral € a espessura.

Existem diferentes modelos para representar a variacao continua da fracdo de volume.
Akbarzadeh et al. (2015) destaca os seguintes modelos, que apresentam expressdes que variam
na direcd@o z (correspondente a espessura):

1. Lei da Poténcia (P-MGF):

2z+h\"
Vi = fb+(Vﬁ—Vfb)( T )

(2.18)



27

2. Sigmoéide (S-MGF):

1/h—=2z\"
Vfb—i_(vft_vfh)(l_i( n > )7
vy = (2.19)

j
1/h+2z\"

3. Exponencial (E-MGF):

(7))
In| —
Vi, =Vze\ \Vi/\ h (2.20)

onde Vy, € a fragdo de volume do constituinte j, Vy, e Vy s@o as fragoes de volume no topo

o
IN
A\l
IN

(ST

N =
IN
A\
IN
=)

(z=+h/2) e na base (z = —h/2), respectivamente, n é o fator de ndo homogeneidade e & é
a espessura. A Figura 3 ilustra cada um dos modelos da distribui¢do da fracdo de volume
apresentada anteriormente. Cabe destacar que a soma das fracdes de volume de todos os

constituintes do MGF € unitaria:

Y V=1 (2.21)
j=1

0.4 -

0.2 H

o li
1§/

—0.2 i
H

-0.4

f
a) P-MGF b) S-MGF

Fonte: Auad (2019).

As expressoes anteriores que descrevem as fracdes de volume sdo facilmente ajusta-
das para obter as propriedades desejadas do material. Entretanto podem apresentar restricoes na
aplicacdo de problemas praticos, nao sendo capaz de descrever com precisdo as caracteristicas
dos materiais (DO et al., 2019a). Com intuito de contornar essa limitag¢do, outros modelos para
descrever a fracdo de volume foram desenvolvidos. Destacam-se os trabalhos que utilizaram as

funcdes B-Splines para isso, como se segue (LIEU; LEE, 2017; LIEU et al., 2018; RIBEIRO et
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al., 2020; MEDEIROS; PARENTE, 2020; MAIA et al., 2021):
n
Vi, (§) = ;Ni,p vy, (2.22)
i—
em que Vy, € a fragdo de volume do constituinte j no i-€simo ponto de controle, N; ; sdo as
funcgdes de base B-Splines definidas pelas Equagdes (3.15) e (3.16), n € o niimero de pontos de
controle. A Equacgdo (2.21) continua vélida para esse modelo.

O comportamento microscopico do MGF pode ser determinado utilizando as propri-
edades de cada constituinte relacionadas com a fragdo de volume, pelas chamadas propriedades
efetivas (P, ), como o médulo de elasticidade (E), o coeficiente de Poisson (V) e o coeficiente de
expansao térmica (o) do MGF.

Um importante fator nas propriedades dos MGFs € a influéncia da temperatura, pois
esses materiais sdo muito utilizados em problemas com elevadas temperaturas e gradientes
térmicos. Conforme Reddy e Chin (1998), as propriedades dos materiais podem ser expressas
em funcdo da temperatura através da seguinte expressao:

P
P(T) :PO(T1+1+P1T+P2T2+P3T3) (2.23)

em que T € a temperatura em Kelvin e Ay, P_|, P, P,, P3 sdo coeficientes Unicos de cada

constituinte.
2.3.1 Propriedades Efetivas

A definicao das propriedades efetivas de um material necessita da utilizacdo de
um processo apropriado de homogeniza¢ao micromecanica (SHEN, 2016). Nesse processo os
parametros macroscopicos equivalentes sao obtidos através das respostas estruturais de elementos
representativos do volume, definidas em uma escala mais precisa (MEDEIROS Jr. et al., 2019).
Existem diferentes modelos que buscam determinar as propriedades efetivas (P, r) dos MGFs,
através desses processos de homogenizacao micromecanica.

Um dos modelos mais simples e utilizado em grande parte das analises de estruturas
de MGF ¢ o modelo de Voigt. Nele, as propriedades efetivas do MGF pode ser expressas como

(SHEN, 2016):
Pp=) PV, (2.24)
j=1

onde P; e V; sdo a propriedade, definida pela Equacéo (2.23), e a fracdo de volume do material j.
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Um outro modelo utilizado para MGFs que apresentam uma microestrutura com uma
matriz bem definida, € o de Mori-Tanaka. Nesse modelo, as propriedades efetivas (subscrito f)
do MGF, composto de uma matriz isotropica de um determinado material (subscrito 1) reforcada
por particulas esféricas também isotrépicas de outro material (subscrito 2), sdo dadas por (SHEN,

2016):

Ky — K, %)
= 2.25
K> —K; 1+(1—V)3(K2_K1> 222
> 3K, +4G,
Gr=G_ Y (2.26)
G2=G1 1 (1-y,) 622G
G+ fi
1 1
of— Qy _ Ky K 2.27)

mp-o 1 1

em que K € o médulo volumétrico, G é o mddulo de cisalhamento, o € o coeficiente de expansio

térmica e f; € um parametro dado por:

fie G1(9K, +8G)
' T6(K +2G)

(2.28)

Depois disso, o médulo de Young (E) e o coeficiente de Poisson (V) podem ser calculados como:

9Ky Gy 3Ky —2Gy

TG T 0K 4Gy o
Outros modelos também sdo utilizados nos FGMs como: Auto-Consistente (Self-
Consistent), onde as propriedades efeitvas sdo determinadas assumindo uma configuragao
hipotética na qual uma tnica inclusio € incorporada diretamente no meio efetivo (HILL, 1965);
Auto-Consistente Generalizado (Generalized Self-Consistent), que apresenta uma estratégia de
homogeniza¢do melhorada em relacdo ao método Auto-Consistente (CHRISTENSEN; LO, 1979;
BENVENISTE, 2008); Limites de Hashin-Shtrikman que apresenta a derivagcdo de limites para

os mddulos elésticos efetivos de materiais multifdsicos com o auxilio de principios variacionais

de elasticidade (HASHIN; SHTRIKMAN, 1963).
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3 MODELAGEM GEOMETRICA

A Modelagem Geométrica é um ramo da matemdtica aplicada que estuda métodos e
algoritmos para a descricdo e manipulagdo matematica de formas geométricas. Muito utilizada
como base para sistemas de computagdo grifica, como em sistemas CAD (Computer Aided
Design), que sdo ferramentas que auxiliam na elaboracao de projetos em vdarias dreas como na
industria automobilistica, arquitetura, engenharia civil, mecanica entre outras.

Os softwares CAD vém apresentando papel cada vez mais relevante no dmbito
da anélise estrutural, sendo usados como ferramentas de pré-processamento para geracao da
geometria dos modelos de andlise. Em grande parte dos softwares CAD, a representacdo do
modelo geométrico € dada por representacdo pela fronteira (Boundary Representation - B-Rep),
onde o objeto € definido por entidades que limitam suas bordas ou fronteiras, usualmente curvas e
superficies NURBS ou T-Splines. A Figura 4 ilustra exemplos de modelos geométricos formados
por um conjunto de superficies ou patchs NURBS, em que cada cor representa uma superficie

NURBS diferente.

Figura 4 — Representacdo de objetos utilizando multiplos patchs de NURBS em B-Rep.

Fonte: Engvall e Evans (2017).

A Andlise Isogeométrica (AIG) (HUGHES et al., 2005) propdem integrar as ferra-
mentas CAD como as ferramentas de analise, conhecidas com CAE (Computer Aided Engine-
ering). Para isso, utilizam as mesmas func¢des de base dos sistemas CAD para representar o
campo de deslocamentos. Entretanto, essa integracao entre os modelos CAD e CAE na AIG
baseada em NURBS ou 7-Splines nao € simples devido a natureza do produto tensorial dessas

bases, que limita a capacidade de criar parametriza¢des adequadas de estruturas com geometrias
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complexas (ENGVALL; EVANS, 2016).
A seguir serdo discutidas formas de descricdo de curvas e superficies, bem como a

representacdo de modelos geométricos complexos.

3.1 Representacido de Curvas

A forma mais simples de se definir uma curva plana no espago ¢ através de uma

equagao na forma explicita no seguinte formato:

y=f(x) (3.1)

Usando essa forma, a representacao de uma pardbola pode ser escrita como:

y=ax’+bx+c (32)
Equacdes implicitas de uma curva no plano x-y sdo escritas no formato:

flx,y)=0 (3.3)

essa equacdo descreve uma relacdo implicita entre as coordenadas x e y dos pontos sobre a curva.

Como exemplo, a representacao implicita de uma pardbola é:
fx,y)=ax* +bx+c—y=0 (3.4)

A forma explicita s6 pode ser utilizada para curvas onde existam apenas um valor de
y para cada valor de x, j4 a forma implicita ndo apresenta essa limita¢cdo. Entretanto, a avaliacdo
de uma curva na forma explicita € realizada de maneira trivial, enquanto as curvas implicitas
requerem que esta avaliacao seja feita por métodos iterativos.

Devido aos problemas citados anteriormente, uma outra forma de representacao
da curva € bastante utilizada na modelagem geométrica, que € a representacdo paramétrica.

Matematicamente, pode-se representar uma curva paramétrica como:

C(x,y) =p(?) (3.5)

onde p € um ponto da curva e ¢ é a coordenada paramétrica associada. Verifica-se que a mudanga
entre a representacdo explicita e a representacao paramétrica pode ser realizada diretamente

através do uso das relagdes:

(3.6)
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Como ilustracio, uma circunferéncia de raio unitdrio pode ser definida por fun¢des paramétricas

da seguinte forma:
C(t) = (cos(t),sen(t)), 0<tr<2m (3.7)

Piegl e Tiller (1997) dizem que as representacdes paramétricas sao mais adequadas
para representar formas no computador. Essa representacdo serd a utilizada nas formulacdes de

Bézier, B-Spline e NURBS que serdo apresentadas nas secdes seguintes.

3.1.1 Curvas de Bézier

As curvas de Bézier foram criadas pelo francés Paul De Casteljau (1959), engenheiro
da Citroén. Entretanto, essas curvas foram popularizadas pelo engenheiro da Renault, Pierre
Bézier, que as utilizou no design de automoveis. Apesar de terem sido criadas para projetos
automobilisticos, atualmente sao utilizadas em intimeras aplicacdes em softwares de computagdo
grafica como Photoshop, Processing, Inkscape, CorelDRAW entre outros.

A curva € definida a partir de um conjunto de pontos de controle e sua geometria
pode ser alterada de forma simples movendo esses pontos. A Figura 5 apresenta exemplos de
curvas de Bézier de grau 3 (linhas cheias) com o poligono formado pelos pontos de controle
(linha tracejada). Percebe-se que apenas os pontos de controle extremos pertencem as curvas,

mostrando que os pontos de controle interno ndo sao necessariamente pontos de interpolagao.

Figura 5 — Exemplo de curvas de Bézier de grau 3.

Fonte: Barroso (2015).



33

Uma curva de Bézier de grau p € definida por:

p+1

C(&)= ; Bip(&)pi (3.8)

onde p; sdo os pontos de controle, B; ;, s30 0s polindmios de Bernstein (LORENTZ, 1986) de
grau p e & é a coordenada paramétrica. Percebe-se pela Equagdo (3.8) que cada curva de grau p
possui p + 1 pontos de controle.

Conforme Sederberg (2014), levando em consideracao um intervalo paramétrico da
curva de [0,1], os polindmios de Bernstein sdo definidos pela expressao:

Bup(@) = (7) 1-8 78 i=01.p (39)

l

onde os coeficientes binomiais sdo definidos por:

p\_ P
()5 10

A Figura 6 apresenta polindmios de Bernstein de diferentes graus.
Piegl e Tiller (1997) citam importantes propriedades dos polindmios de Bernstein:

* Nio-Negatividade: B; ,(&) > 0;

* Parti¢do da unidade: Zf:rll Bi, (&)=1;

* Bop(0) =B,,(1) =1

e Simetria: B; ,(§) =Bp—ip(1—&);

* Cada polindmio B; (&) possui um tinico mdximo, assim, ao se mover um ponto de
controle, a mudanca na forma da curva ocorrerd de forma dominante na vizinhanga do
ponto movido, essa caracteristica € chamada de controle pseudo-local;

¢ Podem ser calculados através da formula recursiva:

Bip(&)=(1—-&)Bip_1(§)+E Bim1p-1(8) (3.11)

onde B; ,(§) =0parag <0e& >1,Byo(§) =1.

A primeira derivada pode ser calculada por:

d
%Bi,p(ﬁ) =P(Bi-1,p-1(5) = Bip-1(8)) (3.12)
A curva de Bézier apresenta a desvantagem de ndo ser capaz de representar de
forma exata curvas cOnicas, como circunferéncias e elipses, pois estas curvas nao conseguem

ser descritas por fungdes polinomiais. Uma saida para esse problema € a utilizacdo de fungdes
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Figura 6 — Polindmios de Bernstein para varios graus.
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Fonte: elaborado pelo autor.

racionais. Para isso, sdo acrescentados pesos aos pontos de controle da curva. Assim as curvas

de Bézier racional passam a ser calculadas pela expressao:

1
X wiBip(§)pi

- 1
Zﬁ:l Wi’Bi’,p(g)

onde w; € o peso associado aos pontos de controle p;. Percebe-se que caso todos os pesos sejam

C(&) (3.13)

iguais a 1 na Equacdo (3.13) da Bézier racional, ela se torna igual a Equacgdo (3.8) da Bézier
tradicional. A Figura 7 apresenta o efeito da variacdo do peso na curva, onde o peso do ponto p;

¢é variado entre O e 5.
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Figura 7 — Efeito da variagao do peso.

Py
Fonte: Sederberg (2014).

3.1.2 Curvas B-Splines e NURBS

Piegl e Tiller (1997) definem uma curva B-Spline como uma combinagdo linear de
pontos de controle p; e fungdes de base N; j:

n

C)=Y Nip(&)pi (3.14)

i=1

onde n é o ndmero de fungdes de base, p € o grau destas fungoes e & é a coordenada paramétrica.

As curvas B-Splines conseguem descrever varios segmentos distintos ao longo de
uma mesma representacdo paramétrica. Essa caracteristica ocorre devido a limitagdo da atuagao
das funcdes de base em regides do espaco paramétrico. Essas regides sdo conhecidas na literatura
como knot spans, que sao definidas por um vetor de knots (knot vector). Esse vetor € dado por
um conjunto de valores paramétricos nao-negativos e ndo decrescentes definidos ao longo do
intervalo paramétrico = = [&1,&,,¢&3, ..., &1 p+1]. Esses vetores podem ser classificados como
uniformes quando seus valores paramétricos aumentam a uma mesma razao, como por exemplo
£=10,0,0,1,2,3,4,4,4], ja o vetor £ =[0,0,0,1,2,6,7,7,7] é ndo-uniforme.

Dado um vetor de knot E = [§1,&,,&3,...,&4p+1], as fungdes de base B-Splines
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podem ser definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL; TILLER, 1997):

I, 6i<§<g;
Nio(§) = AR (3.15)

0, caso contrdrio

Nip(&) = 2250 N, 1 (E) 4 28 e (.16

5l+p &i Civp+1—&it
Desse modo, cada base N; ,(&) contribui apenas ao longo do intervalo paramétrico [&;, &4 1],
sendo o nimero de bases ndo nulas em cada knot span igual a p + 1, como pode-se observar na
Figura 8.

O ndmero total de bases (n) pode ser calculado através da expressao:
n:ks—p—l (3.17)
onde ks € o tamanho do vetor de knots e p € o grau da curva.

Figura 8 — Fungdes de base B-Splines p = 2 e vetor de knots E = [0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5].

1
Ny 2 N N Ne,z N&z
N 3.2 42 N
2,2 5,2
N7,2

OO 1 2 3 44 5
Fonte: Cottrell et al. (2009).

A derivada da Equacdo (3.16) € importante na Anélise Isogeométrica, pois € utilizada

na avaliacdo da matriz de rigidez K, e pode ser calculada como:

@ Nip(E) = % £ N1 () = g

No interior do vetor de knots, os valores paramétricos podem aparecer mais de

—N; _ 3.18
itpr1—&iv1 +p-1(8) ( )

uma vez, sendo o nimero de repeticdes chamada de multiplicidade do knot. Esse conceito €
importante na definicdo da continuidade dentro do knot span. As B-Splines possuem continuidade
CP~! em seu interior, entretanto caso haja uma multiplicidade m em um knot, a continuidade da
curva € CP~"™ neste knot, como mostrado na Figura 9.

Cabe destacar que caso um knot interno &; tenha multiplicidade igual ao grau da

funcdo de base (m = p), entdo a curva ird interpolar um ponto de controle em &;. A Figura 10
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Figura 9 — Fung¢des de base B-Splines e suas continuidades no interior dos spans de um vetor de
knots £ =[0,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5].

c? C? c! ok c!
| |

} }

0,0,0,0,0 1 2,2 3,33 4444 5,5,5,5,5
Fonte: Cottrell et al. (2009).

ilustra o efeito da multiplicidade m = p em um knot interno, comparando duas curvas B-Splines
de grau p = 2 com os mesmos pontos de controle, mas knots diferentes. Caso 0s knots extremos
tiverem multiplicidade p + 1, entdo os pontos de controle externo serdo interpolados. Os vetores

que possuem essa caracteristica sdo conhecidos na literatura como open knot vector, ou vetor de

knots aberto.

Figura 10 — Efeito da multiplicidade em uma B-Spline quadratico.
p.=(0.2) Ps=(2.2) p.=(0.2) Ps = (2.2)

a

s ¢
p; =(0.0) P4 =(2.0) p: = (0,0) ps=(2,0)
£=10,0,0,0.33,0.67,1,1,1] =1[0,0,0,0.50,0.50, 1, 1,1]
Fonte: Barroso (2015).

[x]

E importante notar que as curvas B-Splines podem representar curvas de Bézier
caso seja considerado um tnico knot span e as multiplicidades dos knots deste sejam p + 1:

£=1[0,..,0,1,...,1].

p+1 p+1
Piegl e Tiller (1997) apresentam caracteristicas importantes das funcdes B-Splines:

* Nio-Negatividade: N; ,(§) > 0;
Parti¢do da unidade: Zf’jll Nip (&) =1;
Nop(0) = Npp(1) = 15

Suporte compacto N; ,(§) = 0 se & estiver fora do intervalo [&;, &1 p11];
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* Dado um knot span [§;,&;,1], exatamente p + 1 fungdes de base sdo ndo nulas;

* Todas as derivadas de N; ,(&) existem no interior dos knot spans.
3.1.2.1 Refinamentos

Nas B-Splines sao possiveis trés tipos de refinamento: insercdo de knot, elevacao
do grau e refinamento k. Todos os procedimentos anteriores alteram a descri¢do da curva sem
modificar sua forma.

A inser¢do de knot adiciona um novo valor & no vetor de knor E, isso também
ocasiona a adi¢do de uma nova base N; ;, € um novo ponto de controle. Para que a curva permanega
com a mesma geometria, alguns dos pontos de controle mudam de posi¢cdo. Considerando um
vetor de knots E = [£,&,&3, ..., Enypi1], onde serd adicionado um novo knot & € [&,&11],
como mostrado na Figura 11, os novos pontos de controle p podem ser obtidos a partir das

seguintes expressoes em fun¢do dos pontos de controle antigos p (PIEGL; TILLER, 1997):

p

Pi, i=1

Pi=S apit+(l—a)pi—1, 1<i<h (3.19)
Pr-1, i=h
\

sendo 4 o tamanho do novo vetor de pontos de controle p e o parametro & € dado por:

4

1, Pi—1

= ST i<k (3.20)
§i+p_€i

0, i>k+1

\
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Figura 11 — Insercdo de knot em uma curva B-Spline quadratico.

Fonte: Barroso (2015).

Em relacdo a andlise estrutural, esse refinamento ocasiona a redu¢do do tamanho
do elemento e aumento do nimero de elementos da malha, elevando assim o nimero de graus
de liberdade, sendo semelhante ao refinamento 4 realizado no Métodos do Elementos Finitos

(MEF). A Figura 12 ilustra a ideia da insercao de knots.

Figura 12 — Insercdo de knot.

Original curve with == {0,0,0,1.1.,1} Refined curve with == {0,0,0,0,0.5,1,1,1}
1 Iy
0.8 0.8 f
0.6 0.6
04 0.4
0.2 02t
0 0 :
0 1 0 0.5 1
Original basis functions New basis functions

081

0.6 -

041

0.2

0
0 1 0 0.5 1

Fonte: Hughes e al. (2005).

O refinamento por elevagdo de grau, cujo conceito € ilustrado na Figura 13, atua nas
B-Splines elevando o grau da curva em cada intervalo paramétrico, mantendo sua continuidade,

ou seja a multiplicidade em cada knot aumenta em 1. Aqui também ocorre o acréscimo de pontos
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de controle. Esse refinamento € semelhante ao refinamento p do MEF.

Figura 13 — Elevacao de grau.
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Fonte: Hughes et al. (2005).

O refinamento k, ilustrado na Figura 14, € uma combinagao entre os refinamentos p
e h. Primeiro ocorre a elevagdo do grau e depois a insercao de knots, ocasionando assim que haja
aumento tanto do grau da base como da continuidade entre os spans. Nao existe refinamento

similar a esse no MEF.

Figura 14 — Refinamento k.
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Fonte: Hughes et al. (2005).
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3.1.2.2 NURBS

Assim como acontece com as curvas de Bézier, as B-Splines ndo conseguem repre-
sentar geometrias conicas, como circulos e elipses, pois as mesmas ndo t€ém geometria definida
por polindmios. Uma alternativa a esse problema € a utilizacio de B-Splines nao uniformes de
base racional conhecidas por NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines).

Piegl e Tiller (1997) definem uma curva NURBS como uma combinagdo linear de
pontos de controle (p;) e fungdes de base racional (R; p):

n

CE)=Y Rip(&)pi (3.21)
i=1

onde 7 é o nimero de fungdes de base, p é o grau destas funcdes e & € a coordenada paramétrica.

As fungdes de base NURBS (R; ,) podem ser escritas em relagdo as fungdes de base

das B-splines (N; ;) € dos pesos (w;) como:

'  Nip(&)wi  Nip(&)wi  A()
Rz,p(é) = ?:lNi/,p(é)wi/ - W(é) - W(g)

onde W (&) é a fungdo peso. Cada ponto p; de controle tem um peso w; associado a ele. A Figura

(3.22)

15 compara uma semicircunferéncia modelada com NURBS e um arco de 180° modelado com

B-Spline nao racional (w = 1).

Figura 15 — Semicircunferéncia modelada com NURBS e arco de 180° modelado com B-Spline
nao racional.

B-Spline curve
— NURBS curve
T T

Fonte: Barroso (2015).
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A derivada das fun¢des de base da NURBS, ou seja da Equacao 3.22, € encontrada

aplicando a regra da cadeia:

, W(EA(E)—-W'(E)A A(&E)—W'(E)R;
R (&) = V&) @@2 (£)AE) _ @)W(é)@) » (3.23)

Cabe destacar que as funcdes de base NURBS herdam todas as propriedades das

funcdes B-Splines, possibilitando assim as operacOes de refinamento p, h e k.

3.2 Representacio de Superficies

Similar a representacdo de uma curva, uma superficie também pode ser descrita
implicitamente por S(x,y,z) = 0. Como exemplo, uma esfera de raio unitdrio com centro na

origem pode ser descrita por:

S(x,y,2) =X +y*+22—1=0 (3.24)
A equacdo anterior pode ser descrita na forma paramétrica como:

S(t,u) = (x(t,u),y(t,u),z(t,u)) = (sen(t)cos(u),sen(t)sen(u),cos(t)) (3.25)

com0<r<leO<u<I.
Assim como na secao anterior, a seguir serao apresentadas as formulagdes para as

superficies de Bezier, B-spline e NURBS, que sdo as mais utilizadas nos sistemas CAD.
3.2.1 Superficies de Bézier

Uma superficie de Bézier pode ser obtida a partir do produto tensorial de dois
polindmios de Bernstein univariantes. Assim, uma superficie de Bézier racional, com grau p na

direcdo & e ¢ na dire¢do 1, pode ser expressa como:

Yol ZqH B; (&) Bjq(n) Pij

(3.26)
Zp_._lzq/—i_ll Wz’] i’ p(&)Bj’,q(n)

S(&,m) =

onde B; (&) e Bj 4(n) sdo os polindmios de Bernstein univariantes, P é a matriz de pontos de
controle e w;; € 0 peso associado a cada ponto de controle. A Figura 16 ilustra uma superficie de

Bézier com grau 3x2.
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Figura 16 — Superficie de Bézier com grau 3x2.

Fonte: Barroso (2015).

3.2.2 Tridngulos de Bézier

Os tridngulos de Bézier sdo superficies bivariadas que diferem das superficies de
Bézier construidas por produto tensorial definidas na Secdo 3.2.1. Nesses elementos, a malha de

controle € definida por uma estrutura triangular, como ilustrado a Figura 17.

Figura 17 — Malha de controle de um patch triangular de Bézier.

V3 REoos

?ozzﬂ
V2
(a) Associated domain points of the Bézier ordinates 7 in (b) Triangular Bézier patch b(§).

{vi, vo, va}

Fonte: Xia e Qian (2017).

~ b

Conforme Barnhill (1985), uma ferramenta importante para construcio de elementos
triangulares € o conceito de coordenadas baricéntricas, pois os pontos da superficie sdo avaliados
em fungio das mesmas. As coordenadas baricéntricas de um ponto P € R? em um tridngulo
T = [v1, V2, v3] sdo dadas por A; = A;/A, onde A e A, séo a drea total do tridngulo e a drea do

triangulo oposto ao vértice v; , i = 1, 2, 3, respectivamente. A Figura 18 ilustra essa geometria
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para as coordenadas baricéntricas.

Figura 18 — Geometria para as coordenadas baricéntricas do ponto P.
Vs

Vl V2
Fonte: elaborado pelo autor.

As fungoes de base utilizadas nos tridngulos de Bézier sdo os polindmios bivariados
de Bernstein definidos por:
BY (A) = P~ i A 2k (327)
ijk il "1 72 '
onde p é o grau do polindmio, (i, j, k) sdo os indices ordenados cujasoma é p,e A = (1, A, A3)
sdo as coordenadas baricéntricas de um ponto no triangulo.

A forma racional dos polindmios definidas na Equacdo (3.27) pode ser escrita como:

Bjjk(A) wijk
Rix(A) = ] J (3.28)
Y Yrtsti=pBrs (A) wrst
onde w; jx correspondem aos pesos associados as fungdes de base B, ji.
Desta forma, um tridngulo racional de Bézier pode ser definido como:
TA)= Y} Ri(d)pi (3.29)

i+j+k=p
Conforme Xia e Qian (2017), sob o conceito isoparamétrico, as mesmas bases
bivariadas R; j, definidas na Equac@o (3.28), utilizadas para definir um tridngulo 7 = [v{, v2, V3],
também podem ser utilizadas para definir uma fungdo f de grau p sobre T como:
fA)= Y} Rixtii(d) (3.30)
i+j+k=p
onde 7;; € chamado de ordenadas de Bézier de f. O conjunto de pontos do dominio podem ser

definidos como:

ivi+ jva +kvs

Dy .= {qijk = , i—|—j—|—k:p} (3.31)
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Desse modo, o poligono de controle da fungdo f € dado pelos pontos (q;j, ;). A Figura 17.a
mostra um exemplo da malha de controle das ordenadas de Bézier e a Figura 17.b mostra um

patch triangular de Bézier.
3.2.3 Superficies NURBS

Uma superficie NURBS definida por um produto tensorial tem constru¢ao seme-
lhante as superficies de Bézier, a partir do produto de duas bases univariantes. Determinada
superficie S pode ser definida por uma matriz de pontos de controle P(n x m), entre uma NURBS
de grau p na diregdo & com vetor de knot & = [&1,&,,¢3, ...,&,1 1] e outra de grau ¢ na diregdo
1 com vetor de knot H = [11,M2,M3, ..., Mm+q+1) - Assim a superficie pode ser expressa por:

p+1g+1

SE) =Y. Y Rip(&n)ijPi (3.32)

i=1 j=1
onde R; ,(&,7n) é a fungdo de base racional bivariada definida por:

Rep(E) = i N%I;((?:)j’q(n) (333)

em que W(&,m) é a fungdo peso bivariada dada por:

p+1g+1

W(En) =Y, Y wijNip(&) Njg(n) (3.34)

i=1 j=1

A Figura 19 mostra uma superficie NURBS e seus pontos de controle.

Figura 19 — Superficie NURBS.

Fonte: Praciano (2018).

3.2.3.1 Multiplos Patches

Muitas vezes apenas um entidade NURBS (curva ou superficie), conhecida como
patch, é suficiente para modelar geometrias complexas. Entretanto, ha casos que € necessdria

a utilizacdo de multiplas entidades para representar determinados modelos. Como exemplo,
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citam-se modelos que apresentam diferentes atributos, como materiais, carregamentos, condi¢des
de contorno em que é preciso a utilizacdo de diferentes patches para representar as regioes.
A Figura 20 ilustra uma superficie plana, que pode ser modelada por um tnico ou multiplos
patches, onde observa-se que a utilizagdo de varios patches leva a reducdo na continuidade nas

fronteiras da entidade NURBS.

Figura 20 — Exemplo de modelo considerando multiplos patches.

Continuidade C? 1 Continuidade C
< | / Patch 01 < /
7 pateh | Patch 03
1 Patch 02

Fonte: elaborado pelo autor.

3.2.4 T-Splines e Outras Representacoes

As NURBS sido as bases mais utilizadas nos sistemas CAD devido as suas vantagens
como representacdo de geometrias quadrdticas e formas livres e possuir algoritmos eficientes
e numericamente estaveis para a geracdo de superficies e objetos. Entretanto, as NURBS
apresentam problemas como as lacunas e sobreposicdes nas intersecdoes de multiplos patchs,
além de nao permitirem refinamento local e possuirem indmeros pontos de controle supérfluos
que ndo contém informacdes geométricas significativas (BAZILEVS et al., 2010).

Para superar as deficiéncias apresentadas pelas bases NURBS, Sederberg et al. (2003)
desenvolveram uma generalizagdo das NURBS, chamada de 7-Splines. A principal diferenca
entre uma malha de controle 7-Spline e uma NURBS € que a T-Spline permite que uma linha de
pontos de controle termine em uma outra, sem a necessidade de cortar toda a malha como ocorre
nas NURBS. O ponto de controle final da linha é chamado de T-junction.

A Figura 21 ilustra a diferenca entre as topologias de uma grade de uma superficie
NURBS (Figura 21(a)) e de uma superficie T-Spline (Figura 21(b)). A Figura 21(c) mostra
um modelo de uma cabeca utilizando NURBS com 4712 pontos de controle, sendo os pontos
vermelhos pontos supérfluos, e T-Splines com 1109 pontos de controle, onde os pontos roxos sao

os T-junctions. Na Figura 21(d) mostram-se os modelos finais gerados pelas NURBS e T-Splines.
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Figura 21 — Modelo com NURBS e T-Splines.

il L

—C > < > >
— > -
—r - - -~ >
(a) Nurbs (b) T-Splines
a. BS b. T-Iim: a. NURBS b. T-spline
(c) Pontos de controle (d) Modelos finais

Fonte: Bazilevs et al. (2010).

Além das vantagens na modelagem geométrica, as T-Splines sdo também atraentes
para sua utilizacdo como bases da IGA, pois possibilitam a realiza¢do de um refinamento local
(ZHANG:; LI, 2016). Virios trabalhos foram realizados explorando essa ideia (BAZILEVS et al.,
2010; DORFEL et al., 2010). Entretanto, Buffa et al. (2010) diz que o uso das T-Splines na IGA
pode ser inadequado para a andlise, devido a possivel dependéncia linear dessas bases. Assim,
outros estudos foram realizados no intuito de apresentar 7-Splines que gerem modelos adequados
para a andlise numérica usando IGA (NGUYEN-THANH et al., 2011a; NGUYEN-THANH et
al., 2011b; SCHILLINGER et al., 2012; SCOTT et al., 2012; SCOTT et al., 2013; LI; SCOTT,
2014; LI, 2015).

Além das 7-Splines, muitas outras técnicas de modelagem surgiram com intuito de
solucionar os problemas apresentados pelas NURBS, como as: hierarchical B-Splines (HB-

Splines), que apresentam um controle efetivo para o refinamento local, porém ndo possuem a
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propriedade da parti¢do da unidade (FORSEY; BARTELS, 1988; VUONG et al., 2011). Uma
modificacdo das HB-Splines € a Truncated hierarchical B-splines (THB-splines) que apresenta
a particdo da unidade (GIANNELLI et al., 2012; GIANNELLI ez al., 2013; GIANNELLI et
al., 2016). As Locally refined B-Splines - (LR B-Splines) sao constituidas por funcdes de base
polinomiais suaves e facilitam o refinamento local (DOKKEN et al., 2013; JOHANNESSEN
et al., 2014). Ja as Polynomial splines over hierarchical T-meshes - (PHT-Splines) sao um
tipo de Splines-polinomiais capaz de simplificar e reduzir os pontos de controle supérfluos das
superficies NURBS (DENG et al., 2008; NGUYEN-THANH et al., 2011a; NGUYEN-THANH
etal.,2011b).

3.3 Representacio por fronteira (B-Rep)

A representagdo por fronteira, em inglés boundary representations (B-Rep), é um
paradigma de modelagem geométrica geralmente adotado na representac@o de sélidos complexos.
Consiste em representar modelos por suas entidades de contorno, que correspondem a um
conjunto de superficies delimitadoras em modelos 3D e curvas delimitadoras em modelos planos.
Existem muitos algoritmos disponiveis para a manipulacdo e modificacdo de modelos B-Rep,
0 que torna esta abordagem extremamente interessante no campo da modelagem geométrica.
Além disso, a definicao explicita dos limites do modelo permite uma facil aplicacio de técnicas
de renderizagdo por meio de APIs de graficos modernos, como OpenGL e DirectX.

Apesar dessas vantagens, o B-Rep ndo fornece diretamente um modelo de andlise
exigido pelo MEF e pela AIG. Existe um problema de parametrizacao superficie-volume a ser
resolvido para obter um modelo numérico valido. No caso do MEF, este problema foi resolvido
através da aplicacao de técnicas de geracdo de malha (FREY; GEORGE, 2008).

No contexto da AIG, esse problema permanece um campo ativo de pesquisa. Existem
muitas abordagens na literatura com o objetivo de resolver o problema de parametrizacdo de
superficie para volume, usando varios patches NURBS, T-Splines e outras representacdes, mas
essas solucdes carecem de robustez. Por outro lado, o uso de elementos racionais Bézier permite
a geracao automadtica de malhas adequadas a andlise (ENGVALL; EVANS, 2016).

No caso de modelos planos descritos por curvas NURBS, o algoritmo de geragdo de
malha ndo estruturada de tridngulos racionais de Bézier € descrito a seguir (BARROSO et al.,
2019):

* Inicialmente, segmentos racionais Bézier sdo extraidos das curvas NURBS, através do
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procedimento de extracdo Bézier;
* Um gerador de malha linear é processado, usando os pontos de controle do segmento de
Bézier como bordas de entrada;
* O algoritmo de elevacao de grau € aplicado a elementos de malha linear, e as curvas de
contorno de entrada sao restauradas, preservando a exatiddo da geometria;
* Por ultimo, a suavizagdo pos-processamento pode ser aplicada para melhorar a qualidade
da malha.
Por exemplo, consideramos uma placa simples com modelo de furo ilustrado na
Figura 22. Como o NURBS nao pode representar buracos devido a sua natureza de produto
tensorial, o modelo deve ser dividido manualmente em vérios patches. Assim que o0s 0ito
patches NURBS forem encontrados, o procedimento de refinamento pode ser aplicado. Por outro
lado, uma malha composta de tridngulos Bézier racionais pode ser obtida diretamente usando o
procedimento descrito anteriormente

Figura 22 — Modelo 2D e suas parametrizacdes usando patches NURBS e tridngulos racionais
de Bézier.

(a) Modelo B-Rep. (b) Multiplos patches NURBS. (c) Malha de tridngulos de Bézier.

Fonte: elaborado pelo autor.
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4 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Andlise Isogeométrica (AIG), foi proposta por Hughes et al. (2005), ¢ um método
de andlise estrutural que apresenta caracteristicas semelhantes ao Método dos Elementos Finitos
(MEF). A AIG busca integrar os conceitos de CAD (Computer Aided Design) e CAE (Computer
Aided Engineering) utilizando as bases do sistema CAD (e.g. superficies de Bézier e NURBS)
como funcdes de aproximacao do campo de deslocamento.

A AIG utiliza a mesma ideia da formulacado isoparamétrica do MEF, entretanto a
sequéncia de aproximagdes € invertida. Ou seja, na AIG os deslocamentos no interior do sélido
sdo aproximados pelas mesmas fung¢des utilizadas para definir a geometria do sélido, enquanto no
MEF, a geometria é aproximada pelas mesmas fungdes adotadas no campo de deslocamento. Na
AIG, a geometria dos modelos € representada de forma exata para qualquer nivel de discretizagdo.
A Andlise Isogeométrica também possibilita a facil aplicacdo de algoritmos de refinamento,
permitindo aumentar a discretiza¢do ou grau do modelo preservando a geometria inicial.

A AIG tem sido utilizada na solugdo de diversos problemas de engenharia, como
mecanica nao linear dos sélidos (ELGUED) et al., 2008), problemas de escoamento (BAZILEVS
et al., 2007), otimizagdo estrutural (WANG et al., 2018), eletromagnetismo (VAZQUEZ; BUFFA,
2010), andlise de placas e cascas (KAPOOR; KAPANIA, 2012; KIENDL et al., 2009; KIENDL
et al.,2010; BENSON et al., 2010; HOSSEINI et al., 2014; BARROSO, 2015; BARROS, 2016;
SHI et al., 2018; PRACIANO, 2018; PRACIANO et al., 2019; AUAD, 2019; AUAD et al., 2019;
DIWAN; MOHAMED, 2020; NGUYEN et al., 2020) entre outros.

A AIG vem sendo utilizada por diversos pesquisadores com sucesso para a analise
de estruturas de MGF (VALIZADEH et al., 2013; NGUYEN-XUAN et al., 2014; DO et al.,
2019b; AUAD et al., 2019; RIBEIRO et al., 2020; MAIA et al., 2021). Nguyen-Xuan et al.
(2014) apresentam uma abordagem simples e eficaz que incorpora a AIG, baseada em NURBS,
com a Teoria de Placa Refinada (TPR) - Refined Plated Theory (RPT), para anélise estética, de
vibragao livre e de flambagem de placas de MGF. Do et al. (2019b) estudam o comportamento
de placas de MGF sujeitas a diferentes carregamentos térmicos, com base na AIG com NURBS
e uma Teoria de Alta Ordem para a consideracdo dos efeitos cisalhantes. Valizadeh et al. (2013)
utilizam a AIG baseada em NURBS e a Teoria de Reissner-Mindlin para a andlise estdtica e
dindmica de placas de MGF. Auad et al. (2019) estudam a flambagem de estruturas de MGF
utilizando a AIG baseada em NURBS e na Teoria de Reissner-Mindlin. Ribeiro et al. (2020) e

Maia et al. (2021) realizam a otimizacdo de estruturas de MGF com a IGA baseda em NURBS e
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na Teoria de Reissner-Mindlin.

Observa-se que grande parte dos trabalhos envolvem a AIG baseada em NURBS.
Apesar de apresentar vantagens significativas, a AIG baseada em NURBS tem algumas limitagdes,
como falta de parametrizacdo automatica, refinamento de malha local ineficiente e dificuldades
na representacao de topologias complexas (ZAREH; QIAN, 2019).

Como discutido no Capitulo 3, a utilizacdo dos elementos de Bézier surge como uma
boa alternativa para solucionar esses problemas. Assim, muitos trabalhos vem sendo realizados
utilizando os elementos de Bézier na IGA (ENGVALL; EVANS, 2016; ENGVALL; EVANS,
2017; XIA; QIAN, 2017; BARROSO et al., 2016; BARROSO et al., 2017; BARROSO et al.,
2019; SILVA et al., 2020).

As secdes seguintes apresentam o desenvolvimento da formulagdo isogeométrica de
cascas abatidas, as expressoes para o cilculo dos esforgos internos e externos, além das técnicas

de resolucdo dos sistemas nao lineares e do tracado do caminho de equilibrio.

4.1 Deslocamentos e Deformacoes

Na AIG, a geometria de uma casca abatida é representado por uma combinagao
linear de np fungdes de base R; e pontos de controle p; = (x;,y;,zi), como:

np np np
x=YRix; y=YRvy: 2= Rizs (4.1)
i=1 i=1 i=1

1=

onde as funcdes de base R; podem ser expressas, por exemplo, pelas Equagdes (3.28) e (3.33),
para triangulos de Bézier e superficies NURBS, respectivamente.
Utilizando o conceito isoparamétrico, as mesmas fungdes de base utilizadas para

descrever a geometria sdo utilizadas para aproximar o campo dos deslocamentos:

np np np np np
MZZR,' u;; V= ZR,' Vi, w= ZRi Wi, Gx:ZRi 0.i; Qy:ZR,‘ Gyi 4.2)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde u, v e w sdo os deslocamentos de membrana e transversal, respectivamente, 0y € ) sdo as

rotacdes relacionadas a flexdo.

Reescrevendo a Equacdo (4.2) em notacdo matricial, temos:
u=Rd (4.3)

onde u e d sdo os vetores dos deslocamentos na superficie média da estrutura e nos pontos de

controle, respectivamente, R representa a matriz das fun¢des de forma, dada por:

R=[R, R, .. R, (4.4)
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e a contribui¢cdo de cada ponto de controle é:
Ri =R; Isys (4.5)

sendo I a matriz identidade.
A relag@o entre o vetor das deformacdes generalizadas (€) e o vetor dos deslocamen-
tos (d) nodais € determinada por meio de uma matriz B. A partir das Equagdes (2.5), (2.6), (2.9),

(4.2), (4.3), as deformacdes podem ser escritas como:

gm £y ey
E=q K =4k p+¢0,,=Bd (4.6)
Y v 0

Para se obter os termos que compdem a matriz B, cada termo de deformagdo da Equa-
¢a0 (4.6) seré analisado separadamente. Utilizando as Equacdes (4.4) e (4.6), as deformagdes

podem ser escritas como:

By BY
1 1
&= Bg d+5 0 d:(B0+§BL)d:Bd 4.7)
B}, 0

onde as sub-matrizes de B para cada ponto de controle sdo dadas por:
Rix O Zy R; x 00

By=1|0 R Z, Riy 00 (4.8)
Riy Rix ZyRiy+Z,Rix 0 O

000 0 Ry
B{=1000 —R, O (4.9)
00 0 —Riy Riy

00 Rix Wy 0 0
B/'=10 0 Riy W, 0 0 (4.10)
00 Ri’ny—f—Ri’y W, 0 0

00 Ry 0 R

B%: “4.11)
00 Ry R 0

onde
np np

Zy = ZRi,x 20i Zy = ZRi,y 20i
i=1 i=1

(4.12)

np np
We=Y Ri.w Wy =Y Riyw
i=1 i=1
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4.2 Equacoes de Equilibrio

Na AIG, as equagdes de equilibrio para andlise estatica podem ser obtidas a partir do
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), que diz que a varia¢@o do trabalho interno 6U € igual a

variagdo do trabalho externo dW,,;:

U =W,y = selodvy= / su'b dvy+ / Sulq dAg+ Z sul'p; (4.13)

Vo Vo Ao i=1
onde d¢ é a deformagdo virtual, 6u e du sdo os deslocamentos virtuais infinitesimais em qualquer
ponto da casca e na superficie média, respectivamente, b sdo as forgas de corpo, q € o vetor
das forgas prescritas em A, ¢ é o vetor das tensoes e ou; é o deslocamento virtual no ponto de
aplicacdo de p;, que definem as cargas concentradas que atuam em n pontos sobre a estrutura.
Cabe destacar que as integracoes sdo realizadas na drea (Ag) e volume (V) iniciais, pois esta
sendo aplicada uma formulacio Lagrangiana Total.

O PTV pode ser estendido para problemas dindmicos, ou seja, aqueles que ocorrem
movimentos e aceleragdes. Para isso, pode-se utilizar o principio de D’ Alembert (CALKIN,
1996). Esse principio € o proprio PTV adicionado das forgas inerciais que realizam trabalho,
como mostrado a seguir:

Sulp, (4.14)
|

1

SeTo dVy= | sul (b—pu)dVy+ / SulqdAy+
Ao

n
Vo Vo =

em que p é a densidade do material, uéa aceleracdo no interior da placa, definida por u=
5%u/ 81,
Utilizando as Equacgdes (2.2) e (2.16) na Equacdo (4.14) e realizando a integragdo ao

longo da espessura, o PTV pode ser escrito como:

n
Su'MiidAg+ | 8876 dAy = / su’b dvy+ / Su'qdAg+ Y Su]p; (4.15)
Ao Ag Vo Ao i=1
onde
5876 dAg = / (5™ N dAg+ [ (5™ MdAg+ [ (8Y")TV dA (4.16)
Ao Ao Ao Ao

M = pZ'Zdz=10 0 I, 0 O (4.17)

L 0 0 0 -—-bh
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h/2
o, I, b] = /h/zp(z) [1,2,7%] dz (4.18)

A relac@o entre os incrementos de deformagio (8€) e os incrementos de deslocamen-

tos nodais (0d) pode ser realizada através da matriz B:

oe" oef oy
88={ 06k ;=X 8k p+<{ 0 »=Bédd (4.19)
oy oy 0

onde as parcelas de incremento de deformacao sdo definidas por:

Sl = 6B, d =B} &d (4.20)
Sel' = 6B 8d =B &d (4.21)
Sk = 6By 6d = B! 5d (4.22)
5y = 6B, 6d =B, d (4.23)

Assim, a Equagao (4.19) pode ser reescrita como:

B, B;
§¢={B) 18d+{ 0 pdd=(By+B;)dd=Bsd (4.24)
B, 0

Utilizando os termos obtidos na Equagao (4.24) na Equacdo (4.16), temos:

Ao

5eT6 dAy = 8d” [ / B")'NdAy+ | B ™MdAy+ | BTV dA,
Ao Ao Ao

—5d" | B & da, (4.25)
Ap
=8d’ g
em que g € o vetor das forcas internas dado por:
e— [ B'6da (4.26)

Ao
Substituindo as Equagdes (2.2) e (4.3) nos termos de 6W,,; da Equacédo (4.13), o

potencial das cargas virtuais externas pode ser escrito como:

n
SWey = 8d" | R"Z™b aVy+5d" / R"qdAg+8d" Y R p;
Vo Ag i=1

n
=&d’ ( RTZ™b dVy + / RiqdAo+). R,.Tp,-) (4.27)
Yo Ao i1

—&d’ 1
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em que f é o vetor das cargas externas dado por:

n
f= | R'Z™bav,+ / R'qdAo+ Y Rl p; (4.28)
Vo Ao i=1

Utilizando as Equacdes (4.3), (4.25), (4.27) na Equagao (4.15), e eliminando o vetor

dos deslocamentos virtuais (0d), pode-se formular o sistema de equagdes de equilibrio dindmico

no tempo f :
Mu+g=f (4.29)
onde u é a aceleracdo e M é a matriz de massa definida por:

M= | RT MRdA, (4.30)
Ao

O sistema de equacdes de equilibrio para uma analise estatica, pode ser obtido

negligenciando os esforcos inerciais da Equagdo (4.29), obtendo assim:
g=f = g—f=0 (4.31)
4.2.1 Matriz de Rigidez

Na solu¢do das equacdes ndo lineares de equilibrio definidas na Secdo 4.2 sera utili-
zado o método incremental-iterativo de Newton-Raphson, que serd apresentado posteriormente.

Nesse método serd importante a definicdo da chamada matriz de rigidez tangente (K;), definida

CcCOomo:
dg 196 OB’
K=25_[8"2%u 2 _5dA 432
‘=3d = Jy," aa®t ), 9a o (4.32)
K, K,

onde Ky € a parcela da matriz de rigidez que abrange os termos geométricos lineares e ndo linea-
res do modelo, além de considerar o comportamento do material através da matriz constitutiva

tangente C,, como mostrado a seguir:

~1d6 —17dG de T
K; = B — dAyg= B —— dAg= B CBdA 4.33
L= ), B 5qddo=) B 5e0a =/, 0 (4.33)

J4 K é a chamada matriz de rigidez geométrica, que apresenta a derivada parcial da matriz B
em relacdo aos deslocamentos, definida por:
T —

J(BL)"

Ko= [ 2 6d4y— / TELLNddg= | G'S G aag (4.34)
Ao d A
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em que
N, N 00 R, 00

s=| " " G= o (4.35)
Ny N, 00 Ry 00

Cabe destacar que as matrizes K; e Kg sdo simétricas e obtidas do mesmo modo
que é realizado no MEF. No presente trabalho as matrizes foram integradas numericamente

utilizando a quadratura triangular de Gauss (DUNAVANT, 1985).

4.3 Elemento Isogeométrico

Nas formulagdes isogeométricas tradicionais descritas por NURBS, o elemento
isogeométrico € definido como cada um dos spans do patch como mostrado na Figura 23, onde
Vi € o volume definido por cada knot span do patch. Assim, esses elementos podem ser utilizados

para integracdo das matrizes de rigidez e vetores de forgas.

Figura 23 — Elementos isogeométricos do patch.

| Elementos AIG defimidos por Ve OV

Fonte: Barroso (2015).

Cabe destacar que como as fungdes NURBS apresentam suporte compacto, apenas
p+ 1 funcdes de base sdo ndo nulas em cada knot span. Ap6s a consideracdo de cada span, é
feito o somatdrio da contribui¢do de cada um para formulacao dos elementos globais, semelhante
ao que € feito nos elementos no MEF. Uma diferenca entre a AIG e o MEF € que na primeira,
alguns graus de liberdade do interior do elemento podem ser compartilhados com outro elemento,

fato que ndo ocorre no segundo.
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Utilizando uma representagdo paramétrica, um modelo fisico, que € a estrutura real,
¢ mapeado do espaco fisico (x,y,z) para o espago paramétrico (&, 1, ), conforme os knot vectors
utilizados. Desta forma, o modelo fisico serd representado parametricamente. Quando utilizada
a quadratura de Gauss para o cdlculo da matriz de rigidez e dos esfor¢os em cada knot span, é
necessdria a utilizagdo de um mapeamento adicional, do espaco paramétrico da NURBS para o
espaco paramétrico do elemento (é .7, é ), definido no intervalo de [—1, 1], como ilustrado na

Figura 24.

Figura 24 — Mapeamentos realizados na AIG para integracdo numérica.

Mapeamepto Mapeamento do
do Espago ﬁSlCO para Espac¢o paramétrico da NURBS para]
Espago paramétrico da NURBS Espago paramétrico do Elemento
- -~
- NN
7/
A | —_— T T~
/ J | n A\\ — ™~
L/ - / ~ ~
[ T AN el NS
/ ~. /
{ / ./ | 7 AN
|l / AN / / N\
] N,
(N \r/\\\\/ 1 \
¥ \ /
\\_‘}///
>
¢
> <

g

Fonte: Barroso (2015).

Uma forma de evitar o mapeamento do espago paramétrico da NURBS para o
espaco paramétrico do elemento € utilizando o procedimento de Extracdo de Bézier descrito em
Borden et al. (2011). Esse procedimento busca representar as NURBS por uma sequéncia de
representacdes de Bézier de dimensdo equivalente, fazendo com que os elementos isogeométricos
apresentem as mesmas fungdes de base, independentemente da discretizacao utilizada dos knot
vectors, sendo necessario apenas uma informacao adicional para cada elemento, que é a matriz
de extracdo (C,). Esse fato aproxima as estruturas dos algoritmos do MEF e da AIG, facilitando
a reutilizacao dos cédigos do MEF para AIG.

O elemento isogeométrico utilizado neste trabalho foi o elemento triangular de
Bézier racional, implementado por Barroso et al. (2016), que usa uma representacio de triangulo
de Bézier racional, definida na Secdo 3.2.2, para definir o elemento isogeométrico.

Os elementos triangulares de Bézier possuem apenas um knot span, desta forma cada
patch de Bézier define apenas um elemento isogeométrico com continuidade C° nas fronteiras.

Com isso, todos os elementos isogeométricos sao definidos pelas mesmas fungdes de base. Fato
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que ndo ocorre nos elementos com NURBS, que cada elemento apresenta diferentes fungdes
de base de acordo com seu knot span. A Figura 25 ilustra um patch de um triangulo de Bézier

cubico.

Figura 25 — Patch de um triangulo de Bézier ctibico.

Fonte: elaborado pelo autor.

Devido as suas caracteristicas, os elementos isogeométricos de Bézier apresentam
maiores semelhancas com os elementos finitos tradicionais. Cabe destacar que, com as adaptagdes
necessdrias, o uso desses elementos na AIG possibilita também a utilizagdo de algoritmos
de geracdo de malha tradicionais desenvolvidos para o MEF (ENGVALL; EVANS, 2016;
BARROSO et al., 2019).

Apesar de ndo garantir continuidade elevada nas fronteiras, a descri¢do exata da
geometria € mantida, além de possibilitar a utilizacdo dos refinamentos p e h, que também podem

ser realizados através de algoritmos de subdivisdo e elevacdo de grau (BARROSO et al., 2016).

4.3.1 Travamento

O travamento (locking) € um problema que esté relacionado ao aumento excessivo
da rigidez do modelo numérico, devido a deficiéncia da sua formulagdo, ndo estando relacionado
ao problema fisico. O travamento causa reducdo na velocidade de convergéncia do modelo
numérico, especialmente em problemas em que a espessura das placa ou cascas € pequena
em relacdo ao vao. Elementos finitos de baixa ordem de interpolagcdo, baseados na teoria de
Reissner-Mindlin, sofrem de severo travamento de membrana e de cisalhamento transversal
(COOK et al., 2002).

Destaca-se que esse problema € bastante conhecido no contexto do Método dos
Elementos Finitos, mas ocorre também na Anélise Isogeométrica (ECHTER; BISCHOFF,
2010; ADAM et al., 2015; PRACIANO et al., 2019). Um aspecto particular da AIG € que a
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continuidade do campo de deslocamentos também tem efeito direto sobre este problema, pois
os travamentos de cisalhamento transversal e de membrana em elementos B-Spline/NURBS
aumentam com a elevacdo do grau de continuidade das funcdes base (ADAM et al., 2015).
Praciano et al. (2019) utilizam técnicas de integracdo reduzida ou seletiva para
reduzir ou eliminar o problema de travamento para a AIG com elementos B-Spline/NURBS. E
importante notar que a formulacdo isogeométrica implementada por Barroso et al. (2016) era
dirigida para problemas de Estado Plano de Tens@o. Portanto, o problema do travamento ndo
foi estudado para os triangulos de Bézier. Assim, o desempenho destes elementos na andlise
de placas e cascas abatidas, incluindo o problema do travamento, serd estudado neste trabalho
através de exemplos numéricos. A integracdo completa sera utilizada no cdlculo das matrizes

dos elementos de forma a evitar modos espurios.

4.4 Analise Estatica

A partir da Equacdo (4.31), o sistema de equagdes ndo lineares de equilibrio para
um modelo com cargas estéticas, que independem dos deslocamentos, pode ser escrito como

(CRISFIELD, 1991):
r(d,A)=g(d,A)—(Aq+f.)=0 (4.36)

onde r é o vetor dos residuos (for¢as desbalanceadas), g é o vetor de forgas internas, d sdo os
deslocamentos nodais, q é o vetor de cargas de referéncia, f. € o vetor de cargas constantes e A é
um fator de proporcionalidade (fator de carga) que controla o nivel de carregamento aplicado a
estrutura.

Crisfield (1991) diz que a inclusdo de f. na Equacdo (4.36) € importante em aplica-
coes onde se deseja aplicar "cargas fixas", como por exemplo o peso préprio, antes da aplicagdao
das cargas que aumentam proporcionalmente ao fator de carga, que no caso € q.

Baseado em Parente Jr. et al. (2005), a temperatura neste trabalho serd dependente

do fator de carga (A):
T(A)=To+A (T, — Tp) (4.37)

em que Tp € a temperatura de referéncia e 7] € a temperatura relativa a A = 1. Desta forma, a

mudanca de temperatura em cada incremento é dada por:

AT=T—-Ty=A (T, —Ty) = A AT (4.38)



60

Cabe destacar, que devido a Equacgdo (4.38), para estruturas com carregamento
térmico, o vetor dos esforcos internos (g), definido na Equacao (4.26), nao depende apenas dos
deslocamentos, mas também do fator de carga. Isso ocorre devido 2 mudanga de temperatura
influenciar na determinacao das tensdes internas que por sua vez, sdo utilizadas para determinar
o vetor de forcas internas.

Qualquer estado de equilibrio da estrutura pode ser descrito por um par (d, 1) que
satisfaca a Equacdo (4.36). Assim as curvas cargas-deslocamentos correspondem aos gréaficos
do fator de carga x deslocamento, formados por pontos (d, A ). Essa curva carga-deslocamento,
também conhecida como caminho de equilibrio, ¢ uma ferramenta importante para estudar um
sistema estrutural com comportamento nao linear, pois a mesma permite analisar a estabilidade
do sistema, avaliar sua capacidade de carga e quantificar sua sensibilidade as imperfei¢des
iniciais.

A solucdo da Equagdo (4.36) necessita da utilizacdo de um método de solugdo nao
linear, como o Método de Newton-Raphson (CRISFIELD, 1991). Esse método € baseado na

linearizacdo da Equacdo (4.36), como se segue:

or or or
| $EN| :r,—|—%5d+§51 = %:Kt (4.39)

onde o subscrito i corresponde ao indice da itera¢do, dd € corregdo iterativa do vetor de desloca-
mento nodal e K; € a matriz de rigidez tangente, que considerando que as cargas independem
dos deslocamentos, pode ser definida de acordo com a Secao 4.2.1.

O sistema formado na Equacdo (4.36) e consequentemente na sua forma linearizada
(Equacao (4.39)) nao pode ser resolvido, pois apresenta n + 1 incognitas e apenas n equagdes,
onde n € o nimero de graus de liberdade. Uma alternativa simples para solucionar esse problema
€ a utilizacdo do Método do Controle de Carga, que reduz o nimero de incognitas, eliminado a
variavel A, determinando que a carga seja incrementada de maneira constante em cada passo

(0A =0). Assim a Equacdo (4.39) pode ser reescrita como:

d
ril =rid a—(rlad —r;+K,8d (4.40)

A corregdo iterativa 6d pode ser calculada estabelecendo r;, | = 0, assim a Equacéo (4.40) pode

ser reescrita como:
K;0d = —r; 4.41)
Determinado dd, os deslocamentos nodais sdo atualizados usando:

di=d;+ od (4.42)
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De maneira geral, pode-se considerar que o processo convergiu quando:

]
————— < tol (4.43)
max(1, [f[])

em que fol é uma tolerancia adotada.

Apesar de sua larga utilizacio na solugdo de equagdes de equilibrio ndo lineares,
0 Método do Controle de carga ndo € capaz de percorrer todo o caminho de equilibrio em
andlise, pois ndo consegue identificar pontos singulares ou criticos que possam existir. Esse
fato € ilustrados na Figura 26, em que esse método falharia ao convergir apds o ponto A ou
saltaria diretamente ao ponto D, ocasionando o fendmeno de salto dindmico sob controle de
carga (snap-through).

Desta forma € necessdrio a utilizacdo de métodos mais complexos que possam
superar essa limitagdo, com destaque para os chamados métodos de Newton-Raphson com
restri¢do, como o método do Controle de Deslocamento e o método do Comprimento de Arco,

que serdo discutidos na proxima se¢ao.

Figura 26 — Caminho de equilibrio com Snap-Through e Snap-Back.
A

snap-through

snap-back

Fonte: elaborado pelo autor.

4.4.1 Métodos de Newton-Raphson com Restricao

O Método de Newton-Raphson com restri¢do soluciona o problema do sistema
de equacdes formado pela Equagdo (4.39), que possui n+ 1 incdgnitas e apenas n equagdes,

adicionando uma nova equacao ao sistema chamada de restri¢cao. Esse método pode ser escrito
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como (CRISFIELD, 1991):

r(d,4) =0 (4.44)

f(d,2)
em que f(d,A) é a equagdo de restri¢do e que varia nos diferentes métodos. Para obter as

expressdes necessdrias para calcular as corregdes iterativas, pode-se linearizar a Equagao (4.44)

(SCHWEIZERHOF; WRIGGERS, 1986), obtendo:

K r od r
FonA — (4.45)

fa' fal |64 f
A matriz dos coeficientes da Equacao (4.45) € nao simétrica e com elementos
distantes da diagonal, ocasionando um aumento significativo na memoria computacional em
seu armazenamento. Além do aumento da memoria, surge também a necessidade de solucao
de sistemas de equagdes envolvendo matrizes ndo simétricas, implicando em um maior custo
computacional. Assim, para resolver este sistema de forma mais eficiente utiliza-se uma técnica
de particionamento (BATOZ; DHATT, 1979). Assim, a primeira expressdao da Equagao (4.45)

pode ser escrita como
K,8d = SAf—r (4.46)

em que f é o vetor obtido a partir da Equacio (4.36) e que sera discutido posteriormente, dado

por:
f=-r; =f-g, (4.47)
Ja &d sdo os deslocamentos iterativos, obtidos por:
8d=6A8d+5d (4.48)
onde os vetores 8d e 8d sdo calculados a partir de:

K; 5& — f
(4.49)
Kt 5& = —r

Substituindo a Equacgdo (4.48) na segunda expressao da Equacgdo (4.45), chega-se a
expressdo que permite a determinagdo do incremento do fator de carga (OA):

 fa"8d+f

fa 5d+ﬁ;L

(4.50)
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Conhecido os valores de 84 e dd, os valores do deslocamento total e do fator de

carga correspondente s@o atualizados por:

di = d;+od
AH_] - )Li + 57(«

(4.51)

Alguns métodos podem aplicar as restricdes nas mudangas incrementais Ad e AA,

que podem ser calculadas por:

Ad;; = Ad; + 8d
(4.52)
A)Lprl = AL+ 64

em que Adg =0e Ady =0.
44.1.1 Meétodo do Controle de Deslocamento

O Método do Controle de Deslocamento foi proposto por Batoz e Dhatt (1979) com
0 objetivo de tracar curvas que apresentam pontos limite. Nesse método a equagao de restri¢ao €

dada por:
f=dy—d,=ed—d, (4.53)

em que k € a componente do deslocamento controlado, e € o vetor unitario na diregdo k e d), €
os deslocamento prescrito.

Utilizando a Equagéo (4.50) e observando que f,q = € e f 3 = 0 a partir da Equag@o
(4.53), o incremento do fator de carga (64) é dado por:

ef(S(Al—i—e;(d—dp _ _(Scik—f—dk—dp

SA = — &
e.5d 5d,

(4.54)

Pode-se notar que na primeira interagdo (preditor) de um novo incremento que

8d = 0, enquanto as demais interacdes dy = d . Desta maneira:

Adp iy
5d,
SA = (4.55)
54,
Ip— ] 1
sa,

onde 6d, = u, — uy é o incremento do deslocamento prescrito.
O Método do Controle de Deslocamento é capaz de superar os fendmenos de salto

dindmico sob controle de carga (snap-through), entretanto falha no fendmeno salto dinAmico sob
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controle de deslocamento (snap-back), ilustrado na Figura 26, em que esse método falharia ao
convergir apos o ponto B, saltando diretamente ao ponto C.
Neste trabalho adota-se 0 Método Comprimento de Arco (Arc-Length), pois ele é

capaz de evitar os fenomenos do snap-through e snap-back. Esse método serd discutido a seguir.
4.4.1.2 Método do Comprimento de Arco

O método do comprimento de Arco foi proposto por por Wempner (1971) e Riks
(1979). Nesse método os incrementos de carga e deslocamento sdo varidveis ao longo das
iteracdes, entretanto, a distincia entre um ponto de equilibrio e seu anterior € constante e
correspondente ao comprimento de arco.

A equacdo de restri¢do desse método pode ser escrita como:
f=AdTAd— y?AA2 — A =0 (4.56)

onde Al € o incremento do comprimento de arco e ¥ € um fator de escala. A Equacao (4.56),
que pode ser entendida como uma hiperesfera de raio Al, é a responsavel para que todos os
pontos obtidos no processo incremental-iterativo estejam a uma distancia Al do dltimo ponto
convergido, esse processo ¢ ilustrado na Figura 27. Considerando Ad =d—de Al =1 —1,a

equagao de restri¢do pode ser reescrita como:

f=@—-d)fd-d)—y*A-1)?-A*=0 (4.57)
A partir da Equacdo (4.56), pode-se definir que:

fa=2Ad
(4.58)
fa=2vy" AL

Substituindo esses termos na Equacdo (4.50), o fator de carga iterativo pode ser calculado como:

AdT8d+0.5f

oA =— —
AdT §d + w2 AL

(4.59)

Desconsiderando o valor da equagio de restri¢do ( f ), que geralmente é pequeno, 6 A pode ser

calculado como:

AdT 8d

SA =— —
AdT &d + w2 AL

(4.60)

que € a forma linearizada proposta por Ramm (1981).
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Figura 27 — Método do Comprimento de arco.

A
T (d, &)
Ol
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Fonte: elaborado pelo autor.

Uma outra abordagem proposta por Crisfield (1991), impde a equagdo de restri¢ao
quadrética de forma exata em cada iteracdo. Desta forma, a partir dos termos das Equagdes

(4.52) e (4.48) na Equacao (4.57), chega-se a seguinte equagdo quadrética:
a18A* + a8 +az =0 (4.61)

onde:
a; = 8d 8d+y?
ay =28d" (Ad+ 8d)+2y2AA (4.62)
a3 = (Ad+8d)" (Ad + §d) + y?AL — A2
Esta abordagem € mais complexa que a linearizada proposta por Ramm (1981). Entretanto, o
algoritmo de Crisfield é mais robusto e consequentemente mais utilizado em aplicacOes praticas.
A Equagio (4.61) apresenta duas solugbes (841, 8A,). Dentre essas raizes, uma é a
desejada e a outra corresponde a voltar pelo caminho percorrido (back-tracking). Essa situacao €
mostrada na Figura 28.
Conforme CRISFIELD (1981), a escolha da raiz apropriada pode ser realizada
calculando o vetor dos novos deslocamentos incrementais (Ad; ), para ambas as solugdes e

escolhendo aquela que fizer o menor angulo com o incremento anterior (Ad;). Sabe-se que o
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Figura 28 — Possiveis solu¢des para OA.

1 1
() 2

der di di d

Fonte: elaborado pelo autor.

menor angulo corresponde ao maior cosseno, assim deve-se escolher a solu¢do que maximiza o

produto escalar:
Ad;" Ad;y = Ad/T (Ad;+S4AdH4-8d), k=1,2 (4.63)

O intuito desta escolha é evitar mudancas bruscas nos deslocamentos incrementais entre as
iteracdes, melhorando assim, a convergéncia e evitando percorrer o sentido inverso do caminho.

Na primeira iteracdo de cada passo € necessdrio a estimativa dos incrementos iniciais,
que € denominada solugdo preditora ou preditor, pois neste caso o deslocamento incremental
acumulado € nulo. Em cada um dos passos do processo iterativo, o preditor se inicia no ponto
de equilibrio encontrado anteriormente. Assim, partindo desse ponto o residuo é nulo (r =0) e
consequentemente, 6d = 0. Desta foma, os incrementos no preditor podem ser dados por:
Ad, = 0A,6d,

(4.64)
AL, = 07,
Substituindo esses termos na Equacdo (4.57), chegamos a seguinte expressao para o incremento
de carga do preditor:
Al
od éd+vy

Determinar o sentido de avanco do preditor é de vital importancia para o sucesso do

5A, =+

(4.65)

tracado do caminho de equilibrio pelo método do comprimento de arco (NETO; FENG, 1999).
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Para adotar o sinal adequado de 84, no passo i, pode-se utilizar a seguinte expressdo (FENG et

al., 1995; FENG et al., 1996):
sign(82,) = sign(Ad_, 5d+ y*AX;_1) (4.66)

onde Ad;_; é o incremento total dos deslocamentos no ciclo anterior e a fungéo sign(x) é definida

COmo.:

(

-1 se x<O0
sign(x) = 1 0 se x=0 (4.67)

1 se x>0

\
Cabe destacar que a utilizacdo da Eq. (4.66) evita o back-tracking, ou seja, o retorno pelo
caminho de equilibrio ja tracado.

No Método do Comprimento de arco € necessario definir um valor para o compri-
mento de arco (Al) a ser utilizado. Uma alternativa para isso € determinar o comprimento de
arco inicial (Alp) a partir de um fator de carga inicial prescrito (AAg) usando a Equagao (4.65)

(PARENTE Jr. et al., 2005):

Al = Adgy/ 6d’ 6d + y2 (4.68)

Com o intuito de obter um método estavel e eficiente, pode ser necessario a atualiza-
¢do do comprimento de arco no inicio de cada etapa de acordo com a ndo linearidade do caminho
de equilibrio (PARENTE Jr. et al., 2005). Para isso, pode-se utilizar a seguinte expressao:

I 0,5
Al; = Al <].d : ) (4.69)
A

onde /; é o numero de iteragdes desejadas, ;1 € o nimero de iteracdes para a convergéncia no

passo anterior.
4.4.1.3 Cdlculo do vetor f

O vetor f pode ser obtido pela Equagio (4.47). Nessa expressdo o termo g ., pode

ser calculado a partir da diferenciacdo da Equacdo (4.26) em relagdo a A:

g = / B’ 6, dAo (4.70)
Ao
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Pode-se notar que a Equacio (4.70) depende da derivada do vetor de tensdes, definido na Equagao

(2.16), em relag@o ao fator de carga (A), que é dada por:
d (Cé— ”h) 8(—6’h) 8 5"

e - R “.71)
Desta forma:
( aN’h )
oA
5,=— 9(1;’/[{'1 (4.72)
0
\ V,

Como a temperatura depende de A, ver Equacdes (4.37) e (4.38), os termos que compdem a

Equacdo (4.72) sao dados por:

ON! h2 19Q _
= _/_h/z(8T AT+Q—AT+Q a) ATdz (4.73)
oM h/2 1 9Q _
=1 = / ( 5 CAT+ Q AT +Q oc) AT zdz (4.74)

Considerando o caso em que as propriedades dos materiais ndo variam com a

temperatura, as Equacgdes (4.73) e (4.74) sdo simplificadas para:

th h/2 _

a&% = 7h/2Q o ATdz 4.75)
th h/2 _

881\/; = o Qa AT zdz (4.76)

De acordo com Parente Jr. et al. (2005), uma abordagem mais simples e genérica,

baseada na diferenciagdo numérica, pode ser utilizada para determinar g ; :

8= AL

onde AL é o tamanho da pertubagio com valor tipicamente entre 103 e 10~7. Essa abordagem

4.77)

leva a resultados exatos quando as propriedades dos materiais ndo variam com a temperatura.

4.5 Estabilidade

Uma estrutura pode perder estabilidade de duas maneiras:
* Bifurcagdo: ocorre quando dois ou mais caminhos de equilibrio se cruzam, onde o caminho
inicial é chamado de primdrio e os outros de caminhos secunddrios ou pds-criticos, como
ilustrado na Figura 29.a. Os pontos onde os caminhos se encontram sdo chamados de

ponto de bifurcagdo.
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* Ponto Limite: ocorre quando o caminho de equilibrio atinge um valor extremo (méximo
ou minino), como mostrado na Figura 29.b.
Figura 29 — Tipos de perda de estabilidade.

Diregao 2

Ponto de Bifurcagao Ponto Limite

Caminho Secundario

Diregaol

Caminho Primario

Ponto Limite

a) Perda de estabilidade por Bifurcagdo b) Perda de estabilidade por Ponto Limite

Fonte: elaborado pelo autor.

Como ja mencionado, o método adotado neste trabalho para o tracado do caminho
de equilibrio é o Método de Comprimento de Arco. Entretanto, esse método captura somente
o caminho fundamental de estruturas com flambagem por bifurcagdo, sendo necessério pro-
cedimentos numéricos que sejam capazes de avaliar os pontos de bifurcacdo e determinar os
caminhos secundarios (PARENTE Jr. et al., 2005).

Cabe destacar que a matriz de rigidez tangente € singular nos pontos criticos (bifur-

cacdo e limite), assim:
det K;(d,A) =0 (4.78)

De forma alternativa, um determinado ponto critico pode ser encontrado utilizando a condi¢do

de autovalor nulo, como:
K;(d,A) ¢ =0, com |[¢] =1 (4.79)

onde o modo de flambagem é representado pelo autovetor ¢.

De acordo com Wriggers e Simo (1990), pode-se determinar pontos criticos de
estruturas nao lineares através da combinacao das Equacoes (4.36) e (4.79), montando um
sistema nao linear estendido, definido por:

r(d,A)
K,(d,1)¢| =0 (4.80)
ol —1
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sendo a solug¢do do sistema (u., A.) um ponto critico.
A lineariza¢do da Equacgdo (4.80) produz o sistema (WRIGGERS et al., 1988;
PARENTE Jr. et al., 2005):

K[ 0 rJ( 6d

r
(Ki9)a K (Kt¢),)L oo =—| K¢ (4.81)
(PT
T -
o1 o Al
onde

Kt(d+£ 5d7 l)¢ _Kt(d7 )L)¢
E

K/(d, A +€64)¢ —Ki(d, 4)¢
£

(K;¢) 4 6d = lim
&0 (4.82)

(K;0) ; A = lim
’ e—0

sao as derivadas direcionais em relacdo aos deslocamentos e ao fator de carga, respectivamente,
e € € uma pertubacao.
O sistema apresentado na Equacdo (4.81) pode ser resolvido de uma forma simples e

eficiente utilizando o algoritmo apresentado na Tabela 1:

Tabela 1 — Solug¢ao do sistema estendido.

1. Resolver os sistemas:
K, 8d; =f
Kt 6d2 =T
2. Calcular as derivadas direcionais:
h; = (K;¢) q 6d1 + (K;9)
hy = (K;¢) 4 6d>
3. Resolver os sistemas:
K; 6¢; =h;
K, 5¢2 =h
4. Calcular os incrementos:
T5 o
51— 07002 0]
01 S¢
0d=06Add; — 6d,
00 =0¢— 61801 — ¢
Fonte: Wriggers et al. (1988), Parente Jr. et al. (2005).

Para calcular as derivadas contidas nos vetores h; e h, pode-se utilizar o Método

das Diferencas Finitas, similar ao que foi feito na Equacgao (4.77):

h) =[K/(d+e€¢, 1) dd; —K;(d, 1) d;] / €+h;

hy =[K;(d+e¢, 1) 8dr —K,(d, A) 6dy] / € (4.83)
h), =[K;(d, A +AL) ¢ —K;(d, 1) ¢] / AL
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onde AA é a mesma pertubagio usada na Equagdo (4.77). Utilizando as defini¢des do Passo (1)

da Tabela (1):

h; = [K;(d-i—S 0, /1) od,; —f] / e+h)
(4.84)
hy = [Ki(d+€ ¢, A) 8d—1] /
Definido o ponto critico, sua classificagdo pode ser realizada em relacdo ao modo de
flambagem associado (PARENTE Jr. et al., 2005):

¢Tf+#0 = ponto limite
(4.85)

¢Tf =0 = bifurcacio

Métodos numéricos para fazer a determinacdo do ponto critico € a mudanca de
caminho de estruturas, como mostrado na Figura 30, com carregamento termo-mecanico sao

apresentados em Parente Jr. et al. (2005).

Figura 30 — Pontos criticos e caminhos de equilibrio.

Ponto Limite
(primario)
<
20
8 Bifurcagao
< (secundario)
Deslocamento

Fonte: elaborado pelo autor.

Em diversas estruturas perfeitas, como placas e cascas, os deslocamentos pré-criticos
sao muito pequenos e podem ser desprezados, simplificando a solu¢do do problema. Com
isso, a matriz de rigidez K;, dada pela Equacao (4.33), pode ser obtida através de uma analise
linear. Com isso, os termos nio lineares que compdem a matriz B, definida na Equacio (4.24),
sdo desprezados e a matriz de rigidez geométrica é proporcional ao carregamento aplicado.

Substituindo a Equacdo (4.32) na Equacdo (4.79), temos que:

(Ko+AKg)¢ =0 (4.86)
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onde Kj é a matriz de rigidez linear, A é a carga critica ¢ ¢ é o modo de flambagem. Cabe
destacar que a Equacdo (4.86) corresponde a forma cldssica da flambagem linearizada (COOK et

al., 2002).

4.6 Frequéncias naturais e modos de vibracoes

Considerando pequenos deslocamentos, a Equacao (4.29) pode ser escrita como:
Md+Kd=f (4.87)

em quem K € a matriz de rigidez para a estrutura descarregada (d = 0).
Desconsiderando os efeitos das cargas externas na Equacdo (4.87), temos o seguinte

sistema de equacOes para as vibracdes livres:

Md+Kd=0 (4.88)
Esse sistema pode ser resolvido através do seguinte problema de autovalor generalizado
(K—0*M)9=0 ou Ko=aw*Mop (4.89)

onde w sdo as frequéncias naturais e ¢ sdo os modos de vibragdo.

4.7 Implementacoes Computacionais

A implementac¢do das formulagdes para considerar os efeitos térmicos foi desenvol-
vida no software de codigo aberto FAST (Finite Element Analysis Tool), escrito em linguagem
C++ e que utiliza o conceito de Programacgdo Orientada a Objetos (POO). O FAST estd em
desenvolvimento continuo no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV)
da Universidade Federal do Ceara.

A estrutura do FAST é composta por classes de objetos, onde cada uma possui fungdo
determinada no programa. A estrutura global do soffware € mostrada na Figura 31. A linhas que
unem as classes mostram a interac@o entre as principias classes do programa.

A classe cControl € a classe-base do programa responsavel por gerenciar os métodos
de solugdo do problema de andlise estrutural. E nela que estdo implementados os algoritmos
globais dos diferentes tipos de andlise (linear, ndo linear, estitico, dindmico). Os diversos

métodos de solug¢do sdo implementados em subclasses da cControl.
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Figura 31 — Estrutura global do FAST.

cControl

cLoad cElement cNode

cAnModel cIntPoint cSection cMaterial cSecAnalysis cShape

Fonte: elaborado pelo autor.

A classe cElement contém as informacdes relacionadas aos diferentes tipos de
elementos finitos implementados (barras, elementos bidimensionais e s6lidos) de forma genérica.
Essa classe realiza os calculos solicitados pela classe cControl, como o das forcas internas do
elemento, da matriz de rigidez e das tensdes. Para isso, a classe cElement armazena e da acesso
a objetos necessdrios para esses calculos, como material (cMaterial) e secio (cSection).

Cabe destacar que a classe cElement € responsavel pelo gerenciamento das tarefas
relacionadas a cada elemento da malha, com um objeto da classe cShape, que define as fungdes de
forma e suas derivadas, um modelo de andlise (cAnModel), responsavel pelo modelo mateméatico
a ser resolvido (campo de deslocamentos, deformacdes, graus de liberdade), além de um modelo
de andlise de secdo (cSecAnalysis), que realiza tarefas inerentes as secOes transversais do
elemento.

A classe cSection lida com os diferentes tipos de se¢ao de elemento, para elementos
paramétricos e de barra. Cada se¢do 1€ e armazena dados especificos (geometria e materiais)
usados pelos métodos de classe cSecAnalysis, permitindo a analise de estruturas homogéneas e
compostas (e.g. compositos laminados e MGFs).

A classe cSecAnalysis cria os modelos constitutivos para cada ponto de integracao
e realiza a integracdo das tensOes de secdo e da matriz rigidez tangente. Destacando que a
classe cSecAnalysis é a responsdvel pelo cdlculo da matriz constitutiva C dos MGFs, definida na
Equacao (2.16).

A criacdo dos pontos de integragdo utilizados sdo realizadas pela classe clntPoint,

que também gerencia o tipo de integracdo utilizada, como quadratura de Gauss ou Lobato.



74

A classe cLoad realiza a montagem do vetor de forcas externas dos problemas e a
classe cNode armazena as coordenadas nodais do modelo. O FAST possui diversas outras classes
e subclasses que se relacionam com as classes jd citadas. Informacdes mais detalhadas a respeito
dessas estruturas de classes podem ser encontradas em Barroso (2015) e Dantas Jinior (2014).

Anteriormente, o FAST ndo apresentava nenhuma consideragdo dos efeitos térmicos
nas andlises realizadas e este trabalho buscou desenvolver e implementar as formulagdes para a
consideracao dos efeitos térmicos na andlise isogeométrica de placas constituidas de materiais
com gradagdo funcional. Para isso, foram necessdrias modificacdes em diferentes classes e
subclasses do programa.

Inicialmente foi necessdrio a criacdo das cargas térmicas para serem aplicadas nos
elementos considerando a variagdo uniforme e linear de temperatura ao longo da espessura
do elemento. Como essa carga térmica € aplicada em cada um dos elementos, a mesma foi
implementada na classe cElement.

A temperatura foi considerada dependente do fator de carga (1), de acordo com a
Eq. (4.37). Com isso, a mudanca de temperatura em cada incremento, dada pela Equacdo (4.38),
influencia no célculo das tensdes internas (&) e consequentemente no vetor de forcas internas
(g). Desta forma, foi necessdrio adicionar a consideragdo da parcela da deformagdo térmica no
célculo dos esforcos internos, que sdao determinados pela integracao das tensdes ao longo da
espessura da placa.

E importante ressaltar a diferenca de abordagem no tratamento da temperatura nos
casos de andlise linear e ndo linear. Na primeira, a consideracao dos efeitos térmicos € realizada
de forma separada dos efeitos mecanicos, assim os esfor¢os internos generalizados (6) sdo
calculados como esta descrito na Equacdo (2.16), uma parcela dos efeitos mecénicos (C&) e
outra dos efeitos térmicos (6’h). Com isso, o vetor de forcas internas definido na Eq. (4.26) é
calculado como:
g= | B'(C&)dAy— | B'6"day, = g=Kod—f™ (4.90)

Ao Ao
onde K é matriz de rigidez linear e f * é o vetor de carga devido as deformagdes causadas pelos
esfor¢os térmicos. Substituindo a Eq. (4.90) na Eq. (4.31), o sistema de equacdes de equilibrio

para uma andlise estdtica linear € definido como:

Kod="f+f" (4.91)
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J4 na andlise ndo linear, os efeitos térmicos ndo sio separados e sdo calculados dentro
da integracdo dos esfor¢os ao longo da espessura da estrutura, como descrito nas Equagdes
(2.13), (2.14) e (2.15).

Outra implementagdo importante foi o célculo do termo g ;, parte do vetor f, que foi
calculado baseado na diferenciagdo numérica, conforme a Eq. (4.77). O termo g j surge devido
aos esforcos internos também serem dependentes da temperatura, que por sua vez € dependente
do fator de carga. Esse célculo € necessdrio para a solugdo das equacdes nao lineares utilizando
0 Método de Newton-Raphson.

Também foi implementado o termo h;, definido na Equacao (4.83), no algoritmo
da solucao do sistema de equacdes, Equacgdo (4.81), para a determinagdo de pontos criticos de

estruturas nao lineares.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a utilizagao da formulagao iso-
geométrica utilizando os elementos triangulares de Bézier. Inicialmente, o desempenho dos
elementos triangulares de Bézier € avaliado em diferentes aplicacdes. Depois, as formulagdes
e implementacdes desenvolvidas neste trabalho foram verificadas através de estudos de esta-
bilidade de estruturas com gradagdo funcional, determinando suas cargas criticas € caminhos
pOs-critico. Também € apresentado um estudo do comportamento das estruturas de MGF sob
diferentes carregamentos térmicos, variacao uniforme e linear de temperatura, distribuicao de
fracdo de volume e métodos de homogeneizacdo. Os resultados obtidos foram comparados com
os apresentados na literatura.

A geracdo das malhas foi realizada por meio do software académico Plane Mesh
Generator (PMGen), que apresenta uma interface grafica de usudrio para geracao de malhas para
elementos finitos e anélise 1sogeométrica, desenvolvido por Barroso et al. (2019).

Conforme discutido na Secdo 4.3.1, foi utilizado o esquema de integracdo completa
nos exemplos, que corresponde a quadratura triangular de Gauss e integra exatamente a matriz

de rigidez do elemento.

5.1 Exemplos de Verificacao

No intuito de testar o desempenho dos elementos triangulares de Bézier, esta secao
apresenta um patch test, além de varios exemplos numéricos de anélise estdtica, vibragao livre e
flambagem de placas isotropicas. Desta forma, verifica-se a possivel presenca de modos espurios
de energia nula, travamento e erros, como a violagdo das propriedades de corpo rigido. Os
resultados obtidos foram comparados com outras solu¢des numéricas e analiticas disponiveis na

literatura.

5.1.1 Patch Test

Para todo modelo de elementos finitos é preciso que seus elementos satisfacam
condi¢des que assegurem, que com o refinamento da malha, os resultados convirjam para a
solucdo analitica. Entretanto, nem todos os problemas apresentam solucao analitica definida,
sendo assim dificil determinar se com o refinamento da malha o resultado estd convergindo para

a solugdo correta. Para solucionar esse problema utiliza-se o chamado patch test, que serve para
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verificar se as condi¢des de convergéncia sdo satisfeitas pela formulacdo e implementacdo do
elemento.

Este exemplo trata de um patch test de uma placa retangular, submetida a diferentes
solicitacdes para produzir um estado de momentos constantes, verificando se os elementos sdo
capazes de representar de forma exata esses estados de tensdes. A geometria e as propriedades
adotadas sdo mostradas na Figura 32, ja as cargas aplicadas sdo ilustradas na Figura 33. As

condi¢des de contorno adotadas sdo os pontos A, B e C simplesmente apoiados (u =v =w = 0).

Figura 32 — Geometria do Patch Test.

. C D
a=20 (15,15)
b=10
h=0,04; 0,4; 4 »
E = 1000
v=0,3
A e 2a B

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 33 — Esforc¢os aplicados no Patch test.

LT

Ms =
=S
Mn =

‘N

Fonte: elaborado pelo autor.

Os resultados obtidos para diferentes graus dos elementos (2, 3 e 4) sdo apresentados
na Tabela 1 e demostram que os tridngulos de Bézier conseguem representar os estados de

tensoes constantes e consequentemente passam nesse patch test.

5.1.2 Placa quadrada submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida

Este exemplo trata da andlise linear de uma placa quadrada isotrépica submetida a
uma carga transversal uniformemente distribuida, onde é estudada a convergéncia da deflexdo e

do momento no centro da placa. O efeito do travamento de cisalhamento (shear locking) também
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Tabela 1 — Resultados do Patch test.

. 2a/h
Elementos Carga Aplicada Momento na placa 0100 1000
P Mn=1 Mx =My 1 1 1
Mns =1 Mxy 1 1 1
P3 Mn=1 Mx =My 1 1 1
Mns =1 Mxy 1 1 1
P4 Mn=1 Mx =My 1 1 1
Mns =1 Mxy 1 1 1

Fonte: elaborado pelo autor.

¢ avaliado. A geometria do problema e as propriedades do material sao mostrados na Figura 34.

A Figura 35 apresenta a malha utilizada.

Figura 34 — Geometria da placa quadrada.

| L |
L=10m ¢ D
E =200 GPa
v=20,3
q=10 N/m?
L
y
A B 1

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 35 — Malha utilizada para a placa quadrada.

Fonte: elaborado pelo autor.

As condig¢Oes de contorno consideradas sdo definidas a seguir:
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w=0parax=0, L;
* Simplesmente Apoiado (SS1):
w=0paray=0, L;
w=0,=0parax=0, L;
» Simplesmente Apoiado (SS2):

w=6,=0paray=0, L;

w=6,=06,=0parax=0, L;
* Engastado:

w=06,=0,=0paray=0, L.
Os resultado obtidos para o deslocamento no centro da placa quadrada variando-se a
relacdo comprimento-espessura (a/h) sdo comparados com a solucio apresentada em Zienkiewicz
et al. (1993), que utiliza a formulacado de placa de deformacao por cisalhamento de primeira

ordem (FSDT ou Reissner-Mindlin). Para tanto, foi utilizado o parametro dado por:

L4
. Wc(lctl)op) oD

onde w. € o deslocamento do no6 central e D € a rigidez a flexdo das placas calculada como

EW3

Os resultados sdao apresentados na Tabela 2. As relacdes entre os valores obtidos com os

triangulos de Bézier e a solugdo de referéncia sdo apresentadas nas Figuras 36, 37 e 38.

Tabela 2 — Deslocamentos no centro de uma placa quadrada.

L/h
10 102 10° 10% 10°

Zienkiewicz et al. (1993) 0,4619 0,4107 0,4086 0,4062 0,4062
Triangulos de Bézier (P2) 0,4576 0,3576 0,1053 0,0817 0,0809
Triangulos de Bézier (P3) 0,4614 0,4077 0,4028 0,3998 0,3997
Triangulos de Bézier (P4) 0,4617 0,4084 0,4063 0,4062 0,4062

Zienkiewicz et al. (1993) 0,4273 0,4064 0,4062 0,4062 0,4062
Tridngulos de Bézier (P2) 0,4258 0,3548 0,1040 0,0817 0,0809
Tridngulos de Bézier (P3) 0,4273 0,4063 0,4027 0,3998 0,3997
Tridngulos de Bézier (P4) 0,4273 0,4064 0,4062 0,4062 0,4062

Zienkiewicz et al. (1993) 0,1499 0,1268 0,1265 0,1265 0,1265
Triangulos de Bézier (P2) 0,1492 0,0943 0,0065 0,0001 0,0000
Tridngulos de Bézier (P3) 0,1504 0,1264 0,1197 0,1175 0,1174
Tridngulos de Bézier (P4) 0,1505 0,1268 0,1265 0,1265 0,1265

Fonte: elaborado pelo autor.

C.C. Fonte

SS1

SS2

ENG




Figura 36 — SS1 - Deslocamentos na placa quadrada.

T T T T
0.8F N\
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O:l \\Hi L | \\\\\:
le+01 le+02 1e+03 let+04 1e+05
a’h
Fonte: elaborado pelo autor.
Figura 37 — SS2 - Deslocamentos na placa quadrada.
L 4
0.8F AN
EX
[
04 | —* P2 ]
r —e— P3
02k —o— P4
le+01 le+02 le+03 le+04 le+05
a’h
Fonte: elaborado pelo autor.
Figura 38 — Engastado - Deslocamentos na placa quadrada.
I T T T T T T T T
lle o
0.8 \ 1
5 0.6] N\
£0.6¢7
Ea AN
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le+01 le+02 le+03 le+04 le+05
a’h

Fonte: elaborado pelo autor.

E notével a influéncia do travamento para os elementos de segunda ordem (p = 2) a
medida que a relacdo a/h aumenta, e esse efeito € mais rigoroso para a placa engastada. Como

esperado, o travamento de cisalhamento diminui para elementos de alta ordem. Percebe-se
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que os elementos de quarta ordem (p = 4) ndo apresentaram travamento neste exemplo e os
elementos de terceira ordem (p = 3) apresentaram bons resultados para todas as condi¢oes de
contorno adotadas e todas as faixas de a/h consideradas aqui, que incluem placas muito finas
com espessuras muito inferiores as utilizadas na prética. Cabe destacar que os resultados para as

condi¢des SS1 e SS2 foram praticamente os mesmos.

5.1.3 Placa circular submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida

Este exemplo trata da andlise linear de uma placa circular isotrépica submetida a
uma carga transversal uniformemente distribuida, onde € verificada a convergéncia da deflexdo e
do momento no centro da placa. O efeito do travamento de cisalhamento também € avaliado.
Devido a simetria do problema, apenas um quarto da placa foi modelada, como ilustrado na

Figura 39. A Figura 40 ilustra a malha utilizada.

Figura 39 — Um Quarto da Placa Circular.

T C
R=10m
E =200 GPa
v=0,3
q = 1000 N/m?

R

y
1A B

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 40 — Malha utilizada para o quarto da placa circular.

Fonte: elaborado pelo autor.
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As condi¢des de contorno adotadas, considerando-se a simetria, sdo dadas por:
6, = 0 parax =0,
* Simplesmente Apoiado (SS1): ¢ 6, = 0 paray = 0;

w = 0 para R> = x> +y?;
\
(

6, = 0 para x = 0;

* Engastado: § 6, =0 paray=0;

|v= 6, = 6, = 0 para R?> = x> +°.

Os resultado obtidos para o deslocamento no centro da placa circular (Ponto A)
variando-se a relacdo diametro-espessura (d/h) sao comparados com a solugdo analitica para
este problema considerando a teoria de placas de Reissner-Mindlin, que pode ser encontrada em

Huang et al. (2017). Para a placa simplesmente apoiada (SS1) o deslocamento central da placa

pode ser calculada por
gR* (54 vV +o
Wref = ——
/" 64D\ 1+v

8 h\? 5
=) “=e

onde D ¢ a rigidez a flexdo das placas. Ja para a placa engastada o deslocamento pode ser

(5.3)

calculado por

_ gR*
Wre = s (149) (5.4

Os resultados sdo apresentados nas Figuras 41 e 42.

Figura 41 — SS1 - Deslocamentos na placa circular.
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 42 — Engastado - Deslocamentos na placa circular.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Nesse exemplo pode ser verificado que os efeitos do travamento foram mais severos
que no exemplo da placa quadrada para os elementos de segunda e terceira ordem a medida que
a relacdo geométrica d/h foi aumentando. Percebe-se que os elementos de quarta ordem (p = 4)
ndo apresentaram travamento, independente da relacao d/h ou da condi¢do de contorno. Ja os
elementos de terceira ordem (p = 3) apresentaram bons resultados para todas as condi¢des de
contorno adotadas e todas as faixas de d/ até 10*. A partir dai, esses elementos apresentaram
um travamento por cisalhamento considerdvel, sendo maior para placas engastadas. Contudo,
este fato niio impossibilita seu uso, tendo em vista que relagdes d/h superiores a 10* nio sio
utilizadas na prética. Além disso, mesmo neste caso os resultados podem ser melhorados com o
refinamento da malha.

A partir dos resultados desse exemplo e do Exemplo 5.1.2, verificou-se que os
elementos de quarta ordem (p = 4) ndo apresentaram travamento, mas devido a seu custo
computacional mais elevado, definiu-se pela utilizacdo dos elementos triangulares ctibicos
(p = 3). Destacando que o travamento nesses elementos cuibicos se manifestou apenas em
estruturas extremamente esbeltas, fato que nao impossibilita seu uso nas estruturas usuais, como

as analisadas neste trabalho.
5.1.4 Vibracdo de uma placa quadrada

Este exemplo consiste na anélise de vibracdo de uma placa quadrada isotrépica
sujeita a diferentes condi¢des de contorno: simplesmente apoiada (w = 0 em todos os lados) e
engastada (w = 6, = 6, = 0 em todos os lados). Os pardmetros do problema sdo: comprimento

L =10 m, espessura & = 0,05 m, médulo de elasticidade E = 200 GPa, coeficiente de Poisson



84

v = 0,3 e densidade p = 8000 kg/m?>. Para isso, foi utilizada uma malha composta por 256
elementos triangulares de Bézier cibicos (p = 3) e 1201 nés, como mostrado na Figura 43.
Foram calculadas as frequéncias naturais (@) correspondentes aos dos quatro primei-

ros modos de vibragdo. Para tanto, utilizou o pardmetro adimensional dado por:
1

2 74 -
D

onde D € arigidez a flexao da placa.

Figura 43 — Malha utilizada para a placa quadrada.

Fonte: elaborado pelo autor.

Os resultados obtidos foram comparados com a solu¢do analitica baseada na teoria de
Reissner-Mindlin , encontrada em Abbassian et al. (1987). Os valores numéricos correspondentes
sdo apresentados na na Tabela 3. Observa-se que os resultados apresentaram boa concordancia.
Cabe destacar que, como esperado para a relagdo L/h = 200 adotada nesse exemplo, ndo houve
influéncia considerdvel do efeito do travamento de cisalhamento para os elementos de Bézier

cubicos. Os modos de vibragdo para as diferentes condi¢des de contorno sao mostradas na Figura

44,
5.1.5 Vibracdo de uma placa circular

Este exemplo consiste na andlise de vibra¢do de uma placa circular isotropica sujeita
a diferentes condi¢des de contorno aplicadas nas bordas: simplesmente apoiada (w = 0) e
engastada (w = 6, = 6, = 0). Os pardmetros do problema sdo: raio R = 1 m, espessura 1 = 0,01

m , modulo de elasticidade E = 200 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e densidade p = 8000
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Tabela 3 — Frequéncias naturais (@) da placa quadrada.

Modo
C.C. Fonte 1 5 3 7
SA Presente 4,441 7,023 7,023 8,882
Abbassian et al. (1987) 4,443 7,025 7,025 8,886
ENG Presente 5,999 8,567 8,567 10,406

Abbassian et al. (1987) 5,999 8,568 8,568 10,407

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 44 — Modos de vibracao da placa quadrada.

(c) 1°Modo - ENG (d) 2° Modo - ENG

Fonte: elaborado pelo autor.

kg/m>. A malha utilizada é formada por 306 elementos triangulares de Bézier ctibicos e 1426
n6s, como mostrado na Figura 45.
Foram calculadas as frequéncias naturais (@) correspondentes aos dos quatro primei-

ros modos de vibracdo. Para tanto, utilizou o pardmetro adimensional dado por:

1

@ = OR? (p—h> 5. (5.6)
D

Solugdes de referéncia deste benchmark sao sugeridas por Leissa (1969), que utiliza
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Figura 45 — Malha utilizada para a placa circular.

Fonte: elaborado pelo autor.

a Teoria Classica de Placas. Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 4. Observa-se
que os resultados foram muito proximos entre si, apresentando uma 6tima concordancia. Como
esperado, o efeito do travamento de cisalhamento para os elementos de Bézier cubicos foi
insignificante para a relagdo R/h = 100 adotada nesse exemplo. A forma do primeiro e segundo
modo de vibracdo correspondentes as diferentes condi¢des de contorno sdo apresentadas na

Figura 46.

Tabela 4 — Frequéncias naturais (@) da placa circular.

Modo
C.C. Fonte I 5 3 1
SA Presente 4,935 13,895 13,895 25,601
Leissa (1969) 4977 13,940 13,940 25,650
ENG Presente 10,226 21,276 21,276 34,894

Leissa (1969) 10,216 21,260 21,260 34,880

Fonte: elaborado pelo autor.

5.1.6 Flambagem térmica de uma barra

Este exemplo trata da determinacio da temperatura critica de flambagem e o tracado
do caminho de equilibrio de uma barra simplesmente apoiada sujeita a um aumento uniforme
da temperatura. Essa barra € semelhante a coluna de Euler, mas o deslocamento horizontal é
restringido em ambos os apoios com o intuito de gerar for¢cas compressivas.

A Figura 47 mostra a geometria e as condi¢des de contorno adotadas, assim como
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Figura 46 — Modos de vibracao da placa circular.

(a) 1° Modo - SA

(c) 1° Modo - ENG (d) 2° Modo - ENG

Fonte: elaborado pelo autor.

o modo de flambagem calculado utilizando os elementos de Bézier. A barra foi discretizada
em 20 elementos triangulares de Bézier cubicos e 124 n6s e € apresentada na Figura 47(c). As
propriedades adotadas foram: £ = 1,0 GPae o = 1075°C, L= 5,0m,b=0,25m,h=0,1m,
que resultaem A =2,5- 10 2m2el= 20,83 - 10~* m* onde L é o comprimento da barra, b € a
largura, h € a espessura, A € a drea da se¢do transversal e / € o momento de inércia.

A temperatura de flambagem dessa barra pode ser determinada igualando a forca
compressiva gerada pelo aumento uniforme da temperatura (EAQAT,,) com a carga de flamba-

gem (TEI/L?). Assim

7-[2
AT, = W, (5.7

em que r = /1 /A é o raio de giragdo da se¢do transversal. Para os dados utilizados a temperatura
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Figura 47 — Barra simplesmente apoiada.
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(a) Condig¢des de contorno.

(b) Modo de Flambagem.

(c) Malha utilizada na discretizacio da barra.

Fonte: elaborado pelo autor.

critica de flambagem foi AT, = 32,899 °C.

A temperatura critica de flambagem calculada pela AIG foi de AT, = 32,873 °C,
em boa concordancia com a temperatura analitica. Cabe destacar que uma possivel causa
do resultado encontrado ser menor que o analitico € o efeito do cisalhamento da Teoria de
Reissner-Mindlin, adotada neste trabalho.

As curvas de temperatura x deslocamento transversal do ponto B sao apresentados
na Figura 48. Essas curvas mostram claramente uma bifurcag¢do simétrica estivel, além de uma

6tima concordancia com o caminho pds critico definido pela expressido dada por Boley e Weiner

(1997):

:2<r) AT (5.8)

%
L L)V A,

Cabe destacar que a resisténcia pos-flambagem da barra submetida a um carrega-
mento térmico ndo é desprezivel, pois para as propriedades adotadas tem-se T /AT, = 1,80 para
v/L = 1/100. Este comportamento ¢ diferente do classico caso do carregamento mecanico, no
qual, conforme Chajes (1974), a solugdo elastica para P/P., = 1,015 gera v/L = 11/100, onde
P é a carga compressiva.

Em seguida foi analisada a sensibilidade da estrutura a imperfeicao. A geometria da

estrutura imperfeita foi modelada como uma combinacdo linear de seus modos de flambagem

(@):

n
Ximp = Xperf + Z A; i (5.9
i=1
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Figura 48 — Caminhos de equilibrio.
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Fonte: elaborado pelo autor.

onde X;y,p € Xperp s30 as coordenadas dos pontos que definem a geometria na configuragdo
imperfeita e perfeita, respectivamente, A; é a amplitude da imperfei¢do relacionada ao modo de
flambagem ¢;, com valores normalizados em relacdo ao maior valor do modo. Destacando que
apenas o primeiro modo de flambagem foi utilizado para descrever a estrutura imperfeita.
Foram consideradas imperfei¢des iguais a A= h/100 e A = h/10. Percebe-se que
a introducdo das imperfei¢Oes elimina a bifurcacdo. Além disso, as curvas das estruturas
imperfeitas sdo semelhantes a perfeita, com a diferenca entre elas diminuindo a medida que as

imperfei¢des diminuem.

5.2 Aplicacoes
5.2.1 Vibracdo de uma placa retangular com quatro furos

Este exemplo consiste na andlise de vibracdao de uma placa quadrada com quatro
furos circulares como representado na Figura 49(a). As propriedades dos materiais sdo: modulo
de elasticidade E = 200 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e densidade p = 8000 kg/m>. A
espessura da placa é 4 = 0,05 m e o raio dos furos € R = 0,5 m. A malha utilizada € composta

por 456 elementos triangulares de Bézier cubicos e 2193 nds, como mostrado na Figura 49.(b).
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Figura 49 — Placa com quatro furos.

2,0
-—1,5
1,5
5,0
(a) Geometria da placa com quatro furos (b) Malha utilizada na placa com quatro furos

Fonte: elaborado pelo autor.

Os resultados para as condi¢cdes de contorno simplesmente apoiada (w = 0) e engas-
tada (w = 6, = 6, = 0) sdo calculados e comparados com as solu¢des encontradas em Yin ef
al. (2015), que utilizou a Teoria Classica das Placas na andlise isogeométrica e discretizou o
modelo em 21 x 21 pontos de controle e 19 x 19 elementos NURBS, com os furos descritos
por conjuntos de niveis.

A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos e a Figura 50 mostra os modos de vibragado
para a placa engastada. Uma boa concordancia com as solucdes de referéncia pode ser observada,
destacando que os resultados foram ligeiramente menores que a valores da referéncia devido ao

efeito do cisalhamento da Teoria de Reissner-Mindlin, adotada neste trabalho.

Tabela 5 — Frequéncias naturais @ [Hz] da placa com quatro furos.

Modo
C.C. Fonte I 5 3 7
SA Presente 8,959 22,571 22,571 38,238
Yin et al. (2015) 8,997 22,652 22,653 38,468
ENG Presente 17,414 35,858 35,858 57,488

Yin et al. (2015) 17,492 35,987 35,988 57,938

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 50 — Modos de vibracao para a placa com placa com quatro furos (ENG).
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Fonte: elaborado pelo autor.

5.2.2 Vibragdo de uma placa com furo em forma de coragdo

Este exemplo consiste na andlise de vibragdo de uma placa quadrada com furo
complicado em forma de coracao, que foi estudado por varios autores (SHOJAEE et al., 2012;
TRAN; KIM, 2018; YIN et al., 2014; LIU; JEFFERS, 2018; YANG et al., 2019). As propriedades
dos materiais sdo: moédulo de elasticidade E = 200 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e
densidade p = 8000 kg/m>. A geometria da placa e suas dimensdes sdo mostradas na Figura
51(a). A espessura da placa é h = 0,05 m. As frequéncias naturais adimensionais foram definidas
utilizando a Equacdo 5.5. A malha utilizada foi composta por 212 elementos triangulares de
Bézier cubicos e 1038 nds, como mostrado na Figura 51.(b).

Os resultados para as condicdes de contorno, simplesmente apoiada (w = 0) e

engastada (w = 6, = 6, = 0), sdo calculados e comparados com as solugdes encontradas em Yin et
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Figura 51 — Placa com furo em forma de coragao.

10

(a) Geometria da placa com furo em forma de coragdo (b) Malha utilizada na placa com furo em forma
de coragao

Fonte: elaborado pelo autor.

al. (2014), que utiliza a formulagdo de placa de deformacdo por cisalhamento de primeira ordem
(FSDT) com NURBS na anélise isogeométrica e discretizou o modelo em 8 patchs NURBS; e
em Yang et al. (2019), que utiliza a formulagdo de placa de deformagao de cisalhamento de alta
ordem (HSDT) com uma combinagdo da XIGA-PHT (extended isogeometric analysis based
on PHT-splines - andlise isogeométrica estendida com base em PHT-splines) e FCM (finite cell
method - método de célula finita) e discretizou o modelo em 8 patchs NURBS.

A Tabela 6 apresenta os resultados obtidos e a Figura 52 mostra a forma dos quatro
primeiros modos de vibracdo para a placa simplesmente apoiada. Uma boa concordancia com as

solucdes de referéncia pode ser observada, com erros menores que 0,5%.

Tabela 6 — Frequéncias naturais (@) da placa com furo em forma de coracao.

Modo
1 2 3 4

Presente 4910 6,386 6,752 8,557
SA  Yinetal (2014) 4914 6,390 6,762 8,568
Yang et al. (2019) 4,917 6,385 6,759 8,557

Presente 7,438 9,820 9,840 10,952
ENG Yineral (2014) 7,453 9,825 9,825 10,964
Yang et al. (2019) 7,450 9,818 9,831 10,935

Fonte: elaborado pelo autor.

C.C. Fonte
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Figura 52 — Modos de vibracdao de uma placa com furo em forma de coragio (SA).
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(a) 1° Modo

(c) 3° Modo (d) 4° Modo

Fonte: elaborado pelo autor.

5.2.3 Flambagem térmica de placas quadradas

Os exemplos desta secdo consideram a determinagdo da carga critica e o tracado do
caminho de equilibrio de placas quadradas submetidas a uma variacao de temperatura uniforme
e linear. As placas analisadas nessa se¢do t€ém lado a e espessura A.

Para defini¢ao da malha utilizada, foi realizado um estudo, em que foi comparada a
temperatura critica de flambagem para uma placa isotrépica simplesmente apoiada SS1 (w = 0),
formada por tridngulos de Bézier cubicos, submetida a um aumento uniforme de temperatura.
As propriedades da placa sdo mostradas na Tabela 7.

Os resultados sdo mostrados na Tabela 8, onde a diferenca de uma malha para outra
toma como referéncia o valor da temperatura critica de AT, = 131,53 K, encontrada em Ovesy
et al. (2015), que se baseia na Teoria Classica e no conceito do Principio da Energia Potencial

Minima. Desta forma, decidiu-se utilizar a malha 8x8 composta por 256 elementos triangulares
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Tabela 7 — Propriedades da placa isotrépica.
E a/h o v

1.0 100 1,0x107% 0,25

Fonte: elaborado pelo autor.
de Bézier cubicos, a qual € apresentada na Figura 53.

Tabela 8 — Estudo de malha para temperatura critica.
Malha N°de elementos AT, (K) Diferenca

2x2 16 132,57 0,79%
4 x4 64 131,60 0,05%
&x8 256 131,53 0,00%

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 53 — Malha (8 x 8) utilizada.

Fonte: elaborado pelo autor.

Para os materiais com gradagdo funcional, a varia¢do da fracdao de volume foi dada

pela Lei das Poténcias (Figura 54):

Ve(z) = (%+%)N e Vp=1-V, (5.10)
Ja o método de homogeneizagao utilizado foi a Lei das Misturas.

Inicialmente para os MGFs, foi calculada a temperatura critica de flambagem de uma
placa quadrada composta de Aluminio (A/) e Alumina (Al,O3) para diferentes indices N da Lei
das Poténcias, sujeita a uma variacdo uniforme de temperatura. Todas as bordas sdo consideradas

engastadas (w = 6, = 6, = 0). As propriedades dos materiais, mostradas na Tabela 9, sdo as

mesmas encontradas em Bateni et al. (2013).
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Figura 54 — Fracao de volume ao longo da espessura.
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Fonte: elaborado pelo autor.
Tabela 9 — Propriedades do Al e do A, O3.
Propriedades Al Al O3
Modulo de Elasticidade (GPa) 70,0 380,0
Coeficiente de Poisson 0,3 0,3

Coeficiente de expansio térmica (K x 107 23,0 7,4

Fonte: elaborado pelo autor.

A temperatura na placa considerando o aumento de temperatura uniforme € avaliada

conforme
T =Ter+AT. (5.11)

Os resultados deste estudo, apresentados na Tabela 10, sdo comparados com o0s
encontrados em Bateni ef al. (2013), baseado no método de Galerkin multi-termo e considera a
variacdo parabdlica das deformacdes de cisalhamento, Kiani et al. (2011), baseado na série de
poténcias de Galerkin e na Teoria cldssica de placas, Nguyen-Xuan et al. (2011), baseado no
método dos elementos finitos suavizados e na teoria de Reissner-Mindlin, Zhao et al. (2009),
baseado no método kp-Ritz e na teoria de Reissner-Mindlin. O método de homogeneizagao
utilizado nesses trabalhos foi a Lei das Misturas.

Observa-se que os resultados foram discrepantes em relacdo a literatura a N aumenta.
Esse fato pode ser explicado devido as diferencas significativas entre as propriedades do Aluminio
(Al) e da Alumina (Al,03). Esse fato impacta na determinagdo das propriedades efetivas obtidas

pela Lei das Misturas, influenciando assim nos resultados obtidos.
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Tabela 10 — Temperatura critica (K) de uma placa quadrada engastada de FGM (Al /Al,03)
sujeita a uma variagdo uniforme de temperatura.

a/h  Fonte N=0 N=05 N=1 N=2 N=5
Presente 45,28 26,51 22,776 21,18 21,48
Bateni et al. (2013) 45,28 25,65 21,04 18,65 19,23

100  Zhao et al. (2009) 44,17 24,90 20,77 18,48 19,15
Kiani et al. (2011) 45,51 25,79 21,15 18,775 19,34
Nguyen-Xuan et al. (2011) 47,50 26,54 21,70 19,18 19,70
Presente 180,13 105,48 90,56 84,23 85,34
Bateni et al. (2013) 180,30 102,23 83,84 74,30 76,50

50 Zhao et al. (2009) 175,82 99,16 82,35 71,01 74,59
Kiani et al. (2011) 182,06 103,15 84,58 74,99 77,36

Nguyen-Xuan et al. (2011) 188,28 105,27 86,07 76,07 78,06

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 55 descreve a variacdo de temperatura critica de acordo com o indice N
para a relagdo a/h = 100. Percebe-se que a temperatura critica de flambagem cai a uma taxa
maior, quando o valor do indice N aumenta no intervalo de 0 a 1. Cabe destacar também que
a medida que o N aumenta, a temperatura critica de flambagem tende a ser superior que os
resultados da literatura, uma das causas desse fato ocorre devido a grande discrepancia entre as
propriedades dos materiais utilizados.

Figura 55 — Temperatura de flambagem de placas engastadas para diferentes N com a/h = 100.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 56 mostra o primeiro modo de flambagem da placa (Al - Al,O3) com N =1

considerando um aumento uniforme de temperatura.
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Figura 56 — 1° Modo de flambagem (Al - Al,O3) com N = 1.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Bateni et al. (2013) também compara a estabilidade térmica de uma placa MGF sob
carga de aumento de temperatura uniforme, em que as propriedades dos materiais constituintes
sdo dependentes da temperatura de referéncia. Essas propriedades sdo determinadas pela Eq.
(2.23). A Tabela 11 apresenta os coeficientes dos materiais utilizados nesse caso, aco inoxidavel
(SUS304) e nitreto de silicio (Si3N4). Cabe destacar que as propriedades foram calculadas para a

temperatura de referéncia T,y = 300K e sdo apresentadas na Tabela 12.

Tabela 11 — Coeficientes termodependentes.

Material Propriedades P Py P P, P
alK™!] 0 12,33¢—6  8,086e—4 0 0
SUS304 E [Pd] 0 201,04e+9 3,079¢—4 —6,534e—7 0
v 0 0,28 0 0 0
alK™'] 0 5,8723¢—6 9,095¢—4 0 0
SisNy  E [Pd] 0 348,43¢+9 —3.07¢e—4 2,16e—7  —8,946e—11
v 0 0,28 0 0 0

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 12 — Propriedades para T,y = 300K.
Material E [Pa] K] 1%
SUS304 207,79¢+9 15,321e—6 0,28
SisNy  322,27e+4+9 7,4746e—6 0,28

Fonte: elaborado pelo autor.

A Tabela 13 apresenta os valores da temperatura critica de flambagem para diferentes
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indices N da Lei das Poténcias e diferentes relagdes a/h. Os resultados sdo comparados com 0s
encontrados em Bateni et al. (2013), mostrando uma boa concordancia. Destacando que para as
estruturas de SUS304 - Si3N4, os resultados ficaram bem mais proximos da literatura que para
as estruturas de Al - Al O3, isso ocorre devido as propriedades dos primeiros ndo serem muito

discrepantes entre si, como pode ser observado na Tabela 12.

Tabela 13 — Temperatura critica (K) de uma placa quadrada engastada de MGF (SU S304 -
SizNy) sujeita a uma variacao uniforme de temperatura.

a’/h  Fonte N=0 N=0,5 N=1 N=2 N=3 N=5
100 Presente 45,527 33,638 30,352 28,063 27,101 26,060
Bateni ef al. (2013) 45,528 33,501 30,104 27,842 26916 25,940
50 Presente 181,158 133,856 120,776 111,650 107,812 103,667
Bateni er al. (2013) 181,324 133,443 120,047 110,870 107,171 103,274
33 Presente 404,189 298,698 269,472 249,048 240,452 231,184
Bateni er al. (2013) 405,053 298,157 268,198 247,618 239,304 230,567
75 Presente 710,279 524,999 473,556 437,512 422,328 405,993
Bateni et al. (2013) 712,935 524,942 472,128 435,708 420,956 405,498
20 Presente 1093,699 808,585 729,21 673,421 649,887 624,642

Bateni ef al. (2013) 1099,904 788,574 728,532 671,962 648,972 624,970

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 57 apresenta a variacao da temperatura critica de flambagem para diferentes
indices N a medida que a relagéo a/h aumenta. Como esperado, observa-se que a temperatura
critica de flambagem diminui 2 medida que a relacdo a/h aumenta. Além disso, a medida que a

proporcao do metal (Si3N4) aumenta as temperaturas de flambagem vao diminuindo.
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Figura 57 — Temperatura de flambagem de placas engastadas (SUS304 - Si3N,) para diferentes

N.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Os resultados dos tracados do caminho de equilibrio de placas engastadas sob
carregamento térmico foram comparados com os resultados obtidos nos trabalhos de Trabelsi
et al. (2018) e Silva (2020). Os materiais utilizados nesse estudo foram o Niquel (Ni) e a
Alumina (Al»,03), cujas propriedades sao as mesmas encontradas em Trabelsi ef al. (2018) e
mostradas na Tabela 14. Ressalta-se que as propriedades desses materiais sdo consideradas como

independentes em relacdo a temperatura.

Tabela 14 — Propriedades do Ni e do Al,Os3.

Propriedades Ni  ALO3
Modulo de Elasticidade (GPa) 199,5 393
Coeficiente de Poisson 0,30 0,25

Coeficiente de expansio térmica (K x 107%) 13,3 8,8

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 58 apresenta os resultados do caminho de equilibrio para aumento uniforme
de temperatura para a placa engastada, considerando a relagdo a/h igual a 100. Pode-se perceber
que a mudanga na configuracio de equilibrio ocorre por bifurcacdo. Nota-se que a placa de MGF
apresenta maiores deslocamentos do que a placa composta totalmente por ceramica, entretanto
apresenta deslocamentos menores do que a placa puramente metédlica. A carga critica decresce a

medida que o material diminui a porcentagem de cerdmica em sua constitui¢ao.
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Figura 58 — Aumento uniforme de temperatura para a placa engastada.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Foi analisada a sensibilidade a imperfei¢cao da placa engastada. A geometria da
estrutura imperfeita foi modelada conforme a Equacgao (5.9), utilizando apenas o primeiro modo
de flambagem. Foram consideradas amplitudes iguais a 0, 1%, 1% e 10% da espessura h.

A Figura 59 mostra o efeito de diferentes amplitudes de imperfei¢cdo na placa
engastada de MGF (Ni - Al,O3). As curvas mostram um comportamento estavel sem a presenca
de bifurcacdo nas estruturas imperfeitas. Verifica-se ainda que o aumento da imperfeicao
geométrica acarreta no aumento dos deslocamentos transversais da placa para o0 mesmo nivel de

temperatura.



Figura 59 — Caminhos de equilibrio de placas imperfeitas.
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Fonte: elaborado pelo autor.
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A Figura 60 apresenta os caminhos pds-critico para diferentes relacoes de a/h, com
N = 1. Nota-se uma boa concordancia com os resultados encontrados na literatura. Conclui-se
dessa figura que quando a relagdo a/h aumenta, ocorre uma diminui¢éo da temperatura critica,
mas o comportamento nao € alterado, permanecendo estdvel.

Figura 60 — Aumento uniforme de temperatura para diferentes relacdes a/h.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Também foi tragcado o caminho de equilibrio considerando o aumento linear de tem-
peratura, similar ao realizado em Trabelsi ef al. (2018) e Silva (2020). O campo de temperatura

ao longo da espessura é dado por:

T =Tyof+AT =Toop+ T; (%) (5.12)

onde 7T corresponde a um coeficiente de aumento da temperatura.

A Figura 61 apresenta os resultados para o aumento linear de temperatura. Percebe-
se que os resultados apresentam boa concordancia com a literatura. Observou-se também que as
temperaturas criticas, considerando diferentes fracdes de volume, sdo maiores no aumento linear

que as do aumento uniforme de temperatura.
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Figura 61 — Aumento linear de temperatura para a placa engastada.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Também foi estudado o caminho pés-critico da placa simplesmente apoiada SS2
w=6,=0parax=0, a; ew=6,=0paray=0, a). Os materiais utilizados foram a
alumina e o aluminio, cujas propriedades sdao mostradas na Tabela 9. Ressalta-se que neste caso
considerou-se que as propriedades ndo variam com a temperatura. A placa apresenta indice de
esbeltez (a/h) igual a 100.

As Figuras 62 e 63 apresentam os caminhos de equilibrio para o né central da placa
sujeita a uma varia¢ao uniforme e linear de temperatura. Na Figura 62, nota-se que as placas
homogéneas (ceramica e metal) apresentam caminhos de equilibrio com bifurcacio, enquanto
nos MGF esse fendmeno nao € observado. Ja na Figura 63, com o aumento linear da temperatura,
também nao ha a bifurcacdo. Além disso, como esperado, nas duas situagdes de variacdo de
temperatura, a curva dos materiais com gradacdo funcional estdo entre as curvas do material

ceramico e metalico.
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Figura 62 — Aumento uniforme de temperatura para a placa simplesmente apoiada (SS2).
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 63 — Aumento linear de temperatura para a placa simplesmente apoiada (SS2).
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Fonte: elaborado pelo autor.

5.2.4 Flambagem térmica de placas circulares

Este exemplo trata da determinacio da temperatura critica de flambagem e o tracado

do caminho de equilibrio de uma placa circular engastada (w = 6, = 6, = 0) sujeita a uma
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variacao uniforme de temperatura. As placas analisadas nessa sec@o t€m raio R e espessura A.
Neste estudo foram considerados dois compositos diferentes, Al - Al,O3 e SUS304 - SizN4 cujas
propriedades sdo as mesmas definidas nas Tabelas 9 e 11, respectivamente.

A malha utilizada € formada por 308 elementos triangulares de Bézier cubicos
e 1435 nés, como mostrado na Figura 64. A variacdo da fracdo de volume considerada é a
mesma definida pela Equacao (5.10). Os métodos de homogeneizagao utilizados foram a Lei das

Misturas € o Mori-Tanaka.

Figura 64 — Malha utilizada para a placa circular sujeita a uma variagao uniforme de temperatura.

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 65 descreve a variagao de temperatura critica de acordo com as diferentes
relagdes de 100//R e indice N da Lei da Poténcia. Como esperado, observa-se que a temperatura
critica de flambagem aumenta a medida que a espessura da placa aumenta. Cabe destacar também
que a medida que o N aumenta, ou seja, aumenta-se a quantidade do metal na composi¢ao do

material, as temperaturas de flambagem diminuem para as mesmas relagdes de 1004 /R.
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Figura 65 — Temperatura de flambagem de placa circular engastada (SU S304/Si3N,) para dife-

rentes V.
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Fonte: elaborado pelo autor.

As Figuras 66 e 67 apresentam os caminhos pds-criticos para o n6 central da placa
circular, com 1002/R = 1, sujeita a uma variagdo uniforme para os MGFs SUS304 - SizNs e
Al - A, O3, respectivamente. Nota-se que para todos os indices N, os caminhos de equilibrio
apresentam bifurcagdo. Similar ao que aconteceu na placa quadrada, a carga critica decresce a
medida que o material diminui a porcentagem de ceramica em sua constitui¢ao.

A Figura 68 mostra o primeiro modo de flambagem da placa circular (SUS304 -

SizN4) com N = 1 considerando um aumento uniforme de temperatura.



107

Figura 66 — Aumento uniforme de temperatura para a placa circular engastada (SU $S304/Si3Ny).
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 67 — Aumento uniforme de temperatura para a placa circular engastada (Al/Al,O3).
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 68 — 1° Modo de flambagem da placa circular (N = 1).
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Fonte: elaborado pelo autor.

A partir das Figuras 66 e 67, pode-se verificar a diferenca numérica quando se
utiliza diferentes métodos de homogeneizacio. E notével que a diferenca entre os métodos de
homogeneizagdo adotados é maior para o compdsito Al/-Al, O3 do que para o SU S304-Si3Ny. Esse
fato pode ser explicado por causa das diferencas entre as propriedades dos materiais de origem,
onde se observa uma diferenca relevante entre os modos de elasticidade no A/-Al, O3 maior que
no SUS304-Si3N4. Desta forma, quanto maior as diferengas numéricas nas propriedades dos
materiais que compdem o MGF, maior serd a diferenca nas propriedades efetivas obtidas pelos
métodos da Lei das Misturas e de Mori-Tanaka.

Também foi analisada a sensibilidade as imperfeicdes geométricas da placa circular
engastada de MGF (SUS304-Si3N;) com N = 1. A geometria da estrutura imperfeita foi mo-
delada conforme a Equacao (5.9), utilizando apenas o primeiro modo de flambagem. Foram
consideradas amplitudes iguais a 0, 1%, 1% e 10% da espessura h. A Figura 69 mostra o efeito

de diferentes amplitudes de imperfeicao.
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Figura 69 — Caminhos de equilibrio de placa circular imperfeita (N = 1).
30 | | |

Perfeito
A=1le-5
A=le-4 ]
A=le-3

25

20

15

T (K)

10

w/h

Fonte: elaborado pelo autor.

5.2.5 Flambagem térmica de placas anelares

Este exemplo trata da determinagdo da temperatura critica de flambagem de uma
placa anelar de MGF, engastada (w = 6, = 6, = 0) no raio externo a € raio interno b e com
espessura A, sujeita a uma variacdo uniforme de temperatura, conforme ilustrada na Figura
70. Os materiais que compdem o MGF foram o Al - Al, O3 cujas propriedades s@o as mesmas

definidas na Tabela 9. A relagéo entre os raios adotada nesse exemplo foi de b/a = 0,5.

Figura 70 — Geometria da placa anelar.
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Fonte: elaborado pelo autor.

A malha utilizada foi composta por 208 elementos triangulares de Bézier cubicos e

1008 nés, como mostrado na Figura 71. A variacdo da fracdo de volume considerada é a mesma
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definida pela Equacdo (5.10). O método de homogeneizagdo utilizado foi o da Lei das Misturas.

Figura 71 — Malha utilizada na placa anelar.

Fonte: elaborado pelo autor.

Inicialmente foi verificado a precisao do método para o exemplo, comparando os
resultados encontrados da temperatura critica de flambagem da placa anelar isotrépica (N = 0)
para diferentes relagdes a/h com os encontrados em Kiani e Eslami (2013). A Tabela 15
apresenta os resultados encontrados e nela pode-se observar que os resultados apresentam boa

concordancia com erros inferiores a 2,0%.

Tabela 15 — Temperatura critica (K) da placa anelar isotropica (N = 0).
h/a 0,010 0,015 0,020

Presente 129,777 288,314 506,457
Kiani e Eslami (2013) 127,990 287,978 511,960

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 72 mostra a influéncia do indice N da Lei das Poténcias nas temperaturas
criticas de flambagem da placa anelar (2/a = 0,02) sujeita a um aumento uniforme e linear de
temperatura. Pode-se observar que a temperatura critica de flambagem decresce abruptamente
para as pequenas fracdes de volume e tende a um determinado valor a medida que o N aumenta.

As temperaturas criticas de flambagem sdo maiores para a variacao linear de temperatura.
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Figura 72 — Temperatura de flambagem da placa anelar - (Al - Al,O3).
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Fonte: elaborado pelo autor.

Similar ao realizado anteriormente, também foi estudado influéncia do indice N da
Lei das Poténcias para a estrutura composta de SUS304 - Si3 Ny, cujas propriedades sao definidas
na Tabela 12. Os resultados sdo apresentados na Figura 73, e mostram que a temperatura critica
de flambagem para a estrutura de SUS304 - SizN4 ndo decresce tao abruptamente quanto para a
de Al - Al,O3 com a varia¢do do N. Fato esperado, ja que as propriedades do metal e da ceramica

sao menos discrepantes no SUS304 - SizNj.
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Figura 73 — Temperatura de flambagem da placa anelar - (SUS304 - SizNy).
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Fonte: elaborado pelo autor.

5.2.6 Painéis de MGF sujeitos a carga concentrada transversal

O presente exemplo trata de um painel cilindrico perfeito de MGF submetido a uma
carga concentrada transversal. Esse exemplo foi obtido dos trabalhos de Mars et al. (2017)
e Auad (2019). Mars et al. (2017) analisou o comportamento ndo linear de cascas de MGF
utilizando o MEF no software ABAQUS e sub-rotinas desenvolvidas pelos autores. J4 Auad
(2019) realizou analise similar a partir de uma formulacio isogeométrica.

A geometria e as condi¢des de contorno sdo apresentadas na Figura 74. A malha
utilizada foi composta por 200 elementos triangulares de Bézier cubicos e 961 nds, como
mostrado na Figura 75. As propriedades constituintes sdao mostradas na Tabela 16 e a distribui¢ao

da fracdo de volume é dada por:
1 1 N
Z Z
¢(2) [ a(2+h)+ (2+h)

Tabela 16 — Propriedades dos materiais.
E, (GPa) v, E.(GPa) v. a b ¢
70 0,3 168 03 1,0 05 20

Fonte: elaborado pelo autor.

(5.13)




Figura 74 — Geometria e condi¢des de contorno do painel cilindrico.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 75 — Malha utilizada no painel cilindrico.

T S A
S 27NN D,

Fonte: elaborado pelo autor.

113

Foram consideradas duas espessuras distintas, sendo elas 4 = 6,35 mme h = 12,7

mm. Mars et al. (2017) realizou a modelagem da casca com 12,7 mm de espessura e Auad

(2019) modelou a casca com 6,35 mm de espessura.

As Figuras 76 e 77 apresentam os resultados obtidos. Destacando que o método

utilizado para o tracado dos caminhos de equilibrio foi 0 Método do Comprimento de Arco

Cilindrico devido a presenga de snap-back e snap-through. Observa-se que os valores obtidos
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mostram uma 6tima concordancia com os obtidos em Mars et al. (2017) e Auad (2019).

Figura 76 — Caminho de equilibrio - 7 = 12.7 mm.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 77 — Caminho de equilibrio - &7 = 6,35 mm.
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Fonte: elaborado pelo autor.

Como esperado, a Figura 76 mostra que as curvas carga-deslocamento, espessura

h = 12.7 mm, dos MGFs estdo entre as curvas dos materiais constituidos apenas de cerdmica ou
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metal. Destacando também a presenca de um snap-though em todas as curvas.

J& os resultados para a espessura 4 = 6.35 mm siao mostrados na Figura 77. Percebe-
se um tracado mais complexo que as cascas de & = 12.7 mm, com a presenca de snap- back,
além de snap-through.

Cabe destacar que encontrou-se uma bifurca¢do no caminho primdrio, que leva a um
caminho secunddrio, na estrutura com a espessura 4 = 6.35 mm, para os diferentes indices N,
similar ao encontrado em Auad (2019), como observado na Figura 78.

A diferenca entre os valores da carga no ponto limite (caminho primdrio) e no ponto
de bifurcacdo (caminho secundério) estdo apresentados na Tabela 17, onde, em todos os casos, a
carga de bifurcacgdo inferior a carga de ponto limite. Nota-se que € contra a seguranca analisar
a estrutura apenas pelo seu caminho primdrio, pois a perda de capacidade de carga ocorre de

maneira mais abrupta no caminho secundario.

Figura 78 — Caminhos primadrios e secundarios das cascas MGF (h = 6,35 mm).
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Fonte: elaborado pelo autor.



Tabela 17 — Diferencas entre as cargas dos pontos limites e as cargas de bifurcagdo.

Cerdmica N =2 N=5 Metal

Ponto Limite (kN) 31,459 21,929 17,431 13,108
Ponto de Bifurcacdo (kN) 28,013 19,881 16,173 11,672
Dif (%) 10,95 9,34 7,22 10,95

Fonte: elaborado pelo autor.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho tratou do desenvolvimento e implementacdo de formulacdes para a
consideracao dos efeitos térmicos na andlise ndo linear de placas e cascas abatidas de material
com gradac¢do funcional baseadas na Andlise [sogeométrica com o uso de elementos triangulares
de Bézier. Foram adotadas as teorias de Reissner-Mindlin e Marguerre, considerando a nao
linearidade geométrica.

Primeiramente, foi analisado o desempenho dos elementos triangulares de Bézier
com integracdo completa (full integration) na andlise de placas homogéneas de um patch test
e varios exemplos numéricos de andlise estdtica, vibracdo livre e flambagem. O patch test
demonstrou que os triangulos de Bézier conseguem representar os estados de tensdes constantes
para diferentes graus (p = 2,3,4). Outro ponto analisado foi a questdo do travamento (shear
locking) para diferentes graus dos elementos em placas submetidas a carregamentos mecanicos,
demostrando que os elementos quadraticos sofrem um severo travamento a medida que a relacdo
entre suas dimensdes geométrica e a espessura aumenta, tornando invidvel o seu uso pratico. O
travamento também se manifesta nos elementos ciibicos para estruturas extremamente esbeltas,
fato que nao impossibilita seu uso nas estruturas usuais, como as analisadas neste trabalho.
Os elementos de quarta ordem (p = 4) ndo apresentaram travamento, mas devido a seu custo
computacional mais elevado, preferiu-se utilizar os elementos cibicos. Os resultados de vibra¢ao
e flambagem demostraram uma excelente concordancia com os resultados encontrados na
literatura.

A seguir, foram analisadas placas de diversas geometrias submetidas a carregamento
térmico. Inicialmente foram determinadas as temperaturas criticas de flambagem de uma
placa quadrada engastada, submetida a uma variagdo uniforme de temperatura, para diferentes
expoentes N, indice da varia¢do da fracdo de volume, apresentando uma boa concordancia com
a literatura. Destacando que quanto mais discrepantes forem as propriedades constituintes do
MGTF, entre si, maior a diferenca nas temperaturas de flambagem a medida que o N aumenta.
Isso se deve ao uso da teoria de Reissner-Mindlin, ndo tendo relagdo com o tipo de elemento
utilizado. Como esperado, observou-se que a temperatura critica de flambagem diminuiu a
medida que a relagdo a/h aumentou. Também foram tracados o caminho pés-critico da estrutura
para diferentes relagdes a/h e expoente N. Todos os exemplos, com variagdo uniforme e linear
de temperatura apresentaram flambagem por bifurcagdo no tracado do caminho de equilibrio.

Além disso, foi observada uma boa concordancia com os resultados encontrados na literatura.
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Também foi estudado o caminho de equilibrio de placas simplesmente apoiadas
(S§S2). Foi observado uma flambagem por bifurca¢ido apenas nos materiais homogéneos, com
a placa constituida apenas por ceramica ou metal, para o aumento uniforme de temperatura.
Ja para os exemplos com FGM composto por ceramica e metal, ndo houve bifurcacdo. Para
a variagdo linear de temperatura, as estruturas nao apresentaram bifurcacao, apresentando um
comportamento ndo linear estavel com deslocamentos crescendo com o aumento da temperatura.

Diferentes métodos de homogeneizacao foram avaliados. Observou-se que os re-
sultados obtidos utilizando os método da Lei das Misturas e o de Mori-Tanaka podem ser bem
diferentes. Essa diferenca também depende da discrepancia entre as propriedades dos materiais
que constituem o FGM, pois quanto mais distintas foram as propriedades, mais distantes ficaram
os resultados.

Por fim, foram realizadas anélises em cascas de material com gradacao funcional,
cujos resultados mostraram G6tima concordancia com as referéncias da literatura. Além da
determinagdo de bifurcacdes que levam a um caminho secunddrio, nas cascas mais finas (h = 6.35
mm), através da utilizacdo de técnicas de tragcado de caminho secundario (branch-switching)
junto com o Método do Comprimento de Arco.

De maneira geral, observou-se que o uso dos triangulos racionais de Bézier na anélise
Isogeométrica permite a andlise de modelos complexos por meio da geragdo automdtica da malha
geometricamente exata sem a necessidade da interacao do usudrio, evitando subdividir o modelo
em vérios patches, como nos exemplos das placas com furos de diferentes geometrias, fato
necessario nos elementos isogeométricos NURBS.

Os resultados obtidos nos exemplos de aplicacdo de cargas térmicas em placas
de FGM mostraram que as implementacgdes realizadas foram consistentes e que os tridngulos
racionais de Bézier sdo uma boa alternativa como elementos na Andlise Isogeométrica para
esses problemas de placas com geometria complexa, além de conseguir 6timos resultados sem a

necessidade de malhas excessivamente refinadas.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

As seguintes sugestoes podem ser exploradas em trabalhos futuros:
a) Implementacdo no FAST do carregamento térmico obtido pela solu¢do da equa-
cdo da condugdo de calor;

b) Consideracao das propriedades dos materiais varidveis com a temperatura;
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¢) Andlises termomecanicas considerando o acoplamento entre os efeitos térmicos
€ mecanicos;

d) Estudo de outros modelos micromecanicos capazes de representar as proprieda-
des efetivas dos MGFs;

e) Estudo do efeito do uso de diferentes fatores de correcdo (k) para os MGFs;

f) Implementacdo de um melhor algoritmo de branch-switching de forma a tragar os
caminhos secunddrios de forma mais efetiva e eficiente, possibilitando um melhor
estudo do caminho pds-critico e das condi¢cdes de contorno sob o comportamento

da estrutura.
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