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“O importante ndo € voltar com a vitéria mas
sim lutar por aquilo que se tem amor.” (SEI-

XAS,1972)



RESUMO

Esta tese tem como objetivo estudar o fluxo por hipersuperficies paralelas em produtos riemanni-
fera. Inicial hi ficies i tricas de S x S!
anos e na esfera. Inicialmente, mostraremos que as hipersuperficies isoparamétricas de S" X S" e
H" x S! sdo aquelas que possuem as curvaturas principais constantes, mostraremos também que
uma hipersuperficie de " x R, S x S!, H" x R! e H" x S! é condic#o inicial para a solucdo
do fluxo de curvatura média por hipersuperficies paralelas se, e somente se, tal hipersuperficie
for isoparamétrica. Além disso, mostraremos que uma hipersuperficie estritamente convexa
mergulhada na esfera é condicao inicial para a solucdo do fluxo do inverso da curvatura média

por hipersuperficies paralelas se, e somente se, tal hipersuperficie for umbilica.

Palavras-chave: fluxo por hipersuperficies paralelas; produtos riemannianos; hipersuperficie

isoparamétrica; esfera; hipersuperficie umbilica.



ABSTRACT

This thesis aims to study the flow through parallel hypersurfaces in Riemannian products and in
the sphere. Initially, we will show that the isoparametric hypersurfaces of S” x S! e H" x S! that
have the constant angle are those that have constant principal curvatures, we will also show that
a hypersurface of S” x R, S" x S!, H"* x R! e H” x S! is an initial condition for a solution of the
mean curvature flow by parallel hypersurfaces if, and only if, the hypersurface is isoparametric.
In addition, we will show that a strictly convex hypersurface embedded in the sphere is an initial
condition for a solution of the inverse mean parallel flow if, and only if, the hypersurface is

umbilical.

Keywords: flow by parallel hypersurfaces; riemannian products; isoparametric hypersurface;

sphere; umbilical hypersurface.
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1 INTRODUCAO

Inicialmente, forneceremos um breve desenvolvimento histérico dos problemas
estudados, bem como os resultados obtidos nos ultimos anos. Além disso, descreveremos nossa
contribui¢do nos problemas aqui apresentados.

Além das formas espaciais Q"*!, os produtos Riemannianos Q" x R, Q" x S sdo,
em certo sentido, as variedades mais simples para o estudo de subvariedades imersas. Em
particular, um caso especial deve ser considerado: a geometria das hipersuperficies nestes
espacos. Recentemente, Rosenberg, Meeks e Abresch (ABRESCH; ROSENBERG, 2004),
(MEEKS; ROSENBERG, 2004) e (ROSENBERG, 2002) estenderam muitos resultados classicos
da teoria das superficies no espago euclidiano R? para esses espacos, especialmente os problemas
que envolvem superficies minimas e superficies de curvatura média constante. Inspirado nestes
artigos, muitos gedmetras comecaram a desenvolver uma vasta literatura sobre esses ambientes.
Dentre eles, destacamos os trabalhos de 1. Onnis e S. Montaldo em (MONTALDO; ONNIS,
2007), (MONTALDO; ONNIS, 2004), (ONNIS, 2008) e B. Nelli em (NELLI, 2010), destacamos
também o trabalho devido a Daniel em (DANIEL, 2009) onde ele provou versdes do teorema de
Bonnetem S" x R e H" x R.

Para unificar a notacio, denotaremos por Q! a esfera S”, se ¢ = 1 enquanto o espago
hiperbélico H", se ¢ = —1.

Dada uma imersdo f : M" — Q! x R de uma variedade Riemanniana n-dimensional
M", podemos decompor o campo vetorial unitério d /dt tangente ao segundo fator no seguinte
sentido:

d/dt=df(T)+vn, (1.1)

onde 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M" enquanto 7 € a componente do campo vetorial
tangente a M" e v é a componente normal. A fun¢do v é chamada de fun¢do angulo, visto que
v =(d/dt,m) =cos(O), onde B é o angulo entre d/dt e 1. Em particular, identificando d f(T)

com T deduzimos da relacdo (1.1) a seguinte identidade
IT|I* +v* = 1. (12)

Para uma hipersuperficie f : M" — Q? x R possuindo 7 como uma dire¢do principal
para a segunda forma fundamental, uma classificagcdo local foi apresentada por Tojeiro em (TO-

JEIRO, 2010). Nesse mesmo trabalho o autor também descreveu o caso em que a hipersuperficie
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forma um angulo constante com o campo vetorial d/dt, ou seja, quando 6 é constante. Como
podemos observar em (TOJEIRO, 2010, Proposition 4), hipersuperficies em Q7 x R com fibrado
normal plano em E”*2 ¢ uma imersdo isométrica, se e somente, se T é uma dire¢do principal
de f. Para hipersuperficies em Q! x R, n > 3, com curvatura seccional constante, Tojeiro e
Manfio classificaram localmente tais hipersuperficies em (MANFIO; TOJEIRO, 2011).

De acordo com a defini¢do original, a qual podemos encontrar em (CECIL; RYAN,
2015) uma familia a 1-parimetro M, de hipersuperficies em uma variedade N"**! é chamada de
familia isoparamétricas se cada M; for igual ao conjunto de nivel V~!(¢) para alguma funcio
real ndo constante V definida em um subconjunto conexo aberto de N tal que o gradiente e o

laplaciano de V satisfazem:
lgrad V||> = ¢oV , AV =yoV.

Para algumas funcgdes suaves ¢ e y. A funcdo V é chamada de funcdo isoparamétrica. A partir
dessa definic@o surgiu a definicao de hipersuperficies isoparamétricas. Nesse sentido, chamo
atengao aos trabalhos de Cartan (CARTAN, 1939a), (CARTAN, 1938) e (CARTAN, 1939b),
os quais foram um marco para o estudo das hipersuperficies isoparamétricas, destaco neles
os resultados de caracterizacdo além dos excelentes resultados obtidos no caso especial de
hipersuperficies isoparamétricas imersas em formas espaciais. Um desses resultados se referem
a uma hipersuperficie isoparamétrica f : M" — Q"*! com g curvaturas principais distintas
A1, ..., Ag com multiplicidades my, ... ,my, respectivamente. Se g > 1, entdo Cartan deduziu que,

paracadai, 1 <i < g, ocorre a seguinte identidade:

mi— 7, (1.3)
2 m Ai—Aj

Tal expressdo € usada até hoje na busca de caracterizar por completo as hipersuperfi-
cies isoparamétricas das formas especiais com g curvaturas principais constantes. Deve-se notar
também que tais resultados permitiram Cartan concluir que as hipersuperficies isoparamétricas
das formas espaciais s@o as hipersuperficies que possuem as curvaturas principais constantes.
No entanto, isso nao acontece em outros espacos ambientes, em geral. Por exemplo em (WANG,
1982) podem-se encontrar exemplos de hipersuperficies isoparamétricas em espagos projetivos
complexos que ndo possuem curvaturas principais constantes. Dirigimos o leitor aos excelentes
trabalhos devido a Thorbergsson (THORBERGSSON, 2000) e Cecil (CECIL; RYAN, 2015)

para um extensivo estudo de hipersuperficies isoparamétricas.
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Como mencionado no inicio da introdugdo, acreditamos que Q7 x R assim como
Q" x S! sdo os espagos mais simples para estudar extensdes da teoria das hipersuperficies nas
formas espaciais. Nesse sentido, Chaves e Santos em (CHAVES; SANTOS, 2015) provaram
que para hipersuperficies em Q7 x R é verdadeira a equivaléncia entre as hipersuperficies
isoparamétricas € as que possuem as curvaturas principais constantes, no caso particular em que
a hipersuperficie possui o campo suave 7 como uma direcdo principal. Para isso, as autoras
consideraram a hipersuperficie f : M" — Q! x R com a hipétese que 7 é uma dire¢ao principal,
construiram a familia de hipersuperficies paralelas f; e conseguiram obter uma relagdo entre as
curvaturas principais de f e f;, e entdo procederam como Cartan em (CARTAN, 1939a).

Motivado por esses resultados, obteremos a mesma equivaléncia para o caso de
hipersuperficies de Q" x S!, onde o campo diferencidvel T e a fungio angulo v sdo definidas

novamente pela equagdo

§=df(T)+vn,

onde £ denota o campo vetorial unitério tangente ao segundo fator S'. Observe que v = (£,1) =
cos(a), onde o é o angulo entre § e 7.

Por outro lado, os fluxos geométricos t€m sido considerados em vérias situagdes e
vém produzindo uma extensa literatura com resultados mais destacados. Um dos fluxos distintos
¢ o Fluxo de Curvatura Média .#Z %% que é um fluxo tipo gradiente para o funcional volume.

Sob o .# €%, uma hipersuperficie fechada em R"*! evolui localmente na direcio
em que o elemento de drea diminui mais rapidamente e eventualmente se extingue. Ao longo
do fluxo, singularidades podem ocorrer e seu estudo € bastante interessante. H4 uma extensa
literatura sobre o assunto, comec¢ando com os primeiros trabalhos em ciéncia dos materiais
datados da década de 1920. Remetemos o leitor a excelente pesquisa de Colding, Minicozzi e
Pedersen (COLDING et al., 2015), bem como as referéncias nela contidas.

Em um trabalho mais recente, Tenenblat e Reis em (TENENBLAT; SANTOS, 2018)
provaram que toda hipersuperficie imersa M" de uma forma espacial, evolui pelo .Z % .% por
hipersuperficies paralelas, se e somente se, M for uma hipersuperficie isoparamétrica. O .#Z € .%
de tal hipersuperficie € obtido resolvendo uma equacao diferencial ordindria.

Nesse sentido, iremos estender o trabalho de de Tenenblat e Reis em (TENENBLAT;
SANTOS, 2018) para o caso de um hipersuperficie M” imersas em Q" x Re Q7 x S! que possuem

T como uma direcao principal associada a segunda forma fundamental. Mais exatamente, iremos
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provar que uma hipersuperficie evolui pelo .Z % .% por hipersuperficies paralelas se, ¢ somente
se, M € uma hipersuperficie isoparamétrica.

Outro fluxo especial no estudo da geometria diferencial e andlise geométrica é o fluxo
pelo inverso da curvatura média (. .# ¢ .% ) um fluxo geométrico envolvendo subvariedades de
uma variedade Riemanniana ou pseudo-Riemanniana. Tal fluxo foi usado para obter versdes das
desigualdade de Penrose e desigualdades de Alexandrov-Fenchel, ferramentas muito tteis, e de
interesse na relatividade geral, para mais detalhes, veja (ALEXANDROV, 1937), (GERHARDT,
2015), (MAKOWSKI; SCHEUER, 2016) e (WANG, 2011).

Usando esse fluxo especial, provaremos que cada hipersuperficie estritamente con-
vexa M" mergulhada em uma esfera S"*!, evolui pelo .# .#%€.% por hipersuperficies paralelas,
se, e somente se, M é uma hipersuperficie umbilica. O & .# ¢ .% de tal hipersuperficie é obtido
resolvendo uma equagdo diferencial ordindria. Resolvendo tal EDO obteremos o fluxo de todas
as hipersuperficies umbilicas da esfera. Em particular, apresentaremos solugdes explicitas para o

I M€ F de hipersuperficies umbilicas da esfera.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € apresentar o material basico necessario para a boa
compreensao dos capitulos seguintes. Na sec@o 2.1 apresentaremos alguns fatos bésicos de
imersoes e de variedades produtos que serdo tteis para a compreensdo dos resultados contidos
nas se¢oes 2.2, 2.3 e 3.1 os quais utilizaremos para obter os resultados principais do capitulo
3. Nas se¢des 2.2, 2.3 e 2.4 faremos a construcdo das hipersuperficies paralelas em Q! x R,
Q" xS, e S"*!, relacionando os entes geométricos da familia paralela com os da hipersuperficie
inicial, tais relagdes serdo essenciais na demonstracao dos nossos resultados de caracterizagdo

via fluxo geométricos, objetos do capitulo 3.

2.1 Conceitos basicos de imersoes e produtos riemannianos

Definicdo 2.1.1. Uma hipersuperficie na variedade Riemanniana M"*' é uma imerséo f : M" —

M™ com a métrica induzida

8&x(v,w) = (dfx(V),dfr(V)) (x5

para todo x € M e vyw € TuM. A forma quadrdtica definida por g é denominada primeira forma

fundamental da hipersuperficie f(M), em x € M"

Simplificando a notac¢do, podemos identificar M com f(M), e cada vetor v € T,M,x €
M com dfi(v) € Ty

Uma hipersuperficie f : M" — M"+! é orientdvel, se existe um campo normal unitario
N:M" — (TM)*, onde (TM)* denota o espago normal a f(M) em TM"*!. Neste caso, dizemos

que N(x) € a aplicacdo normal de Gauss de f(M) em x.

Definicdo 2.1.2. Seja f: M" — M™ ' uma hipersuperficie orientada. A forma quadrdtica o,

sobre T,M definida por
o (v,w) = —(dNx(V),dfe(V)) f(x)

¢ denominada segunda forma fundamental da hipersuperficie f(M), em x € M.
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Dado x € M, uma vez que a segunda forma «, € simétrica, existe uma base ortonormal

de autovetores {ej,...,e, } de T,M com autovalores Ai,...,A,, isto é
gx(ei,ej) = 6 e ox(eisej) = Ai0ij,

para todo 1 < i, j < n. Neste caso, denominamos os vetores ¢; direcdes principais e 0s A;(x)

curvaturas principais de f(M) em x.

Definicdo 2.1.3. Sejam f : M" — M"!, uma hipersuperficie orientada e A (x), ..., Ay(x) as

curvaturas principais de f(M) em x € M. A curvatura média de f(M) é definida por

Sejam (M, ¢1), (M%, g») variedades riemannianas. Considerando a variedade M"" x
] 1:81)s 2,8 1
MY munida com a métrica g = g + g7, tal variedade é denominada produto riemanniano. Com
2 8§=28 82, |y
respeito ao produto riemanniano, temos os seguintes fatos:
i- Denotando por V!, V2 e V as conexdes riemannianas de M7, M5 e M{' x M7 respectiva-

mente, entdo para todo X,Y; € Z°(M;) e X»,Y, € 2 (M>), tem-se que
VX1+X2 (Yl + YZ) = V;(IYI + V?(ZYZ'

ii- A curva diferencidvel y= (y1,%): [a,b] = M; x M, é uma geodésica em M}" x M}, se e
somente se, ¥; € > for geodésicas em MY" e M, respectivamente.

iii- Para cadai= 1,2 sejam p; € M; e seja A;(p;) = {vi cTy,M;;1e I(pm)}, donde [, ,,) € 0
intervalo maximal da geodésica ¥(., p;,vi) em M; com condig¢des iniciais (0, p;,vi) = p;
e }/l/ (0, pi,vi) = v;. Note que a aplicacdo exponencial expi,i de (M, g;) esta definida em

A;(pi). Denotamos por exp( a exponencial em M| x M, definida em A(p;, p2) =

p1.p2)
{(v1,v2) €Ty, My x Tp,,Mp; 1 € I((PI,PZ),(VL,VZ))}’ onde /((p, p,),(v,v,)) € © intervalo maximal

de definicdo da geodésica
Y(, (P1,p2); (v1,v2)) = (i (, p1,v1), 12 P2, v2)).-
Dessa forma, temos que A1 (p;) X A2(p2) C A(pi, p2) e que

exp(pl,pz) = (explljlaexplzjz) em Al(pl) X AZ(pZ)

Denote por Q7 as formas espaciais S" ou o espago hiperbélico H", de acordo com

¢ =1 ou ¢ = —1, respectivamente. Podemos considerar

Q= {(x1,...,Xpp1) € B :cx%+x%+---+x%+l =c},
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comx; >0sec=—1,

E! = {(-x17 e 7xn+2axn+3) e $Xp42 = Xp43 = 0}’

E"2 = {1, x043) € E" D xn43 = 0},

denotamos por E"*3 o espaco euclidiano R"™> ou o espaco lorentziano "3 de dimensio
(n+3), de acordo com ¢ = 1 ou ¢ = —1, respectivamente. Se (x1,...,Xx,+3) sdo as coordenadas
candnicas em E"*3, entdo a métrica plana (,) pode ser escrita nessas coordenadas como:

ds* =cdxi+...+dx2 ;.

Dada uma hipersuperficie f: M" — Q! x R, sejam 1 o campo vetorial unitdrio
normal a f e d/dt o campo vetorial unitdrio tangente ao segundo fator R. Podemos definir o

campo vetorial suave 7€ TM" e a funcdo suave v em M" por:
d/dt =df(T)+vn. (2.1)

Lembrando que v = cos(6), onde 6 é o dngulo entre d/dt e 1. Desde que d/dt é um campo

vetorial unitario, temos

V24 ||T|>=1. (2.2)

Sejam V a conexdo riemanniana de Q7 x R, V a conexao riemanniana de M, e .«
o operador de forma de f com respeito a . Uma vez que d/dt é campo paralelo em Q7 x R,

temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.1. Seja f: M" — Q7 x R uma hipersuperficie. Entdo para todo campo vetorial

X tangente a M, vale que:

VxT =vaX, e (2.3)

X(v) = —(X,T). (2.4)

Demonstragdo. Como /0t é paralelo em Q" x R, temos que Vxd/dt = 0. Assim, derivando a

equacdo (2.1) em Q% x R na direcdo de X, obtemos:

Vx(df(T)+vn)=0.
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Usando as propriedades da conexdo riemanniana, temos que:
Vxdf(T)+X(v)n+vVxn =0. (2.5)

A férmula de Weingarten para imersdes, encontrada em (DAJCZER; TOJEIRO,
2019), nos fornece que Vyn = —df(gX)+ V)%n = —df(«7X), visto que e M é hipersuperficie

ha apenas uma direcdo normal. Segue da equacio de Gauss que:
df(VxT)+a(X,T)+X(v)n—vdf(X)=0
e assim obtemos (2.3) e (2.4). ]
Similarmente, considere a hipersuperficie f: M" — Q" x S!, denotemos por 1 o

campo vetorial unitdrio normal a f e & o campo vetorial unitério tangente ao segundo fator S!.

Definamos o campo vetorial suave T € TM" e a funcdo suave v em M" por
E=df(T)+vn. (2.6)

Lembrando que v = cos(a), onde & é o Angulo entre £ e 1. Desde que & é um campo vetorial
unitdrio, temos que

V24 ||T|>=1. 2.7)

Sejam V a conexdo riemanniana de Q x S', V a conexdo riemanniana de M, e </
o operador de forma de f com respeito a 1. Assim como d/dt é paralelo em Q7 x R, temos a
seguinte proposicao:
Proposicio 2.1.2. O campo & definido em (2.6) é paralelo.
Demonstragdo. Uma vez que, (£,£) =1, temos para todo X € T (Q? x S') que (VxE,E) =0.
Por outro lado, sejaY € T (Q’; X Sl) tal que (Y, &) = 0, podemos identificar o campo ¥ como
Y =Y.+Y), onde Y. e Y sdo as componentes tangentes de ¥ em Q7 e S, respectivamente.

Assim como (Y,&) = 0, temos que ¥ = Y,.. Logo, para todo X € T(Q’g X Sl) temos que 0 =
(V§ Y, 8) = (VxY,E) = —(¥,VxE). Segue que o campo & é paralelo. O

Do fato que & é paralelo em Q" x S! temos a seguinte proposicio

Proposicao 2.1.3. Seja f: M" — QI x S uma hipersuperficie. Entdo para todo campo vetorial
X tangente a M, vale que:
VxT =vadX e (2.8)

X(v) = —(aX,T). (2.9)
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Demonstragdo. Como & é paralelo em Q" x S!, temos que Vx& = 0. Assim, derivando a

equacdo (2.6) em Q" x S! na diregio de X, obtemos:
Vx(df(T)+vn)=0.
Usando as propriedades da conexao riemanniana, temos que:
Vxdf(T)+X(v)n+vVxn =0. (2.10)

Mais uma vez utilizando a férmula de Weingarten para imersdes, que pode ser encontrada em
(DAJCZER; TOJEIRO, 2019), obtemos que Vyxn = —df(&/X) +Vin = —df(a/X), visto que
uma vez que M € hipersuperficie ha apenas uma dire¢cdo normal. Segue da equagao de Gauss
que

df(VxT)+a(X,T)+X(v)n—vdf(X)=0.

Ou seja, temos (2.8) e (2.9). ]

Observacao 2.1.1. Por (2.4) e (2.9), se a hipersuperficie é de dngulo constante, ou seja, se vV é
constante e T # 0, entdo T é uma direcdo principal e a curvatura principal associada € igual a

0.

2.2 Hipersuperficies paralelas em Q! x R

Os resultados contidos nesta secdo podem ser encontrados em (CHAVES; SANTOS,
2015), os quais por completeza serdo tratados com precisdo nesta se¢do. Considere uma imersao
f:M" — Q! xR com campo normal unitdrio 1 e seja d /dt o campo definido em (2.1)

Considere F : M" — B2 dada por F :=io f onde i : Q" x R — E"*2 ¢ a aplicagio
inclusdo cujo o campo vetorial unitdrio normal & satisfaz (§,E) =c. Se ¢ € o operador de forma
da imersdo F com respeito a dire¢do normal &, (MENDONCA; TOJEIRO, 2014)) observou
que g (T) = —VvTe g (X) = —X, paratodo X € [T]*, onde [T]* ={X e TM"/(X,T) = 0}.

Se V denota a conexio riemanniana de E"2. Nesse sentido, temos a seguinte proposi¢o:

Proposicao 2.2.1. As seguintes equacoes sdo verificadas para todo X € TM".
1. VxE=df(X)— (X,T)d/ot.
2. Vg =—v{X,T)n.
3. Vin =cv(X,T)E.
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Demonstragdo. Note que & = (71,0), onde 7y : QF x R — Q é a projegdo candnica. Assim
para todo X € TM", tém-se que Vx& = d (df(X))=df(X)—(X,T)d/dt, ou seja obtemos
(1). Além disso,

V& = (Vx&.mm +c(Vx,§)E.

Como & é unitdrio, segue da equagdo (1) que V¥ & = —v(X,T)n, por outro lado

Vin = (Vxn,m)n +c(Vxn,E)E.

Como & € unitério e uma vez que (&,7n) = 0, segue que

Vien = —c(Vx&,n)é.
Ou seja, temos (3). ]

Na préxima proposi¢do, obteremos algumas equagdes que serdo tteis nessa secao.

Proposicao 2.2.2. Sejam f: M" — Q7 x R uma hipersuperficie que possui curvaturas principais
com multiplicidade constante, {X1,...,X,} € T:M uma base ortonormal de direcées principais
e A; as curvaturas principais associadas a X;. Se T é uma direcdo principal, X, = |T||~'T e
Ng =1 —Vvd/dt, entdo

1. VxNo = —Mdf(X;)+cv(X;, T)E — X;(v)d /ot

2. Xi(||T])) =0, paratodo i#n, e X,(||T|)= v,

3. Xi(v) =0, paratodo i#n, e X,(v)=—-A|T]|-

4. Xi(mof)=0, paratodo i#n e X,(mof)=|T|,

onde, m: Q! xR — QL em: QF xR — R sdo as projecoes candnicas.
Demonstracdo. Note que
Vi = Vx,(n — v /dr) = Vxn — Xi(v)d )t = —df (s Xi) + V0 — Xi(v)d /0.

Pela equagdo (3) da Proposi¢do 2.2.1, temos que §X,-TIQ = —Xdf(X;)+cv(X;,T)E —X;(v)d/or.

Usando as equagdes (2.3) e (2.4), temos paratodo i € {1,...,n},

2TIX(IT]) = X (I T|1*) = Xi(T, T) = 2(Vx,T,T) = 2vAi(X;, T)

Xi(V) = —<@7nXi,T> = —<Xi7MnT> = —)Ln<Xi,T>.
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Além disso,
Xi(mo f) =dm(df(X;)) = mdf(X;) = (df(X:),d/dt) = (Xi, T).
l

Consideremos agora as hipersuperficies f: M" — Q" xRei: Q! x R — E"? com
campos vetoriais normais 1 e &, respectivamente, tais que 1 é unitdrio e (§,&) = ¢. Sejam
F:=iof,m: QxR — Qlem: Q! xR — R as projecdes candnicas. Dadost € R, pe M" e
v € Tp(p) (QF x R) tal que dy(,) 1 (v) = v1 e d(,) M2 (v) = v2, a aplicagio exponencial em Qf x R
¢ definida por

V1

vl

rmexp g (tv) = (11 (f(p)), m(f(p)) +1v2), se vi=0,

exp () (tv) = (Cc(IIV1|If)7f1(f(p))+Sc(||V1||t) ,ﬂz(f(p))ﬂvz), se v #0 e

onde

Co(s) cos(s), se c=1 5.(5) sin(s), se c=1 @10
c S)= y c S)= .
cosh(s), se c¢=—1 sinh(s), se ¢=—1.

Dados p € M", v € Ty(,)(Q¢ xR) eacurva or: I C R — Qf x R dada por (1) = exp () (1v).

Observe que o é uma geodésicaem Q” x R que passa pelo ponto a(0) = (71 (f(p)), m(f(p))) =
f(p)e d'(0) = (vi,m2) =v.

A seguir, definiremos hipersuperficie paralela na variedade produto Q” x R.

Definicao 2.2.1. Seja f: M" — Q! x R uma hipersuperficie orientada no produto riemanniano
Q% xR com campo vetorial normal unitdrio . A hipersuperficie paralela a f(M) a uma
distancia, com sinal t € R, é a aplicagdo f; : M" — Q% x R, tal que para cada ponto x € M, o
ponto f;(x) é obtido por transladar a uma distdncia com sinal t € R ao longo da geodésica em

Q x R com ponto inicial f(x) e vetor tangente inicial 1(x).

Agora estudaremos as hipersuperficies paralelas de Q7 x R que possuem 7 como uma
direcdo principal. Para o que segue, seja f: M" — Q7 x R uma hipersuperficie tal que 7 é uma
direcdo principal e com curvaturas principais de multiplicidade constante. Seja {Xj,...,X,} €

T.M uma base ortonormal de direcdes principais com X,, = ||7||~!T. Observe que & o f =
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(m10f,0) e ng =n—Vvd/dt o que implica que ||ngl|| = ||7|| # 0. Entdo as hipersuperficies

paralelas a f em Q7 x R s@o dadas por:

fi = ClITINE o f +Sc(ITIDITI Mg+ (ma 0 £ +1v) 1. (2.12)

Agora, introduziremos um novo parametro, s = s(t) = ¢||T||, a fim de simplificar as nota¢des.

Assim, paratodoi € {1,...,n}, temos

dfi(X;) = —aS()X(IT|NE+Ce(s)Vx,& +1C()X(|TINIT ] g
+Se($)Vx T g+ Xi(my 0 f+1v)d /1.

Do item (1) da Proposi¢do 2.2.1, e dos itens (1), (2) e (4) da Proposi¢do 2.2.2 obtemos que

dfi(Xi) = (Ce(s) = AT 7SI T |16)) df (Xi), para i#n (2.13)

dfi(Xn) = cvSe(ITllt)(1—1An)& + (1= t2n) (VZCe(s) + IT|?) df (Xa)
+(1=12n) (1 =Ce(s)) VI T|n.

(2.14)

Dal, f; é uma imersio se C.(s) — A;||T || ~'Sc(||T||t) # 0, patatodoi € {1,...,n—1} e 1 —tA, #0.
A seguir, vamos obter o campo normal unitdrio da imersdo paralela f; (M) em termos

de f(M).

Lema 2.2.1. Seja f: M" — Q% x R uma hipersuperficie orientada no produto riemanniano
QI xR, com campo vetorial normal unitdrio N e f; : M" — Q7 x R uma hipersuperficie paralela.

Entdo a menos de sinal, o campo normal unitdrio de f;(M) é dado por
M = —c||T||Se(s)§ o f + Ce(s)Ng + vd /1. (2.15)

Demonstracdo. Veremos inicialmente que 1); € unitério, de fato,

P = lI=cITISc(s)E o f +Celo)ng-+va/or|?
= TIPS +CRITIP +v?
= TP+ =1,

Ikt

Devemos agora verificar que 1); € de fato um campo normal, ou seja, que 7, € tangente a Q7 x R

e ortogonal ao fibrado tangente 7M identificado com d f(T M) para verificarmos que 1, é campo
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tangente a Q7 x R € suficiente verificarmos que 1, é ortogonal a & o f;, tal fato é obvio uma vez
que

Eofy=Cus)E0 f+S(s)||IT] "ng-

e (N, Ce(s)& o f+Sc(s)||T||~'ng) = 0. Agora veremos que 7, € ortogonal a d f(TM). De fato,
seja {X1,...,X,} € T.M uma base ortonormal de dire¢des principais com X, = ||T||~'T. Por
(2.13), temos para i # n que (1;,d f;(X;)) = 0, uma vez que ({ o f,d f(X;)) =0, (ng,df(X:)) =0,
e (d/dt,df(X;)) =0.Paraocasoi=n,observe que d/dt =df(T)+vn =|T|df(X,)+vne

Mg =1-Vvd/dt =1 —V|T|ldf(X,) - v?n = T|*n—v|T|df(X,).
Portanto, podemos reescrever 1, da seguinte forma
e = —¢|T|Sc()€ o £+ (ITIPCe(s) + v ) + (1 = Cels)VIIT|ld f (Xs)-

Fazendo um rapido célculo, obtemos que (1n;,d f;(x,)) = 0. Segue entdo que 1, é o campo

vetorial normal de f;(M). O

Estamos interessados em obter uma relagio entre as curvaturas principais de (M) e
fi(M). Para isso obteremos uma relacdo entre as direcdes principais de f(M) e f;(M), em linhas

gerais temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2.3. Se {Xi,...,X,} € um referencial de direcées principais ortogonais em f,

entdo ele é também um referencial de direcoes principais ortogonais de f;.

Demonstragdo. Observando as expressées (2.13) e (2.14) que (d f;(X;),d f;(X;)) = 0 para i # j,
comi,j€{l,...,n}. Iremos calcular §X,-Tlt € mostrar que <§Xin’,df,(Xj)> =0, paratodo i # j.

Temos, pela equagdo (2.15), que

Ve = —eXi(||T|ISc(s))& o f —c|[T|Se(5) V& o f + Xi(|| T||Cels)) g+
Ce(s)Vx,Mg +Xi(v)2 /01,

onde

Xi([[T1Se(s)) = (Sc(s) + [T Ce(s))Xi(IT])

e Xi(Cc(S)) = _CtSc(s)Xi(HTH)‘
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Segue, pelo item (1) da Proposicao 2.2.1, e pelos itens (1), (2) e (3) da Proposi¢do 2.2.2 que:

Vit = —(c||T|[Se()) + AiCe(s))df (X;), parai#n (2.16)

Vi = {(1=14)[|T[[Cc(s) = MnSc(s)}evE o f
=2 (IT]]2 + V2C.(5)) — eV ||T S (s) (1 — £A,) Yd f (X,,) (2.17)
eV T|2Se(s) (1 —12) = V|| T || A(1 — Ce(s))}m.

Logo, por (2.16) e (2.17) temos que (§Xin,,dft(Xj)) =0, paratodo i # jcomi,j€{l,...,n}e
consequentemente {Xp,...,X,} é um referencial de direcGes principais ortogonais em f;. [

O préximo resultado nos fornece a relagdo entre as curvaturas principais da imer-
~ n . o
sdo em Q7 xR que possuem 7 como uma direcdo principal e as curvaturas principais das

hipersuperficies paralelas.

Proposicao 2.2.4. Seja f: M" — Q! x R uma hipersuperficie que possui direcdo principal T e

Ai, i € {1,...,n}, sd@o as curvaturas principais. Se f; é uma familia de hipersuperficies paralelas
a f com curvaturas principais A, i € {1,...,n} entdo
Lo ATISW HAC)
Ce(s) = Ml T[|7"Sc(s)
2 A=
Demonstragcdo. Se {Xi,...,X,} € T,M é uma base ortonormal de dire¢des principais f. Entdo,

pelas equagdes (2.16) e (2.17), temos que

V1 = — (c||T||Sc(s) + AiCe(s))df(X;), fori%n e (2.18)

Ve = {(1=14)[|T[[Cc(s) = AuSc(s)}evE o f
M| TP+ V2Ce()) — V2| T||Se(s)(1 — tAa) }df (X) (2.19)
+ {CVHTHZSC(S)(l _tln) - VHTH)Ln(l _Cc(s>)} n.

Note que se {Xj,...,X,} é uma base ortogonal de dire¢des principais de f, entdo é
também uma base ortogonal de dire¢Oes ortogonais de f;, de fato, das equacdes (2.13) e (2.14)
temos que (df;(X;),df;(X;)) =0, para i # j . Por outro lado, das expressoes (2.13) e (2.14)

temos que

(dfi(X:),dfi(X)) = (Ce(s) = M| T|| 7' Se(s))®, para i#n (2.20)
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(dfi(Xy),df; (X)) = (1 —12,)>. (2.21)

Além disso, usando as identidades (2.13) e (2.18) temos para i # n,

— (VM dfi(X)) = (c||T|Se(s) + ACe(s)) (Ce(s) = A[|T]|1Se(s)) - (2.22)
De (2.14) e (2.19) concluimos também que

(Vi My d fi (X)) = —An(1 = 11). (2.23)

Agora, por (2.20) e (2.22) podemos calcular

- (ViTi,dfi(X) >:(C||T||Sc(S)+/1iCc(S))(Cc(S)—)»i||T||*15c(S))
L (dfi(Xa),dfi (X)) (Ce(s) = MlIT]I="Sc(s)) ’

para i # n, ou seja,
2 CITIS) + ACls)
L Ce(s) = AT S (s)

Para i = n, temos, por (2.21) e (2.23) que

r_ (Vxin, dfi(X;) - (1 —1t2y)
P (X)), df (X)) T (1 —thy)?

Ou seja,
Al = A
o1 —tA,

]

O préximo resultado mostra que se uma hipersuperficie possui o campo 7" como

direcdo principal entdo sua familia de hipersuperficies paralelas também o possui.

Corolario 2.2.1. Sejam f: M" — Q! x R uma hipersuperficie e f; sua familia de hipersuperficies

paralelas. Se T é uma dire¢do principal de f com curvatura principal associada A, entdo T' é

uma dire¢do principal de f; e além disso, T' = I—Tﬁt com d /ot =df(T")+vn,
Demonstragdo. Por (2.15), temos

9/t — vl = cV||T|Se(s)E o f — vCe(s)Mg + (1 — v3)3 /at. (2.24)
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Substituindo Ng =N —vd/dt e d/dt = ||T||df(X,)+ vn em (2.24), obtemos

/0t —vn, = cV|[T|ISe(s)€ o f + (v2Ce(s) + ITIP)IT |l f (Xn)+
(1 =Ce())VIT*n.
Logo, pela equacgdo (2.14) deduzimos que

7]
1—tAn

/0t —vn; = dfi(Xn) = dfi( ) =dfi(T").

1—tAn

Como querfamos demonstrar. 0

2.3 Hipersuperficies paralelas em Q" x S!

Adaptando a secdo anterior, nessa secdo obteremos resultados parecidos para o caso
das hipersuperficies f : M" — Q" x S', cujo o campo vetorial normal unitério é 1) e & é o campo
definido em (2.6).

Considere a imersdo F : M" — E"*3 definida por F :=io f, onde i : Q7 x S! — E"+3
é a imersdo natural dada pela inclus@o cujos vetores normais sdo definidos por & = (71,0) e
& = (0,m), onde, m: Q" xS' — Qe m: Q" xS! — S! sdo as projecdes candnicas. Sejam
(&,0f) € D(&0r) 08 Operadores de forma da imersao F com respeito as dire¢des normais Eiof

e & o f. Se V é a conexdo riemanniana de E"*3, entdo, temos que:

Proposicao 2.3.1. Valem as seguintes identidades para X € TM",
1. Vx(&rof) =df(X) — (X,T)E.
2. Vx(&2of)= (X, T)§.
3. Vx(&iof)=—v(X,T)n.
4. Vy(&of)=v(X,T)n.
5. Vyn =cv(X,T)(& o f) = v{X,T)(&o f).
6. Vx§ = —~(X.T)(&0 /).

Demonstracdo. Note que Ej o f, & o f,i,(1) sdo os campos vetoriais unitdrios normais a F, de

sorte que para todo X € TM, temos

Vx (& of) =dm(df(X)) =df(X)— (X,T)E.

e §X(§2 of)=(X,T)E, o que implica as duas primeiras identidades. Da identidade (2.6) temos

que

Vx(&iof) =df(X)— (X, T)(df(T)+vn).
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Vx(&o f) = (X, T)(df(T)+vn).

Segue que (¢ o)X = —X + (X, T)T, gopX =—(X,T)T, Vy(éiof)=—vX,T)n e
Vi (& o f) = v{X,T)n. Por outro lado, uma vez que 1] tem norma unitdria, V-1 serd uma
combinagio linear de (& o f) e (& o f). Como ((&; 0 f),n) =0, uma vez que Vy (& o f) =
—Vv{X,T)n, temos que (Vin,(& o f)) = —(n,Vx(& o f)) = v(X,T) e do mesmo modo,
como ((& o f),n) = 0, da identidade Vi (& o f) = v(X,T)n, temos que (Vy7, (&0 f)) =
—(n,Vx(&of)) =—Vv(X,T). Desde que (&1 0 f), (E1of) =c, e ((&0f), (&0 f) =1, segue-
se

Vin =cv(X,T)(&iof) = v(X,T)(&o f),

o que conclui o quinto item. Finalmente, desde que £ é um campo paralelo em 7' (Q? x S!),
temos que %Xé = A& of)+a(&of), por um célculo direto, temos que A =0e o = — (X, T),

assim %xé = —(X,T)(& o f), completando a demonstra¢do da proposicao. O
Na préxima proposi¢do, apresentaremos mais algumas equagdes.

Proposi¢io 2.3.2. Sejam f: M" — Q" x S! é uma hipersuperficie que possui as curvaturas
principais com multiplicidades constantes, {X1,...,X,} € TuM uma base ortonormal de direcoes
principais e A; as curvaturas principais associadas a X;. Se T é uma dire¢cdo principal, X, =
IT|7IT e ng =1 — V&, entdo

1. Vxng = —Adf(X;) +cv{X:, T)(& o f) = Xi(V)E,

2. Xi(|IT]]) =0, paratodo i#n, e X,(||T|)=vAin,

3. Xi(v) =0, paratodo i#n, e X,(v)=—M|T|.

Demonstragdo. Observando que g = 1 — v&, temos pela férmula de Weingarten que
Vxing = Vx,(n = V&) = Vxn = X(v)§ —vVx & = —df(AnX:) + V1 — Xi(v)E —vVx¢.

Pela proposicao anterior, uma vez que V)%i n-— V§X,-é =cv(X;,T)(& o f), obtemos que §Xi77<@ =
—Aidf(X;) +cv(X;, T) (& o f) — Xi(v)E, o que conclui o primeiro item.

Usando as equagdes (2.8) e (2.9), obtemos parai € {1,...,n},

2 TIIX(IT) = X:(||IT|1*) = Xi(T, T) =2V, T, T) = 2vAi(X;, T)
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e X;(v) = —(ApX;,T) = —(X;,AnT) = —A,(X;,T). Fazendo i variar em {1,...,n}, obtemos (2)
e (3), concluindo a demonstragdo da proposic¢ao.

]

Consideremos agora as hipersuperficies f: M" — Q! xS' e i: Q" x S! — E"+3
com dire¢des normais 1 , & e &, tais que 1 é campo unitdrio normal a f, e & e &, sdo os
campos normais da imersio i: Q7 x S! — E"*3 que satisfazem (&1,&1) = ce (&, &) = 1. Sejam
F:=iof,m: Q'xS! - Qlem: Q! xS! — S!as projegdes canonicas. Dados t € R, p € M"
ev € Ty (QF ¥ S1) tal que dy(pym(v) =vi #0edp,m(v) = vz # 0, a aplicagio exponencial

em Q7 x S! é definida por

exp () (1V) = (ccu\vlur)m () +Selr ) cos<nv2ur>n2<f<p>>+sin<uvzur>||:—j|,) ,
onde

cos(s), se c=1 sin(s), se c=1
Co(s) = , Se(s) = (2.25)
cosh(s), se c¢=-—1 sinh(s), se c¢=—1.
Tome p € M", v € Ty, (QF x S eacurva : I CR — Q" x S! definida por
a(t) = expyp (tv). Observe que a € uma geodésica em Q7 X S! que passa pelo ponto a(0) =
(m(f(p)),m(f(p))) = f(p) e tem velocidade a'(0) = (vi,v2) = v.

A seguir, definiremos uma hipersuperficie paralela em uma variedade produto Q7 x

St.

Definicdo 2.3.1. Seja f: M" — Q" x S' uma hipersuperficie orientada no produto riemanniano
QI x S com campo vetorial normal unitdrio M. A hipersuperficie paralela a f(M) a uma
distdncia com sinal t € R é a aplicagdo f, : M"* — Q" x S!, tal que para cada ponto x € M, o
ponto fi(x) é obtido por transladar a uma distdncia com sinal t € R ao longo da geodésica em

Q" x S! com ponto inicial f(x) e vetor tangente inicial 1 (x).

Agora estudaremos as hipersuperficies paralelas de Q7 x S! que possuem 7' como
direcdo principal. Para o que segue, seja f: M" — Q7 x S! uma hipersuperficie a qual 7 é uma
dire¢do principal e com curvaturas principais de multiplicidades constantes. Seja {Xj,...,X,} €
T.M uma base ortonormal de dire¢des principais com X, = ||T||~'7. Observe que &j o f =
(mof,0), &of=(0,mof) e ng=mn—vE oqueimplica que [Nyl = ||T|| # 0. Entdo,

as hipersuperficies paralelas a f sdo dadas por

fi=CetlITI)E1 0 f + St TINIT |~ Mg+ cos(rv)Ea 0 f +sin(tv)é. (2.26)
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Agora, introduziremos um novo parametro, s = s(t) =¢||T'||, a fim de simplificar as
notagdes. Denotaremos 27 = C,(s)&1 o f, 25 = Sc(s)||T|| " 'ng, 23 = cos(tv)éro f e Xy =

sin(tv)&. Assim, podemos reescrever (2.26) da seguinte forma
=21+ 2+ 25+ Za. (2.27)

Afim de calcularmos d f; (X;) analisaremos em separado cada termo de (2.27) com
ajuda das Proposigoes 2.3.1 e 2.3.2. Iniciaremos com §Xi 2 = %X,.Cc(s)ﬁl o f. Primeiro usare-

mos a Proposicao 2.3.1 para inferir

V21 = —aSc(s)X(|T|)& o f+Cel(s)Vx,Erof

= —aSc()Xi(ITIN&1 o f+Ce(s) (df (X;) — (Xi,T)E).

Assim, usando a Proposi¢do 2.3.2 obtemos pela ultima relagio para i # n
Vx, 21 = —Ce(s)df (Xy), (2.28)

enquanto para i = n inferimos

Vx, 21 = —ctSce(s)VA&i o f+Ce(s) (df (Xa) —IT[&)
= —ctSe(s)VAn&i 0 f+Ce(s) (df (Xa) = IT|(IT||df (X + V7))
= —ctSc(s)V & o f+Cols) (Vi (X)) — | T||v7). (2.29)

Seguindo, calcularemos §Xi=% = %X,.Sc(s) 7|~ 'ng. De onde teremos

Vx2s = tC)X(ITDIT " ng

R X;(||T
+ sTIn(IT] 1vxin@—%n@)-

Mais uma vez, usando a Proposi¢do 2.3.2 obtemos da ultima relagdo parai # n o

seguinte
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Vs, 2 = Se(s)|TII™' Vxng.
= ST~ Mid f(Xi), (2.30)

por outro lado para i = n deduzimos

Vx, 23 = 1Ce(s)vA|T| 'ng
15 v,

Desde que g =1 —v& =1 = v(|T|ldf(Xa) +vn) = T[>0 = vIT|ldf(Xy),

usando a Proposi¢ao 2.3.2 obtemos que

Vx, 22 = 1C()VA|T| (IT]*1n = VIIT[|df (X))
+ &-()HTII”( D f(Xa) +V|IT|[E1 0 f + Ml|TE)
- S<>HT”2(HTHZn VIIT(ldf (X))
= 1Ce(s)V2u (T — vdf(Xy))
+ Se(9) (= Al T df (Xn) + cVEr 0 f + M)
- Sc(s)wln(n—VHTII’ldf(Xn)))

= 1C(s)VA (HTHH vdf(Xy))
+ Se($) (=Ml TN~ (1= V) f(Xa) +evEio f+ M€ — Avm)
= 1C(s)VA (||T||77 vdf(Xn))
+ Se(s) (= MllT|ldf (Xn) +cvEro f+An& — Auvm)
)

Ce(s)VA, (IIT |0 — vdf(X,)) +cSe(s)vE o f. (2.31)

Procederemos agora a calcular Vy, 23 = V. cos(1v)&; o f. Entdo, temos pela Pro-

posi¢ao 2.3.1

Vx. 23 = —tX,-(v)sin(tv)szOf+COS(lV)§Xi§2°f

1

= —tX;(v)sin(tv)&y o f+cos(tv)(X,T)HE.

Novamente, invocamos a Proposi¢do 2.3.2 para escrever para i # n
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Vy.25 =0, (2.32)

1

enquanto, para i = n inferimos

Vi 25 = th||T]|[sin(tv)& o f +cos(tv)|T|€

n

= tA||T||sin(tv)& 0 f +cos(tv)||T | ([|T||df (Xa) + v). (2.33)

Finalmente, calculemos §X; Za = §Xi sin(#v)&. Entéo derivamos da Proposi¢do 2.3.1

Vi, Zi = tXi(v)cos(tv)E +sin(tv)Vy &

= tX;(v)cos(tv)E —sin(tv)(X,T) (&0 f).

Novamente, invocamos a Proposi¢do 2.3.2 a fim de deduzirmos para i # n que
Vx, 24 =0, (2.34)

assim como

Vi, Zi = —1h|[T]cos(tv)E — sin(ev) | TI|(Ez 0 f)

n

= —tha|[Tlcos@v)(IT[ldf(Xn) +vn) —sin(ev)||IT|[(E20f).  (2.35)

Assim, usando as relacdes (2.28), (2.30), (2.32) e (2.34) escrevemos para cada i # n
dfi(X) = (C(IT ) = MlIT 17 ST Nl0) df (X). (2.36)

Por outro lado, usando as relagdes (2.29), (2.31), (2.33), e (2.35) obtemos que

Ah06) = (=12 (VSel)& o f+ (V2Culs) + TP cos(ev)) dF (X))
+(1—t)|T) ((cos(tv) —Co(s)) v —sin(tv)E 0 f). (2.37)

Segue das relacdes (2.36) e (2.37) o seguinte lema.
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Lema 2.3.1. Sejam f: M" — QI x S uma hipersuperficies que possui T como uma dire¢do
principal e {X1,...,X,} € T.M uma base ortonormal de direcées principais com X, = |T||~'T.
Entdo {Xy,...,X,} é também uma base ortogonal de f;, e

1 (dfi(X).df(X)) = (Ce(s) = T[S (5))

2. {dfi(Xn),dfi(Xn)) = (1 —thy)?.

3. {dfi(Xn),dfi(Xi)) =
Além disso, f, é uma imersdo desde que C.(s) # A||T||~'Sc(s), para cadaic {1,...,n—1},e
1—tA, #0.

Demonstragdo. Das equagdes (2.36) e (2.37) temos que {Xj,...,X,} € de fato uma base

ortogonal de f;. Agora, pela equagdo (2.36) obtemos para i # n que

(df(X),dfi (X)) = (Cols) = M| T 7' Se(s)),

enquanto, para i = n, usando a expressao (2.37) e um célculo direto, obtemos:

(dfi(Xn) dfi(X)) = (1—t, >2vzsc<) (1= 12)2 (VACels) +[|T||* cos(rv))*
+ (1=12,)? (cos(tv) = Ce()) V|| |12 + (1 = tA) 2| T sin(tv)?
= (L= tA)2V2S(5)? + (1 = tAn)? (V3Cels) + || T Pcos(ev))®
+ (1=t)2(V]|T|[cos(tv) — VI|T||Ce(s)) + (1 — 12,)2|| T||*sin(¢v)?
= (1=12,)*[V2Se(s)> + (IT|I* + I T|[v?) cos(tv)* +
+ (VPHITIPV?)Ce(s)® + 1T sin(tv)?]
= (1=t2)*[V2Se(s)* + | T|[* cos(tv)? + VZCe(s)? + || T|* sin(rv)?]
= (1=12)*(|IT|]* +v?).
concluindo a demonstracdo. O

A seguir, vamos obter o campo normal unitdrio da imerséo paralela f; (M) em termos

da hipersuperficie f: M" — Q" x S'.

Lema 2.3.2. Sejam f: M" — QI x S' uma hipersuperficie orientada no produto riemanniano
Q" x S', com campo vetorial normal unitdrio N e f; : M" — Q" x S' uma hipersuperficie

paralela. Entdo a menos de sinal, o campo normal unitdrio de f;(M) é dado por

N = —c||T||Se(s)&1 0 f+Ce(s)Ng — vsin(tv)Ey o f + veos(tv)E. (2.38)
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Demonstragcdo. Primeiro verificaremos que o campo vetorial 1); € unitdrio. De fato:
Iel? = 171282 (5) + CZ(s)IIT 1>+ v2 sin(rv)* + v cos(tv)?, (2.39)

assim, ||1;||? = ||T||* 4+ v? = 1, ou seja, 1, é unitdrio.
Desde que ng =1 —v& =n —v(|T|ldf(Xs) +vn) = IT|]>n = V|T|ldf(X,), e
& =||IT||df(X,)+ vn podemos reescrever o campo vetorial 1), como segue:
M = —c|TISc(s)€0f+Ce(s)ITIPN —VIT|df(Xa)) — Vsin(tv)Ero f
+veos(ev)([T(ldf (Xa) +vn)
= —c|T|ISe(5)&1 0 f + (|IT[|*Cels) + v cos(tv))n — —vsin(tv)E o f
+V||T||(cos(tv) — Ce(s))d f(Xn). (2.40)
Um célculo direto a partir das equagdes (2.13), (2.37) e (2.40) nos fornece que (df;(X;),n;) =0,

ou seja, 1; € o campo vetorial normal da hipersuperficie paralela 7, 0

Como foi feito para o cdlculo de d f;(X) iremos separar 7, da seguinte maneira:
n=N+%+%+, (2.41)
onde % = —c||T||Sc(s)&10 f, % = Ce(s)Ng, %5 = —vsin(tv)Eo f e #4 = veos(rv)E. Mais
uma vez, usaremos a Proposi¢ao 2.3.1 e para escrever
Vi@ = —eXi(|[T[Se(s)é1 0 f =€l TlISe(s)Vx&iof

= —c(X(ITSe(s) +ITIXITINCe(5))) &1 0 f =l TIISe(s)Vri&a o f

= —c(X(ITINSc(s) + I TIXT)Ce(s))) 1o f
—||T[ISc(s) (£ (Xi) — (X, T)E).

Novamente, usando a Proposi¢do 2.3.2 obtemos da ultima relagdo para i # n

Vx 2 = —c||T||Se(s)df(X:), (2.42)

enquanto para i = n inferimos
Vi, = —c(VASc(s) +1vA,||T|Cels)))Er o f

)
—c||T1Se(s)(df (Xn) = ITII(IT |df (Xa) + V).
= —c(VAnSe(s) +1VA||T(|Cc(s))) Er o f
)(

—c|| T|ISc(s) (vdf(Xa) — | T|v)). (2.43)
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Agora, calcularemos

V% = —aS(s)X(|T|)ng+Ce(s)Vxno

= —aSe(s)Xi([T])ng
+ Cels) (= Adf(X;) +ev(Xi, T)(&i o f) = Xi(V)E).

Novamente pela Proposi¢ao 2.3.2 obtemos pela tltima relagio para i # n

V% = —ACe(s)d f (X;). (2.44)

e quando i = n inferimos

Vx, % = —ctSe(s)VAnTig +Ce(s) (= Aa(df (%) = | TIIE) + V[ T[|(Er 0 £)).

Uma vez que Ng = | T||*n — v||T||df(X,), obtemos

§X,, %

+

+

+

+

—ctSe(s)VA(ITIPn = V(T |ldf (Xn))

Ce(8) (= n(df (Xa) = IT[1E) + VT (&1 0 f))

—ctSe(s)VA(ITIPn = VI T|ldf (X0))

Ce(8) (= n(df %) = ITN(IT Nl f (Xn) + V1) + VT (&1 0 f))
—ctSe(s)VAu (I T|1Pn = VIT|ldf(Xn))

Ce(s) (= V2 df (Xa) + M| T|v1)) + eV T||(&1 0 f))

(ctAnlT[1V2Se(s) = AnV2Ce(s))df (Xn) + eV TICe(s) (&1 0 f)

(= ctAaVIITISe(s) +Aal| T lc(s)) 7 (2.45)

Vejamos agora Vy, %5 = —Vyx,vsin(tv)&; o f. Entdo, temos que

_§Xl%

= (sin(tv) +1veos(1v))Xi(V)Er o f+ Vsin(tv)Vy, & o f

= —||T||(sin(zv) +1veos(rv))&ro f+ vsin(tv) (X, T)E.
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Novamente, devido a Proposi¢ao 2.3.2 obtemos da tultima relagdo para i # n
Vx.% =0, (2.46)

enquanto para i = n deduzimos

Vx, % = (sin(tv)+tveos(tv))A,||T||& o f— vsin(tv)||T||€.
= (sin(tv) +1veos(tv)) 4 ||T||Ex 0 f — vsin(@eV)||T||(|IT ldfx,) +vn).  (2.47)

= (sin(tv) +tveos(tv)) || T||E o f — vsin(tv) || T||*d fx,) — v sin(ev)|| T m.

Agora, calculando VA7X1,% = €7Xivcos(tv)§, obtemos que

Vx% = (cos(tv)—tVSin(tv))Xi(v)é+VCos(tv)§X,.§

= (cos(tv) —tvsin(1v))Xi(v)€ — veos(tv)(X;, T)& 0 f.
Novamente, usando a Proposi¢ao 2.3.2 concluimos da dltima relagdo para i # n

Vx.% =0, (2.48)

quando i = n obtemos

%Xn% = cos(tv) —tvsin(tv)) 4, ||T||€ — veos(tv) || T ||&2 0 f.

—(cos(tv)

= —(cos(tv) —tvsin(tv)) 4| T||(IT]|df (Xn) + vn) — veos(tv) || T||E2 o f.
—(cos(tv) —tvsin(tv)) 4| T||*d f (Xu) — (cos(tv) —tvsin(tv)) 4| T| v
—v

cos(tv)||T||& o f. (2.49)

A fim de computar %Xi 7N, para i # n, € suficiente usarmos as expressoes (2.42), (2.44), (2.46),

e (2.48). A partir, dessas relagdes, obtemso

Vit = — (c||T|ISe(s) + ACe(s)) dF(X). (2.50)
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Para concluir, invocaremos as relagdes (2.43), (2.45), (2.47) e (2.49), a fim de obter

para i = n, a seguinte identidade

Vil = (e(l =) VT|[Cels) = cne(s)) &1 0 f
— (AalITIPcos(ev) + V2Ce(s)) + (1 = 1) VTS (5) ) (X)
— {1 =1,)V||T|?sin(tv) } df(Xy) (2.51)
- VITI (1= 12) (T 1Se(5) = (8)in(2v)) = An (cos(ev) = Ce(s)) )
— (1= tA)VI[T|[cos(tv) = || T sin(ev)) 20 f.

Estamos interessados em obter uma relagio entre as curvaturas principais de (M) e
f:(M), para isso obteremos uma relagéo entre as dire¢des principais de (M) e f;(M). Em linhas

gerais temos a seguinte proposi¢ao.

Proposic¢do 2.3.3. Se {X1,...,X,} é um referencial de direcdes principais ortogonais de f, entdo

ele é também um referencial de direcdes principais ortogonais de f;.

Demonstragdo. Observe das equagdes (2.36) e (2.37) que (df;(X;),df;(X;)) =0 parai # j, com
i,j€{1,...,n}.Logo, usando as expressodes (2.50) e (2.51) concluimos que <§Xi N, dfi(X;)) =0,
para todo i # j com i,j € {1,...,n} e, consequentemente {X,...,X,} é um referencial de

direcOes principais ortogonais em f;. 0

O proximo resultado nos fornece uma relagio entre as curvaturas principais de
uma hipersuperficie em Q" x S! que possuem uma diregio principal igual a T e as curvaturas

principais das hipersuperficies paralelas a ela.

Proposicio 2.3.4. Sejam f: M" — Q! x S! uma hipersuperficie possuindo uma direcdo principal
T e X, i€{1,...,n} suas curvaturas principais. Se f; é uma familia de hipersuperficies paralelas

a f com curvaturas principais )»i’, i €{l,...,n}, entdo, temos que
c||T|Sc(s) + AiCe(s)

1. Ml = , 1#n,
TG AT
20 A ="
Demonstragdo. Observe que se {X,...,X,} é um referencial ortogonal de dire¢des principais

de f, entdo € também um referencial ortogonal de dire¢des principais de f;.

Além disso, das relagdes (2.36) e (2.50) temos para todo i # n,

_<§X,-nt,dfz(Xi)> = (c||T|[Sc(s) +ACc(s)) (Cc(s) —AiHTH_lSC(S)) . (2.52)
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Para i = n, para simplificar os cdlculos, usaremos as seguintes notacoes

= (1—1hp)cc(s)

b = (1—1tA,) (V2Ce(s) + || T || cos(tv))
oy = (1=12n)||T|v (cos(tv) = Ce(s))
Ay = — (1= t2)||T]|sin(ev).

Usando essas relacdes podemos reescrever (2.37) da seguinte maneira

df(Xa) = A& o f + hdf(X,) + 0 + S f. (2.53)

De maneira andloga, denotaremos
B1 = cv((1=120)||T||Ce(s) = AnSc(s))
By = — (ln(HTHzcos(tv) + (1=t v ( (5)) — V|| T[Sels) + HTstin(tv))>
By =V||T| ((1 — t2) (c||T||Se(s) — vsin(tv)) — A, (cos(tv) —Cc(s))>
By = |T||(— (1 —1A,)veos(tv) + Aysin(rv)).
Dessa forma, utilizando tais nota¢des, reescrevemos a equacao (2.51) como segue

Vy 0y = B o f+ Bodf(Xy) + Ban + By o f. (2.54)

Sob as simplificacdes acima, obtemos de (2.53) e (2.54)

(Vi M, d (X)) = co/i B + B + 5B + Ay Pa. (2.55)

Assim, para calcularmos (%Xn N:,dfi (X)) € suficiente calcularmos «7.%;, for i =

1,2,3,4. Vamos agora fazer tais cdlculos.

NBy = (1—12,)*V?||T||Se(5)Ce(s) — Aa(1 —12,)V2S,(5)2. (2.56)

h%B = (1=tdy)(||IT|*cos(tv) +V>Ce($)) (~Aa([|T|* cos(tv) +VCe(s))
— eV2||T|ISe(s) (1 — tA,) (1 — tA,)V|| T *sin(ev))
= —Aa(1=1Aa)(IIT|[*ecos(tv)® + 2| T?v? cos(1v)Ce(s)) + VCe(5)?)
— (L= 1) VH|T|Ce(5)Sc(s) — (1 —125) V2T |*Sc(s) cos(tv)

— (1 =12)*VH|T|*Ce(s)sin(tv) — (1 —t2,)*v||T||*cos(zv)sin(tv).  (2.57)
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BBy = (1=1d)|T||[v(cos(tv) — Ce(s)) (—VIIT[[An(cos(rv) — Ce(s))
+ cV|T|PSc(s)(1 = 1Aa) — (1= 12,)V?[| T sin(zv))
= (1= tA)[|IT|*v? (cos(tv)? = 2cos(tv)Ce(s)) + Ce(s)?)
+ (1 —1A,)2V?||T|P cos(tv)S.(s) — (1 — tA)2V3||T||* sin(rv) cos(tv)
— c(1=12)*V?|[T|PCel5)Sc(s)
— (1 —=tA)*V3||T||>C.(s) sin(rV). (2.58)
A4 By = (1 —12,)?V||T||*sin(zv) cos(1v) — Au(1 —tA,) || T||* sin(zv)>. (2.59)

Substituindo as equagdes (2.56), (2.57), (2.58) e (2.59) em (2.55), obtemos

(Vi N dfs(Xa)) = —An(1—12,). (2.60)

Para concluir a demonstracao € suficiente usarmos a primeira equacio do Lema 2.3.1
e a identidade (2.52) para obter a primeira assertiva da proposi¢do. Ja a segunda segue da dltima

expressao do Lema 2.3.1 e da equacdo (2.60). Isso completa a prova da proposigao. [l

2.4 Hipersuperficies paralelas na esfera

Como feito anteriormente nas variedades produto, trataremos agora de estudar as
hipersuperficies paralelas a uma hipersuperficie da esfera S**!, relacionando as suas propriedades

geométricas com as propriedades geométricas da hipersuperficie original.

Definicdo 2.4.1. Seja f : M" — S"T! uma hipersuperficie orientada na esfera S™, com campo
vetorial normal unitdrio M. A hipersuperficie paralela a f(M) a uma distdncia, com sinal,
t € R é a aplicagdo f, : M" — S"!, tal que para cada ponto x € M, o ponto f;(x) é obtido por
transladar a uma distancia com sinal t € R ao longo da geodésica em S™+' com ponto inicial

f(x) e vetor tangente inicial 1 (x).

Assim, dada uma hipersuperficie da esfera f : M" — S"*!, a familia de hipersuperfi-

cies paralelas a ela, € definida pela seguinte expressao:

fi(X) =cos(t) f(x) + sin(¢)n (x). (2.61)
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Vamos agora obter uma expressdo para o campo vetorial normal a f; (M) em termos da hipersu-

perficie f(M)

Lema 2.4.1. Sejam f : M" — S uma hipersuperficie orientada com campo vetorial unitdrio
normal M e f, : M" — S"™ uma familia de hipersuperficies paralelas. Entdo, o campo vetorial

unitdrio 1, normal a f; é dado por

M (x) = —sin(z) f(x) + cos(t)n (x), (2.62)

Demonstracdo. Inicialmente, verificaremos que o campo —sin(z) f(x) 4 cos(¢)7n(x) é normal a

fi(M), dado X € T,M, temos que
dfy(X) = cos(t)df(X) +sin(r)Dxn, (2.63)

onde, D denota a conexdo Riemanniana de S"*!.

Como 7 € unitdrio, temos que g(1n,Dxn) = 0, uma vez que 7N é o campo vetorial
normal a hipersuperficie f(M), temos que g(df(X),n) = 0. Desde que f(x) é ortogonal a
Tf(x)S”H, temos que g(f(x),df(x)) =0e g(f(x),Dxn) =0, e por conseguinte

g(df(X),—sin(z) f(x) +cos(1)n(x)) =0,

ou seja, —sin(r) f(x) + cos(z)n(x) é normal a f;(M). Por outro lado, como g(f(x),n(x)) =0,

temos que

I = sin(r) f(x) + cos(1)n (x) || = sin® (1) | f (x) |* + cos*(r) [ |*

E pelo fato que || f(x)|| =1 e |||l = 1, segue que o campo € unitdrio, ou seja —sin(z)f(x) +

cos(#)n(x) € um campo vetorial unitario, normal a imersdo f;(M) conforme o enunciado. [J

Usando a expressao para o campo vetorial normal unitario que acabamos de obter,
iremos estabelecer uma relagdo entre as curvaturas principais de uma hipersuperficie (M) e as

da sua familia de hipersuperficies paralelas. Mais explicitamente, temos o seguinte lema.

Lema 2.4.2. Sejam f : M" — S uma hipersuperficie orientada com campo vetorial unitdrio
normal N e f; : M" — S™ uma familia de hipersuperficies paralelas com campo vetorial
unitdrio normal M dado por (2.62). Entdo, as curvaturas principais de f;(M), com relacdo ao

campo 1; sdo:

_sin (1) + A,(x) cos (1)
cos (1) — A, (x)sin (¢)’

(2.64)
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onde A,(x) sdo as 1-ésima curvaturas principais de f(M) em x € M, para todo 1= 1,... ,n. Além
disso, se {ey,...,en} C TuM é uma base ortonormal de direcdes principais de (M), entdo
. 2
gi(ei,ej) = [cos(t) — Ai(x) sin(t)] " 8. (2.65)

Demonstracdo. Para cada ponto x € M, escolha uma base ortonormal de dire¢des principais da
segunda forma fundamental o. Dessa forma ela deve satisfazer g(e;,e;) = &;;j e a(e;,ej) = A;5;;.

Da equagdo (2.63), temos que

gileie;) = (dfiler)dfi(e))),

cos(1)*(df(e;),df(e;)) +2sin(t) cos(t)(d [ (e)), De;n)
sin(t)*(De;n, De; M)

cos(t)*g(ei, ej) — 2sin(t) cos(1) dig(ei, ¢;)
sin(t)zit,?g(ei,ej)

cos(t)?8;j — 2sin(t) cos(t) 4;5;; +sin(t) 2 A2 5

_|_

_|_

(cos(t) — A; sin(t))26,~j. (2.66)

Diferenciando a equagdo (2.62), na direcao de um campo X € T,M, obtemos que
Dxn; = —sin(t)df(X) + cos(t)Dxn,

€ assim

_at(ei;ej) = <dft(el)7Dejnt>

— —sin(r)cos(t (df ei),df(e;)) —sin(t)*(df(e;)), De;n)
— cos(t)*(df(ej)),Den) +sin(t) cos(t)(De,n, De;n)

= —sin(t)cos(t)g (e,,ej)+sin(t)2/1ig(€i,€j)

— cos(t)?Xig(ei,e;) +sin(t) cos(t) AP g(ei e))

= —(cos(t) — Aisin(r)) (sin(t) + A;cos()) 6;;. (2.67)

Assim, das identidades (2.66) e (2.67) concluimos que

sin (2) + A,(x) cos (¢)

() = cos (t) — A, (x)sin (¢)

1
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3 CARACTERIZACAO DE HIPERSUPERFICIES VIA FLUXO POR HIPERSU-
PERFICIES PARALELAS

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados do trabalho. Usando o fluxo
geométrico, obteremos uma nova caracterizacdo para as hipersuperficies isoparamétricas de
Q" xR e de Q" x S! e além disso apresentaremos uma nova caracterizagio para hipersuperficies
umbilicas que sdo mergulhadas na esfera S"*!. Inicialmente, faremos uma contextualizacio
de tais hipersuperficies, apresentando uma defini¢ao conveniente e alguns resultados que nos

permitirdo obter os resultados principais.

3.1 Definicoes e resultados essenciais

Hipersuperficies isoparamétricas vem sendo objeto de estudo bastante frutifero desde
a sua descoberta, nesse periodo foi obtido uma série de caracterizagdes. Dessa forma, foram
surgindo novas defini¢cdes para tais hipersuperficies, dentre elas destacamos uma devido a Cartan
(CARTAN, 1939a) a qual utilizaremos nessa secao. Convém ressaltarmos que tal caracterizacao
possibilitou Cartan demonstrar que as hipersuperficies isoparamétricas das formas espaciais sao

as hipersuperficies que possuem curvaturas principais constantes.

Usando tal definicdo de hipersuperficies isoparamétricas, Chaves e Santos (CHAVES;
SANTOS, 2015) demonstraram que as hipersuperficies de Q! x R, com angluo constante,
sdo isoparamétricas, se e somente se, tais hipersuperficies possuem as curvaturas principais
constantes. Adaptando a demonstracdo de tal fato, nesta secao obteremos o resultado para

. P n 1
hipersuperficies imersas em Q” x S°.

Definicdo 3.1.1. Uma hipersuperficie f : M" — M™* é uma hipersuperficie isoparamétrica, se

ela e a familia de hipersuperficies paralelas a ela f; possuem curvatura média constante.

Fixando notagdo, denote Q,i para representar o espaco euclidiano R, se k=0e S!

caso k = 1. Temos entdo a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.1.1. Seja f: M" — QI x @,i uma hipersuperficie isoparamétrica que possui T
como uma direcdo principal. Entdo f possui curvaturas principais constantes se,e somente se, a

funcdo dngulo é constante
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Demonstragdo. Para o caso k = 0, ou seja, para um hipersuperficie isoparamétrica de Q7 x
R, como mencionamos anteriormente, podemos encontrar em (CHAVES; SANTOS, 2015).

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito, faremos o caso f: M" — Q" x S!.

Por definicdo uma hipersuperficie € isoparamétrica se ela e sua familia de hipersu-
perficies paralelas possuem curvatura média constante. Dessa forma, podemos definir a funcdo

que assume valores reais

onde A/ sdo determinados em (2.3.4) e definidos por:
c||T||Sc(s) + AiCe(s)

1. Al = , i#n,
Ce(s) = Al T 7"Sc(s)
r_ n
2. )u]’l_ l_tzrn7

onde s = s(t) =1||T||
Suponha que f possua as curvaturas principais constantes, entdo ).\, li’ﬁ 1<k<n,
é constante. Derivando, obtemos o' (s) = Y7 (c[|T||> + (A$)?) + (A)?, e, portanto
2 Vg2
/
o/(0) = (n—1)el|T|* + ) (4)".
i=1
Logo ||T|| € constante, e consequentemente v também é constante. Reciprocamente, suponha

que Vv é constante, e assim, por (2.1.1), temos que A,, = 0, por conseguinte A} = 0. Dessa forma,

kyt
a(t) = Y7~ Al. E consequentemente a k-ésima derivada de « satisfaz alk(r) = ol aa:,Lj :
observe agora que:
oA}
o =clT*+ ()7, (3.1)
9’}
—7 = 2¢||T|PM 4 (A1) (3.2)
Provaremos por indug¢do, que para 2 < k < n impar, temos:
IKA! jas] k-1 _ k=3 _
= e T I a3 T AP e T T ()
+ ot apn (ADHE (3.3)

onde a;; denota o j-ésimo coeficiente da k-ésima derivada de A/.

Para 2 < k < n par, temos
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kAL

= et [TIMA] +agae T2 () +ase = 7] (4)°

+ dago (A (3.4)

onde ayo = ax—1,1, ak,1 = 20517, arp = 3ak_13 + ar—1,1, - -arj = (j+ Dag_1 jp1+ (J —
l)ak_Lj_l,. .s 1 = kag_1 k. Note que quando k € impar, o0 j do g; ; € um nimero par e
quando k € par o j € um nimero impar.

Por (3.1), temos que a; » = 1, para k = 2, por (3.2) temos que

I2A!
3 =2¢||T|]PAf + (A3 2a12c2||T||27Lt—|—2a12(7L)]+2—a21c2||T|| M rayz(AH*
que verifica (3.4).

Por hipétese de inducao, suponha que (3.3) e (3.4) se verifiquem para k — 1. Mostraremos que
vale para k.

Se k € par entdo kK = 1 € impar e portanto vale (3.3), ou seja:

e 17!

k k=2 _ k=4 _
= ak-10¢? | T|[ + ax—12¢ 7 |ITI (A +arrac |T]HAN)?

+ ot a1 (ADE (3.5)

Derivando a expressao (3.5,) em relacdo a 7, obtemos

92! 2 OM oA
S = 2aci00 T TIPS +Haree T T )50
Al
+ ka1 N(S)

k=2 _ k=4 _
= 2w 100 7 [T (T + (A)?) +4arrac 2 T AD (lITI?+ (A]))
+ etk ADS TP+ (A
= 2ak 126‘2HTHkl —l—(2ak 12+4ak 14)C 7 HT”k 2( ) +-- +kak 1k(ﬂ‘ )k+1

= aklcz||T||k)~t+ak3C 2 ||T||k A+ Fag g (A et (3.6)

Logo vale (3.4), analogamente, mostra-se (3.3).

Assim, como A, = 0, temos que a(0) = Y7, 7L Ci, C; constante e

Z (el T +27).

i=1
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O que implica que ):?;11 A% = C,, onde C, é uma constante. Segue que

n—1 n—1 n—1
o’ (0)=(n—12|T|? Y Li+2 Y 47 = (n—1)2|T|PC; +2 ) A7,
i=1 i=1 i=1

e dai Z?:_ll A3 = C3, com C; constante. Se k é par, temos

k P k2o ka4 s
o’ (0) = a1 ||TII*Y. Mi+arze 2 T2 Y A +agse 2 [T ) A
i=1 i=1 i=1

n—1
ket 1
+ ot YA

i=1
ko oik k2 k-2 k=4 k-4 & )k
= ak_‘1C2||T|| C1+ak73c 2 ||T|| C3—|—ak75c 2 HT” C5+"'+Clk7k+1 Z)Ll .
i=1
Logo Z?:_ll 7Lik+1 € constante. Analogamente, obtemos 0 mesmo para k impar.
Portanto, concluimos que ):?;11 ),l-k com 1 <k < n, é constante. Segue-se que as func¢des A; sdo

constantes. O]

Corolario 3.1.1. Seja f: M" — Q! x Q,i uma hipersuperficie de angulo constante e T #0 .

Entdo, f é isoparamétrica, se e somente se, as curvaturas principais sdao constantes.

Demonstragdo. Por hipétese, f possui a fungdo v constante e com v> +||T||?> = 1, segue que
|IT|| é constante. Além disso, uma vez que T # 0 temos pela Proposicédo (2.3.2), que 4, =0,
entdo segue-se da Proposi¢do (2.3.4) que A} =0.

Supondo que as curvaturas principais de f sejam constantes , entdo, uma vez que
|IT|| é constante segue que as curvaturas principais da familia paralela também o sdo, dessa
forma, tanto a curvatura média de f e de f; sdo constantes, ou seja, f é uma hipersuperficie

isoparamétrica. A reciproca segue do lema anterior. [

3.2 Fluxo pela curvatura média - .#¢.%

A seguir, apresentaremos uma nova caracterizagdo para hipersuperficies isoparamé-
tricas dos produtos Riemannianos S” x R, H” x R, S" x S' e H" x S'.

Seja f: M" — Q x Q}{ uma hipersuperficie orientada com campo vetorial unitario
normal 1. Uma familia de hipersuperficies a um parametro F : M" x I — Q% x Q}(, I C Rum

intervalo, € a solu¢do do Fluxo pela curvatura média (/€ .#) com condigdo inicial f, se
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9 Flae) = H(x.0) (x.1),

ot (3.7)
f(x,O) :f(x)7
onde, H' () = H(.,t) = ;;1%5 é a curvatura média e N)’(.) = 1(.,¢) é o campo vetorial unitario

normal a F'(M). Quando f é uma hipersuperficie minima i.e. H = 0, entdo a familia F (¢, x) =

f(x) nos fornece uma solugdo trivial para o #ZC.%.

Definicao 3.2.1. Seja f: M" — QI X @,1 uma solugdo do fluxo pela curvatura média em Q! x Q]i
com condigdo inicial f: M" — Q7 x Q}{. Dizemos que fAé uma solucdo para o fluxo pela
curvatura média (M€ F ) por hipersuperficies paralelas se existe uma fungdo h: I — R, tal

que h(0) =0e

Ji(%) = ey (%), (3.8)

para todo t € I, onde f; é a familia de hipersuperficies paralelas a f.

. . o . 1 .
Primeiro, trataremos o caso em que k = 0, i.e, Qf x Q; =S" x R.

Teorema 3.2.1. Seja f: M" — Q” X R uma hipersuperficie com dngulo constante. Entdo, f(M)
é condigdo inicial para o M E.F por hipersuperficies paralelas se, e somente se, f(M) é uma

hipersuperficie isoparamétrica.

Demonstragdo. Sabemos que a dada uma imersdo f : M" — Q! x R a familia paralela ]?, é

definida por
fi = Cch@TNE o f +SchITIDIT ™ g + (720 f +h(1)v)3 /1.
Dessa forma, derivando em relagdo a ¢, obtemos que
2 ) = H(0) (~ T IS ITINE o -+ Colho) [T mg + v ). (3.9)
Se ﬁ ¢ a solugdo do .Z € .%, entdo:
H(0) (=l T|ISe(hOITIDE o f + Ce(R(OIT Mg + V%) = H,(x)n: (x),
e da relagdo (2.15) concluimos que

~

K (1) = Hy(x). (3.10)
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Segue entdo, que para cada ¢ fixado, a curvatura média H, é constante, ou seja f(M) é isopara-
métrica. Reciprocamente, se f(M) é isoparamétrica, temos entdo pelo Teorema 3.2.1 que f(M)
possui as curvaturas principais constantes. Seja i(t) a tnica solug@o da equacdo diferencial

f ol TS hOITI + AC )T
=LA Z RO ROl

(3.11)

tal que 2(0) = 0, onde A; ¢ a j-ésima curvatura principal de f(M).

Considerando f; (x) definida por

fi(x) = Ch@O)TNE o f +Sc(hOITIDITII g + (720 f +1v)3 /0.

derivando com respeito a #, obtemos que:

%f(x,t) =1 (1) (= | TSc(h)|T]))E o f + Ce(h(r)|| T ) g + v%), (3.12)

Além disso, pela equacdo (2.15), temos

M = =TSR TG o f + Ce(h()T[))Ng + V%

Dessa forma, segue que

8 ~ ~
8—fz(x) = H;(x)n:(x).
t
Além disso, como h(0) = 0, temos que fo(x) = f(x), ou seja, f; € a solugdo do .ZC.F. O
A seguir, consideraremos o caso em que k = 1, i.e, Q% X Q,i =S" xSl

Teorema 3.2.2. Seja f : M" — Q" x S! uma hipersuperficie com angulo constante. Entdo, f(M)
é condigdo inicial da solugdo do M€ F por hipersuperficies paralelas se, e somente se, (M)

€ uma hipersuperficie isoparamétrica.

Demonstracdo. Sabemos que a dada uma imersdo f : M" — Q" x S! a familia paralela f; é

definida por:

fi = Ce(h|IT)&1 0 f+S(hOITNIT I g+ cos(h(r)v) &2 f +sin(h(1)v)E.
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Entdo, derivando com respeito a ¢ e denotando u(r) = h(¢)||T||, obtemos que:
%f(x,t) = (1) (=l T[[Sc(u(r))é1 0 f +Ce(u(t))ng — vsin(h(t)v) & o f +veos(h(t)v)E).
Se ; é a solugdo do .#/%€.F, ento:
H (1) (= clIT[ISc(u(t) &1 o f +Ce(u(t))ng — vsin(h(1)v)&x o f + veos(h(r)v)E) = Hy (x)m: (x).
Assim da equagdo (2.38) concluimos que

K (1) = Hy(x). (3.13)

Dessa forma, para cada ¢ fixado, a curvatura média H, é constante. Segue entdo que a hipersuper-
ficie f(M) é isoparamétrica.

Reciprocamente, se f(M) é uma hipersuperficie isoparamétrica, temos entdo pelo
Teorema 3.2.1 que f(M) possui as curvaturas principais constantes, seja i(t) a tnica solugdo da
equacao diferencial ordindria

el TS () + A u(r))
M0 = LA = X ) = AT TS ()

i=1 e

(3.14)

tal que 2(0) =0, onde A; é a j-ésima curvatura principal de f(M).
Considerando f,(x) definida por (2.26) e derivando tal expressao com respeito a t,

obtemos que :
%f(x,t) = (1) (—cl|T||Sc(u(r))E1 0 f + Ce(u(r))ng — vsin(h(t)v)&x 0 f + veos(h(t)v)E),
Por outro lado, pelas equagdes (2.38) e (3.14) , temos que

M = —c||T|ISc(u(t))&1 o f +Ce(u(t))ng — vsin(h(t)v)&r 0 f + veos(h(t)v)E

e Hy(x) = I (1).

Segue entdo que,

Oh@ = An)

Além disso, desde que h(0) = 0, temos fy(x) = f(x), ou seja, f; & a solugdo do .#C.F .
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3.3 Fluxo por hipersuperficies paralelas em S"*!

Nesta se¢@o obteremos uma nova caracterizagdo para hipersuperficies umbilicas, nao
totalmente geodésicas, mergulhadas em S**!.

Seja f : M" — S"*! uma hipersuperficie orientada com um campo vetorial unitério
normal N. Uma familia a um parametro de hipersuperficies F:M"xI—S"! I CR intervalo,

é uma solugdo do fluxo pelo inverso da curvatura média (. M € ¥ ) com condigdo inicial f(M),

se 1
—f(x,t) = —A—]/\\](X,t),
Jt H(x,1) (3.15)
F(x,0) = f(x),

onde H' () = H(.,t) = ?:1%5 é a curvatura média e N'(.) = N(.,t) é o campo vetorial normal

de f;(M).

Definicao 3.3.1. Seja ]?: M" x I — S uma solucdo do fluxo pelo inverso da curvatura média
em S com condicdo inicial f : M" — S"T!. Dizemos que fé uma solugdo para o fluxo pelo
inverso da curvatura média (% M€ .F ) por hipersuperficies paralelas se existe uma fun¢do

h:1— R, tal que h(0)=0e¢

~

fi(x) = cos (h(t)) f(x) +sin (h(t)) N (x), (3.16)

para todo t € I, onde 1 é o campo vetorial unitdrio normal a f(M).

Vamos agora apresentar o principal resultado desta secao e seus coroldrios.

Teorema 3.3.1. Seja f: M" — S"! uma hipersuperficie mergulhada estritamente convexa.
Entdo f(M) é condigdo inicial da solug¢do do & M€ F por hipersuperficies paralelas se, e

somente se, f(M) é uma hipersuperficie umbilica.
Demonstracdo. Suponha que f, ¢ dado por (3.16). Entdo,
d ~ , ,
Ef,(x) = 1'(t) (—sin(h(2)) f(x) + cos(h(r))n(x)). (3.17)

Se ]?, ¢ solugdo do & .# ¢ .7, entdo (3.15) se reduz :

H (1) (= sin(h(t)) £ (x) +cos(h(1))n (x)) = —mnr(ﬂ-
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Logo da relagdo (2.62) concluimos que

W)=

CH(x)

(3.18)

Dessa forma, para cada ¢ fixado, a curvatura média H, é constante, segue entdo que f(M) é uma
hipersuperficies isoparamétrica.
E provado em (MAKOWSKI; SCHEUER, 2016) que o . .# ¢ .% é suave em um
intervalo [0,7*), com ﬁ(M ) convergindo a um equador, como ¢ — t*, segue que * € R ¢ finito, e
tal que
lim A/ (x) =0.

o !

Dessa forma, levando em consideragéo que lih(t) (x) = zlons ((};((lz))))thl(:c))CS: E:g)g , temos que
tlirg (sin (h(2)) + Ai(x) cos (h(t))> =0,

obtendo assim que sin (h(r*)) + A,(x) cos (h(t*)) = 0. Usando o fato que f(M) ¢ estritamente
sin (h(r*))
cos (h(z*))

convexo, deduzimos que cos(h(1*)) # 0 e sin(h(1*)) # 0. Segue que A,(x) = — para
todoi=1,...,n, ouseja, f(M) é uma hipersuperficie umbilica.

Reciprocamente, se f(M) é uma hipersuperficie umbilica, ou seja, se a segunda
forma da imersdo € tal que oy (,) = Agx(, ), para todo x € M, defina i(¢) com a tnica solugdo da

equacao diferencial ordindria

,« Lcos(h(r)) — Asin(h(r))
i) = n sin(h(r)) 4+ A cos(h(t)) 3.19)

tal que 2(0) = 0.
Considerando f,(x) dada pela relacdo (3.16), entdo, obtemos a identidade (3.17) .

Além disso, segue do Lema (2.4.1), que

M (x) = —sin(2).f (x) +cos(t)7n (x)

Dessa forma,

Além disso, uma vez que h(0) = 0, temos fo(x) = f(x), ou seja, f; é a solugdo do .7 A C.F,

como desejado. 0
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Agora, provaremos o seguinte resultado.

Corolario 3.3.1. Seja f: M" — S™ uma hipersuperficie mergulhada umbilica estritamente
convexa, com campo vetorial unitdrio normal M e curvaturas principais A,. Entdo a solugdo do
I MECF com condigdo inicial f é dada pela relacdo (3.16), onde h(t) é a solugdo de

_lcos(h(t)) —Asin(h(t))

W (t) = 71 sin (h(t))+Acos(h(t))’

h(0) = 0.

Demonstragdo. A prova do coroldrio é uma consequéncia imediata da demonstracdo anterior.

]

Corolario 3.3.2. Seja f: M" — S uma hipersuperficie mergulhada umbilica estritamente
convexa, com campo vetorial unitdrio normal M e curvaturas principais A,. Entdo a solugdo do
I MEF com condicdo inicial f é dado por

f )_e’/”-i-?L 1-|—/12—62’/”( +—7Le’/”+ 1+A2—¢2/n
)= 1+A2 * 14+ A2

fé definido para todo t € (—w,t*), onde t* = 5log(1+ A?) e colapsa em um equador:

Demonstragdo. Pelo corolario anterior, temos que

B (t)(sin (h (1)) +Acos(h(t))) = —l(cos (h(1)) —Asin(h(2))).

n

Considere f(r) = —cos(h(t))+Asin(h(t)). Note que f(0) =1e f'(t) = rllf(t). Dessa forma

deduzimos que f(1) = —e'/", i.e.
—cos(h(t))+Asin(h(r)) = —'/".
Segue que cos (h (1)) —e'/" = A sin (h(r)) . Daf obtemos que:
A2(1—cos?(h(r))) = cos?(h(r)) — 2" cos(h(r)) +e*/™.

Consequentemente, obtemos que

M E AN T+ A2 —et/n A1 442 — e2/n
cos(h(t)) = Y e sin(h(t)) = A2

Dessa forma a solugdo do . .# ¢ % € dada por

- _e’/”+l\/1+12—62t/” —Aet/m /1 + A2 —e2/n

f(t,x) A flx)+ Y n(x),
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e colapsa em 1* = %log(1 4+ A?). Note que ih(’*)(x) = 0 enquanto que a métrica é dada por
ﬁ(’*)(ei,ej) = [cos(h(t*)) — lsin(h(t*))]z&-j — V14 A2§;;. Portanto f colapsa em uma n-
subvariedade totalmente geodésica da esfera, ou seja, colapsa em um equador em ¢* = 5 log(1 +
A?%)

N
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Inspirado em (CHAVES; SANTOS, 2015), construimos o fluxo por hipersuperficies
paralelas em Q" x S! e a partir dessa construgdo pudemos obter varias informagdes com respeito
as hipersuperficies de Q" x S! que possuem Angulo constante. De posse dessas informacdes
conseguimos provar que hipersuperficies com angulo constante de Q7 x S! sdo isoparamétricas
se, € somente se, possuem as curvaturas principais constantes. A partir dessa construcao e da
que foi feita por (CHAVES; SANTOS, 2015), obtivemos que uma hipersuperficie de Q7 x St
e Q! x R, ¢ isoparamétrica se, e somente se, ¢ condicdo inicial para a solug¢do do fluxo pela
curvatura média por hipersuperficies paralelas. Por fim, obtivemos uma caracterizagdo a partir
do .Y M€ .7 para as subvariedades mergulhadas umbilicas estritamente convexas da esfera.

Convém ressaltarmos que as expressoes obtidas a partir do fluxo por hipersuperficies
paralelas em Q” x S! poderio ser um ponto inicial para estudos futuros nessa dire¢io. Bem como

poderemos melhorar o Teorema 3.3.1 trocando a hipétese estritamente convexa para estrelada.
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