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“Se eu conversasse com Deus iria lhe perguntar:
por que € que sofremos tanto quando viemos
pra cad? Que divida é essa que a gente tem que

morrer pra pagar?

Perguntaria também como € que ele € feito que
ndo dorme, que ndo come e assim vive satisfeito.
Por que foi que ele ndo fez a gente do mesmo

jeito?

Por que existem uns felizes e outros que sofrem
tanto? Nascemos do mesmo jeito, moramos no
mesmo canto. Quem foi temperar o choro e

acabou salgando o pranto?"

(BARROS, 1900)



RESUMO

Nesta tese, estudamos o comportamento do fluxo pelo inverso da curvatura média (FICM) no
espaco AdS-Reissner-Nordstrom e em seus casos particulares (espaco hiperbdlico e espaco AdS-
Schwarzschild). Mostramos que, nestes espacos, o comportamento do FICM € bem diferente
do seu comportamento quando o ambiente € o espaco euclidiano. Mais precisamente, usando
um método similar ao usado por Hung e Wang, mostramos a existéncia de uma hipersuperficie
no espaco AdS-Schwarzschild cuja métrica induzida de sua evolucio pelo FICM, normalizada
pela poténcia adequada da area, ndo converge para uma forma espacial. Além disso, obtemos
uma desigualdade entre quantidades geométricas e alguns resultados sobre o comportamento
assintético do FICM. Por fim, obtemos duas desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel com peso,
similares a uma desigualdade provada por Ge, Wang € Wu; a primeira é uma desigualdade para
hipersuperficies no espaco hiperbdlico e envolve as curvaturas médias de ordem par, enquanto
que a segunda é uma desigualdade para hipersuperficies no espago euclidiano envolvendo as

curvaturas médias de ordem impar.

Palavras-chave: fluxo pelo inverso da curvatura média; espaco AdS-Reissner-Nordstrom; nao

convergéncia para uma forma espacial; desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel com peso.



ABSTRACT

In this thesis, we study the behaviour of the inverse mean curvature flow (IMCF) in the AdS-
Reissner-Nordstrom space and in its particular cases (hyperbolic space and AdS-Schwarzschild
space). We show that, in these spaces, the behaviour of the IMCF is quite different from its
behaviour when the ambient is the Euclidean space. More precisely, using a method similar to the
one used by Hung and Wang, we show the existence of a hypersurface in the Ads-Schwarzschild
space whose induced metric of its evolution by the IMCF, normalized by the appropriate power
of the area, does not converge to a space form. Moreover, we obtain an inequality involving
geometric quantities and some results about the asymptotic behaviour of the IMCEF. Finally,
we obtain two weighted Alexandrov-Fenchel-type inequalities similar to an inequality proved
by Ge, Wang and Wu; the first one is an inequality for hypersurfaces in hyperbolic space and
involves the even order mean curvatures, while the second one is an inequality for hypersurfaces

in Euclidean space involving the odd order mean curvatures.

Keywords: inverse mean curvature flow; adS-Reissner-Nordstrom space; non-convergence to a

space form; weighted Alexandrov-Fenchel inequality.
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1 INTRODUCAO

Sejam X"~ ! uma variedade diferencidvel orientdvel fechada (compacta, sem bordo)
e ¥ :X — R” (a menos que se diga o contrario, a métrica em R" sempre serd a métrica
euclidiana candnica &) uma hipersuperficie convexa, n > 3. (Quando ndo houver risco de
confusdo, escreveremos apenas X para denotar a imersdo y : ¥ — R"). As desigualdades de

Alexandrov—Fenchel (veja (ALEXANDROV, 1937) e (ALEXANDROV, 1938)) afirmam que

1 n—k 1 n—k—1
( /deZ) > ( /Hk_le) , (1.1)
Wy—1 JxE Wy—1Jx
parak=1,...,n—1, onde w,_; é a drea da esfera unitaria S" ! CR" e H j representa a j-€sima
curvatura média normalizada de X, isto €,
1
H ji= Py Oj,
Cnfl

com j=0,1,...,n—1, sendo 0; a j-€sima fun¢do simétrica elementar do vetor curvatura

principal de X, ou seja, o vetor cujas entradas sdo os autovalores do operador de forma de X
(assumimos, como de costume, 6y = 1). Além disso, vale a igualdade em (1.1) se, e somente se,
¥ é uma esfera redonda.

Desigualdades do tipo (1.1) sdo exemplos de uma classe de desigualdades conhecidas
como desigualdades geométricas. Uma estratégia que vem sendo bem sucedida na prova de
desigualdades desta classe € o uso dos chamados fluxos geométricos extrinsecos, que discutiremos
a seguir.

Sejam X"~ ! uma variedade diferencivel orientdvel fechada, (M", g) uma variedade
riemanniana e xg : ¥ —> M uma hipersuperficie mergulhada. Um fluxo geométrico extrinseco

comegando em Xy = xo(X) € uma familia a um parimetro de mergulhos
x:[0,T")xXE—M

satisfazendo uma equacao da forma

dx

2 _F 1.2

BP ¢ (1.2)
com condig¢do inicial x(0,-) = xq, onde & (¢,-) € o vetor unitdrio normal globalmente definido
em X, = x(t,X), escolhido apontando para fora sempre que isso fizer sentido (esse € o caso de

todas as hipersuperficies consideradas neste trabalho), e F : [0,7*) x £ — R é uma fungio

(usualmente, F(z,-) : ¥ — R depende apenas do operador de forma de ;). Além disso, T* (que
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pode ser igual a oo) ¢ tal que [0,7*) é o maior intervalo de tempo no qual o fluxo existe. Ao
longo do texto, g; e |X;| denotam a métrica induzida em ¥, por g e a drea de X, respectivamente.
Uma escolha possivel para F é o;_1 /0y, k € {1,...,n—1}. Com essa escolha, o fluxo (1.2) se
torna

dx Ok—1

Sl (1.3)

ot Oy
O caso que mais nos interessa € o caso k = 1. Nesse caso, o fluxo (1.3) se reduz a

ax_1,
Jt  H7’

onde H = o7 € a curvatura média de X. Este é o famoso fluxo pelo inverso da curvatura
média (FICM). Ele é uma ferramenta de muito €xito na resolu¢do de problemas envolvendo
desigualdades geométricas. Um exemplo memordavel é a demonstracdo dada por Huisken e
IImanem da (versdo riemanniana da) desigualdade de Penrose para variedades assintoticamente
euclidianas, onde a monotonicidade da chamada massa de Hawking ao longo do FICM € um
ingrediente crucial (veja (HUISKEN; ILMANEM, 2001)).

A aplicacdo de um fluxo do tipo (1.2) para provar uma desigualdade geométrica
geralmente € feita da seguinte forma: define-se uma quantidade geométrica 2(X) de modo que
a desigualdade a ser provada seja equivalente a 2(Xy) > ¢, para alguma constante ¢, e com a
fungdo t — 2(%;) ndo crescente e satisfazendo

lim 2(%,) > c. (1.4)

t—T*

Como 1 — 2(X%,) é ndo crescente, temos
2(Xo) > 2(Xy)
paratodo ¢ € [0,7*). Passando o limite t — T, vemos que
2(Xp) > lim 2(%). (1.5)
t—T*
Desse modo, de (1.4) e (1.5), obtemos
Q(ZQ) > ¢,

provando, portanto, a desigualdade desejada.

Antes de continuarmos, precisaremos de algumas defini¢des.
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Uma hipersuperficie ¥ em R” € dita estrelada com respeito a p, para p € R", se ¥
pode ser escrita como o grafico de uma funcao positiva definida na esfera unitdria centrada em p,
e dizemos que X € estrelada se existe um p € R” tal que X € estrelada com respeito a p.

Sejak € {1,...,n—1}. Dizemos que ¥ é k-convexa se 0; > O paratodoi=1,...,k.
Note que X é (n — 1)-convexa se, e somente se, X é convexa no sentido usual. Se X é tal que
o; >0parai=1,...,k, entdo dizemos que X é estritamente k-convexa. Usaremos os termos
média convexa e estritamente média convexa para nos referirmos as hipersuperficies 1-convexas
e estritamente 1-convexas, respectivamente.

Quando (M, g) = (R",§), o fluxo (1.3) é um caso especial do fluxo estudado inde-
pendentemente por Gerhardt em (GERHARDT, 1990) e por Urbas em (URBAS, 1990). Eles
mostraram que se a hipersuperficie inicial X € estrelada com respeito a origem e estritamente
k-convexa, entdo existe uma Unica soluc¢ao suave para (1.3), definida para todo tempo ¢ > O.

Além disso, as hipersuperficies reescalonadas
- -
X(t,-) =e n1'x(t,")

convergem exponencialmente rdpido para uma esfera redonda unicamente determinada, quando

t — oo. O resultado deles implica, em particular, que a métrica normalizada
2
1z, (g,

converge para a métrica redonda de S~
Usando uma certa normalizacdo do fluxo (1.3), Guan e Li (veja (GUAN; LI, 2009))
mostraram que a desigualdade (1.1) ainda ocorre para qualquer hipersuperficie X estrelada e
k-convexa. O caso k = 1 desse resultado € de interesse particular para nés. Nesse caso, a
desigualdade (1.1) se torna
12

/EHdZE(n—l)wn1< =] ) . (1.6)

®p—1

A desigualdade (1.6) é um passo chave na prova da desigualdade de Penrose para graficos
euclidianos dada em (LAM, 2011) (veja também (DE LIMA; GIRAO, 2015) e (MIRANDOLA;
VITORIO, 2015)). Mais geralmente, os casos de (1.1) para k impar sdo usados de forma crucial
para estabelecer, para graficos euclidianos, versoes da desigualdade de Penrose no contexto da
chamada massa de Gauss-Bonnet-Chern dada em (GE et al., 2014) (veja também (LI et al., 2014)
e (DE SOUSA; GIRAO, 2019)).
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Consideremos agora o espaco hiperbdlico n-dimensional H" como espago ambiente.
Iremos trabalhar com o modelo de H" dado como um produto torcido, que consiste de (0,e0) x
S"~! munido com a métrica

dr® 4 (senh’r)o,

onde o é a métrica redonda na esfera S"~! ¢ R”.

Consideremos a funcdo p : H" — R que, no modelo do produto torcido, é dada por
p = coshr, (1.7)

e a fungdo suporte p : Y. — R, definida por

p=(Dp,&),

onde (,) denota a métrica hiperbdlica e D denota sua conexao de Levi-Civita.

Assim como no caso de hipersuperficies no espaco euclidiano, uma hipersuperficie
¥ em H" € dita estrelada com respeito a p, para p € H", se ela pode ser escrita como o grafico de
uma funcdo positiva definida em uma esfera geodésica unitéria centrada em p, e dizemos que X
¢ estrelada se € estrelada com respeito a p, para algum p € H". Dizemos que X € estritamente
média convexa se sua curvatura média H é positiva em todo ponto.

Em (DE LIMA; GIRAO, 2016), os autores provaram a seguinte desigualdade tipo
Alexandrov—Fenchel: se ¥ € uma hipersuperficie em H", n > 3, estrelada com respeito a origem

e estritamente média convexa, entao
n—2

iz \ Iz \ T
/EpHdZZ (n—1) [a)n_l (%—1) + w,_1 (wn_l) ] ) (1.8)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ é uma esfera geodésica centrada na origem.

A desigualdade (1.8) foi conjecturada por Dahl, Gicquaud e Sakovich em (DAHL et al., 2013),
onde eles encontraram uma férmula explicita para a massa de um grafico assintoticamente
hiperbolico; a desigualdade (1.8) era entdo a tinica coisa que restava para provar a desigualdade
de Penrose nesse contexto.

Vale a pena descrever brevemente a prova de (1.8), a qual tem como um dos seus
principais ingredientes uma desigualdade similar, provada em (BRENDLE et al., 2016), que

afirma que se X é uma hipersuperficie estrelada em relacdo a origem e estritamente média

—I—/Zde] : (1.9)

convexa em H", entdo

[}

n—

/EPHdZ > (n—1) [(Dn—l (a\)nz_yl ) i
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com igualdade se, e somente se, ¥ € uma esfera geodésica centrada na origem. Observemos
que (1.9) € apenas um caso especial da desigualdade provada em (BRENDLE et al., 2016).
Mais precisamente, eles provaram uma desigualdade para hipersuperficies estreladas em relagdo
ao horizonte e estritamente média convexas no espaco AdS-Schwarzschild (discutiremos este
espaco ambiente mais a frente). A desigualdade (1.9) €, portanto, uma desigualdade limite,
obtida quando fazemos o parametro de massa m tender a 0.

Sejam

F(X) = /EpHdZ,

f(Z)I/):pdZ (1.10)
e n
B Z] \ T

H(Z) = 0,1 (wn_1> . (1.11)

Para provar (1.9), Brendle, Hung and Wang procederam da seguinte maneira: pri-
meiramente, eles mostraram que o FICM esta definido para todo tempo quando X € estrelada
em relac@o ao horizonte e estritamente média convexa (no caso em que o ambiente € o espago
hiperbdlico, isso j4 havia sido mostrado em (GERHARDT, 2011) e (DING, 2011)). Em seguida,
eles mostraram, com a ajuda de uma desigualdade tipo Heintze-Karcher provada em (BRENDLE,

2013), que a quantidade

an-[()

€ ndo crescente ao longo do FICM. Finalmente, apds algumas analises assintoticas, eles mostra-

n—2
n—1

~1
] (F(Z)—(n—-1) 7(%))

ram, com a ajuda de uma desigualdade provada em (BECKNER, 1993), que

lim . (%) > (n— 1)@,

t—roo

Se 7 (X)> 2 (X), entdo (1.8) segue de (1.9). Portanto, podemos assumir ¢ (X) <
 (L). A desigualdade (1.8) é equivalente a £ (X) > (n— 1)w,_1, onde

-1

fabl(m)ﬂlﬁﬂm%wﬂﬁﬂﬂ

Op—1

A variagdo de .Z(X) ao longo do FICM satisfaz

%71
iu@mzﬂﬁgg"]</@%%um. (1.12)

dt @1
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Dessa forma, enquanto 7 (X;) < J# (¥%;) ocorrer, a fungdo 7 — Z(X;) é ndo crescente ao longo
do FICM. Se 7 (X;) > J#(¥X;) para algum ¢, entdo consideremos o menor tempo fy de modo
que #(%,) = # (X,). Portanto, temos

L(X0) > L(5y) = M () > (n—1) 1.

Se 7 (%) < J# (%) para todo t, entdo, por (1.12), a fungdo 1 — £ (X) é decrescente. Assim,

algumas andlises assintdticas juntamente com a desigualdade de Beckner nos dao

L(Zo) = lim . Z2(%,) > (n—1)@,_1.

t—oo
Observacio 1.1 Uma versio de (DE LIMA; GIRAO, 2016), a qual estd disponivel no repositorio
arXiv (no link https://arxiv.org/pdf/1209.0438v3.pdf) e é anterior a versdo publicada, utiliza o
Teorema 1.2 de (GERHARDT, 2011) para obter a desigualdade

lim.Z(Z) > (n— 1)@,

{—roo

Assim, ndo era necessdrio recorrer as desigualdades de Brendle-Hung-Wang e de Beckner para
mostrar (1.8). Infelizmente, o enunciado do Teorema 1.2 de (GERHARDT, 2011 ) estd incorreto

(para mais detalhes, veja a Observagdo 1.5).

Como mostrado em (DE LIMA; GIRAO, 2016), a quantidade

A (X) = (%)

que aparece no lado direito da desigualdade (1.12) satisfaz, ao longo do FICM, a desigualdade

diferencial

d n

S - H () =

(J (&) = (%)),

ou seja, a quantidade

F(Z) =z (H(2) - 7 (%)) (1.13)

€ ndo crescente ao longo do FICM. Essa quantidade (e suas generalizacdes para outras variedades

ambientes) desempenhard um importante papel neste trabalho. Pelo teorema da divergéncia,

(%) :n/deQ, (1.14)
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onde Q ¢ a regido englobada por X. Usando (1.14), podemos checar que se X é uma esfera
geodésica, entdo .7 (X) < 0, com igualdade ocorrendo se, e somente se, X estd centrada na

origem. Portanto, em geral, ndo existe a possibilidade da desigualdade
J(Z) < H (D) (1.15)

ser verdadeira. Entretanto, sabendo que 7 — % (%) é ndo crescente ao longo do FICM, e que
F (X) = 0 para uma esfera geodésica centrada na origem, ainda podemos ter esperanca de que a
desigualdade (1.15) ocorra para qualquer hipersuperficie que, além de ser estrelada em relagao
a origem e estritamente média convexa, seja também simétrica com respeito a origem. Mas,
como veremos mais adiante, existem exemplos de hipersuperficies estreladas, estritamente média
convexas e simétricas em relacdo a origem nas quais a desigualdade (1.15) nao ocorre.

Em (NEVES, 2010), foi mostrado que uma abordagem via FICM para uma versao
hiperbdlica da desigualdade de Penrose, sugerida por Wang em (WANG, 2001) e baseada na
prova da versdo euclidiana da desigualdade de Penrose obtida em (HUISKEN; ILMANEM,
2001), ndo funciona. Mais precisamente, foi mostrada a existéncia de uma variedade riemanniana
(M3, ), assintoticamente hiperbélica, de massa positiva, com curvatura escalar igual a —6, cujo
bordo Xy é uma esfera éxtero-minimizante de curvatura média igual a 2, tal que o FICM {%; }
comegando em X é suave e existe para todo tempo, e tal que a métrica normalizada |Z|~'g,
converge para uma métrica em S? que ndo é de curvatura constante. Um importante ingrediente
na prova desse resultado é a monotonicidade da (versao hiperbdlica da) massa de Hawking ao
longo do FICM. O resultado de Neves sugere que, quando o ambiente € o espaco hiperbdlico
H", o comportamento do FICM € mais complexo e sutil do que no caso em que o ambiente é o
espaco euclidiano.

A construcao de Neves depende da positividade do limite da massa de Hawking.
Entretanto, quando o ambiente ¢ H", a massa de Hawking sempre tende a zero ao longo do
FICM. Em (HUNG; WANG, 2015), foi introduzida uma nova quantidade geométrica, chamada
de massa de Hawking modificada, para lidar com esse fendmeno degenerado. Assim como a
(versdo hiperbélica da) massa de Hawking original, a massa de Hawking modificada é mondtona
ao longo do FICM. Usando esta nova quantidade monétona, eles mostraram a existéncia de uma
hipersuperficie £, em H", estrelada em relacdo a origem e estritamente média convexa, tal que
as métricas normalizadas

2
1z, (1),
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convergem para uma métrica em S"~! que nio é de curvatura constante.

O principal objetivo desta tese é mostrar que o resultado de Hung e Wang ainda vale
se tomarmos como ambiente o espaco AdS-Schwarzschild de massa m (este espaco serd definido
mais adiante; vide equacgdo (1.18)). No lugar da massa de Hawking modificada, usaremos a
quantidade .%# definida pela equacdo (1.23), a qual também é monétona ao longo do FICM.
Assim, obteremos também uma nova demonstragdo para o resultado obtido em (HUNG; WANG,
2015).

Seja (N?~!,¢) uma forma espacial fechada de curvatura seccional € € {—1,0,1}.

Sejam m, g, Kk com 0 < g < m, kK de modo que a equagdo
e+ K% —2ms* "+ g =0

possua raizes positivas e denotemos por sg a maior raiz dessa equacdo. A variedade AdS-
Reissner-Nordstrom (ou “AdS-RN”, por abreviaco) € a variedade riemanniana (P, g) definida da
seguinte forma: P = (sg,o0) X Ng e

1

2 2 A
€+ K252 — 2ms2n 4 gst—2n ds”+578. (1.16)

g=

O bordo dP = {sp} X N¢ é chamado de horizonte de (P, g). As hipersuperficies em P do tipo
{s} X Ng, para s > s, sdo ditas fatias de P.

Uma hipersuperficie X em P € dita estrelada com respeito ao horizonte se X é o
gréfico de alguma funcido positiva definida no horizonte.

Sabe-se que, ap6s uma mudanca de varidvel, a métrica g pode ser escrita como
2 2204
dr-+A1°(r)g,

onde A : [0,0) — R satisfaz a EDO

A (r) = e+ K2A2 —2mA2"n 4 g2 QA= (1.17)

(veja o Lema 9 de [(WANG, 2015)]).
Sejam > 0. A variedade AdS-Schwarzschild de massa m é a variedade G = (50, %) X
S"~! equipada com a métrica

1
1452 —2ms2n

ds* + %o, (1.18)
onde o é a métrica redonda em S"~! e s é a maior raiz positiva de

14+s%—2ms®> " =0.
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Portanto, tomando € = k = 1, N; = §" ! e fazendo g — 0 em (1.16), vemos que a variedade
AdS-Schwarzschild de massa m pode ser vista como o espaco limite de uma subfamilia da
familia AdS-RN.

Relembremos que (0,) x §"~! munida com a métrica

1+s2dsz+s26 (1.19)

nos d4 um modelo do espaco hiperbdlico H". Portanto, comparando (1.18) com (1.19), vemos
que H" pode ser visto como o limite, quando m — 0, da familia AdS-Schwarzschild.
Seja p = A'(r). Note que, tomando € = k = 1, N; = S"~! e fazendo ¢,m — 0,

obtemos a fung¢do definida por (1.7). Assim, nossa notagdo esta consistente. A fungdo p satisfaz
Ap)Z—V p+pRic = (n— 1)(n—2)PA% 2pg
(Ap)g—V p+pRic=(n—1)(n—2)q pé,

- =2 = . . . ..
onde A, Ve Ric representam, respectivamente, o Laplaciano, o Hessiano, e o tensor de Ricci da
variedade AdS-RN (P,g). A curvatura escalar de P na métrica g é dada por R = —n(n—1)x> +
(n—1)(n—2)g>s>2".

Uma variedade riemanniana (E,y) € dita subestdtica se
(Ayu) y— Vou+uRicy, > 0 (1.20)

para alguma fungéo positiva u definida em E. Se a igualdade ocorre em (1.20), dizemos que (E, y)
¢ estdtica. Portanto, a variedade AdS-RN € um exemplo de variedade riemanniana subestética,
enquanto que a variedade AdS-Schwazschild e o espago hiperbdlico sdo exemplos de variedades
riemannianas estaticas.

Seja X uma hipersuperficie mergulhada em P que € estrelada com respeito ao hori-
zonte. Denotamos por Q a regido de P limitada por X e pelo horizonte dP. Consideremos as

quantidades

7 () :nKZ/deQ (1.21)

H (L) = k>0, ((%) o (f—i) H) , (1.22)

onde ¥, € a drea de N;. Consideremos também a quantidade

n

FE)=Z| 1 (H(X)-_Z(X)). (1.23)
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Tomando € = k = 1, N; = S" ! e fazendo q,m — 0, temos que, no limite, as quantidade definidas

pelas equacdes (1.21), (1.22) e (1.23) coincidem com a definidas pelas equagdes (1.10), (1.11) e

(1.13), respectivamente. Este € o motivo pelo qual usamos as mesmas letras para denoté-las.
Consideremos agora uma familia a um parametro de hipersuperficies estreladas X

na variedade AdS-RN que, em coordenadas (r, ), sdo dadas por
X, ={(r(0,s5),0); 6 € N¢},

onde r é uma fungdo suave em N X R™. Assumiremos que r(6,s) possui o seguinte comporta-

mento assintético quando s — oo:
r(0,s) =cs+ f(0)+os5(1), (1.24)
onde ¢ é uma constante positiva, f uma fungdo suave em Ng € o5(1) satisfaz

lim 0(1) = 0.

§—>

Em (CHEN et al., 2019), foi mostrado que se ¥y € uma hipersuperficie no espaco
AdS-RN P que € estritamente média convexa e estrelada em relacdo ao horizonte, entdo a solugdo
do fluxo pelo inverso da curvatura média X, existe para todo tempo ¢ € [0,0) e continua sendo
estritamente média convexa e estrelada em relacdo ao horizonte (veja também (GERHARDT,
2011), (DING, 2011), (BRENDLE et al., 2016) e (WANG, 2015)). Usaremos o funcional
(1.23) para construir uma hipersuperficie no espaco AdS-Schwarzschild G cuja evolugdo pelo
FICM ndo converge para uma fatia (no sentido definido em (1.28)). Inicialmente, vejamos o
limite, quando s — oo, da quantidade .% quando consideramos uma familia de hipersuperficies

estreladas em relacao ao horizonte satisfazendo (1.24).

Teorema 1.2 Seja ¥, uma familia de hipersuperficies em (P,g) que sdo grdficos radiais da

fungdo r(0,s) =cs+ f(0)+os(1). Entdo,

lim .7 (%) =/ (f),

s—3o0

onde

1 w K n—1)k e
= () (o) () 7] s

Além disso, <7 (f) < 0 com igualdade se, e somente se, f € constante.
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A fim de usar o FICM em alguma hipersuperficie X da familia (1.24), mostraremos
que, a partir de um determinado s, toda hipersuperficie da familia é estritamente média convexa.
Mais precisamente, provaremos, sob certa condi¢do de regularidade, que o limite, quando s tende

ao infinito, da curvatura média H de X5 é k(n—1).

Teorema 1.3 Seja X, uma familia de hipersuperficies em (P,g) que sdo grdficos radiais da

funcdo r(0,s) =cs+ f(0)+ o4(1) e tal que

slgg||0s(1)||c2(1vg) =0.

Entdo, vale
}LH;HS =Kk(n—1).
De (CHEN; MAO, 2016) e (LU, 2019) temos que, partindo de uma hipersuperficie
¥ do espago AdS-Schwarzschild G que é média convexa e estrelada em relacio ao horizonte,
a solucao do fluxo pelo inverso da curvatura média X, € dada pelo grafico de uma fungao r da

forma

r(G,t):%%—f(G)—FO,(I), (1.26)

n—

onde f é uma funcdo suave em S"~! (quando o ambiente é o espaco hiperbélico, (1.26) foi
mostrada em (GERHARDT, 2014)). Dessa forma, a fun¢@o r possui comportamento assintético
satisfazendo (1.24). Nesse caso, podemos definir a quantidade <7 (X) := <7 (f), onde <7 (f) € o

funcional definido em (1.25) aplicado a fungdo f obtida em (1.26). Mais precisamente, temos

=[5 ) = () ([ vane)

onde d s representa o elemento de drea de S"~!. Usando o Teorema 1.2 e a monotonicidade de

que

% ao longo do FICM, obtemos a seguinte desigualdade:

Teorema 1.4 Seja ¥ uma hipersuperficie estritamente média convexa e estrelada do espagco

AdS-Schwarzschild G. Entdo
H () > F () +[Z|71.(2). (1.27)

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, X é totalmente umbilica.
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Observacao 1.5 O Teorema 1.2 de (GERHARDT, 2011) afirma erroneamente que funcdo f da
equacdo (1.26) é constante. Isso estd em desacordo com o resultado obtido em (HUNG; WANG,

2015). De fato, se f é constante, entdo pode-se mostrar que as métricas normalizadas
2
|Zz\*(ﬁ)gt

convergem para uma métrica de curvatura constate em S"=1. Assim, se o enunciado do Teorema
1.2 de (GERHARDT, 2011) estivesse correto, o exemplo obtido em (HUNG; WANG, 2015) ndo
poderia existir. Felizmente, o proprio Gerhardt corrigiu em (GERHARDT, 2014) o enunciado e
a demonstracdo do Teorema 1.2 de (GERHARDT, 2011).

Observacao 1.6 Uma vez que sabemos que (1.26) ocorre, é natural perguntarmos o seguite:
“Para quais fungdes f: S"~! — R existe uma hipersuperficie ¥ do espago AdS-Schwarzschild G,

com X. média convexa e estrelada em relacdo ao horizonte, tal que a equagdo
!
r(0,1) = p—] +/(8)+or(1)
é satisfeita pela fungdo r(0,t) cujo grdfico é £,?”

Seja X, = (r(0,s),s) uma familia de hipersuperficies estreladas no espaco AdS-
Reissner-Nordstrom P. Dizemos que a familia X; converge para uma fatia, quando s tende ao

infinito, se vale
1

n—

/ r(0,s)dug = og(1). (1.28)
N¢

Uma hipersuperficie £ = {((0),0) : 8 € S"~!} no espago AdS-Schwarzschild, com
¥ estrelada em relagcdo ao horizonte, € dita simétrica em relacdo ao horizonte se a funcao h for
simétrica em relacio a S"~! , ou seja, se vale h(x) = h(—x) para todo x € S"~ !

Para hipersuperficies no espaco AdS-Schwarzschild G do tipo £ = {s} x S"~!, ou
seja, para fatias de G, vale .% (£) = 0. Motivados por este fato e usando os teoremas 1.2 e 1.3,

podemos obter o seguinte resultado, que € o principal do nosso trabalho.

Teorema 1.7 Existe uma hipersuperficie ¥ no espaco AdS-Schwarzschild G, estritamente média
convexa e estrelada em relagdo ao horizonte, tal que a evolugdo de X pelo FICM ndo converge

para uma fatia. Ademais, ¥. pode ser tomada simétrica em relacdo ao horizonte.

Como corolério do Teorema 1.7, obtemos o seguinte resultado sobre a ndo conver-
géncia da métrica induzida (normalizada por determinada poténcia da drea) para uma métrica de

curvatura constante em S"~!. Mais precisamente, temos
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Corolario 1.8 Existe uma hipersuperficie ¥ no espaco AdS-Schwarzschild (G,g) que é estri-
tamente média convexa, estrelada em relacdo ao horizonte e possui a seguinte propriedade:

(-2 o _ ~ . .
1% = )g, converge para uma métrica em S"~ que ndo possui curvatura seccional constante,

onde %,

Y, | e g sdo, respectivamente, o fluxo pelo inverso da curvatura média de ¥, a drea de

Y, e a métrica induzida em ¥;.

Ja vimos que, fazendo m — 0, o espaco AdS-Schwarzschild se reduz ao espaco
hiperbolico H". Assim, o Coroldrio 1.8 € uma generalizac¢do do resultado obtido em (HUNG;
WANG, 2015). Além disso, ao fazermos m — 0, temos que o horizonte se reduz apenas a
origem O e o papel das fatias € desempenhado pelas esferas geodésicas centradas na origem.
Assim, no caso do espago hiperbdlico, a convergéncia para fatia definida por (1.28) € chamada
de convergéncia para uma esfera geodésica centrada na origem. Com isso em mente, temos a

seguinte versao do Teorema 1.7:

Teorema 1.9 Existe uma hipersuperficie ¥ no espago hiperbolico H", estritamente média con-
vexa, estrelada em relacdo a origem e simétrica em relacdo a origem, tal que a evolugcdo de ¥

pelo FICM ndo converge para uma esfera geodésica centrada na origem.

Temos também a versdo a seguir do Coroldrio 1.8, que é exatamente o resultado
obtido em (HUNG; WANG, 2015). Note, contudo, que obteremos uma nova demonstracdo para

esse resultado.

Corolario 1.10 Existe uma hipersuperficie ¥ de H" que ¢é estritamente média convexa, estrelada

(-2
em relagdo a origem e que possui a seguinte propriedade: |¥;| (nfl)g, converge para uma

métrica em S que ndo possui curvatura seccional constante, onde ¥, |X;| e g; sdo, respecti-

vamente, o fluxo pelo inverso da curvatura média de ¥, a drea de ¥; e a métrica induzida em

X

Antes de passarmos para o proximo capitulo, gostariamos de mencionar que o
comportamento assintotico do FICM no espaco hiperbdlico complexo e no espago hiperbdlico

quaternionico foi estudado por Pipoli em (PIPOLI, 2019) e (PIPOLI, 2018), respectivamente.
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2 ANALISE DE QUANTIDADES GEOMETRICAS NO ESPACO ANTI-DESITTER-
REISSNER-NORDSTROM

2.1 Comportamento assintético do espaco AdS-Reissner-Nordstrom

Inicialmente, mostremos, usando uma mudanca de varidvel, que a métrica (1.16)

pode ser reescrita como

g=dr* +A(r)g, 2.1)

onde A (r) satisfaz a equacdo diferencial ordinaria

A (r) = e+ K2A2 —2mA2—n 4 g2 A A=,

Definindo

s dt /°° 1 1
r(s)=[| ———- - dt,
) /So VK +e s ( VE+ K22 —2me2 4 2t K22+ e)

temos que
ds

dr =
\/8 + k252 — 2ms2 4 g5t 2n

e A(r(s)) =s.

Substituindo as informag¢des acima em (1.16), obtemos (2.1). Para € = 1, foi provado em

(WANG, 2015) que

r(s) = Kk 'senh(kr) — P35y K *0(s7"72).

n
Fazendo a expansao de Taylor, vemos que
senh(kr(s)) = ks— T Kk 20(s™ 1)
n
= ks— Zx (ke Tsenh(xr)) 7"+ O((x 'senh(xr)) ).
n

Portanto, temos
A(r) = x 'senh(kr)+ %K”_3senh]_"(1<r) +0(senh "L (kr)) = 0(e¥)  (2.2)
para € = 1. Usando argumentos similares ao acima, obtemos
A(r) = x 'cosh(kr) + %K"‘%osh“"(l{r) +0(cosh™ L (kr)) = O(e*") (2.3)
parag =—1,e
A(r) = &+ i 200N (DR — () 24

para € = 0. Portanto, em todos os casos, a fungio A (r) possui a seguinte expansao assintética:

A(r) =0(e™).
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2.2 Hipersuperficies estreladas no espaco AdS-Reissner-Nordstrom

Seja X uma hipersuperficie fechada e suave no espaco AdS-Reissner-Nordstrom

(P,g). Seja @ = {0'},—;. . ,_1 um sistema de coordenadas locais em N e seja d, o campo

geeey

vetorial radial. Suponha que X € estrelada em relacao ao horizonte, ou seja, suponha que existe

uma fung¢do suave r : N; — R tal que
L={(r(0),0):6 c N}.
Isto implica que a fun¢do suporte € positiva, ou seja,
(A9,,8) >0,

onde & representa o campo normal unitdrio que aponta para fora de X.
Agora, seja ¢ a fungiio em N, definida por ¢(6) = P(r(0)), onde ®(r) é uma fungdo

positiva satisfazendo

Uma base para o fibrado tangente de X é dada por {X;};—1,. ,—1, onde
X; = 0j+rid, = 0 + /'L(p,ﬁr. (2.5)

Sejam ¢; = @i(p e Qij = @ﬁ ;@ as derivadas covariantes de ¢ com respeito a métrica g e

W:\/I-I—W(pg,.

Na proposicdo abaixo, calculamos a métrica e a segunda forma fundamental de ¥ em termos das

definamos W da seguinte forma:

derivadas covariantes de ¢.

Proposicao 2.1 Sejam g;j a métrica induzida em X e h;j a segunda forma fundamental em

termos de coordenadas. Entdo,

gij = A*(8ij + o)

A .
hij = W(l’(gij +@i9;) — ¢ij)-
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Demonstragiao: Em (2.5), vimos que {X;}<j<,—1 formam uma base para o espaco tangente de

Y. Dessa forma, temos que

8ij = <Xi7XJ'>
= (di+ri0r,dj+rjd)
= 7LZ§,~j+r,-rj
= Mg+ @io)).

Seja v o campo definido por

r

1231,

V — ar -
onde ' = rg" (aqui, usamos a notago de Einstein para somatério). Dado um campo tangente
X;, temos que

okl

,
(Xiv) = (9i+nd,0—"5-3,)
g
= ri—vgil

Akl A
= ri— 18 8i
= ri— 10k

= 0.
Portanto, o campo v € normal a X. Fazendo o cdlculo da norma de v, vemos que

skl AN
2 _ o Tk8 &
|V| —<V,V> - <ar_ /12 alyar_ Az_am>
~kl snm

'krn8 8 8im
14

~kl Anm o

= 1+ QP8 8" &im

= 1+

= 1+|Vo

2
8
= W2

Assim, como (1d,,v) = A > 0, temos que o0 campo normal unitdrio que aponta para fora de X é

1 rl

dado por
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Dessa forma, denotando por V a conexdo riemanniana em P, temos que a segunda forma

fundamental é dada por

_ 1
hij = _<VXin7§> = <V8+r1 ((9 +rja> W (al’ 7(,281) >

1 A/ Al r
_ W<(r,-j_/wu)ar+7rja,~+lr,a,,a 12‘9>

/
= ()pl gz] Zj r,-rj—r,-j)

(A (8ij + 0i0)) — 9;).

s[> =

O

(P‘P

Agora, seja ¢’k = 1726/%, onde /% := gik — . Fazendo o produto g;;c/* e

somando em j, obtemos
. . jo*
gije” = %8+ 0i9))] P_z (é”k - ﬂ)}

WZ
ok
= (glj+(pl(pj) (A]k o9 )

W2
o N 8ij§0j€0k ﬁDz"Pj(Pj(Pk
= gzjg +(plq)]g w2 - W2
2\ .k
= S+ - ( 99
= O

Portanto, ¢/ representa a inversa da métrica g;; e, assim, escrevemos i = gij . Usando a primeira
parte da Proposi¢do 2.1 e o resultado obtido acima, concluimos que a curvatura média H é dada
por
1 l Alj
H:—WA((I’I—I)A — ](Pij)' (2.6)
Lembre-se que uma hipersuperficie € média convexa se vale H > 0 e estritamente

média convexa caso ocorra H > 0.

2.3 O fluxo pelo inverso da curvatura média no espaco AdS-Reissner-Nordstrom

Seja Xo = {(r0(0),0) : 0 € N} uma hipersuperficie estrelada em relagdo ao hori-
zonte no espaco AdS-Reissner-Nordstrom (P, g). De (WANG, 2015) e (CHEN et al., 2019),

temos que se X € estritamente média convexa e estrelada em relacdo ao horizonte, entdo a
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solucdo ¥; do FICM existe para todo tempo ¢ € [0,00) e continua sendo estritamente média
convexa e estrelada em relacdo ao horizonte.
E bem sabido (veja, por exemplo, (HUISKEN, 1998)) que ao longo do FICM valem

as seguintes equacoes de evolucao:

d 2 d
Egij = Eh,’j € EdZZdZ,

onde dX denota o elemento de drea de X. Em particular, se |X| representa a drea de ¥, entdo
d
—Z|=|Z]. 2.7
izl = Iz @)

Mostraremos agora que a quantidade

Z|7=
definida em (1.23), € ndo crescente ao longo do fluxo pelo inverso da curvatura média.
Proposicao 2.2 Seja X uma hipersuperficie estritamente média convexa e estrelada em rela¢do

ao horizonte no espaco AdS-Reissner-Nordstrom P. Ao longo do fluxo pelo inverso da curvatura

média, temos que
d A (E) - J (&)

c <0. 2.8
dt |z, |71 - 2.8)

Além disso, se ocorrer a igualdade para algum t, entdo X, é totalmente umbilica.

Demonstracao: Usando a regra da cadeia e a igualdade (2.7), obtemos

n (=TT d (%] noo, =\
— Y, = k20 = V| —— . 2.
‘%( ) = K01y 1(19 ) dt S) a1t "\, 9

Por outro lado, da desigualdade de Heintze-Karcher, provada em (BRENDLE, 2013), temos que

(n—l)/ﬂ%dzzn/gpdmrsgﬁn_l. (2.10)

Além disso, se ocorre a igualdade em (2.10), entdo X é totalmente umbilica. Agora, usando que

|0P| = s¢~ 19,1 e a férmula da codrea, concluimos que

d
— ) = — dQ
di (Z) nk* QrP t

Zr

> ( /det—l—Ksoﬁn 1)
n—l Q

- f1<f@a+ﬁﬁq<%%)n

n

1). 2.11)



28

Portanto, de (2.9) e (2.11), vemos que

s = 2 o () (e (3)°)

= (A (X)) = 7 (%))

n—1

Por fim, usando a desigualdade acima, obtemos

AAE) g BT~ )~ 5 () — ()
di |5 =]
_n (d n
— Inl e () - @) - S ) - A )

< 0.

Além disso, se ocorrer a igualdade, entdo vale a igualdade na desigualdade de Heintze-Karcher e,

dessa forma, teremos que X, é totalmente umbilica.
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3 PROVA DOS TEOREMAS

Consideremos agora uma familia de hipersuperficies estreladas X; do espago (P, g)

que sdo descritas nas coordenadas (r, 0) por
X, ={(r(0,s),0): 0 € Ne},

onde r é uma fungdo suave em N x R". Assumiremos que r(0,s) possui o seguinte comporta-

mento assintético quando s — oo:
I’(Q,S) = CS—|—f(9) +03(1)7

onde ¢ € uma constante positiva e f é uma func¢do suave em Ng. Da primeira parte da Proposi¢ao

2.1, temos que

detg = A(r)" '\ /14 |Vo|2\/detg = A(r)""'W/detg. (3.1)
A(r)r! Vol A(r) !

Agora, de (2.3), (2.2) e (2.4), temos que 0 comportamento assintético de A (r) quando r — oo é

A(r)=38e" +o0,(1), (3.2)

onde 8 = 1/2k nos casos € =+1 e § =1 quando € = 0.
Abaixo, calculamos o limite, para s tendendo ao infinito, da quantidade .7 (%)

definida em (1.23).
Demonstracao do Teorema 1.2: Inicialmente, observemos que, para W, vale
W2 =1+|Vo; =1+A(r) ?|Vrl; = 1+0(e ).

Agora, usando (1.24), (3.1) e (3.2), calculemos as quantidades envolvidas na defini¢cdo de . em

fungdo dos termos usados no comportamento assintotico de r. Para |Xg|, temos

5 = [ as,
X
S G
Ne
_ /W(Se”—f—or(l))n_]dug
Ne

n—1
= eyt [ w (U g (865 o (1)) dpg
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Para 7 (¥;), denotando por €; a regido delimitada por X, e pelo horizonte, obtemos

/(Zs) = nKz pd
Qg

— K2 / / WA A" drdpg
Ne Jro

2 A
= K// nu'"~ dud g
Ne J A (rp)
2

= [ )~ s

OP|\ T
= k2| A()Vdu; — k20, loP .
[ A dug—x nl(ﬁn_l)

Usando a expansao (3.1), temos

2 w2 0P|\
75 = K‘/Ngl(r) di; K19,I1<19n_1)

— K.Z/ (5€Kr+0r(1))nd,ug—7(20n,1 ( ’&P’)n—l
Ne

_ K2(5e;<m)n/

Ne

n oP T
<eK(f+0x(1))_|_(5eK'CS)—10r(1)> dligA—Kzﬁnfl ( | | )
Portanto, usando as informagdes acima, obtemos

g(zs) o %(29)_/(25)

_n_

eKcs)n [st w (eK(f-f—os(l)) + (5eKcs)710r(l))n*1 d‘ug} =1

Como r =cs+ f +o4(1), temos que s — oo implica r — co. Assim, temos que

lim 05(1) = lim 0,(1) = 0.

§—r0 §—ro0

Usando o resultado acima e a férmula obtida para .% (¥;), concluimos que

1
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Dados p € (1,0) e u uma fungdo suave e positiva definida em N, seja ||ul[z»(y,) a norma L, de

u, ou seja,

P
el = ( [, w0

1

Se p,q € (1,0) satisfazem p~ 44! =1, entdo, dadas as funcdes u e v definidas em Ng, com u

e v positivas e suaves, temos, da desigualdade de Holder, que

vl ey < Hullerove IV zave)

com igualdade se, e somente se, existe & constante tal que u” = av?. Fazendo p =n, g =

1

n(n— 1)*1, u=1ev=e" V& temos pl4+g 1 =1e, assim, vale

/Ive("_l)deH§ = -
IR
Ln=T(Ng)

1 " n
fr (ﬁn_])n (/N e deug) .

Elevando ambos os lados da desigualdade acima ao expoente n(n — 1)~!, obtemos

< HlHL"(NS)He(

1 n
() = () (foams) = =0

Portanto, 7 (f) < 0. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, ekl ¢ multiplo de 1, ou seja,

quando f é constante.
OJ

Do resultado acima, vemos que, para f ndo constante, o valor .o/ (f) € estritamente
negativo. Este fato serd bastante ttil na demonstracao do resultado principal. Antes disso, mostra-
remos que, sob certa condi¢@o de regularidade de o5(1), a curvatura média Hy da hipersuperficie

¥, se aproxima de k(n — 1), para s suficientemente grande.

Demonstracao do Teorema 1.3: Inicialmente, temos, de (2.6), que

_ _ 1 _ & e, .
HS Wﬂz(r) ((f’l 1)1’ (r) o (pl])7
onde o
. . i)
61 =g~ 25, com ¢f =g,
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Da equag@o (1.17), temos que limg_,o A'(r) /A (r) = k. Assim, como W = 1+ O(e™ "), obtemos
. A(r)
ggwlU%W—U—KM—I) (3.3)
Portanto, nos resta mostrar que
m— (6Y0::) =
lim oy (67 9u) =0 (3.4)

Para &'/, usando r; = A(r)¢;, vemos que

ool
W2

A(r)=2rir] . rirl

_ _ =gl —
1+[Vo

_ — Aij+0 e—2k‘cs )
§ l(r)2+|Vr§ ( )

Al] _ Alj Al
Gl = gl — = gl

Para ¢;;, temos
05 = () = (1 (01); = ~0r) 2 Oy + 40 1y =200 (= 3 ).

Agora, como limy_e |05 (1) | c2(y,) = 0, temos que

A(r A(r
rij— %Wj = fij— %ﬁfﬂrO(l),

com limy_s0(1) = 0. Assim,

lim (87 + O(e 7)) (fu - %ﬁfj +0<1>) =Trg(2),

onde Z;; = f;j — K f;fj. Dessa forma, obtemos (3.4). Portanto, de (3.3), concluimos que

lim Hy = k(n—1).

s—>o0

O

Para uma hipersuperficie £ do espaco AdS-Schwarzschild G, vimos que a solucao

do fluxo pelo inverso da curvatura média ¥, é dada como grafico de

r(6,1) =+ £(6) +ou(1),

sendo, portanto, um caso particular de (1.24). Dessa forma, usando o Teorema 1.2, temos que

lim Z (%) = o/ (%),

t—o0

C@QZ)zz[(GJ;I)"“._(jélldvdug) (A;lewnfduo)_ﬁﬁ].

onde
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Usando as informagdes descritas acima e a Proposi¢ao 2.2, obtemos o resultado abaixo.

Demonstracao do Teorema 1.4: De (2.8), sabemos que

4 X (%)- J (%)
e |g|e

<0

Y

onde X; é a solugdo, para o tempo ¢, do fluxo pelo inverso da curvatura média partindo da
condicdo inicial Xo = X. Além disso, vale a igualdade acima se, e somente se, X é totalmente

umbilica. Como visto acima, temos também que

lim .7 (%) = o (%). (3.5)

t—roo
Usando o fato da quantidade .% ser monétona ndo crescente, temos que 7% (X) >
F (%) para todo ¢. Portanto, passando o limite, concluimos que

DI

obtendo a desigualdade (1.27). Se vale a igualdade em (1.27), entdo

F(2) = o (2) = lim F(5,).

o0

Dessa forma, como .# é mondtona ao longo do fluxo, temos que vale a igualdade em (2.8) e,
portanto, X € totalmente umbilica. Reciprocamente, se X é totalmente umbilica, entdo vale a
igualdade em (2.8). Assim, temos que .7 (X;) é constante ao longo do fluxo e, portanto, de (3.5),

temos a igualdade em (1.27).

O

Seja Xy = {(r(0,s),0) : 0 € Ng} uma familia de hipersuperficies estreladas em
relacdo ao horizonte, onde r(6,s) possui o comportamento assintdtico descrito em (1.24).

Abaixo, veremos uma condi¢@o necessaria para que a familia X convirja para uma fatia.

Proposicdo 3.1 Seja X; uma familia de hipersuperficies em (P,g) que sdo grdficos radiais da

fungdo r(0,s) =cs+ f(0) 4+ o5(1). Se L, converge para uma fatia, entdo vale

lim .# (%) = 0.

§—ro0

Demonstracao: Como X converge para uma fatia, temos, de (1.28), que

1
ﬁn—l

1(0,5) — /N 1(6,5)dug = 55(1),
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onde limy_;. 04(1) = 0. Usando a defini¢do de r, temos

os(1) = cs+f(0)+o05(1)—

1
B /IVg(CS+f(9) +os5(1))dug
1

1
= 1(0) 5 [ FO)g o)~ 5 [ oV

Fazendo s — oo, obtemos

70) =5 [ r(O)dus

ﬁn—l
Portanto, f € constante. Dessa forma, usando o Teorema 1.2, concluimos que

lim .Z (%) = 0.

§—ro0

O

No primeiro resultado provado nesta secdo, mostramos a existéncia do limite, para s
tendendo ao infinito, da quantidade .7 (), definida em (1.23), com X5 = {(r(0,s),0) : 0 € N¢},
onde r(0,s) possui o comportamento assintético dado em (1.24). No segundo, supondo certa
condi¢do de regularidade, provamos que, para s suficientemente grande, a hipersuperficie X, é
estritamente média convexa. Os fatos descritos acima sdo suficientes para provarmos o resultado

principal.

Demonstracio do Teorema 1.7: Seja £ = (7(60),6) uma hipersuperficie estrelada em relagdo
ao horizonte do espaco AdS-Schwarzschild G tal que f é niio constante. Denotemos por Y, a

familia de hipersuperficies definida por

Y ={(s+7(6),0):0 S}

Como f € ndo constante, temos, do Teorema 1.2,

1 n
~ 1 n—1 = = T n—1
lim 7 (5,) = _ nf / (n—1)f
Tgl;loj ( ) [(w}’l—l ) (/Snl ¢ dﬂc) ( sn—1 ¢ d’uG

Seja ¢ um niimero positivo escolhido de modo que <7 (f) < —c < 0 e tomemos um real s; tal

=4/ (f) <0.

|

que . (is) < —c sempre que s > s1. Agora, denotando por H; a curvatura média de £; e usando
o Teorema 1.3, temos a existéncia de um s, real tal que H; > 0 para todo s > s;. Fazendo

so = max{sy, s}, vemos que

F (X)) <—c e Hy;>0.
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Seja entdo X = X;. Sendo X estrelada e estritamente média convexa, podemos evolui-la usando
o fluxo pelo inverso da curvatura média. Como .#(X) < 0 e .# € monétona ndo crescente ao

longo do fluxo, temos que
lim 7 (%,) < 7(X) <0.
Como lim,_,. % (X;) # 0, temos, da Proposi¢do 3.1, que o fluxo pelo inverso da curvatura média

tendo X como hipersuperficie inicial ndo evolue para uma fatia.
O

Agora, podemos mostrar um resultado andlogo ao feito acima sobre a métrica

induzida e normalizada.

Demonstracao do Corolario 1.8: Seja X; uma familia de hipersuperficies em (G, g) que sdo

gréficos de

#(0,s) =cs+ f(8)+o4(1),

com ¢ > 0 e f simétricaem S"~!. De (3.2), temos A (7) = %67 + 07(1). Portanto, fazendo s — oo
na métrica reescalonada e’z“gi j, temos que
1 o7 2 .
lim e %g;; = lim e *“A(7)?0;; = lim e~ (—eC”f Fos(l) 1 0;(1)) i =e* oy;.
§—poo §—oo S—o0 2

Mostremos agora que o limite da métrica reescalonada e~2¢

gij» quando s — o, € uma mé-
trica de curvatura constante em S"! se, e somente se, vale limy_,o,.% (X5) = 0. De fato, se
limg_0 % (£g) = 0, entdo, usando o Teorema 1.2, temos f constante e, portanto, a métrica 2/ O;j
¢ de curvatura constante. Reciprocamente, se ezf 0;; € de curvatura constante, entdo e‘f é uma
combinicdo linear de constantes e das primeiras autofuncdes de S"~! (veja o Lema 4 de (HUNG;

WANG, 2015)). Sabendo que as primeiras autofuncdes de S"~! sdio as restricdes das fungdes

coordenadas de R" a S"~!, temos que existem constantes ag, ay, .. .,a, de modo que
e =ay+ax) +axo+ - apxy.

Como f é simétrica em relagio 2 S"~!, temos que o mesmo vale para e~/ e, dessa forma, temos
a; =ay = --- = a, = 0. Portanto, f é constante e, assim, usando novamente o Teorema 1.2,

concluimos que lim;_,. % (X5) = 0. Usando um argumento andlogo ao feito no Teorema 1.7,
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obtemos uma hipersuperficie ¥ C G estritamente média convexa e simétrica em relacdo ao
horizonte de modo que
lim .7 (%) <0, (3.6)
t—oo
onde ¥; é o fluxo pelo inverso da curvatura média de £ no tempo . Como o fluxo preserva

simetria, temos que a fungdo f, obtida de modo que
1
I"(G,I) = nTt_'_f(G) +01(1)
€ simétrica em relacdo ao horizonte. Portanto, de (3.6), temos que
. __2 . __2 2f

lim |X,| " n1g, = |X|lime n1'g, = |L|e” o

{—ro0 {—>o0
nio possui curvatura seccional constante em S" !,

O

Seja Y= (£(6),0), com f nio constante, uma hipersuperficie simétrica em relacio

a origem O em H", e seja ¥, a familia de hipersuperficies definida por

Yo ={(s+7(0),0):0 €S}
Argumentando de forma inteiramente andloga as demonstragdes do Teorema 1.7 e do Corolério
1.8, obtemos uma hipersuperficie £ em H" a qual é estrelada em relagdo a origem, simétrica
em relac@o a origem, estritamente média convexa e tal que o FICM {X,} ndo converge para
uma esfera geodésica centrada na origem. Para esta X temos que |Z,|_n%1 g: converge para
uma métrica em S"~! que ndo possui curvatura seccional constante. Portanto, concluimos a
demonstracdo do Teorema 1.9 e do Corolério 1.10.

Para uma hipersuperficie X = (r(0), 0) estrelada em relacdo ao horizonte e estrita-
mente média convexa no espago Reissner-Nordstrom-AdS P, acreditamos que a hipersuperficie
Y, obtida quando se aplica o fluxo pelo inverso da curvatura média com condi¢ao inicial £y = X,

¢ dada por X, = (r(6,t),0), onde r possui o seguinte comportamento assintético:

r0,1) = — —+£(6) +oi(1), 3.7)

(n—1)

sendo f uma fun¢do suave em N,. Portanto, supondo a veracidade de (3.7) e motivados pelos

teoremas 1.4 e 1.7, temos as seguintes conjecturas:
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Conjectura 3.2 Seja X uma hipersuperficie estritamente média convexa e estrelada em relagcdo

ao horizonte do espaco AdS-Reissner-Nordstrom P. Entdo
H(Z) > J(E)+ (g7 14/(2).
Além disso, se vale a igualdade, entdo ¥ é totalmente umbilica.

Conjectura 3.3 Existe uma hipersuperficie ¥ no espaco AdS-Reissner-Nordstrom P, estrita-
mente média convexa e estrelada em relagdo ao horizonte, tal que a evolugdo de X pelo FICM

ndo converge para uma fatia.

Observacao 3.4 Assumindo a validade de (3.7), temos que valem as conjecturas 3.2 e 3.3 (pelo
menos no caso em que a base Ng é a esfera S™™'). De fato, as mesmas demonstragées dadas no

caso em que o ambiente é o AdS-Schwarzschild funcionam para o AdS-Reissner-Nordstrom.

Observacao 3.5 Tanto em (CHEN; MAO, 2016) quanto em (LU, 2019), o principal passo na
prova de (3.7) para o espaco AdS-Schwarzschild consite em mostrar a validade da seguinte

estimativa:
. . 2t
|h’j — 51’| < O(e n1).
A estimativa andloga no espagco AdS-Reissner-Nordstrom é a seguinte:
. . s
|h’j - K5Jl-| < O(e n1). (3.8)

O Teorema 2.5 de (CHEN et al., 2019) afirma a validade de (3.8), indicando que ela decorre de
argumentos padroées da teoria parabolica de Krylov e Schauder. Contudo, até onde sabemos,

uma demonstracdo explicita ndo foi dada em lugar nenhum.
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4 OUTROS RESULTADOS

Nesta se¢do, mostraremos duas desigualdades andlogas as obtidas em (GE et al.,
2015). Inicialmente, relembremos que foi mostrado em (DE LIMA; GIRAO, 2016) que para
uma hipersuperficie X estrelada em relacdo a origem e estritamente média convexa do espago

hiperbdlico H", com n > 3, vale a seguinte desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel com peso:

Y| O\ et
/ZPHleZ(Dn1<(||1) +(al—_’l) > @.1)

Além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, ¥ é uma esfera geodésica centrada na origem.

Em (GE et al., 2015), Ge, Wang e Wu provaram uma generalizacdo de (4.1), pelo menos para
hipersuperficies horoesféricas convexas (também chamadas de h-convexas), ou seja, hipersu-
perficies cujas curvaturas principais sdo maiores do que ou iguais a 1. Mais precisamente, eles

mostraram que se X é uma hipersuperficie horoesférica convexa no espago hiperbélico H", entdao

5 v —2k—2 k+1

w0 T (D)
/szkHdewnl(( z ) +( i ) ) , (4.2)
X Wp—1 0p—1

para todo k tal que 1 <2k+1 <n—1. Além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, X é

vale

uma esfera geodésica centrada na origem. A férmula acima foi obtida usando um argumento de
indugdo (de j para j+ 2), tomando como caso base a desigualdade (4.1). No mesmo trabalho,
Ge, Wang e Wu conjecturaram que a desigualdade (4.2) ocorre para toda m-€sima curvatura
média, isto €, se X € uma hipersuperficie horoesférica convexa de H", entdo, para todo m tal que

0<m<n-—1,vale

2n m—1) 2
|Z‘ (m+1)(n—1) ‘Z| m+])(n 1)
H,d¥ > w,_ + , 4.3
[ PHndz> 0, (wn_l o @43)

com igualdade se, e somente se, X € uma esfera geodésica centrada na origem. De (4.2), obtemos

que a desigualdade (4.3) é vélida pra m impar. Para m par, o argumento de indugao utilizado
por Ge, Wang e Wu ainda funciona. Portanto, para provar (4.3), seria suficiente mostrar que a

férmula € verdadeira para m = 0, ou seja, provar que

1

NI
/Epdzzwn_1<(al—_|l> +(al—_|1>> : (4.4)



39

Em (GIRAO et al., 2021) foi construida uma hipersuperficie horoesférica convexa I" em H tal

foar <o [() (Y]

A desigualdade acima €, para n = 3 e m = 0, um contraexemplo para (4.3). Nesse mesmo

que

trabalho, foi estabelecida uma desigualdade bem similar a (4.4). Mais precisamente, foi provado

que se X € uma hipersuperficie em H", estrelada em relacdo a origem e satisfazendo H; > 1,

n—1\?/ 0 \= Y’
Apﬂwumll(ll> (&P) +(5:J . 4.5)

A desigualdade (4.5), em conjunto com o argumento de indu¢do usado por Ge, Wang e Wu em

entdo vale

(2015) para provar (4.2), motivaram o seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Girao, Pinheiro, Pinheiro e Rodrigues, 2021) Seja X uma hipersuperficie ho-
roesférica convexa em H". Se k é um niimero par pertencente ao conjunto {0,1,....n— 1},

entdo

k+1
n—k—1) 2

SN2/ |5\ FOeeD NG
/ZPdeZ>wn_1 (nn ) (al,,_|1> +(a|)n’1)
Demonstracao: Faremos uma inducao de k para k + 2. Para k = 0, a desigualdade em questdo
w1\ (RN Y
/Epdl“>con_1 [( " ) (wn_]> +<a> ] . (4.6)

A desigualdade (4.6) foi provada em (GIRAO et al., 2021). Seja j um niimero inteiro de modo

se reduz a

que 2j € {0,1,...,n—3} e suponhamos que a desigualdade ocorre para k = 2 j, ou seja, que vale

a seguinte desigualdade:

2 2n 2(n—2j—1)
n—1 |Z| 2+ (n=1) ’Z| 2+ (n=1)
szde > W, +
z n Wp—1 Wp—1

Em (WANG; XIA, 2014), a seguinte desigualdade para hipersuperficies h-convexas do espago

2j+1
2

hiperbdlico foi obtida:
Jj+1

£\
I+ (a)n—l) ] . 4.7)

/H2J+2d2 > |X]
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Usando a desigualdade de Holder e (4.7), vemos que

H 2
</ PH2j+2dZ> (ﬂd2> > (/ H2k+2d2>
> P T

- 2 12(j+1)

Y|\ a1
> [z 1+(a‘, | ) ]
n—1

[ (n—1\? T\
- | (50) + (a)
n Wy—1

_1\?2 Y[\ T
aerof | () ()

Portanto, fazendo

obtemos que

/ pHyjadE — / Majs2 j5 o / pHyjipds— — % (4.8)
> T p > JspHaj2dX
Agora, usando o Teorema 8.2 de (GE et al., 2015), temos que
Hjio
pHyj2dX— | ———=d¥ > | pH;;d¥. (4.9)
r r p )

Entdo, da hipotese de indugdo e (4.9), encontramos

H .
/ pHy 4 2dE — / 2012 gy
z P

o (ELNT[(n=1)E ] @i
"l Wy—1 n Wy—1 . .

Se considerarmos a fungdo f(r) =t — ot~ !, teremos, de (4.8) e (4.10), que

SN[ fn—1\2 [ g\ =]
f(/EpH2j+2dZ)>wn_1(a|)n_|l) [("T) +(a|>n_|1) ] . @.11)

Temos também que

o (@) (5 @) ]
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onde a dltima desigualdade segue de (4.11). Como a fungdo f € crescente no intervalo [0, o),

obtemos

_n_

=\ (N (EN ]
HyjpodZ > @y, — ,
/):p 2]+2d > W, 1(wn_1 n + o

0 que completa a inducao.

O

Observacao 4.2 Depois que o trabalho no qual o teorema acima foi provado foi submetido para
publicacdo, um artigo de Hu, Li e Wei, que prova (4.3), incluindo a condigdo de rigidez, para
1 < m < n, foi postado no repositorio arXiv (veja o Coroldrio 1.5 de (HU et al., 2020a), cuja
versdo publicada é (HU et al., 2020b)).

Vejamos agora uma desigualdade similar a (4.2) para hipersuperficies do R". Fa-

zendo j=0ek=1em (1.1), temos

n—2

/H]dZZO)n_l . 4.12)
X ;1

Em (GIRAO; RODRIGUES, 2020) foi provado que para uma hipersuperficie estrelada e estrita-

mente média convexa X C R” vale

y| \ AT
/rzHldEza)n_1< 2] ) , (4.13)
X @1

onde r € a distancia geodésica para uma origem fixada O. Além disso, ocorre a igualdade se, e

somente se, X € uma esfera centrada na origem. Combinando as desigualdades (4.12) e (4.13),

n—2 n
Z n—1 Z n—1
/(1 + ) H dL > @, = + = , (4.14)
) @1 -1

com igualdade se, e somente se, ¥ é uma esfera centrada na origem. Agora, notemos que o

obtemos

lado direito da desigualdade (4.14) é exatamente igual ao lado direito da desigualdade (4.1). As

desigualdade (4.14) e (4.2) motivaram o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Seja ¥ uma hipersuperficie em R". Se k é um niimero inteiro tal que 2k+ 1 €

{1,...,n—1} e X é estrelada em relagdo a origem e estritamente (2k + 1)-convexa, entdo

n n—2k—2 k+1
Z] (k+1)(n—1) \Z| (k+1)(n—1)
1+ 2 Hy1dE > @, =L + | —
L+ tde = o, ( (o7 =

Além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, ¥ é uma esfera centrada na origem.




42

Demonstracio: Segue da versdo em (GUAN; LI, 2009) para a desigualdade de Alexandrov-
Fenchel (1.1) que

n—I-1 |Z|
L/IﬁdZ;za%_lHZHnl, onde ||Z|| = , (4.15)
X @y —1
para todo inteiro [ € {0,1,...,n— 1}. Além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, £ é uma

esfera. Combinando a desigualdade (4.13) com a colecdo de desigualdades obtida em (KWONG,
2016), temos que

/rl“Hle > @,_1||Z||7 T, para 1 <I<2k+]1. (4.16)
z

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, ¥ € uma esfera centrada na origem. Em (KWONG;

MIAQ, 2015), foi estabelecido o seguinte resultado para hipersuperficies satisfazendo H; > 0:

/ PH,dX < / PHIPH Y. 4.17)
X X

Acima, g e p sdo inteiros taisque 1 <g<n—1e0 < p <ges>0¢éumreal arbitrario. Além
disso, vale a igualdade se, e somente se, X é uma esfera centrada na origem. Fazendo s = 0 em

(4.17), temos que
/deZg/rq_qudZ. (4.18)
) r

Agora, mostremos que a desigualdade
2 n—2k=2 \ k+1-j n j
/Zr IHy1dE > @, (|yz|;<k+1><n—1>) (HEH““”"*”) (4.19)

ocorre para qualquer inteiro j € {0,1,...,k+ 1}. Quando j = 0, a desigualdade (4.19) se reduz a

n—2k—2

L%mﬂZ%JMMI,

sendo verdadeira por (4.15). Quando j = k+ 1, a desigualdade (4.19) se reduz a
/Zr2k+2H2k+1dZ > @, 1||Z] |7,

sendo verdadeira por (4.16). Vamos agora aos casos j € {1,...,k}. Inicialmente, observemos

que

n—2k—2 ~ k+1—j n J n—2k+2j-2
@ (JIZITETE ) ()| ) = e [2] (4.20)
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Fazendo g =2k+1ep=2k—2j+1,temos 0 < p < g. Assim,

/)E PiHy i dE = /Z ACKE)=Ch=2j+ 1] g3

> /H2k2j+1d2

—(2k— 2j+1) 1
> o |BlT

n— 2k+2/ 2

= @12 : (4.21)

Acima, a primeira desigualdade segue de (4.18) e a segunda segue de (4.15). Assim, por (4.20) e
(4.21), temos que (4.19) é verdadeira para qualquer j. Portanto, usando a férmula do bindmio de

Newton, concluimos que

2\k+1 & (k+1 2j
2(1—1-7”) H2k+1d2 = Z . El’ H2k+1d2

=0\ J
k+1 k—|—1 n2k+2]
on 12( )|| ]

n—2k—2 ~ k+1
= W,— <||Z||(k+l)(n—l)+||Z||%>

v

O argumento acima completa a demonstracao.
OJ

Note que o lado direito da desigualdade obtida no teorema acima é exatamente
igual ao lado direito da desigualdade (4.2). Agora, € natural perguntar se uma desigualdade de

Alexandrov-Fenchel com peso ocorre de forma geral, isto €, se

2(n—m—1)

2
. S|\ GreeT Y| \ e
/(1+r2)31Hmd22wn1 ( =] > +( = ) (4.22)
X

W1 ®p—1

€ verdadeira para qualquer hipersuperficie estrelada e estritamente convexa ¥ C R” e qualquer
me {0,1,...n—1}. Do Teorema 4.3, temos que as desigualdades (4.22) sdo vélidas para m impar.
De fato, a desigualdade geral ndo ocorre para todo m. Seja I a superficie de R? apresentada em

(GIRAO et al., 2021) e descrita por

x = [(cos(3r) +9)sent — 3sen(3r)cost]coss
y = [(cos(3t)+9)sent —3sen(3t)cost|sens , 0 <7< mwand 0 <s<27.

z = (cos(3t)+9)cost + 3sen(3t)sent.
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A superficie I' € estrelada e estritamente convexa, pois € a rotacao da curva

x = (cos(3r)+9)senr — 3sen(3t)cost
, 0<r<2m.
y = (cos(3r)+9)cost + 3sen(3t)sent

ao redor do eixo y e suas curvaturas principais k] € k» satisfazem

1
— < K1, K <1.
17 = 1,82 >

Fazendom =0e n =3 em (4.22), obtemos

[z (5) ()

Mas, para a hipersuperficie I', temos que

JpV1+r2dr
V() ()

A desigualdade acima é, para m = 0 e n = 3, um contraexemplo para (4.22).

~ 12,4963 < 12,5663 < 41w = m,. (4.23)

Em (4.23), vimos que a desigualdade geral (4.22) ndo é valida para todo m. Mais
precisamente, temos, para m = 0 e n = 3, o contraexemplo descrito em (GIRAO et al., 2021).
Para m par ndo nulo, acreditamos, motivados por (HU et al., 2020a), que a desigualdade seja

verdadeira. Portanto, concluimos este capitulo com a seguinte conjectura:

Conjectura 4.4 Seja ¥ uma hipersuperficie estrelada e estritamente convexa em R". Se m é um

inteiro par pertencente ao conjunto {1,2,...,n— 1}, entdo

on 2(n—m—1)
m Z (m+1)(n—1) Z (m+1)(n—1)
/(1+72)2+1Hmd22wn_1 ( | ’ ) m 1t +( | | ) m+1)(n
X W1 Wy, —1

Além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, ¥. é uma esfera geodésica centrada na origem.
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5 CONCLUSAO

Nesta tese, mostramos que o fluxo pelo inverso da curvatura média (FICM) no espago
AdS-Schwarzschild se comporta de maneira bem diferente de quando consideramos o espaco
euclidiano como ambiente. Usando a monotonicidade do funcional .# definido por (1.23) e
andlises assintdticas de .# e da curvatura média, obtivemos o principal resultado deste trabalho
(Teorema 1.7). Mais precisamente, mostramos a existéncia de uma variedade estritamente
média convexa, estrelada em relacdo ao horizonte e simétrica em relacdo ao horizonte no espago
AdS-Schwarzschild cuja evolugao pelo FICM ndo converge para uma fatia. Como corolério,
obtivemos a existéncia de uma hipersuperficie £ no espaco AdS-Schwarzschild que € estritamente
média convexa, estrelada em relagdo ao horizonte, simétrica em relacdo ao horizonte e cuja
métrica induzida g; da solucdo ¥; do FICM partindo de X € tal que |Zt]_%g, converge para uma
métrica em S"~! que ndo possui curvatura seccional constante. Isso generaliza, para o ambiente
AdS-Schwarzschild, o resultado de Hung e Wang para o espaco hiperbdlico (HUNG; WANG,
2015), além de fornecer uma nova demonstracao para esse resultado.

Vale salientar que, para que as demonstracdes dos resultados obtidos para o espaco
AdS-Schwarzschild também funcionem quando o ambiente € o espago AdS-Reissner-Nordstrom
(pelo menos no caso em que a base Ng € a esfera S"~1), basta que a validade de (3.7) seja
estabelecida para o AdS-Reissner-Nordstrom (veja as observacdes 3.4 e 3.5).

Por fim, mostramos duas desigualdades similares a provada por Ge, Wang e Wu
em (GE et al., 2015). A primeira delas € uma desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel com
peso no espaco hiperbdlico envolvendo as curvaturas médias de ordem par. A segunda é uma
desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel com peso no espago euclidiano envolvendo as curvaturas

médias de ordem impar.
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