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Filho.

Coorientador: Prof. Dr. Ricardo Renan Landim
de Carvalho.

FORTALEZA
2022



Dados Internacionais de Catalogação na Publicação 
Universidade Federal do Ceará

Biblioteca Universitária
Gerada automaticamente pelo módulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

R367s Ribeiro, Antonio.
    Soluções Analíticas para Campos Bosônicos em Mundos Brana Multiplamente Deformados / Antonio
Ribeiro. – 2021.
    74 f. : il. color.

     Tese (doutorado) – Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Programa de Pós-Graduação em
Bioquímica , Fortaleza, 2021.
     Orientação: Prof. Dr. Geová Maciel Alencar Filho.
     Coorientação: Prof. Dr. Ricardo Renan Landim de Carvalho.

    1. Modelo Randall-Sundrum. Multiplamente Deformado. Cosmologia. Espectro de Massa. I. Título.
                                                                                                                                                  CDD 572



ANTONIO SOUSA RIBEIRO
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RESUMO

Nesta tese estudamos modelos de mundo branas multiplamente deformados em seis dimensões.
Esse cenário foi proposto inicialmente por Choudhury e Sengupta no ano de 2007 como uma
extensão natural do modelo de Randall-Sundrum tipo-I. Devido aos fatores de dobras nas duas
dimensões extras, surgem escalas de energias intermediárias porque possuem previsibilidade de
detecção em aceleradores de partı́culas modernos. Os fatores de dobras que emergem da ge-
ometria duplamente deformada, em uma dimensão extra é do tipo Randall-Sundrum e na outra
dimensão é hiperbólico. Encontramos as soluções analı́ticas para as equações de movimento
dos campos bosônicos analisando seus respectivos espectros de massa. Logo após general-
izamos esse cenário com um termo dependente do tempo, ou seja, um cenário com cosmologia
observando quais mudanças ocorrem na geometria duplamente deformada. Em seguida, estu-
damos o comportamento dos campos escalar e de calibre. Obtemos as equações de movimento
de forma analı́tica e chegamos nas soluções de modos massivos na teoria efetiva em quatro di-
mensões. Daı́, constatamos a depedência do espectro de massa desses campos com o parâmetro
de Hubble.

Palavras-chave: Modelo Randall-Sundrum; Multiplamente Deformado; Cosmologia; Campos
Bosônicos; Espectro de Massa.



ABSTRACT

In this thesis we study multiplely warped six-dimensional brane world models. This sce-
nario was initially proposed by Choudhury and Sengupta in 2007 as a natural extension of
the Randall-Sundrum type-I model. Due to the warped factors in the two extra dimensions, in-
termediate energy scales arise which are predictably detectable in modern particle accelerators.
The warped factors that emerge from the double warped geometry, in one extra dimension it is
of the Randall-Sundrum type and in the other dimension it is hyperbolic. We find the analyt-
ical solutions for the equations of motion of bosonic fields by analyzing their respective mass
spectra. Afterwards, we generalize this scenario with a time-dependent term, that is, a scenario
with cosmology observing what changes occur in the double warped geometry. Next, we study
the behavior of the scalar and gauge fields. We obtain the equations of motion analytically and
arrive at the solutions of massive modes in the effective theory in four dimensions. Hence, we
find the dependence of the mass spectrum of these fields on the Hubble parameter.

Keywords: Randall-Sundrum Model; Multiply Warped; Cosmology; Bosonic Field; Mass
Spectrum.
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campo de calibre é mostrada na tabela. D = 11.52, k = 0.25, d0 = 34 . . . . . 64

Tabela 5 – Relação espectro de massa com a constante de Hubble. A razão Mab/H0 do
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ḡAB Métrica de Kaluza-Klein em 5 dimensões
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2 MODELOS COM UMA DIMENSÃO EXTRA . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1 O Modelo De Kaluza-Klein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 O Modelo Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) . . . . . . . . . . . . 22

2.3 O Modelo de Randall-Sundrum (RS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4 Campo Escalar no Bulk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.5 Bósons de Calibre no Bulk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 MODELOS DE MUNDO BRANA ESTÁTICO EM SEIS DIMENSÕES . 34
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3.2 Solução Analı́tica Campo Escalar Background Estático . . . . . . . . . . . 43
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4 ESPAÇO-TEMPO DUPLAMENTE DEFORMADO COM COSMOLOGIA 50
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1 INTRODUÇÃO

Dois objetos macroscópicos separados por uma distância r, a intensidade da força

gravitacional FG entre eles obedece à lei do inverso do quadrado FG ∼ r−2 [1]. Se o mundo pos-

suisse N ≥ 1 dimensões extras espaciais semelhantes às três usuais, então isto não seria assim.

Neste caso, terı́amos F ∼ r−(2+N). É verificado experimentalmente por meio de investigações

de colisões entre partı́culas carregadas, que as interações eletromagnéticas obedecem à lei do

inverso do quadrado da distância, portanto, isto vale também para o mundo microscópico das

partı́culas elementares [1].

Devido a limitação da capacidade de nossos experimentos, a possibilidade de se

confirmar a validade das leis da natureza torna-se mais restritas. Não foi possı́vel estabelecer,

até agora, como a gravidade se comporta em comprimentos menores do que 10−3 cm, ou em

comprimentos maiores do que 1028 cm. A interação gravitacional não relativı́stica é descrita

de forma satisfatória com à lei do inverso do quadrado. É consenso que a interação eletro-

magnética, na ordem de comprimentos de 10−16 cm, obedece à lei do inverso do quadrado, no

entanto, abaixo dessa escala ela poderá sofrer alguma mudança [1].

Como as leis da natureza poderiam ser modificadas, isso não está evidente. Ad-

mitindo que possa existir dimensões espaciais extras, é muito provável que elas possam sofrer

alterações em suas formulações usuais. Assim, é legı́timo indagar-se por que o universo poderia

ter dimensões extras?

A idéia de dimensões extras foi inicialmente proposta por Theodor Kaluza (1885-

1954) e Oscar Klein (1894-1977) em meados de 1920: o modelo de Kaluza-Klein (KK) [2, 3].

Eles observaram que as interações eletromagnética e gravitacional por serem bastante parecidas,

poderiam ser provenientes de uma mesma origem. Uma teoria que unifica as interações grav-

itacional, e eletromagnética só seria possı́vel com a adição de uma dimensão extra ao espaço

ordinário, o que vem a ser um fato surpreendente. Portanto, a motivação pela qual estudamos as

dimensões extras é: A unificação entre as interações de calibre do Modelo Padrão de Partı́culas

Elementares (MPPE) e a gravidade.

Até este momento discutimos a gravitação clássica. Porém, uma teoria quântica da

gravidade é bastante complexa. A Teoria de Super Cordas (TSC) é uma candidata a quantização

da interação gravitacional que pode ser realizada de forma consistente em espaços com seis ou

onze dimensões extras [4–6]. O segundo motivo para estudar dimensões extras é: Tentativa de

quantizar a interação gravitacional.

As dimensões extras consideradas até aqui são todas da ordem do comprimento de

Planck, ou seja, muito pequenas para serem detectadas. Com o trabalho de Arkani-Hamed,
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Dimopoulos e Dvali modelo (ADD) houve um novo interesse na teoria de dimensões extras.

Eles perceberam que usando essa abordagem o problema da hierarquia de massa do bóson de

Higgs poderiam ser solucionado [7]. É observado que o valor fundamental da massa do Higgs

no Lagrangiano é muito diferente de seu valor efetivo, que é o valor medido em um experimento.

No modelo ADD as dimensões extras são extensas, este fato pode possibilitar a

detecção de seus efeitos em experimentos nos aceleradores de partı́culas e experimentos as-

trofı́sicos no futuro. Observa-se que a hierarquia entre as massas aparenta desaparecer. Con-

tudo, ao se realizar uma análise mais cuidadosa percebe-se que o problema foi apenas sub-

stituı́do. Agora, existe uma hierarquia entre o comprimento da dimensão extra e as massas. Tais

modelos são inseridos na estrutrura da TSC [8, 9].

No final da segunda metade do século XX, foi proposto um modelo utilizando di-

mensões extras na conjuntura da quebra espontânea da simetria de calibre não abeliana pelo o

campo escalar de Higgs [10]. A razão disso foi o aparecimento da descrição do universo com

quatro dimensões via defeitos topológicos, mais precisamente parede de domı́nio, que esconde

a dimensão extra para as interações forte, fraca e eletromagnética. Posteriormente um modelo

com uma dimensão extra deformada foi proposto por Randall e Sundrum (RS) o qual forneceu

um aspecto agradável na abordagem do problema da hierarquia de massa do Higgs e as suas

consequências [11, 12]. O terceiro motivo de se estudar dimensões extras é: O problema da

hierarquia de massa do bóson de Higgs.

Um outro problema em aberto na Fı́sica de altas energias é o problema da constante

cosmológica. Ele consiste na grande discrepância do pequeno valor da constante cosmológica

em relação ao grande valor da energia de vácuo previsto pela teoria quântica de campos. Ele

é tratado como um outro problema de hierarquia. A sua abordagem é bem mais complexa,

a não ser que abandonemos algumas noções previamente estabelecidas, como espaço-tempo

com quatro dimensões, causalidade, unitarieade e localidade. Como potenciais candidatas para

solucionar o problema da constante cosmológica, temos teorias de dimensões extras com vol-

ume infinito, em baixas energias possuem um número de dimensões maior que quatro [13, 14].

Portanto, a quarta razão é: O problema da constante cosmológica.

Uma forma natural de extender o modelo RS é propor um cenário com duas di-

mensões extras ou codimensão dois, nesse sentido vários cenários foram propostos [15–20].

O problema da hierarquia de massa dos neutrinos foi resolvido ultilizando os modelos com

duas dimensões compactas [21]. Ele está relacionado ao fato de que os dados experimentais

atuais sobre as oscilações dos neutrinos permitem duas classes de soluções possı́veis [22]. Na

primeira classe, chamada de Hierarquia Normal ou Ordenação Normal, os dois auto-estados

de massa mais leves têm uma pequena diferença de massa, da ordem de 10 MeV , enquanto o

terceiro auto-estado tem uma massa cerca de 50 MeV maior. Explica-se essa hieraquia, pelo
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confinamento das famı́lias de modos zeros dos férmions por meio de um dispositivo chamado

de Masses and Mixings (massas e misturas) [23].

Nessa perspectiva, foi proposto por Debajyoti Choudhury et al um cenário dupla-

mente deformado [24]. Em razão dos dois orbifolds, temos a intersecção de quatro pontos, com

uma descrição que lembra uma caixa. Os lados dessa caixa são (4+1)-branas, ao mesmo tempo

que nos pontos onde se cruzam há (3+1)-branas. A dinâmica cosmológica no modelo RS foi

considerada, por exemplo, em [25–27].

O nosso (3+ 1)-universo é identificado como um desses pontos de intersecção e

outro ponto é a brana Planck. Um resultado fenomenológico importante obtido pelos autores

para o modelo de branas planas, foi o espectro de massa do campo de Dirac isso dá uma

explicação satisfatória para o problema da hierarquia de massa fermiônica no MPPE [24].

Os modos massivos dos campos escalar e de calibre foram calculados em [28, 29].

Nas Refs. [28, 29] tomando uma aproximação na equação de movimento, eles encontraram o

espectro de massa desses campos. Soluções analı́ticas para o cálculo do espectro dos modos

massivos dos campos de calibre e escalar foram propostas nas Refs. [30, 31]. Uma forma de

tornar mais amplo o modelo multiplamente deformado, é incluir soluções com cosmologia na

brana, isso foi alcançado há pouco tempo na Ref. [32]. Porém, nesse background os campos

bosônicos não foram ainda estudados de forma detalhada.

A tese está organizada da seguinte forma: No segundo capı́tulo é feita uma re-

visão sobre dimensões extras. Nós analisamos o espectro de massa dos campos bosônicos.

No capı́tulo três tratamos de modelos em seis dimensões estático onde encontramos a solução

analı́tica para as equações de movimento dos campos escalar e vetorial com seus respectivos

espectros de massa. Compara-se os resultados obtidos com os resultados já encontrados na

literatura. No capı́tulo quatro tratamos um modelo em seis dimensões com cosmologia, encon-

tramos a métrica do background e estudamos tensões nas 3-branas e o pârametro de Hubble

nessa geometria . No capı́tulo cinco obtemos a solução analı́tica para as equações de campo

e analisamos o espectro de massa sem aproximação para os campos escalar, vertorial e de de

Kalb-Ramond (KR). Os resultados obtidos foram publicados na Ref. [33]. No capı́tulo seis

apresentamos as nossas conclusões e perspectivas.
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2 MODELOS COM UMA DIMENSÃO EXTRA

Neste capı́tulo iniciamos uma argumentação a respeito de modelos com dimensões

extras. Abordaremos o modelo de Kaluza-Klein (KK), Arkani-Hamed Dimopoulos Divali

(ADD) problema da escala de energia da quatização entre a interações eletrofraca e a grav-

itacional, o modelo de Randal-Sundrum (RS) que propõe a solução deste problema.

Para melhor compreensão do tema, analisaremos um modelo introdutório com uma

pequena dimensão extra, revisamos um problema padrão de mecânica quântica [34]. Vamos

considerar a equação de Schrodinger independente do tempo

− h̄2

2m
∇

2
ψ(x)+V ψ(x) = Eψ(x), (2.1)

para estudar o caso do poço de potencial infinito em uma dimensão:

V (x) =

{
0 se x ∈ (0,a)

∞ se x /∈ (0,a).

Para x /∈ (0,a), isto implica que a função de onda fora do poço se anula, em particular, nas

extremidades ψ(0) = ψ(a) = 0. Quando x ∈ (0,a), a Eq. (2.1) torna-se:

− h̄2

2m
d2ψ

dx
= Eψ(x). (2.2)

As soluções para a Eq. (2.2), com as devidas condições de contorno, é

ψn(x) =

√
2
a

sin
(nπx

a

)
, n = 1,2, ...,∞. (2.3)

O valor de n = 0 não é permitido já que a função de onda se anula. Aplicando as condições de

contorno na função de onda e em sua derivada, é fácil ver que a energia é

En =
h̄2

2m

(nπ

a

)2
. (2.4)

Adicionaremos agora uma dimensão extra ao problema do poço quadrado infinito,

além de x incluı́remos uma dimensão y que é um pequeno cı́rculo de raio R. Será feita a seguinte

identificação

(x,y)∼ (x,y+2πR) . (2.5)

Uma vez que a direção y tem o comprimento de 2πR, o espaço onde a partı́cula se move é um

cilindro. O cilindro tem comprimento a e circunferência 2πR. O potencial V (x,y) não será
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modificado, portanto, a dimensão x não pode ser alterada.

A equação de Schrodinger em duas dimensões é

− h̄
2m

(
∂ 2ψ

∂x2 +
∂ 2ψ

∂y2

)
= Eψ. (2.6)

Para resolver esta equação, usaremos o método de separação de variáveis. Definindo ψ (x,y) =

ψ (x)φ (y), que é reescrita na forma

− h̄2

2m
1

ψ (x)
d2ψ (x)

dx2 − h̄2

2m
1

φ (y)
d2φ (y)

dy2 = E. (2.7)

As partes depentes de x e y da Eq. (2.7) separadamente são iguais a uma constante, com soluções

dadas por

ψn (x) = an sin
(nπx

a

)
, (2.8)

φp (y) = bp sin
( py

R

)
+ cp cos

( py
R

)
. (2.9)

Ao longo da dimensão x a fı́sica não é alterada, uma vez que a função de onda se anula nas

extremidades do segmento. As condições de contorno para φp (y) emergem da identificação

y∼ y+2πR. A função de onda tem o mesmo valor já que y∼ y+2πR é o mesmo ponto, assim

φp (y) = φp (y+2πR) . (2.10)

A função de onda da Eq. (2.9) não precisa se anular para qualquer y. A solução geral é periódica.

O termo cosseno faz com que a função de onda para m = 0 não se anule, portanto, nós obtemos

φ0 (y) = c0 que é uma constante.

Os autovalores para a energia são

En,p =
h̄2

2m

[(nπ

a

)2
+
( p

R

)2
]
. (2.11)

Observa-se que a energia corresponde a um estado com dupla degenerescência quando p 6= 0

isso se deve ao fato que a Eq. (2.9) contem duas soluções linearmente independentes. A inclusão

de uma dimensão extra altera dramaticamente o espectro de energia da partı́cula. Será visto que

se R� a então o espectro não será modificado.

Como p = 0 é permitido, os nı́veis de energia En,0 coincide com os antigos nı́veis

En, no entanto, inclui também os nı́veis de energias adicionais. O nı́vel de energia mı́nimo

ocorre quando n = 1, já que n = 0 e p = 1 não é permitido, para p = 0 recuperamos os nı́veis
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antigos. O menor nı́vel de energia é agora

E1,1 =
h̄2

2m

[(
π

a

)2
+

(
1
R

)2
]
. (2.12)

Quando R� a, o segundo termo é muito maior do que o primeiro, e

E1,1 ∼
h̄2

2m

(
1
R

)2

. (2.13)

Essa energia é comparável a essa do nı́vel do auto estado n do problema original Eq. (2.4)

quando

nπ

a
∼ 1

R
→ n∼ 1

π

a
R
. (2.14)

Uma vez que R é muito maior do que a, n é um número muito grande. Assim o primeiro nı́vel

de energia aparece com uma energia muito acima dos estados originais inferiores.

Assim, concluı́mos que uma dimensão extra pode permanecer oculta de experimen-

tos em um determinado nı́vel de energia, desde que a dimensão seja pequena o suficiente. Uma

vez que as energias de sondagem tornam-se suficientemente altas, os efeitos de uma dimensão

extra podem ser observados [34].

2.1 O Modelo De Kaluza-Klein

Na Teoria da Relatividade Geral (TRG) o campo gravitacional está associado com

a geometria do espaço-tempo e o conceito de força gravitacional já não se faz mais necessário.

É naturalmente interessante observar se outras interações podem ser incorporadas em uma es-

trutura geométrica.

A teoria de KK tenta representar geometricamente os efeitos de um campo gravita-

cional e um campo eletromagnético considerando um espaço com cinco dimensões com uma

métrica feita da métrica espaço-tempo 4D e o quadripotencial eletromagnético. A teoria de KK

faz uso de um espaço com cinco dimensões em contraste com a TRG, obtido adicionando uma

coordenada compacta representada por um cı́rculo de raio R as quatro dimensões do espaço-

tempo ordinário, mas essa quinta dimensão surge como uma conveniência matemática, sem

base experimental.

A teoria de KK foi derivada como uma extensão do espaço-tempo de Minkowski

M4 para um espaço-tempo (1+4), M4× S1, com a dimensão extra compacta. Portanto, sua

topologia é de um cı́rculo S1 de Raio R, definindo um universo cilı́ndrico. A Fig. (1) mostra o

mundo cilı́ndrico de KK.
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Figura 1 – O mundo cilı́ndrico de KK.

O elemento de linha em 5D é dado por

ds̃2 = g̃ABdxAdxB, (2.15)

assim, derivaremos a métrica do espaço-tempo [35–38]. Aqui, será utilizada a notação, letras

latinas A,B... = 0,1,2,3,5 ı́ndices do espaço-tempo M4× S1, letras gregas µ,ν ... = 0,1,2,3

ı́ndices de M4, x5 é a coordenada da dimensão extra e o tilde denota as grandezas no espaço 5D.

A métrica g̃AB é independente da dimensão x5. Já que a dimensão extra possui a topologia de um

cı́rculo, de raio R, espera-se que todos os pontos ao longo da mesma possam ser identificados

por x5 +2πR, isto implica que a dimesão extra é compacta.

A fim de derivar a métrica de KK, partiremos do princı́pio que as quantidades fı́sicas

mudam apenas no espaço-tempo ordinário M4, portanto, exige-se que a métrica satisfaça

∂5g̃AB = 0, (2.16)

a derivada da métrica em relação a dimensão extra se anula. Além disso, a coordenada xµ que

caracteriza o espaço-tempo 4D deve obedecer a seguinte lei de transformação

xµ = f µ
(
x′ν
)
. (2.17)

Nessa abordagem, as coordenadas do espaço-tempo podem se transformar da seguinte

maneira

xµ = φ
µ
(
x′0,x′1,x′2,x′3

)
,

x5 = x′5 +φ
0 (x′0,x′1,x′2,x′3) , (2.18)

isto implica que a componente g̃55 transforma-se trivialmente, assim, a definiremos como uma

constante. O elemento de linha na teoria efetiva 4D é,

ds2 = gµνdxµdxν , (2.19)

que pode ser dividido da seguinte maneira

ds2 = g00dλ
2 +dl2, (2.20)
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em que

dλ = dx0 +
gi0

g00
dxi, (2.21)

dl2 =

(
gi j−

gi0g j4

g00

)
dxidx j. (2.22)

são as diferenciais temporal e espacial. Valendo-se da condição cilı́ndrica, podemos decompor

de maneira similar o espaço-tempo 5D [35, 39],

ds̃2 = g̃55dθ
2 +ds2, (2.23)

em que as diferenciais

dθ = dx5 +

(
g̃µ5

g̃55

)
dxµ (2.24)

ds2 =

(
g̃µν −

g̃5µ g̃5ν

g̃55

)
dxµdxν , (2.25)

assim como ds̃2 são invariantes. Para a métrica 5D, a parte µν de g̃AB é identificada com a

métrica gµν , o potencial eletromagnético Aν é a parte ν5 e g̃55 é identificado como o campo

escalar φ . A forma matricial da métrica de KK é :

g̃AB =

[
gµν +φ 2AµAν φ 2Aµ

φ 2Aν φ 2

]
. (2.26)

A ação e as equações de campo são uma versão em cinco dimensões da ação de

Einstein-Hilbert usuais em 4D

S =
∫

d5x
√
−g̃R̃, (2.27)

onde g̃ = det[g̃AB] e R̃ é o escalar de Ricci obtido a partir da métrica (2.26). A equação de

Einstein em 5D é dada por

R̃AB−
1
2

g̃ABR̃ = G̃AB, (2.28)

será assumida somente as soluções das equações no vácuo

R̃AB = 0, (2.29)

em que

R̃AB = ∂CΓ̃
C
AB−∂BΓ̃

C
CA + Γ̃

C
CDΓ̃

D
AB− Γ̃

C
BDΓ̃

D
AC, (2.30)
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é o tensor de Ricci, e

Γ̃
A
BC =

1
2

g̃AD (∂Bg̃CD +∂Cg̃DB−∂Dg̃BC) , (2.31)

é o sı́mbolo de Christoffel. Da ação (2.27) e da restrição (2.15), encontramos às seguintes

equações de campo em 4D

Rµν −
1
2

gµνR =
1
2

φ
2T em

µν +
1
φ

(
∇µ∇νφ −gµν�φ

)
, (2.32)

∇µFµν = − 3
φ

∂µφFµν , (2.33)

�φ =
φ 3

4
FµνFµν . (2.34)

em que Rµν e R são o Tensor e o escalar de Ricci na teoria efetiva 4D, � = gµν∇µ∇ν e ∇µ é

a derivada covariante. O tensor energia momento do campo eletromagnético, na Eq. (2.32) é

dado por

T em
µν = gαβ FαµFβν −

1
4

gµνFαβ Fαβ , (2.35)

onde Fαβ = ∂αAβ −∂β Aα é o tensor de intensidade do campo Aµ .

Para φ = 1, obtemos as seguintes equações

Gµν = T em
µν (2.36)

∇µFµν = 0, (2.37)

no entanto, isto é consistente com a Eq. (2.35) apenas se

FµνFµν = 0, (2.38)

que é o resultado original obtido na formulação de KK.

Nesse modelo, o eletromagnetismo se manifesta como um efeito gravitacional, que

possui aspecto diferente da gravidade de Einstein devido à natureza compacta da dimensão

extra. Dessa forma, a radiação eletromagnética, que é considerada matéria na TRG, se revela

simplesmente como uma manifestação da curvatura envolvendo a quinta dimensão.

2.2 O Modelo Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD)

Um uso engenhoso de dimensões extras, foi proposto, em 1998 por ADD. Esse

modelo baseia-se na observação que a intensidade da constante de acoplamento gravitacional
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no bulk 5D é muito mais forte do que seu valor medido em 4D. Portanto, temos o resultado

l̂3
Pl = ĜN = 2πRGN = Ll2

Pl, (2.39)

por sendo lPl é o comprimento de Plank, GN é a constante de Newton e L = 2πR é tamanho da

dimensão compacta, a qual, para D dimensões extras, compactificadas em um D toro, é(
l̂Pl
)2+D

= LDl2
Pl. (2.40)

A variação no raio de compactificação, Fig. (2), que leva a diferentes valores da

massa de Planck no bulk, M̂Pl = l̂−1
Pl , com l̂Pl obtido da Eq. (2.40). As diferentes linhas re-

Figura 2 – A figura mostra os possı́veis valores do raio de compactificação R para diferentes
valores da massa de Planck M̂Pl no bulk

tas correspondem, de cima para baixo, a o modelo ADD com D = 1,2,3,4,5 e 6 dimensões

compactas. As regiões sombreadas correspondem às restrições experimentais R > 60 µm dos

experimentos gravitacionais, e dos experimentos de fı́sica de partı́culas M̂Pl > 1 TeV . Se defin-

imos M̂Pl = MPl ≈ 1.2× 1019 GeV , então o raio de compactificação se reduz ao comprimento

de Planck lPl ≈ 1.6×10−35 m, independente do número de dimensões compactas D. Também

é possı́vel ter raios de compactificação tão grandes quanto 60 µm, por exemplo, se tomamos

D = 2 e M̂PL ∼ 10 TeV . Para D=1, a massa de Planck não pode ser reduzida a menos de cerca

de 105 TeV . Por outro lado, para valores mais altos de D, o canto superior esquerdo da parte

não sombreada da caixa marcada como ”permitido”mostra que é permitido M̂Pl com raios de

compactificação que não estão em conflito com experimentos gravitacionais.

Qual o benefı́cio de se diminuir a escala de Planck em dimensão superior? Agora,

examinaremos o significado de escala de Planck. Vamos analisar a equação de Einstein 4D na

presença de matéria, que tem a forma

Rµν −
1
2

gµνR = 8πGNTµν , (2.41)
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onde Tµν é o tensor enegia-momento. Agora, relembrando que GN = l2
Pl e o tensor energia-

momento é proporcional à energia relativı́stica da matéria que representa. Podemos escrever

uma equação adimensional

1
8πlPl

(
Rµν −

1
2

gµνR
)
= lPlTµν . (2.42)

O lado direito desta equação é muito pequeno, é uma boa aproximação desprezá-lo e trabalhar

em um espaço plano. No entanto, à medida que os elementos de lPlTµν se aproximam da

unidade, devemos esperar fortes efeitos de curvatura no espaço-tempo, ou seja, a aproximação

do espaço plano falha e teremos que realizar todos os cálculos levando essa curvatura não trivial

em consideração. A escala de energia E para isso é definida por

lPlE ∼ 1, (2.43)

ou seja, E ∼ l−1
Pl ≡ MPl . Assim, a massa de Planck é a escala de energia onde os efeitos da

curvatura do espaço-tempo não podem ser negligênciados, em outras palavras, fortes efeitos da

gravidade serão aparentes.

Essa hipótese, funciona igualmente bem em uma teoria (4 + D) dimensional, a

equação de Einstein no bulk pode ser escrita

1
8π l̂1+D

Pl

(
R̂MN−

1
2

ĝMNR̂
)
= l̂PlT̂MN . (2.44)

A escala de energia em que a aproximação de espaço-tempo plano é quebrada é E ∼ l̂−1
Pl ≡ M̂Pl .

Se temos uma teoria quântica de campos baseada no espaço plano, essa escala agirá como uma

escala de corte para a teoria.

Nesse ponto, torna-se aparente a ingênuidade do modelo ADD. Se temos D ≥ 2

dimensões compactas de tamanho comparável ao canto superior esquerdo ”permitido”Fig. (2),

então qualquer teoria quântica definida nesse espaço-tempo terá uma energia de corte natural na

escala de de M̂Pl ∼ 10−1000 TeV . Esse corte, portanto, é relativamente baixo e inclui o MPPE

resolvendo imediatamenteo o problema da hierarquia.

2.3 O Modelo de Randall-Sundrum (RS)

O espaço-tempo padrão tem quatro dimensões, (3+1)-D, com uma dimensão tem-

poral e três espaciais. Ao se considerar a conjectura que as dimensões do espaço-tempo são

maiores que quatro, surgem consequências teóricas interessantes. Nessa descrição, o espaço de

dimensão maior é chamado de bulk e a hipersuperfı́cie quadridimensional (4D) embebida nele

é chamada de brana [40].
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Os modelos em cinco dimensões com métrica deformada, não fatorizáveis podem

explicar adequadamente várias questões mencionadas no capı́tulo (1), portanto, a nossa atenção

se voltará para eles. A hipótese de que o universo seria uma hipersuperfı́cie, brana 4D, imersa

em um bulk com cinco dimensões 5D, a princı́pio foi idealizada por RS [11],[12]. Compactifica-

se a quinta dimensão y sobre um orbifold S1/Z2, o qual é caracteriazado pelo raio R. O corre-

spondente orbi f old é dado pelas seguintes relação em y:

y→ y+2πR, y→−y. (2.45)

Pela primeira relação obtemos um cı́rculo, na segunda está implı́cita uma reflexão Z2. Essas

relações não alteram os pontos y = 0 e y = π por que eles são fixos. De tais identificações,

obtemos o espaço resultante da forma S1/Z2 que equivale ao segmento [0,πR], orbi f old [41].

Nos dois pontos fixos do orbi f old localizam-se as branas de maneira que elas são separadas

por um segmento que é uma porção do bulk em cinco dimensões Fig. (3).

Figura 3 – Modelo RS-I:Brana Planck (em y=0) e brana TeV (em y = πR).

Nós iniciamos definindo a ação de Einstein-Hilbert em 5D. Iremos incluir uma

constante cosmológica de fundo que não precisa necessarimente ser de intensidade desprezı́vel

como é em quatro dimensões. Portanto, teremos que adicionar esse termo na ação usual. Os

campos em cinco dimensões também contribuirão para a ação com termos localizados nas

branas. Essas são denominadas tensões na brana. Em cinco dimensões a ação gravitacional

inclusa a constante cosmológica Λ no bulk é dada por [42]

S =
∫

d5x
√
−g
(
M3R−Λ

)
+
∫

d5x
√
−gT0δ (y)+

∫
d5x
√
−gTπδ (y−L), (2.46)

onde as tensões nas duas branas são T0 e Tπ em y = 0 e y = L, respectivamente, e L = πR.

As equações de Einstein serão configuradas neste cenário, posteriormente derivare-

mos as situações às quais obteremos branas planas 4D. Devemos encontrar na brana uma

métrica induzida plana, mesmo que a constante cosmológica não seja desprezı́vel no bulk. O
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ansatz da métrica 5D do modelo RS é

ds2 = gMNdxMdxN ,

ds2 = e−2A(y)
ηµνdxµdxν +dy2, (2.47)

com A(y) sendo uma função que depende da dimensão extra.

Os ı́ndices M,N, ... estão relacionados ao bulk 5D, a métrica do espaço-tempo de

Minkowski é dada por ηµν = diag(−,+,+,+). As coordenadas do espaço-tempo 4D são

xµ = (x0,x1,x2,x3). Denomina-se fator de dobra o termo exponencial que multiplica a métrica

de Minkowski. Devido a essa composição do elemento de linha, não é possı́vel escrever a

métrica geral como um produto da métrica plana em quatro dimensões e uma variedade com

uma dimensão extra compacta, portanto, essa configuração é dita ser não fatorizável.

As equações de Einstein generalizadas para o espaço-tempo em cinco dimensões

tem a forma:

GMN = RMN−
1
2

gMNR = κ
2TMN , (2.48)

com tensor de Ricci em 5D sendo RMN , o escalar de Ricci R e

κ
2 =

1
2M3 . (2.49)

onde M é um parâmetro de massa da quinta dimensão. A métrica (2.47) será usada conforme a

maneira padrão para obtenção das componentes do tensor de Einstein, então obtemos

Gµν =
(
6A′2 +3A′′

)
gµν , (2.50)

G55 = 6A′2, (2.51)

onde

gµν = e−2A
ηµν . (2.52)

A partir da ação dada na Eq. (2.46), podemos calcular as componentes do tensor energia mo-

mento, inicialmente negligenciaremos os termos de tensões nas branas. A componente 55 da

equação de Einstein é dada por

6A′2 =− Λ

2M3 . (2.53)

A equação acima pode ser reescrita como

A′2 = k2, (2.54)
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com k2 ≡− Λ

12M3 , apenas se k2 for positivo A(y) terá soluções reais, ou seja, o bulk é AdS5 isto

implica uma constante cosmológica Λ negativa. Levando em conta a simetria orbifold y→−y

e integrando a equação acima, duas soluções são obtidas:

A(y) =±ky. (2.55)

A métrica na Eq. (2.47) é obtida escolhendo a solução positiva:

ds2 = e−2k|y|
ηµνdxµdxν +dy2, (2.56)

com k é uma constante. A métrica acima, corresponde a compactificação a duas porções de

um espaço de anti-de Sitter em 5D nos pontos fixos do orbi f old. Conforme o observador se

move ao longo da dimensão extra y, surge uma geometria tipo ”throat”devido a compactificação

deformada Fig. (4), ficando exponencialmente menor a sua largura.

Figura 4 – Geometria tipo ”throat”devido a compactificação deformada.

Nós descobrimos da Eq. (2.55) que a primeira derivada de A(y)

A′ = sgn(y)k, (2.57)

o termo sgn(y) é a função de Heaviside. A segunda derivada é uma função delta, que surge da

descontinuidade em y = 0 e y = L

A′′ = k (δ (y)−δ (y−L)) . (2.58)

A partir desses resultados, obtemos

Gµν = 6k2gµν −6k (δ (y)−δ (y−L))gµν . (2.59)

em que Gµν é o tensor de Einstein 4D. Da definição de k2, percebe-se que existe contribuição

derivada do termo cosmológico do bulk para o tensor de energia momento. A fim de satisfazer

às equações de Einstein, os termos restantes devem ser combinados com os termos de tensão na

brana no tensor de Einstein juntando-se a ação (2.46). Isso acontece se

T0 =−Tπ = 12M3k. (2.60)
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Repare que a brana localizada em y = L possui tensão negativa. Na equação acima, escrevemos

k em termos de Λ para obter

Λ =−
T 2

0
2M3 . (2.61)

A constante cosmológica do bulk equilibra as tensões das branas produzindo uma constante

cosmológica efetiva 4D que tende a desaparecer.

A métrica deformada pode ser reescrita como uma métrica de espaço-tempo plano,

ou seja, conformalmente plana [43]. É fácil ver que a transformação de coordendas que fará

isso é

dy = e−k|y|dz, (2.62)

a métrica conforme é escrita em função de uma nova variável, z. Integrando a equação acima,

teremos como resultado

k |z|= ek|y|−1, (2.63)

em que a escolha da constante de integração é definida fixando y = 0 para dar z = 0, por con-

seguinte, a brana em y = 0 está em z = 0. A outra brana em y = L está em z = Lz. Finalmente

podemos escrever a métrica como segue

ds2 = e−2A(z) (
ηµνdxµdxν +dz2) , (2.64)

ou

ds2 = e−2A(z)
ηMNdxMdxN , (2.65)

é a métrica plana em 5D. A função A(z) é dada por

e−2A(z) =
1

(k|z|+1)2 , (2.66)

o que equivale a

A(z) = ln(k |z|+1) . (2.67)

É proveitoso escrever as expressões para a primeira e segunda derivadas de A(z):

A′ (z) =
2sgn(z)k
(k |z|+1)

, (2.68)
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e

A′′ (z) =
4k (δ (z)−δ (z−Lz))

(k|z|+1)2 − 2k2

(k|z|+1)
, (2.69)

portanto, as duas branas localizam-se em funções deltas com z = 0 e z = Lz. Nas seções adiante,

analisaremos a localização dos campos do MPPE no bulk. Precisamos entender, especifica-

mente, a propagação no bulk dos campos escalar e de calibre .

2.4 Campo Escalar no Bulk

Será discutido inicialmente o campo escalar no bulk [44]. A ação para um campo

escalar complexo φ é dada por

S =
∫

d5x
√
−g
(

∂Mφ∂
M

φ
∗−m2

φ |φ |
2
)
, (2.70)

especificamos também uma ação com termo de fronteira:

S =−
∫

d5x
√
−g2mb [δ (y)−δ (y−πR)] |φ |2 . (2.71)

Ao variar a ação surgem termos de superfı́cies, para se livrar deles é necessário introduzir na

ação escalar a parte de fronteira. Há dois termos de massa diferentes que surgem nas equações

acima: mb, o termo de massa de fronteira e mφ , o parâmetro de massa do bulk [45].

É costumeiro escrevê-los em termos do parâmetro de massa caracterı́stico do mod-

elo RS, denominado, a curvatura k do bulk, com m2
φ
= ak2 e mb = bk, onde a e b são constantes

adimensionais. Pode-se redefinir o parâmetro de massa do bulk para que se absorva o termo de

fronteira

m2
φ = ak2 +2kb [δ (y)−δ (y−πR)] . (2.72)

As equações de movimento são obtidas, como de costume, variando a ação e,

uma escolha adequada das condições contorno pode ser feita para que os termos de fronteira

desapareçam a fim de se obterem as equações de movimento consistentes. Em cinco dimensões,

a equação de movimento é escrita da seguinte forma

1√
−g

∂M
[√
−ggMN

∂Nφ
]
−m2

φ φ = 0, (2.73)

explicitando os ı́ndices da brana e o da dimensão extra, ela torna-se:

�φ + e2ky
∂y

(
e−4ky

∂yφ

)
−m2

φ e−2ky = 0, (2.74)
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e

�= η
µν

∂µ∂ν (2.75)

é o operador d’Alambertiano.

O nosso interesse é estudar o perfil do espectro de massa no bulk, ou seja, a parte

da solução que depende de y. O procedimento padrão a fazer, é utilizar o método de separação

de variáveis na decomposição de KK:

φ (xµ ,y) = ∑
n

ϕ
n (xµ) f n (y) , (2.76)

com cada modo massivo 4D ϕn atendendo à equação de Klein-Gordon para uma massa mn, a

função de onda no bulk é denotado por f n(y). Usando a Eq. (2.76) na (2.74), obtemos

∂y

(
e−4ky

∂y f (n)
)
−m2

φ e−4ky f (n) =−m2
ne−2ky f (n). (2.77)

É trivial obter a solução para o modo zero (modo com menor massa) m0 que é,

efetivamente, um modo com massa nula. O modo zero tem como solução geral:

f 0(y) = c0
1e(2−

√
4+a)ky + c0

2e(2+
√

4+a)ky, (2.78)

onde empregando as condições de contorno determinamos as constantes c0
1,2. Verificamos que

impondo as condições de contorno de Neumann ou Dirichlet, para a diferente de zero, obtemos

o resultado trivial c0
1 = c0

2 = 0, ou seja, sem solução para o modo zero. O termo de massa de

fronteira deve ser incluı́do com o propósito de tornar b finito, levando a condições de contorno

modificadas de Neumann:

(∂5−bk) f (0)|0,πR = 0. (2.79)

Definindo

α =
√

4+a, (2.80)

com a imposição das condições de contorno modificadas nas fronteiras 0, πR, encontramos as

equações de vı́nculo:

(2−α−b)c0
1 +(2+α−b)c0

2 = 0

(2−α−b)c0
1e(2−α)πkr +(2+α−b)c0

2e(2+α)πkr = 0. (2.81)

É visto que as equações acima têm dependência nos parâmetros a e b, na ausência de vı́nculo

relacionando esses dois parâmetros os tratando como independentes, concluı́mos a partir das
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equações que: c0
1 = c0

2 = 0. No entanto, isso não é verdadeiro para valores especiais de b. Para

b = (2−α) apenas c0
2 = 0 para b = (2+α) apenas c0

1 = 0. Portanto, apenas um desses dois

valores são diferentes de zero. Pela escolha de b, iremos obter uma solução de modo zero não

nula, cuja dependência em y é dada por

f 0 (y) =Cebky, (2.82)

em que C é alguma constante.

Agora, nos concentraremos nas soluções para o caso massivo, mn 6= 0, para o qual

retornamos à (2.77). Realizando a substituição, eky = z nessa equação, obtemos

3k2z−3
∂z f (n)− k2z−2

∂
2
z f (n)+m2z−4 f (n)−m2

nz−2 = 0. (2.83)

Escrevendo m2
φ
= ak2 e fazendo algumas manipulações algébricas, encontramos

z2
∂

2
z f (n)−3z∂z f (n)+

(
m2

n
k2 z2−a

)
f (n) = 0. (2.84)

Redefinindo f

f → z
(1−β1)

2 f , (2.85)

a Eq. (2.83) torna-se

z2
∂

2
z f +β1z∂z f +

(
β

2
2 z2−a

)
f = 0, (2.86)

com β1 =−1, β2 = mp/k e a = 0. Observa-se que a equação acima se reduz a uma equação de

Bessel, com argumentos dados por β2z e a ordem por α =
√

a+(β1−1)2/4, e a solução dada

por

f (z) = z
(1−β1)

2 [C1Jα (β2z)+C2Yα (β2z)] . (2.87)

A solução geral da Eq. (2.84) pode ser escrita como:

f (n)(y) = Nne2ky
[
Jα

(mn

k
eky
)
+b(n)Yα

(mn

k
eky
)]

, (2.88)

com α =
√

4+a. As constantes b(n) podem ser determinadas usando condições de contorno,

assim temos:

b(n) =−Jα−1 (mn/k)
Yα−1 (mn/k)

=−
Jα−1

(
mn/ke−kL)

Yα−1
(
mn/ke−kL

) . (2.89)

Nós podemos ver que os modos massivos estão localizados próximo a brana TeV para diferentes

valores de n, esse fato é muito diferente para o modo zero o qual ajustando um parâmetro
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poderia ser localizado em qualquer ponto do bulk. Verifica-se que devido ao fator de dobra, a

escala do espectro de massa é da ordem do infravermelho. Isso é visto explicitamente impondo

as condições de contorno resolvendo para as massas mn através dos zeros das funções de Bessel.

Portanto, para um limite grande do fator de dobra, ou seja, πkR� 1 encontramos uma expressão

simples para o espectro de massa:

mn ≈
(

n+α− 3
4

)
πkeπkR. (2.90)

2.5 Bósons de Calibre no Bulk

Nós iremos analisar agora o comportamenteo de um campo de calibre na geometria

do bulk AdS [46–48]. Para esse fim, utilizaremos o campo de calibre da simetria U(1). A

discussão é essencialmente a mesma para o caso não abeliano.

A ação para um campo de calibre U(1) é dado por

S =
∫

d5x
√
−g
[
−1

4
FMNFMN

]
, (2.91)

onde FMN = ∂MAN −∂NAM. A fim de preservar a simetria de calibre, nenhum termo de massa

é adicionado ao bulk. Nós fixamos o gauge A5 = 0 e fazemos o uso do vı́nculo ∂µAµ = 0, para

obter a equação de movimento

η
αβ

η
µν

∂β Fαν +η
µγ

∂y

(
e−2ky

∂5Aγ

)
= 0, (2.92)

apicando as condições de contorno

(δAµ
∂5Aµ) |0,πR = 0. (2.93)

Novamente, é empregado o método de separação de variáveis:

Aµ (xν ,y) = ∑
p

A(p)
µ (xν)g(p)(y). (2.94)

O espectro de massa Aµ na teoria 4D satisfaz a equação de Proca

η
µν

∂µFνσ =−m2
pAσ , (2.95)

com a massa mp. Usando a Eq. (2.94) na equação de movimento, obtemos

∂y

(
e−2ky

∂yg(p)
)
= m2

pg(p). (2.96)
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Esta equação é facilmente resolvida para o modo zero (caso sem massa), produzindo

g(0) (y) = d1 +d2e2ky. (2.97)

Se as condições de contorno de Dirichlet (Aµ |0,πR = 0) ou de Neumann (∂yAµ |0,πR = 0) são

impostas, então a condição de contorno na (2.93) pode ser satisfeita. Porém, para as condições

de contorno de Dirichlet serem satisfeitas, necessitamos que d1 = d2 = 0, assim não haverá

solução sem massa. Portanto, é necessário impor condições de contorno de Neumann, ou seja,

exigimos nas fronteiras que ∂5g(p) = 0. O que nos dá:

g(0) (y) =
1√
πR

. (2.98)

desta forma, não existe dependência com a quinta dimensão y, consequentemente o aspecto para

o modo zero do campo de calibre do bulk é plano, ao contrário do caso para campo escalar.

Como previamente mencionado, para calcular o espectro de massa, substituiremos

z = eky na Eq. (2.95) a fim de convertê-la em uma função tipo Bessel:

z2
∂

2
z g(p)− z∂zg(p)+

m2
p

k2 g(p) = 0. (2.99)

Esta equação assume a forma dada em Eq. (2.86). Usando a Eq. (2.88), podemos escrever

g(p)(y) = N peky
[
J1

(mp

k
eky
)
+L(p)Y1

(mp

k
eky
)]

, (2.100)

em que N p e Lp são constantes arbitrárias. As massas dos estados de KK são obtidas como

anteriormente, através da imposição de condições de contorno e considerando o limite kπR� 1

mp ≈
(

p∓ 1
a

)
πkRe−πkR. (2.101)

Observamos que o espectro de massa localiza-se próximo a brana TeV, embora o modo zero

não seja localizado.
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3 MODELOS DE MUNDO BRANA ESTÁTICO EM SEIS DIMENSÕES

Será apresentada uma alternativa de trabalho em cenários com duas dimensões ex-

tras 6D ou codimensão dois [49–55]. Os modelos deformados com codimensão-2 são divididos

em duas categorias: os axiais e os em coordenadas compactas. No caso dos axiais observa-se

simetria cilı́ndrica (o espaço transversal é um cı́rculo do qual o raio é a dimensão não compacta

e a dimensão compacta é angular, o espaço em quatro dimensões é o seu eixo). Nos mode-

los compactos tem-se simetria esférica (o raio é nosso espaço 4D e dois ângulos descrevem o

espaço transverso ).

Como uma ampliação natural ao modelo RS com uma dimensão espacial extra,

inúmeras extensões com mais dimensões extras foram sugeridas [18]. Considera-se na maio-

ria desses cenários a existência de vários orbi f olds independentes S1/Z2 através da variedade

M(1,3). Pode-se implementar um cenário com maior grau de complexidade com a introdução

de sucessivos fatores de dobras levando a um espaço-tempo multiplamente deformado, com

inúmeras p-branas localizadas em diferentes pontos fixos do orbi f old satisfazendo as condições

de contorno adequadas. Numerosas branas com dimensões menores, junto com a 3-brana do

MPPE, ocorrem nas extremidades de interseção das branas de dimensões maiores [24]. Assim,

espaço-tempo D-dimensional tem a geometria resultante dada por

M(1,D−1)→ [M(1,3)×S1/Z2]×S1/Z2... (3.1)

com (D-4) direções deformadas.

Aqui, nós examinaremos um modelo cujo espaço-tempo é 6D em um bulk AdS, em

que ambas as dimensões extras são compactadas em sucessivos cı́rculos com Z2 orbifoldings.

Apesar da deformação da métrica através de uma das coordenadas compactas, assemelha-se

ao caso encontrado no cenário RS, ou seja, deformação exponencial, na outra encontramos

uma deformação tipo hiperbólica [28]. A solução duplamente deformada com condições de

contorno, resulta numa aparência em forma de caixa em que as arestas da caixa são branas

(4+1)-D.

Condições rigorosas sobre as tensões nas branas são impostas pelos orbi f olds Z2

ao longo das duas dimensões compactas. As quatro branas (3+1)-D são formadas nos quatro

pontos de intersecção (bordas) das 4-branas. Um dos extremos pode ser identificado como o

MPPE (3+1)-D, impondo a escala TeV desejada, na outro extremo reside a brana da escala de

Planck.

Podemos então identificar o nosso modelo padrão (3+ 1)-D com uma das bordas,
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exigindo a escala TeV desejada, enquanto a brana de escala Planck reside em outra borda.

Assim, habitamos em uma borda do espaço-tempo duplamente deformado. As outras duas

extremidades relacionam-se a mais duas branas 4D com escalas de energia intermediárias.

3.1 Background Duplamente Deformado Caso Estático

Nós utilizaremos a seguinte notação: As coordenadas não-compactas: xµ em que

µ = 0,1,2,3. Índices do espaço-tempo M,N,L ... com valores M,N,L... = 0,1,2,3,4,5, com

x4 = y e x5 = z, com pontos fixos dos orbi f olds os quais as 4-branas estão fixadas x4 = 0 e

x5 = π . Nessa descrição duas 4-brana se interceptam formando nessa região uma 3-brana nos

pontos
(
x4,x5)→ (0,0),(0,π),(π,0),(π,π).

Agora, iremos construir a métrica do espaço-tempo duplamente deformado 6D a fim

de resolver as equações de campo. Na TRG em quatro dimensões a métrica, geralmente, é uma

função das coordenadas do espaço-tempo. Acrescentando-se duas dimensões extras, o tensor

métrica em 6D passa a ter dependência das dimensões adicionais, portanto, gMN = gMN (xρ ,y,z).

O elemento de linha em seis dimensões é dado por

ds2 = gMNdxMdxN

= g̃µν (xρ ,y,z)dxµdxν +2gµy (xρ ,y,z)dxµdy+2gνz (xρ ,y,z)dxνdz (3.2)

+ gyy (xρ ,y,z)dy2 +gzz (xρ ,y,z)dz2,

em que g̃µν é a métrica em quatro dimensões que pode possuir depedência funcional com as

dimensões extras.

Analisando todas as simetrias do modelo, observa-se que a 3-brana possui simetria

de paridade

xµ −→−xµ , (3.3)

isto implica que os termos cruzados (que misturam ı́ndices do espaço-tempo 4D com ı́ndices de

dimensões extras) da (3.3) não atendem a essa exigência, logo podemos impor a condição

gµy (xρ ,y,z) = gνz (xρ ,y,z) = 0, (3.4)

então, o elemento de linha torna-se

ds2 = g̃µν (xρ ,y,z)dxµdxν +gyy (xρ ,y,z)dy2 +gzz (xρ ,y,z)dz2. (3.5)

Assim, a variedade que descreve a geometria do modelo Eq. (3), pode ser ecrita em 6D da
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seguinte forma

M(1,5)→ [M(1,3)×S1/Z2]×S1/Z2, (3.6)

que é um produto direto da variedade de Minkowski 4D com dois orbi f old. Se a métrica for

dessa forma então diz-se que o espaço possui uma geometria fatorizável, caso o contrário é

não-fatorizável. Ao considerar que a simetria de Poincaré se conservará na 3-brana, o primeiro

termo da Eq. (3.5) adquiri a seguinte forma

g̃µν(xρ ,y,z) = B2 (z)A2 (y)ηµν . (3.7)

Por inspeção direta da métrica do cenário RS 5-dimensional, vemos que

gyy(xρ ,y,z) = R2B2 (z) . (3.8)

é função apenas da coordenada z, ou seja, não podemos ter uma função dependente de uma

dimensão extra multiplicando a própria dimensão, e

gzz(xρ ,y,z) = r2. (3.9)

será uma constante.

Assim, o ansatz mais pode ser obtido para uma métrica estática respeitando todas

as simetrias antes mencionadas, é dado por

ds2 = B2 (z) [A2 (y)ηµνdxµdxν +R2dy2]+ r2dz2, (3.10)

onde A(y), B(z) são os fatores de dobra, R and r são os moduli ao longo das coordenadas

compactas y and z respectivamente com ηµν = diag(−,+,+,+).

Com o objetivo de obter as equações de campo para a métrica, definimos a ação

total do background (3.10)

S = S6 +S5 +S4,

S6 =
∫

d6x
√
−g6

(
M4

6
2

R6−Λ6

)
,

S5 =
∫

dxdydz
√
−g5 [V1(z)δ (y)+V2(z)δ (y−π)]

+
∫

dxdydz
√
−g̃5 [V3(y)δ (z)+V4(y)δ (z−π)] , (3.11)

em que M6 é o parâmetro de massa em seis dimensões, Λ6 é a constante cosmológica do

bulk. Como o modelo possui uma forma de caixa , a ação S5 possui métricas induzidas so-

bre as 4-branas apropriadas. Além disso, existem 3-branas adicionais às quais localizam-se na
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intersecção das arestas da caixa, onde residem os campos do MPPE:

S4 = ∑
yi,zi=0,π

∫
dxdydz

√
−g4Liδ (y− yi)δ (z− zi). (3.12)

No entanto, essas contribuições não têm relevância para o entendimento da nossa discussão

posterior.

Aplicando o princı́pio variacional a ação S, encontramos a equação de Einstein em

seis dimensões:

− M4
6
√
−g6

(
RMN−

R6

2
gMN

)
= Λ6

√
−g6gMN

− [V1(z)δ (y)−V2(z)δ (y−π)]
√
−g5gαβ δ

α
Mδ

β

N

− [V3(y)δ (z)−V4(y)δ (z−π)]
√
−g̃5 ˜gαβ δ

α
Mδ

β

N . (3.13)

Substituindo a métrica (3.10) na equação de Einstein, as componentes yy e zz da equação de

Einstein reduz-se a um conjunto de duas equações mais simples,

2M4
6

[
3r2A′2 +3R2A2B̄2 +2R2A2B ¯̄B

]
= −A2B2R2r [rΛ6 +V3δ (z)+V4δ (z−π)] (3.14)

2M4
6
[
3r2A′2 +5R2A2B̄2 +2r2AA′′

]
= −A2BRr2 [RBΛ6 +V1δ (y)+V3δ (y−π)] ,(3.15)

onde a linha denota diferenciação com respeito a y, enquanto a barra é a diferenciação com

respeito a z. Executando manipulações algébricas nas Eqs. (3.14) e (3.15), obtemos para o

bulk:
A′2

A2 = c2 = R2

[
B̄2

r2 +
2B ¯̄B
3r2 +

B2Λ6

6M4
6

]
, (3.16)

em que c é uma constante arbitrária. A equação acima tem como solução:

A(y) = e−cy, (3.17)

B(z) =
cosh(kz)
cosh(kπ)

, (3.18)

com as costantes dadas por

c =
Rk

r cosh(kπ)
, (3.19)

k = r

√
− Λ6

10M4
6
. (3.20)

A partir da forma da solução, torna-se claro que a presença de um termo de dobra

exponencial (como no cenário RS) na coordenada y, exige uma constante cosmológica neg-

ativa, apontando assim para um bulk AdS. Com c2 < 0 a métrica do espaço-tempo não teria
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a deformação desejada, isso levaria A(y) e B(z) a soluções oscilantes, portanto, não deve ser

considerado. Observe que o orbi f olding Z2 na direção y, impõe que a A(y) = exp(−c|y|),
obviamente, enquanto B(z) é simétrico. A forma completa da métrica é dada por

ds2 =

[
cosh(kz)
cosh(kπ)

]2

[e−2c|y|
ηµνdxµdxν +R2dy2]+ r2dz2. (3.21)

Substituindo c e A(y) na Eq. (3.15), realizando a integração no intervalo infinitesi-

mal ao longo dos dois limites y = 0, y = π , obtemos

V1(z) =−V2(z) = 8M2

√
−Λ6

10
sech(kz). (3.22)

As tensões dependem da coordenada z para as duas 4-branas localizadas em y(0,π).

Elas possuem sinais opostos lembrando a forma original do RS, esse fato é resultado do fator

de dobra exponencial e as branas se situarem nos pontos fixos do orbi f old.

De forma análoga, usando a solução para B(z), a substituindo na primeira equação

de (3.14), e integrando relativo ao intervalo ao longo de z = 0, obtemos

V3(y) = 0. (3.23)

Já que B(z) com z→ 0 possui comportamento suave, isso já era esperado. Não existe a neces-

sidade de qualquer densidade de energia no ponto z = 0 porque a tensão na Eq. (3.23) é zero .

Em contrapartida, integrando num intervalo através de z = π , temos

V4 (y) =−
8M4

6k
r

tanh(kπ), (3.24)

é uma constante, em contraste com V1,2(z) que é similar ao caso do modelo de RS com uma

dimensão extra. Novamente, isso não era de se esperar porque V3,4 (y) foram inseridas para

estabilzar orbifolding na direção z e com gzz sendo uma constante, a densidade de energia que

as correspondentes hipersuperfı́cies devem possuir é constante. A imposição de gyy ser uma

função com dependência em y, foi exigida porque ao longo da direção y as duas hipersuperfı́cies

possuam uma densidade de energia dependente da coordenada z.

Nós notamos que duas das tensões nas branas (4+1)-D , ou seja, V1,2, são funções

da coordenada z. A princı́pio, embora tal dependência em relação a coordenada possa parecer

um contra-senso, é necessário observar que é estipulado pelas condições de junção de Israel

[56], que exista uma densidade de energia concentrada nas hipersuperfı́cies (y = 0,π) e que

essas distribuições são dependentes de z. Uma abordagem interessante e simples para organizar

essa densidade de energia, origina-se a partir do confinamento do campo escalar nas respectivas

branas.
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As tensões para todas as 4-branas da teoria foram determinadas. Em conformidade

com o que foi encontrado anteriormente, uma 3-brana é identificada como a intersecção de duas

4-branas, a tensão na 3-brana é dada pela soma algébrica das densidades de energia de cada

uma das 4-branas. Assim, as quatro 3-branas da teoria localizam-se em

(y,z) = (0,0),(0,π),(π,0),(π,π). (3.25)

A 3-brana que é identificada como a brana de Planck está localizada em (y = 0,z = π)

e não sofre deformações da métrica. Para a 3-brana do MPPE, ou brana TeV , não há uma

identificação única. As outras 3-branas restantes podem oferecer uma escolha válida, no en-

tanto, isso dependerá dos valores dos parâmetros (k,c). Eles são calculados em termos de Λ6, r

e R, sendo M6 a massa de Planck da escala fundamental em seis dimensões, assim, a massa de

Planck efetiva 4D é dada por

M2
Pl ∼

M4
6rR

2ck

[
1− e−2cπ

][ tanh(kπ)

cosh3(kπ)
+

tanh3(kπ)

3

]
. (3.26)

Portanto, as consequências fenomenológicas dependeram unicamente da escolha das duas 3-

branas.

Agora, vamos analisar a dependência das tensões nas branas com a coordenada z.

Para isso, consideramos um campo escalar ϕ confinado numa 4-brana, por exemplo, na brana

y = y0, com um potencial do tipo V (ϕ). A métrica nessa brana é dada por

ds2 = b2
0 cosh2(kz)ηµνdxµdxν + r2dz2, (3.27)

com

b2
0 = e−2c|y0| cosh−2(kπ). (3.28)

O campo escalar tem a ação dada por

Sϕ =
∫

d4xdz
√
−g5

[
gAB

∂Aϕ∂Bϕ +V (ϕ)
]
, (3.29)

e gAB
5 é da forma (3.27). Isto leva a seguinte equação de movimento

r2 ∂V

∂ϕ
= 8k tanh(kz)ϕ̄ +2 ¯̄ϕ. (3.30)

em que a barra denota diferenciação em relação a z. Fazendo

V (ϕ(z))≡ ρ(z) =⇒ ∂V

∂ϕ
=

ρ̄

ϕ̄
, (3.31)
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a equação (3.30) torna-se

r2
ρ̄ cosh8(kz) =

d
dz

[
cosh8(kz)(ϕ̄)2

]
. (3.32)

A fim de que a densidade de energia forneça a tensão necessária na brana, precisamos ter

ρ(z)+
(

ϕ̄

r

)2

=V1,2. (3.33)

Agora, iremos buscar soluções que sejam simultâneas às Eqs. (3.32) e (3.33). Nós encontramos

na 4-brana y = π:

ρ(z) = v0

[
−7

6
sech(kz)+ξ sech4(kz)

]
, (3.34)

com

v0 ≡ 8M2

√
−Λ6

10
, (3.35)

em que ξ é uma constante que tem origem na integração, e

ϕ̄2

r2 = v0

[
1
6

sech(kz)+ξ sech4(kz)
]
. (3.36)

Para o lado direito da equação acima ser positivo definido, exige-se que

ξ ≤ 1
6
, (3.37)

para qualquer valor de kz. A seguir é exibido o aspecto de ϕ(z). Já que o valor de ϕ(z) não tem

importância fı́sica, podemos atribuir a constante de integração um valor de modo que ϕ(0) = 0.

Apesar do potencial para o campo escalar V e o campo escalar ϕ serem dependentes

da dimensão extra z, a partir das Eqs. (3.32), (3.44) e (3.45), observa-se que é uma tarefa áspera

obter uma relação inversa para o obter o potencial escalar V em função de ϕ(z) por meio de

uma equação . No entanto, em certos limites isso pode ser alcançado. Aplicando, por exemplo,

o limite ξ →−∞, obtemos

γ (ϕ−ϕ0) = tanh(kz), (3.38)

onde

γ
2 =−

v2
0ξ r2

k2 , (3.39)

e ϕ0 é uma constante de integração. O potencial escalar correspondente é

V (ϕ) =−ξ v0[1− γ
2 (ϕ−ϕ0)

2]2. (3.40)

Para |ξ | observa-se que não é o único panorama em comparação com a solução que

venha ser esperada de forma fechada, entretanto, possivelmente seja a mais simplória. No limite
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Figura 5: O perfil do campo ϕ(z) (a,b) na 4-brana em y = π assim como o potencial
correspondente ρ(z) (c,d).

contrário ξ → 0, a Eq. (3.45) produz

ϕ̄ = A
√

sech(kz), A≡
√

v0r2

6
. (3.41)

Após integrar e fazendo |kz| grande, encontramos

ϕ̄ ≈ A
[

1+
k2z2

4

]−1/2

, (3.42)

assim, obtemos às seguintes expressões:

ϕ(z)≈ 2A
k

tan−1
(

kz
2

)
, V (ϕ)≈−7v0

6
sech

(
2tan

kϕ

2A

)
. (3.43)

Portanto, um potencial periódico é obtido. Na Fig. (5) são apresentadas as soluções exatas, em

comparação com as soluções númericas dadas na Fig. (6) para o caso ξ = 0.

A dependência da densidade de energia com a coordenada z da 4-brana em y = π , é

facilmente explicada com o uso do campo escalar ϕ(z), uma análise semelhante na brana fixada



42

em y = 0, conduz a uma conclusão diferente. Para tanto, tomemos a brana em (y = 0), então

ρ(z) = v0

[
7
6

sech(kz)+ ξ̃ sech4(kz)
]
, (3.44)

e
ϕ̄2

r2 = v0

[
−1

6
sech(kz)+ ξ̃ sech4(kz)

]
. (3.45)

A positividade de ϕ̄2, mais uma vez, exige que

ξ̃ ≥ 1
6

cosh3(kπ), (3.46)

como visto previamente,o potencial produzido para o campo escalar V (ϕ) no limite ξ̃ é:

V (ϕ) =−ξ̃ v0[1− γ
2 (ϕ−ϕ0)

2]2. (3.47)

Pode-se encontrar a forma do potencial escalar para pequenos ξ̃ , agindo de maneira análoga.

Figura 6: O potencial V (ϕ) na 4-brana em y = π como função de ϕ para ξ = 0.

Observamos a grande hierarquia entre as escalas Planck e a TeV for explicada fun-

damentalmente pela deformação na direção z, então cosh(kπ) é grande e a equação (3.46) im-

plica ξ̃ muito grande. Portanto, gera uma outra hieraquia que é consequência da parametrização

particular de ϕ(z) na brana, ou seja, a enorme diferença entre ξ e ξ̃ .

Uma forma (extrema) de evitar o problema acima mencionado, seria trocar o campo

ϕ(z) (nesta brana especificamente) por um campo escalar fantasma (aquele cujo termo cinético

tem o sinal oposto). Isso, necessitaria ξ̃ ≤ 1/6 ao contrário da Eq. (3.46). O campo escalar fan-

tasma não é aceitável em uma teoria fundamental. Portanto, postular esse caminho demandaria

aceitar a teoria atual como uma descrição efetiva de uma teoria de campo diferente.

Acima foram listadas algumas possı́veis soluções para a densidade de energia con-

centrada na brana y = 0 a qual depende da coordenada z. É importante perceber que a escolha

de uma dessas soluções, implicará em consequências fenomenológicas distintas. Nas próximas

seções iremos analisar a dinâmica dos campos bosônicos nesse background, resolvendo ana-
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liticamente suas equações de movimento e consequentemente determinando seus espectros de

massa.

3.2 Solução Analı́tica Campo Escalar Background Estático

Nessa seção, iremos estudar o compartamento do campo escalar no background

(3.10). Buscamos encontrar soluções analı́ticas para a equação de campo e consequentemente

determinar o seu espectro de massa na teoria efetiva.

S =
∫

d6x
√
−g
(
−1

2
gMN

∂MΦ∂NΦ

)
. (3.48)

Aplicando o princı́pio variaocinal, tem-se a equação de movimento

1√
−g

∂M
[√
−ggMN

∂NΦ
]
= 0. (3.49)

Decompondo o campo de spin zero em soma de modos de (KK):

Φ(xµ ,y,z) = ∑
i j

φi j (xµ)ξi j (y)χ j (z) , (3.50)

em seguida substituindo na Eq. (3.50), nós encontramos as seguintes equações

�φi j−M2
i jφi j = 0, (3.51)

1
r2

d
dz

(
B5 dχ j

dz

)
=−M2

j B3
χ j, (3.52)

e
1

R2
d
dy

(
A4 dξi j

dy

)
−M2

j A4
ξi j =−M2

i jA
2
ξi j, (3.53)

com φi j o campo escalar na teoria efetiva, M2
j é o modo massivo devido a dimensão extra z e

M2
i j é o espectro de massa na 3-brana.

Nós iremos resolver inicialmente a Eq. (3.52). Para este fim, vamos usar o fator

B(z), assim obtemos

d2χ j

dz2 +5k tanh(kz)
dχ j

dz
+(

sech2(kz)r2M2
j cosh(kπ)

)
χ j = 0. (3.54)

A equação acima torna-se mais simples, fazendo as seguintes redefinições:

χ j(z) = sech5/2(kz)χ?
j (ω), ω = tanh(kz), (3.55)
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substituindo na Eq. (3.54), chegamos em

(
1−ω

2) d2χ?
j

dω2 −2ω
dχ?

j

dω
+[

α j(α j +1)− 25
4(1−ω2)

]
χ
?
j = 0, (3.56)

em que

α j =−
1
2
+

√
4+

r2M2
j cosh2(kπ)

k2 . (3.57)

A Eq. (3.56) é denominada equação associada de Legendre, e tem como solução

χ j (z) = A1Pj(z)+A2Q j(z), (3.58)

onde

Pj(z) = P5/2
α j (tanh(kz))sech5/2(kz) (3.59)

Q j(z) = Q5/2
α j (tanh(kz))sech5/2(kz), (3.60)

em que Pµ

λ
e Qµ

λ
são funções associadas de Legendre do segundo tipo. Fazendo uso da con-

tinuidade e das condições de contorno da função e de sua derivada nos pontos z = 0 e z = π ,

encontramos os modos massivos M j devido a dimensão extra z. De tais condições é obtida a

expressão

A1P̄j(0)+A2Q̄ j(0) = 0,

A1P̄j(π)+A2Q̄ j(π) = 0. (3.61)

Soluções não triviais para a equação acima só serão possı́veis se

P5/2
(1+α j)

(0)Q5/2
(1+α j)

(tanh(kπ))−P5/2
(1+α j)

(tanh(kπ))Q5/2
(1+α j)

(0)+

tanh(kπ)
[
P5/2

α j (0)Q5/2
(1+α j)

(tanh(kπ))−P5/2
(1+α j)

(tanh(kπ))Q5/2
α j (0)

]
= 0. (3.62)

Agora, vamos regressar a Eq. (3.53). Substituindo o fator de dobra A(y), temos

d2ξi j

dy2 −4c
dξi j

dy
+
[
e−2cyM2

i j−M2
j
]

R2
ξi j = 0. (3.63)

Para obter a solução da equação acima, realizaremos às seguintes transformações:

τ = ecy, ξi j = τ
2
ξ
?
i j, (3.64)
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logo após substituir na Eq. (3.63), encontramos

τ
2 d2ξ ?

i j

dτ2 + τ
dξ ?

i j

dτ
+
(
τ

2−ν
2
i j
)

ξ
?
i j = 0. (3.65)

onde

νi j =

√
4+

M2
j R2

c2 =
1
2
+α j. (3.66)

A expressão (3.65) é a equação de Bessel e tem por solução

ξi j (y) = e2cy
[

B1Jνi j

(
M jR

c
ecy
)
+B2Yνi j

(
M jR

c
ecy
)]

. (3.67)

Tomando uso, novamente, das condições de contorno e continuidade nos pontos

fixos y = 0 e y = π ,

B1J′νi j
(0)+B2Y ′νi j

(0) = 0,

B1J′νi j
(π)+B2Y ′νi j

(π) = 0, (3.68)

chegamos a equação:[
Mi jecπJνi j+1

(
Mi jecπ

)
−Mi jecπJνi j−1

(
Mi jecπ

)
−4Jνi j−1

(
Mi jecπ

)]
×

[
Mi jYνi j−1

(
Mi j
)
−Mi jYνi j+1

(
Mi j
)
+4Yνi j

(
Mi j
)]

+
[
Mi jJνi j−1

(
Mi j
)
−Mi jJνi j+1

(
Mi j
)
−4Jνi j

(
Mi j
)]

×
[
Mi jecπYνi j−1

(
Mi jecπ

)
−Mi jecπYνi j+1

(
Mi jecπ

)
+4Yνi j+1

(
Mi jecπ

)]
= 0. (3.69)

Observe que não é necessário tomar uma ordem fixa da função de Bessel porque

encontramos uma solução geral. Para js distintos, a ordem α j assume valores diferente, ou

seja, M j depende de α j. assim encontramos precisamente o espectro de massa Mi j de nossa

solução analı́tica que é determinado a partir da solução da equação transcedental (3.69).

Para calcular o espectro de massa do campo escalar, devemos inicialmente analisar

os parâmetros da teoria, isto é, R, r e M6, k. A relação entre eles é dada pelas Eqs. (3.19) e

(3.20). A massa de Planck MPl (escala TeV ) em quatro dimensões em termos do parâmetro de

massa M6 do bulk é dada pela Eq.(3.26), portanto, fazendo uma aproximação obtemos

M2
Pl ∼

M4
6rR

2ck
, (3.70)

assim, estaremos habilitados a resolver numericamente a Eq. (3.69) porque será possı́vel deter-

minar todos. Para obter os valores dos modos massivos de forma númerica, recorre-se a relação

entre c e k dada pela Eq. (3.19).

No modelo com seis dimensões duplamente deformadas, a solução para a coor-
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Tabela 1: Espectro de Massa Campo Escalar background Estático em TeV . c = 11.52,
k = 0.25 .

Mi j

M1 j M2 j M3 j M4 j M5 j M6 j
1.97 9.63 13.18 18.33 25.00 33.91

10.33 13.96 16.77 21.64 28.76 39.33
20.36 22.40 14.29 27.61 33.15 47.08
30.45 31.86 24.19 63.28 40.06 54.17
37.16 39.37 33.12 35.17 46.81 70.41
41.68 42.71 44.65 47.11 51.37 86.25

denada z é uma função associada de Legendre possuindo inúmeras ordens α j com o ı́ndice j

assumindo diferentes valores, como resultado o espectro de massa possui um grande alcance de

valores. Para cada divisão surgindo da dimensão z , novos modos massivos na dimensão extra

y Mi j são obtidos. Na solução númerica, os modos massivos reais foram obtidos para valores

de c = 11.2 e k = 0.25 os quais estão em acordo com a referência [57]. Tais valores implicam

que existe uma hierarquia entre os raios de compactificação das dimensões extras, isto é, uma

deformação grande em uma direção e uma pequena na outra. Neste cenário há uma diluição

do espectro, o mesmo se manifesta na teoria efetiva com massas mais leves como mostrado na

tabela (3).

3.3 Solução Analı́tica para o Bóson de Calibre Background Estático

Agora, nós iremos considerar devido sua simplicidade, uma teoria de calibre U(1).

No entanto, as teorias de gauge não Abelianas são derivadas de maneira análoga. A ação invari-

ante do campo de calibre é dada por

Sg =
∫

d6x
√
−g6

(
−1

4
FMNFMN

)
, (3.71)

onde, FMN = ∂MXN −∂NXM é o tensor de intensidade do bóson de calibre,
√
−g6 é o determi-

nante da métrica Eq. (3.10). Após variar a ação, encontramos a equação de movimento para o

campo:
1√
−g

∂M
[√
−ggMNgLKFNL

]
= 0, (3.72)

a fim de eliminar graus de liberdade espúrios da teoria, faremos a escolha partı́cular X4 =X5 = 0.

A equação que determina o espectro de massa é encontrada aplicando a redução dimensional na

equação acima. O campo vetorial em 6D será decomposto em uma soma de modos explicitando
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a sua parte efetiva como segue:

Xν (xµ ,y,z) = ∑
(kl)

X (kl)
ν (xµ)Ξkl (y)ζl (z) , (3.73)

substituindo na equação (3.72), nós obtemos duas equações diferencias para cada coordenada

das dimensões extras:

�X (kl)
ν −M2

kl = 0, (3.74)

1
r2

d
dz

(
B3 dζl

dz

)
=−M2

l Bζl, (3.75)

e
1

R2
d
dy

(
A2 dΞkl

dy

)
−M2

l A2
Ξkl =−M2

klΞkl. (3.76)

Determinamos o parâmetro de massa Ml resolvendo a equação para a função ζ (z). Encontrando-

o é possı́vel determinar a massa efetiva Mkl através da equação de Ξ(y).

O nosso objetivo é obter soluções anlı́ticas para o campo vetorial, sem aproximações,

nesse sentido iremos poceder algumas manipulações algébricas nas equações de campo. Sub-

stituindo o fator de dobra B(z) na equação (3.75), obtemos:

d2ζl

dz2 +3k tanh(kz)
dζl

dz
+[sech2(kz)r2M2

l cosh(kπ)]ζl = 0. (3.77)

Nós faremos as seguintes mudança de coordenadas, para resolver a equação diferencial 3.77,

ζ
?
l (ω̃) =

(
1− ω̃

2)3/2
F(ω̃) ω̃ = tanh(kz). (3.78)

A equação (5.36), nas novas coordenadas é reescrita como

(
1− ω̃

2) d2ζ ?
l

dω̃2 + ω̃
dζ ?

l
dω̃

+
r2M2

l cosh(kπ)2

k2 ζ
?
l = 0, (3.79)

obtemos uma equação diferencial cuja soluções são dadas por funções associadas de Legendre:

ζ
?
l (ω̃) = (1− ω̃

2)3/2
[
C1Pµl

λl
(ω̃)+C2Qµl

λl
(ω̃)
]
, (3.80)

a solução nas coordenadas antigas toma a forma:

ζl (z) =
[
C1P3/2

λl
(tanh(kz))+C2Q3/2

λl
(tanh(kz))

]
× sech3/2(kz) (3.81)

com

λl = −1
2
+

√
1+

r2M2
l cosh2(kπ)

k2 . (3.82)
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Ao impor que a função ζl(z) seja contı́nua nos pontos fixos z = 0,π , obtemos

C1P̄l(0)+C2Q̄l(0) = 0,

C1P̄l(π)+C2Q̄l(π) = 0, (3.83)

assim, a solução exata que define o espectro para Ml é

(2λl−4)[P3/2
(1+λl)

(tanh(kπ))Q3/2
(1+λl)

(0)−P3/2
(1+λl)

(0)Q3/2
(1+λl)

(tanh(kπ))]+

(1−2λl) tanh(kπ)
[
P3/2

λl
(tanh(kπ))Q3/2

(1+λl)
(0)−P3/2

(1+λl)
(0)Q3/2

λl
(tanh(kπ))

]
= 0. (3.84)

Para encontrar a massa efetiva da teria, Mkl , devemos resolver a Eq. 3.76. Re-

definindo as funções

τ̃ = εecy (3.85)

e

Ξkl = ecy
Ξ̃kl, (3.86)

obtemos

τ̃
2 d2Ξ̃kl

dτ̃2 + τ̃
dΞ̃kl

dτ̃
+(τ2−ν

2
kl)Ξ̃kl = 0, (3.87)

com

νkl =

√
1+

M2
klR

2

c2 . (3.88)

A solução na coordenada y, pode ser escrita em termos das funções de Bessel de ordem νkl

multiplicada por um fator exponencial:

Ξkl(y) = ec|y|
[

cklJνkl

(
MklR

c
ec|y|
)
+dklYνkl

(
MklR

c
ec|y|
)]

, (3.89)

com ckl e dkl constantes.

Levando em conta a continuidade de Ξkl(y) nos pontos fixos do orbi f old y= (0,π),

cklJ′νkl
(0)+dklY ′νkl

(0) = 0,

cklJ′νkl
(π)+dklY ′νkl

(π) = 0. (3.90)

o espectro de massa Mkl é determinado pela equação:[
MklecπJνkl+1 (Mklecπ)− 1

2
Mkle2cπJνkl−1 (Mklecπ)− 1

2
Jνkl−1 (Mklecπ)

]
×

[
MklYνkl−1 (Mkl)−

1
2

MklYνkl+1 (Mkl)+
1
2

Yνpl (Mkl)

]
+

[
MklJνkl−1 (Mkl)−

1
2

MklJνkl+1 (Mkl)−
1
2

Jνkl (Mkl)

]
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×
[

MklecπYνkl−1 (Mklecπ)− 1
2

Mkle2cπYνkl+1 (Mklecπ)+
1
2

Yνkl+1 (Mklecπ)

]
= 0, (3.91)

que é uma equação transcedental. Os parâmetros c e k são calculados utilizando a Eq. (3.70).

Tabela 2: Espectro de Massa Bóson de Calibre em TeV . c = 11.52, k = 0.25.

Mkl

M1l M2l M3l M4l M5l M6l
1.518 4.296 7.805 16.196 19.420 22.599
10.231 10.992 12.820 19.751 23.004 17.17
20.307 20.698 21.709 26.210 28.593 29.60
30.451 30.680 31.369 34.619 36.441 63.70
42.476 43.781 45.017 48.566 45.916 77.58
59.135 61.355 62.181 64.076 56.119 84.53

As soluções analı́ticas para os modos massivos do campo de calibre são dadas pelas

Eqs. (3.89) que é uma função associada de Legendre e (3.81) uma função de Bessel. O espectro

de massa é obtido resolvendo inicialmente a Eq. (3.84) para Ml , logo após, solucionando a Eq.

(3.91). Os valores das massas para as diferentes ordens são dadas na tabela (4).
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4 ESPAÇO-TEMPO DUPLAMENTE DEFORMADO COM COSMOLOGIA

Neste capı́tulo iremos explorar as consequências cosmológicas de um espaço-tempo

com codimensão-2 em que ambas dimensões extras são compactificadas em cı́rculos com orb-

ifolding Z2/S2. Nós consideramos nosso Universo, isto é, uma das 3-branas sendo homogêneo,

isotrópico e plano no 3-espaço (três coordenadas espaciais). Nós usaremos a mesma notação

do capı́tulo (3).

Nós assumiremos as hipóteses mencionadas acima a fim de simplificar o modelo.

Para obter elemento de linha consistente com as simetrias do cenário, devemos seguir os mes-

mos passos da seção (3.1), portanto, a métrica deve ser similar a (3.21). No entanto, ao assumir

que o espaço-tempo evolui temporalmente, devemos considerar a geometria de um espaço

isotrópico, homogêneo em três dimensões, logo o elemento de linha dev possuir a seguinte

forma

ds2 = B2 (z) [A2 (y)gµνdxµdxν +R2dy2]+ r2dz2

= B2 (z) [A2 (y)
(
−dt2 +gi j(x)dxidx j)+R2dy2]+ r2dz2 (4.1)

Todo o aspecto dinâmico da geometria está representado na métrica gi j(x), ou de forma equiv-

alente, no elemento de linha

dl2 = gi jdxidx j, (4.2)

com os ı́ndices i, j assumindo as coordenadas cartesianas do espaço 3-dimensional. O espaço

plano é obviamente um espaço 3D homogêneo e isotrópico com elemento de linha dado por

[58, 59]

dl2 = dx2. (4.3)

Ele é invariante por rotações e translações. Também é possı́vel incorporar uma superfı́cie

esférica de raio V no espaço euclidiano, assim, o elemento de linha será

dl2 = dx2 +dw2, (4.4)

w2 +x2 = V 2, (4.5)

deste modo, as rotações em quatro dimensões o deixa invariante.

Uma hipersuperfı́cie esférica em espaço pseudo-euclidiano 4D é uma outra possi-
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bilidade, com elemento de linha

dl2 = dx2−dw2, (4.6)

w2−x2 = V 2, (4.7)

em que V 2 é uma constante positiva. Portanto, o elemento de linha é invariante por transformações

do tipo Lorentz, com w ao invés do tempo.

x′ =V x, w′ =V w. (4.8)

Os elementos de linha nos casos esférico e hiperbólico são

dl2 = V 2 [dx2±dw2] , (4.9)

w2±x2 = 1. (4.10)

A diferencial da Eq. (4.10) é dada por

∓wdw = x ·dx, (4.11)

então

dl2 =V 2
[

dx± (x ·dx)2

1∓x2

]
. (4.12)

Podemos ampliar isso ao caso do espaço euclidiano, daı́ ele terá a seguinte forma

dl2 =V 2
[

dx±K
(x ·dx)2

1∓Kx2

]
, (4.13)

com

K =


+1 esférico

0 euclidiano

−1 hiperbólico.

Agora, devemos observar que o dl2 será positivo em x = 0 quando V 2 > 0. Substituindo a

Eq.(4.13) em (4.1), com V sendo uma função do tempo e K = 0, o elemento de linha que

descreve o background duplamente deformado com cosmologia é dado por

ds2 = B2 (z) [A2 (y)
(
−dt2 +V 2(t)gi jdxidx j)+R2dy2]

+ r2dz2. (4.14)
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O background cosmológico possui a ação total

S = S6 +S5 +S4,

S6 =
∫

d6x
√
−g6

(
M4

6
2

R6−Λ6

)
,

S5 =
∫

dxdydz
√
−g5 [V1(z)δ (y)+V2(z)δ (y−π)]

+
∫

dxdydz
√
−g̃5 [V3(y)δ (z)+V4(y)δ (z−π)] , (4.15)

onde S4 é dada pela Eq. (3.12). Utilizamos a aproximação do fluido perfeito a fim de descrever

o conteúdo de matéria, em que p é a pressão do fluido e ρ a densidade de energia.

Após variar a ação, obtemos as equações de Einstein:

− M4√−g6

(
RMN−

R6

2
gMN

)
= Λ6

√
−g6gMN−

[(
T γ

β
gαγ

)
1
+
(

T γ

β
gαγ

)
2

]√
−g4δ

α
Mδ

β

N + (4.16)

−
[(

T̃ γ

β
g̃αγ

)
3
+
(

T̃ γ

β
g̃αγ

)
4

]√
−g̃5δ

α
Mδ

β

N ,

onde T and T̃ são os tensores de momento energia das 4-branas. As componentes do tensor

momento energia são dadas por:(
T γ

β

)
1

= diag [−ρ1(z)−λ1(z), p1(z)−λ1(z), p1(z)−λ1(z),

p1(z)−λ1(z),0, p1(z)−λ1(z)]δ (y) , (4.17)

(
T γ

β

)
2

= diag [−ρ2(z)−λ2(z), p2(z)−λ2(z), p2(z)−λ2(z),

p2(z)−λ2(z),0, p1(z)−λ2(z)]δ (y−π) , (4.18)

(
T γ

β

)
3

= diag [−ρ3(y)−λ3(y), p3(y)−λ3(y), p1(y)−λ3(y),

p3(y)−λ3(y),0, p3(x4)−λ3(y)]δ (z) , (4.19)

(
T γ

β

)
4

= diag [−ρ4(y)−λ4(y), p4(y)−λ4(y), p4(y)−λ4(y),

p4(y)−λ4(y),0, p4(y)−λ4(y)]δ (z−π) . (4.20)

Substituindo a Eq. (4.14) na Eq. (4.16), encontramos as seguintes equações:

− M4

[
−3AA′′

R2 −
4A2B ¯̄B

r2 − 3A′2

R2 −
6A2B̄2

r2 +
3V̇ 2

V 2

]
(Rr)

= −ΛB
(
B2A2rR

)
− [(ρ1 +λ1)δ (y)]

(
BA2r

)
− [(ρ2 +λ2)δ (y−π)]

(
BA2r

)
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− [(ρ3 +λ3)δ (z)]
(
B2A2R

)
− [(ρ4 +λ4)δ (z−π)]

(
B2A2R

)
, (4.21)

− M4

[
−V̇ 2 +

3A′2V 2

R2 +
3AA′′V 2

R2 − 6A2B̄2V 2

r2 +
4A2V 2B ¯̄B

r2 −2VV̈

]
(Rr)

= −Λ6
(
B2A2V 2rR

)
− [(λ1− p1)δ (y)]

(
BA2V 2r

)
− [(λ2− p2)δ (y−π)]

(
BA2V 2r

)
− [(λ3− p3)δ (z)]

(
B2A2V 2r

)
− [(λ4− p4)δ (z−π)]

(
B2A2V 2r

)
, (4.22)

− M4

[
6R2B̄2

r2 +
4R2B ¯̄B

r2 +
6A′2

A2 −
3R2V̇ 2

A2V 2 −
3R2V̈
A2V

]
r

= Λ6
(
B2R2r

)
+[(λ3− p3)δ (z)]

(
B2R2)− [(λ4− p4)δ (z−π)]

(
B2R2) (4.23)

e

− M4
[
− 3r2V̇ 2

A2B2V 2 +
10B̄2

B2 +
6r2A′2

A2B2R2 +
4r2A′′

AB2R2 −
3r2V̈

A2B2V

]
(BR)

= ΛB
(
BRr2)+[(λ1− p1)δ (y)]

(
r2)− [(λ2− p2)δ (z−π)]

(
r2) , (4.24)

onde a linha corresponde diferenciação em relação a y, a barra diferenciação em relação a z e o

ponto denota a diferenciação com respeito a coordenada t.

Das Eqs. (4.21) e (4.22) obtemos:

2
(
−M4)rR

(
V̇ 2−VV̈

)
= 0, (4.25)

que ao resolver, encontramos

V (t) = eH0t (4.26)

em que H0 é uma constante de integração. Observamos que a forma da solução da Eq. (4.26) é

independente da quantidade de dimensões extras.

Para determinar os fatores de dobra, substituı́mos a Eq. (4.26) em (yy) que se reduz

a,

(−M4)r

[
6R2B̄2

r2 +
4R2B ¯̄B

r2 +
6A′2

A2 −
3R2H2

0
A2 −

3R2H2
0

A2

]
=

(
B2R2)

× [ΛBr+(λ3− p3)δ (z)+(λ4− p4)δ (z−π)] .

(4.27)



54

Iremos iniciar com o bulk da Eq. (4.27), em seguida reorganizando os termos:(
A′2

A2 −
R2H2

0
A2

)
= D2 =−R2

[
B̄2

r2 +
2B ¯̄B
3r2 +

B2ΛB

6M4

]
, (4.28)

em que D é uma constante arbitrária. Assim, podemos separar as equações:(
A′2

A2 −
R2H2

0
A2

)
= D2, (4.29)

−R2

[
B̄2

r2 +
2B ¯̄B
3r2 +

B2ΛB

6M4

]
=−D2. (4.30)

O fator de dobra ao longo da coordenada y é consistente com a simetria Z2 o qual é obtido

resolvendo a Eq. (4.31), com a solução dada por:

A(y) =
RH0

D
sinh(−D |y|+d0) , (4.31)

em que d0 é a constante de integração.

Resolvendo a equação (4.32) encontramos o fator de dobra ao londo da coordenada

z:

B(z) =
cosh(kz)
cosh(kπ)

, (4.32)

com

D =
Rk

r cosh(kπ)
, k = r

√
− ΛB

10M4 . (4.33)

As soluções, A(y) e B(z) dão a geometria do bulk. A métrica (4.14) pode ser reescrita explici-

tamente como:

ds2 =
cosh2 (kz)
cosh2 (kπ)

(RH0)
2

D2 sinh2 (−D |y|+d0)
[
−dt2 + e2H0t

δi jdxidx j]
+

cosh2 (kz)
cosh2 (kπ)

R2dy2 + r2dz2. (4.34)

O elemento de linha (4.34) descreve um cenário inflacionário para 3-espaço plano em um

espaço-tempo 6−D duplamente deformado. A inflação deve-se ao fator (4.26) multiplicando as

coordenadas homogêneas. Observamos que a forma funcional de B(z) não depende do tempo,

ou seja, é idêntica da solução sem cosmologia.

Nós mostraremos agora como recuperar o limite estático [24]. Como é sabido, isto

não pode ser obtido fazendo apenas H0 → 0. Inicialmente, note que a métrica dada pela Eq.

(4.14) possui um fator de escala que é dependente do tempo multiplicando as coordenadas do

3-espaço plano com os fatores de dobra dados, respectivamente, pelas Eqs. (3.17) e (3.18).
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Observe que

A(y) =
RH0

2D

[
e(−D|y|+d0)− e(D|y|−d0)

]
. (4.35)

Nós teremos assim:

RH0

2D
ed0 = 1,

e−d0 =
RH0

2D
. (4.36)

Portanto, temos que d0→ ∞ quando H0→ 0. Com isso obtemos

A(y) = e−D|y|−
(

RH0

2D

)2

eD|y|. (4.37)

Podemos então aplicar o limite

lim
H0→0

A(y) = e−D|y|, (4.38)

e

lim
H0→0

eH0t = 1. (4.39)

Dessa forma recuperamos o caso estático [24], onde a métrica é dada por (3.10).

4.1 Tensões nas 3-Branas e Parâmetro de Hubble

Agora, iremos substituir as Eqs. (4.31), (4.32) e (4.33) na componente Gzz da

equação de Einstein, logo após integrar sobre um intervalo infinitesimal próximo aos limites

y = 0, y = π , portanto, obtemos

[−p1(z)+λ1(z)] |y=0 = 8M4

√
− ΛB

10M4 coth(d0)sech(kz)

[−p2(z)+λ2(z)] |y=π = −8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0)sech(kz). (4.40)

Nós encontramos que as 4-branas localizadas em y = 0 e y = π , suas tensões são dependentes

das coordenadas y, z, no limite estático quando p1 = p2 = 0, d0 → ∞ e H0 → 0 as tensões

tornam-se iguais e com sinais opostos.

Similarmente, usando as Eqs. (4.31), (4.32) e (4.33), substituindo na componente

G44 e integrando sobre um intervalo infinitesimal em z = 0, z = π , encontramos

[−p3(y)+λ3(y)] |z=0 = 0



56

[−p4(y)+λ4(y)] |z=π = −8M4

√
− ΛB

10M4 tanh(−Dπ +d0) . (4.41)

Cada uma das 3-branas encontra-se na região onde as duas 4-branas se interceptam. Suas

tensões, pressões e densidades de energia são a soma desses parâmetros nas duas 4-branas.

A 3-brana do MPPE está fixada em y = π , z = 0 tem, portanto

[−pvis +λvis] =−8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0) . (4.42)

Em contra partida, a brana Planck é identificada como a 3-brana situada em y = 0, z = π . Como

resultado, temos

−pPl +λPl = 8M4

√
− ΛB

10M4 [coth(d0)sech(kπ)− tanh(kπ)]. (4.43)

Novamente, podemos recuperar as tensões na brana estática aplicando o limite estático: d0→∞

e pPl = 0. A combinação das tensões e pressões nas 4-branas a cerca das 3-branas localizadas

em y = 0,z = 0 e em y = π,z = π podem ser obtidas de forma semelhante:

−p(0,0)+λ (0,0) = 8M4

√
− ΛB

10M4 coth(d0), (4.44)

− p(π,π)+λ (π,π)

= −8M4

√
− ΛB

10M4 [coth(−Dπ +d0)sech(kπ)+ tanh(kπ)]. (4.45)

Agora, encontraremos o parâmetro Hubble da teoria e a sua dependência das coordenadas com-

pactas. Fazendo uma transformação de coordenadas na equação (4.34), ela assume a seguinte

forma:

ds2
4 =−dt2 + e2H(y,z)t

δiJdxidx j, (4.46)

em que o parâmetro de Hubble efetivo é

H (y,z) =

√
− ΛB

10M4 sech(kz)csch(−D|y|+d0) . (4.47)

A brana visı́vel é dada por (y = π,z = 0), obtemos

H (π,0) =

√
− ΛB

10M4 csch
(
− Rkπ

r cosh(kπ)
+d0

)
, (4.48)

e a brana Planck é (y = 0,z = π), portanto

H (0,π) =

√
− ΛB

10M4 sech(kπ)csch(d0) . (4.49)
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A constante cosmológica que domina o universo atual tem equação de estado dada por:

ρvis =−pvis = Λvis (4.50)

Assim, a Eq.(4.42) terá a forma,

−λvis +Λvis =−8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0) . (4.51)

Substituindo a equação (4.50) na expressão acima, nós encontramos

λvis +Λvis =−8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0) , (4.52)

mostrando que a brana do MPPE possui tensão negativa dada por:

λvis =−Λvis−8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0) . (4.53)

Elevando ao quadrado a Eq.(4.53), para Λ6 < 0 e desprezando Λ2
vis, obtemos

Λvis =
1
2

 λ 2
vis

8M4
√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0)
−8M4

√
− ΛB

10M4 coth(−Dπ +d0)

 . (4.54)

Observa-se de forma clara que a Eq.(4.54) generaliza a constante cosmologica 4D efetiva na

brana visı́vel para o cenário dinâmico duplamente deformado que relaciona a brana e a constante

cosmológica do bulk.

No cenário RS a constante cosmológica na brana visı́vel é zero em razão do can-

celamento exato entre correspondente constante cosmológica do bulk a tensão na brana [32].

Todavia, neste modelo a contribuição da constante cosmológica do bulk não contrabalança a

tensão da brana visı́vel, estimulando uma variação positiva na constante cosmológica de nosso

universo. Por consequência, o nosso universo se expande exponencialmente devido a presença

de uma pressão negativa.
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5 CAMPOS BOSÔNICOS BACKGROUND COSMOLÓGICO

5.1 Solução Analı́tica para o Campo Escalar

O espectro de massa do campo escalar para o caso estático foi obtido na Ref. [28].

Algum tempo depois, uma solução analı́tica foi encontrada [30]. Nesta seção, consideramos a

métrica cosmológica duplamente deformada dada pela Eq. (4.14) e encontramos uma solução

analı́tica para o campo escalar. A ação do campo escalar sem massa é

S =
∫

d6x
√
−g
(
−1

2
gMN

∂MΦ∂NΦ

)
, (5.1)

a equação de movimento é dada por:

1√
−g

∂M
[√
−ggMN

∂NΦ
]
= 0. (5.2)

Para termos um entendimento mais aprofundado das contribuições das duas dimensões extras

no espectro de massa, devemos decompor o campo escalar em modos de (KK)

Φ(xµ ,y,z) = ∑
mn

φm,n (xµ)ξmn (y)χn (z) (5.3)

por sua substituição na Eq. (5.2), daı́ encontramos

1
V 3 ∂µ

(
V 3g̃µν

∂νφmn
)
−M2

mnφmn = 0, (5.4)

1
r2

d
dz

(
B5 dχp

dz

)
=−M2

nB3
χn, (5.5)

e
1

R2
d
dy

(
A4 dξmn

dy

)
−M2

nA4
ξmn =−M2

mnA2
ξmn, (5.6)

em que g̃00 =−1, g̃i j =V 2(t)δi j é métrica dinâmica e M2
mn é a massa na teoria efetiva.

Nós iniciaremos resolvendo a Eq. (5.5). Para tanto, usaremos o fator de dobra B(z)

a fim de obter

d2χn

dz2 +5k tanh(kz)
dχn

dz
+
[
sech2(kz)r2M2

n cosh(kπ)
]

χn = 0. (5.7)

Para alcançar a solução da equação acima, será feita a seguinte definição

χn(z) = sech5/2(kz)χ̃n(ω), ω = tanh(kz) (5.8)
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e substituindo na Eq. (5.7), nós obtemos

(
1−ω

2) d2χ̃n

dω2 −2ω
dχ̃n

dω
+[

αn(αn +1)− 25
4(1−ω2)

]
χ̃n = 0, (5.9)

onde

αn =−
1
2
+

√
4+

r2M2
n cosh2(kπ)

k2 . (5.10)

A expressão (5.9) é a equação associada de Legendre que tem como solução

χn (z) = A1Pn(z)+A2Qn(z), (5.11)

em que

Pn(z) = P5/2
αn (tanh(kz))sech5/2(kz) (5.12)

Qn(z) = Q5/2
αn (tanh(kz))sech5/2(kz). (5.13)

Nós resolveremos agora a Eq. (5.6). Para isso, substituı́mos o fator de de dobra

A(y) na Eq. (5.6) para obter

d2ξmn

dy2 −4Dcoth(θ)
dξmn

dy
+[

csch2(θ)
M2

mnD2

H2
0
−M2

j R2
]

ξmn = 0, (5.14)

onde

θ =−Dy+d0. (5.15)

Executando as transformações

ξmn(y) = csch2(θ)ξ̃mn(τ), τ = coth(θ), (5.16)

encontramos (
1− τ

2) d2ξ̃mn

dτ2 −2τ
dξ̃mn

dτ
+[

γmn(γmn +1)− λ 2
n

4(1− τ2)

]
ξ̃mn = 0, (5.17)

com

λn =

√
4+

M2
nR2

D2 = αn +
1
2

(5.18)
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e

γmn =−
1
2
+

√
9
4
−M2

mn

H2
0
. (5.19)

Se Mmn/H0 > 3/2, então

γmn =−
1
2
+ iσmn, (5.20)

onde

σmn =

√
M2

mn

H2
0
− 9

4
. (5.21)

Como antes, a expressão (5.17) é a equação associada de Legendre com solução

ξmn(y) = B1Pmn(y)+B2Qmn(y), (5.22)

onde

Pmn(y) = Re
[
Pλn

γmn
(coth(−Dy+d0))

]
csch2(−Dy+d0) (5.23)

Qmn(y) = Re
[
Qλn

γmn
(coth(−Dy+d0))

]
csch2(−Dy+d0). (5.24)

Veja que encontramos uma solução geral e, portanto, não é necessário tomar uma ordem fixa .

Isso ocorre devido ao fato de que ordem αn assume valores diferentes para distintos n, ou seja,

Mn é dependente de αn.

Com nossa solução analı́tica, podemos obter o espectro de massa do sistema com

grande acurácia. Antes, devemos aplicar as quatro condições de contorno nas Eqs. (5.11) e

(5.22). Observe que essas condições são aplicadas tomando a derivada das mesmas que desa-

parecem em pontos fixos (z = 0,π), and (y = 0,π). Assim, temos as seguintes equações:

A1P̄n(0)+A2Q̄n(0) = 0, A1P̄n(π)+A2Q̄n(π) = 0, (5.25)

B1P′mn(0)+B2Q′mn(0) = 0, B1Pmn(π)+B2Q′mn(π) = 0. (5.26)

Soluções não triviais das equações acima são possı́veis apenas se

P̄n (0) Q̄n (π)− Q̄n (0) P̄n (π) = 0 (5.27)

P′mn (0)Q′mn (π)−Q′mn (0)P′mn (π) = 0. (5.28)

Da Eq. (5.27) nós obtemos o parametro Mn e o usando na Eq. (5.28) obtemos o espectro de

massa Mmn do campo escalar. Os valores dos parâmetros D, k e d0 são obtidos através das Eqs.

(4.33) e relação entre a massa de Planck na brana e o parâmetro de massa fundamental dada

pela Eq. (3.70).

Analisando os valores númericos na tabela, observamos que para um observador
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na brana Tev os modos massivos são identificados como um espectro infinito de massas, no

entanto, as massas possuem dois ı́ndices referentes as duas dimensões extras. Isto ocorre devido

os modos massivos 5D se dividirem em uma subtorre. Os modos massivos são deteterminados

variando o ı́ndice m da dimensão z e fixando n o ı́ndice da dimensão y, observa-se as massas

tornan-se quase estacionário. Para ilustrar claramente a dependência dos modos massivos em

relação à constante de Hubble, produzimos a tabela 3.

Tabela 3: Relação espectro de massa com a constante de Hubble. A razão Mmn/H0 do campo
escalar é mostrada na tabela. D = 11.52, k = 0.25, d0 = 34 .

Mmn/H0

M1n M2n M3n M4n M5n M6n
10.56 6.10 2.75 2.64 2.62 2.63
22.57 7.65 7.60 21.21 22.13 22.86
42.06 10.89 14.29 42.41 42.52 42.98
56.06 21.18 35.16 63.28 62.36 63.61
77.04 77.04 77.04 77.17 77.27 77.49
84.03 84.03 84.03 84.19 84.28 84.46

Devemos ressaltar que estamos considerando o campo escalar sem massa. Portanto,

o espectro de massa mostrado na tabela é uma correção ao encontrado para o caso estático. Da

Eq. (5.26)

Mmn = H0

√
σ2

mn +
9
4

(5.29)

e, portanto, esta correção é proporcional a H0.

5.2 Solução Analı́tica Bóson de Calibre

Nesta seção, estudamos o bóson de calibre. O espectro de massa deste campo, para

o caso estático, foi obtido aproximadamente na Ref. [29]. Algum tempo depois, uma solução

analı́tica foi encontrada por [30, 31]. Aqui, consideramos a métrica cosmológica duplamente

deformada dada pela Eq. (4.14) encontramos uma solução analı́tica para o campo de calibre

neste background.

A ação para é dada por

Sg =
∫

d6x
√
−g
(
−1

4
FMNFMN

)
, (5.30)

em que g é o determinante da métrica dada pela Eq. (4.14), e FMN = ∂MXN −∂NXM é o tensor
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intensidade do campo de calibre. Variando a ação, obtemos a equação de movimento

1√
−g

∂M
[√
−ggMNgLKFNL

]
= 0. (5.31)

Uma solução particular para o sistema acima é dada por X4 = X5 = 0. Essa escolha elimina X4

e X5 da teoria efetiva na 3-brana. Executando a decomposição de (KK) no campo de calibre

através da soma de modos

Xσ (xµ ,y,z) = ∑
qr

X̃qr
σ (xµ)ρqr (y)ζq (z) , (5.32)

e a substituindo na Eq. (5.31), é possı́vel obter as seguintes equações

1
V 3 ∂µ

(
V 3g̃µν

∂ν X̃σ

)
−M2

qrX̃σ = 0, (5.33)

1
r2

d
dz

(
B3 dζq

dz

)
= −M2

qBζq, (5.34)

1
R2

d
dy

(
A2 dρqr

dy

)
−M2

qrA
2
ρqr = −M2

qrρpl, (5.35)

onde Mq é torre de KK na direção z e Mqr é a massa efetiva vista por um observador na 3-brana.

Para encontrar Mqr, temos que inicialmente obter Mq da Eq.(5.34), à qual será usada

na Eq. (5.35) para determinar a massa efetiva. Vamos começar resolvendo a Eq (5.34). Primeiro

substituı́mos o fator de dobra B(z) para obter

d2ζq

dz2 +3k tanh(kz)
dζq

dz
+[sech2(kz)r2M2

q cosh(kπ)]ζq = 0. (5.36)

Agora, fazendo uma mudança de coordenada

ζq(z) = sech3/2(ω)Fl(ω),ω = tanh(kz). (5.37)

para obter

(
1−ω

2) d2Fq

dω2 −2ω
dFq

dω
+[

µq(µq +1)− 9
4(1−ω2)

]
Fq = 0, (5.38)

em que

µq =−
1
2
+

√
1+

r2M2
q cosh2(kπ)

k2 . (5.39)

A expressão (5.38) é denotada de equação associada de Legendre com a solução dada por

ζl (z) =C1Pq(z)+C2Qq(z), (5.40)
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onde

Pq(z) = P3/2
µq (tanh(kz))sech3/2(kz) (5.41)

Qq(z) = Q3/2
µq (tanh(kz))sech3/2(kz). (5.42)

são funções de Legendre do segundo tipo.

Para resolver a Eq. (5.35) nós usamos o fator de dobra A(y) e fazemos à seguinte

transformação

ρqr(y) = csch(θ)Gqr(τ),τ = coth(θ), (5.43)

para chegar na equação

(
1− τ

2) d2Gqr

dτ2 −2τ
dGqr

dτ
+[

βqr(βqr +1)−
Ω2

l
(1− τ2)

]
Gqr = 0. (5.44)

Na equação acima temos usado as definições

Ωq =

√
1+

M2
qR2

D2 = µq +
1
2

(5.45)

e

βqr =−
1
2
+

√
1
4
−

M2
qr

H2
0
. (5.46)

Além disso, se Mqr > H0/2, então

βqr =−
1
2
+ iσqr (5.47)

onde

σqr =

√
M2

qr

H2
0
− 1

4
. (5.48)

Novamente, temos essa Eq. (5.44) é a equação associada a Legendre. Portanto, chegamos à

solução

ρqr(y) = D1Pqr(y)+D2Qqr(y), (5.49)

onde

Pqr(y) = Re
[
PΩq

βqr
(coth(−Dy+d0))

]
csch(−Dy+d0) (5.50)

Qqr(y) = Re
[
QΩq

βqr
(coth(−Dy+d0))

]
csch(−Dy+d0). (5.51)

Das soluções (5.40) and (5.49) nós obtemos o espectro de massa aplicando as
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condições de contorno em (z = 0,π) e (y = 0,π). Nós obtemos

C1P̄q(0)+C2Q̄q(0) = 0,C1P̄q(π)+C2Q̄q(π) = 0, (5.52)

D1P′qr(0)+B2Qqr(0) = 0, D1P′qr(π)+D2Q′qr(π) = 0. (5.53)

Soluções não triviais das equações acima são possı́veis apenas se

P̄q (0) Q̄q (π)− Q̄q (0) P̄q (π) = 0, (5.54)

P′qr (0)Q′qr (π)−Q′qr (0)P′qr (π) = 0. (5.55)

Tabela 4: Relação espectro de massa com a constante de Hubble. A razão Mqr/H0 do campo
de calibre é mostrada na tabela. D = 11.52, k = 0.25, d0 = 34 .

Mpl/H0

M1l M2l M3l M4l M5l M6l
0.895 0.889 0.881 0.877 0.876 0.875
14.72 15.05 15.49 15.98 15.56 17.17
28.34 28.52 28.73 28.99 29.27 29.60
63.14 63.21 63.32 63.44 63.56 63.70
77.10 77.18 77.26 77.35 77.46 77.58
84.11 84.16 84.23 84.31 84.42 84.53

Como no caso do campo escalar, Eq. (5.26), obtemos o parâmetro Mq e usando-o

na Eq. (5.55) obtemos o espectro de massa Mqr do campo de calibre. Novamente encontramos

uma dependência entre a massa efetiva do bóson de calibre e a constante de Hubble dada por

Mqr = H0

√
σ2

qr +
1
4
. (5.56)

Vale ressaltar que devido a efeitos cosmológicos, todos os modos massivos para campo vetorial

são mais leves quando comparados ao caso estático. Os valores numéricos dos modos massivos

são mostrados na tabela (4).

5.3 SOLUÇÃO ANALÍTICA CAMPO DE KALB-RAMOND

Nós estudaremos o compartamento do campo de Kalb-Ramond (KR) ou 2-Forma

(2F) no background cosmológico 6D. O nosso principal objetivo, aqui, é procurar compreen-

der o espectro de massa desse campo na 3-brana que descreve o nosso universo homogêneo e

isotrópico. O estudo de localização e outros aspectos relacionados ao campo KR é encontrado

nas Refs. [60–66] .
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Nó iniciaremos com a ação em 6D para o campo tensorial KR

S =
∫

d6x
√
−g
[
− 1

12
HMNPHMNP

]
, (5.57)

a métrica do background é dada pela Eq. (4.14), HMNP = ∂[MCNP] é o tensor de intensidade para

o campo 2F. Variando a ação encontramos facilmente a equação de movimento a KR é:

∂M

[√
−ggMLgNQgPRHLQR

]
= 0. (5.58)

Nós vamos considerar a seguinte escolha de gauge CM5 = ∂µCµν = 0. A equação acima pode

ser reescrita explicitando as coordenadas das dimensões extras como:

∂µ∂
µCνρ +

A2

R2 (∂y∂
yCνρ)+

A2B
r2 ∂z [B∂

zCνρ ] = 0. (5.59)

Agora, fazendo a decomposição de KK:

Cνρ (xµ ,y,z) = C̄νρ(xµ)U(y)nkH(z)b, (5.60)

a equação de movimento torna-se

∂µ∂
µC̄νρ −

[
A2

R2Uab
(∂y∂

yUab)+
A2B
r2Hb

∂z (B∂
zHb)

]
C̄νρ = 0, (5.61)

após a redução dimensional, obtemos(
�−M2

ab
)

Cνρ = 0. (5.62)

em que Mab é massa efetiva da teoria. Focaremos nossa atenção apenas para os modos massivos

da teoria efetiva na 3-brana. Nós encontramos a equação:

−M2
ab =

A2

R2Uab
(∂y∂

yUab)+
A2B
r2Hb

∂z (B∂
zHb) . (5.63)

Aplicando o método de separação de variáveis:

B2 d2Hb

dz2 +B
dB
dz

dHb

dz
=−r2M2

kUb, (5.64)

d2Uab

dy2 −M2
bR2Uab =−

M2
nkR2Uab

A2 , (5.65)

onde M2
b é o modo massivo referente a dimensão z. A Eq. (5.64) pode ser reescrita da seguinte

forma:
d2Hb

dz2 + tanh(kz)
dHb

dz
+ r2M2

bsech2(kz)Hb = 0. (5.66)
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A fim de resolver a Eq. (5.66), devemos fazer uma mudança de variável:

ω = tanh(kz) , (5.67)

assim, a Eq. (5.65) torna-se,

(1−ω
2)

d2H̃b

dω2 −ω
dH̃b

dω
+

r2M2
b

k2 H̃b = 0. (5.68)

Redefinido a função

H̃b = (1−ω
2)1/2F(ω), (5.69)

e a substituindo na Eq. (5.68), obtemos

H̃b(ω) = (1−ω
2)1/2

[
P1/2

λb
(ω)+Q1/2

λb
(ω)
]
, (5.70)

na coordenada antiga, a solução é dada por

Hb (z) = (sech(kz))1/2
[
P1/2

λb
(tanh(kz))+Q1/2

λb
(tanh(kz))

]
, (5.71)

em que P1/2
λb

e Q1/2
λb

são funções de Legendre do segundo tipo, com

λb =−
1
2
+

rMb cosh(kπ)

k
. (5.72)

Seguindo o mesmo o mesmo procedimento feito na Eq. (5.64), a Eq. (5.65) torna-se

(1− τ
2)

d2Ũab

dτ2 −2τ
dŨab

dτ
−
[

M2
ab

H2
0
+

16
(1− τ2)

]
Ũab = 0, (5.73)

cuja solução é:

Uab(y) = D1Pab(y)+D2Qab(y), (5.74)

onde

Pab(y) = Re
[
Pςb

γab (coth(−Dy+d0))
]

csch4(−Dy+d0) (5.75)

Qab(y) = Re
[
Qςb

γab (coth(−Dy+d0))
]

csch4(−Dy+d0), (5.76)

onde

ςb =
RMb

D
, (5.77)

e

γab =−
1
2
+

√
1−

16M2
ab

H2
0

. (5.78)

Para calcular o espectro do campo KR com respeito a dimensão extra z, aplicaremos as condições
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de contorno levando em consideração a continuidade da derivada das funções nos pontos do

orbifolds. Agora, aplicando as condições de contorno (z = 0,π) na solução (5.71), obtemos a

seguinte equação

P1/2
(1+λb)

(0)Q1/2
(1+λb)

(tanh(kπ))−P1/2
(1+λb)

(tanh(kπ))Q1/2
(1+λb)

(0)+

tanh(kπ)
[
P1/2

λb
(0)Q1/2

(1+λb)
(tanh(kπ))−P1/2

(1+λb)
(tanh(kπ))Q1/2

λb
(0)
]
= 0, (5.79)

que é uma equação transcedental cujas raı́zes são os λb. Antes de encontrar o espectro de massa,

estabeleceremos a relação entre os parâmetros das funções de Lengendre das duas soluções. Da

equação (5.72) encontramos a relação

λb =−
1
2
+

√
1+

M2
bR2

D2 (5.80)

e usando a equação (5.18), obtemos

ςb = λb +
1
2

(5.81)

a qual mistura os termos de massa das duas soluções.

Além disso, se Mab > H0/4, então

βab =−
1
2
+ iσab (5.82)

onde

σab =

√
16M2

ab

H2
0
−1. (5.83)

A partir da Eq. (5.74), podemos obter o espectro de massa aplicando as condições

de contorno (y = 0,π), temos que

D1P′ab(0)+D2Q′ab(0) = 0,

D1P′ab(π)+D2Q′ab(π) = 0. (5.84)

Soluções não triviais das equações acima são possı́veis apenas se

P′ab (0)Q′ab (π)−Q′ab (0)P′ab (π) = 0. (5.85)

Nós obtemos o parâmetro Mb da Eq. (5.79) e usando-o na Eq. (5.85) obtemos o

espectro de massa Mab da KR. Uma dependência entre a massa do campo KR e a constante de

Hubble efetiva é encontrada dada por

Mab = H0

√
σ2

ab +
1

16
. (5.86)
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Tabela 5: Relação espectro de massa com a constante de Hubble. A razão Mab/H0 do campo
de Kalb-Ramond é mostrada na tabela. D = 11.52, k = 0.25, d0 = 34 .

Mab/H0

M1b M2b M3b M4b M5b M6b
5.32 7.15 10.64 14.02 19.86 26.44

16.43 21.94 27.35 33.84 40.21 48.24
31.92 37.71 46.06 53.77 70.55 81.19
43.08 50.31 59.22 58.34 73.01 84.58
58.07 70.89 90.51 101.5 112.6 123.1
79.45 90.58 97.88 111.6 124.2 137.9

Nós encontramos a solução analı́tica para o campo KR que são funções associadas de Legendre

(5.71) e (5.76). Em seguinda aplicando as condições de contorno apropriadas nos orbi f olds

das duas dimensões extras, obtemos a equação para os modos massivos Mb em seguida o sub-

stituı́mos na equação transcedental (5.85), assim, calculamos numericamente razão do espectro

de massa do campo KR com a constante de Hubble da teoria fundamental. Na tabela (5), estão

os valores númericos das torres de KK para o campo 2F.
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6 CONCLUSÃO

Em resumo, usamos um espaço-tempo com cosmologia duplamente deformado para

investigar os campos escalares e de calibre. Esse problema foi analisado para o caso estático

nas Refs. [28–31]. Para um cenário com cosmologia (ver Ref [32]), o estudo dos campos

bosônicos está faltando. Para os campos escalar e de calibre, descobrimos que as equações

de movimento podem ser transformadas em uma equação associada de Legendre. Portanto, as

soluções analı́ticas podem ser encontradas e são fornecidas nas Eqs. (5.11), (5.22), (5.40) e

(5.49). Essas soluções e impondo as condições de contorno, obtemos o espectro de massa de

ambos os campos. Alguns dos modos de massa são dados nas tabelas (3) e (4). Um resultado

interessante é que em ambos os casos os modos massivos (Eqs. (5.29) e (5.86)), são dados por

Mrs = H0

√
σ2

rs +
n
4
, (6.1)

onde n = 9 ou n = 1 para os campos escalar e de calibre, respectivamente. Portanto, a torre

de massa no cenário cosmológico da Ref. [32], é proporcional ao parâmetro H0. Também

encontamos a torre de massa de KK para o campo de KR nesse background tabela (5)

Devemos apontar que na metodologia acima pode ser usado para investigar outros

campos bosônicos em um background cosmológico multiplamente deformado. Por exemplo, o

espectro de massa de gravı́ton foi encontrado para o caso estático na Ref. [57]. Outra questão

que surge é como determinar o modo não massivo (modo zero) do campo de calibre na teoria

efetiva. Para esse fim pode ser necessário a inclusão de algum tipo de acoplamento na ação

(5.30) a fim de recuperar o fóton do MPPE na teoria efetiva [67].

Outra possibilidade é o estudo do campo spinorial. Em um futuro próximo, gostarı́amos

de apresentar soluções analı́ticas para esses campos em um fundo cosmológico multiplamente

deformado. Por fim, uma possibilidade interessante é considerar o backreaction do campo sobre

o cenário inflacionário.
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REFERÊNCIAS

[1] GABADADZE, G. ICTP lectures on large extra dimensions. ICTP Lect. Notes Ser., v. 14,
p. 77–120, 2003.
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