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RESUMO

O objetivo desse trabalho € estudar uma versao Lipschitz do Teorema de Sard. Em relacao ao
Teorema de Sard em sua versio cldssica, trocaremos a hipétese de ser C! por subanalitica e
localmente Lipschitz. Como nio estamos necessariamente trabalhando com fun¢des diferencié-
veis, 0s pontos criticos serdo substituidos por pontos criticos de Clarke. Para finalizar, daremos
exemplos que mostram que o teorema € falso, se omitimos a hipétese de ser localmente Lipschitz

ou de ser subanalitica.

Palavras-chave: conjuntos subanaliticos; anélise convexa; teorema de Sard Lipschitz; derivada

de Clarke.



ABSTRACT

The aim of this work is to study a Lipschitz version of Sard’s Theorem. In relation to the Sard
Theorem in its classic version, we will change the hypothesis of being C! for subanalytic and
locally Lipschitz. Since we are not necessarily working with differentiable functions, the critical
points will be replaced by Clarke’s critical points. Finally, we will give examples which show that

the theorem is not true, if we omit the locally Lipschitz hypothesis or the subanalytic hypothesis.

Keywords: subanalytic sets; convex analysis; Sard Lipschitz’s theorem; Clarke’s derivative.
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1 INTRODUCAO

Em um curso de Andlise na reta, um resultado cldssico é que, se f: I C R — R é tal
que f'(x) =0, para todo x € I, entdo temos que f é constante em I, onde I é um intervalo.

Na Matemadtica, uma pergunta natural é se o mesmo resultado vale para vdrias
variavéis. Em outras palavras, considere  C R” um aberto e conexo (nesse capitulo { sempre
serd um aberto) e uma funcdo f: Q C R” — R onde g—)ﬁ = g—j; =..= g—i; = 0 para todo
(ar,az,--- ,a,) € Q, entdo f é constante, resultado que também cldssico. Esse resultado em
particular implica que o conjunto dos valores criticos tem medida nula em R. H. Whitney deu um
exemplo, em (WHITNEY ,1935), de uma funco real de classe C!, cujo o conjunto dos pontos
criticos era apenas um subconjunto préprio do dominio e tinha como valores criticos [0, 1], ou
seja, nao tem medida nula em R.

Anthony Morse demonstrou em (MORSE, 1939), que se f: Q C R" — R é de classe
C!(n > 1), entdo o conjunto dos valores criticos tem medida nula em R.

Arthur Sard estendeu o resultado de Anthony Morse em (SARD, 1942), provando
que f: Q C R” — R" uma aplicagio diferenciavel de classe C¥(k > 1), entdo o conjunto dos
valores criticos tem medida nula, para m > n, desde que k > m —n+ 1 e para qualquer &, se
m<n.

Muitos resultados na Analise nao diferenciavel, tem inicio em tentativas de fazer
resultados da Andlise (com diferencia¢do), com suas devidas adaptagdes. Nao seria diferente
para o Teorema de Sard.

Itoh e Tanaka, provaram em (ITOH;TANAKA,2001) que o conjunto de todos os
valores criticos da funcdo distancia de uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa
com dimensao menor que 5, tem medida de Lebesgue nula.

Posteriormente, Rifford em (RIFFORD,2004) generalizou o resultado, mostrando
que o conjuntos dos pontos criticos de Clarke da func¢ao distancia de uma subvariedade fechada
de uma variedade Riemanniana completa tem medida de Lebesgue nula.

Esse trabalho se baseia em (BOLT Eet al.,2005), que tem por objetivo mostrar, que
se f: Q CR" — R élocalmente Lipschitz e subanalitica, entdo o conjuntos do valores criticos
de Clarke tem medida de Lebesgue nula.

A estrategia para resolver esse problema, usa o fato de f ser constante em cada
componente conexa dos pontos criticos de Clarke. Uma versdo desse resultado ja havia sido feito

em (BOLTEet al.,2006), mas supondo f apenas continua e subanalitica e os pontos criticos ndo



eram de Clarke, mas sim um subconjunto deste, a saber, os criticos limitantes.

Para finalizar, é natural questionar, se o resultado provado em (BOLTEet al.,2005),
vale para f continua e subanalitica, com pontos criticos de Clarke, assim como vale em
(BOLTEet al.,2006) para criticos limitantes. Na sec@o 3.1, sera estendida a ideia de ponto
critico de Clarke para func¢des continuas e verificaremos através de um exemplo que a resposta

para o questionamento € negativa.
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2 PRELIMINARES

Teorema 2.0.1 (Teorema de Sard). Seja f: U C R" — R" uma aplicagcdo de classe C*. Os

valores criticos de f constituem um conjunto de medida nula em R".

Demonstragdo. Veja (JUDICE,2011), Teorema de Sard.

2.1 Elementos de teoria da medida

Definicio 2.1.1. Chamamos Q = |a,b] X |a,b] X ... X [a,b] C R", de cubo n-dimensional fechado,

ou simplesmente, de cubo fechado. Denotamos o volume de Q, por |Q|, que é dado por

0] = (b—a)".

Definicao 2.1.2. Seja 2 (R") o conjunto dos subconjuntos do R". Definam,. : 2 (R") — [0, +eo),
dada por
m.(E) =inf )" |Q;l,
=1

onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas enumerdveis U;"Zl Qj D E de cubos fechados.

Definicao 2.1.3. Dizemos que E C R" é mensurdveis a Lebesgue, se para todo € > 0, existe um

aberto Ug D E, tal que m,(Ug \E) < €.

Exemplo 1. Qualquer aberto do R" é mensurdvel a Lebesgue. Com efeito, basta tomar Uz = E.

Como casos particulares, R" e O sdo mensurdveis.

Definicao 2.1.4. Seja f : R" — R ¢ dita mensurdvel a Lebesgue, se para todo a € R, o conjunto

Y (a,]) = {x e R": f(x) > a} é mensurdvel.
Escreveremos apenas mensuravel ao invés de mensurdvel a Lebesgue.
Proposicao 2.1.1. Se f¢é continua, entdo f é mensurdvel.

Demonstragdo. Com efeito, f~1((a,]) = f~!((a,))U{f = o} como f~!((a,)) é um

aberto, portanto f é mensurdvel.

Proposicao 2.1.2. Suponha que { fi }ren € uma sequéncia de funcoes mensurdveis, entdo:
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i. f=sup fi e g=inf fi sdo mensurdveis;

ii. f=limsup f; e g=liminf f}, sdo mensurdveis.
Demonstragcdo. Veja (STEIN;SHAKARCHI,2009), Capitulo 1, Proposic¢do 3. O

Definicao 2.1.5. Seja E um conjunto mensurdvel. Dizemos que uma propriedade P vale para
quase todo ponto de E, se a medida dos pontos de E que ndo satisfazem P, é nula. Ao invés de

escrever "quase todo ponto'", escreveremos apenas q.t.p.

Teorema 2.1.3 (Teorema da convergéncia limitada). Suponha que {f,} é uma sequéncia de
fungoes mensurdveis que sdo todas limitadas por M e com suporte em um conjunto de medida

finita E, e fn(x) = f(x) g.t.p. quando n — oo. Entdo f é mensurdvel, limitada, com suporte em E

g.tp. e
/|fn—f| — 0 quando n — oo
Consequentemente,
/fn—>/fquand0n—>oo
Demonstracdo. Veja (STEIN;SHAKARCHI,2009), Capitulo 2, Teorema 1.4. O

Definicao 2.1.6. Sejam X um conjunto mensurdvel e f uma fungcdo mensurdvel. Dizemos que

f: X — R é integrdvel (ou integrdvel a Lebesgue) se

/Xf+<°oe/xf_<oo.

Teorema 2.1.4 (Decaimento da integral). Suponha f integrdvel em RY. Entdo para todo € > 0:

(i) Hd um conjunto de medida finita B tal que,

| nl<e.

/ |f| < € quando m(E) < 6.
E

(ii) Hd um 6 > 0 tal que

Demonstracdo. Veja (STEIN;SHAKARCHI,2009), Capitulo 2, Proposigdo 1.12. O

Teorema 2.1.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (¢y) uma sequéncia de
fungcdes mensurdveis e g integrdavel no R" tal que ¢ — f q.t.p e || < g. Entdo, [pn|Ox — f|dx —

0, quando k — o,
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Demonstracdo. Seja Ey := BN {x € R";g(x) <k}, onde By é a bola centrada na origem e de
raio k. Note que | f| < |f — ¢| + |9x| < €+ g q.t.p., para qualquer que seja o €, portanto | f| < g
q.t.p. Defina agora Wy = ¢y xg; com j € N, onde xg; € a fungéo caracteristica. Observe que
Wi — fXE; q.t.p., além disso supp(‘¥y) C B;, onde supp(‘¥y) € o suporte, pois xg; = 0 fora
de Bj, temos também que |¥y| < j, pois {x € R";g(x) < j}. Logo estamos nas condi¢des do
Teorema da convergéncia limitada, que nos garante que |, E; |¢x — f| — 0, quando k — oo, logo
JrnlOk—f] = ij o — f|+ fE]c_ O — f] < e+ ij 2g, que pelo teorema do decaimento da integral
Eljoethijogdx<8 O

Teorema 2.1.6 (Teorema de Fubini). Seja f(x,y) uma funcdo integrdvel em R" = R™ x R"™.
Entao,

(i) f¥(x) = f(x,y) € integrdavel em R™ q.t.py € R";

(ii) Seja F (y) = [gm f(x)dx, F(y) € integrdvel em R™.

Além disso, [gn, [gm f7(X)dxdy = [gny Jem [(x,¥)dxdy = [gn f(z)dz.

Demonstracdo. Veja (STEIN;SHAKARCHI,2009), Capitulo 2, Teorema 3.1. O

Definicao 2.1.7. Um fungdo f definida em |a,b] é dita absolutamente continua, se para todo

€ > 0 existe 0 > 0 tal que

Y 1F(b) — flar)| <
k=1

desde que Y} (bx —ax) < 0, e os intervalos (ay,by),k = 1,...,n, sdo disjuntos.
Proposicao 2.1.7. Seja f uma fungdo Lipschitz, entdo f é absolutamente continua.

Demonstracdo. Seja C a constante de Lipschitz de f, para todo € > 0 dado tome 0 = €/C, com

efeito Yy [ f(bx) — flar)| < Loy Clbx—ax) = CYy_y(br—ax) <Cé=¢
]

Teorema 2.1.8. Seja f : [a,b] — R absolutamente continua, entéo f' existe q.t.p e f’ € integrdvel.

Além disso, vale
b
16~ fla) = [ 7'
a
Demonstracdo. Veja (STEIN;SHAKARCHI,2009), Capitulo 3, Teorema 3.11. [l

Definicao 2.1.8. Um funcional sublinear no espago vetorial V é uma aplicacdo p : V — R que

satisfaz, para todos {,n €V,



13

IN

1. p(£+n) < p(8)+ p(n) (subaditividade);
2. p(ag) =ap(£), 0

< o (positivamente homogénea).

Teorema 2.1.9 (Hanh-Banach). Sejam V um espaco vetorial real e p : V — R um funcional

sublinear. Se f: W — R é um funcional linear definido no subespaco W C 'V tal que

(&) <p(E)vEeW,

entdo f possui uma extensdo linear F : V — R que também satisfaz

F(&) < p(C), V¢ eV.

Demonstragcdo. A prova desse teorema pode ser vista em (OLIVEIRA,2001), Teorema 10.12.
]

Definicao 2.1.9. Sejam B uma bola e

1, sexeB

XB = ~
0, sex¢B

Dizemos que uma fun¢do mensurdvel f é localmente integrdvel em R", se f(x)xp(x) é inte-
gravel para toda bola B. Denotaremos por Lllo (R™) 0 espago de todas as fungées localmente

integrdveis.

Teorema 2.1.10. Sejam Cj(Q) o conjunto de todas as funcoes de classe C*, com suporte

compacto e u € L) (Q) tal que

loc
[ uxo(dx =0,
Q
para todo ¢ € Cy(Q). Entdo u =0 g.t.p. em Q.

Demonstracdo. Veja (CAVALCANTI;CAVALCANTI,2009), Lema 1.48. O
2.1.1 Teorema de Radamacher

O teorema a seguir serd de fundamental importancia para o desenvolvimento desse
trabalho, pois ele garantird que uma fun¢do localmente Lipschitz possui uma sequéncia de pontos

diferencidveis convergindo para qualquer ponto desejado.

Definicio 2.1.10. Dado um conjunto E C R" mensurdvel a Lebesgue, denotaremos por £"(E)

a medida de E em R".
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Lema 2.1.11. Seja f : R” — R localmente Lipschitz, entdo existe a derivada direcional de f

em quase todo ponto x € R".

Demonstragdo. Como f € localmente Lipschitz, temos que € continua, o que implica que f é

flettv) = fx)
t

mensurdvel a Lebesgue, portanto, ¢ mensurdvel. Como ja mostrado acima, lim sup

de fungdes mensuraveis ¢ mensuravel, entdo

D, f(x) = limsup flxttv) = fx)

t—0 t

€ mensurdvel. Analogamente,

D, f(x) = limingd &) = ()

t—0 t

¢ mensurdvel. Fixado um v € R” arbitrdrio, seja B, = {x € R"; D, f(x) ndo existe}, observe que
lim sup e o lim inf, € o maior e o menor dos valores de aderéncia, quando existe o limite de uma
fungio em um ponto, eles coincidem, logo podemos ver %, = {x € R"; D,,f(x) > D, f(x)} que
é mensurdvel a Lebesgue, pois é a imagem inversa de (0, +oo) pela fungiio h = D, f(x) — D, f(x)
que € mensuravel.

Defina ¢ : R — R, dada por ¢(t) = f(x+tv), temos que limh_ﬂ)w =
S (x+tv+hv)—f(x+1v)
h

limy,_,q , entretanto podemos observar que tomando v € R” tal que |v| =1,
temos |9 (11) — @ (t2)| = | f(x+11v) — f(x+12v)| < k|t; — 12||v| = k|t; — 12|, sendo k a constante
de Lipschitz de f em x. Logo ¢ é Lipschitz, portanto absolutamente continua e consequente-
mente diferencidvel g.t.p Observe que pedir |[v| = 1, ndo tira a generalidade da questdo, pois
independente do valor do médulo do vetor, a fungdo ainda seria Lipschitz. Sendo ¢ diferencidvel
g.t.p, implica a existéncia da derivada direcional de f q.t.p, entdo temos que f possui as derivadas
direcionais q.t.p, portanto %! (B, N L) = 0, para uma reta L, paralela a v. Assim, pelo Teorema

de Fubini, item (ii), temos .£"(B,) = 0, o que demonstra o resultado desejado.

]

Lema 2.1.12. Seja f : R" — R localmente Lipschitz. A derivada de f em x na direcdo v é igual

a (v,Vf(x)) para quase todo ponto x € R".

Demonstragdo. Tome uma fungido n € C5(R"), ou seja, infinitamente diferencidvel e com

suporte compacto em R”. Entdo,

[ e [ OO SN A

t R” t R” t
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Na primeira igualdade acima usamos mudancga de varidvel, fazendo y = x +tv, na
segunda usamos o fato de f ser localmente Lipschitz e fizemos y — x.
Para ¢ # 0 pequeno o suficiente de modo que f seja Lipschitz nos pontos da forma

x+tv, observe que

ﬂwHW—ﬂ@tggyL

Podemos supor, sem perda de generalidade, que |v| = 1.
Seja {f; }; uma sequéncia de nimeros reais nao nulos tal que lim# = 0. Veja que n

tem suporte compacto, digamos K, e isto junto com a continuidade de f e 1, temos que

N(x)dx < oo,

Fat) 10— [ St =00

Rr t
observe que estamos nas hipoteses do teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, onde

g =C, cada ¢ = f(erl+k)—f(X) e D, f faz o papel da funcdo f em tal Teorema, sendo assim,

obtemos
lim flrt ) = f%) N(x)dx= [ lim flr+tv) = fx) n(x)dx = / D, f(x)n(x)dx
t—0 JR" t Rrt—0 t R”

pela primeira equagao dessa demonstracdo podemos ver que

[ Dusem@dx == [ fDm(x)dx

mas como podemos escrever

f@amwwz—iw/Juggwm

R" i=1

pelo Teorema de Fubini, temos que

—Z / a% ;v /R . (/ Flx )32( )dx,)dxl...dx,-_ldxiﬂ...dxn

como f € localmente Lipschitz, entdo f é absolutamente continua, portanto f’ € integravel,
pelo Teorema 2.1.8. Seja x = (x1,x2,...,Xj, ..., X, ), fixando todas as coordenadas de x, deixando
apenas x; variando, podemos aplicar integracdo por partes em

[ 05w = @)™~ [ 2 n@wax,

—o0



veja que devido ao M ter suporte compacto

entdo segue que

= Zv,’/ </ f(x)a—n(x)dxi> dxy...dxi_1dxiyq...dx, =
- Rr—1 R Ix;

= _Zvi/Rnl ( /Rag)(c )n(x)dxi) dxi...dx;_1dxiyq...dx,

novamente pelo Teorema de Fubini

_ivi/Rnf(x)g—Z<x)dX: ivi/n ag)(;)rl(x)dx

i=1 i=1

usando a linearidade da integral

Z /n (9x, x)dx _/H<Vf<x)7v>n()€)dx.

Agora que temos as igualdades

| Dufem@dr=— [ ropm

_/nf(x)Dvn(X)dx:/Rn<Vf(x)7v>n(x)dx,

podemos concluir que

L prtomedx= [ (v7(.n(as,

como N € Cj(R") foi tomada arbitrdria, segue do Teorema 2.1.10 que D, f(x) =

para quase todo ponto x € R".

Lema 2.1.13. Sejam {v}; = C S"~! um conjunto enumerdvel e denso,

Ap:={x e R"3Dy, f(x),3V[(x) e Dy, f(x) = (v, VS (x)) }

e A=A A fungdo localmente Lipschitz f é diferencidvel em A.

16

(Vf(x),v),



17

Primeiramente veja que pelo Lema 2.1.11 D, f(x) e Vf(x) existem q.t.p. e pelo
Lema 2.1.12, temos que D, f(x) = (v, Vf(x)) q.t.p., sendo assim {x € R"; D, f(x) # (v, Vf(x))}
tem medida nula, em particular, .£" (A,i) =0, logo como a medida de Lebesgue € subaditiva,

temos

LA < Y LA =0,
keN

sendo assim .£"(A¢) = 0.
Defina agora Q : A x S"~! x R\ {0} — R, dada por

flet1v) = f(x)

t

Q()C,V,l) = - <V, Vf(x)>

temos que [Q(x,1.1) = Q)| < L) — (1, v f(x)) — LI (3 W (x) . por

t

desigualdade triangular e linearidade do produto interno segue que

|Q(X,V,l)—Q(X,W,l P P

| < ‘f(x_;_tv)—f(x) f(x+tw)_f(X)‘+|(W—V,Vf(x)>|,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e por f ser localmente lipschtz (com constante de
‘ Jottv)—f(x)  flettw)—f(x)
t t

< Ct|vl—w|

Lipschitz C) em x, temos =Clv—w|parar << 1le

[(w=w, V()] < [v—w|[Vf(x)|, logo

Clv=wl|+[v=w|[Vf(x)| = (C+[VS(x)[v—w| = (C+ \/(Delf(X))2+---+(Denf(X))2)|V—W|,

sendo (D,,)?> 0o maximo dos quadrados das derivadas parciais, temos (C + |V f(x)|)|v —w| =
(C+/(De, f(x))2+ ...+ (De, f(x))2)|v — w| < (C+ /n|De, f(x)])|v — w|, mas como temos que

|De, f(x)] =1 imt_mw < C, resultando assim que

0(x,v,1) = Q(x,w1)| < (14 Vn)Clv—w|

sendo assim Q é Lipschitz em S"~!. Queremos mostrar que f é diferencidvel em todos os

pontos de A, como jd verificamos que Z"(A¢) = 0, entdo f sera diferencidvel q.t.p. Quere-

FO) =f &)= (Vf(x),(—x))
x—y|

X

limy_,xQ (x, ﬁ, ly —x|> =0, chamandot=y—xev= ﬁ, entdo € equivalente a mostrar

mos mostrar que limy = 0, observe que é 0 mesmo que mostrar que

que lim;_,0 O(x,v,|t]|) = 0.
Veja que

1Q(x,v,0)| < [Q0x,vi, 1) | 4 [Q(x, v, 1) — Ox, v, )|
|Q(x,vi, 1)+ (14 /n)Clv =i,

IN
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como {v}x € §*~! é denso, entdo podemos tomar v, € S ! tal que |[v —v;| < m, para
um € > 0 fixo.

Para x € A, temos por defini¢do de A, que lim;_,0Q(x,vy,t) = 0, ou seja, parao € >0
dado acima, existe um 6 > 0, tal que |Q(x, v, )| < €/2, desde que 0 < |f| < J, sendo assim
temos que

|Q(x,v,t)| < €, se 0 < |t] < &,

fazendo t — 0, temos que Q(x,v,1) — 0, o que prova que f € diferencidvel em x € A.

Teorema 2.1.14 (Teorema de Rademacher). Seja f : R" — R localmente Lipschitz. Entdo f é

diferencidvel em quase todo ponto de R".

Demonstragcdo. A demonstracao segue direto do Lema 2.1.13.

2.2 Um pouco de anadlise convexa
2.2.1 Conjuntos convexos

Definicao 2.2.1. Um conjunto X C R" é chamado convexo, quando dados a,b € X tem-se que

(1—t)a+1tb € X paratodot € [0,1].

Em outras palavras, dizer que um conjunto X € convexo, significa dizer que se dois

pontos pertencem a X, entdo o segmento de reta que os unem esta contido em X.

Exemplo 2. O conjunto A = {x € R"; |x| < 1} é convexo. Com efeito, tome a,b € A, assim

(1 —t)a+1tb| < (1 —1t)|a|+t]b| < (1—1)+1=1

Exemplo 3. Seja B = {(x,y,z) € R*;a < x < b,c <y < d} é convexo em R3. Com efeito, tome
w,v € B, logo podemos ver v = (vi,v3,v3) e w = (w1,w2,w3), com a < vi,w; < b, sendo assim,
a=(1—t)a+ta < (1 —t)vy+1twy, além disso (1 —t)vi+tw; < (1 —t)b+1tb = b. Temos
também que ¢ < vo,wy < d, de modo andlogo temos que ¢ < (1 —t)v, +tw, < d, mostrando

assim que nosso conjunto é convexo.

Definicao 2.2.2. Seja C C R". Diremos que C é um cone, se para todo v € C e todo t > 0, tem-se

tvedC.
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Exemplo 4. Um cone C C R" é um conjunto convexo se, e somente se, u,v € C = u+v € C.
Com efeito, suponha que o cone C é fechado para soma. Tome u,v € C = (1 —t)u,tv € C, por
defini¢cdo de cone e pela hipotese de fechamento (1 —t)u+tv € C. Agora suponha C convexo,

entdo 5 = (1 - YutveCc=>u+v=2."cC
Proposicio 2.2.1. Sejam Cy,Cs,...,C, C R" conjuntos convexos, entdo C; NCyN...Cy € convexo.

Demonstracdo. E suficiente provar para C; NC,. Tome a,b € C; NC,, logo o segmento ligando

aeb,%CCle%CCz,portanto%CclﬁCz. O

Exemplo 5. Sejam By = B[(—2,0);1] e B, = B[(2,0);1] as bolas euclidianas centradas em
Py =(—2,0) e P, = (2,0) respectivamente, com raio 1. Veja que B} e By sdo conjuntos convexos,

mas B1 U By ndo é convexa, pois P P> gZ B UB>.

Exemplo 6. Seja B = B[(0,0);1] C R? e B® (0 complementar de B) ndo é convexo, pois
(—1,0)(1,0) £ B

Definicao 2.2.3. Seja X C R", chamamos de fecho convexo de X, ou envoltoria convexa, o

menor conjunto convexo C, tal que X C C.

O termo menor nao tem uma definicdo formal aqui, entdo com menor estamos
dizendo exatamente que, C € o menor convexo que contém X, se dado um convexo D, tal que

X CD,entao C C D.

Exemplo 7. Tome dois pontos distintos a,b € R, logo o fecho convexo do conjunto formado por

a e b é o segmento de reta [a,b).
Exemplo 8. O fecho convexo do conjunto A = {x € R";|x| < 1} € o prdprio conjunto A.

Definicao 2.2.4. Seja X C R", definimos o conjunto das combinacées convexas de X, como

C(X)= {Z;‘:l Lt > O,Zle ti=1}, comvy,vy,...,vp € X.
Proposicao 2.2.2. Seja X C R", entdo C(X) é convexo.

Demonstracdo. Seja C(X) o conjunto das combinagdes convexas, tome u,v € C(X), logo

Uu=au+aux+ ...+ auuy,

v=bivi+byvy+...4+byv,,
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comY a;=1eY" bj=1 Sejatc (0,1),observe que
m n m n
(I—tu+tv=(1-1)Y aqui+t Y bjvj=Y (1—t)au+ Y thv;,
i=1 j=1 i=1 J=1

veja que a somatdria do lado direito € uma combinagdo convexa de elementos de X, pois

(ngE

n m n
(1=t)ai+ Y thj=(1-1)Y ai+t Y bj=(1—1)-1+11 =1,
i—1 j=1 i=1 Jj=1

portanto C(X) é convexo.

Lema 2.2.3. Se C C R" é convexo e X C C, entdo C(X) C C.

Demonstragcdo. Faremos a prova por inducgdo. Seja k = 2, logo dados vy, v, € X C C, temos pela
convexidade de C que (1 —7)vy +1tvo € Ce (1 —t)vy +1v, é uma combinagio convexa. Suponha
verdade que dados vi,va,...,v, € X e sejatyv) + vy + ... +1,v, uma combinacio convexa, entao

tvi+rvy+...+t,v, € C. Tome uma combinagdo convexa com n + 1 elementos de X, ou seja,

1vi+hvo+... 4+t
nvi+ovo+ ...+ vy tthriVerr = (1—l‘n_¢_1)W+tﬂ+]vn+l

Hvi+Hhvo+...+t,v
= (1 —ln+l)w +In+1Vn+1

Hvi+hvo+...+ty

: _ Vi [ . - .
sejaw =" T € C, pois € uma combinagdo convexa de n elementos de X (hipotese de

indugdo). Pela convexidade de C, temos (1 —t,11)w+1,+1v,4+1 € C. Sendo assim
11 +tvy+ A 1 Vep = (1=t )W+t v €C.
OJ

Teorema 2.2.4 (Caracterizacdo de fecho convexo). As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) C ¢é o fecho convexo de X.
(ii) Seja {C); A € A} a colecdo de todos os conjuntos convexos que contém X, entdo C = N Cy.

AEA
(iii) C=C(X).

Demonstragado. (i) < (ii)
Se C é o fecho convexo, entdo € claro que C C C), para todo A € A, consequentemente C C

)Lﬂ C, . Claramente lﬁ C; C C. Reciprocamente tome um C’ convexo, tal que X C C’, como
€A €A

C= NC,cCeXcC N Cy,=C concluindo assim o resultado.
AeA AEA

(i) < (i)

Como C é o fecho convexo de X e C(X) é um conjunto convexo, entdo C C C(X). Além disso,
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pelo Lema 2.2.3, temos que C(X) C C, portanto C = C(X). Agora suponha que C = C(X),
novamente pelo Lema 2.2.3, C C D, para qualquer D convexo que contém X, entdo C € o fecho

convexo. [l
Proposicio 2.2.5. Seja F C R" compacto, entdo C(F) é compacto.

Demonstracdo. Veja Proposi¢do 1.16 em (MACEDO,2009). O
2.2.2 Fungdes convexas

Definicao 2.2.5. Seja C um conjunto convexo. Uma fungdo f : C — R é chamada convexa, se

para quaisquer x,y € C et € [0, 1], tem-se

S =t)x+1y) < (1=1)f(x) +1f().

O que foi dito acima, é que uma fung@o é convexa, se seu grifico em [x,y| perde para

o segmento de reta que liga f(x) a f().

Definicao 2.2.6. Uma funcdo f : C — R diz-se concava quando para quaisquer x,y € C e
t €10,1] tem-se (1 —1)f(x)+1f(y) < f((1—1t)x+1ty). Em outras palavras quando f ganha do

segmento de reta.

Equivalentemente podemos dizer que f € concava quando — f € convexa.

Os dois conceitos acima ndo sdo opostos, observe os exemplos a seguir.
Exemplo 9. A fungdo f : [a,b] C R — R, dada por f(x) = cx+d é convexa e concava.

Exemplo 10. A funcdo convexa f(x) = x> em [—1,1], ndo é nem concdva, nem convexa, pois

1 1 1 1 1 1 1 1
emx = 3, temos f(3) = g < 5. Agora quando x = —5, temos —5 < —g = f(—3)

Definicao 2.2.7. Seja f: U — R com U aberto e convexo. Chamamos de epigrdfico de f, o
conjunto E(f) = {(x,y) € U x R; f(x) <y} c R"*!

Teorema 2.2.6. Seja f: U — R uma fungdo. O E(f) é convexo se, e somente se, f é convexa.

Demonstragdo. Suponha E(f) convexo, logo dados x,y € U, temos (x, f(x)), (y, f(v)) € E(f),
pela convexidade do epigrifico, temos que ((1 —#)x+1y,(1 —¢t)f(x) +¢f(y)) € E(f) para
todo 1 € [0,1], logo f((1 —t)x+1ty) < (1 —1)f(x)+1f(y) 0 que mostra que f é convexa. Agora

suponha f convexa, tome (x,x'), (v,y') € E(f), logo temos que f(x) <x’'e f(y) <, sendo assim
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dadoum € [0,1] temos (1 —7) f(x) +1f(y) < (1 —1)x'+1y’, mas como f € convexa, tem-se que
f((A=t)x+ty) < (=) f(x)+2f(y) < (1=1)x'+1y/, sendo ((1—1)x+1ty, (1 -1)x'+1y') € E(f),

concluindo assim a demonstracgao. 0

O principal resultado desse trabalho, trata-se de pontos criticos. Uma utilidade desses
pontos € otimizar, portanto fazeremos uma pequena exposicdo de alguns resultado de otimizacao

envolvendo fungdes convexas.

Teorema 2.2.7. Seja U C R" um aberto e convexo. Todo ponto critico a de uma fun¢do convexa

f:U — Rde classe C' é um ponto de minimo global, isto é, f(a) < f(x) para todo x € U.
Demonstracdo. Veja Capitulo 3, Coroldrio 7 de (LIMA,2010) [l
Teorema 2.2.8. Seja U C R”" um aberto e convexo. Toda fungdo convexa f : U — R é continua.

Demonstracdo. Veja Capitulo 3, Teorema 10 de (LIMA,2010) O
2.2.3 Fungoes quase convexas

Definicao 2.2.8. Seja C C R" convexo. Dizemos que f : C — R é quase-convexa quando, para

todo ¢ € R, o conjunto C. = {x € C; f(x) < c} é convexo.

Teorema 2.2.9 (Caracterizacdo de fungdes quase-convexa). Seja C C R" um conjunto convexo.
f:C— R é quase-convexa se, e somente se, f((1 —t)x+ty) < mdx{f(x),f(y)} parax,y e X e

t € 10, 1] quaisquer.

Demonstracdo. Suponha f quase-convexa, logo C. € um conjunto convexo, para todo ¢ € R.
Dados x,y € C¢, com ¢ = max{ f(x), f(v)}, pela convexidade de C,, temos que (1 —#)x+1ty € C,,
para todo ¢ € [0, 1]. Pela defini¢do de C,, temos que f((1 —#)x+1y) < c=max{f(x), f(y)}.
Agoradados x,y € C,, entdo f(x) <ce f(y) < ¢, consequentemente max{ f(x), f(y)} <
c. Por hipotese f((1 —t)x+1ty) < max{f(x), f(y)} <c,logo (1 —1t)x+ty € C,, portanto C, é

convexo e como c € arbitrdrio entdo o resultado estd provado. [

Proposicao 2.2.10. Uma funcdo convexa é quase-convexa.
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Demonstragdo. Se f: C — R é convexa, dados quaisquer x,y € C, seja k = max{f(x), f(y)}.

Pela convexidade de f temos que

f((A=tx+ty) < (1=1)f(x)+1f()
< (1—=t)k+tk
< k
< max{f(x),f(y)}

]

Exemplo 11. Tome f : R — R, dada por f(x) =x>. Veja que f é uma funcdo quase-convexa,

mas como vimos acima, ndo é uma funcdo convexa.

2.3 Derivada de Clarke

Nessa secdo falaremos de uma derivada que d4 sentido a derivada de certas fungdes
que ndo existem no sentido classico, como por exemplo a funcao médulo. Tal sentido de derivada
foi desenvolvida por Frank Clarke, a mesma leva seu nome. A derivada de Clarke serd usada
fortemente nesse trabalho para tentar fazer andlogos ao cdlculo para fungdes localmente Lipschitz.
Infelizmente como veremos logo a diante, a derivada de Clarke ndo generaliza a derivada no
sentido cldssico, entretanto se a fungio for de classe C' temos essa generalizagio.

Nessa parte inicial, desenvolveremos a teoria para func¢des, ou seja, cujo contra

dominio € a reta. Posteriormente para aplicacdes.

Definicao 2.3.1. Seja f: R" — R, localmente Lipschitz, definimos a derivada direcional de

Clarke de f no ponto x na direcdo v como sendo

f* (xzv) = limsup fo+ tvt) — )
t—07"

fO+v)—f(y)
t

fO+tv)—f(y)
t

SO+ —f) ) <

Observe que | f°(x;v)| = |limsup y—x

<limsup y—x
t—0t

t—0t

, COMO

f € localmente Lipschitz para ¢ suficientemente pequeno, temos que lim sup y—x

t
t—0t

C | tTV] = C|v|, onde C € a constante de Lipschitz de f em y.

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma fungdo f é positivamente homogénea, se para todo s > 0,

f(sx) = sf(x)

Proposicao 2.3.1. A funcdo g.(v) = f°(x,v) € positivamente homdgenea.
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Demonstragdo. Sendo

fy+tsv) — f(y) fy+tsv) = f(y)

gx(sv) = f°(x,sv) = limsup = limsups :
y—x t y—x ts
t—07" =0t

como s nao depende de y nem de ¢, temos que

fy+1tsv) = f(y) fy+tsv) —f(y)

limsup s = s-limsup =s5f°(x,v).
y—x ts y—x rs
t—0T t—0T

Definicao 2.3.3. Chamamos uma fungdo f de subaditiva, se f(x+y) < f(x)+ f(y).
Proposicao 2.3.2. A fungdo hy(v) := f°(x,v) é subaditiva.

Demonstracdo. Tome v,w € R", logo

he(v+w) = fo(x,v+w) = limsupf(y+t(vtw)) —f0) _
y—x
t—07"

JO+tv+tw) = f(y+v)+ fy+1v) — f(y) f(ertvﬂLtW)—f(erW)Jr

= limsup < limsup
y—x t y—x t
t—0" t—0"

*limsup fy+1v)—f(y)

y—=x t
t—0"

= fo(wi) +f0<x7 V) = hx(w) +hx(v)

O

Definicao 2.3.4. O gradiente generalizado de f em x, denotado por 9° f(x), é o fecho convexo do

conjunto dos limites da forma lim,_,.. Vf(x;), onde x; — x e f é diferencidvel em x; para todo t.

Exemplo 12. Seja f : R — R dada por f(x) = |x|, vamos buscar a derivada de Clarke em x = 0,

temos que buscar todos os V f(0+h), com h — 0, observe que qualquer que seja o ponto h,

teremos V f(h) = 1 ou —1, portanto ao tomar o fecho convexo, concluisse que 3° f(0) = [—1,1].

Exemplo 13. Seja f: R — R dada por f(x) = mdx{x,0}, vamos determinar d° f(0). Observe
que temos dois casos, lim;—V f(x;) =0, para x; — 0~ e lim;Vf(x;) = 1, para x; — 07,

logo concluimos que 3° f(0) = [0, 1].

Proposicao 2.3.3. f°(x;v) = mdx{(t,v);T € d°f(x)}.
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Demonstragdo. Veja (CLARKE,1975), Proposicédo 1.4. O
Proposicao 2.3.4. A fungdo g.(v) = f°(x;v) é convexa.
Demonstragdo. Veja (CLARKE,1975), Corolario 1.9. O

Exemplo 14. Tome f(x) = xzsen(%), se x # 0 e f(0) =0 temos que f é diferenciavél em 0, com
V £(0) = 0 entretanto d f(0), ndo coincide com o gradiente habitual. Com efeito, tome h; = 5
el = m assim Vf(0+hy) = 2(h,)sen((}:—t)) - cos(ﬁ) = —cos(2nt) = —1 e observando a
outra sequéncia que também converge para zero, temos Vf(0+1,) = 2(1,)sen() — cos(~) =

() ()
—cos(w+2mt) = 1, assim podemos ver que 0 =V f(0) # 9°f(0) D [—1,1].

O exemplo acima mostra que se uma funcao € diferencidvel em um ponto, isso nao
implica que a derivada de Clarke, nesse ponto coincide com a derivada no sentido cldssico.

Como foi dito anteriormente a derivada de Clarke ndo generaliza a derivada no
sentido cldssico, pois temos casos onde as fungdes sdo diferencidveis porém a derivada de Clarke
ndo se reduz a derivada no sentindo cldssico, entretanto a proposicao a seguir, diz que se f € de

classe C! entdo tal resultado é verdadeiro.
Proposi¢ao 2.3.5. Se f : R" — R, de classe C' em um x € R" entdo 0° f(x) = V f(x).

Demonstragdo. Temos por defini¢do que d°f(a) = C({T;limj -V f(aj),a; € R",a; — a}),
pela continuidade de V £, temos que lim ..V f(aj) = Vf(a), portanto 9°f(a) = C{Vf(a)} =
{Vf(a)}. N

Um resultado elementar de célculo diferencial é que a derivada da soma de duas

funcdes, € a soma das derivadas. Entretanto o resultado ndo é mais verdadeiro quando falamos

de derivada de Clarke, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 15. Tome as funcdes f(x) = |x| e g(x) = —|x

, logo temos que f+ g = 0, portanto
2°(f+g) =0, entretanto d°f = [—1,1] e d°g = [—1, 1], 0 que mostra que a derivada da soma,

ndo é a soma das derivadas.

Infelizmente, ndo podemos garantir igualdade, mas podemos garantir pelo menos

uma inclusdo, como mostra a proposi¢ao adiante.

Proposicdo 2.3.6. Sejam f,g:R" — R funcdes localmente lipschitz, entdo d°(f +g) C 0°f +
d2°g.
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Demonstragcdo. Veja (CLARKE,1975), Proposicao 1.12. O
Proposicao 2.3.7. 9°f(x) € ndo-vazio, convexo e compacto.
Demonstragdo. Veja Teorema 17.2 de (ROCKAFELLAR,1970). O

Definicao 2.3.5. Seja f: U C R* = R, com U aberto e f localmente Lipschitz. Dizemos que um

ponto x € U é um ponto critico de Clarke, se 0 € 9°f(x).

Proposicao 2.3.8. Seja f: U C R" — R, localmente Lipschitz, x € U é um mdximo ou minimo

local, entdo x é um ponto critico.

Demonstragdo. Para o caso minimo local, veja Teorema 10.1 de (ROCKAFELLAR;WETS,2009).
Feito o caso minimo local, basta usar a propriedade d°(A f)(x) C Ad° f(x), para verificar o caso

méximo local, com A = —1. O]

A partir de agora falaremos um pouco sobre a Teoria de derivada de Clarke, para

aplicacoes.

Definicao 2.3.6. O Jacobiano generalizado de f em xq, denotado por J° f(xg), é o fecho convexo
de todas as matrizes da forma M, onde M = limy_,o.J f (x;), onde x; converge para xo e f é

diferencidvel em x; para cada t.

Exemplo 16. Seja f : R? — R?, definida por f(x,y) = (|x| +y,2x+ |y

), temos que o jacobiano

2°(|x 1
generalizado J° f(0,0) é o fecho convexo dos limites das matrizes da forma (kD) ,
2 9°(yl)

t 1
como jd visto no exemplo 12 esse conjunto é { —1<tu< 1}.

2 u
Proposiciio 2.3.9. Se f : R" — R™ é de classe C' entdo J° f(xq) = Jf(xo).
Demonstracdo. A demonstracdo desse fato € feito andlogo ao caso escalar. [

Teorema 2.3.10 (Regra da Cadeia). Sejam V um subconjunto aberto de R™ ¢ G :V — U de
classe C' e f : U — R localmente Lipschitz. Além disso, seja g(x)=f(G(x)), entdo

9°g(x) C VG(x)" 9°f(G(x)),
onde VG(x)T denota a transposta da matriz jacobiana de G em x.

Demonstragdo. Veja Teorema 10.6 de (ROCKAFELLAR;WETS,2009). O
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Definicao 2.3.7. J° f(xo) € dita de rank maximal se toda matriz M em J° f (xo) € de rank maximal.

Teorema 2.3.11. Seja f: R" — R" Lipschitz e J°f(xg) é de rank maximal, entdo existe uma
vizinhangas U e V de xy e f(xo) respectivamente, e uma fungdo Lipschitz g : V — R” tal que,
(a)g(f(u))=u para todo u € U;

(b)f(g(u))=u para todo v € V.

Demonstragcdo. Veja Teorema 1 de (CLARKE, 1976). O

Corolario 2.3.11.1. Seja f : R" — R" ,f € C' e Jf(xo) é invertivel, entdo existem vizinhas U e

Vde xo e f(xq), respectivamente, e uma fungdo g de classe C Vtal que, f e g sdo inversas em U.

Demonstragdo. Como f € C!, entio pela Proposi¢io 2.3.9 temos que J° f(xq) = J f(xo), por-
tanto tem rank maximal ji que Jf(xo) é invertivel, novamente pelo fato de f € C! temos que f é
localmente Lipschipz, logo pelo Teorema 2.3.11, existem U,V e g nas condi¢des desejadas, pela
prova do Teorema 2.3.11 vemos que g é tomada de forma que sua regularidade depende somente

de f, como f € C!, entdio g € C!. [

O teorema a seguir € um andlogo ao Teorema da Func¢ao Implicita, mas na versao

Lipschitz.

Teorema 2.3.12 (Teorema da Funcio Implicita Lipschitz). Seja f : R” x R — R uma fungdo
Lipschitz e f(xo,y0) = z0. Suponha que para qualquer 1 € 9°f(xo,yo) tem-se kerl N ({0}" x
R¥) = {0V, Entdo, hd uma vizinhanca U x V de (xo,y0) e uma tinica funcdo Lipschitz
g:U —Vtal que f~1(z0)N(U xV) = Vag.

Demonstragdo. Defina F : R % — R+ dada por F(x,y) = (x, f(x,y)). Temos que

|F (x1,y1) = F (x0,0)| = | (x1,.f (x1,91)) = (%0, f (x0,50)) | = v/ (x1 = x0) + (f (x1,51) — £ (x0,0))? <
V((x1 —x0)2+ (y1 — v0)% + K2((x1 —x0)2 + (y1 —0)2)) = VK2 + 1| (x1,51) — (x0,)0) |, ou seja,

F € Lipschitz. Além disso L € d°F (xp,yo), ¢ da forma L(x,y) = (x,l(x,y)), logo L tem rank

maximal, pelo Teorema da Aplicagio Inversa Lipschitz, temos uma funcio G : R"+K — Rk de-
finida em uma vizinhanga W xV e U x U’ e GoF e F o G sdo inversas, seja G(x,y) := (x,h(x,y))
veja que |h(x1,y1) — h(xo,y0)| < |(x1,h(x1,y1)) — (x0,h(x0,0))| = |G(x1,y1) — G(x0,y0)| como
G ¢ Lipschitz, h é Lipschitz, defina g: U — V g(x) := h(x,zp), claramente g é Lipschitz e
g(x0) = h(xp,z0) = yo, pelo fato de F e G serem inversas. Observe ainda que (x, f(x,g(x))) =
F(x,8(x)) = F(x,h(x,20)) = F(G(x,20)) = (x,20) = f(x,8(x)) = 20 O
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2.3.1 Subgradiente de Frechet e subgradiente limitante

Definicao 2.3.8. Sejam U C R" aberto e uma fungdo f : U — R localmente Lipschitz. Definimos

o subgradiente de Fréchet de [ em x, e denotamos por

550 = { B timing ) S0 =y =) 0}

Yoy Iy — x|

Proposicao 2.3.13. Se f ¢ diferencidvel, entdo P) fx)=A{Vfx)}
Demonstragcdo. Veja Observagio 1.(c) de (BOLTEet al.,2005). O

Definicao 2.3.9. Sejam U C R" aberto e uma funcdo f : U — R localmente Lipschitz. Definimos

o subgradiente limitante de f em x, e denotamos por d f(x),
x"€df(x) & Ay, €U, 3x;, € gf(xn) X = X, X, = X" quando n — oo

Teorema 2.3.14 (Regra da Cadeia para subgradientes). Sejam V um subconjunto aberto de R™ e

G:V — U de classe C' e f:U — R localmente Lipschitz. Além disso, seja g(x)=f(G(x)), entdo

dg(x) > VG(x)TIf(G(x)),

dg(x) C VG(x) If(G(x)),

onde VG(x)T denota a transposta da matriz jacobiana de G em x.
Demonstracdo. Veja Teorema 10.6 de (ROCKAFELLAR;WETS,2009). O

Definicao 2.3.10. Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios. Uma multivalorada T : X =Y, é uma

regra que permite associar, de modo bem determinado, a cada elemento x € X, um Z C Y.

Exemplo 17. Tome T : Z = 7 dada por, T(k) = {p € Z;p =k —5q}, com q € Z. T é uma

multivalorada.

Exemplo 18. Seja P: R" = R", dada por P(x) = gf(x) P é uma multivalorada.
Exemplo 19. Seja Q : R" = R", dada por Q(x) = d f(x). Q é uma multivalorada.
Exemplo 20. Seja S : R" = R”, dada por S(x) = d° f(x). S é uma multivalorada.
Definicao 2.3.11. Seja T : U = R" uma multivalorada, definimos

dom(T):={xeU:T(x)# 2}
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Definicao 2.3.12. Seja T : U = R" uma multivalorada, definimos
Graf(T) :={(x,y) eUxR":yeT(x)}.

Teorema 2.3.15. Seja f : U — R localmente Lipschitz. A multivalorada que associa cada x € U

a d° f(x) é limitada em qualquer subconjunto compacto de U.

Demonstragdo. Veja Observagio 1.(b) de (BOLTEet al.,2005). ]

2.4 Conjuntos e funcoes subanaliticas

Definicao 2.4.1. Um conjunto A C R" é chamado semialgébrico bdsico, se existem fungcoes

polinomiais f,gi, com 1 <i < n, tais que:
A={xeR" f(x) =0}N(NL;{x € R"gi(x) > 0}).

Definicao 2.4.2. Um conjunto semialgébrico é a reunido finita de conjuntos semialgébricos

bdsicos.

Exemplo 21. A bola euclidiana B = {x € R"; ||x|| < 1}, é semialgébrica. Basta tomar f(x) =0

€ g(x1,%2, 0 Xn) = 1 =23 —x3 — ... — X2, onde x = (x1,X2, ..., Xp).

Definicao 2.4.3. Um conjunto A C R" é chamado semianalitico bdsico se para todo x € R"
existem uma vizinhanca Uy de x e funcédes analitica f,g;, com 1 < i < n analiticas nessa

vizinhanga tal que:
ANUx = {x e R f(x) = 0} N (M {r € R gi(x) > 0}).

Definicao 2.4.4. Um conjunto semianalitico é a reunido finita de conjuntos semianaliticos

bdsicos.

Exemplo 22. Todo conjunto analitico X, é semianalitico. Com efeito, basta tomar a f da defini¢do
como a soma dos quadrados das funcoes analiticas que definem X e g = 1. Em particular, como

todo algébrico é analitico, entdo todo algébrico é semianalitico.

Exemplo 23. Todo conjunto semialgébrico é semianalitico, pois todo polindmio é uma fun¢do

analitica.

Exemplo 24. Seja g : R? — R dada por g(x,y) = ¢ —y, que é uma funcdo analitica, logo

A ={(x,y) € R%;g(x,y) > 0} é um conjunto semianalitico.
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Definicao 2.4.5. Seja A C R" um conjunto semianalitico. Dizemos que F : A C R" — R é uma

aplicacdo semianalitica se Graf(F) C R+ ¢ semianalitico.

Exemplo 25. A funcdo f : R, — R, dada por f(x) = \/x é semianalitica. Tome F(x,y) = x —y*
e 8(x,y) =, logo temos que Graf (f) = {(x,5) € R F(x,y) =0 e g(x,y) > 0} U{(0,0)}, logo

f € semianalitica.

Exemplo 26. A funcdo f: R — R, dada por f(x) = |x| ndo é analitica, no entanto, tome
F(x,y) =x* —)* e g(x,y) = y, logo temos que Graf(f) = {(x,y) € R*F(x,y) = 0 e g(x,y) >
0}U{(0,0)}, logo f é semianalitica.

Definicao 2.4.6. Um subconjunto A C R" é dito subanalitico, se para todo x € R" admite uma
vizinhanga U, de x, tal que ANUy é a projecdo linear e propria de um subconjunto semianalitico.
Em outras palavras, existe B C R™ semianalitico, n < m, tal que a projecdo m : R™ — R" restrita

a B é uma projecdo propria, linear e ANUy = w(B).

Exemplo 27. Todo semianalitico A é subanalitico, basta tomar a projecdo, sendo a aplica¢do

identidade. Claramente a aplicagdo identidade é propria e linear.

Proposicao 2.4.1. Sejam A e B subconjuntos do R" subanaliticos, entdo AUB e ANB sdo

subanaliticos.

Demonstragdo. Veja Teorema 1.2.2-(i) de (TAMM,1981).
0

Proposicao 2.4.2. Sejam A C R" e B C R™ subanaliticos, entdo A x B C R" x R™ é subanalitico.

Demonstragdo. Veja Teorema 1.2.2-(ii) de (TAMM, 1981).
O

2

Teorema 2.4.3 (Teorema de Gabrielov). O complemento de um subanalitico em R" é um

subanalitico.

Demonstracdo. Veja Teorema 3.10 de (BIERSTONE; MILMAN ,1988).
]

Proposicao 2.4.4. Seja X C R". Suponha que X N B é subanalitico para todo semialgébrico

limitado B. Entdo X é subanalitico.
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Demonstragcdo. Suponha que X ndo € subanalitico. Entdo, existe xo € R tal que para todo aberto
U contendo x(, ndo existe semianalitico S e uma proje¢ao prépria 7w : § — U N X sobrejetiva.

Tome B = {(x1,x2,...,x,) € R";

xi| < 2|xp|}, por hipotese temos que X N B é subana-
litico. Portanto existe V C R” contendo x( e um semianalitico S C R" talque 7: S — (XNB)NV
€ sobrejetiva e propria. Mas como W = BNV € um aberto, temos que existe uma projecao

propria e sobrejetiva  : § — X "W, absurdo. [

Exemplo 28. O grdfico da fungdo f : R% — R, dada por f(x) = sen(}—lc) em R\ {0} é um
conjunto analitico em R’ xR, pois € os zeros da fungdo F (x,y) =y — f(x), que € analitica, pois

f € analitica.

Exemplo 29. Sejam p(x,y) =y e q(x,y) = x. O conjunto A = {(x,y) ER*;x>0ey=0} ¢
subanalitico, pois A= BNC, onde B = {(x,y) € R%; p(x,y) = 0} que é analitico, em particular

subanalitico, e C={(x,y) € R?;q(x,y) > 0} que é semianalitico, em particular subanalitico.

Os dois exemplos acima, foram abordados para da suporte ao préximo exemplo, que
terd importancia teérica. Em Geometria Algébrica Real, os conjuntos semialgébricos da reta,
podem ser descritos como unido finita de pontos e intervalos, no entanto isso ndo é verdade para
conjuntos subanaliticos, como veremos no exemplo abaixo. Mas se adicionarmos a hipé6tese de

limitagdo teremos tal resultado.

Exemplo 30. Sejam V e W os conjuntos dos exemplos 28 e 29 respectivamente. Logo temos que

Y =V NW é subanalitico, mas Y é dado por uma unido infinita de pontos.

Proposicao 2.4.5. A familia de componentes conexas de um conjunto subanalitico é localmente

finita em cada ponto do R" e cada componente conexa é subanalitica.
Demonstracdo. Veja Propriedade 1.2.1.3 de (SHIOTA,2012) O

Proposicao 2.4.6. O niimero de componentes conexas de um conjunto subanalitico X C R" é

enumerdvel.

Demonstragdo. E possivel tomar um conjunto enumerdvel e denso em X, assim pela proposicao
anterior, temos um nimero finito de componentes conexa intersectando uma vizinhanca desse

ponto, que por sua vez € enumeravel. [

Proposicao 2.4.7. Se X C R" é um conjunto subanalitico e limitado, entdo X tem um niimero

finito de componentes conexas.
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Demonstracdo. Suponha que X tenha uma quantidade infinita de componentes conexas. Tome
um ponto em cada componente conexa, formando uma sequéncia (x,). Como X é limitado,
existe a € X que é um ponto de acumulagédo de (x,), logo dado qualquer vizinhanga de a, essa
vizinhanga tem uma infinidade de pontos de (x,), ou seja, intersecta uma quantidade infinita de
componentes conexa, contradizendo Proposicao 2.4.5. Absurdo, que veio de supor que X tem

uma quantidade infinita de componentes conexas. [

Proposicao 2.4.8. Um subconjunto subanalitico e limitado da reta é a unido finita de intervalos

abertos, fechados, semiabertos e pontos.

Demonstracdo. Como os conjuntos conexos da reta, sdo os intervalos, o resultado segue de

Proposicao 2.4.7. [

Existe a no¢do de funcdo subanalitica, sem que seu dominio seja subanalitico, porém
aqui sempre assumiremos que o dominio de uma fung¢do subanalitica € subanalitico. Isso nos

leva a seguinte definicao.

Definicao 2.4.7. Seja A C R" subanalitico. Dizemos que a fungdo F : A — R é subanalitica se

seu grdfico Graf(F) = {(x,F(x));x € A} C R""! é um conjunto subanalitico.

Definicao 2.4.8. Sejam A C R" e B C R™. Uma aplicacdo F : A — B ¢é subanalitica se suas

fungoes componentes sao subanaliticas.

Proposicao 2.4.9. Sejam f: A — R" tal que f(A) C B e g: B— R™ funcdes subanaliticas.
Se f(AND) ¢ limitada para qualquer conjunto limitado D C R", entdo go f é uma funcdo

subanalitica.
Demonstragcdo. Veja Propriedade 1.2.1.10 de (SHIOTA,2012). O

Proposiciio 2.4.10. Se f : U C R" — R" é de classe C' e subanalitica, tal que para qualquer

conjunto limitado B C R", f(BNU) é limitado. Entdo Df é uma aplicagcdo subanalitica.

Demonstragcdo. Veja Propriedade 1.2.1.13 de (SHIOTA,2012). H
Proposicio 2.4.11. Se f é subanalitica, entdo 9° f (x)g f(x) e df(x) tem o grdfico subanalitico.
Demonstracdo. Veja Observacdo 1.(d) de (BOLT Eet al.,2005). O

Proposicao 2.4.12. Sejam f: U C R" — R subanalitica e S = {x € U;0 € 9°f(x)}. Entdo, S é

um conjunto subanalitico.
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Demonstragdo. Temos que U é subanalitico por defini¢do, {0}, também é subanalitico, pois
¢ um ponto e Graf(d°f) é subanalitico pela Proposi¢do 2.4.11. Como temos que produto
cartesiano e intesec¢ao de conjuntos subanaliticos € subanalitico, segue que S € subanalitico,

pois S = (U x {0},) NGraf(2°f). O

Proposicao 2.4.13. Cada componente conexa de um conjunto subanalitico é um conjunto
subanalitico e além disso é subanaliticamente conexa por caminhos, isto é, existe um caminho

subanalitico continuo ligando quaisquer dois pontos da componente conexa.
Demonstragcdo. Veja Proposi¢do 3 de (BOLT Eet al.,2006). O

Agora introduziremos outra classe de conjuntos importante, que € a classe de global-

mente subanaliticos.

Definiciio 2.4.9. Seja @ : R¥ — R¥ a aplicacdo dada por

x X
@(xl,xz,...,xk):( L k >
V1422 1+

Um conjunto X C R" é dito globalmente subanalitico, se ®(X) é um conjunto subanalitico.

Proposicao 2.4.14. Todo conjunto globalmente subanalitico é subanalitico.

Demonstracdo. Veja (BOLTEet al.,2007). O
Teorema 2.4.15. Um conjunto X C R" subanalitico e limitado é globalmente subanalitico.
Demonstrag¢do. Veja (BOLTEet al.,2007). O

Definicao 2.4.10. Seja X um conjunto globalmente subanalitico. Uma aplicagdo f: X C R™ —

R" ¢ dita globalmente subanalitico, se Graf(f) C R™*" é um conjunto globalmente subanalitico.

Teorema 2.4.16 (Lema da Monotonicidade). Seja oc < B € R. Se ¢ : (a, ) — R € uma fungdo
globalmente subanalitica, entdo existe uma particdo to:= @ <t} < ... <ty :=f de (o, p), tal

que ¢ |(I;Ji+1) é C™ e ou € constante ou € estritamente mondtona, para i € {0, ...,1}.

Demonstragdo. Veja (BIERSTONE; MILMAN, 1988). O
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3 VERSAO LIPSCHITZ DO TEOREMA DE SARD

Nesse capitulo, mostraremos o principal resultado do trabalho, a saber, o Teorema de
Sard em sua versdo Lipschitz, ou seja, que a imagem do pontos criticos de Clarke por uma funcio
subanalitica e localmente Lipschitz tem medida de Lebesgue nula. E finalizaremos com um

exemplo que mostra que o resultado ndo € verdadeiro se a func¢io nao for localmente Lipschitz.

Lema 3.0.1 (Lema da perturbacdo para caminhos). Seja F' C R" um conjunto ndo-vazio, global-
mente subanalitico, v : [0,1] — F um caminho subanalitico continuo injetivo e 1 > 0. Entdo hd
um caminho subanalitico continuo z : [0,1] — F tal que:

(i) |Z(t) — ¥ (¢t)| < m para quase todo t € (0,1);

(ii) O conjunto A := {t € [0,1] : z(t) € F \ F} tem medida de Lebesgue menor que 1;

(iii) z(t) = y(t) para todo t € AU{0,1}.

Demonstracdo. Veja Lema 12 de (BOLTEet al.,2006). O

Observacdo. Observe que no Lema 3.0.1 podemos usar qualquer intervalo [a,b), com a < b, no

lugar de [0, 1].

Teorema 3.0.2 (Teorema de Sard para pontos criticos limitantes). Seja f : U — R uma funcdo
subanalitica continua. Entdo, f é constante em cada componente conexa do conjunto dos pontos

criticos limitantes, a saber,

(df)"10) = {x e U;0 € df(x)}.
Demonstragdo. Veja Teorema 13 de (BOLTEet al.,2006). H

Proposicao 3.0.3. Sejam f: U C R" — R subanalitica e localmente Lipschitz e e :== (1,0,...,0).
DefinalTs = {x € [0, 1]e;Vx* € df(x),|(x*,e)| > 8} é subanalitico.

Demonstracdo. Inicialmente temos que Graf(d f) é subanalitico, pela Proposi¢do 2.4.11. Além
disso, os conjuntos A = {y € R";|(y,e)| > 6} e B={te;0 <t < 1} sdo semialgébricos. Como
C = (Graf(df))N(R" x A) é subanalitico, pois pelas Proposi¢des 2.4.1 e 2.4.2 a intersec¢do
de subanaliticos € subanalitico e o produto cartesiano de conjuntos subanaliticos é subanalitico.

Seja w : R” x R" — R”, dada por 7(x,y) = x. Vamos mostrar que 7 é prépria. Como
7 € continua, resta mostrar que a imagem inversa de limitado € limitado. Tome W; limitado,
como f é localmente Lipschitz, segue do Teorema 2.3.15, que |x*| < M, para todo x € W}. Assim

7 é prépria, logo 7(C) é subanalitica. Para finalizar observe que 7(C) N[0, 1]e =Ts. O
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Lema 3.0.4. Sejam f:U C R" — R uma funcdo subanalitica, localmente Lipschitz e e :=
(1,0,...,0) € R" e assuma que [0,1]e C U, com 0 € 9°f(te) para todo t € [0,1]. EntdoI's é um

conjunto finito.

Demonstragcdo. A demonstracdo serd feita por contradi¢do. Suponha que I's seja infinito. Como
€ subanalitico da reta e limitado, entdo € a unido finita de intervalos e pontos, entao existe um
intervalo (a,b) C [0, 1] tal que (a,b)e C I's. Tome V um subconjunto aberto limitado de U tal
que [0,1]e CV CV C U e defina

Ty ={xeV,I* € df(x), x",e) > 8}

T ={xeV:I*€af(x), (x",e) < -8}

onde 9 f(x) denota a derivada de Fréchet de f. Como para cada x € T's, tem-se 0 € 9°f(x) =

cod f(x) e 0 ¢ df(x), entdo obtemos o seguinte
max{(x*,e);x* € df(x)} > & e min{(x*,e);x* € df(x)} < —6.

Além do mais, veja que (a,b)e C l/“;L, pois dado ¢ € (a,b)e C I's existe t* € df(t) tal que
(t*,e) > &, pelo maximo estabalecido acima, além disso, * € df(t) significa que existem

(th) C Vet e gf(tn) onde f, — t et} — t*, portanto
0 < (t"e)= (1131 fy,e) = lim (1, ¢),

logo existe ng tal que (;,e) > & para todo n > ng, o que implica em t, € f‘;+ para todo n > nyg
e, assim, t € l/“;+, mostrando que (a,b)e C l/“;L. De modo andlogo, temos que (a,b)e C l/“;_.
Como l/“;r € um subconjunto de R” ndo vazio, subanalitico e limitado (portanto

globalmente subanalitico) e y(r) =te, t € (a,b), é um caminho subanalitico injetivo e continuo,
tomando 11 > 0, como estamos nas hipoteses do Lema de pertubagdo para caminhos, temos que
existe um caminho z : [a,b] — 1/“;+ continuo e subanalitico, tal que

e ||Z(t) —e|| < n para quase todo € (a,b),

e O conjunto subanalitico A := {t € [a,D]|z(t) € f§_+\ I/'g“} tem medida de Lebesgue menor

que 1.
e z(t) =(t) paratodor € AU{a,b}.
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Pela Proposicdo 2.4.9, a fungdo f(z(¢)) é subanalitica, além de ser continua em [a,b], por-
tanto tem o grafico subanalitico limitado, o que implica pelo Teorema 2.4.15 ser global-
mente subanalitico. Seja g(¢) = f(z(¢)), pelo fato de ser globalmente subanalitica, temos
que g € C* em (a,b) \ A a menos de um nimero finito de pontos, relembre o Teorema 2.4.16.
Logo nesses pontos, pela Proposi¢do 2.3.13, temos que {g'(t)} = gg(t). Pela regra da ca-
deia, Proposicdo 2.3.14, temos {g'(t)} = dg(t) O (Z(t),df(z(1))) > {(Z(1),2.(r))}, onde
(&(0),0f(2(1))) = {{' (1), w)sw € If(z(t))} € 2 (1) € Af(2(r)). Logo, para todo [a,5] \ A a

menos de uma quantidade finita, temos

g(1) =(2(1),21.() = (e+7'(1) —e,2.(1)) = (1) — €, (1)) + (e, (1))

Podemos fazer (e,z% (t)) > &, basta tomar z(r) € I'§, logo

g(1) ={2(t) = e,z (1)) + (e, (1)) > 6 + (1) — e,2%. (1)),

além do mais, podemos estimar

(@) — ez} (1)) = —(=2/(O) + e,z (1)) = —|(=2' (1) + e,k )| = = = 2(1) +ell I3 (D)1,

pelo Teorema 2.3.15, temos que sup{||x*|| : x* € 9°f(x),x € V} é finito, chamaremos de M tal

supremo, mais pelo Lema da pertubagdo para caminhos segue que
(1) —e, 2 (1)) = =l =2/ (1) +ell | (1)l = —nM,
sendo assim podemos concluir que

g(t) = {2 (t) = e,z (1)) + e,z (t)) = 6 — M,

Calculando,

fb0) - f(ae) = [ Grctonar= [ Lrtatonar [ oo,

como

[ S50 =~ [ S ptetenar= — [ | ptete|a

e pela regra da cadeia, temos
/ %f(z(r))’dt < (v—u)sup{|(e,x*)| : t € [u,v],x" € df(te)} < (v—u)M
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lembre-se de que g(r) = f(z(¢)) e entdo somando os fatos da medida de A ser menor que 1,

gt)y>6—-nMe %f(z(t))‘ < M, segue que

tbe)=ftae) = [ St [ [ Sr)|de= 0 =)@ —nm)-nu,

onde [ = b —a. Veja que se tomarmos 1] suficientemente pequeno, temos que (I —1)(6 —nNM) —
nM > 0, pois I8 > 0 e portanto teremos f(be) > f(ae). Repetindo 0 mesmo argumento para
1/“;_ temos

f(be) — flae) < (I—n)(nM — &) +nM,

novamente tomando 7 suficientemente pequeno, segue que (I —n)(NM —38)+nNMM <0 e
consecutivamente f(ae) > f(be), absurdo, que veio do fato de supor I' infinito, o que finaliza

nossa prova. 0

Teorema 3.0.5. Sejam f:U C R" — R uma fungdo subanalitica, localmente Lipschitz. Seja
e:=(1,0,...,0) € R" e assuma que [0,1]e C U, com 0 € d°f(te) para todo t € [0,1]. Entdo f é

constante em [0, 1]e.

Demonstracdo. Seja S, = {x € [0, 1]e;0 € d f(x)}, onde d f denota o limitante subgradiente de
f. Observe que ele € limitado e pela Proposicao 2.4.11, o conjunto Sy, é subanalitico, logo pela
Proposicdo 2.4.8 € a unido finita de pontos e intervalos. Pelo Teorema 3.0.2, nds temos que f €
constante em cada componente conexa de S7. Como f € continua € suficiente mostrar que f €
constante em cada segmento ndo-degenerado de [0, 1]e \ Sz. Suponha sem perda de generalidade

que Sy, é vazio, ou seja, 0 ¢ df(re), Vt € [0,1]. Tome & > 0 e seja
I's ={xe0,1]e;Vx" € df(x),|(x",e)| > b},
pelo Lema 3.0.4 vimos que ele € finito. E considere também o conjunto
Io={x€e[0,1]e;3x" € df(x),(x",e) =0},

como o subgradiente limitante € um conjunto construido com seus valores de aderéncia, ele é
um conjunto fechado, ou seja, d f(te) é fechado Vr € [0, 1]. Veja que [0,1]e =ThU (1%11) e
=t

novamente pelo Lema 3.0.4, cada um dos I'; € finito. Entdo, U I'; € enumerdvel e coincide
7 1<i i

com o conjunto [0, 1]e \ T’y que pela Proposi¢do 2.4.3 é subanalitico, além disso é limitado.

Portanto pela Proposi¢do 2.4.8 somado ao lema anterior 1L<J I'y € um conjunto finito. Assim
=t !
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{t €[0,1] : te € 'y} € uma unido finita de intervalos, cujo complementar em [0,1] é finito, vamos

mostrar que f € constante em cada intervalo de I'g. Dado um € > 0 arbitrério, defina
[E:={xeV:I" € df(x),|(xe)| < e},

onde V é o mesmo do lema anterior.
Tomemos um intervalo (a,b)e C I'g. Dado x € (a,b)e C I'g temos que existe x* €
df(x) tal que (x*,e) = 0 pela defini¢do de subgradiente limitante existem x,, € V e x; € d f(xn)

tal que x,, — x e x;, — x*, logo temos
(s e)| < [ =X, e)| +[(x7, e)| < [, —x7[e] +[(x",e)| <,

para n suficientemente grande, temos que x,, € L€, 0 que implica (a,b)e C 1?8.
Aplicando o Lema da pertubacio para caminhos, para o conjunto I, para 1] < € e para o caminho
Y(t) = te, entdo existe z : [a,b] — IA"S e um conjunto A C [a,b].

Seja h(t) = f(z(t)), pelos mesmos argumentos feitos no lema anterior, temos que
{W ()} ={(Z(),z:(t))} em [a,b] \ A a menos de um nimero finito, onde z}() € gf(z(t)) pode

ser tomado em f(g) para que |(z3(7),e)| < &, sendo assim
B ()] = (' (1), 22 ()] = e +2 (1) —e,22(t))] = e, 22 (1)) + (' (1) — e, 26 (1))
pela desigualdade triangular e consecutivamente pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
(1 (0)] < (e, ze ()| + {2 (1) —e,z2 (1)) < e+nM,

onde M é uma constante que limita |(e,x*)| e a dltima desigualdade vem do fato de z}(r) € lA“g,
somado ao Lema da pertubagfo para caminhos para y(¢) = te, recorde que segue do Lema que
existe um caminho z : [a,b] — f‘? continuo e subanalitico, tal que

e ||Z(¢) —e| < n para quase todo ¢ € (a,b),

e O conjunto subanalitico A := {r € [a,b]|z(¢) € l/“Tog\ 1/“%} tem medida de Lebesgue menor

que 1.
e 7(t) = y(¢) paratodo r € AU{a,b}.
Lembrando que € para um 11 < €. Além do mais, temos ainda que

d

ey~ stae) < [ [Grenla= [ |Greoac [| 4 rcoa

%f(z(t»‘dt < nM, segue que

|f(be) — flae)| < (I—m)(e+nM)+nM,
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tomando € suficientemente pequeno, o que implica 11 pequeno, pois ) < €, temos que f(be) =
f(ae), como a < b foram tomados quaisquer em I'y, temos que f é constante em cada componente
conexa de I'y e pela continuidade de f, temos que f é constante em todo [0, 1]e, o que conclui

nossa demonstragao. O

Teorema 3.0.6. Seja U C R" um subconjunto aberto e ndo vazio e f : U — R uma aplicacdo

localmente lipschitz subanalitica. Seja S o conjunto dos pontos criticos de Clarke de f, ou seja,
S:={xeU|0€d’f(x)}.
Entdo, f é constante em cada componente conexa de S.

Demonstragdo. Tomemos dois pontos x € y em uma mesma componente conexa de S. Pela
Proposicdo 2.4.12 temos que S € subanalitico, entdo pela Proposic¢ao 2.4.13 cada componente
conexa de S € subanaliticamente conexa por caminhos, sendo assim existe um caminho continuo
e subanalitico y: [0,1] — S ligando x e y. E suficiente provarmos que f é constante em y((0,1)),
pois pela continuidade de f, teremos f constante em ¥([0, 1]) o que implica f(x) = f(y).

Podemos também assumir que ((0, 1)) é uma subvariedade subanalitica, pois pelo
Lema da monotonicidade y((0,1)) é a unido finita de subvariedades subanalitica, nés podemos
verificar f constante em cada subvariedade, pela continuidade de f, serd constante em todo
¥((0,1)). Além disso existe um difeomorfismo subanalitico G de uma vizinhanga V de y((0,1))
sobre um subconjunto aberto W C R” tal que G(y((0,1))) = (0,1)e.

Como queremos mostrar que f é constante em ¥((0, 1)), é suficiente mostrar que
f oG~ é constante em (0, 1)e, o que podemos concluir via o Teorema 3.0.5, se mostrarmos que

(0,1)e C {x € V;0 € 9°(foG')(G(x))}. Contudo, como
0€ d°f(x) = 0€d°[foG (G(x)),

¢ suficiente mostrar que ¥((0,1)) C {x € U;0 € 9°f(x)}, o que é verdade, pois y é uma curva
cujo contradominio € S.

]

Teorema 3.0.7 (Teorema de Sard para pontos criticos de Clarke). Seja U C R" um subconjunto
aberto e ndo vazio e f: U — R uma aplicacdo localmente lipschitz subanalitica. Seja S o

conjunto dos pontos criticos de Clarke de f, ou seja,

S:={xeU|0€d°f(x)},
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o conjunto f(S) dos valores criticos de Clarke de f é enumerdvel e consequentemente tem

medida zero. Além disso, se U ¢é limitado, entdo f(S) é um conjunto finito.

Demonstragdo. Lembre-se de que S € subanalitico (para isso veja Proposi¢cao 2.4.12). Pela
Proposic¢do 2.4.6, S possui uma quantidade enumerédvel de componentes conexas e pelo Teorema
anterior, f é constante em cada componente conexas, tornando assim f(S) em apenas uma
quantidade enumerdvel de pontos. Em particular, f(S) possui medida nula. No caso U limitado,
pela Proposic¢do 2.4.7, temos que U tem uma quantidade finita de componentes conexas, como f

é constante em cada componente de S C U, segue que f(S) € finito. [

3.1 Um exemplo de uma funcio subanalitica continua, que nao é constante em uma com-

ponente conexa dos seus pontos criticos

A evolugdo no estudo da Matematica, por diversas vezes € dada omitindo uma
hipétese e se questionando sobre o que acontece. Seguindo esse pensamento, € natural nos
perguntarmos se retirarmos a hipétese de f ser localmente Lipschitz, entdo ainda continuaremos
a ter f constante em cada componente conexas dos "pontos criticos"? E o conjunto dos "valores
criticos", ainda tem medida nula? A resposta para essa pergunta € ndo, o exemplo a seguir
justificara.

Mas antes de construir o exemplo, vamos extender a ideia de ponto critico de Clarke

para funcdes continuas.

Definicdo 3.1.1. Seja {t,} uma sequéncia mondtona, que converge para 0 € R com valores

positivos para todo n € N. Denotaremos a convergéncia de tal sequéncia por

{ta} 04

Definicao 3.1.2. Chamaremos de subgradiente limitante assintotico de f: R" — R em x € R"

e denotaremos por 3% f(x), o conjunto de todos os y* € R" tal que existe {t,}, C Ry com

{ta} 04, {yn}n CR", ¥y, € df(yn) tal que yn — x € tyy, — y*.
Proposicdo 3.1.1. Se f: R" — R ¢é localmente Lipschitz, entdo 0% f(x) = 0.

Demonstragcdo. Veja que como y, — X, ou seja, € uma sequéncia convergente, logo segue que
{yn} U{x} é compacto. Pelo Teorema 2.3.15 segue que d f(yyn) é limitada, logo como {z,} \, 0,

temos que #,y; — 0, o que conclui a demonstracéo. 0
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Definicao 3.1.3. Seja f : R" — R continua. Definimos o subdiferencial de Clarke de [ em

x € R, denotado por 9° f(x), como sendo,

9°f(x) = co{df(x) + 9" f(x)}.

Observacdo. Veja que quando f é localmente Lipschitz, pela Proposi¢do 3.1.1 temos 9% f(x) =
0, o que implica que a definicdo acima coincide com a definicdo de subdiferencial de Clarke

inicial.

Agora ja conhecendo a ideia de subdiferencial de Clarke para fung¢des continuas,

vamos estender a ideia de ponto critico.

Definicao 3.1.4. Seja f: R" — R continua. Dizemos que um ponto xo € R" é um ponto larga-

mente critico, se 0 € Ty(xg), onde

Ty(xo) = rwza{XEBu af(x)}.

>0 (x0,€)
Finalmente vamos a constru¢io da fun¢do desejada. Daremos inicio construindo

fungdes auxiliares, que ajudara a definir a func¢do do exemplo desejado.
Observacio. Considere 6 : [0,) — [0,7/2], dada por

Z, se0<z<m/2
9()(2) =
T—z, sem/2<z<T.

Agora vamos extender o dominio de 6y para todos os reais:
2+ 00(2) 1= 6y(z(modr))
edefina o :[0,/2] x R — {—1,1}, dada por

17 SEGZéo(Z),

0(0,2) := _
—1, se 6 < 6y(z).
Agora defina @1 : R x [0,7/2] x R = R, como sendo

200(2)+0(6,2)p, sep < 2|60 —6o(z)l,

CI)l(P,Q,Z) = 2 ’ ~
20, se p > 2|0 —6p(2)].
Agora para (p,0,z) € R x [0,7) xR, defina

P (p,0,z), s5e0<6<m/2,
P (p,m—0,z), sem/2<0<m.

(I)z(p797z) =
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Por iiltimo, defina ® : R% x [0,27) x R — [0, 1] dada por,

P,(p,0,2), se0<0<m,
(p.0.5):=) TP
Dy (p,0 —m,z), sew<O<2m.

E finalmente,

Exemplo 31. Defina f : R? — [0,1], como sendo a funcdo cujo o grdfico em coordenadas

cartesianas é o mesmo de ® em coordenadas cilindricas. Ou seja,

CD(\/x2+y2,arctg<)y—c>,z), sex>0,y>0
lim,_,+ ®(a,%,2), sex=0,y>0

fl,y,2) = <I>(\/x2—|—y27arctg()y—c> +2m,z), sex>0,y<0

<I>(\/x2+y2,arctg<)y—c> +7,2), x<0

lim,_, - CID(—a,%”,z), sex=0,y<0

\
Afirmacao 1. A funcio f € continua e subanalitica.
Inicialmente, mostraremos que f é continua. Para isso ndo ¢é dificil ver que ®; é continua.
Com a continuidade de @1, pela defini¢ao de f, resta mostrar a continuidade nas fronteiras dos
octantes. Entdo comecaremos verificando a continuidade de f no eixo z. Veja que calcular
o limite de f no eixo z, é fazer (x,y) — (0,0) = p — 0, em ambas as situacdes, teremos
D (p,0,2) = 200(z) + 6(6,2)p — 200(z), pois caso p > 2|0 — Gy(z)| = 6 — Gy(2)
Como £(0,0,z) = lim,_,+ ®(a, Z,z) = 26)(z), resta calcular os limites aproximando-

se pelos quadrantes e pelos eixos x € y.

;

lim(, ) (0,0) &(\/x2 42, arctg (%) ,2) = % 00(2), sex>0,y>0

limy ) 0.0y (limg sy P(a, §,2)) = 265 (2), sex=0,y>0

q im(y 3 0.0) O(\/x2+)2, arctg(%) +27,z) = % 00(z), sex>0,y<0
lim(, 1) 0,0) D (/X2 +y2,arctg ()y_€> +7,2) = 200(2), x<0

L lim ) 0.0) (limgoyy- P(—a, 3F,2)) = 2600(2), sex=0,y<0

Veja que f € continua no primeiro e quinto octante. Além disso, também € continua
no semieixo positivo x. Vamos mostrar que € continua no semieixo positivo y. Observe que é
suficiente fazer para o caso yg > 0, logo

. SCEGY T . T
lim CI)( x2+y27ar0tg()_))az) :q)(y()a_az) = lim q)(a7_7z) :f(oay07z)
(x,5)=(0,y0) X 2 a—)y(’f 2
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Agora verificaremos a continuidade nos octantes 2,3,6 e 7. Observe que € suficiente

estudar os limites de f, em {(0,y,z);z € Rey € R*}. Veja que

—Z sey>0
lim arctg()—;) = 2 Y
x—=0~ X T, sey<o
e
lim®(p, 0 +7,z) = lim f(x,y,z)
x—0 x—0
Assim segue que
lim,_0®(p,Z,z), sey>0 D(y,2,2), sey>0
limd(p, 07,5 — 4 0P D) sey=0_ ) @050, sey
x—0 lim,_,0®(p,3F,z), sey<0 D(—y,3F,z), sey<0
Como

lim D(a,%,z), sey>0 Dy, 2. 2), sey>0
f(O,y,z): a—yT ( 2 ) y _ (yz ) y

lim‘Hy_CI)(—a,%”,z), sey <0 CID(—y,%”,z), sey <0
Finalizaremos, verificando a continuidade no quarto e oitavo octante. Observe que
precisamos mostrar a continuidade na fronteira desses octantes com o primeiro e o quinto,
posteriormente na fronteira com o terceiro e sétimo octante.
Suponha x > 0, temos que

lim f(x,y,z) = lim ®(p,0+27,2) = lim ®(p,0,z) =
y—0— y—0~ y—0—

= (I)(X,O,Z) :f(X,O,Z)

e
T
li ,,2) = lim ®&(p,0 +2m,7) =P(—y,—= +2m,2) =
v = fig @00 2m ) =By, —3 421
3n
=d(—y. =
(-, > ,2)
como
) R¥/1 R¥/1
f(():yvz) = 111’1'1 CID(—a,—,z) = CI)(—%—?Z)’
a—y~ 2 2

segue pelo Lema da colagem que f € continua.
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Agora vamos mostrar que, f € subanalitica. Como as fungdes (x,y,z) — \/x2 + 2
e (x,y,z) — z sdo semialgébricas, temos que elas sdo subanaliticas. Além disso, sendo /: (R\

{0}) x R* — R dada por h(x,y,z) = arctg(2), temos que seu grafico

Graf(h) = {(x,y,zw) € (R\{0}) x R3;w=arctg(i—;)}

= {(x,y,z,w) R x-1g(w)—y=0,—/2 <w<m/2 ex#0}

é semianalitico. Logo, a aplicagdo (x,y,z) — (\/x2 +y2,arctg( ¥),z) € subanalitica em x # 0.

Pela Proposicao 2.4.9, resta provar que ® € subanalitica. Perceba que o gréfico
de 0y(z), quando intersectados com conjuntos semialgébricos limitados é um conjunto semi-
algébrico. Ja o e | € dado por desigualdades e igualdades de fun¢des semialgébricas, logo
sao semialgébricas. Veja que para @ ser subanalitica, é suficiente que P, seja subanalitica,
que depende apenas de @ para ser subanalitica. Quando intersectamos com semialgébricos
limitados o grafico de ®, e P, temos que eles sao subanaliticos, veja 2.4.4.

Afirmacao 2. A restricdo de f ao conjunto Z = {(0,0,z);z € R} ndo é constante.

Vamos calcular £(0,0,0) e £(0,0,2), verificando que sdo valores diferentes.

Veja que £(0,0,0) = ®(0,0,0) = ,(0,0,0) = &, (0,0,0) = 264(0) + (0,0) - 0.
Essa tltima igualdade acontece pois, ndo podemos ter 0 > (6 — y(z)| > 0. Logo ®;(0,0,0) =
265(0) e como 8y(0) = 8y(0) = 0, logo £(0,0,0) = 0.

Agora veja que £(0,0,2) =®(0,0,2) = ®,(0,0,2) = ®;(0,0,2) = 26p(2) +(0,2)-
0. Essa dltima igualdade acontece pois, ndo podemos ter 0 > %\9 —0y(z)| >0. Logo ®(0,0,2) =
20p(2) e como 6y(2) = 6p(2) = m—2 # 0, logo £(0,0,0) # £(0,0,2).

Afirmacio 3. Todo ponto de Z é largamente critico, ou seja, Z C {u € R*;0 € Ty(u)}

Queremos mostrar que, todo ponto da forma uy = (0,0,z9) é um ponto largamente
critico. Tome zp de modo que 0 < zo < /2 e seja Oy = 6o (z0), veja que pela defini¢do de éo(zo),
temos 0 < 6y < /2.

—l =
VA onde a, =1g(6,).
Por dltimo, defina y, = a,x, e portanto segue que p, = \/X2 +y2 = \/x2 + apx2 = x,\/1 + a2 =

1 /1 2 1
Z”M 1—|—an—ﬁ

Defina uma sequéncia 6, = 6y + 2,1—”” € uma outra x, =
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Agora defina

Uy ‘= (xnyymZO) ey, .= (_xna _yn7Z0)'

Veja que as sequéncias (uy) e (i1,) convergem para ug. Além disso, temos que
f(un) = f(Xn,Yn,20), como temos x,,y, > 0, segue que f(un) = (/x5 +y7, arctg(3),z0). Veja
que, COMO y, = a,X,, temos que arctg()yc—z) = arctg(ay) = arctg(tg(6,)) = 6,, como 6, — 6y,
podemos conseguir um ng € N de modo que, 6, < % para todo n > ng. Portanto, para n > no,

temos
fluy) = \/xz—l—yn,arctg

= @y 2—|—yn,arctg )

1 VX —f—yn,dl’Clg

On,

|
'9'

SIS

a dltima igualdade acontece, pois p, = /X2 +y2 = 2% > 2,,% = % 1 = 2|9 — 6.

Calculemos as derivadas parciais de f, temos que a‘li;( n) =0= %‘b(un) e 3‘3(%) =

aln

Calculando a matriz jacobiana da aplica¢do de mudanga de variavéis (x,y,z) —

. . 0 darct _
(v/x2+y?,arctg(%),z), obtemos na segunda linha da matriz arcatzg( D =0, arcai(x”) = j;z e

aarctg(%) X,

_ I
dy yatx’

veja que as demais linhas ndo importa pois %—?(un) = 0= 5 (un), logo

2 —Yn Xn
\V4 == 0
i) n<ﬁ+%v%w%)

obtemos

e também conseguimos obter,

_ 2 Yn —Xn
V() == , 0
fidn) n<ﬁ+%y%w%)

observe que f € diferencidvel em u, e ii,, pois suas derivadas parciais existem e sdo continuas

no primeiro octante do R>, essa continuidade s6 depende de ®; = %9 no aberto, {(p,0,z) €
= x [0,Z] xR;p > 210 — 8y(2)|}.
Segue agora que, se u, € B(ug, €), entdo Vf(uy,),Vf(i,) ==V f(u,) € {Vf(u);uc
B(up,€)N Dy}, ao tomar o fecho convexo, temos que o segmento de reta que liga V f(u,), V f(i1,) =
—V f(uy), passa pela origem e pertence ao fecho convexo. Consequentemente, o fecho contém a
origem e

0e mom{Vf(u);u € B(uo,€) N Dy},
£>
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onde Dy denota o conjunto de todos os pontos onde f € diferencidvel. Agora resta observar que

0,60{Vf(w)su € Bluo, €)1 Dy} C sgom{ 9 f(u)},

concluimos assim ug € um ponto largamente critico de f e como u foi tomado arbitrario em Z, a

afirmacao esta provada.

3.2 Um exemplo de fun¢io Lipschitz com dominio limitado, com o conjunto dos valores

criticos nao finito

No Teorema 3.0.7, vimos que se U € limitado, entdo o conjunto dos valores criticos
€ finito. Nessa se¢do, veremos um exemplo que se f for apenas localmente Lipschitz e ndo tiver
a hipétese de ser subanalitica, entdo nao é verdade que o conjunto dos valores critico € finito,
mesmo que U seja limitado.

Definiremos inicialmente func¢des auxiliares. Seja k um inteiro ndo negativo. Defina

fie: (&, 55) — R, dada por fi(x) = —|x— |+ (P — %), onde P, é o ponto médio do segmento

Exemplo 32. Defina f: (=2,2) — R de modo que f| (o) ¢ dada pela justaposicdo das fungoes

fr nos seus respectivos dominios, f(0) =0 e em (—2,0) satisfaz f(x) = f(—x).

Veja que a funcdo € claramente Lipschitz, mas ndo € subanalitica em 0. Pois se seu
gréfico fosse subanalitico, entdo a intersec¢do com (—r,r) x {0}, para r > 0 qualquer, seria um
conjunto subanalitico, pela Proposi¢do 2.4.1. Mas pela Proposicao 2.4.8, todo subanalitico e
limitado da reta, deve ser composto apenas por uma quantidade finita de intervalo (degenerado

ou nao degenerado), logo ndo é subanalitica.

Veja que a sequéncia (ay), dada por, a; = P, — 2ik € uma sequéncia formada pelos
valores criticos de f, mostrando assim que o Teorema 3.0.7, ndo € mais veridico se f ndo for

subanalitica.
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4 CONCLUSAO

Foram estudados inicialmente alguns topicos, como Derivada de Clarke e Geometria
Subanalitica. Posteriormente mostramos que se o vetor e, estd contido dentro do conjunto
dos pontos criticos de Clarke de uma funcdo f subanalitica e localmente Lipschitz, entdo f
¢é constante ao longo desse segmento. Depois estendemos o resultado para cada componente
conexa do conjunto dos pontos criticos de Clarke. Como uma implicagdo desse resultado,
mostramos que o conjunto dos valores criticos de Clarke € enumeravel e consequentemente,
possui medida de Lebesgue nula. Por fim, foi dado um exemplo que mostra a ndo veracidade

desse resultado, caso f seja apenas subanalitica e continua.
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