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RESUMO

O objetivo desse trabalho é estudar uma versão Lipschitz do Teorema de Sard. Em relação ao

Teorema de Sard em sua versão clássica, trocaremos a hipótese de ser C1 por subanalítica e

localmente Lipschitz. Como não estamos necessariamente trabalhando com funções diferenciá-

veis, os pontos críticos serão substituídos por pontos críticos de Clarke. Para finalizar, daremos

exemplos que mostram que o teorema é falso, se omitimos a hipótese de ser localmente Lipschitz

ou de ser subanalítica.

Palavras-chave: conjuntos subanalíticos; análise convexa; teorema de Sard Lipschitz; derivada

de Clarke.



ABSTRACT

The aim of this work is to study a Lipschitz version of Sard’s Theorem. In relation to the Sard

Theorem in its classic version, we will change the hypothesis of being C1 for subanalytic and

locally Lipschitz. Since we are not necessarily working with differentiable functions, the critical

points will be replaced by Clarke’s critical points. Finally, we will give examples which show that

the theorem is not true, if we omit the locally Lipschitz hypothesis or the subanalytic hypothesis.

Keywords: subanalytic sets; convex analysis; Sard Lipschitz’s theorem; Clarke’s derivative.
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1 INTRODUÇÃO

Em um curso de Análise na reta, um resultado clássico é que, se f : I ⊂ R→ R é tal

que f ′(x) = 0, para todo x ∈ I, então temos que f é constante em I, onde I é um intervalo.

Na Matemática, uma pergunta natural é se o mesmo resultado vale para várias

variavéis. Em outras palavras, considere Ω⊂ Rn um aberto e conexo (nesse capítulo Ω sempre

será um aberto) e uma função f : Ω ⊂ Rn → R onde ∂ f
∂x1

= ∂ f
∂x2

= . . . = ∂ f
∂xn

= 0 para todo

(a1,a2, · · · ,an) ∈ Ω, então f é constante, resultado que também clássico. Esse resultado em

particular implica que o conjunto dos valores críticos tem medida nula em R. H. Whitney deu um

exemplo, em (WHIT NEY ,1935), de uma função real de classe C1, cujo o conjunto dos pontos

críticos era apenas um subconjunto próprio do domínio e tinha como valores críticos [0,1], ou

seja, não tem medida nula em R.

Anthony Morse demonstrou em (MORSE,1939), que se f : Ω⊂Rn→R é de classe

C1(n≥ 1), então o conjunto dos valores críticos tem medida nula em R.

Arthur Sard estendeu o resultado de Anthony Morse em (SARD,1942), provando

que f : Ω⊂ Rm→ Rn uma aplicação diferenciável de classe Ck(k ≥ 1), então o conjunto dos

valores críticos tem medida nula, para m > n, desde que k ≥ m− n+ 1 e para qualquer k, se

m≤ n.

Muitos resultados na Análise não diferenciável, tem início em tentativas de fazer

resultados da Análise (com diferenciação), com suas devidas adaptações. Não seria diferente

para o Teorema de Sard.

Itoh e Tanaka, provaram em (ITOH;TANAKA,2001) que o conjunto de todos os

valores críticos da função distância de uma subvariedade de uma variedade Riemanniana completa

com dimensão menor que 5, tem medida de Lebesgue nula.

Posteriormente, Rifford em (RIFFORD,2004) generalizou o resultado, mostrando

que o conjuntos dos pontos críticos de Clarke da função distância de uma subvariedade fechada

de uma variedade Riemanniana completa tem medida de Lebesgue nula.

Esse trabalho se baseia em (BOLT Eet al.,2005), que tem por objetivo mostrar, que

se f : Ω⊂ Rn→ R é localmente Lipschitz e subanalítica, então o conjuntos do valores críticos

de Clarke tem medida de Lebesgue nula.

A estrátegia para resolver esse problema, usa o fato de f ser constante em cada

componente conexa dos pontos críticos de Clarke. Uma versão desse resultado já havia sido feito

em (BOLT Eet al.,2006), mas supondo f apenas contínua e subanalítica e os pontos críticos não
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eram de Clarke, mas sim um subconjunto deste, a saber, os críticos limitantes.

Para finalizar, é natural questionar, se o resultado provado em (BOLT Eet al.,2005),

vale para f contínua e subanalítica, com pontos críticos de Clarke, assim como vale em

(BOLT Eet al.,2006) para críticos limitantes. Na seção 3.1, será estendida a ideia de ponto

crítico de Clarke para funções contínuas e verificaremos através de um exemplo que a resposta

para o questionamento é negativa.
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2 PRELIMINARES

Teorema 2.0.1 (Teorema de Sard). Seja f : U ⊂ Rm→ Rn uma aplicação de classe C∞. Os

valores críticos de f constituem um conjunto de medida nula em Rn.

Demonstração. Veja (JUDICE,2011), Teorema de Sard.

2.1 Elementos de teoria da medida

Definição 2.1.1. Chamamos Q = [a,b]× [a,b]× ...× [a,b]⊂Rn, de cubo n-dimensional fechado,

ou simplesmente, de cubo fechado. Denotamos o volume de Q, por |Q|, que é dado por

|Q|= (b−a)n.

Definição 2.1.2. Seja P(Rn) o conjunto dos subconjuntos do Rn. Defina m∗ : P(Rn)→ [0,+∞),

dada por

m∗(E) = inf
∞

∑
j=1
|Q j|,

onde o ínfimo é tomado sobre todas as coberturas enumeráveis ∪∞
j=1Q j ⊃ E de cubos fechados.

Definição 2.1.3. Dizemos que E ⊂ Rn é mensuráveis a Lebesgue, se para todo ε > 0, existe um

aberto Uε ⊃ E, tal que m∗(Uε \E)< ε .

Exemplo 1. Qualquer aberto do Rn é mensurável a Lebesgue. Com efeito, basta tomar Uε = E.

Como casos particulares, Rn e /0 são mensuráveis.

Definição 2.1.4. Seja f : Rn→ R é dita mensurável a Lebesgue, se para todo a ∈ R, o conjunto

f−1((a,∞]) = {x ∈ Rn : f (x)> a} é mensurável.

Escreveremos apenas mensurável ao invés de mensurável a Lebesgue.

Proposição 2.1.1. Se f é contínua, então f é mensurável.

Demonstração. Com efeito, f−1((a,∞]) = f−1((a,∞))∪ { f = ∞} como f−1((a,∞)) é um

aberto, portanto f é mensurável.

Proposição 2.1.2. Suponha que { fk}k∈N é uma sequência de funções mensuráveis, então:
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i. f=sup fk e g=inf fk são mensuráveis;

ii. f=limsup fk e g=liminf fk são mensuráveis.

Demonstração. Veja (ST EIN;SHAKARCHI,2009), Capítulo 1, Proposição 3.

Definição 2.1.5. Seja E um conjunto mensurável. Dizemos que uma propriedade P vale para

quase todo ponto de E, se a medida dos pontos de E que não satisfazem P, é nula. Ao invés de

escrever "quase todo ponto", escreveremos apenas q.t.p.

Teorema 2.1.3 (Teorema da convergência limitada). Suponha que { fn} é uma sequência de

funções mensuráveis que são todas limitadas por M e com suporte em um conjunto de medida

finita E, e fn(x)→ f (x) q.t.p. quando n→ ∞. Então f é mensurável, limitada, com suporte em E

q.t.p. e ∫
| fn− f | → 0 quando n→ ∞

Consequentemente, ∫
fn→

∫
f quando n→ ∞

Demonstração. Veja (ST EIN;SHAKARCHI,2009), Capítulo 2, Teorema 1.4.

Definição 2.1.6. Sejam X um conjunto mensurável e f uma função mensurável. Dizemos que

f : X → R é integrável (ou integrável à Lebesgue) se∫
X

f+ < ∞ e
∫

X
f− < ∞.

Teorema 2.1.4 (Decaimento da integral). Suponha f integrável em Rd . Então para todo ε > 0:

(i) Há um conjunto de medida finita B tal que,∫
Bc
| f |< ε.

(ii) Há um δ > 0 tal que ∫
E
| f |< ε quando m(E)< δ .

Demonstração. Veja (ST EIN;SHAKARCHI,2009), Capítulo 2, Proposição 1.12.

Teorema 2.1.5 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (φk) uma sequência de

funções mensuráveis e g integrável no Rn tal que φk→ f q.t.p e |φk| ≤ g. Então,
∫
Rn |φk− f |dx→

0, quando k→ ∞.
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Demonstração. Seja Ek := Bk∩{x ∈ Rn;g(x)≤ k}, onde Bk é a bola centrada na origem e de

raio k. Note que | f | ≤ | f −φk|+ |φk| ≤ ε +g q.t.p., para qualquer que seja o ε , portanto | f | ≤ g

q.t.p. Defina agora Ψk = φkχE j com j ∈ N, onde χE j é a função característica. Observe que

Ψk → f χE j q.t.p., além disso supp(Ψk) ⊂ B j, onde supp(Ψk) é o suporte, pois χE j ≡ 0 fora

de B j, temos também que |Ψk| ≤ j, pois {x ∈ Rn;g(x) ≤ j}. Logo estamos nas condições do

Teorema da convergência limitada, que nos garante que
∫

E j
|φk− f | → 0, quando k→ ∞, logo∫

Rn |φk− f |=
∫

E j
|φk− f |+

∫
Ec

j
|φk− f | ≤ ε +

∫
Ec

j
2g, que pelo teorema do decaimento da integral

∃ j0 ∈ N tq
∫

Ec
j0

gdx < ε

Teorema 2.1.6 (Teorema de Fubini). Seja f (x,y) uma função integrável em Rn = Rn1 ×Rn2 .

Então,

(i) f y(x) = f (x,y) é integrável em Rn1 q.t.p y ∈ Rn2;

(ii) Seja F(y) =
∫
Rn1 f y(x)dx, F(y) é integrável em Rn2 .

Além disso,
∫
Rn2

∫
Rn1 f y(x)dxdy =

∫
Rn2

∫
Rn1 f (x,y)dxdy =

∫
Rn f (z)dz.

Demonstração. Veja (ST EIN;SHAKARCHI,2009), Capítulo 2, Teorema 3.1.

Definição 2.1.7. Um função f definida em [a,b] é dita absolutamente contínua, se para todo

ε > 0 existe δ > 0 tal que
n

∑
k=1
| f (bk)− f (ak)|< ε

desde que ∑
n
k=1(bk−ak)< δ , e os intervalos (ak,bk),k = 1, ...,n, são disjuntos.

Proposição 2.1.7. Seja f uma função Lipschitz, então f é absolutamente contínua.

Demonstração. Seja C a constante de Lipschitz de f , para todo ε > 0 dado tome δ = ε/C, com

efeito ∑
n
k=1 | f (bk)− f (ak)| ≤ ∑

n
k=1C(bk−ak) =C ∑

n
k=1(bk−ak)<Cδ = ε

Teorema 2.1.8. Seja f : [a,b]→R absolutamente contínua, então f ′ existe q.t.p e f ′ é integrável.

Além disso, vale

f (b)− f (a) =
∫ b

a
f ′(x)dx

Demonstração. Veja (ST EIN;SHAKARCHI,2009), Capítulo 3, Teorema 3.11.

Definição 2.1.8. Um funcional sublinear no espaço vetorial V é uma aplicação p : V → R que

satisfaz, para todos ζ ,η ∈V ,
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1. p(ζ +η)≤ p(ζ )+ p(η) (subaditividade);

2. p(αζ ) = α p(ζ ), 0≤ α (positivamente homogênea).

Teorema 2.1.9 (Hanh-Banach). Sejam V um espaço vetorial real e p : V → R um funcional

sublinear. Se f : W → R é um funcional linear definido no subespaço W ⊂V tal que

f (ζ )≤ p(ζ ) ∀ζ ∈W,

então f possui uma extensão linear F : V → R que também satisfaz

F(ζ )≤ p(ζ ), ∀ζ ∈V.

Demonstração. A prova desse teorema pode ser vista em (OLIV EIRA,2001), Teorema 10.12.

Definição 2.1.9. Sejam B uma bola e

χB =

1, se x ∈ B

0, se x /∈ B
.

Dizemos que uma função mensurável f é localmente integrável em Rn, se f (x)χB(x) é inte-

grável para toda bola B. Denotaremos por L1
loc(R

n) o espaço de todas as funções localmente

integráveis.

Teorema 2.1.10. Sejam C∞
0 (Ω) o conjunto de todas as funções de classe C∞, com suporte

compacto e u ∈ L1
loc(Ω) tal que ∫

Ω

u(x)φ(x)dx = 0,

para todo φ ∈C∞
0 (Ω). Então u = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. Veja (CAVALCANT I;CAVALCANT I,2009), Lema 1.48.

2.1.1 Teorema de Radamacher

O teorema a seguir será de fundamental importância para o desenvolvimento desse

trabalho, pois ele garantirá que uma função localmente Lipschitz possui uma sequência de pontos

diferenciáveis convergindo para qualquer ponto desejado.

Definição 2.1.10. Dado um conjunto E ⊂ Rn mensurável a Lebesgue, denotaremos por L n(E)

a medida de E em Rn.
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Lema 2.1.11. Seja f : Rn −→ R localmente Lipschitz, então existe a derivada direcional de f

em quase todo ponto x ∈ Rn.

Demonstração. Como f é localmente Lipschitz, temos que é contínua, o que implica que f é

mensurável a Lebesgue, portanto, f (x+tv)− f (x)
t é mensurável. Como já mostrado acima, lim sup

de funções mensuráveis é mensurável, então

Dv f (x) = limsup
t→0

f (x+ tv)− f (x)
t

é mensurável. Analogamente,

Dv f (x) = liminf
t→0

f (x+ tv)− f (x)
t

é mensurável. Fixado um v ∈ Rn arbitrário, seja Bv = {x ∈ Rn;Dv f (x) não existe}, observe que

lim sup e o lim inf, é o maior e o menor dos valores de aderência, quando existe o limite de uma

função em um ponto, eles coincidem, logo podemos ver Bv = {x ∈ Rn;Dv f (x)> Dv f (x)} que

é mensurável a Lebesgue, pois é a imagem inversa de (0,+∞) pela função h = Dv f (x)−Dv f (x)

que é mensurável.

Defina φ : R → R, dada por φ(t) = f (x + tv), temos que limh→0
φ(t+h)−φ(t)

h =

limh→0
f (x+tv+hv)− f (x+tv)

h , entretanto podemos observar que tomando v ∈ Rn tal que |v| = 1,

temos |φ(t1)−φ(t2)|= | f (x+ t1v)− f (x+ t2v)| ≤ k|t1− t2||v|= k|t1− t2|, sendo k a constante

de Lipschitz de f em x. Logo φ é Lipschitz, portanto absolutamente contínua e consequente-

mente diferenciável q.t.p Observe que pedir |v| = 1, não tira a generalidade da questão, pois

independente do valor do módulo do vetor, a função ainda seria Lipschitz. Sendo φ diferenciável

q.t.p, implica a existência da derivada direcional de f q.t.p, então temos que f possui as derivadas

direcionais q.t.p, portanto L 1(Bv∩L) = 0, para uma reta L, paralela a v. Assim, pelo Teorema

de Fubini, item (ii), temos L n(Bv) = 0, o que demonstra o resultado desejado.

Lema 2.1.12. Seja f : Rn→ R localmente Lipschitz. A derivada de f em x na direcão v é igual

a 〈v,∇ f (x)〉 para quase todo ponto x ∈ Rn.

Demonstração. Tome uma função η ∈ C∞
0 (Rn), ou seja, infinitamente diferenciável e com

suporte compacto em Rn. Então,

∫
Rn

f (x+ tv)− f (x)
t

η(x)dx=
∫
Rn

f (y)η(y− tv)− f (x)η(x)
t

dx=−
∫
Rn

η(x)−η(x− tv)
t

f (x)dx
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(2.1)

Na primeira igualdade acima usamos mudança de variável, fazendo y = x+ tv, na

segunda usamos o fato de f ser localmente Lipschitz e fizemos y→ x.

Para t 6= 0 pequeno o suficiente de modo que f seja Lipschitz nos pontos da forma

x+ tv, observe que ∣∣∣∣∣ f (x+ tv)− f (x)t

∣∣∣∣∣≤ Ct|v|
t

.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que |v|= 1.

Seja {tk}k uma sequência de números reais não nulos tal que lim tk = 0. Veja que η

tem suporte compacto, digamos K, e isto junto com a continuidade de f e η , temos que∫
Rn

f (x+ tv)− f (x)
t

η(x)dx =
∫

K

f (x+ tv)− f (x)
t

η(x)dx < ∞,

observe que estamos nas hipoteses do teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, onde

g = C, cada φk =
f (x+tkv)− f (x)

tk
e Dv f faz o papel da função f em tal Teorema, sendo assim,

obtemos

lim
t→0

∫
Rn

f (x+ tv)− f (x)
t

η(x)dx =
∫
Rn

lim
t→0

f (x+ tv)− f (x)
t

η(x)dx =
∫
Rn

Dv f (x)η(x)dx,

pela primeira equação dessa demonstração podemos ver que∫
Rn

Dv f (x)η(x)dx =−
∫
Rn

f (x)Dvη(x)dx

mas como podemos escrever

−
∫
Rn

f (x)Dvη(x)dx =−
n

∑
i=1

vi

∫
Rn

f (x)
∂η

∂xi
(x)dx

pelo Teorema de Fubini, temos que

−
n

∑
i=1

vi

∫
Rn

f (x)
∂η

∂xi
(x)dx =−

n

∑
i=1

vi

∫
Rn−1

(∫
R

f (x)
∂η

∂xi
(x)dxi

)
dx1 . . .dxi−1dxi+1 . . .dxn

como f é localmente Lipschitz, então f é absolutamente contínua, portanto f ′ é integrável,

pelo Teorema 2.1.8. Seja x = (x1,x2, ...,xi, ...,xn), fixando todas as coordenadas de x, deixando

apenas xi variando, podemos aplicar integração por partes em∫
R

f (x)
∂η

∂xi
(x)dxi = f (x)η(x)

]∞

−∞

−
∫
R

∂ f (x)
∂xi

η(x)dxi,
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veja que devido ao η ter suporte compacto

f (x)η(x)
]∞

−∞

= 0

então segue que

−
n

∑
i=1

vi

∫
Rn−1

(∫
R

f (x)
∂η

∂xi
(x)dxi

)
dx1 . . .dxi−1dxi+1 . . .dxn =

=−
n

∑
i=1

vi

∫
Rn−1

(
−
∫
R

∂ f (x)
∂xi

η(x)dxi

)
dx1 . . .dxi−1dxi+1 . . .dxn

novamente pelo Teorema de Fubini

−
n

∑
i=1

vi

∫
Rn

f (x)
∂η

∂xi
(x)dx =

n

∑
i=1

vi

∫
Rn

∂ f (x)
∂xi

η(x)dx

usando a linearidade da integral

n

∑
i=1

vi

∫
Rn

∂ f (x)
∂xi

η(x)dx =
∫
Rn
〈∇ f (x),v〉η(x)dx.

Agora que temos as igualdades∫
Rn

Dv f (x)η(x)dx =−
∫
Rn

f (x)Dvη(x)dx

e

−
∫
Rn

f (x)Dvη(x)dx =
∫
Rn
〈∇ f (x),v〉η(x)dx,

podemos concluir que ∫
Rn

Dv f (x)η(x)dx =
∫
Rn
〈∇ f (x),v〉η(x)dx,

como η ∈ C∞
0 (Rn) foi tomada arbitrária, segue do Teorema 2.1.10 que Dv f (x) = 〈∇ f (x),v〉,

para quase todo ponto x ∈ Rn.

Lema 2.1.13. Sejam {vk}+∞

k=1 ⊂ Sn−1 um conjunto enumerável e denso,

Ak := {x ∈ Rn|∃Dvk f (x),∃∇ f (x) e Dvk f (x) = 〈vk,∇ f (x)〉}

e A := ∩∞
k=1Ak. A função localmente Lipschitz f é diferenciável em A.
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Primeiramente veja que pelo Lema 2.1.11 Dv f (x) e ∇ f (x) existem q.t.p. e pelo

Lema 2.1.12, temos que Dv f (x) = 〈v,∇ f (x)〉 q.t.p., sendo assim {x ∈ Rn;Dv f (x) 6= 〈v,∇ f (x)〉}

tem medida nula, em particular, L n(Ac
k) = 0, logo como a medida de Lebesgue é subaditiva,

temos

L n(Ac)≤ ∑
k∈N

L n(Ac
k) = 0,

sendo assim L n(Ac) = 0.

Defina agora Q : A×Sn−1×R\{0}→ R, dada por

Q(x,v, t) =
f (x+ tv)− f (x)

t
−〈v,∇ f (x)〉

temos que |Q(x,v, t)−Q(x,w, t)| ≤
∣∣∣ f (x+tv)− f (x)

t −〈v,∇ f (x)〉− f (x+tw)− f (x)
t + 〈w,∇ f (x)〉

∣∣∣, por

desigualdade triangular e linearidade do produto interno segue que

|Q(x,v, t)−Q(x,w, t)| ≤
∣∣∣ f (x+ tv)− f (x)

t
− f (x+ tw)− f (x)

t

∣∣∣+ |〈w− v,∇ f (x)〉|,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e por f ser localmente lipschtz (com constante de

Lipschitz C) em x, temos
∣∣∣ f (x+tv)− f (x)

t − f (x+tw)− f (x)
t

∣∣∣ ≤ Ct|v−w|
t = C|v− w|,para t << 1 e

|〈w− v,∇ f (x)〉| ≤ |v−w||∇ f (x)|, logo

C|v−w|+|v−w||∇ f (x)|=(C+|∇ f (x)|)|v−w|=(C+
√

(De1 f (x))2 + ...+(Den f (x))2)|v−w|,

sendo (Dei)
2 o máximo dos quadrados das derivadas parciais, temos (C+ |∇ f (x)|)|v−w| =

(C+
√

(De1 f (x))2 + ...+(Den f (x))2)|v−w| ≤ (C+
√

n|Dei f (x)|)|v−w|, mas como temos que

|Dei f (x)|= limt→0
f (x+tei)− f (x)

t ≤C, resultando assim que

|Q(x,v, t)−Q(x,w, t)| ≤ (1+
√

n)C|v−w|

sendo assim Q é Lipschitz em Sn−1. Queremos mostrar que f é diferenciável em todos os

pontos de A, como já verificamos que L n(Ac) = 0, então f será diferenciável q.t.p. Quere-

mos mostrar que limy→x
f (y)− f (x)−〈∇ f (x),(y−x)〉

|x−y| = 0, observe que é o mesmo que mostrar que

limy→xQ
(

x, y−x
|y−x| , |y− x|

)
= 0, chamando t = y− x e v = y−x

|y−x| , então é equivalente a mostrar

que limt→0 Q(x,v, |t|) = 0.

Veja que

|Q(x,v, t)| ≤ |Q(x,vk, t)|+ |Q(x,v, t)−Q(x,vk, t)|

≤ |Q(x,vk, t)|+(1+
√

n)C|v− vk|,
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como {vk}k ⊂ Sn−1 é denso, então podemos tomar vk ∈ Sn−1 tal que |v− vk| ≤ ε

2(1+
√

n)C , para

um ε > 0 fixo.

Para x ∈ A, temos por definição de A, que limt→0Q(x,vk, t) = 0, ou seja, para o ε > 0

dado acima, existe um δ > 0, tal que |Q(x,vk, t)| < ε/2, desde que 0 < |t| < δ , sendo assim

temos que

|Q(x,v, t)|< ε, se 0 < |t|< δ ,

fazendo t→ 0, temos que Q(x,v, t)→ 0, o que prova que f é diferenciável em x ∈ A.

Teorema 2.1.14 (Teorema de Rademacher). Seja f : Rn −→ R localmente Lipschitz. Então f é

diferenciável em quase todo ponto de Rn.

Demonstração. A demonstração segue direto do Lema 2.1.13.

2.2 Um pouco de análise convexa

2.2.1 Conjuntos convexos

Definição 2.2.1. Um conjunto X ⊂ Rn é chamado convexo, quando dados a,b ∈ X tem-se que

(1− t)a+ tb ∈ X para todo t ∈ [0,1].

Em outras palavras, dizer que um conjunto X é convexo, significa dizer que se dois

pontos pertencem a X , então o segmento de reta que os unem está contido em X .

Exemplo 2. O conjunto A = {x ∈ Rn; |x|< 1} é convexo. Com efeito, tome a,b ∈ A, assim

|(1− t)a+ tb|< (1− t)|a|+ t|b|< (1− t)+ t = 1

Exemplo 3. Seja B = {(x,y,z) ∈ R3;a≤ x≤ b,c < y < d} é convexo em R3. Com efeito, tome

w,v ∈ B, logo podemos ver v = (v1,v2,v3) e w = (w1,w2,w3), com a≤ v1,w1 ≤ b, sendo assim,

a = (1− t)a+ ta ≤ (1− t)v1 + tw1, além disso (1− t)v1 + tw1 ≤ (1− t)b+ tb = b. Temos

também que c < v2,w2 < d, de modo análogo temos que c < (1− t)v2 + tw2 < d, mostrando

assim que nosso conjunto é convexo.

Definição 2.2.2. Seja C⊂Rn. Diremos que C é um cone, se para todo v ∈C e todo t > 0, tem-se

tv ∈C.
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Exemplo 4. Um cone C ⊂ Rn é um conjunto convexo se, e somente se, u,v ∈C⇒ u+ v ∈C.

Com efeito, suponha que o cone C é fechado para soma. Tome u,v ∈C⇒ (1− t)u, tv ∈C, por

definição de cone e pela hipotese de fechamento (1− t)u+ tv ∈C. Agora suponha C convexo,

então u+v
2 = (1− 1

2)u+
1
2v ∈C⇒ u+ v = 2 · u+v

2 ∈C.

Proposição 2.2.1. Sejam C1,C2, ...,Ck ⊂Rn conjuntos convexos, então C1∩C2∩ ...Ck é convexo.

Demonstração. É suficiente provar para C1∩C2. Tome a,b ∈C1∩C2, logo o segmento ligando

a e b, ab⊂C1 e ab⊂C2, portanto ab⊂C1∩C2.

Exemplo 5. Sejam B1 = B[(−2,0);1] e B2 = B[(2,0);1] as bolas euclidianas centradas em

P1 = (−2,0) e P2 = (2,0) respectivamente, com raio 1. Veja que B1 e B2 são conjuntos convexos,

mas B1∪B2 não é convexa, pois P1P2 * B1∪B2.

Exemplo 6. Seja B = B[(0,0);1] ⊂ R2 e Bc (o complementar de B) não é convexo, pois

(−1,0)(1,0)* Bc

Definição 2.2.3. Seja X ⊂ Rn, chamamos de fecho convexo de X, ou envoltória convexa, o

menor conjunto convexo C, tal que X ⊂C.

O termo menor não tem uma definição formal aqui, então com menor estamos

dizendo exatamente que, C é o menor convexo que contém X , se dado um convexo D, tal que

X ⊂ D, então C ⊂ D.

Exemplo 7. Tome dois pontos distintos a,b ∈ R, logo o fecho convexo do conjunto formado por

a e b é o segmento de reta [a,b].

Exemplo 8. O fecho convexo do conjunto A = {x ∈ Rn; |x|< 1} é o próprio conjunto A.

Definição 2.2.4. Seja X ⊂ Rn, definimos o conjunto das combinações convexas de X, como

C(X) = {∑k
i=1 tivi; ti ≥ 0,∑k

i=1 ti = 1}, com v1,v2, ...,vk ∈ X.

Proposição 2.2.2. Seja X ⊂ Rn, então C(X) é convexo.

Demonstração. Seja C(X) o conjunto das combinações convexas, tome u,v ∈C(X), logo

u = a1u1 +a2u2 + ...+amum

e

v = b1v1 +b2v2 + ...+bnvn,
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com ∑
m
i=1 ai = 1 e ∑

n
j=1 b j = 1. Seja t ∈ (0,1), observe que

(1− t)u+ tv = (1− t)
m

∑
i=1

aiui + t
n

∑
j=1

b jv j =
m

∑
i=1

(1− t)aiui +
n

∑
j=1

tb jv j,

veja que a somatória do lado direito é uma combinação convexa de elementos de X , pois

m

∑
i=1

(1− t)ai +
n

∑
j=1

tb j = (1− t)
m

∑
i=1

ai + t
n

∑
j=1

b j = (1− t) ·1+ t1 = 1,

portanto C(X) é convexo.

Lema 2.2.3. Se C ⊂ Rn é convexo e X ⊂C, então C(X)⊂C.

Demonstração. Faremos a prova por indução. Seja k = 2, logo dados v1,v2 ∈ X ⊂C, temos pela

convexidade de C que (1− t)v1 + tv2 ∈C e (1− t)v1 + tv2 é uma combinação convexa. Suponha

verdade que dados v1,v2, ...,vn ∈ X e seja t1v1+ t2v2+ ...+ tnvn uma combinação convexa, então

t1v1 + t2v2 + ...+ tnvn ∈C. Tome uma combinação convexa com n+1 elementos de X , ou seja,

t1v1 + t2v2 + ...+ tnvn + tn+1vn+1 = (1− tn+1)
t1v1+t2v2+...+tnvn

(1−tn+1)
+ tn+1vn+1

= (1− tn+1)
t1v1+t2v2+...+tnvn
(t1+t2+...+tn)

+ tn+1vn+1

seja w = t1v1+t2v2+...+tnvn
(t1+t2+...+tn)

∈C, pois é uma combinação convexa de n elementos de X (hipotese de

indução). Pela convexidade de C, temos (1− tn+1)w+ tn+1vn+1 ∈C. Sendo assim

t1v1 + t2v2 + ...+ tnvn + tn+1vn+1 = (1− tn+1)w+ tn+1vn+1 ∈C.

Teorema 2.2.4 (Caracterização de fecho convexo). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) C é o fecho convexo de X.

(ii) Seja {Cλ ;λ ∈Λ} a coleção de todos os conjuntos convexos que contém X, então C = ∩
λ∈Λ

Cλ .

(iii) C=C(X).

Demonstração. (i)⇔ (ii)

Se C é o fecho convexo, então é claro que C ⊂ Cλ para todo λ ∈ Λ, consequentemente C ⊂

∩
λ∈Λ

Cλ . Claramente ∩
λ∈Λ

Cλ ⊂C. Recíprocamente tome um C′ convexo, tal que X ⊂C′, como

C = ∩
λ∈Λ

Cλ ⊂C′ e X ⊂ ∩
λ∈Λ

Cλ =C concluíndo assim o resultado.

(i)⇔ (iii)

Como C é o fecho convexo de X e C(X) é um conjunto convexo, então C ⊂C(X). Além disso,
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pelo Lema 2.2.3, temos que C(X) ⊂ C, portanto C = C(X). Agora suponha que C = C(X),

novamente pelo Lema 2.2.3, C ⊂ D, para qualquer D convexo que contém X , então C é o fecho

convexo.

Proposição 2.2.5. Seja F ⊂ Rn compacto, então C(F) é compacto.

Demonstração. Veja Proposição 1.16 em (MACEDO,2009).

2.2.2 Funções convexas

Definição 2.2.5. Seja C um conjunto convexo. Uma função f : C→ R é chamada convexa, se

para quaisquer x,y ∈C e t ∈ [0,1], tem-se

f ((1− t)x+ ty)≤ (1− t) f (x)+ t f (y).

O que foi dito acima, é que uma função é convexa, se seu gráfico em [x,y] perde para

o segmento de reta que liga f (x) a f (y).

Definição 2.2.6. Uma função f : C → R diz-se côncava quando para quaisquer x,y ∈ C e

t ∈ [0,1] tem-se (1− t) f (x)+ t f (y)≤ f ((1− t)x+ ty). Em outras palavras quando f ganha do

segmento de reta.

Equivalentemente podemos dizer que f é côncava quando − f é convexa.

Os dois conceitos acima não são opostos, observe os exemplos a seguir.

Exemplo 9. A função f : [a,b]⊂ R→ R, dada por f (x) = cx+d é convexa e côncava.

Exemplo 10. A função convexa f (x) = x3 em [−1,1], não é nem concâva, nem convexa, pois

em x = 1
2 , temos f (1

2) =
1
8 < 1

2 . Agora quando x =−1
2 , temos −1

2 <−1
8 = f (−1

2)

Definição 2.2.7. Seja f : U → R com U aberto e convexo. Chamamos de epigráfico de f, o

conjunto E( f ) = {(x,y) ∈U×R; f (x)≤ y} ⊂ Rn+1

Teorema 2.2.6. Seja f : U → R uma função. O E(f) é convexo se, e somente se, f é convexa.

Demonstração. Suponha E( f ) convexo, logo dados x,y ∈U , temos (x, f (x)),(y, f (y)) ∈ E( f ),

pela convexidade do epigráfico, temos que ((1− t)x + ty,(1− t) f (x) + t f (y)) ∈ E( f ) para

todo t ∈ [0,1], logo f ((1− t)x+ ty)≤ (1− t) f (x)+ t f (y) o que mostra que f é convexa. Agora

suponha f convexa, tome (x,x′),(y,y′)∈E( f ), logo temos que f (x)≤ x′ e f (y)≤ y′, sendo assim
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dado um t ∈ [0,1] temos (1− t) f (x)+ t f (y)≤ (1− t)x′+ ty′, mas como f é convexa, tem-se que

f ((1−t)x+ty)≤ (1−t) f (x)+t f (y)≤ (1−t)x′+ty′, sendo ((1−t)x+ty,(1−t)x′+ty′)∈E( f ),

concluindo assim a demonstração.

O príncipal resultado desse trabalho, trata-se de pontos críticos. Uma utilidade desses

pontos é otimizar, portanto fazeremos uma pequena exposição de alguns resultado de otimização

envolvendo funções convexas.

Teorema 2.2.7. Seja U ⊂ Rn um aberto e convexo. Todo ponto crítico a de uma função convexa

f : U → R de classe C1 é um ponto de mínimo global, isto é, f (a)≤ f (x) para todo x ∈U.

Demonstração. Veja Capítulo 3, Corolário 7 de (LIMA,2010)

Teorema 2.2.8. Seja U ⊂ Rn um aberto e convexo. Toda função convexa f : U → R é contínua.

Demonstração. Veja Capítulo 3, Teorema 10 de (LIMA,2010)

2.2.3 Funções quase convexas

Definição 2.2.8. Seja C ⊂ Rn convexo. Dizemos que f : C→ R é quase-convexa quando, para

todo c ∈ R, o conjunto Cc = {x ∈C; f (x)≤ c} é convexo.

Teorema 2.2.9 (Caracterização de funções quase-convexa). Seja C ⊂ Rn um conjunto convexo.

f : C→ R é quase-convexa se, e somente se, f ((1− t)x+ ty)≤máx{ f (x), f (y)} para x,y ∈ X e

t ∈ [0,1] quaisquer.

Demonstração. Suponha f quase-convexa, logo Cc é um conjunto convexo, para todo c ∈ R.

Dados x,y∈Cc, com c = máx{ f (x), f (y)}, pela convexidade de Cc, temos que (1− t)x+ ty∈Cc,

para todo t ∈ [0,1]. Pela definição de Cc, temos que f ((1− t)x+ ty)≤ c = máx{ f (x), f (y)}.

Agora dados x,y∈Cc, então f (x)≤ c e f (y)≤ c, consequentemente máx{ f (x), f (y)}≤

c. Por hipotese f ((1− t)x+ ty) ≤ máx{ f (x), f (y)} ≤ c, logo (1− t)x+ ty ∈Cc, portanto Cc é

convexo e como c é arbitrário então o resultado está provado.

Proposição 2.2.10. Uma função convexa é quase-convexa.
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Demonstração. Se f : C→ R é convexa, dados quaisquer x,y ∈C, seja k = máx{ f (x), f (y)}.

Pela convexidade de f temos que

f ((1− t)x+ ty) ≤ (1− t) f (x)+ t f (y)

≤ (1− t)k+ tk

≤ k

≤ máx{ f (x), f (y)}

Exemplo 11. Tome f : R→ R, dada por f (x) = x3. Veja que f é uma função quase-convexa,

mas como vimos acima, não é uma função convexa.

2.3 Derivada de Clarke

Nessa seção falaremos de uma derivada que dá sentido a derivada de certas funções

que não existem no sentido clássico, como por exemplo a função módulo. Tal sentido de derivada

foi desenvolvida por Frank Clarke, a mesma leva seu nome. A derivada de Clarke será usada

fortemente nesse trabalho para tentar fazer análogos ao cálculo para funções localmente Lipschitz.

Infelizmente como veremos logo a diante, a derivada de Clarke não generaliza a derivada no

sentido clássico, entretanto se a função for de classe C1 temos essa generalização.

Nessa parte inicial, desenvolveremos a teoria para funções, ou seja, cujo contra

domínio é a reta. Posteriormente para aplicações.

Definição 2.3.1. Seja f : Rn −→ R, localmente Lipschitz, definimos a derivada direcional de

Clarke de f no ponto x na direção v como sendo

f o(x;v) = limsup
y→x

t→0+

f (y+ tv)− f (y)
t

.

Observe que | f o(x;v)|=
∣∣∣∣limsup y→x

t→0+
f (y+tv)− f (y)

t

∣∣∣∣≤ limsup y→x
t→0+

∣∣∣ f (y+tv)− f (y)
t

∣∣∣, como

f é localmente Lipschitz para t suficientemente pequeno, temos que limsup y→x
t→0+

∣∣∣ f (y+tv)− f (y)
t

∣∣∣≤
C
∣∣ tv

t

∣∣=C |v|, onde C é a constante de Lipschitz de f em y.

Definição 2.3.2. Dizemos que uma função f é positivamente homogênea, se para todo s > 0,

f (sx) = s f (x)

Proposição 2.3.1. A função gx(v) = f o(x,v) é positivamente homôgenea.
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Demonstração. Sendo

gx(sv) = f o(x,sv) = limsup
y→x

t→0+

f (y+ tsv)− f (y)
t

= limsup
y→x

t→0+

s
f (y+ tsv)− f (y)

ts
,

como s não depende de y nem de t, temos que

limsup
y→x

t→0+

s
f (y+ tsv)− f (y)

ts
= s · limsup

y→x
t→0+

f (y+ tsv)− f (y)
ts

= s f o(x,v).

Definição 2.3.3. Chamamos uma função f de subaditiva, se f (x+ y)≤ f (x)+ f (y).

Proposição 2.3.2. A função hx(v) := f o(x,v) é subaditiva.

Demonstração. Tome v,w ∈ Rn, logo

hx(v+w) = f o(x,v+w) = limsup
y→x

t→0+

f (y+ t(v+w))− f (y)
t

=

= limsup
y→x

t→0+

f (y+ tv+ tw)− f (y+ tv)+ f (y+ tv)− f (y)
t

≤ limsup
y→x

t→0+

f (y+ tv+ tw)− f (y+ tv)
t

+

+ limsup
y→x

t→0+

f (y+ tv)− f (y)
t

= f o(x,w)+ f o(x,v) = hx(w)+hx(v)

.

Definição 2.3.4. O gradiente generalizado de f em x, denotado por ∂ o f (x), é o fecho convexo do

conjunto dos limites da forma limt→∞ ∇ f (xt), onde xt → x e f é diferenciável em xt para todo t.

Exemplo 12. Seja f : R→R dada por f (x) = |x|, vamos buscar a derivada de Clarke em x = 0,

temos que buscar todos os ∇ f (0+ h), com h→ 0, observe que qualquer que seja o ponto h,

teremos ∇ f (h) = 1 ou −1, portanto ao tomar o fecho convexo, concluísse que ∂ o f (0) = [−1,1].

Exemplo 13. Seja f : R→ R dada por f (x) = máx{x,0}, vamos determinar ∂ o f (0). Observe

que temos dois casos, limt→∞∇ f (xt) = 0, para xt → 0− e limt→∞∇ f (xt) = 1, para xt → 0+,

logo concluímos que ∂ o f (0) = [0,1].

Proposição 2.3.3. f o(x;v) = máx{〈τ,v〉;τ ∈ ∂ o f (x)}.
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Demonstração. Veja (CLARKE,1975), Proposição 1.4.

Proposição 2.3.4. A função gx(v) = f o(x;v) é convexa.

Demonstração. Veja (CLARKE,1975), Corolário 1.9.

Exemplo 14. Tome f (x) = x2sen(1
x ), se x 6= 0 e f (0) = 0 temos que f é diferenciavél em 0, com

∇ f (0) = 0 entretanto ∂ f (0), não coincide com o gradiente habitual. Com efeito, tome ht =
1

2πt

e lt = 1
π+2πt , assim ∇ f (0+ht) = 2(ht)sen( 1

(ht)
)− cos( 1

(ht)
) =−cos(2πt) =−1 e observando a

outra sequência que também converge para zero, temos ∇ f (0+ lt) = 2(lt)sen( 1
(lt)

)− cos( 1
(lt)

) =

−cos(π +2πt) = 1, assim podemos ver que 0 = ∇ f (0) 6= ∂ o f (0)⊃ [−1,1].

O exemplo acima mostra que se uma função é diferenciável em um ponto, isso não

implica que a derivada de Clarke, nesse ponto coincide com a derivada no sentido clássico.

Como foi dito anteriormente a derivada de Clarke não generaliza a derivada no

sentido clássico, pois temos casos onde as funções são diferenciáveis porém a derivada de Clarke

não se reduz a derivada no sentindo clássico, entretanto a proposição a seguir, diz que se f é de

classe C1 então tal resultado é verdadeiro.

Proposição 2.3.5. Se f : Rn→ R, de classe C1 em um x ∈ Rn então ∂ o f (x) = ∇ f (x).

Demonstração. Temos por definição que ∂ o f (a) = C({T ; lim j→∞∇ f (a j),a j ∈ Rn,a j → a}),

pela continuidade de ∇ f , temos que lim j→∞∇ f (a j) = ∇ f (a), portanto ∂ o f (a) =C{∇ f (a)}=

{∇ f (a)}.

Um resultado elementar de cálculo diferencial é que a derivada da soma de duas

funções, é a soma das derivadas. Entretanto o resultado não é mais verdadeiro quando falamos

de derivada de Clarke, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 15. Tome as funções f (x) = |x| e g(x) = −|x|, logo temos que f + g = 0, portanto

∂ o( f +g) = 0, entretanto ∂ o f = [−1,1] e ∂ og = [−1,1], o que mostra que a derivada da soma,

não é a soma das derivadas.

Infelizmente, não podemos garantir igualdade, mas podemos garantir pelo menos

uma inclusão, como mostra a proposição adiante.

Proposição 2.3.6. Sejam f ,g : Rn→ R funções localmente lipschitz, então ∂ o( f +g)⊂ ∂ o f +

∂ og.
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Demonstração. Veja (CLARKE,1975), Proposição 1.12.

Proposição 2.3.7. ∂ o f (x) é não-vazio, convexo e compacto.

Demonstração. Veja Teorema 17.2 de (ROCKAFELLAR,1970).

Definição 2.3.5. Seja f : U ⊂ Rn→ R, com U aberto e f localmente Lipschitz. Dizemos que um

ponto x ∈U é um ponto crítico de Clarke, se 0 ∈ ∂ o f (x).

Proposição 2.3.8. Seja f : U ⊂ Rn→ R, localmente Lipschitz, x ∈U é um máximo ou mínimo

local, então x é um ponto crítico.

Demonstração. Para o caso mínimo local, veja Teorema 10.1 de (ROCKAFELLAR;WET S,2009).

Feito o caso mínimo local, basta usar a propriedade ∂ o(λ f )(x)⊂ λ∂ o f (x), para verificar o caso

máximo local, com λ =−1.

A partir de agora falaremos um pouco sobre a Teoria de derivada de Clarke, para

aplicações.

Definição 2.3.6. O Jacobiano generalizado de f em x0, denotado por Jo f (x0), é o fecho convexo

de todas as matrizes da forma M, onde M = limt→∞ J f (xt), onde xt converge para x0 e f é

diferenciável em xt para cada t.

Exemplo 16. Seja f : R2→ R2, definida por f (x,y) = (|x|+ y,2x+ |y|), temos que o jacobiano

generalizado Jo f (0,0) é o fecho convexo dos limites das matrizes da forma

∂ o(|x|) 1

2 ∂ o(|y|)

,

como já visto no exemplo 12 esse conjunto é

{t 1

2 u

 ;−1≤ t,u≤ 1

}
.

Proposição 2.3.9. Se f : Rn→ Rm é de classe C1 então Jo f (x0) = J f (x0).

Demonstração. A demonstração desse fato é feito análogo ao caso escalar.

Teorema 2.3.10 (Regra da Cadeia). Sejam V um subconjunto aberto de Rm e G : V →U de

classe C1 e f : U → R localmente Lipschitz. Além disso, seja g(x)=f(G(x)), então

∂
og(x)⊂ ∇G(x)T

∂
o f (G(x)),

onde ∇G(x)T denota a transposta da matriz jacobiana de G em x.

Demonstração. Veja Teorema 10.6 de (ROCKAFELLAR;WET S,2009).
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Definição 2.3.7. Jo f (x0) é dita de rank maximal se toda matriz M em Jo f (x0) é de rank maximal.

Teorema 2.3.11. Seja f : Rn→ Rn Lipschitz e Jo f (x0) é de rank maximal, então existe uma

vizinhanças U e V de x0 e f (x0) respectivamente, e uma função Lipschitz g : V → Rn tal que,

(a)g(f(u))=u para todo u ∈ U;

(b)f(g(u))=u para todo v ∈ V.

Demonstração. Veja Teorema 1 de (CLARKE,1976).

Corolário 2.3.11.1. Seja f : Rn→ Rn , f ∈C1 e J f (x0) é invertível, então existem vizinhas U e

V de x0 e f (x0), respectivamente, e uma função g de classe C1 tal que, f e g são inversas em U.

Demonstração. Como f ∈C1, então pela Proposição 2.3.9 temos que Jo f (x0) = J f (x0), por-

tanto tem rank maximal já que J f (x0) é invertível, novamente pelo fato de f ∈C1 temos que f é

localmente Lipschipz, logo pelo Teorema 2.3.11, existem U,V e g nas condições desejadas, pela

prova do Teorema 2.3.11 vemos que g é tomada de forma que sua regularidade depende somente

de f , como f ∈C1, então g ∈C1.

O teorema a seguir é um análogo ao Teorema da Função Implícita, mas na versão

Lipschitz.

Teorema 2.3.12 (Teorema da Função Implícita Lipschitz). Seja f : Rm×Rk→ Rk uma função

Lipschitz e f (x0,y0) = z0. Suponha que para qualquer l ∈ ∂ o f (x0,y0) tem-se ker l ∩ ({0}m×

Rk) = {0}m+k. Então, há uma vizinhança U ×V de (x0,y0) e uma única função Lipschitz

g : U →V tal que f−1(z0)∩ (U×V ) = ∇g.

Demonstração. Defina F : Rm+k→ Rm+k, dada por F(x,y) = (x, f (x,y)). Temos que

|F(x1,y1)−F(x0,y0)|= |(x1, f (x1,y1))−(x0, f (x0,y0))|=
√
(x1− x0)2 +( f (x1,y1)− f (x0,y0))2≤√

((x1− x0)2 +(y1− y0)2 + k2((x1− x0)2 +(y1− y0)2)) =
√

k2 +1|(x1,y1)− (x0,y0)|, ou seja,

F é Lipschitz. Além disso L ∈ ∂ oF(x0,y0), é da forma L(x,y) = (x, l(x,y)), logo L tem rank

maximal, pelo Teorema da Aplicação Inversa Lipschitz, temos uma função G :Rm+k→Rm+k, de-

finida em uma vizinhança W ×V e U×U ′ e G◦F e F ◦G são inversas, seja G(x,y) := (x,h(x,y))

veja que |h(x1,y1)−h(x0,y0)| ≤ |(x1,h(x1,y1))− (x0,h(x0,y0))|= |G(x1,y1)−G(x0,y0)| como

G é Lipschitz, h é Lipschitz, defina g : U → V g(x) := h(x,z0), claramente g é Lipschitz e

g(x0) = h(x0,z0) = y0, pelo fato de F e G serem inversas. Observe ainda que (x, f (x,g(x))) =

F(x,g(x)) = F(x,h(x,z0)) = F(G(x,z0)) = (x,z0)⇒ f (x,g(x)) = z0.
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2.3.1 Subgradiente de Frechet e subgradiente limitante

Definição 2.3.8. Sejam U ⊂Rn aberto e uma função f : U→R localmente Lipschitz. Definimos

o subgradiente de Fréchet de f em x, e denotamos por

∂̂ f (x) =

{
x∗ ∈ Rn; liminf

y→x,y6=x

f (y)− f (x)−〈x∗,y− x〉
‖y− x‖

≥ 0

}

Proposição 2.3.13. Se f é diferenciável, então ∂̂ f (x) = {∇ f (x)}.

Demonstração. Veja Observação 1.(c) de (BOLT Eet al.,2005).

Definição 2.3.9. Sejam U ⊂Rn aberto e uma função f : U→R localmente Lipschitz. Definimos

o subgradiente limitante de f em x, e denotamos por ∂ f (x),

x∗ ∈ ∂ f (x)⇔∃xn ∈U,∃x∗n ∈ ∂̂ f (xn) : xn→ x,x∗n→ x∗ quando n→ ∞

Teorema 2.3.14 (Regra da Cadeia para subgradientes). Sejam V um subconjunto aberto de Rm e

G : V →U de classe C1 e f : U → R localmente Lipschitz. Além disso, seja g(x)=f(G(x)), então

∂̂g(x)⊃ ∇G(x)T
∂̂ f (G(x)),

∂g(x)⊂ ∇G(x)T
∂ f (G(x)),

onde ∇G(x)T denota a transposta da matriz jacobiana de G em x.

Demonstração. Veja Teorema 10.6 de (ROCKAFELLAR;WET S,2009).

Definição 2.3.10. Sejam X e Y dois conjuntos não vazios. Uma multivalorada T : X ⇒Y , é uma

regra que permite associar, de modo bem determinado, a cada elemento x ∈ X, um Z ⊂ Y .

Exemplo 17. Tome T : Z ⇒ Z dada por, T (k) = {p ∈ Z; p = k− 5q}, com q ∈ Z. T é uma

multivalorada.

Exemplo 18. Seja P : Rn ⇒ Rn, dada por P(x) = ∂̂ f (x). P é uma multivalorada.

Exemplo 19. Seja Q : Rn ⇒ Rn, dada por Q(x) = ∂ f (x). Q é uma multivalorada.

Exemplo 20. Seja S : Rn ⇒ Rn, dada por S(x) = ∂ o f (x). S é uma multivalorada.

Definição 2.3.11. Seja T : U ⇒ Rn uma multivalorada, definimos

dom(T ) := {x ∈U : T (x) 6=∅}
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Definição 2.3.12. Seja T : U ⇒ Rn uma multivalorada, definimos

Gra f (T ) := {(x,y) ∈U×Rn : y ∈ T (x)}.

Teorema 2.3.15. Seja f : U →R localmente Lipschitz. A multivalorada que associa cada x ∈U

a ∂ o f (x) é limitada em qualquer subconjunto compacto de U.

Demonstração. Veja Observação 1.(b) de (BOLT Eet al.,2005).

2.4 Conjuntos e funções subanalíticas

Definição 2.4.1. Um conjunto A ⊂ Rn é chamado semialgébrico básico, se existem funções

polinomiais f ,gi, com 1≤ i≤ n, tais que:

A = {x ∈ Rn; f (x) = 0}∩ (∩n
i=1{x ∈ Rn;gi(x)> 0}).

Definição 2.4.2. Um conjunto semialgébrico é a reunião finita de conjuntos semialgébricos

básicos.

Exemplo 21. A bola euclidiana B = {x ∈ Rn;‖x‖< 1}, é semialgébrica. Basta tomar f (x)≡ 0

e g(x1,x2, ...,xn) = 1− x2
1− x2

2− ...− x2
n, onde x = (x1,x2, ...,xn).

Definição 2.4.3. Um conjunto A ⊂ Rn é chamado semianalítico básico se para todo x ∈ Rn

existem uma vizinhança Ux de x e funções analítica f ,gi, com 1 ≤ i ≤ n analíticas nessa

vizinhança tal que:

A∩Ux = {x ∈ Rn; f (x) = 0}∩ (∩n
i=1{x ∈ Rn;gi(x)> 0}).

Definição 2.4.4. Um conjunto semianalítico é a reunião finita de conjuntos semianalíticos

básicos.

Exemplo 22. Todo conjunto analítico X, é semianalítico. Com efeito, basta tomar a f da definição

como a soma dos quadrados das funções analíticas que definem X e g≡ 1. Em particular, como

todo algébrico é analítico, então todo algébrico é semianalítico.

Exemplo 23. Todo conjunto semialgébrico é semianalítico, pois todo polinômio é uma função

analítica.

Exemplo 24. Seja g : R2 → R dada por g(x,y) = ex− y, que é uma função analítica, logo

A = {(x,y) ∈ R2;g(x,y)> 0} é um conjunto semianalítico.
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Definição 2.4.5. Seja A⊂ Rn um conjunto semianalítico. Dizemos que F : A⊂ Rn→ R é uma

aplicação semianalítica se Gra f (F)⊂ Rn+1 é semianalítico.

Exemplo 25. A função f : R+→R, dada por f (x) =
√

x é semianalítica. Tome F(x,y) = x−y2

e g(x,y) = y, logo temos que Gra f ( f ) = {(x,y) ∈R2;F(x,y) = 0 e g(x,y)> 0}∪{(0,0)}, logo

f é semianalítica.

Exemplo 26. A função f : R→ R, dada por f (x) = |x| não é analítica, no entanto, tome

F(x,y) = x2− y2 e g(x,y) = y, logo temos que Gra f ( f ) = {(x,y) ∈ R2;F(x,y) = 0 e g(x,y)>

0}∪{(0,0)}, logo f é semianalítica.

Definição 2.4.6. Um subconjunto A⊂ Rn é dito subanalítico, se para todo x ∈ Rn admite uma

vizinhança Ux de x, tal que A∩Ux é a projeção linear e própria de um subconjunto semianalítico.

Em outras palavras, existe B⊂Rm semianalítico, n≤m, tal que a projeção π : Rm→Rn restrita

a B é uma projeção própria, linear e A∩Ux = π(B).

Exemplo 27. Todo semianalítico A é subanalítico, basta tomar a projeção, sendo a aplicação

identidade. Claramente a aplicação identidade é própria e linear.

Proposição 2.4.1. Sejam A e B subconjuntos do Rn subanalíticos, então A∪B e A∩B são

subanalíticos.

Demonstração. Veja Teorema 1.2.2-(i) de (TAMM,1981).

Proposição 2.4.2. Sejam A⊂Rn e B⊂Rm subanalíticos, então A×B⊂Rn×Rm é subanalítico.

Demonstração. Veja Teorema 1.2.2-(ii) de (TAMM,1981).

Teorema 2.4.3 (Teorema de Gabrielov). O complemento de um subanalítico em Rn é um

subanalítico.

Demonstração. Veja Teorema 3.10 de (BIERSTONE;MILMAN,1988).

Proposição 2.4.4. Seja X ⊂ Rn. Suponha que X ∩B é subanalítico para todo semialgébrico

limitado B. Então X é subanalítico.
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Demonstração. Suponha que X não é subanalítico. Então, existe x0 ∈Rn tal que para todo aberto

U contendo x0, não existe semianalítico S e uma projeção própria π : S→U ∩X sobrejetiva.

Tome B = {(x1,x2, ...,xn)∈Rn; |xi|< 2|x0|}, por hipotese temos que X ∩B é subana-

lítico. Portanto existe V ⊂Rn contendo x0 e um semianalítico S⊂Rm tal que π : S→ (X ∩B)∩V

é sobrejetiva e própria. Mas como W = B∩V é um aberto, temos que existe uma projeção

própria e sobrejetiva π : S→ X ∩W , absurdo.

Exemplo 28. O gráfico da função f : R∗+ → R, dada por f (x) = sen(1
x ) em R \ {0} é um

conjunto analítico em R∗+×R, pois é os zeros da função F(x,y) = y− f (x), que é analítica, pois

f é analítica.

Exemplo 29. Sejam p(x,y) = y e q(x,y) = x. O conjunto A = {(x,y) ∈ R2;x > 0 e y = 0} é

subanalítico, pois A = B∩C, onde B = {(x,y) ∈ R2; p(x,y) = 0} que é analítico, em particular

subanalítico, e C={(x,y) ∈ R2;q(x,y)> 0} que é semianalítico, em particular subanalítico.

Os dois exemplos acima, foram abordados para da suporte ao próximo exemplo, que

terá importância teórica. Em Geometria Algébrica Real, os conjuntos semialgébricos da reta,

podem ser descritos como união finita de pontos e intervalos, no entanto isso não é verdade para

conjuntos subanalíticos, como veremos no exemplo abaixo. Mas se adicionarmos a hipótese de

limitação teremos tal resultado.

Exemplo 30. Sejam V e W os conjuntos dos exemplos 28 e 29 respectivamente. Logo temos que

Y =V ∩W é subanalítico, mas Y é dado por uma união infinita de pontos.

Proposição 2.4.5. A família de componentes conexas de um conjunto subanalítico é localmente

finita em cada ponto do Rn e cada componente conexa é subanalítica.

Demonstração. Veja Propriedade I.2.1.3 de (SHIOTA,2012)

Proposição 2.4.6. O número de componentes conexas de um conjunto subanalítico X ⊂ Rn é

enumerável.

Demonstração. É possível tomar um conjunto enumerável e denso em X, assim pela proposição

anterior, temos um número finito de componentes conexa intersectando uma vizinhança desse

ponto, que por sua vez é enumerável.

Proposição 2.4.7. Se X ⊂ Rn é um conjunto subanalítico e limitado, então X tem um número

finito de componentes conexas.
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Demonstração. Suponha que X tenha uma quantidade infinita de componentes conexas. Tome

um ponto em cada componente conexa, formando uma sequência (xn). Como X é limitado,

existe a ∈ X que é um ponto de acumulação de (xn), logo dado qualquer vizinhança de a, essa

vizinhança tem uma infinidade de pontos de (xn), ou seja, intersecta uma quantidade infinita de

componentes conexa, contradizendo Proposição 2.4.5. Absurdo, que veio de supor que X tem

uma quantidade infinita de componentes conexas.

Proposição 2.4.8. Um subconjunto subanalítico e limitado da reta é a união finita de intervalos

abertos, fechados, semiabertos e pontos.

Demonstração. Como os conjuntos conexos da reta, são os intervalos, o resultado segue de

Proposição 2.4.7.

Existe a noção de função subanalítica, sem que seu domínio seja subanalítico, porém

aqui sempre assumiremos que o domínio de uma função subanalítica é subanalítico. Isso nos

leva a seguinte definição.

Definição 2.4.7. Seja A⊂Rn subanalítico. Dizemos que a função F : A−→R é subanalítica se

seu gráfico Gra f (F) = {(x,F(x));x ∈ A} ⊂ Rn+1 é um conjunto subanalítico.

Definição 2.4.8. Sejam A ⊂ Rn e B ⊂ Rm. Uma aplicação F : A→ B é subanalítica se suas

funções componentes são subanalíticas.

Proposição 2.4.9. Sejam f : A→ Rn tal que f (A) ⊂ B e g : B→ Rm funções subanalíticas.

Se f (A∩D) é limitada para qualquer conjunto limitado D ⊂ Rn, então g ◦ f é uma função

subanalítica.

Demonstração. Veja Propriedade I.2.1.10 de (SHIOTA,2012).

Proposição 2.4.10. Se f : U ⊂ Rn→ Rn é de classe C1 e subanalítica, tal que para qualquer

conjunto limitado B⊂ Rn, f (B∩U) é limitado. Então D f é uma aplicação subanalítica.

Demonstração. Veja Propriedade I.2.1.13 de (SHIOTA,2012).

Proposição 2.4.11. Se f é subanalítica, então ∂ o f (x),∂̂ f (x) e ∂ f (x) tem o gráfico subanalítico.

Demonstração. Veja Observação 1.(d) de (BOLT Eet al.,2005).

Proposição 2.4.12. Sejam f : U ⊂ Rn→ R subanalítica e S = {x ∈U ;0 ∈ ∂ o f (x)}. Então, S é

um conjunto subanalítico.
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Demonstração. Temos que U é subanalítico por definição, {0}n também é subanalítico, pois

é um ponto e Gra f (∂ o f ) é subanalítico pela Proposição 2.4.11. Como temos que produto

cartesiano e intesecção de conjuntos subanalíticos é subanalítico, segue que S é subanalítico,

pois S = (U×{0}n)∩Gra f (∂ o f ).

Proposição 2.4.13. Cada componente conexa de um conjunto subanalítico é um conjunto

subanalítico e além disso é subanaliticamente conexa por caminhos, istó é, existe um caminho

subanalítico contínuo ligando quaisquer dois pontos da componente conexa.

Demonstração. Veja Proposição 3 de (BOLT Eet al.,2006).

Agora introduziremos outra classe de conjuntos importante, que é a classe de global-

mente subanalíticos.

Definição 2.4.9. Seja Φ : Rk→ Rk a aplicação dada por

Φ(x1,x2, . . . ,xk) =

(
x1√

1+ x2
1

, . . . ,
xk√

1+ x2
k

)

Um conjunto X ⊂ Rn é dito globalmente subanalítico, se Φ(X) é um conjunto subanalítico.

Proposição 2.4.14. Todo conjunto globalmente subanalítico é subanalítico.

Demonstração. Veja (BOLT Eet al.,2007).

Teorema 2.4.15. Um conjunto X ⊂ Rn subanalítico e limitado é globalmente subanalítico.

Demonstração. Veja (BOLT Eet al.,2007).

Definição 2.4.10. Seja X um conjunto globalmente subanalítico. Uma aplicação f : X ⊂ Rm→

Rn é dita globalmente subanalítico, se Gra f ( f )⊂Rm+n é um conjunto globalmente subanalítico.

Teorema 2.4.16 (Lema da Monotonicidade). Seja α < β ∈ R. Se φ : (α,β )→ R é uma função

globalmente subanalítica, então existe uma partição t0 := α < t1 < ... < tl+1 := β de (α,β ), tal

que φ |(ti,ti+1) é C∞ e ou é constante ou é estritamente monótona, para i ∈ {0, ..., l}.

Demonstração. Veja (BIERSTONE;MILMAN,1988).
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3 VERSÃO LIPSCHITZ DO TEOREMA DE SARD

Nesse capítulo, mostraremos o principal resultado do trabalho, a saber, o Teorema de

Sard em sua versão Lipschitz, ou seja, que a imagem do pontos críticos de Clarke por uma função

subanalítica e localmente Lipschitz tem medida de Lebesgue nula. E finalizaremos com um

exemplo que mostra que o resultado não é verdadeiro se a função não for localmente Lipschitz.

Lema 3.0.1 (Lema da perturbação para caminhos). Seja F ⊂ Rn um conjunto não-vazio, global-

mente subanalítico, γ : [0,1]→ F um caminho subanalítico contínuo injetivo e η > 0. Então há

um caminho subanalítico contínuo z : [0,1]→ F tal que:

(i) |z′(t)− γ ′(t)|< η para quase todo t ∈ (0,1);

(ii) O conjunto ∆ := {t ∈ [0,1] : z(t) ∈ F \F} tem medida de Lebesgue menor que η;

(iii) z(t) = γ(t) para todo t ∈ ∆∪{0,1}.

Demonstração. Veja Lema 12 de (BOLT Eet al.,2006).

Observação. Observe que no Lema 3.0.1 podemos usar qualquer intervalo [a,b], com a < b, no

lugar de [0,1].

Teorema 3.0.2 (Teorema de Sard para pontos críticos limitantes). Seja f : U → R uma função

subanalítica contínua. Então, f é constante em cada componente conexa do conjunto dos pontos

críticos limitantes, a saber,

(∂ f )−1(0) = {x ∈U ;0 ∈ ∂ f (x)}.

Demonstração. Veja Teorema 13 de (BOLT Eet al.,2006).

Proposição 3.0.3. Sejam f : U ⊂Rn→R subanalítica e localmente Lipschitz e e := (1,0, . . . ,0).

Defina Γδ = {x ∈ [0,1]e;∀x∗ ∈ ∂ f (x), |〈x∗,e〉|> δ} é subanalítico.

Demonstração. Inicialmente temos que Gra f (∂ f ) é subanalítico, pela Proposição 2.4.11. Além

disso, os conjuntos A = {y ∈ Rn; |〈y,e〉|> δ} e B = {te;0≤ t ≤ 1} são semialgébricos. Como

C = (Gra f (∂ f ))∩ (Rn×A) é subanalítico, pois pelas Proposições 2.4.1 e 2.4.2 a intersecção

de subanalíticos é subanalítico e o produto cartesiano de conjuntos subanalíticos é subanalítico.

Seja π : Rn×Rn→Rn, dada por π(x,y) = x. Vamos mostrar que π é própria. Como

π é contínua, resta mostrar que a imagem inversa de limitado é limitado. Tome W1 limitado,

como f é localmente Lipschitz, segue do Teorema 2.3.15, que |x∗| ≤M, para todo x∈W1. Assim

π é própria, logo π(C) é subanalítica. Para finalizar observe que π(C)∩ [0,1]e = Γδ .
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Lema 3.0.4. Sejam f : U ⊂ Rn → R uma função subanalítica, localmente Lipschitz e e :=

(1,0, ...,0) ∈ Rn e assuma que [0,1]e⊂U, com 0 ∈ ∂ o f (te) para todo t ∈ [0,1]. Então Γδ é um

conjunto finito.

Demonstração. A demonstração será feita por contradição. Suponha que Γδ seja infinito. Como

é subanalítico da reta e limitado, então é a união finita de intervalos e pontos, então existe um

intervalo (a,b)⊂ [0,1] tal que (a,b)e⊂ Γδ . Tome V um subconjunto aberto limitado de U tal

que [0,1]e⊂V ⊂V ⊂U e defina

Γ̂δ

+
= {x ∈V ;∃x∗ ∈ ∂̂ f (x),〈x∗,e〉> δ}

e

Γ̂δ

−
= {x ∈V ;∃x∗ ∈ ∂̂ f (x),〈x∗,e〉<−δ}

onde ∂̂ f (x) denota a derivada de Fréchet de f . Como para cada x ∈ Γδ , tem-se 0 ∈ ∂ o f (x) =

co∂ f (x) e 0 /∈ ∂ f (x), então obtemos o seguinte

max{〈x∗,e〉;x∗ ∈ ∂ f (x)}> δ e min{〈x∗,e〉;x∗ ∈ ∂ f (x)}<−δ .

Além do mais, veja que (a,b)e ⊂ Γ̂δ

+
, pois dado t ∈ (a,b)e ⊂ Γδ existe t∗ ∈ ∂ f (t) tal que

〈t∗,e〉 > δ , pelo máximo estabalecido acima, além disso, t∗ ∈ ∂ f (t) significa que existem

(tn)⊂V e t∗n ∈ ∂̂ f (tn) onde tn→ t e t∗n → t∗, portanto

δ < 〈t∗,e〉= 〈 lim
n→∞

t∗n ,e〉= lim
n→∞
〈t∗n ,e〉,

logo existe n0 tal que 〈t∗n ,e〉> δ para todo n≥ n0, o que implica em tn ∈ Γ̂δ

+
para todo n≥ n0

e, assim, t ∈ Γ̂δ

+
, mostrando que (a,b)e⊂ Γ̂δ

+
. De modo análogo, temos que (a,b)e⊂ Γ̂δ

−
.

Como Γ̂δ

+
é um subconjunto de Rn não vazio, subanalítico e limitado (portanto

globalmente subanalítico) e γ(t) = te, t ∈ (a,b), é um caminho subanalítico injetivo e contínuo,

tomando η > 0, como estamos nas hipoteses do Lema de pertubação para caminhos, temos que

existe um caminho z : [a,b]→ Γ̂δ

+
contínuo e subanalítico, tal que

• ‖z′(t)− e‖< η para quase todo t ∈ (a,b),

• O conjunto subanalítico ∆ := {t ∈ [a,b]|z(t) ∈ Γ̂δ

+
\ Γ̂

+
δ
} tem medida de Lebesgue menor

que η .

• z(t) = γ(t) para todo t ∈ ∆∪{a,b}.
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Pela Proposição 2.4.9, a função f (z(t)) é subanalítica, além de ser contínua em [a,b], por-

tanto tem o gráfico subanalítico limitado, o que implica pelo Teorema 2.4.15 ser global-

mente subanalítico. Seja g(t) = f (z(t)), pelo fato de ser globalmente subanalítica, temos

que g ∈C∞ em (a,b)\∆ a menos de um número finito de pontos, relembre o Teorema 2.4.16.

Logo nesses pontos, pela Proposição 2.3.13, temos que {g′(t)} = ∂̂g(t). Pela regra da ca-

deia, Proposição 2.3.14, temos {g′(t)} = ∂̂g(t) ⊃ 〈z′(t), ∂̂ f (z(t))〉 ⊃ {〈z′(t),z∗+(t)〉}, onde

〈z′(t), ∂̂ f (z(t))〉 = {〈z′(t),w〉;w ∈ ∂̂ f (z(t))} e z∗+(t) ∈ ∂̂ f (z(t)). Logo, para todo [a,b] \∆ a

menos de uma quantidade finita, temos

g′(t) = 〈z′(t),z∗+(t)〉= 〈e+ z′(t)− e,z∗+(t)〉= 〈z′(t)− e,z∗+(t)〉+ 〈e,z∗+(t)〉.

Podemos fazer 〈e,z∗+(t)〉> δ , basta tomar z(t) ∈ Γ̂
+
δ

, logo

g′(t) = 〈z′(t)− e,z∗+(t)〉+ 〈e,z∗+(t)〉> δ + 〈z′(t)− e,z∗+(t)〉,

além do mais, podemos estimar

〈z′(t)− e,z∗+(t)〉=−〈−z′(t)+ e,z∗+(t)〉 ≥ −‖〈−z′(t)+ e,z∗+(t)〉‖ ≥ −‖− z′(t)+ e‖‖z∗+(t)‖,

pelo Teorema 2.3.15, temos que sup{‖x∗‖ : x∗ ∈ ∂ o f (x),x ∈V} é finito, chamaremos de M tal

supremo, mais pelo Lema da pertubação para caminhos segue que

〈z′(t)− e,z∗+(t)〉 ≥ −‖− z′(t)+ e‖‖z∗+(t)‖ ≥ −ηM,

sendo assim podemos concluir que

g′(t) = 〈z′(t)− e,z∗+(t)〉+ 〈e,z∗+(t)〉 ≥ δ −ηM,

Calculando,

f (be)− f (ae) =
∫ b

a

d
dt

f (z(t))dt =
∫
[a,b]\∆

d
dt

f (z(t))dt +
∫

∆

d
dt

f (z(t))dt,

como ∫
∆

d
dt

f (z(t))dt =−
∫

∆

− d
dt

f (z(t))dt ≥−
∫

∆

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt

e pela regra da cadeia, temos∫ v

u

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt ≤ (v−u)sup{|〈e,x∗〉| : t ∈ [u,v],x∗ ∈ ∂ f (te)} ≤ (v−u)M



37

lembre-se de que g(t) = f (z(t)) e então somando os fatos da medida de ∆ ser menor que η ,

g′(t)≥ δ −ηM e
∣∣∣ d

dt f (z(t))
∣∣∣≤M, segue que

f (be)− f (ae)≥
∫
[a,b]\∆

d
dt

f (z(t))dt−
∫

∆

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt ≥ (l−η)(δ −ηM)−ηM,

onde l = b−a. Veja que se tomarmos η suficientemente pequeno, temos que (l−η)(δ −ηM)−

ηM > 0, pois lδ > 0 e portanto teremos f (be)> f (ae). Repetindo o mesmo argumento para

Γ̂δ

−
temos

f (be)− f (ae)≤ (l−η)(ηM−δ )+ηM,

novamente tomando η suficientemente pequeno, segue que (l − η)(ηM − δ ) + ηM < 0 e

consecutivamente f (ae)> f (be), absurdo, que veio do fato de supor Γδ infinito, o que finaliza

nossa prova.

Teorema 3.0.5. Sejam f : U ⊂ Rn→ R uma função subanalítica, localmente Lipschitz. Seja

e := (1,0, ...,0) ∈ Rn e assuma que [0,1]e⊂U, com 0 ∈ ∂ o f (te) para todo t ∈ [0,1]. Então f é

constante em [0,1]e.

Demonstração. Seja SL = {x ∈ [0,1]e;0 ∈ ∂ f (x)}, onde ∂ f denota o limitante subgradiente de

f . Observe que ele é limitado e pela Proposição 2.4.11, o conjunto SL é subanalítico, logo pela

Proposição 2.4.8 é a união finita de pontos e intervalos. Pelo Teorema 3.0.2, nós temos que f é

constante em cada componente conexa de SL. Como f é contínua é suficiente mostrar que f é

constante em cada segmento não-degenerado de [0,1]e\SL. Suponha sem perda de generalidade

que SL é vazio, ou seja, 0 /∈ ∂ f (te), ∀t ∈ [0,1]. Tome δ > 0 e seja

Γδ = {x ∈ [0,1]e;∀x∗ ∈ ∂ f (x), |〈x∗,e〉|> δ},

pelo Lema 3.0.4 vimos que ele é finito. E considere também o conjunto

Γ0 = {x ∈ [0,1]e;∃x∗ ∈ ∂ f (x),〈x∗,e〉= 0},

como o subgradiente limitante é um conjunto construído com seus valores de aderência, ele é

um conjunto fechado, ou seja, ∂ f (te) é fechado ∀t ∈ [0,1]. Veja que [0,1]e = Γ0∪
(
∪

1≤i
Γ 1

i

)
e

novamente pelo Lema 3.0.4, cada um dos Γ 1
i

é finito. Então, ∪
1≤i

Γ 1
i

é enumerável e coincide

com o conjunto [0,1]e \Γ0 que pela Proposição 2.4.3 é subanalítico, além disso é limitado.

Portanto pela Proposição 2.4.8 somado ao lema anterior ∪
1≤i

Γ 1
i

é um conjunto finito. Assim
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{t ∈ [0,1] : te ∈ Γ0} é uma união finita de intervalos, cujo complementar em [0,1] é finito, vamos

mostrar que f é constante em cada intervalo de Γ0. Dado um ε > 0 arbitrário, defina

Γ̂
ε
0 := {x ∈V : ∃x∗ ∈ ∂̂ f (x), |〈x∗,e〉|< ε},

onde V é o mesmo do lema anterior.

Tomemos um intervalo (a,b)e⊂ Γ0. Dado x ∈ (a,b)e⊂ Γ0 temos que existe x∗ ∈

∂ f (x) tal que 〈x∗,e〉= 0 pela definição de subgradiente limitante existem xn ∈V e x∗n ∈ ∂̂ f (xn)

tal que xn→ x e x∗n→ x∗, logo temos

|〈x∗n,e〉| ≤ |〈x∗n− x∗,e〉|+ |〈x∗,e〉| ≤ |x∗n− x∗||e|+ |〈x∗,e〉|< ε,

para n suficientemente grande, temos que xn ∈ Γ̂ε
0, o que implica (a,b)e⊂ Γ̂ε

0.

Aplicando o Lema da pertubação para caminhos, para o conjunto Γ̂ε
0, para η < ε e para o caminho

γ(t) = te, então existe z : [a,b]→ Γ̂ε
0 e um conjunto ∆⊂ [a,b].

Seja h(t) = f (z(t)), pelos mesmos argumentos feitos no lema anterior, temos que

{h′(t)}= {〈z′(t),z∗ε(t)〉} em [a,b]\∆ a menos de um número finito, onde z∗ε(t) ∈ ∂̂ f (z(t)) pode

ser tomado em Γ̂ε
0 para que |〈z∗ε(t),e〉|< ε , sendo assim

|h′(t)|= |〈z′(t),z∗ε(t)〉|= |〈e+ z′(t)− e,z∗ε(t)〉|= |〈e,z∗ε(t)〉+ 〈z′(t)− e,z∗ε(t)〉|

pela desigualdade triangular e consecutivamente pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|h′(t)| ≤ |〈e,z∗ε(t)〉|+ |〈z′(t)− e,z∗ε(t)〉| ≤ ε +ηM,

onde M é uma constante que limita |〈e,x∗〉| e a última desigualdade vem do fato de z∗ε(t) ∈ Γ̂ε
0,

somado ao Lema da pertubação para caminhos para γ(t) = te, recorde que segue do Lema que

existe um caminho z : [a,b]→ Γ̂0
ε

contínuo e subanalítico, tal que

• ‖z′(t)− e‖< η para quase todo t ∈ (a,b),

• O conjunto subanalítico ∆ := {t ∈ [a,b]|z(t) ∈ Γ̂0
ε

\ Γ̂ε
0} tem medida de Lebesgue menor

que η .

• z(t) = γ(t) para todo t ∈ ∆∪{a,b}.

Lembrando que é para um η < ε . Além do mais, temos ainda que

| f (be)− f (ae)| ≤
∫ b

a

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt =

∫
[a,b]\∆

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt +

∫
∆

∣∣∣ d
dt

f (z(t))
∣∣∣dt,

como h(t) = f (z(t)) e
∫

∆

∣∣∣ d
dt f (z(t))

∣∣∣dt ≤ ηM, segue que

| f (be)− f (ae)| ≤ (l−η)(ε +ηM)+ηM,
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tomando ε suficientemente pequeno, o que implica η pequeno, pois η < ε , temos que f (be) =

f (ae), como a≤ b foram tomados quaisquer em Γ0, temos que f é constante em cada componente

conexa de Γ0 e pela continuidade de f , temos que f é constante em todo [0,1]e, o que conclui

nossa demonstração.

Teorema 3.0.6. Seja U ⊂ Rn um subconjunto aberto e não vazio e f : U −→ R uma aplicação

localmente lipschitz subanalítica. Seja S o conjunto dos pontos críticos de Clarke de f, ou seja,

S := {x ∈U |0 ∈ ∂
o f (x)}.

Então, f é constante em cada componente conexa de S.

Demonstração. Tomemos dois pontos x e y em uma mesma componente conexa de S. Pela

Proposição 2.4.12 temos que S é subanalítico, então pela Proposição 2.4.13 cada componente

conexa de S é subanaliticamente conexa por caminhos, sendo assim existe um caminho contínuo

e subanalítico γ : [0,1]→ S ligando x e y. É suficiente provarmos que f é constante em γ((0,1)),

pois pela continuidade de f , teremos f constante em γ([0,1]) o que implica f (x) = f (y).

Podemos também assumir que γ((0,1)) é uma subvariedade subanalítica, pois pelo

Lema da monotonicidade γ((0,1)) é a união finita de subvariedades subanalítica, nós podemos

verificar f constante em cada subvariedade, pela continuidade de f , será constante em todo

γ((0,1)). Além disso existe um difeomorfismo subanalítico G de uma vizinhança V de γ((0,1))

sobre um subconjunto aberto W ⊂ Rn tal que G(γ((0,1))) = (0,1)e.

Como queremos mostrar que f é constante em γ((0,1)), é suficiente mostrar que

f ◦G−1 é constante em (0,1)e, o que podemos concluir via o Teorema 3.0.5, se mostrarmos que

(0,1)e⊂ {x ∈V ;0 ∈ ∂ o( f ◦G−1)(G(x))}. Contudo, como

0 ∈ ∂
o f (x)⇔ 0 ∈ ∂

o[ f ◦G−1](G(x)),

é suficiente mostrar que γ((0,1))⊂ {x ∈U ;0 ∈ ∂ o f (x)}, o que é verdade, pois γ é uma curva

cujo contradomínio é S.

Teorema 3.0.7 (Teorema de Sard para pontos críticos de Clarke). Seja U ⊂ Rn um subconjunto

aberto e não vazio e f : U −→ R uma aplicação localmente lipschitz subanalítica. Seja S o

conjunto dos pontos críticos de Clarke de f , ou seja,

S := {x ∈U |0 ∈ ∂
o f (x)},
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o conjunto f (S) dos valores críticos de Clarke de f é enumerável e consequentemente tem

medida zero. Além disso, se U é limitado, então f (S) é um conjunto finito.

Demonstração. Lembre-se de que S é subanalítico (para isso veja Proposição 2.4.12). Pela

Proposição 2.4.6, S possui uma quantidade enumerável de componentes conexas e pelo Teorema

anterior, f é constante em cada componente conexas, tornando assim f (S) em apenas uma

quantidade enumerável de pontos. Em particular, f (S) possui medida nula. No caso U limitado,

pela Proposição 2.4.7, temos que U tem uma quantidade finita de componentes conexas, como f

é constante em cada componente de S⊂U , segue que f (S) é finito.

3.1 Um exemplo de uma função subanalítica contínua, que não é constante em uma com-

ponente conexa dos seus pontos críticos

A evolução no estudo da Matemática, por diversas vezes é dada omitindo uma

hipótese e se questionando sobre o que acontece. Seguindo esse pensamento, é natural nos

perguntarmos se retirarmos a hipótese de f ser localmente Lipschitz, então ainda continuaremos

a ter f constante em cada componente conexas dos "pontos críticos"? E o conjunto dos "valores

críticos", ainda tem medida nula? A resposta para essa pergunta é não, o exemplo a seguir

justificará.

Mas antes de construir o exemplo, vamos extender a ideia de ponto crítico de Clarke

para funções contínuas.

Definição 3.1.1. Seja {tn} uma sequência monótona, que converge para 0 ∈ R com valores

positivos para todo n ∈ N. Denotaremos a convergência de tal sequência por

{tn}↘ 0+

Definição 3.1.2. Chamaremos de subgradiente limitante assintótico de f : Rn→ R em x ∈ Rn

e denotaremos por ∂ ∞ f (x), o conjunto de todos os y∗ ∈ Rn tal que existe {tn}n ⊂ R+ com

{tn}↘ 0+, {yn}n ⊂ Rn, y∗n ∈ ∂̂ f (yn) tal que yn→ x e tny∗n→ y∗.

Proposição 3.1.1. Se f : Rn→ R é localmente Lipschitz, então ∂ ∞ f (x) = 0.

Demonstração. Veja que como yn→ x, ou seja, é uma sequência convergente, logo segue que

{yn}∪{x} é compacto. Pelo Teorema 2.3.15 segue que ∂̂ f (yn) é limitada, logo como {tn}↘ 0+,

temos que tny∗n→ 0, o que conclui a demonstração.
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Definição 3.1.3. Seja f : Rn → R contínua. Definimos o subdiferencial de Clarke de f em

x ∈ Rn, denotado por ∂ o f (x), como sendo,

∂
o f (x) = co{∂ f (x)+∂

∞ f (x)}.

Observação. Veja que quando f é localmente Lipschitz, pela Proposição 3.1.1 temos ∂ ∞ f (x) =

0, o que implica que a definição acima coincide com a definição de subdiferencial de Clarke

inicial.

Agora já conhecendo a ideia de subdiferencial de Clarke para funções contínuas,

vamos estender a ideia de ponto crítico.

Definição 3.1.4. Seja f : Rn→ R contínua. Dizemos que um ponto x0 ∈ Rn é um ponto larga-

mente crítico, se 0 ∈ Tf (x0), onde

Tf (x0) = ∩
ε>0

co
{

∪
x∈B(x0,ε)

∂̂ f (x)
}
.

Finalmente vamos a construção da função desejada. Daremos início construindo

funções auxiliares, que ajudará a definir a função do exemplo desejado.

Observação. Considere θ0 : [0,π)→ [0,π/2], dada por

θ0(z) :=

 z, se 0≤ z≤ π/2

π− z, se π/2 < z < π.

Agora vamos extender o domínio de θ0 para todos os reais:

z 7→ θ̃0(z) := θ0(z(modπ))

e defina σ : [0,π/2]×R→{−1,1}, dada por

σ(θ ,z) :=

 1, se θ ≥ θ̃0(z),

−1, se θ < θ̃0(z).

Agora defina Φ1 : R∗+× [0,π/2]×R→ R, como sendo

Φ1(ρ,θ ,z) :=

 2
π

θ̃0(z)+σ(θ ,z)ρ, se ρ ≤ 2
π
|θ − θ̃0(z)|,

2
π

θ , se ρ > 2
π
|θ − θ̃0(z)|.

Agora para (ρ,θ ,z) ∈ R∗+× [0,π)×R, defina

Φ2(ρ,θ ,z) :=

 Φ1(ρ,θ ,z), se 0≤ θ ≤ π/2,

Φ1(ρ,π−θ ,z), se π/2 < θ ≤ π.
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Por último, defina Φ : R∗+× [0,2π)×R→ [0,1] dada por,

Φ(ρ,θ ,z) :=

 Φ2(ρ,θ ,z), se 0≤ θ ≤ π,

Φ2(ρ,θ −π,z), se π < θ < 2π.

E finalmente,

Exemplo 31. Defina f : R3 → [0,1], como sendo a função cujo o gráfico em coordenadas

cartesianas é o mesmo de Φ em coordenadas cilindrícas. Ou seja,

f (x,y,z) :=



Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
,z), se x > 0,y≥ 0

lima→y+ Φ(a, π

2 ,z), se x = 0,y≥ 0

Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
+2π,z), se x > 0,y < 0

Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
+π,z), x < 0

lima→y−Φ(−a, 3π

2 ,z), se x = 0,y≤ 0

Afirmação 1. A função f é contínua e subanalítica.

Inicialmente, mostraremos que f é contínua. Para isso não é difícil ver que Φ1 é contínua.

Com a continuidade de Φ1, pela definição de f , resta mostrar a continuidade nas fronteiras dos

octantes. Então começaremos verificando a continuidade de f no eixo z. Veja que calcular

o limite de f no eixo z, é fazer (x,y)→ (0,0)⇒ ρ → 0, em ambas as situações, teremos

Φ1(ρ,θ ,z) = 2
π

θ̃0(z)+σ(θ ,z)ρ → 2
π

θ̃0(z), pois caso ρ > 2
π
|θ − θ̃0(z)| ⇒ θ → θ̃0(z)

Como f (0,0,z)= lima→0+ Φ(a, π

2 ,z)=
2
π

θ̃0(z), resta calcular os limites aproximando-

se pelos quadrantes e pelos eixos x e y.



lim(x,y)→(0,0)Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
,z) = 2

π
θ̃0(z), se x > 0,y≥ 0

lim(x,y)→(0,0)(lima→y+ Φ(a, π

2 ,z)) =
2
π

θ̃0(z), se x = 0,y > 0

lim(x,y)→(0,0)Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
+2π,z) = 2

π
θ̃0(z), se x > 0,y < 0

lim(x,y)→(0,0)Φ(
√

x2 + y2,arctg
(

y
x

)
+π,z) = 2

π
θ̃0(z), x < 0

lim(x,y)→(0,0)(lima→y−Φ(−a, 3π

2 ,z)) = 2
π

θ̃0(z), se x = 0,y≤ 0

Veja que f é contínua no primeiro e quinto octante. Além disso, também é contínua

no semieixo positivo x. Vamos mostrar que é contínua no semieixo positivo y. Observe que é

suficiente fazer para o caso y0 > 0, logo

lim
(x,y)→(0,y0)

Φ(
√

x2 + y2,arctg(
y
x
),z) = Φ(y0,

π

2
,z) = lim

a→y+0
Φ(a,

π

2
,z) = f (0,y0,z)
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Agora verificaremos a continuidade nos octantes 2,3,6 e 7. Observe que é suficiente

estudar os limites de f , em {(0,y,z);z ∈ R e y ∈ R∗}. Veja que

lim
x→0−

arctg(
y
x
) =

−π

2 , se y > 0
π

2 , se y < 0

e

lim
x→0

Φ(ρ,θ +π,z) = lim
x→0

f (x,y,z)

Assim segue que

lim
x→0

Φ(ρ,θ +π,z) =

 limx→0 Φ(ρ, π

2 ,z), se y > 0

limx→0 Φ(ρ, 3π

2 ,z), se y < 0
=

 Φ(y, π

2 ,z), se y > 0

Φ(−y, 3π

2 ,z), se y < 0

Como

f (0,y,z) =

 lima→y+ Φ(a, π

2 ,z), se y > 0

lima→y−Φ(−a, 3π

2 ,z), se y < 0
=

 Φ(y, π

2 ,z), se y > 0

Φ(−y, 3π

2 ,z), se y < 0

Finalizaremos, verificando a continuidade no quarto e oitavo octante. Observe que

precisamos mostrar a continuidade na fronteira desses octantes com o primeiro e o quinto,

posteriormente na fronteira com o terceiro e sétimo octante.

Suponha x > 0, temos que

lim
y→0−

f (x,y,z) = lim
y→0−

Φ(ρ,θ +2π,z) = lim
y→0−

Φ(ρ,θ ,z) =

= Φ(x,θ ,z) = f (x,0,z)

e

lim
x→0+

f (x,y,z) = lim
x→0+

Φ(ρ,θ +2π,z) = Φ(−y,−π

2
+2π,z) =

= Φ(−y,
3π

2
,z)

como

f (0,y,z) = lim
a→y−

Φ(−a,
3π

2
,z) = Φ(−y,

3π

2
,z),

segue pelo Lema da colagem que f é contínua.
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Agora vamos mostrar que, f é subanalítica. Como as funções (x,y,z) 7→
√

x2 + y2

e (x,y,z) 7→ z são semialgébricas, temos que elas são subanalíticas. Além disso, sendo h : (R\

{0})×R2→ R dada por h(x,y,z) = arctg( y
x), temos que seu gráfico

Gra f (h) = {(x,y,z,w) ∈ (R\{0})×R3;w = arctg(
y
x
)}

= {(x,y,z,w) ∈ R4;x · tg(w)− y = 0,−π/2 < w < π/2 e x 6= 0}

é semianalítico. Logo, a aplicação (x,y,z) 7→ (
√

x2 + y2,arctg( y
x),z) é subanalítica em x 6= 0.

Pela Proposição 2.4.9, resta provar que Φ é subanalítica. Perceba que o gráfico

de θ̃0(z), quando intersectados com conjuntos semialgébricos limitados é um conjunto semi-

algébrico. Já σ e Φ1 é dado por desigualdades e igualdades de funções semialgébricas, logo

são semialgébricas. Veja que para Φ ser subanalítica, é suficiente que Φ2 seja subanalítica,

que depende apenas de Φ1 para ser subanalítica. Quando intersectamos com semialgébricos

limitados o gráfico de Φ2 e Φ, temos que eles são subanalíticos, veja 2.4.4.

Afirmação 2. A restrição de f ao conjunto Z = {(0,0,z);z ∈ R} não é constante.

Vamos calcular f (0,0,0) e f (0,0,2), verificando que são valores diferentes.

Veja que f (0,0,0) = Φ(0,0,0) = Φ2(0,0,0) = Φ1(0,0,0) = 2
π

θ̃0(0)+σ(0,0) · 0.

Essa última igualdade acontece pois, não podemos ter 0 > 2
π
|θ − θ̃0(z)| ≥ 0. Logo Φ1(0,0,0) =

2
π

θ̃0(0) e como θ̃0(0) = θ0(0) = 0, logo f (0,0,0) = 0.

Agora veja que f (0,0,2)=Φ(0,0,2)=Φ2(0,0,2)=Φ1(0,0,2)= 2
π

θ̃0(2)+σ(0,2)·

0. Essa última igualdade acontece pois, não podemos ter 0> 2
π
|θ− θ̃0(z)| ≥ 0. Logo Φ1(0,0,2)=

2
π

θ̃0(2) e como θ̃0(2) = θ0(2) = π−2 6= 0, logo f (0,0,0) 6= f (0,0,2).

Afirmação 3. Todo ponto de Z é largamente crítico, ou seja, Z⊂{u∈R3;0∈ Tf (u)}

Queremos mostrar que, todo ponto da forma u0 = (0,0,z0) é um ponto largamente

crítico. Tome z0 de modo que 0 < z0 < π/2 e seja θ0 = θ̃0(z0), veja que pela definição de θ̃0(z0),

temos 0 < θ0 < π/2.

Defina uma sequência θn = θ0 +
π

2n+2 e uma outra xn =
1

2n
√

1+a2
n
, onde an = tg(θn).

Por último, defina yn = anxn e portanto segue que ρn =
√

x2
n + y2

n =
√

x2
n +anx2

n = xn
√

1+a2
n =

1
2n
√

1+a2
n

√
1+a2

n =
1
2n .
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Agora defina

un := (xn,yn,z0) e ūn := (−xn,−yn,z0).

Veja que as sequências (un) e (ūn) convergem para u0. Além disso, temos que

f (un)= f (xn,yn,z0), como temos xn,yn > 0, segue que f (un)=Φ(
√

x2
n + y2

n,arctg(yn
xn
),z0). Veja

que, como yn = anxn, temos que arctg(yn
xn
) = arctg(an) = arctg(tg(θn)) = θn, como θn→ θ0,

podemos conseguir um n0 ∈ N de modo que, θn <
π

2 para todo n≥ n0. Portanto, para n≥ n0,

temos
f (un) = Φ(

√
x2

n + y2
n,arctg(yn

xn
),z0)

= Φ2(
√

x2
n + y2

n,arctg(yn
xn
),z0)

= Φ1(
√

x2
n + y2

n,arctg(yn
xn
),z0)

= 2
π

θn,

a última igualdade acontece, pois ρn =
√

x2
n + y2

n =
1
2n >

1
2n+1 =

2
π

π

2n+2 =
2
π
|θn−θ0|.

Calculemos as derivadas parciais de f , temos que ∂Φ

∂ρ
(un) = 0 = ∂Φ

∂ z (un) e ∂Φ

∂θ
(un) =

2
π

.

Calculando a matriz jacobiana da aplicação de mudança de variavéis (x,y,z) 7−→

(
√

x2 + y2,arctg( y
x),z), obtemos na segunda linha da matriz ∂arctg( y

x )

∂ z = 0,
∂arctg( yn

xn )

∂x = −yn
y2

n+x2
n

e
∂arctg( yn

xn )

∂y = xn
y2

n+x2
n
, veja que as demais linhas não importa pois ∂Φ

∂ρ
(un) = 0 = ∂Φ

∂ z (un), logo

obtemos

∇ f (un) =
2
π

(
−yn

y2
n + x2

n
,

xn

y2
n + x2

n
,0

)

e também conseguimos obter,

∇ f (ūn) =
2
π

(
yn

y2
n + x2

n
,
−xn

y2
n + x2

n
,0

)
observe que f é diferenciável em un e ūn, pois suas derivadas parciais existem e são contínuas

no primeiro octante do R3, essa continuidade só depende de Φ1 =
2
π

θ no aberto, {(ρ,θ ,z) ∈

R∗+× [0, π

2 ]×R;ρ > 2
π
|θ − θ̃0(z)|}.

Segue agora que, se un ∈ B(u0,ε), então ∇ f (un),∇ f (ūn) =−∇ f (un) ∈ {∇ f (u);u ∈

B(u0,ε)∩D f }, ao tomar o fecho convexo, temos que o segmento de reta que liga ∇ f (un),∇ f (ūn)=

−∇ f (un), passa pela origem e pertence ao fecho convexo. Consequentemente, o fecho contém a

origem e

0 ∈ ∩
ε>0

co{∇ f (u);u ∈ B(u0,ε)∩D f },
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onde D f denota o conjunto de todos os pontos onde f é diferenciável. Agora resta observar que

∩
ε>0

co{∇ f (u);u ∈ B(u0,ε)∩D f } ⊂ ∩
ε>0

co
{

∪
u∈B(u0,ε)

∂̂ f (u)
}
,

concluímos assim u0 é um ponto largamente crítico de f e como u0 foi tomado arbitrário em Z, a

afirmação está provada.

3.2 Um exemplo de função Lipschitz com domínio limitado, com o conjunto dos valores

críticos não finito

No Teorema 3.0.7, vimos que se U é limitado, então o conjunto dos valores críticos

é finito. Nessa seção, veremos um exemplo que se f for apenas localmente Lipschitz e não tiver

a hipótese de ser subanalítica, então não é verdade que o conjunto dos valores crítico é finito,

mesmo que U seja limitado.

Definiremos inicialmente funções auxiliares. Seja k um inteiro não negativo. Defina

fk : ( 1
2k ,

1
2k−1 )→ R, dada por fk(x) =−|x−Pk|+(Pk− 1

2k ), onde Pk é o ponto médio do segmento

[ 1
2k ,

1
2k+1 ].

Exemplo 32. Defina f : (−2,2)→ R de modo que f |(0,2) é dada pela justaposição das funções

fk nos seus respectivos domínios, f (0) = 0 e em (−2,0) satisfaz f (x) = f (−x).

Veja que a função é claramente Lipschitz, mas não é subanalítica em 0. Pois se seu

gráfico fosse subanalítico, então a intersecção com (−r,r)×{0}, para r > 0 qualquer, seria um

conjunto subanalítico, pela Proposição 2.4.1. Mas pela Proposição 2.4.8, todo subanalítico e

limitado da reta, deve ser composto apenas por uma quantidade finita de intervalo (degenerado

ou não degenerado), logo não é subanalítica.

Veja que a sequência (ak), dada por, ak = Pk− 1
2k é uma sequência formada pelos

valores críticos de f , mostrando assim que o Teorema 3.0.7, não é mais veridico se f não for

subanalítica.
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4 CONCLUSÃO

Foram estudados inicialmente alguns tópicos, como Derivada de Clarke e Geometria

Subanalítica. Posteriormente mostramos que se o vetor e1, está contido dentro do conjunto

dos pontos críticos de Clarke de uma função f subanalítica e localmente Lipschitz, então f

é constante ao longo desse segmento. Depois estendemos o resultado para cada componente

conexa do conjunto dos pontos críticos de Clarke. Como uma implicação desse resultado,

mostramos que o conjunto dos valores críticos de Clarke é enumerável e consequentemente,

possui medida de Lebesgue nula. Por fim, foi dado um exemplo que mostra a não veracidade

desse resultado, caso f seja apenas subanalítica e contínua.
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