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RESUMO

Neste trabalho, temos como objetivo principal estudar a geometria dos sélitons de Ricci gra-
diente shrinking completos e ndo compactos. Solitons de Ricci gradiente sdo solugdes auto-
similares do fluxo de Ricci e aparecem como singularidades do fluxo. Apresentaremos uma
prova para a estimativa de crescimento da fungdo potencial de um séliton de Ricci gradiente sh-
rinking completo e ndo compacto. Além disso, mostraremos que tais sélitons t€ém crescimento
de volume no maximo polinomial . Ambos os resultados foram provados originalmente por
Huai-Dong Cao e Detang Zhou em 2010.

Palavras-chave: séliton de Ricci; fluxo de Ricci; estimativa de volume.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to study the geometry of noncompact gradient shrinking Ricci
solitons. Ricci solitons are self-similar solutions of the Ricci flow, which appear as singularities
of the Ricci flow. We present a proof to the growth estimate of the potential function of a com-
plete noncompact gradient shrinking Ricci soliton. In addition, we present that such solitons
have at most polynomial volume growth. Both results were proved originally by Huai-Dong
Cao and Detang Zhou in 2010.

Keywords: Ricci soliton; Ricci flow; volume growth estimate.
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1 INTRODUCAO

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa. Dizemos que (M", g) é um sdliton de

Ricci se existe um campo de vetores V' € X (M) e uma constante A € R satisfazendo a equagdo

1
Ric + 5(5\/9) = Ay, (1)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci e £y € a derivada de Lie relativa ao campo vetorial
V € X(M), ambas calculadas na métrica g.

Os solitons de Ricci podem ser vistos como generalizacdes das variedades de Eins-
tein. Mais precisamente, se considerarmos V' € X(M) como um campo Killing ou um campo

de vetores identicamente nulo, teremos que
Ric = \g,

para algum )\ € R, que é precisamente a equacdo que define as variedades de Einstein.
Se existir f € C®(M) tal que V = Vf em M", entdo (M", g) é dito séliton
de Ricci gradiente, e neste caso a equagdo do soliton de Ricci, como veremos no Capitulo 3,
torna-se
Ric+ V2f = \g.

Os solitons de Ricci aparecem na teoria do Fluxo de Ricci, que foi introduzido por
Richard Hamilton em 1982, no artigo (8). O fluxo de Ricci € dado pela seguinte equagdo de

evolugao

579(t) = =2Ric(g(t)) com  g(0) = go.

Tal fluxo foi utilizado por Hamilton e vérios outros matematicos, incluindo G. Perelman, para
estudar variedades compactas de dimensao trés com curvatura de Ricci positiva. Em particular,
foi a ferramenta utilizada por Perelman para provar a célebre “Conjectura de Poincaré”. O fluxo
de Ricci modifica uma métrica inicial dada afim de obter uma nova métrica que tenha curvatura

constante, ou seja, um processo que busca uniformizar a curvatura de uma variedade.

No contexto do Fluxo de Ricci, os sélitons sdo solugdes auto-similares do fluxo, ou
seja, solucodes invariantes por difeormorfismo e scalings. Enders, Miiller e Topping mostraram

em 2011 que os blow-ups em torno de um ponto da singularidade do tipo I do fluxo de Ricci
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convergem para um séliton de Ricci gradiente shrinking.

Nesta dissertacdo, estudaremos os sélitons de Ricci gradiente shrinking completos
e ndo compactos. Apresentaremos primeiramente uma estimativa de crescimento da fungao po-
tencial do séliton de Ricci gradiente shrinking provado por Cao e Zhou (3). Mais precisamente,
discutiremos o seguinte resultado.
Teorema 1.1. Seja (M™, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo com-

pacto. Entdo a funcdo potencial f satisfaz

() — o _
—9 <

(r(z) +c)®

fla) < BEEL

onde r(x) = d(x, x) € a fungdo distdncia para um ponto fixado xo em M e ¢ é uma constante
positiva que s6 depende da dimensdo n e da geometria da bola unitdria centrada em o, By, (1).
O segundo resultado que serd discutido neste trabalho € uma estimativa superior
para o crescimento de volume das bolas geodésicas de um soéliton de Ricci shrinking completo
e nao compacto. Tal estimativa € motivada pelo teorema cldssico de comparagdo de volume
de Bishop, que garante que as bolas geodésicas das variedades completas e ndo-compactas
de curvatura de Ricci ndo negativa t€ém crescimento no maximo polinomial. Agora podemos
enunciar o segundo resultado que sera discutido neste trabalho.
Teorema 1.2. Sejam (M™, g, f) um séliton de Ricci gradiente, shrinking completo e ndo com-

pacto, e xo um ponto em M". Entdo, existe uma constante positiva Cy > 0, tal que
Vol(By,(r)) < Cyr"

para r > 0 suficientemente grande.

O resultado acima também foi provado por Cao e Zhou em (3) e podera ser visto
como uma aplicacdo do Teorema 1.1. Observe que tal estimativa também pode ser considerada
uma obstrucao para a existéncia de novos exemplos de séliton de Ricci gradiente, shrinking

completo e ndo compacto.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, inicialmente, revisaremos algumas ferramentas bdsicas de geome-
tria Riemanniana, assumindo ja haver familiaridade com fatos introdutorios de variedades di-
ferencidveis, métricas Riemannianas, derivadas covariantes e geodésicas. No final do capitulo,
as dltimas secdes serdo destinadas ao estudo de equagdes que serdo amplamente utilizadas no
Capitulo 3, como por exemplo, as variacdes dos comprimentos de arco, formula da Co-area e a
Identidade de Green.

2.1 Geodésicas

Geodésicas sdo curvas em uma variedade Riemanniana com acelera¢do nula ao
longo do tempo. Esta nocao € possivel através da defini¢do da derivada covariante ao longo de
uma curva, como iremos explicitar nesta secao.

Definicao 2.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana, com conexdo Levi-CivitaV e I C R

intervalo compacto. Uma curva parametrizada v : [ — M é dita geodésica no ponto ty € I se

D (d7> _0
de\dt/
emty. Se 7y é geodésica para todo t € I, entdo v é dita uma geodésica.

Observe que, nas mesmas hipdteses da definicdo anterior, temos

dt

D (dv(t)) Vi dy(t)

% adt

Definiremos, agora, a no¢do de distancia em uma variedade Riemanniana.
Definicao 2.2. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. A fungdo distdnciad : M x M — R
¢ dada por
d(p,q) = inf{L(~); vy curva suave ligando p,q € M},

onde L corresponde ao comprimento da curva.

Tendo em vista a Definicao 2.2, dizemos que uma curva suave ¢ uma geodésica
minimizante se for uma geodésica e for a curva suave de menor comprimento ligando os pontos
correspondentes as suas extremidades. Neste contexto, temos a seguinte proposicdo, cuja prova
pode ser encontrada em (6).

Proposicao 2.1. Sendo (M", g) uma variedade Riemanniana munida com a distdncia d : M x
M — R, teremos que (M", d) é um espago métrico. Mais precisamente, temos que:
(a) d > 0;
(b) paratodos p,q € M d(p,q) =0 se, e somente se, p = g;
(c) paratodos p,q,r € M, d(p,q) + d(q,r) > d(p,r).
A seguinte defini¢do serd recorrente ao longo deste trabalho.
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Definicao 2.3. Uma variedade Riemanniana (M", g) é dita geodesicamente completa se, dados
p,q € M, existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

De posse da Defini¢ao[2.3] veja que o comprimento de uma geodésica minimizante
¢ igual a distancia entre os pontos das suas extremidades.

Agora apresentaremos o Teorema de Hopf-Rinow que mostra equivaléncias para
o conceito de completude em uma variedade Riemanniana. A prova deste resultado pode ser
encontrada em (6).

Teorema 2.1 (Hopf-Rinow). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e p um ponto fixado
em M. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) Os conjuntos limitados e fechados de M™ sdo compactos.

(b) exp, estd definida em todo T,,M.

(c) M" é completa como espaco métrico.

(d) M™ é geodesicamente completa.

Ao longo deste trabalho, devido ao Teorema 2.1, sempre que dissermos que uma
variedade Riemanniana € completa, estaremos nos referindo ao fato de ser geodesicamente
completa.

Tendo em vista o conteido que serd abordado a seguir, para uma maior base nos
conceitos de fung¢do exponencial, € importante consultar (6).

Dado p € M, seja a aplicagdo exponencial
exp, : U C T,M — M,

dada por exp,(v) = exp(p,v), onde U é um aberto de 7),M, tal que a aplicagdo exponencial
¢ um difeomorfismo restrita a este aberto, onde exp(p,v) = v(|v|, p, hlj—|v), sendoy : [ — M
geodésica definida numa vizinhanca de p. Dessa forma, definimos a bola normal, ou bola
geodésica, de raio ¢ > 0 e centrada em p € M, como sendo exp,(B.(0)), onde B.(0) esta
compactamente contida em V' e exp,(0) = p.

Geometricamente, dado v € B.(0) C T,M, exp,(v) é o ponto na variedade ob-
tido percorrendo um comprimento de |v|, ao longo da tnica geodésica que passa por p, com

v

velocidade igual a ol calculada no ponto p.

2.2 Conceitos basicos sobre operadores

Ao longo deste trabalho, (M™, g) serd tratado como uma variedade Riemanniana
de dimensdo n com métrica g e com conexdo Levi Civita V. O anel comutativo das funcdes
suaves na variedade serd denotado por C'*°(M ).

Nesta secao, discutiremos alguns conceitos e resultados importantes sobre curva-
tura. Neste sentido, inicialmente, definiremos os operadores que serdo amplamente utilizados
nas proximas secoes, assumimos que o leitor tenha conhecimentos basicos sobre tensores, que

eventualmente, podem ser consultados em (12).
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Dada uma funcio suave f : M — R, definiremos o operador gradiente de f da
seguinte forma.
Definicao 2.4. Sendo f : M — R uma fungdo diferencidvel, definimos o gradiente de f como
sendo V f € X(M), tal que
9(Vf,X)=Vx/,

para todo X € X(M).
Em particular, o operador gradiente possui as seguintes propriedades, onde os deta-
lhes da demonstragao podem ser vistos em (6).
Proposicao 2.2. Sejam f,h € C*(M). Entdo:
(1) V(f+h)=Vf+Vh.
(2) V(fh) =hVf+ fVh.
Além disso, temos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.3. Seja f € C*(M). Dados p € M, v € T,M e uma curva suave vy : (—¢, €) —
M tal que v(0) = pe~'(0) = v. Entdo

9(V1,0) = 5o Wlmo

Em particular, sendo p um ponto critico, entdo V f(p) = 0.
Observe que sob as mesmas condi¢des da proposi¢ao anterior, se ¢ : R — R é uma

func¢do suave, entdo pela Proposicao 2.3, temos que

oo f)v) = w0 forn Dl

= W) (oDl
= W o NIV 0))

Consequentemente,
V(o f)=y¢'Vf.

Em coordenadas locais, temos a expressdao do gradiente de uma funcao suave defi-
nida na variedade, pela seguinte proposi¢ao, cuja demonstra¢ao pode ser vista em (1).
Proposicao 2.4. Sejam f € C*°(M) e U C M uma vizinhanga coordenada, com campos co-
ordenados /01, ..,0/0x,. Entdo, temos a representacdo do gradiente de f em coordenadas,
dada por

Vf= gklﬁi-
Oxk Oxt

Definiremos agora o divergente de um campo de vetores.

Definicao 2.5. Seja X um campo de vetores diferencidvel em M™. O divergente de X é uma

fungdo div(X): M — R, dada, para p € M e para um referencial local ortonormal definido
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numa vizinhaca de p, por:
n

div(X) =) g(Vx, X, X))
i=1
E importante destacar que o divergente de um (1, k)- tensor é o (0, k)-tensor obtido

por

divT (vy, .vp) == tr{w — (V)T (vy, .., )} = Zg((VXiT)(vl, o), X5,

onde {X;}, é uma base ortornormal de 7,/ e p é um ponto fixado de M™.

Agora definiremos o Laplaciano de uma func¢ao suave.
Definicao 2.6. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel. O Laplaciano de f é a fungdo
definida por Af = div(Vf).

A seguir temos o conceito de Hessiana.
Definicao 2.7. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel e p um ponto de M"™. A Hessiana de
f € o campo de operadores lineares (Hess f), : T,M — T,M, definido por

(Hessf),(v) = V,Vf

parav € T,M.

Observe que a Hessiana também pode ser definida como uma forma bilinear simétrica
Hess f(X,Y) = g(VxVf),Y),

para todo X, Y € X(M). Em outras palavras, a Hessiana é auto-adjunta.
Em coordenadas locais em torno de um ponto p fixado da variedade M", sendo
{% *_, os campos de vetores coordenados nesta vizinhanga, podemos expressar a Hessiana da

seguinte forma

0 0
V.V;f:= Hessf(a—%,axj) = <(V8%L_Vf), 8_%>
Agora mostraremos que o traco da Hessiana € igual ao Laplaciano

Proposicao 2.5. Seja f : M — R uma fungao diferencidvel. Entdo,
Af =tr(Hessf).

Demonstracdo. Como a Hessiana é um tensor, basta provarmos o resultado em um ponto p de
M™. Nesse sentido, dado p € M, seja U C M uma vizinhanga coordenada em torno de p onde

esteja definido um referencial ortonormal { X1, ..., X, }. Portanto, temos que
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tr(Hess f), = Y g((Hess f)p(Xi), Xi)(p)

k=1
- Z g(VXka, Xk)(p>
k=1
— div(Vf) = AF. @)

2.3 Curvatura

Nesta secdo falaremos dos tensores de curvatura. Essas no¢des generalizam as defini¢coes de
curvatura vistas em geometria diferencial no R3, que possuem um importante papel nos estudos
de curvas e superficies.

As curvaturas seccional, de Ricci e escalar sao oriundas do tensor de curvatura de
Riemann, que por sua vez, intuitivamente, mede o quao uma dada variedade Riemanniana se
difere do espaco Euclidiano. Neste sentido, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 2.8. Seja (M", g) variedade Riemanniana. A curvatura de Riemann é o (1, 3)-tensor
Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

Rm(X, Y)Z = vayZ — VyVXZ — V[Xy]Z

paratodo X, Y, Z € M.

O tensor curvatura de Riemann também pode ser interpretado como sendo um tensor
Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*(M),

dado por
Rm(X,Y,Z, W) = g(Rm(X,Y)Z, W).

A proposi¢do a seguir serd importante ao longo deste trabalho e sua prova pode ser
encontrada em (6) e (11).
Proposicao 2.6. O tensor curvatura de Riemann Rm satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Rm(X,Y, Z,W)=—-Rm(Y, X, Z,W)=Rm((Y,X,W, Z)
(2) Rm(X,Y, Z, W)= Rm(Z,W,X,Y).
(3) Primeira Identidade de Bianchi:

Rm(X.,Y)Z 4+ Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0.
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(4) Segunda Identidade de Bianchi:
(VzRm)(X,Y, W)+ (VxBRm)(Y,Z, W)+ (VyRm)(Z, X,W) = 0.

Prosseguindo, definiremos a noc¢do de curvatura seccional, que € principalmente
motivada pelo conceito de curvatura Gaussiana de uma superficie no R®. Mais precisamente,
temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.9. Seja P C T,,M um subespago bi-dimensional do espago tangente. Definimos a

curvatura seccional do plano P, no ponto p € M, por

wo(X,v) o IEMXYYX)
XY™ = 9(X,Y)

onde X, Y € P sdo dois vetores linearmente independentes de I}, V. Destacamos que o valor
da curvatura ndo dependerd da escolha dos vetores que geram P.
Definiremos agora as demais curvaturas comentadas acima.

Definicao 2.10. O tensor curvatura de Ricci
Ric: X(M)* — C=(M),
definido como sendo o trago do tensor curvatura de Riemann, isto é,
Ric(Z, X) = tr{W — Rm(W, Z)X}

onde XY, 7 € X(M).
Considerando o conjunto de vetores ortonormais { X }7_; em 7,,M, temos que da-

dos v, w € T,,M, entdo

n

Ric(v,w) = Zg(Rm(Xk,v)w,Xk). 3)

k=1
Essa expressdo nos diz, em particular, que o tensor de Ricci é um tensor bilinear simétrico.

Destacamos ainda que ele pode ser visto como um (1, 1)-tensor simétrico

Ric(v) = Z Rm(v, Xj) X.
k=1

O trago do tensor de Ricci nos fornece a fun¢do curvatura escalar.

Definicao 2.11. A curvatura escalar é uma fun¢do R : M — R dada por
R =trRic.

Em uma base ortonormal, como anteriormente, temos
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R = Zg(Ric(Xi),Xi)

= ) g(Rm(X;, Xi) Xy, X;)

kyi=1

= 2)  g(Rm(X;, Xp) X, X;)

k<i

= ZZsec(Xi,Xj). 4)

k<i

Observe, ainda, que expressando as curvaturas citadas acima em coordenadas, tere-
mos que a curvatura de Riemann, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar sdo, respectivamente,

dadas por:

o o 9 0 o oo 8.
L. Rijkl:Rm(amﬂT = _) :9(Rm(axu£)ﬁ’a_zl)’
2. Ry = ¢* R, que é o trago do Item 1;

3. R = ¢"*R;, que é o traco do Item 2.

Para o que segue € importante comentarmos que a métrica g em uma variedade

Riemanniana (M", g) é paralela, isto é,

Vigij = V_o gy

Az,

o 0 0 0
= <v&8_m,-’ a—x]> + <8_xi’ V%(f)—x]>
0.

(&)

Provaremos agora a seguinte proposi¢do, que faz uso do fato da métrica ser paralela
e da Proposicao [2.6]
Proposicao 2.7. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Entdo valem as seguintes identi-
dades:
(1) """V Rijiy = (divRm) i = ViRj — V Rjy.
(2) §"" VRt = ViR = 3(ViR).

Prova. Pela segunda identidade de Bianchi, temos que

ViR + Vi Rijim + ViRijme = 0.



18

Tomando o traco em ¢ € m obtemos
9" (VmRijr + ViRijim + ViRijmi) = 0.

Agora, usamos o fato da métrica ser paralela, isto € (3)), para concluir que

Vg Rijtr + Vg™ Rijim + V19" Rijmp = 0. ©

Além disso, pelo Item (1) da Proposi¢ao|2.6/e a Defini¢ao 2.7 obtemos

Vg™ Rijur + Vg™ Rijin + Vig"™ Rijt. = div(Bm) ju — Vig"™ Rjitm + Vg™ Rijmpe, - (7)
isto €,
(diva)jkl — Vkle + Vlek = 07

e portanto, obtemos o resultado desejado.

Para provar o Item (2) usaremos, primeiramente, o primeiro item para concluir que
9"V i Riji = ViRj — Vi Rjy..
Tomando o traco dessa expressdo em j e [, concluimos que
99"V Rijiw = ¢ ViR

Agora, tomando o traco com respeito a j e [ chegamos a

glekle — gﬂVlek = nglejl - gjllejk
= ViR — ¢'ViRj;. = Vi.R — ¢"™V,, Rit..

Organizando os termos obtemos

VkR - glmeRzk = meVmRzk

Isto conclui a demonstracao.
[

O préximo lema, encontrado em (6), serd usado na prova do Teorema 2.2, que serd
a férmula de Bochner, ferramenta muito poderosa em geometria.
Lema 2.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e p € M. Entdo, existem uma vizinhanga

U C M, tal que p € U, e um referencial ortonormal definido em U, dado por {X;}!_,, onde,
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no ponto p, temos que V x, X;(p) = 0, para todos i,j = 1, ... n.

Agora, enunciaremos a formula de Bochner.
Teorema 2.2 (Férmula de Bochner). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Entdo, para
todo f € C*°(M), temos

%Ayvﬂ? = |V2f2 + (V£,VAS) + Ric(V £,V f),

onde V? f também representa a Hessiana de f.

Prova. Fixadop € M, seja {X;}?_, referencial ortonormal local, suave, definido numa vizinhanga

contendo p, tal que Vx, X (p) = 0, o que € possivel devido ao Lema De fato,
LAvse = IS xxws v
2 - 2 Z:1 T 3 )
= Y XV, VL V)
=1

— iXiHessf(Xi, V)

i=1

= Y XiHessf(Vf X)), (8)
=1

onde (8) é devido ao fato da Hessiana ser simétrica. E, assim, continuando de (8), temos que

> XiHessf(Vf X;) = EXAVW(W), Xi)
=1 =1

= Y ((Vx, Vv,V X))+ (Vo VE Vi, X))
=1

= Y (Vx,Vy,Vf X)),

i=1

A tltima igualdade é devido a condi¢do imposta ao referencial local, que é Vx, X;(p) = 0.

Continuando, observe que

n n n

Y AV Ve VLX) = D (RXL,VAVEX)+ > (Vo ViV, Xi)

i=1 i=1 i=1
n

+> (Vixwn Vi Xo).

=1
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Na ultima igualdade, usamos o fato que, para: = 1, ..., n, temos

—Vix,vnVl/.

Assim, substituindo em (§)), obtemos

n

SAIVIP = D (RO VAVEX) + 3 (Ve Va Vs, X) ©)

=1

+> (Vix.vnV/ Xi)

i=1

= Ric(Vf,Vf)+> (Vo;Vx VX)) (10)

i=1

+Z<V[X¢,Vf]vf» Xi). (11)

=1

Agora afirmamos que:
1. E?:l(vaVXivﬁ Xl> = <Vf, V(Af)>,
2. Y (Vix,vn VI Xo) = [V2fI2
E com isso concluiremos a prova da férmula de Bochner. De fato, note que

n n

D AVe ViV X) =Y VIV VX)) =D (VX VS, VorXy).
i=1

=1 i=1
Mas pela defini¢éo do laplaciano de f, Y . (Vx,Vf, X;) = Af, e também, como no ponto

p € M temos (Vx,Vf,Vy;X;) = 0, pois Vx,X; = 0 em p, parai,j = 1,..,n, concluimos
que

n n

D_VIVX VLX) = Y (VX VS VorXs) = VIQ (VxVS, X))

i=1 i=1
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provando, assim, a primeira afirmacdo. E, por fim, em p € M", temos que

n

D (VixwnViXi) = > Hessf((X:, Vf], X))

i=1

= ZHessf(VXin—VVthXi)

= ZH@SSf(VXin, X;) — Z Hessf(VyiXi. X;)

i=1 i=1

— ZH@SSf(VX,-Vf7 Xi),

i=1
onde usamos o fato de Hessf(VyX;, X;) =0, ¢ = 1,..,n. Assim,

n n

> (VixwnVEX) =) (Vx, VI Vx V).

i=1 i=1

Portanto,

n

> VXV VxV[) = |Hessf[*

=1

Provando, assim, a segunda afirmacao e concluindo a prova da férmula de Bochner. [

Uma outra versdao da formula de Bochner, que apresentaremos como lema, e serd
utilizada na prova do Lema 3.1, € a seguinte:
Lema 2.2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana, e f € C*(M). Entdo, vale a seguinte

formula
div(V?f) = Ric(Vf) + VAS.

A prova do Lema 2.2 encontra-se em (1).

2.4 Variacao do Comprimento de Arco

Nesta secdo, falaremos da teoria de variagdo do comprimento de arco que, através
dos Lemas 2.3 e 2.4, serd essencial para demonstrar o Teorema 3.1. Para ver as demonstragdes
detalhadas do Lema 2.4 e Lema 2.3, veja (5).

Sejay : [a,b] C R — M™ caminho diferencidvel. O comprimento de ~ é obtido

por

L) = [ bl
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Além disso, a funcdo distancia é dada por
d(p,q) := inf L(v),

onde o infimo é tomado sobre as curvas diferencidveis ligando os pontos p,q € M. Um seg-
mento de geodésica € dito minimizante se 0 seu comprimento € igual a distancia entre suas
extremidades.

Seja s : [a,b] — M"™, s € (—¢,€), uma familia de curvas suaves em M". Dali,

definimos a variacio prépria como sendo a aplicacio suave
a:fa,b] x (—€€) = M"

dada por v(t) = a(t,s) e vs(a) = a(a,0), vs(b) = a(b,0). Definimos o campo vetorial ao

longo de «(s, t), com uma das varidveis fixadas, em cada caso, por:

U .= m(%),v: a*(%).

Deste modo, note que
b
L) = [ Ueuo)a,

com s € (—e, €). Estamos prontos para enunciar a primeira varia¢do do comprimento de arco.
A seguir, para o Lema 2.3 e Lema 2.4 consideramos que (/" g) é uma variedade Riemanniana.
Lema 2.3 (Primeira variacdo do comprimento de arco). Seja s : [a,b] — M™, s € (—¢,e€),

uma variacdo propria, e estando s parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

T(vs)| = 1.

Assim, vale

d

b
B op L) = 9T W), —/ g(W, VyU)dt.

Definimos agora uma aplicagdo suave « : [a,b] X (—¢,€) X (—0,) — M™, que tem

valores numa familia de curvas a 2-parametro por

a(t,v, 2) = Y:(1),
onde 7, : [a,b] - M,ev € (—e€€), z € (—6,0). Além disso, para U, V, Z € X(M),

considere
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0
U = O@(E),

0
V o= Oé*(%%

0

Dessa forma, estamos prontos para enunciar a segunda variacdo do comprimento de arco.
Lema 2.4 (Segunda Variagdo do Comprimento de Arco). Sejam (M™,g) uma variedade Ri-
emanniana, e vy, : |a,b] — M, onde v € (—¢,€), z € (—0,0), uma variagdo prdpria a

2-parametro. Se 70,0y € parametrizada pelo comprimento de arco, entdo:

d2 b
O oy = [ {0V V02) — g(VV. 0V Z U (12)

—/abg((VUVZV—VZVUV—V[U,Z}V),U)dt (13)
— /bg(VVZ, VoU)dt + g(Vy Z,U)|5.
Recordando da defini¢do do (3, 1)-tensor de curvatura
Rm(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VxyZ,

para X, Y, Z € X(M), podemos substituir por g(Rm(U, Z)V,U).

Tomando no lema acima Z = V e fazendo VyU = 0 com |U| = 1, teremos o
seguinte corolério.
Corolario 2.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e vy familia a 1-pardmetro de cami-
nhos suaves com extremidades fixas e vy, geodésica parametrizada pelo comprimento de arco.

Entdo:

d2 b
@L(%) ls=0= / (|IVoV — g(VuV,U)U|* — g(Rm(U,V)V,U))dt.

Dados W, T € X(M), definimos
(VeW)* = (VoW) = g((V2 W), T)T.

Uma geodésica € dita estdvel se sua segunda variacdo de comprimento de arco €
nao negativa.

Provaremos a seguir uma desigualdade que serd usada na prova do Teorema 3.1.
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Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e considere y : [a, b] — ]\/[ uma geodésica
estdvel e parametrizada pelo comprimento de arco. Considere também { X;}7~}' como sendo um
referencial ortonormal paralelo ao longo de v e ortogonal a ~'. Portanto, pelo Corolario

e tomando U = “f aolongode ye V =4 > ") ' X;, também definido ao longo de +, sendo

v M"—R fungao continua e suave por partes ao longo de v, obtemos que

n—1 b
> / (Y @X)]P = g(Rm(y, X)X,y )dt > 0. (14)
i=17a

Por outro lado, ja que o referencial € paralelo ao longo da curva ~y, observe que

d
VX, = YV X+ Ew(’Y(t))X

= Soln)X

dy
—X;.
dt

Em particular, deduzimos que

(Vo0 Xi) P = g(Vy X, Vo Xi) + (9((V, 'in)a’Y/))z
_ dw dy de
d ., dyp
(dt iy i), (15)
ja que {X;}!~]' é ortogonal a 4’ ao longo de ~, e portanto,
dip
(dt X’H/Y) 0

Também, como |X;|? = 1, temos de (15} , que

q2 _ 4
(T2 = (52,

Assim, como

n—1

S g(Rm(y, X5) X0, )

=1

segue de que

n—1

> g(Rm(X;, '), X;)

=1
Ric(v',7'),

b b
m—m/ﬂ%%z/w%M%ww (16)

dt
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2.5 Identidade de Green, Formula da Co-area

Estabeleceremos aqui alguns resultados importantes para o que serd discutido no
proximo capitulo. Inicialmente, com intuito de dar uma base mais sélida para o enunciado
da Férmula da Co-drea, um dos principais resultados desta sec¢do, relembremos a seguinte
definicdo.

Definicao 2.12. Seja F' : M — N uma aplicacdo suave entre variedades diferencidveis. A
aplicagdo F ¢ dita submersdo se, para todo p € M, tivermos (F.), : T,M — Tp,) N sobreje-
tiva.
Com isso temos a seguinte proposicao, cuja prova estd em (12).
Proposi¢io 2.8. Seja ' : M — N submersdo. Entdo, dadop € N, F~(p) é uma subvariedade
mergulhada de M.

Enunciaremos agora o Teorema de Stokes. Para uma prova detalhada, consulte (12).
Teorema 2.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensédo n com bordo suave 0N

e seja w uma (n — 1)-forma de suporte compacto. Entdo,

/dw:/ w.
M oM

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n e orientada. Entdo existe

uma unica n-forma diferenciavel alternada tal que
QP<X1’ ey Xn) == 1

para todo p € M, e toda base ortonormal orientdvel {X;}" ; em T,,M. Tal forma ¢ dita forma
volume Riemanniano, e € comumente denotada por dV/,.

Como consequéncia do Teorema [2.3| temos o seguinte resultado, conhecido como
teorema da Divergéncia, que pode ser encontrado em (12).
Teorema 2.4 (Teorema da Divergéncia). Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta

de dimensdo n. Se X € X(M) é uma campo de vetores diferencidvel em M™, entdo

/ div(X)dV, = / (X, N)dA
M oM
onde N é a normal exterior definida no bordo, dV, a forma de volume Riemanniano e dA a
forma induzida pela forma volume Riemanniano dV,, definida bordo da variedade.

Como consequéncia imediata do Teorema 2.4 obtemos a primeira identidade de
Green, que pode ser encontrada em (5).
Corolario 2.2 (Primeira Identidade de Green). Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana

orientdvel e fungées suaves ¢, : M — R. Entdo, sendo dV; a forma de volume Riemanniano
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em M e dS a forma de volume induzida em OM, temos que

/M (6Ap + (Vi, Vi) )V = /a (T, N}

onde N é a normal unitdria definida em OM.

Agora podemos enuciar a férmula da Co-drea, cuja demonstracdo de uma versao
mais geral do teorema pode ser encontrada em (10).
Teorema 2.5 (Férmula da Co-drea). Sejam M" e N* variedades Riemannianas, com k < n,
e suas respectivas formas de volume dadas por dVy; e dVy. Seja F' : M — N submersdo
diferencidvel. Para cada q € N, defina M, :== F~'(q). Seja w, a forma de volume de M,,
induzida por dVy;. Também, para cada p € M, defina o Jacobiano de F', como sendo J : M —
(0, 00), dado por

J(p) = [ det((F.),((F.),)7),

que é invariante por mudanga de coordenadas locais, sendo F representacdo de F' em coorde-
nadas locais.

Assim, obtemos que

[ avi=[avi [ q %p)wq(p).

Note que, de fato, pela Proposi¢do 2.8, M, := F~!(q) é uma subvariedade dife-
rencidvel mergulhada de M. E, portanto, pode ser tratada como uma variedade diferencidvel,
sobre a qual integramos no Teorema

Por uma questéo de notagdo, seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Tomando
p € M,r > 0tal que B,(r) C M, e sendo dV, sua forma de volume, temos que o volume de

uma bola centrada em p e de raio r € denotado por Vol(B,(r)), e € dado por

Vol(B,(r)) = /B K2
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3 SOLITONS DE RICCI

Neste capitulo, inicialmente, definiremos e demonstraremos fatos importantes so-
bre sélitons de Ricci, que serd o objeto de estudo deste trabalho. Apds, demonstraremos os

principais teoremas, presentes no artigo de Cao e Zhou (3).

3.1 Definicoes e exemplos em solitons de Ricci gradiente

Definicao 3.1. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana, e sejam X,Y, 7 € X(M). A deri-

vada de Lie na métrica g é dada por:
(Lxg)(Y,Z) =g(VyX,Z) + g(Y.V2X).

Portanto, sejam f € C*°(M), {3>}, um referencial local coordenado, e tomando

X=VfYy=>= eZ:a%jteremosque

o 0
Evﬂi(a—xi’ a—x) (£Vfg)ij

2V 5):

J

= 29<V

onde usamos que g(Vain, 8%7_) = g(Vain, %).
Definicao 3.2. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa. Dizemos que (M™, g) é
um séliton de Ricci se existirem A € R e X € X(M) tais que

1

Quando X = V[ em X(M), onde f : M — R é uma fungdo suave, entdo denominaremos
soliton de Ricci gradiente. Nestas condigdes, o sdliton serd representado por (M™, g, f, \).
Desta forma, como ja definimos, Hessf(X,Y) = g(VxVf,Y), paratodo X,Y €

X(M), temos que em coordenadas locais

0
2V, a—%) (18)

(Hessf)ij = g<V

Portanto, substituindo os campos de vetores coordenados na equagao (I7)), e usando (I8), obte-

mos

/0 0 1
Rw<8_xi’ 8_%) +5(Lvrg)iy = Rij + (Hess f)ij = Rij + ViV, f.
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Dessa forma, temos a equagdo do séliton de Ricci gradiente, em coordenadas locais, dada por
Rij + Vlv]f = )\gij-

Se A =0, >0, A\ <0, entdo o séliton de Ricci é chamado steady, shrinking, expanding,
respectivamente. De acordo com o que fora provado no Teorema 2.3 de (1), no caso de A > 0,
podemos normalizar A = %, originando um soéliton de Ricci gradiente shrinking cuja equagao
sera

Ri; +V,V,f = %gi]‘. (19)

Isto €, )
Ric+ Hessf = 39

Agora, apresentaremos um exemplo de séliton de Ricci gradiente.
Exemplo 3.1. O séliton Gaussiano (R", gy) é um séliton de Ricci gradiente, onde g, é a métrica
2
canénica do R", e com funcdo potencial f : M — R, dada por f(x) = %. De fato,
considerando o referencial coordenado ortonormal de R", vindo da parametrizacdo global

Id : R™ — R"™ como sendo {% » |, temos que

k=n
o 0 o 0.0 0
RZZR a. 9. )™ R a. 9. J)a. 9. )~
J ZC(@xz (91:]) - g( m(f)xk 81’1 (91:] 8xk>
pois Rm(%, azi )% = 0, jd que as derivadas covariantes comutam. Por outro lado, note que
i
V.V,f = 7]

e assim, como g;; = 0;;, vale a equagdo do soliton de Ricci gradiente para X =

satisfaz (19).

Vejamos agora mais dois exemplos de solitons de Ricci gradientes. O seguinte

, isto é,

exemplo estd demonstrado em visto em (1).
Exemplo 3.2. Considere a variedade Riemanniana (R?,g), com carta globalmente definida

Id : R? — R?, onde a métrica g é definida em coordenadas por

_da? + dy?
I T2+

e considere f : R? — R, dada por
fla,y) = —log(1+2* +y°).

Entdo, teremos um soliton de Ricci gradiente steady. Isto é, satisfazendo Ric + Hessf = 0.

A seguir, apresentaremos outro exemplo de séliton de Ricci gradiente shrinking
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completo e ndo compacto.
Exemplo 3.3. Considere o produto da esfera com a reta real, S"' x R, t € (—00,0),n > 3, e

a familia de métricas nesta variedade produto, definida para cada t, por
g(t) = 2(n — 2)|tlgsn 1 + dr®,

onde gsn—1 é a métrica candnica definida na esfera, e dr? a métrica candnica definida na reta
; o -1 —1 1
real. Definindo f(0,r) = ﬁ,para eSS, reRet <0, temosque (S ' xR, g, Af, W)
é um soliton de Ricci gradiente shrinking.
Apresentaremos alguns fatos importantes envolvendo a fun¢do potencial, em prol
de primeiramente provarmos o Teorema 3.1.

Lema 3.1. Seja (M", g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo satisfazendo
1
Rij + Vzv]f = 59@‘-

Entdo, temos as seguinte equagoes:
1. R+ Af=73%;
2. VR = 2Ric(Vf);
3. R+ |V~ f=Co,
onde Cy é uma constante real. A menos de adicionar uma constante a fungdo potencial f,

definindo assim uma nova fun¢do potencial, podemos considerar
R+|Vf[*=f.
Prova. Para a prova da primeira igualdade, Item 1, tome o traco da equacao fundamental
1
Rij +V,V;f = 59

e dai
n

Z gii(Rn' + V;V.f)

i=1

n
= 57
e portanto, 2 + A f = 7. Estabelecendo assim, a primeira identidade.

Para provarmos a segunda identidade, relembre que a métrica € paralela e portanto,

tomando o divergente da equacao fundamental, temos que
divRic + div(V?f) = 0.
Agora usando a Proposicdo 2.7 (2), temos que

%VR = divRic,
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e concluimos que
1
§VR + div(V2f) = 0.

Pelo Lema 2.2, temos que div(V?f) = Ric(V f) + VAf, e assim,

1

§VR + Ric(Vf)+ VAf =0. (20)
Em coordenadas, essa expressao € equivalente a

%ViR—l—Rij(ij) +V,Af =0. 21
Por outro lado, derivando o Item 1, R + Af = 5, obtemos
ViR+ V;Af = 0.
Substituindo em , temos V;R = 2R;;(V; f), isto é,
VR =2Ric(Vf). (22)
Para a prova da ultima identidade, Item 3, considere a funcao ¢ : M — IR, dada por
p(r) = R(x) + [V f(2)]? — f(2).
Deste modo, temos a expressdo do gradiente da funcao
Vo =VR+V|Vf?-VFf.
Mas, de (22), temos que

Vo = VR+VI|Vf?-Vf (23)
= 2Ric(Vf)+ V|Vf]? -V

Agora, para Y € X(M), temos que
(VIVI2Y) =Y(VI*),
pela defini¢do de gradiente de uma funcao suave, e dai,

Y|V = Y(V[,Vf)
= 2AVyV/[, V)
= 2Hessf(Vf,Y)
= 2(Vy, VYY),
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onde usamos na pendltima igualdade que o Hessiano € um operador simétrico. Portanto, como

Y € arbitrario, temos, pela defini¢do do gradiente de uma fungdo aplicada a fungdo |V f|?, que
VIVf|? =2Vy; V.
Portanto,

Vo = V(R+|Vf )

= 2RZC(Vf) + QvaVf - Vf

Deste modo, pela equacdo fundamental, temos que Vo = 0 em M, e entdo ¢ é constante em

M. Consequentemente,

para uma constante real C'. 0
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3.2 Soélitons de Ricci gradiente shrinking

Nesta se¢do, apresentaremos os principais resultados deste trabalho. Em todos os
resultados nos restringimos ao estudo dos sélitons de Ricci gradiente shrinking completos e ndo
compactos. O primeiro resultado fornece estimativas, superior e inferior, para o crescimento
da fun¢do potencial. O segundo resultado d4 uma estimativa superior para o crescimento de
volume das bolas geodésicas de raio suficientemente grande.

Agora, enunciaremos o primeiro teorema, resultado que foi obtido por H.-D. Cao e
D. Zhou em (3).

De agora em diante, (M™, g, f) sera um séliton de Ricci gradiente, shrinking com-
pleto e ndo compacto.
Teorema 3.1. Seja (M™, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo com-

pacto. Entdo a funcdo potencial f satisfaz

(r(z) — 1)’
4

(r(z) + )’
< flo) < LT
onde r(x) := d(xg,x) é a fun¢do distancia para um ponto fixado xo de M", e c¢1,co > 0 sdo
constantes positivas que so dependem da dimensao n, e da geometria da bola unitdria centrada
em o, By, (1).

Note que se tomarmos ¢ := maz{cy, ca} > 0, obtemos

(r() — o) _
—9 <

(r(@) + o)

flo) <

De fato, no decorrer deste trabalho, faremos uso desta observagao, mas ao citarmos o resultado
que estd sendo utilizado, citaremos simplesmente o Teorema 3.1, uma vez que tal observacao
seja uma consequéncia direta de tal teorema.

O séliton de Ricci Gaussiano, visto no Exemplo 3.1} ¢ um séliton de Ricci gradiente
shrinking ndo compacto, onde a fungdo potencial f : M — R satisfaz f(z) = 1r%(x). Este
exemplo nos garante que a estimativa superior e inferior do Teorema 3.1 sdo 6timas.

O segundo teorema, Teorema 3.2, obtido por H.-D. Cao e D. Zhou, no artigo (3),
consiste de uma estimativa superior para a taxa de crescimento de volume das bolas geodésicas
de um sdliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo compacto. Enunciaremos agora o

segundo teorema.

Teorema 3.2. Sejam (M™, g, f) um sdliton de Ricci gradiente, shrinking completo e ndo com-

pacto, e xo um ponto fixado em M". Entdo existe uma constante positiva Cy > 0 tal que

Vol(By, (1)) < Cyr",



33

para r > 0 suficientemente grande.

A estimativa do Teorema 3.2 € 6tima, pois, considerando novamente o Exemplo 3.1,
do sdliton de Ricci Gaussiano, temos que a o volume de uma bola geodésica de raio » > 0 € da
ordem C'r™, onde C' é uma constante positiva. Assim, podemos considerar que o crescimento
de volume de um sdliton de Ricci shrinking gradiente completo e ndo compacto € no maximo

Euclidiano.

3.3 Comportamento assintético da funcao potencial

Nesta secdo provaremos o Teorema 3.1. A seguir, obteremos a estimativa superior
para a fun¢ao potencial em termos da fungdo distancia.
Lema 3.2. Seja (M™, g;;, f) um sdliton de Ricci gradiente shrinking completo, com a fungdo
potencial satisfazendo

R+ |Vf*—f=0.

Seja um ponto xy € M fixado, e r(x) := d(x, x¢). Entdo, vale:

L f(z) < (r(z) +2/f(w0))>

2. [Vf()] < br(e) + /Flwa).

3. R(x) < L(r(2) + 20/ F(ao))>

Para provarmos o Lema 3.2 usaremos o seguinte lema que € um caso particular da

Proposicdo 5.5 de (2).
Lema 3.3. Seja (M™, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo. Entdo, na métrica
g, temos que R > 0, isto é, a curvatura escalar de M" é ndo negativa.

Agora provaremos o Lema 3.2.

Prova. Usando o Lema 3.3, temos R > 0 e usando que f = R + |V f|?, temos que f > 0. Em

particular,
0<|Vf?< S
Em coordenadas, temos 9f 9
V - Zj—.
F=9 oxJ 0xt

Entao,
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Portanto,

VI = |

2fvf
m\vﬂ-

Sendo 0 < |V f|?> < f, temos que |V f| < /f, e entdo

1
VI < 5

Considere h : M — R, dada por h(z) := +/f(z). Sendo M uma variedade
Riemanniana completa, para todos pontos x, y € M existe geodeswa minimizante ligando = e
y. Sejar :=d(x,y) e o : [0,7] — M tal geodésica minimizante, donde «(0) = z e a(r) = v.
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

>

hy) = hx) = (féd (0))
_ /0 i
= /0 (Vh,d(

Na ultima igualdade usamos que

d /
Sh(a(t) = (Vh,a (1),

Agora, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz concluimos que

)~ bl < [ [(Vhlat). @)
< [ 19

L[, d(z,y)
< —_ g
< 5 [ =25,
jaque |[Vh(a(t))] < 3.

Portanto, como « € uma geodésica minimizante, temos que

h(y) — h(@)] < Jd(z.y).
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Logo, a fungdo h € Lipschitz. Entdo, para um ponto z fixado, temos

f(@) =/ fxo) < |V (@) =V [flwo)|
< (@),
2
implicando que .
f() < 7(r(@) +2v/f(w0))" 24)

Isto prova o primeiro item.
Continuando, como 0 < |V f|> < f, temos de (24), que

V()

IN

(@)
10 @) + 23/ @),

IN

implicando que .
IVf()] < 5r(z) + v f(z0).

Para concluir a prova do lema, usaremos que R(z) + [V f(z)]*> — f(z) = 0eo

primeiro item para deduzir que

R(z) = f(x)—|Vf(2)]®
< flx)
< 0 @) + 2/ F),
o que implica
R(z) < 3(r(x) + 2/ F))?
e isto finaliza a prova do lema. [

Provaremos a seguir a estimativa inferior para a funcdo potencial em termos da
funcdo distancia. Em particular, combinando a proposicao a seguir com o Lema 3.2 obteremos
o resultado enunciado no Teorema 3.1. Mais precisamente, temos a seguinte proposi¢ao.
Proposicao 3.1. Seja (M", g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo com-

pacto satisfazendo:

1
Rij + ViV, f = 59
R+|VIP° =]

Entdo, fixado xy € M, temos
1
F@) 2 () — e,

onde ¢, é uma constante positiva que depende somente de n e da geometria de g;; na bola
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unitdria em B, (1).

Prova. Inicialmente, para s, > 2, defina uma fung¢io cur-off ¢ : [0, so] — R como

s,se0<s<1,
P(s) =41, sl <s<sp—1,

Sg—S,sesp—1<s<s.

Considere uma geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco
v : 10,80 — M, com 25 = (0). Por abuso de notagdo, como o comprimento de qualquer
segmento de geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco realiza a distancia
entre os pontos correpondentes as suas extremidades, podemos definir ¢ : M — R, uma funcao
radial, continua, diferencidvel em quase todos os pontos e suave por partes ao longo de -, tal
que, para s € [0, 5o, temos ¢(s) = ¢(r(x)), onde x = y(s), e s = r(x) = d(xo,y(s)).

Escolha uma variagdo prépria para tal geodésica, isto é, defina o : [0, so] — M,
tal que v(s) = 7(s), para todo s € [0, sg], e sendo € > 0, para cada t € (—e¢,¢€), temos
Y : [0, s0] = M curva suave, onde 7;(0) = 70(0) = v(0) e %:(s0) = Yo(s0) = Y(s0). Seja, para
todo s € [0, s}, X(s) := (70)'(s) = (7)'(s) o vetor tangente unitario ao longo de .

Como y, é geodésica minimizante, sua segunda variacdo do comprimento de arco

serd ndo negativa, isto &,
d2
d82 s=

Portanto, de (16]), concluimos que, para 0 < s < s, vale

L(vs) = 0.
0

/0 C RO Rie(X (1), X(1)dt < (n— 1) / ()P,

ja que (16)) vale para toda funcao continua, ndo negativa, diferenciavel em quase todos os pontos
e suave por partes ao longo de .

Como B, (1) é compacto, temos que

sup |Ric(X,X)| < oo,
B1(7(0))

onde X é campo de vetores unitdrio em B, (1).

Agora, note que

/0 " Rie(X (1), X(1)dt = /0 Y R Ric(X (1), X (1) + /O (1= () Rie(X (1), X (1))t
< -1 [ e
+ /0 80(1 — $*(t))Ric(X (1), X (t))dt. (25)
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Mas,

1

‘A%O—¢%wﬂ%dX@%X@Dﬁ - /aﬂ—¢%ﬂﬂ%dX@%X@»ﬁ

0

+/S°_ (1 — ¢2(1)) Ric(X (), X (1))dt

1

[ a-gopmice o, xea, eo

e assim observe que

/1 U1 = () Rie( X (1), X (£)dt = 0, 27)
c
Au—&@mmxmx@Mts|Au—&@mmmxX®W|
< [ Ric(x (1), X (0)dt
< sup |Ric|. (28)
By (1)
Também,

[ a-soricxo.xoa < | [ 0= @orixo.xou

so—1

= | i (1= (s0 — t)*(t)) Ric(X (t), X (¢))d]

< [ - o PRI, X0
f;/immmmmet
< sup |Ric|. (29)

B“/(So)(l)

Além disso,

S0 1 so—1 S0
/ 2d — / 2d / 2d / 2d -9 30
| wpa = [Cworas [T 0P [ owra 60)

Deste modo, substituindo (29), (28)), (27) em (26)), e depois comparando o resultado disto com
(25), temos que

50
/ Ric(X(t), X(t))dt <2(n—1)+ sup |Ric|+ sup |Ric|. (1)
0 Baqg (1) By(s)(1)

Por outro lado, aplicando a equagdo do séliton de Ricci gradiente ao longo de ~(¢),
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que € a equagdo (19), nos campos de vetores X (¢) que possuem norma unitéria ao longo de 7,
temos que

Vxw(foy)(t) = VxuyVxwfon(t)
—  — Rie(X (1), X (1), 32

Defina, por abuso de notagdo, f'(t) = (fo~)'(t),onde f(t) := fo~(t). Deste modo, integrando
(32)), de 0 a sp, e usando (31)), obtemos que

/0 UVl Wt = Flso) - F10)

_ /O ! B _ Rie(X(1), X (1))

S0

_ 3_/OSO Ric(X (£), X (£))dt

%0 2(n—1) — sup |Ric| — sup |Ric|.
2 Bay (1)

Vv

Bv(so)

Se o tensor de Ricci for limitado em M", isto é, |Ric| < C, com C' > 0, entdo

f(s0) > %so + f'(0) = 2(n — 1) — 2C

1

= 5(30 - C)?

onde ¢ := 2(n — 1) + 2C — f'(0). Deste modo, vale

| sz [ - s

e assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

2
c
(s —c)* — T

N

f(s0) = f(0) =

Usando o fato de f ser positiva, concluimos

62

(50— = .

e

f(s0) > f(s0) — f(0) >

onde xy = v(0), e assim, por 7 ser geodésica minimizante ligando x e (s ), € de comprimento
S0, temos d(xg,v(s0)) = so. O que prova a proposi¢do neste caso especifico.
Agora mostraremos que o resultado continua verdadeiro sem a limitacao na curva-

tura de Ricci. Para isso, primeiramente, integrandode t = 1 at = sq — 1 a expressao em (32)),
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calculada ao longo da curva (1),

Vxwf ) =VxoyVxpf = % — Ric(X(t), X (1)),

obtemos
Fon-n-rm = [ Vxosa 3
_ %(50 9y /1 T Rie(X (1), X (1))t
_ %(30—2)— /1 T R () Ric(X (8), X (£))dt.

Lembre que, de (16)), .
/0 62(1) Ric(X (), X ())dt < 2(n — 1),

e assim,
/180_ P*(H)Ric(X (t), X(t)dt < 2(n—1) /¢2 YRic(X (t), X (t))dt
/ G2(t) Ric(X (), X (1)t (34)

De modo andlogo, deduzimos que

—/01¢2(t)RiC(X(t),X(t))dt < | 1¢2(t)113i0(X(t),X(lf))dtl

IA
B
~
2
<
~
ol
<
Jay
=
=
~

< sup |Ric|.
Desta forma, substituindo em (34)), observamos que

/ISO_ 2(0) Rie(X (1), X()dt < 20 ~1) + sup |Fic| ~ / S (1) Ric(X (1), X (£))dt.

Buy (1

Portanto, comparando com (33)), temos que

flso—1) - f(1) > %o—m—%n—w—;@JMd

(/ (1) Ric(X (1), X (t))dt. 35)

Por outro lado, para todo ¢ € [0, so], multiplicando a equagdo por ¢*(t), e
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integrando-a sobre a varidvel £, de t = so — 1 at = s¢, concluimos que

/ " GRI(X (1), XO) = / e - / ROV f ()t
so—1 so—1 so—1
1 - ,
- 6—/801¢2(t)v)((t)f(t)dt7 (36)

onde usamos que [ | ¢*(t)dt
Ao mesmo tempo, por 1ntegragﬁo por partes, obtemos
S0

| ewvormice [ omewrma = 7 ¢ 0Tx0r o

so—1

- [ s

= [¢wro)|_
= —f'(s0— 1),

=sp—1

onde usamos que ¢(so) = 0. Entdo, deduzimos que

/ Y S Ric(X (1), X (0)dt = — /(50— 1) + / _ 20(t) (1) dt.

so—1 so—1

Agora substituindo a expressdo acima em (36), chegamos em

/S:[)lng(t)VX(t)f’(t)dt = /0 H*(t)dt + f'(so — 1) —2/0 B(t)

— s rm--2 [ e @)
so—1
Substituindo em (35)), temos
7 .
/ o(t) dt>——2n+ —l—f( ) — sup |Ric|. (38)
S0— on(l)

Antes de prosseguirmos, relembre que da demonstragdo do Lema 3.2, ja sabemos
que |V f| < v/f em M, e portanto,

< VL)Y (s)]
= |Vf(s)
f(s). (39)

1F'() = KV f(s)7 ()
|
|

IA
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Também, como ja vimos na prova do Lema 3.2,

IV f(s0) =V f(s)] <

(s —sg) <

I

N | —
N | —

para s € [sop — 1, so|. Assim,

sup mg f(50)+%7

s€[so—1,s0]
e por (39), deduzimos que

1
sup |F(5)] < V/Flso) + 3
s€[so—1,s0]

Substituindo em , e notando que 2 fszoq o(t)dt = 1, temos
VI 4y = 2 s/l + 0)
so—1
> 2 i | f'(t)|dt
> 2 owir
> 12 ot

v

2 [ sor

v

7
N0 oy ly /(1) = sup |Ric|.
2 6 Bzo(l)
Entao, concluimos que

fov(so) > =(s0 — 1),

DN | —

para

1 7 .
o= |2 + 5 —2n+ f/(1) = sup |Ric]),
Buy (1)

constante positiva dependendo da dimensdo da variedade, e da geometria da bola unitéria cen-
trada em x.

Como v € geodésica minimizante ligando zy = 7(0) a v(sg), entdo seu compri-
mento serd sy, e portanto so = d(7(0),7(so)). Pelo Teorema [2.1] temos que fixado =, € M
e dado p € M, obtemos uma geodésica minimizante parametrizada pelo comprimento de arco

ligando z e p, e assim, pela arbitrariedade da geodésica minimizante vy, provamos a proposi¢ao.
[

Deste modo, uma vez ja provados o Lema 3.2 e a Proposic¢ao 3.1, finalizamos a

prova do Teorema 3.1.
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3.4 Estimativa de volume para sdlitons de Ricci shrinking

Nesta secao, provaremos o Teorema 3.2. Obteremos, primeiramente, uma identi-
dade que serd usada no Lema[3.4] Neste sentido, considere:
1. p: M — Rdadapor p(z) := 2,/f (),
2. D(r):={xz € M;p(x) <r}, parar >0,
3. V(r) == fD(T) dv.
Veja que p : M — R é uma submersao, onde o Jacobiano da diferencial de p em x

¢ dado por

J(@) = V((dp)2)((dp).)T].

Mas, para z € M e v € T, M arbitrarios, segue que (p.).v = (Vp(x),v), e portanto, temos
que J(z) = [Vp(z)].
Observe ainda que p~'(s) = 0D(s), para 0 < s < r. Assim, pelo Teorema

T 1
Vir :/ ds/ ——dA.
) 0 dD(s) V|

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

V() = / LA

aD(r) IVl

temos que

Veja que, dado » € dD(s), temos que p(x) = s, o que implica que / f(z) = 3.
Entdo, como Vp = \/LTV f, teremos que

Vi) = /8 LA

D(r) ’vp|

V'
——dA
/8D(r) V]

r 1
= - ——dA, “4n

chegando na identidade desejada.
Lema 3.4. Seja (M™, g;;, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo compacto.

Entdo

nV(r)—rV' (r) = 2/ RdV — 2/ Y
D(r) op) |V [

Prova. Integrando sobre D(r) em ambos os lados da seguinte equagdo, que vem do item 1 do

Lema[3.1] .
R+Af=1,
2
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obtemos que

/ ndV—/ 2RdV:/ 2AfdV,
D(r) D(r) D(r)

nV(r) — / 2RIV = / 2AfdV.
D(r) D(r)

Como Af = div(V f), pelo Teorema [2.4 temos entdo que

1
Adez/ Y/, ——Vp)dv,
/D(r) 8D< Vol f)

¢ a normal unitaria a 0D(r).
De fato, veja que 0D(r) = {x € M;p(x) = r}. Dados p € dD(r), uma curva

consequentemente,

Vp

de onde
[Vl

suave v : I — 0D(r),com 0 € I e y(0) = p, entdo de p|sp() = r, teremos que

d

2P )li=0 = (Vp(1(0)),7(0)) = 0.

Dessa forma, por p € M e ~y(t), uma curva passando por p, serem arbitrarios, temos que

Vo(p) L T,0D(r), para todo p € 90D(r).

Como Vp(z) = %Vf(x), obtemos

Volr) _ Vi)
Vo)l ~ V@)

Portanto,

Vp
AfdV = / v
8D(r)< Vol

- [ s VI )44
oD(r)

)dA

D(r)
i
- / 1V fldA,
aD(r)

e dai,

/ Adez/ IV f|dA. 42)
D(r) oD(r)

Além disso, usando que R + |V f|*> = f, e substituindo em

nV(r) — / 2RIV = / IAfAV,
D(r) D(r)
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geramos

nV(T)—Q/ RAV = 2/ IV fldA
D(r) oD(r)

f—R
_ / JZRoa
opr) IV S

Como x € 0D(r) implica que p(z) = 24/ f(x) = r,entdo f(x) = %. Assim, temos

f R
nV(r) — 2/ RdV = 2/ ——dA -2 ——dA
D(r) op(r) |V f] apr) |V f]
r? / 1 / R
= — ——dA -2 ——dA
2 Jopwy IV op(r) |V f]
/ R
= rV (r —2/ ——dA.
r) an) |V [
Dessa forma, chegamos ao resultado desejado. 0

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 3.2, observe que integrando
R+Af=3

sobre D(r), obtemos

/ RdV+/ AfdV = 2v(r).
D(r) D(r) 2

Além disso, por (42), vemos que

/ RdV+/ Ade:/ RdV+/ IV f|dA.
D(r) D(r) D(r) oD(r)

Como [, [V f|dA >0, temos que 3V (r) — [, R = 0. Portanto,

“Vvir) > / RAV. (43)
2 D(r)

Agora, tendo em maos o Lema [3.4] e (43)), como uma aplica¢do do Teorema 3.1,

estamos prontos para provar o Teorema 3.2.



45

3.4.1 Prova do Teorema 3.2

Prova. Seja x(r f () 1AV Pelo Teorema , temos que

= fasf m‘“‘
B / /é)D (s) |Vf|

onde usamos que para z € 0D(s) temos

Vo ( N Q\Vf( ;> bara todo 0 < s < r. Portanto,

usando o Teorema Fundamental do Calculo deduzimos que

/ T R
= — ——dA. 44
Assim, pelo Lema[3.4] A
W)~ 1V (1) = 2(r) — (1)

Dai, multiplicando ambos os membros por r "', e usando o fato que

[r="V(r)] = —(r—""'nV(r) — r="V'(r)), temos

I

(r"V(r) = 4r" 2 () = 20 ().

Integrando por partes, obtemos

[ e = i, -4 [ ne 2 e

o o

= [4r—n—2X(r)]ZO +4 /T(n +2)r " (r)dr. (45)

T0
Agora, aplicando ({#5) ao integrarmos ambos os membros de

’

(V) =47 () - 20 ()

de ro até r, obtemos
r"V(r)—ro "V(rg) = [47“’"’2)((7")]::0 +4(n + 2)/ r’”’?’x(r)dr — 2/ r’"’lx(r)dr
70 T0

= 4r7"7x(r) — 4" x(ro)
+2/ ") (2(n 4 2) — r?)dr. (46)

Como pelo Lema (3.3) temos R > 0, e por

, s 1
X (s) = —/ R——dA,
(%) 2 Jonis) VS
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paratodo 0 < s < r, temos que x(s) é crescente. Também, pela defini¢do de x(s), e por R > 0,
temos x(s) > 0.

Agora, sendo ' > 0 tal que V(1) > 0, defina 7y := max{+/2(n + 2),7'}, e por
r? > ro? > 2(n +2), e x(s) ser fungdo crescente e positiva, temos

r () (2(n + 2) — 1) < x(ro)r " (2(n 4+ 2) — ).

Integrando entre ry, r, obtemos

/ N+ 2) ) < x(ro) / ) - s

0 0

= x(ro) [ — 22 4 T—] .
n Jrg

Isto substituido em (46)), nos diz que

PV () =10V (ro) S ArT () — drg (o) + 2x(ro) [ — 2R 4
T0

T—n

47’_”_2><(r) — 47"0_"_2)((7"0) + 2x(r0)( — T2 27"0_"_2 +

—-n —-n

r r e
TO> + 4x(ro)rg 2

IN

4r7 "2 (r) — 4rg ™ 2 x(ro) + 2X(7”0)(
< 4 (x(r),

jd que x(ro) > 0 e (%) < 0.
Por outro lado, como [, R < 3V/(r), temos x(r) <

0|3

V(r), e entdo, multipli-

cando ambos 0os membros por 472, geramos

4r72x(r) < 2nr 2V (r) < 2V (r),

1
2
ja que podemos tomar r > ry > /2(n + 2) suficientemente grande de tal sorte que valha
o2nr—2 < % Assim, substituindo esta informacao em , obtemos

V(r) < 4r72x(r) + 1o """V (ro)

1
< §V(7“) + 19 "V (ro)r",

para r > 0 suficientemente grande, implicando em
V(r) < 2ro "V (ro)r",

onde V (rg) > 0.
Mas, para todo = € B, (r), onde zy € M estd fixado na hipétese, temos |z — x¢| <
r, e pelo Teorema 3.1, p(x) = 2,/ f(x) < d(z,z9) + ¢ < r + ¢, onde ¢ > 0 & a constante

(47)
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originada do Teorema 3.1, que depende da dimensdo, e da geometria da bola unitaria centrada
em xg. Logo, de p(z) := 21/f(x) < d(z,z0) + ¢ < r + ¢, temos que, dado = € B, (r),
devemos ter x € D(r + ¢), lembrando que D(r + ¢) := {z € M; p(z) < r + c}.

Portanto, B, (r) C D(r + ¢) e, consequentemente,

Vol(By,(r)) < V(r+c).
Mas, para 1 > 1, € tal que 2nr—2 < %, temos V' (r) < 2r¢ "V (rg)r™, e assim,
Vol(Bg, (1)) < V(r+c¢) <2ry "V(rg)(r+c)".
Deste modo, segue que, se também tivermos r > ¢, entdao

Vol(B,, (1))

IN

Vr+ec)
V(2r)
21y "V (o) (2r)" (48)

= 2"y TV ()"

IN

IN

Com efeito, temos que para r > 0 suficientemente grande, e fazendo C; = 2" 1ry™"V (1),
obtemos o resultado Vol(B,,(r)) < Cyr", sendo C constante positiva. Desta forma, o teorema
esta provado.

O
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos dois resultados importantes da teoria de sélitons de
Ricci gradientes obtidos por Huai-Dong Cao e Detang Zhou em 2010 e publicado no Journal
of Differential Geometry.

Primeiro, mostramos estimativas superior e inferior da funcdo potencial de um
sOliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo compacto. Em segundo, como consequéncia
do primeiro resultado, mostramos uma estimativa superior para a taxa de crescimento do vo-
lume das bolas geodésicas de um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e nao compacto.
Em particular, como consequéncia destes dois fatos, que foram tratados neste presente traba-
lho, podemos concluir mais dois fatos importantes nessa teoria. Primeiro, que adicionando-se
uma hipdtese na curvatura escalar, consegue-se uma estimativa inferior para o volume da bola
geodésica, de raio suficientemente grande, em um séliton de Ricci gradiente shrinking completo
e ndo compacto. Segundo, que o volume ponderado de um sdliton de Ricci gradiente shrinking

completo e nao compacto € finito.
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