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RESUMO

O estudo de *-derivacdes de Jordan foi motivado pelo problema de representabilidade de formas
quadréticas por formas bilineares, a saber o questionamento se cada forma quadratica pode ser
representada por alguma forma bilinear estd conectado com a estrutura de *-derivacdes, como
foi mostrado por Semrl (§EMRL, 1990). Muitos resultados acerca de *-derivacdes de Jordan
estdo mencionados na literatura e motivaram o estudo da questio se em um anel primo % com
involugdo que ndo é comutativo, qualquer *-derivacdo de # € 2 -interna. Na primeira parte
da disserta¢do apresentamos a demonstragdo de tal resultado quando a caracteristica de Z é
diferente de 2, publicada por Lee e Zhou (LEE et al., 2015a), em 2014. Para isso, usamos
como ferramenta a teoria de identidades funcionais, que surgiu na tese de doutorado de BreSar
(BREgAR; ZALAR, 1992) em 1990, cujos fundamentos da teoria geral foram estabelecidos
por Beidar (BEIDAR et al., 2001) e que possuem conexdes em diferentes dreas, por exemplo
em fisica matematica, em andlise funcional, na teoria de operadores, em algebra linear, em
algebras de Jordan, de Lie e em outras dlgebras ndo associativas. Em outro ambito, a definicao
de *-derivacdo de Jordan ndo assume hipéteses de linearidade e nem de aditividade. Assim, uma
questao natural e interessante é determinar sobre quais hipéteses uma *-derivagcao de Jordan é
aditiva, o que foi descrito por Q1 e Zhang (QI; ZHANG, 2016) em 2016. Na segunda parte da
dissertacdo, o nosso objetivo principal € apresentar detalhadamente a demonstracao dos teoremas
conectados a tal questionamento. Em um primeiro momento, caracterizamos *-derivacdes
multiplicativas de Jordan sobre a acdo de produtos nulos e posteriormente suprimimos a dltima
hipétese e estudamos o caso geral. Finalmente, apresentamos algumas consequéncias, entre elas
uma descri¢do concreta de *-derivagdes de Jordan sobre *-anéis primos ndo comutativos, o que

generaliza resultados ja conhecidos sobre tais aplicacoes.

Palavras-chave: anéis primos; *-derivagcdes de Jordan; involu¢des; identidades funcionais; anéis

de quocientes maximais.



ABSTRACT

The study of Jordan *-derivations has been motivated by the representation problem for bilinear
and quadratic forms. More precisely, the question if a quadratic form can be represented
by a bilinear form is connected with the structure of *-derivations, as has been shown by
Semrl (SEMRL, 1990). Many results about Jordan *-derivations are mentioned in literature
and motivated the study of the following question: in a noncommutative prime ring % with
involution, any *-derivation is 2 -inner. In the first part of the dissertation, we present a proof
of this result for a ring % with characteristic not 2, published by Lee and Zhou (LEE et al.,
2015a) in 2014. For this, we used as a tool the theory of functional identities, introduced in
Bresar (BREgAR; VUKMAN, 19809) thesis, in 1990, whose general foundations established by
Beidar (BEIDAR et al., 2001) in the 90’s, and has connections with many areas, as Mathematical
Physics, Functional Analysis, Operator Theory, Linear Algebra, Jordan Algebras, Lie Algebras
and other non-associative algebras. On the other hand, the definition of Jordan *-derivation does
not assume does not assume linearity or additivity. So, one natural and interesting question is to
determinate under which hypothesis a Jordan *-derivation is additive. This was described by
Qi and Zhang(QI; ZHANG, 2016) in 2016. In the second part of the dissertation, our goal is to
present in detail the proofs of theorems concerning the above question. At first, we characterize
Jordan multiplicative *-derivations under the action of zero products, and secondly, we take off
this last hypothesis and study the general case. Finally, we present some consequences, among
which one concrete description of Jordan *-derivations over noncommutative prime *-rings. This

generalizes already known results about these applications.

Keywords: prime rings; Jordan *-derivations; involutions; functional identities; maximal

quotient rings.
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1 INTRODUCAO

Seja % um anel com involugdo *. Tal anel é chamado de *-anel. Seja Z' C %
um subanel. Uma fungdo aditiva 6 : Z' — %, isto é, que satisfaz para quaisquer a,b € %’
8(a+b) = 8(a)+ 8(b) é chamada de *-derivacio de Jordan se §(a?) = §(a)a* +ad(a), para
todo a € #Z'. Note que, se Z ¢ livre de 2-tor¢do, entdo a defini¢do de *-derivac¢do de Jordan é
equivalente a §(ab + ba) = §(a)b* +ad(b) + 8(b)a* + bS(a), para quaisquer a,b € #'. E ficil
verificar que, para qualquer r € #, a funcdo 9 definida por 6(a) = ar — ra* é uma *-derivagdo
de Jordan. Em particular, se r € %', 6 é chamada de uma *-deriva¢io de Jordan interna.

O estudo de *-derivagdes de Jordan foi motivado pelo problema de representabi-
lidade de funcionais quase-quadréticos por funcionais sesquilineares. De fato, a questdo se
cada funcional quase-quadratico é gerado por algum funcional sesquilinear est4 intimamente
relacionada a estrutura de *-derivacdes de Jordan (veja (JACOBSON, 1975), (QI; ZHANG,
2016), (SEMRL, 1988), (SEMRL, 1990) e (SEMRL, 1993) e as referéncias contidas 14). Em
(BREéAR; VUKMAN, 1989), Bresar e Vukman provaram que se um *-anel % com elemento
identidade, contendo o elemento % e um elemento central invertivel 4 com u* = —u, entdo toda
*-derivagdo de Jordan aditiva de % € interna, isto €, é da forma x — xa — ax*, para algum a € Z.
Em particular, toda *-derivagdo de Jordan aditiva de uma *-4lgebra complexa com elemento
identidade € interna. Sejam B(H) a dlgebra de todos os operadores lineares limitados sobre um
espago real ou complexo de Hilbert H com dim(H) > 1 e A uma dlgebra de operadores sobre
H. Semrl em (SEMRL, 1990) provou que toda *-derivacio de Jordan aditiva §: A — B(H) é da
forma 6(A) = AT — TA*, para algum T € B(H). Seja % um *-anel primo ndo comutativo. Lee,
Wong e Zhou (LEE, 2004),(LEE et al., 2015b) mostraram que qualquer *-derivacao de Jordan
aditiva de # € da forma x — xa — ax*, para todo x € #, onde a esta em um anel de quocientes
maximal simétrico de Z, exceto quando char(%) =2 e dimc(Z#C) = 4, onde C é o centréide
estendido de Z. Para outros resultados relacionados, veja (CHUANG et al., 2013).

No Capitulo 2, definimos os conceitos preliminares necessarios para o entendimento
deste trabalho, relativos a anéis com involugdo e *-derivagdes de Jordan, anéis de quocientes
maximais e identidades funcionais. Em seguida, no Capitulo 3, estudamos *-derivacdes de Jordan
em anéis primos nao comutativos. No Capitulo 4, caracterizamos algumas aplica¢des aditivas em
anéis com involucdo. Posteriormente, introduzimos o conceito de *-derivagdes multiplicativas
de Jordan. Nas defini¢des *-derivagdes de Jordan ndo assumimos qualquer hipétese sobre

aditividade. Assim, uma questao natural € determinar quando uma *-derivacdo multiplicativa de
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Jordan € aditiva, o que foi descrito por Qi e Zhang (QI; ZHANG, 2016) em 2016. No Capitulo
5, caracterizamos *-derivacdes multiplicativas de Jordan sobre a acdo de produtos nulos e
posteriormente suprimimos a ultima hipétese e estudamos o caso geral. Finalmente, no Capitulo
6, apresentamos algumas consequéncias, entre elas uma descri¢do concreta de *-derivacoes de
Jordan sob *-anéis primos ndo comutativos, o que generaliza resultados ja conhecidos sobre tais

aplicagdes.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as definigcdes dos objetos que serdo estudados nos
capitulos seguintes, bem como alguns exemplos elementares que motivam e ilustram tais defini-

coes.
2.1 Anéis com involucio e x-derivacoes de Jordan

Uma involucdo em um anel % € uma funcdo * : # — %, denotada por a — a* tal
que, para quaisquer a,b € %,
(1) (a+b)* =a*+b*
(2) (ab)* =b*a*e
3) (@) =a.

Exemplo 1. Seja #Z = M,(R) o anel das matrizes n X n com coeficientes reais. A fun¢do que

associa a cada matriz A € Z a sua transposta A" é uma involugao.

Um anel que possui uma involu¢do é chamado anel com involucio, ou x-anel. Em
um anel & com involugdo destacam-se dois subconjuntos: S(#) = {a € Z | a* = a}, formado
pelos elementos simétricos de Z, e K(#) = {a € # | a* = —a}, formado pelos elementos
antissimétricos de . Em geral, com a multiplica¢do de %, os subconjuntos S(#) e K(%) ndo

sdo necessariamente subanéis.

Exemplo 2. Seja # = M,(K) o anel das matrizes n x n com coeficientes em um corpo K,
e x: X% — X a involucdo dada pela transposicao de matrizes, como no Exemplo 1. Sejam
S(Z)={AcRZ|A'=A} e K(Z) ={A € # | A" = —A} os subconjuntos de matrizes simétricas
e antissimétricas, respectivamente. Se A,B € S(Z), entdo (AB)' = B'A" = BA, que ndo ¢
necessariamente igual a AB. Logo, AB ndo necessariamente pertence a S(%). De modo andlogo,

K (%) também ndo é fechado para a multiplicacdo de X.

Exemplo 3. Seja F um corpo com caracteristica diferente de 2. O conjunto # = M, (F) das
matrizes n X n com entradas em F é um anel com a multiplicagdo o, dada por AoB = %(AB +BA).
Com essa multiplicagdo, o subconjunto S(Z) é um subanel de Z%. De fato, se A,B € S(Z), entdo
(AoB) = (1(AB+BA)) = 1((AB) + (BA)') = L(B'A' + A'B') = 1 (BA+ AB) = BoA = AoB
(essa multiplicagcdo é, obviamente, comutativa). A operagdo o é chamada multiplicacdo de

Jordan e, por isso, S(Z) é chamado subanel de Jordan de % .
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Exemplo 4. Novamente, consideremos F' um corpo com caracteristica diferente de 2 e o conjunto
KX = My (F) das matrizes com entradas em F. Esse conjunto é um anel com a operagdo |-,-],
chamada colchete de Lie, dada por [A,B] = (AB — BA). Com essa operagdo, o conjunto K(%)
é um subanel de Z%. Isso pode ser verificado de modo similar ao que foi feito no Exemplo 3: se
A,B € K(Z), entdo [A,B]' = —[A, B, ou seja, [A,B] € K(Z). Por essa razdo, K(#) é chamado
subanel de Lie de %.

A seguir, apresentaremos um objeto que terd papel central em nosso trabalho. Para
tornar sua defini¢do mais natural, comegaremos com a nog¢ao de derivagdo, depois o conceito de
derivagdo de Jordan e finalmente a definicdo de *-derivacdo de Jordan.

Seja Z um anel livre de 2-tor¢do, e seja #' C #. Uma fungdo 6 : Z' — % é
chamada aditiva se 6(a+b) = 8(a) + 6(b), para quaisquer a, b € #’. Uma fung¢io aditiva
0 : % — Z é chamada derivagao se satisfaz a “regra de Leibniz”, conhecida do Calculo:
6(ab) = 6(a)b+ad(b). Se § satisfaz a regra de Leibniz para a multiplicagdo de Jordan, dada

poraob = %(ab—kba), isto é, se

O(aob)=06(a)ob+aod(b), (2.1)
dizemos que 6 é uma derivacao de Jordan. Poderemos escrever a condi¢do (2.1) em termos da
multiplicacdo original de %: & (1 (ab+ba)) = 3(8(a)b+b&(a)) + 5(ad(b) + 8(b)a). Como
Z é livre de 2-torgdo e O € aditiva, essa ultima igualdade implica que

O(ab+ba) = 6(a)b+bd(a)+ 6(b)a+ad(b). (2.2)

Seja Z um anel com involugio e Z’ um subanel de . Uma fungio aditiva § : #’' —

% é chamada *-derivacao de Jordan se, para todo a € %',
8(a®) = 8(a)a* +ad(a). (2.3)

Se Z é livre de 2-tor¢do, entdo uma fungdo 8 : Z' — % é uma *-derivacdo de Jordan se, e

somente se, para quaisquer a,b € %/,
O(ab+ba) = 6(a)b* +ad(b)+ 8(b)a* +bd(a). (2.4)
De fato, (2.4) pode ser obtida a partir de (2.3) por linearizagado, e (2.3) é uma

consequéncia imediata de (2.4) fazendo-se a = b.

Exemplo 5. Sejam % um anel com involugdo e %' um subanel de #. Para qualquer r € %,
8 : % — X, dada por 8(a) = ar — ra*, é uma x-derivacdo de Jordan. Em particular, se r € %/,

chamamos essa fun¢do 8 de x-derivacdo de Jordan interna.
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2.2 Anéis de quocientes maximais

A construcdo classica do corpo de fracdes de um dominio de integridade ndo se
estende de modo candnico a anéis ndo comutativos. Neste caso, faz-se necessdria uma constru¢ao
mais elaborada que exibiremos aqui, em linhas gerais. O leitor interessado pode encontrar mais
detalhes em (BEIDAR et al., 1995) e (BRESAR et al., 2007).

Um anel & é chamado primo se, dados a,b € #Z, aZ%b = 0 (isto é, axb = 0, para
todo x € #Z), implica que a = 0 ou b = 0. Um anel & é chamado semiprimo se, dado a € Z,
aZa = 0 implica que a = 0. Embora seja possivel definir anel quociente maximal sobre um anel
semiprimo, vamos desenvolver aqui um caso mais restritivo em que se supde que o anel sobre o
qual vai se construir o anel de quocientes é primo. Antes, porém, no exemplo a seguir, que tem o
objetivo de motivar a definicdo geral, vamos abordar o caso cldssico de um corpo de quocientes

sobre um dominio de integridade.

Exemplo 6. Sejam D um dominio de integridade e Q o corpo de fracoes de D. Dado q € Q,
existem a,b € D, a # 0, tais que g = ba~"'. Seja I # 0 um ideal de D tal que I C aD. A fungdo
f+ 1 — Ddada por f(x) = xq é um homomorfismo de D-mddulos. Reciprocamente, se J # 0 é
umideal de D e g : J — D é um homomorfismo de D-médulos, entdo g(x) = xr, para algum r € Q.

De fato, dados x,y € J, g(x)y = g(xy) = xg(y). Fixando y # 0, basta considerar r = g(y)y~' € Q.

Dessa forma, é possivel associar um elemento g € Q a um par (f,I) formado por um
ideal de D e um homomorfismo de D-médulos f : I — D. Em geral, essa correspondéncia nio €
biunivoca, sendo necessario agrupar os varios pares em classes, como faremos a seguir.

Em um anel ndo comutativo %, é preciso distinguir ideais de acordo com a ordem
da multiplicagdo. Um subgrupo do grupo aditivo de &% é chamado ideal a esquerda de % se,
dados a € Z e x € I, temos ax € I. De modo andlogo, um subgrupo J do grupo aditivo de Z é
chamado ideal a direita se, dadosa € Z ey € J, ya € J. Se I é um ideal a direita e também a
esquerda, dizemos que / é um ideal bilateral ou, simplesmente, um ideal de %.

Um ideal a direita I de um anel ndo comutativo % € chamado denso a direita se,
dados a,b € #, com a # 0, existir ¢ € Z tal que ac # 0 e bc € I. Se J é um ideal a esquerda de
Z, dizemos que J é um ideal denso a esquerda se, dados a,b € #, com a # 0, existir ¢ € R tal
queca#0echelJ.

Consideremos o conjunto dos pares ordenados (f,), onde I é um ideal denso a

esquerdade Z e f : [ — % é um homomorfismo de %Z-mddulos. Escrevemos (f,I) ~ (g,J) para
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indicar que existe um ideal denso a esquerda K C INJ tal que f(x) = g(x), para todo x € K. Ndo
¢ dificil de verificar que ~ € uma relacao de equivaléncia. De fato, a reflexividade e a simetria
sdo imediatas e a transitividade € vdlida pois intersecao de dois ideais densos € um ideal denso.

Denotamos por [f,I] a classe de equivaléncia representada pelo par (f,I). A adi¢ao

e a multiplicacdo de classes sdo definidas por

[f 1]+ [8,J] = [f+g,1NJ],
[fvl] ’ [gv‘]] = [gfafil('])]

Aqui, a justaposi¢do gf indica a composi¢io dos homomorfismos f e g, e f~!(J)
denota a pré-imagem de J por f. Assim, como a intersecdo de dois ideais densos, a pré-imagem
de um ideal denso também € um ideal denso.

E possivel verificar que as operacdes dadas acima estdo bem definidas e que o
conjunto das classes de equivaléncia € um anel com estas duas operagdes. Como, em geral
fg # gf, amultiplicacdo de classes ndo é comutativa.

O anel # pode ser mergulhado nesse anel de classes de modo candnico: a — [ry, %],
onde r, : # — %, dada por r,(x) = xa é a multiplicagdo a direita. Podemos, assim, considerar
Z como um subanel deste anel de classes.

Resumidamente, dado um anel primo #, existe um anel Q,,;(#) que satisfaz as
seguintes condigdes:

(1) % é um subanel de Q,,;(Z);

(2) Paratodo g € Q,;(Z), existe um ideal denso a esquerda I de % tal que Iq C Z%.

(3) Se g € Qpni(#£), q# 0, entdo Iq # 0, para todo ideal denso a esquerda I de Z.

(4) Se I éum ideal denso a esquerdade Z e f : I — % é um homomorfismo de %-mddulos a
esquerda, entdo existe ¢ € O, (%) tal que f(x) = xq, para todo x € .

As quatro propriedades acima caracterizam Q,,; (%) a menos de isomorfismo. O anel
Omi(Z) é chamado anel quociente maximal a esquerda de %. De modo andlogo, é possivel
definir-se o anel quociente maximal a direita de %, denotado por Q- (%).

Os dois exemplos a seguir podem ser consultados em (LEE et al., 2015a), Lemma

1.3.

Exemplo 7. Se % ¢ comutativo, entdo Q, (%) é o corpo de fracdes de X#. De fato, como as
propriedades (1) — (4) caracterizam Qi () e (1),(2) e (3) sdo evidentes para um dominio de

integridade e o corpo de fragdes, é suficiente verificarmos a validade de (4). Seja f : 1 — X%
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um homomorfismo de %-mdodulos (a esquerda) e considere a,b € I elementos ndo nulos. Entdo
af(b) = f(ab) = f(ba) = bf(a), logo a~' f(a) = b~ f(b) e essa igualdade ocorre no corpo de
fragbes Q de X, o que implica que a fragdo g = a~' f(a) € Q é constante, com a variando em I.

Portanto f(a) = aq.

Exemplo 8. Se % = K(x,y) € a dlgebra livre sobre o corpo K em duas indeterminadas ndo
comutativas x e y, entdo x ey sdo divisores de zero em Q,,(%Z). De fato, seja I = Z#x+ Xy o
ideal formado pelos polindmios em % com coeficiente constante nulo. Esse ideal é um % -mddulo
livre com base {x,y}. Podemos definir um homomorfismo de %-médulos f : 1 — %, tal que
f(x)=0e f(y) = 1. Entdo existe q € Q,;(R) tal que xq =0 e yqg = 1. Analogamente, é possivel

mostrar que existe ¢’ € Q. () tal que xq¢' =1 e yg' = 0.

O Exemplo 7 mostra que Q,,;(#) generaliza a nogdo de corpo de fragdes. Ja o
Exemplo 8 comprova que Q,,;(#) é grande demais, pois nele aparecem divisores de zero. Isso
motiva o estudo de um anel de fragdes menor e mais adequado para aplicacdes, que definiremos
a seguir.
Seja # um anel primo. O conjunto Qs (%) = {q € Qui(Z) | ¢I C R, para algum
ideal bilateral I de %} é um subanel de Q,,;(#) que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) #Z C Qus(#) com a mesma unidade;

(ii) Se g € Oms(Z), entdo existem ideais bilaterais ndo nulos / e J de Z tais que Ig C Z e
q] C %,

(iii) Se g € Oms(Z) e I é um ideal bilateral nao nulo de #, entdao Iq = 0 ou g/ = 0 implica
q=0;

(iv) Sejam [ e J ideias bilaterais ndo nulos de #Z. Sejam f : I — % um homomorfismo de Z%-
modulos a esquerda e g : J — % um homomorfismo de %-mddulos a direita. Suponha que,
para quaisquer a € I e b € J, f(a)b = ag(b). Entdo existe g € Q,5(Z) tal que f(a) = aq
e g(b) = gb, para quaisquera €l e b € J.

As quatro propriedades acima caracterizam Q,,s(#) a menos de isomorfismo. O
anel Oy,s(#) € chamado anel quociente maximal simétrico. Ele também pode ser visto como

um subanel do anel quociente maximal a direita:
Oms(Z) ={q € Omr(Z) | Iq C %, para algum ideal bilateral I de Z}. (2.5)

Assim, temos Z C Qps(#) C O (Z), onde as inclusdes indicam subanéis. Os cen-

tros de Qps(Z) € Qi (Z) coincidem: C = Z(Qus(#)) = Z(Qmi (X)) e sdo chamados centroides
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estendidos de Z.

Se % é um anel primo, entdo o centroide estendido C de % é um corpo. De fato, dado
A #0em C, seja I um ideal bilateral satisfazendo (ii). Como A # 0, A é um ideal ndo nulo, por
(iii). A fungdo f: Al — Z, dada por f(Ax) = x, € um homomorfismo de Z-bimédulos. Usando
a condi¢@o (iv) é possivel obter-se u € C tal que f(y) = Wy, paratodo y € AI. Escrevendo y = Ax,
com x € I, obtemos uAx = x. Logo, (UA — 1)I = 0. Por (iii), UA = 1, ou seja, A é invertivel.

Se um elemento x € Z for algébrico sobre C, denotamos por d(x) o grau do po-
lindmio minimal de x sobre C. Se x ndo é algébrico sobre C, dizemos que d(x) = co. Para um

subconjunto 7' C %, escrevemos d(T) = sup{d(t) |t € T }.

2.3 Identidades funcionais

Sejam X = {xj,x2,...} um conjunto enumerdvel de indeterminadas, Z(X) a Z-
algebra associativa livre gerada por X, f = f(xy,...,x,) € Z(X) um polindmio tal que pelo
menos um de seus mondmios de maior grau tenha coeficiente 1 e também S C % um subconjunto

nio vazio de um anel Z. Se
flri,...,m) =0 (2.6)

para todos ry,...,r, € %, dizemos que f é uma identidade polinomial em S. No caso em
que S = Z, dizemos que o anel & satisfaz a identidade polinomial definida por f. Anéis que

satisfazem identidades polinomiais sdo chamados PI-anéis.

Exemplo 9. Um anel % é comutativo se, e somente se, satisfaz a identidade dada pelo polinémio

f(x1,x2) = x1x0 — x2x1. Logo, todo anel comutativo é um Pl-anel.

Exemplo 10. Se A é uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo K, entdo A é um Pl-anel.
Neste caso, dizemos que A é uma Pl-dlgebra. Se a dimensdo de A sobre K é n, entdo todo

polinomio multilinear alternado em n+ 1 indeterminadas é uma identidade em A.

A defini¢do de identidade funcional € uma modificacdo da noc¢ao de identidade
polinomial.
Seja X = {x1,y1,%2,Y2,...} um conjunto enumerdvel. Seja Z(X) a Z-algebra associ-

ativa livre gerada por X. Considere o polindmio

F=rx1, s Xmy V15 59n) € Z(X), 2.7)
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onde m > 0 e n > 0, tal que um de seus mondmios de maior grau tenha coeficiente igual a 1. Seja
m

. . . . *
S um subconjunto ndo vazio de um anel %. Paracadaic {1,...,n},sejaF;:Sx--- xS — %

uma funcdo. Dizemos que f ¢ uma identidade funcional em S com as fung¢des Fi, ..., F;, se
fry, .o rm Fi(ryy .o rm) s Fy(ry, .o oirm)) =0, (2.8)
para quaisquer ry,...,r, € S. Neste caso, Fy,...F, sdo chamadas solucdes desta identidade
funcional.

Exemplo 11. Toda identidade polinomial é uma identidade funcional. De fato, seja S um
subconjunto ndo vazio de um anel Z e seja f = f(x1,...,X%n) € Z{X) uma identidade polinomial

em S POdemOS escrever
f=Fxi+--+ Fuxpy

onde F; = Fi(x1,...,Xy) é um polindmio para cada i € {1,...,m} que pode ser visto como uma
fungdo polinomial S X --- x S — %, dada por (x1,...,xp) — Fi(x1,...,xn). Dessa forma, a

identidade polinomial f pode ser vista como a identidade funcional

QX1 oy Xy V-3 Ym) = XIV1+ -+ + XmVm

com solugoes Fy,. .., Fy.
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3 *-DERIVACOES DE JORDAN EM ANEIS PRIMOS

Uma *-derivagdo de Jordan é dita .2 -interna se é da forma &(x) = xa — ax*, com
xXEReac 2,

Na literatura ja sdo conhecidos alguns resultados sobre *-derivacdes de Jordan, como
por exemplo os citados a seguir.

(T1) Toda *-derivagdo de Jordan de uma *-algebra complexa € interior (Veja
(BRESAR; VUKMAN, 1989)).

(T2) Toda *-derivagdo de Jordan de #(H ), a dlgebra de todos operadores lineares
limitados sob um espaco de Hilbert real H de dimg (H) > 1, é interior (Veja (§EMRL, 1993)).

(T3) Seja # um anel com involugdo *, primo e com char(%) # 2. Suponha que %Z
tenha uma base ndo-nulo, mas nao € um anel com divisores de zero. Entdo qualquer *-deriva¢ao
de Jordan &# é 2 -interna (Veja (CHUANG et al., 2013)).

(T4) Seja # uma édlgebra ndo comutativa central simples com involugdo *. Entdo
qualquer *-derivagdo de Jordan Z é interna (Veja (FOSNER; LEE, 2014)).

Com os resultados acima, € razodvel fazer o seguinte questionamento.

Em um anel primo % com involugdo e ndo comutativo, qualquer *-derivagdo de & é
Z -interna?

Neste capitulo apresentamos a resposta a esta questao impondo char(%) # 2.

Lema 3.0.1. Suponha que exista a € 2, tal que §(x) = xa — ax*, para todo x € N, onde N é

um ideal ndo nulo de %Z. Entdo, a € D5 e 8(x) = xa — ax*, para qualquer x € X.

Demonstracdo. Sejam x € A ey € Z. Assim, como .4 é um ideal temos que xy +yx € 4.

Entao,
O (xy+yx) = (xy+yx)a—a(xy+yx)* = xya+yxa—ay*x" —ax"y*. (3.1)

Por outro lado, segue da definicdo de *-derivacdo de Jordan, que
S(xy+yx) = 8(x)y"+x6(y)+8(y)x" +yd(x)
= (xa—ax")y" +x6(y)+ 6(y)x" + y(xa — ax)
= xay" —ax"y" +x8(y) + 6 (y)x" + yxa — yax* (3.2)
Subtraindo as igualdades (3.2) e (3.1), obtemos
xay* —ax*y* +x06(y) + 6 (y)x* + yxa — yax* — xya — yxa+ ay*x* + ax*y* =0



19

xay* +x6(y) + 0 (y)x* —yax* —xya+ay*x* =0

O(y)x* —yax™ 4+ ay*x* +xay* —xya+x6(y) =0

[6(y) —ya+ay*]x* +xlay” —ya+6(y)] =0

Seja u = 6(y) — ya+ ay*. Consequentemente, pela dltima igualdade, segue que

ux* + xu = 0, para qualquer x € Z. Em particular, dados x e z € .4, note que
(xz)u = —u(xz)" = —(uz")x" = z(ux™) = —zxu, (3.3)

isto é, (xz+zx)u = 0.

Pelo Teorema 6.4.1 de (BEIDAR et al., 1995), 4" ¢ 2,,(Z) satisfazem as mesmas
identidades polinomiais generalizadas. Portanto, (xz+ zx)u = 0, para quaisquer x,z € 2,,;(Z).

Se char(#) # 2, entdo tomando x = 1 = z, podemos concluir que u = 0. Se
char(#) = 2, entdo (xz+ zx)u = 0, ou seja, [x,z]u = 0, para quaisquer x,z € Z,,;(#). Logo,
uma vez que & é nao comutativo, segue que u = 0.

Assim, em ambos os casos, temos que 0 = u = §(y) — ya+ ay*, ou seja, 6(y) =
ya — ay*, para todo y € Z. Agora, como a € 2,,/(%), pelo Teorema A.1 de (BRESAR et al.,
2007), existe algum ideal a esquerda denso .Z de Z tal que La C Z%. Além disso, dado y € £,
sabemos que 0 = 6(y) — ya+ ay*, o que implica que ay* = ya— 6(y) € %, pois ya € La C Z%.
Portanto, a.Z* C %, logo .Z* é um ideal a direita denso de %, o que nos permite concluir que

a € Ds(X). O
Definicao 3.0.1. Um ideal .¥ de % satisfazendo .9* = .9 é chamado de *-ideal.

Lema 3.0.2. Sejam f,g: 7 — 2,y(Z) duas aplicagées aditivas, onde § é um *-ideal ndo
nulo de %. Suponha que

6(zx) =26 (x) = f(2)x" +g(x)", (3.4)
para quaisquer x,z € . Se d(S(Z)UK(Z)) > 2, entdo, § é Z -interna.

Demonstragdo. Sejamt, x ez € _#. Substituindo z por £z em (3.4), temos que

O(tzx) — (t2)0(x) = f(tz)x" +g(x)(tz)"
O(tzx) = (12)8(x) + f(tz)x" + g(x)z"t*. (3.5)

E multiplicando (3.4) por ¢, vale que

18(zx) =128 (x) +1f(2)x" +1g(x)z" (3.6)
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Desse modo, a diferenca entre (3.5) e (3.6) resulta em

O(tzx) —18(zx) = (f(tz) —tf(2)) X" + g(x)T"t" +1g(x)z" (3.7)

Agora, por (3.4), sabemos que

8(t(zx)) —18(zx) = f(1)(2x)" + g(2x)t” (3.8)
Assim, pelas igualdades (3.7) e (3.8), segue que

J(0)(2x0)" +g(zx)r™ = (f(tz) — 1 f(2)x" + g(x)" 1" — 1g(x)2"

g(x)z"t* — g(z)t* + (f(tz) — 1 f(2))x" — f(t)x"2" —1g(x)zx =0

(g(x)z" = g(zx))r* + (f(12) — 1/ (2))x" = (f ()" +1g(x)) 2% = 0

Uma vez que d(S(Z) UK(Z)) > 2, pelo Teorema (3.1) de (BEIDAR et al., 2001),
podemos concluir que g(x)z* —g(zx) =0, f(rz) —tf(z) =0e f(¢)x" +1g(x) =0, isto é,

8(x)z" = g(2x), f(1z) = 1f(z) e f()x" +18(x) = 0. (3.9)

Logo, pelo Lema 3.0.1, existe a € 2,,;(%) tal que f(z) = za, paratodo z € ¢ . Consequente-
mente, g(x) = —ax*, para todo x € _Z, por (3.9). Assim, por (3.4), vale que & (zx) —z6(x) =
zax* —ax*z", para quaisquer x,z € ¢ . Considere a aplicagdo aditiva 5 I — 2,y dada

8 (x) = ax — ax*, para qualquer x € . Note que

(8-08)(zx) = 8(2x)—d(x)

*

= z0(x)+zax" — ax*7" — zax + a(zx)

) -
(%)
= z0(x)+zax* —ax*z" —zax+ ax*z*
(x) —
) -

= z6(x) —z(ax—ax")
= z8(x)—z8(x)
= 2[8(x)—5(x)]
= 2(8-6)(),

para quaisquer x,z € _#, ou seja, (8 — &) (zx) = z(8 — &) (x), para quaisquer x,z € _#. Em vista
disso, novamente pelo Lema 3.0.1, existe ¢ € 2, tal que (8 — 5 )(x) = xc, paratodo x € _Z, ou
equivalentemente & (x) = & (x) +xc = xa — ax* +xc = x(a+¢) —ax*, paratodo x € _#. Agora,
como 0 €é uma *-derivagdo de Jordan, sabemos que

S(x?) = 8(x)x*+x8(x)
P(a+c)—a(x?)* = (x(a+c)—ax*)+x(x(a+c)—ax*)

Ya+xtc—ax'x* = xax* +xex* —ax*x* + xxa + xxc — xax*
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o que implica que xcx* = 0, para todo x € _¢#. Consequentemente, ¢ = 0. Portanto, §(x) =
xa — ax*, para qualquer x € _# . Logo, pelo Lema anterior, podemos concluir que a € Z,,,5(Z) e

0 (x) = xa — ax*, para qualquer x € Z. O

O passo fundamental para provar o primeiro teorema desta secio € construir algumas

identidades funcionais. O préximo lema fornece tais identidades e € vélido para um anel arbitrario

K.

Lema 3.0.3. Seja B : % x % — A uma aplicacdo biaditiva e sejam f,g : # — A aplicacoes
aditivas, onde A é um grupo aditivo. Suponha que B(x,y) = f(xy) + g(yx), para quaisquer
X,y € Z. Entdo,

B(xw,yz) — B(x,wyz) = B(zxw,y) — B(zx,wy), (3.10)
para quaisquer w,x,y,z € X£.

Demonstragdo. Note que

B(xw,yz) —B(x,wyz) = f(xwyz)+g(yzxw) — f(xwyz) — g(wyzx)

= g(yzxw) — g(wyzx)

(
= g(yzxw) + f(zxwy) — f(zxwy) — g(wyzx)
= B(zxw,y) — B(zx,wy)
]
Para qualquer F : Z"! — 2,,,(%#) e para 1 <i < j <m+ 1, defina as aplicacdes
Fi: B™ arrow 2, (R) e FY : B#™ — 2,,,(#) do seguinte modo

i
F(r17r27"-7rm> = F(r17r27"'7ri—17ri+17"'7rm)7
ij i
FJ(rl,rz,...,rmH) = FJ (rl,rz,...,rmH),
= F(rl,rz,...,rl-,l,r,url,...,rj,l,rjﬂ,...,rmﬂ)

para quaisquer ry,r2,...,Fm+1 € %. A aplicagdo F é chamada (m — 1)-aditiva se € aditiva com

relacdo a cada argumento. Além disso, aplicagdes O-aditivas sdo definidas como constantes.

Teorema 3.0.1. Seja # um anel primo com involucdo *, que ndo é comutativo. Suponha

d(S(#Z)UK(#)) > 4. Entdo, qualquer *-derivacdo de Jordan de % é X -interna.
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Demonstracdo. Sejam 6 : # — 9% uma *-derivagdo de Jordan e B : #Z X # — 2, (%) a apli-
cacdo biaditiva definida por

B(x,y) = 6(x)y" +x6(y) + 6 (y)x" + yb (x),

para quaisquer x,y € Z%. Pelo Lema 3.0.1, temos que B(x,y) = 6 (xy+yx) = 8(xy) + 0 (yx), para
quaisquer x,y € #, ou seja, B satisfaz as hipéteses do Lema 3.0.3 considerando f = g = 6.
Assim, a igualdade (3.10) € valida, isto é,

B(wx,yz) — B(x,wyz) = B(zwx,y) — B(zx, wy),

e, pela definicdo de B, segue

8(xw)(yz)" + (xw) 8 (vz) + 8 (yz) (xw) "+ & (zwx)y” + (zwx)8(y) + 6(y) (zwx)" +
+(y2)8(xw) — 8(x)(wyz)" —x8(wyz)— = y8(zwx) — 8(zx)(wy)" — (2x)8(wy) —

—6(wyz)x” — (wyz)d(x) —6(wy)(zx)" — (wy) 8 (zx)

para quaisquer w; x,y,z € Z. Assim pelas propriedades de involugdo, segue que
S(ew)Z"y* + (xw)8(yz) + 6 (yz)w*x" + 8 (zwx)y" + (zwx)8(y) + 8 (y)x* w'z" +

+(y2)8(xw) = 8(x)2"y'w* —xb(wyz)— = +y6(zwx) — 8(zx)y"w" — (2x)6(wy) —

—8(wyz)x™ — (wyz)d(x) —8(wy)x"z" — (wy) 8 (zx)
Agora, note que podemos reescrever a equagio acima como

w(y(8(zx) — 26 (x)) +x(wd(yz) — 8(wyz)) +y(26 (xw) — 8 (zxw))+
+2(x6(wy) =wb(y)) + (=(8(x)z" = 6(zx))y" )w" + (=6 (wyz)+ = 0
+O(y2)w*)x" + (=8 (zew) + 8 (aw) 2 )y* + (=8 (y)w* — 8 (wy) )x™)z"
Consequentemente, fixando w, x,y, z correspondentes a xp,x», X3, X4, respectivamente, pelo Teo-
rema 3.1 de (BEIDAR et al., 2001), podemos reescrever a equacio acima do seguinte modo
wFi (x,y,2) +xF>(w,y,2) + yF3(w,x,2) + 2F4(w, x,y)+
+G1 (6,3, )W + G2 (W, 3, 2)x" + G3(x,5,2)y" + Ga(w,x,y)z" = 0 (3.11)
onde F;,G; - BXR XK — Lpy(X#),1 <i<4,e
Fi(x,y,2) = y(6(2x) —28(x)); F2(w, y,2) = wd(yz) — 8(wyz);
F3(w,x,z) = 26 (xw) — 6 (2xw); Fy(w,x,y) = x(8(wy) —wé(y));
Gi(x,,2) = —(8(x)z" — 8(2x))y"; Ga(w, y,2) = —8(wyz) + 8 (xw)z”;
G3(x,y,2) = —6(zxw) + 8 (xw)z"; Ga(w, x,y) = — (8 (y)w™ — 8 (wy) )x".
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Note que, como 9 (S(Z)UK(Z)) > 4, segue do Teorema 3.1 de (BEIDAR et al.,
2001) que existem aplicacdes biaditivas tnicas rjx : Z X # — L (%), 1 < j,k < 4, j # k tais

que Fll (W,X7y,Z) = _r%% (w,x,y,z)x* - rg%(waxtyvz)y* - l"i% (W,X,y,z)y*, para todos w,X,y, €2 €
X, isto é,
Fi(x,y,2) = —ra(y,2)x" —r31(x,2)y" —r41(x,y)z" =0 (3.12)

para quaisquer w, x, y, e 7 € %. Assim, igualando Fj(x,y,z) em (3.11) e (3.12), obtemos que
¥(6(zx) —26(x)) +ra1 (v, 2)x" + r31(x,2)y" + a1 (x,9)2" = 0

para quaisquer x,z € %. Agora, novamente pelo Teorema 3.1 de [2], existem aplicagdes aditivas
21,023+ X — Ly (Z) tais que 8(zx) — 20 (x) = —p12(2)x* — p32(x)z*, para quaisquer x,z € Z.
Finalmente, pelo Lema 3.0.2, existe a € 2, tal que 6(x) = xa — ax*, para qualquer x € Z.
Logo, qualquer *-derivacdo de Jordan de Z € .2 -interna.

Relembre que um anel % é um Pl-anel se satisfaz uma identidade polinomial com
coeficientes =1 em indeterminadas ndo comutativas. Suponha que d(S(#)) < eo. Um argumento
padrdo mostra que S(Z) satisfaz uma identidade polinomial com coeficientes =1 em (HERS-
TEIN, 1957), pagina 14. Pelo Teorema de Amitsur em (AMITSUR, 1969), Teorema 6, &% satisfaz
uma identidade polinomial com coeficientes +1. Portanto, &% ¢ um Pl-anel. Consequentemente,

o seguinte resultado € vélido.

Corolario 3.0.1. Seja Z um anel primo com involugdo *, que ndo é um Pl-anel. Entdo, qualquer

*-derivagdo de Jordan de # é Z -interna.

Nosso préximo objetivo € provar o resultado principal deste capitulo. Para isso,
inicialmente precisamos relembrar um resultado devido a Herstein (HERSTEIN, 1969). Suponha
que .Z é um ideal de Lie de um anel &%, isto é, .Z é um subgrupo aditivo de % satisfazendo
(£, %) C . E uma consequéncia do Lema 1.3 de (HERSTEIN, 1969) que Z[.Z, L% C
&+ 2. Seja % um anel primo com 9 (%) # 2 que nio é comutativo. Uma vez que [%Z, %) é

um ideal de Lie de #, temos que
N = %%, %),|%. %)% < |%.%) + |, %

Além disso, observe que N é um ideal néo nulo de %, pois d(#) # 2. Vamos usar tal fato para
demonstrar o préximo resultado auxiliar.
Seja % um Pl-anel primo com involugdo * tal que d (%) # 2, que ndo é comutativo.

Suponha que B* = f para todo B € Z(#), onde Z(Z) é o centro do anel #Z. Entdo, qualquer
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*-derivacdo & de Z pode ser estendida de modo dnico para uma *-derivacéo de Jordan S de ZC.

Além disso, 6 é uma aplicacdo C-linear.

Demonstragdo. Em vista de que % é um Pl-anel, sabemos que Z(#) # 0 e C é o corpo de Z(Z).
Além disso, ZC é uma algebra simples central de dimensao finita por Teorema 2 e Corolario 1
de (BEIDAR et al., 2001) e também Teorema 2 de (JACOBSON, 1975).

Afirmac@o 1: Existe um *-ideal ndo nulo I de Z tal que 8 é Z(Z%)- linear sobre I,
isto é, 8(Bx) = B (x), para quaisquer x € [ e B € Z(Z).

De fato, fixe B € Z(Z) e defina f(w) = 6(dw) — BS(w), para qualquer w € Z.
Sejam x,y € Z. Pelo fato de § ser uma *-derivagéo e por valer que * = 3, para todo 8 € Z(Z)

segue que

O((Bx)y+y(Bx)) = 6(Bx)y" + &(y)Bx" + BxS(y) +yo(Bx). (3.13)

Por outro lado, pela centralidade de 8, também temos que

S(x(By) + (By)x) = 8(x)By" + 8 (By)x" +x6(By) + Byd(x) (3.14)
Comparando (3.13) e (3.14), note que

(6(Bx) —B6(x))y" +y(8(Bx) =Bd(x) = (8(By)—B())x"+x(5(By) —BS(y),

isto €,

FEY +yf(x) = F)x" +xf(v) (3.15)

Substituindo x por um elemento y € Z(%) ndo nulo na equagio acima, resulta em

Fy +yf(r) = fOrY+vf)

YY) +f(y" = 2vf(y)

0 = @M +ry)
0 = yen 'fn+en Ty
(

y) = yc+cy (3.16)

- =
<

~
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para qualquer y € %, onde ¢ = (2y) ! (7). Assim, podemos trocar f(x) por xc +cx* e f(y) por
yc+cy* em (3.15) e teremos
(xc+ex®)y" +y(xe+ex’) = (ye+ey )x"+x(ye+cy’)
xcy' +ex*y* +yxe +yext = yex" + ey x" 4+ xyc +xcy”
xyc —yxc+cy'x* —ex*y* = 0
(xy —yx)e+c(yx" —xy") = 0
(xy —yx)e+clxy—yx)" = 0
(x,y)c+c(x,y)* = 0 (3.17)

para quaisquer x,y € #. Consequentemente, f([x,y]) = [x,y]c + ¢[x,y]* = 0, para quaisquer

x,y € Z. Portanto, f([%Z,#]) = 0. Até agora, provamos que
6(Bx) =PBo(x) (3.18)
para quaisquer x € [Z, %] e B € Z(Z%). O

Sejam u,v € [Z, %] e y€ Z(X). Entdo u* ,v* € [#,%)]. De fato, se u = [a,b], onde
a,b € #, entdo u* = (ab—ba)* = (ab)* — (ba)* =b*a* +a*b* = [—a*,b*]| € [#, ). Pelo Lema
3.0.1 e por (3.18), temos que

O(y(uv+vu)) = 8(yuv+ yvu)
O (Y(uv+vu)) = 6((yu)v+v(yu))
O (Y(uv+vu)) = & (yu)v* + (yu)d(v) + 8 (v)(yu)* +vé(yu)
O(y(uv+vu)) = yo(u)v* +yud(v) +yo (v)u* + yvd(u)
O(y(uv+vu)) =y[o(u)v" +ud(v)+o(v)u* +vo(u)]
O(Y(uv+vu)) = y8(uv+vu),
isto é,
O(y(uv+vu)) = y8(uv+vu). (3.19)

Além disso, como uv —vu = [u,v] € [#, %], segue também de (3.18) que
O(y(uv —vu)) = yo(uv —vu). (3.20)

Assim, como § ¢é aditiva e char(%) # 2, somando (3.19) e (3.20) obtemos que
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O(y(uv+vu))+ 6(y(uv—vu)) = yo(uv+vu)+ Yy (uv—vu)

S (y(uv) +8(y(vu)) + 8 (y(uv) = 8(y(vu)) = Y8 (uv) +yS(vu) + 8 (uv) — y8(vu)

)
O (Y(uv) +6(y(uv) = y8(uv)+yd(uv)
26(y(uv) = 290 (uv)
S(y(wv) = y8(uv)

para quaisquer u,v € (%, %] e y € Z(#). Em vista do fato que N = Z|[[%#, %), %#,%)||% C
(%, %)+ [#,%)?, qualquer elemento de N é da forma u+ Y u;v;, para algum u € (%, %) e uma
quantidade finita de u;v; € [%Z, %], o que implica que & é Z(%)-linear sobre N.

Note que N € um *-ideal ndo nulo de Z. Sabe-se que qualquer elemento de ZC é
da forma % para alguns x € Z e B € Z(#). Facilmente, * pode ser estendida de modo tnico
para uma involu¢do de ZC, definindo (%)* = %, para quaisquer x € Z e 0 # B € Z(%), pois
B* =B, paratodo B € Z(#). Por Teorema 2 (BEIDAR et al., 1995), NNZ(Z) # 0. Assim, fixe
n € NNZ(Z) um elemento ndo nulo e defina uma aplicagdo & : ZC — ZC por S(%) = %
paratodosx € Z e 0+# B € Z(Z%).

Uma vez que & é Z(#)-linear sobre N, a aplicacio & estd bem definida e ¢ facil

ver que 5 é uma aplicacdo C-linear. Vamos verificar que §: #C — #C é uma *-derivagdo de

Jordan. Sejay € ZC. Escrevay = %, paraalgunsx e Ze0# B € Z(#). Entionx e N e
2 2 S 2
~ ~ X ~( x nx
s§(*) =6 (_> :5(_2):((2—;)
B B n’p

S(nx)nx"+nxd(nx) _ 8(nx) <X>*+15(17X)

nBnp ~nB \B) "B nB

Finalmente, vejamos que 5 = & sobre #. Claramente, & = & sobre N. Sejam r € #

=8(y)y" +y8(»).

e x € N. Entdo, xr+ rx € N e, assim & (xr+ rx) = §(xr+ rx). Pelo Lema 3.0.1 segue que

(r)+06(r)x* = x8(r)+8(r)x"
(8(r) = 8(r)x* +x(6(r)=68(r)) = 0

S +x8(r)+8(r)x" +r6(x) = 8(x)r +x8(r)+8(r)x* +ré(x)
x6

Logo, 8(r) —8(r) =0, isto &, 8(r) = 8(r). O
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Finalmente, vamos dar uma solucdo completa para o problema que iniciou o capitulo,
sob a condigdo de d(#) # 2, provando o seguinte resultado, que é uma generalizagdo completa

de (T1), (T2), (T3).

Teorema 3.0.2. Seja # um anel primo, que ndo é comutativo, com involugdo * e char(%) # 2.

Entdo, toda *-derivagdo de Jordan de % ¢ X -interna.

Demonstragdo. Pelo Corolario 3.0.1, basta analisar o caso em que & € um PI- anel. Seja

0 : # — 2% uma *-derivagio de Jordan. Vamos estudar dois casos:

Caso I - Existe B € Z(Z) néo nulo tal que B* # B. Entdo, (B —B*)*=B*"—-B=—(B—B"),
isto é, B — B* é um elemento antissimétrico (ndo nulo). Assim, podemos assumir que existe um
elemento ndo nulo B € Z(#) tal que B* = —f. Escolha um *-ideal ndo nulo / de % satisfazendo

BIC Z%. Sejax € 1. Pelo Lema 3.0.2, vale que

26(Bx) = 6(Bx+Px) = 6(B)x" +Bd(x) +(x)(—B) +x5(B),

ou seja, 26(Bx) = 8(B)x* +x6(B). Desse modo, 6(y) = ya — ay*, paratodo y € J = BI, onde
a= %g). Em vista do Lema 3.0.1, podemos afirmar que 0(y) = ya — ay*, para todo y € Z.

Caso Il - B* = B, para todo B € Z(Z#). Pelo Lema 3, § pode ser estendida de modo tnico a
uma *-derivacdo de Jordan de ZC, que vamos denotar por 5. Note que ZC € uma élgebra

simples central sobre C. Assim, por [9, Teorema 1.2], existe a € ZC tal que 5 (y) =ya—ay*, para

qualquer y € ZC. Em particular, 6 (y) = ya — ay*, para qualquer y € ZC, como era desejado. [

Em vista dos Teoremas 3.0.1 e 3.0.2, surge a seguinte questao.
Questdo II. Seja # um anel primo com involugdo *, que ndo é comutativo. Suponha

que char(%Z) =2 e d(S(#)) < 4. Toda *-derivagdo de Z é 2 -interna?
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4 APLICACOES ADITIVAS EM ANEIS COM INVOLUCAO

Uma aplicacdo aditiva D: #Z — % é dita x-derivag¢do de Jordan se satisfaz
D(x?) = D(x)x* +xD(x), 4.1)

para qualquer x € Z.

Neste capitulo, mostraremos que assumindo hipéteses fracas, toda aplicacdo que
satisfaz a equac@o acima também é da forma D(x) = ax* — xa, para algum elemento a.

Tais aplica¢des aparecem naturalmente na teoria de representabilidade de formas
quadraticas por formas bilineares. Para resultados relacionados a essa teoria indicamos (SEMRL,
1988) e (VUKMAN, 1987), onde mais referéncias também podem ser encontradas. Em (SEMRL,
1990), foi mostrado que a questdo se cada forma quadratica pode ser representada por alguma
forma bilinear estd intimamente ligada a questdo se toda aplicacio que satisfaz (4.1) € da forma
D(x) = ax* — xa, para algum elemento a.

Inicialmente, observe que as aplicagdes aditivas D e D, com as propriedades
Di(xy) = Di(x)y” +xD1(y);
D (xy) = Da(y)x™ +yDa(x),
satisfazem (4.1), pois basta tomar x = y.
Além disso, a aplicacdo D3 definida por
D3(x) = ax™ — xa,
onde a € um elemento fixado também satisfaz (4.1). De fato,
D3 (x)x* 4 xD3(x) = ax*x* — xax™ 4+ xax* — xxa = a(x*)* —x*a = D3(x?).

As aplicacdes D1, D> e D3 nos remetem a derivagdes, derivagdes reversas e deriva-
¢oes internas, respectivamente. Temos a inten¢do de provar que no caso em que & € um *-anel

nao comutativo primo, vale que D; =0e D, = 0.

Proposicao 4.0.1. Seja Z um x-anel ndo comutativo primo. Se, para uma aplicacdo D: % — X%,
valer que ou D(xy) = D(x)y* +xD(y), para quaisquer x,y € Z ou D(xy) = D(y)x* 4+ yD(x),

para todos x,y € %, entdo D = Q.
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Para demonstrar a Proposicao 4.1, vamos precisar do seguinte lema, cuja demonstra-

¢ao pode ser encontrada em (HERSTEIN; HERSTEIN, 1976), Corolério do Lema 1.1.7.

Lema 4.0.1. Seja % um anel primo. Se ou [x,b] =0, para todo x € Z ou |x,bla = 0, para
qualquer x € %, entdoa=0oub € Z(X).
Demonstra¢do. Suponha que D satisfaca D(xy) = D(x)y* +xD(y). Entdo,
D(xyz) = D(x(yz))
= D(x)(yz)" +xD(yz)
= D)y +x(D(y)z" +yD(2))
= D(x)Z"y* +xD(y)z" +xyD(z). (4.2)
Por outro lado, como % € um anel associativo, também temos que
D(xyz) = D((xy)z)

= D(xy)z" + (xy)D(z)

= (D(x)y*+xD(y))z" +xyD(z)

= D(x)y"z" +xD(y)z" +xyD(z). (4.3)

Assim, comparando (4.2) e (4.3), obtemos D(x)z*y* = D(x)y*z*, isto é,

D(x)[z",y"] =0,

para quaisquer x,y,z € #. Consequentemente, usando o Lema 4.0.1, podemos concluir que

D = 0. Similarmente, podemos mostrar que D = 0 no caso em que D(xy) = D(y)x* +yD(x). O

Lema 4.0.2. Seja % um x-anel livre de 2-tor¢do. Se uma aplicacdo aditiva D: X — X% satisfaz

(4.1), entdo para quaisquer x,y,z € %, as seguintes igualdades sdo vdlidas

D(xyx) = D(x)y"x" +xD(y)x" +xyD(x); (4.4)

D(xyz+zyx) = D(x)y*z" +xD(y)z" + xyD(z) + D(z)y*x" + zD(y)x" + zyD(x). (4.5)

Demonstragdo. Suponha que D satisfaca (4.1). Linearizando (4.1), obtemos

D(xy+yx) = D(x)y" +D(y)x* +xD(y) +yD(x).



Agora, vamos calcular D(x(xy + yx) + (xy 4+ yx)x) de dois modos diferentes:

De um modo, temos

D(x(xy +yx) + (xy + yx)x)

De outro modo, temos

D(x(xy +yx) + (xy + yx)x)

D(x) (xy+yx)* + D(xy+ yx)x" +

+xD(xy + yx) + (xy +yx)D(x)

D(x)y*x" +D(x)x"y" + D(x)y*x* + D(y)x"x* +
+xD(y)x" +yD(x)x" +xD(x)y* +xD(y)x" +

+xxD(y) + xyD(x) + xyD(x) + yxD(x).

D(x’y +yx?) 4 2D(xyx)
D(x*)y* 4+ D(y)x*x* +x*D(y) +
+yD(x*) +2D(yxy)

D(x)x*y* +xD(x)y" + D(y)x"x* +

+xxD(y) + yD(x)x* +yxD(x) +2D(xyx).

Comparando (4.6) e (4.7), podemos concluir que

x*+2xD(y)x* +2xyD(x) = 2D(xyx).

Logo, como Z ¢ livre de 2-torgdo, segue que

D(xyx) = D(x)y"x" +xD(y)x" +xyD(x),

para quaisquer x,y € Z. Finalmente, linearizando (4.4), obtemos (4.5).
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(4.6)

4.7)

O

Agora, vamos provar que assumindo uma hipétese bastante fraca, toda aplicacio

satisfazendo (4.1) € da forma Dj.

Teorema 4.0.2. Seja # um x-anel, contendo um elemento identidade 1, o elemento % e um

elemento antissimétrico A que pertence a Z(X). Se uma aplicagdo aditiva D: % — % satifaz

(4.1), entdo existe a € % tal que D(x) = ax* — xa, para todo x € X.

Demonstragdo. Por (4.4), note que

D(4)

D(AA"'A)

DA)YA Y A* + ADAHA* + AL D(A)

D(2)

~A*D(A" Y+ D).



Assim, D(A~1) =2172D(Q).
E de acordo com (4.5), temos que
2D(x) = DAxA "'+ A71xA)
= DA (AN +ADX) (A + AxD(A" )+ DA )X A* + A D(x)A* +
+2"'xD(X)
= A7 'D(x)x* —D(x)+xA7'D(A) — A7 'D(A)x* —D(x) +xA"'D(A).

Consequentemente, 4D(x) = x(2A~'D(1)) — (2A~'D(A))x*, para qualquer x € Z.

31
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5 CARACTERIZACAO DE #*-DERIVACOES DE JORDAN COM A ACAO DE
PRODUTOS NULOS

Nesta secdo, iremos considerar a questdo da caracterizacdo das *-derivacdes de

Jordan multiplicativas pela acdo de produtos nulos, no geral, em um *-anel.

Teorema 5.0.1. Seja % um *-anel livre de 2-tor¢do com um idempotente ndo trivial e simétrico
e1. Assuma que X satisfagca as seguintes condigcoes:

1. Paraa € Z, aZe; =0 implica a =0, sempre que i =1,2 e ey =1—ey;

2. Para a € X%, epaerx*er + exxeraey = 0 para todo x € Z implica epaer = 0.
Se a funcdo 8 : # — X satisfaz 6(ab+ ba) = §(a)b* +ad(b) + 6(b)a* + bd(a) sempre que
ab=0, com a,b € %, entdo 8|,.; ¢ uma *-derivagdo de Jordan aditiva, onde 8|, %.; ¢ a
restri¢do de 6 para e;%ej, comi,j € {1,2}.
Demonstragcdo. A demonstracdo do teorema se dard através de uma série de afirmacdes.
Afirmacdo 1. §(0) =0

Como 0* = 0, temos 6(00+00) = §(0)0* +05(0) + 8(0)0* 4+ 05(0) = 0.

Afirmacdo 2. Seja 1 <i# j<2. Para quaisquer a;; € X;; e a;j € H;j, temos
1. ed(aijajj)e;j = ei6(aij)aj; +aijd(aj;)e;;

2. ejb(aijajj)ei = e;jd(ajj)aj;+a;;6(aij)e;
(i) Parai = 1e j =2, usando o fato que ajp € 2, axy € %2 € apajy =0, temos
0(appaxn) = é(axran +anan).
Pela defini¢do da fungdo 0, temos
0(axnain +anaxn) = 8(axn)aj; +and(aiz) + 6(ain)ay, +a2d(axn). (5.1

Multiplicando a equacdo (5.1), do lado esquerdo por e; e do lado direito por e;, obtemos
e18(anan)ey = e18(axn)ajer+erand(an)er +

+e10(an)as,er +erarnd(an)er
Agora, observe que eje; = exe; = 0, logo aj,er = exa*ejer = 0, donde e16(ax)ajer =0¢

ela225(a12) = 6162a625(012) =0. Além diSSO, COmo ezey = ep, temos

815(6112)613262 = 615(6112)6261*8262 = 615(6112)8261*62 = 618(6112)6132,
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e sendo eje| = e, temos

erapnd(axn)er =ejejaerd(ax)er = ejaerd(ax)er = ajpd(an)es.

Assim, obtemos o item (i)

e10(anan)es =e16(an)ay, +and(axn)es.

Agora, multiplicando a equacdo (5.1), do lado esquerdo por e; e do lado direito por e, obtemos
625(a12a22)€1 = 623(022)a>1k2€1 + €261225(Cl12)€1 + e25(a12)a§261 + 6261125(6122)61 .
Por outro lado, temos as seguintes igualdades
e20(ax)aj,er = exd(axn)era*eje; = ex6(axn)era*e; = ex0(axn)aiy;
exand(ain)e; = exeraerd(arn)e) = exaerd(arn)er = and(az)er;
625(6112)61;261 = 625(6112)6261*6261 = 0;
62a125(a22)61 = 6261a625(a22)61 =0.
Substituindo tais igualdades em
e28(apan)er = ex6(ax)ajer +exand(an)er +e28(az)axner +exand(axn)er,

obtemos o item (ii)

625(61126122)61 = 625(a22)a>i<2 + a225(a12)el .

Ocasoi=2e j=1 é obtido de forma andloga.
Afirmacdo 3. ¢;6(ej)e; =0 e eyd(eq)ex =0.

Para provar esta afirmacdo usaremos o item (ii) da Afirmacéo 2. Com efeito, Subs-
tituindo a; = e; em (ii), obtemos e;0(a;je )e; = ej6(e1)aj‘j +e10(ajj)e;. Assim, parai=2¢e
j =1, temos

e10(azier)e; = e1d(er)ar; +e10(azr)er
e10(ax1)es = e10(er)ay; +e16(az)er
e10(e1)as; +e16(azi)es—ejd(azi)es = 0
e16(e))ay; = 0,
para qualquer ap; € %#51. Desse modo, e16(e;)ejaey = 0, para qualquer a € %, pois fazendo

a=>", ay; =eyb*e;, logo a;; = e1bey = bo. Além disso, resulta da hipétese (1) do teorema que

e16(er)ejae; = 0,logo e10(ey)e; = 0. Por outro lado, para qualquer ap; € %), temos axpe; =
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eray =0, assim fazendo a = e; e b = ay em 6(ab+ba) = §(a)b* +ad(b)+ d(b)ax+bd(a),
obtemos

0=10(0) = S(axe; +eraxn) = 8(ax)e] +axnd(e))+6(e)ar, +e18(axn).

Multiplicando ambos os membros da equac@o acima por e; e lembrando que e} = ej, temos
0= ex0ey = e8(ann)ejer +erand(er)er +e26(eq)ar,er +ere1d(a)esr.

Como eje; = epe; = 0, obtemos e, (axn)ejex = exe18(azn)ey = 0, restando,
erand(ey)er+exd(er)ar,er =0.

Como eyaz; = an e ay,er = a,, obtemos e;8(e1)ajy, +a»d(er)ex =0, donde

erd(er)era’ e +eraerd(er)e; =0,

para qualquer a € #Z. Como, a partir da hipdtese (2) do Teorema, temos ;5 (e )ey = 0, segue
que a Afirmagdo 3 é verdadeira. Agora defina t(a) = 8(a) — (aap — apa™), para qualquer a € %,

onde
ap=e16(er)er —exd(eg)ey.
Entido mostraremos que
t(ab+ba) = t(a)b* +at(b) + t(b)a* + bt(a) (5.2)
sempre que ab =0, com a,b € %. Com efeito,
t(ab+ba) = 0(ab+ba)— ((ab+ba)ag— ao(ab+ba)*)
= 6(a)b”"+ad(b)+6(b)a" +bd(a) — ((ab+ba)ag — ag(b*a* +a*b"))
= 6(a)b*+ad(b)+ 6(b)a”* +bd(a)— abay — baay + aph™a™ + apa™b*.
Somando e subtraindo aagb™ e bapa*, temos
t(ab+ba) = 6&(a)b* —aaph™ + apa™b* +ad(b) — abag + aagb™ +
+0(b)a* — bapa™ + apb*a* + bd(a) — baay + bapa™.
Colocando em evidéncia alguns termos, temos
t(ab+ba) = [8(a)— (aap—apa”)|b* +ald(b) — (bag — apb™)] +

+[8(b) — (bag — apb*))a* + b8 (a) — (aap — apa™)].
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Logo, substituindo pela 7, obtemos
t(ab+ba) = t(a)b* +at(b) + t(b)a* + bt (a).

Com a Afirmagao 3 provada, temos ferramentas suficientes para provar que
T(e;) =0 (5.3)

Com efeito, pela Afirmag@o 3, temos e, (e} )ex = 0, ou seja, (1 —e1)d(er)(1 —ey) =0, donde
O(e;)—06(er)e; —e16(er) +e10(ep)e; =0, lembrando que pela Afirmagdo 3, temos também

e16(er)e; =0, logo

O(e;) =0(e1)e; +e10(er) (5.4)
Por outro lado, por defini¢do, t(a) = 8(a) — (aap — apa™), para qualquer a € %, onde ag =
e16(er)er —ex6(ey)e;. Assim, fazendo a = ey, iremos obter

T(e1) = 0(ey) — (e1ap — apey).

Substituindo ay,

”L'(el) = 6(61) — (el<€16(61)€2 — 626(61)61) — (816(61)62 —825(61)61)61)
= O(e;)—e1d(er)er —erd(eg)ey.

Substituindo e = 1 — e,
T(e;) = O(e1)—e1d(er)(l—e)—(1—e1)d(er)er
= O(e;)—e10(e1)+e16(e1)e; —O(er)er +e10(eq)ey.
Pela Afirmacdo 3, temos que e16(ej)e; = 0, logo
T(e1) = 0(e1) —e10(ey) —O(eq)ey.
Segue, finalmente, pela equacao (5.4), que

’L'(e]) = 5(81) —616(61) —5(61)61 = 5(61) —5(61) =0.

Aﬁrmagﬁo 4. T(%ﬁ) - %ﬁ,i = 1,2.

Para provar tal afirmacao, iremos precisar de uma série de equagdes. Com efeito, para
quaisquer aj| € K11 € byy € oy, temos aj1byy = ejaejerbey =0 € byray) = exbeyejae; =0,

pois ejez = eze; = 0. Assim, substituindo a = aj| e b = by na equacdo (5.2), temos

0= T(O) = T(allbzz —f—bzzan) = T(all)b§2 —l—allf(bzz) -+ T(bzz)a’fl —|—b227:(a11). (5.5
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Multiplicando, ambos os lados da equac@o acima por e, obtemos
0=1e30e; = ezr(all)b§262 + ezallf(b22>ez + ezf(bzz)aiklez + ezbzzf(all)ez,
ou seja,
0=ext(ajr)erb erer +erejae; t(ban)er + ext(ban)eja*erer + exerbert(ayy)er.
E como eje; = ere; = 0, obtemos
0= ezT(al 1 )ezb*ez + ezbezf(al 1 )62.

Desse modo, fazendo a comparacéo a = 7(aj;) e x = b na hipétese (2) do Teorema 5.0.1,

obtemos a primeira equagdo necessaria para nossa demonstracao
ext(ar)er =0 (5.6)

Agora, multiplicando por e; e por e, a esquerda e a direita, respectivamente, a equacao (5.5),

obtemos

0=e10e; = e1t(aj))byer+ejat(ba)er+e1T(bn)aj e +e1bnt(a)es,
ou seja,

0=-e1T(aj1)erb erer +ejerae; T(ban)es + e1T(ban)eja*erer +erexbert(ary)esr.
E como eje; = epeq = 0, temos
0=e17t(ai1)bs, +ait(bxn)er.
Fazendo a;; = e; na equagdo anterior, obtemos
0=-e17(e1)b3, +e1T(bn)ea,

lembrando que 7(e;) = 0, segue

e17(byy)ex = 0 implica que ajje1T(bay)ex = 0 implica que aj;T(baz)es = 0.

E assim,

0= elf(an)biz +allf(b22)€2 = elr(all)béz.
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Isto é, e17(aj)exbey; = 0, para qualquer b € %. Entdo comparando com a hipétese (1) do

Teorema 5.0.1, a seria e; T(aj})ez, chegamos em
61’5(6111)62 =0 (5.7)

De forma anéloga, multiplicando por e, e por e;, a esquerda e a direita, respectivamente, a

equacdo 5.5, obtemos
0 = ey0e; = ext(ay1)b3yer +exayT(bn)e +ext(bx)ai el +exbant(ay)er,
ou seja,
0=-ert(aji)erb ere; + erejae 1 T(by)ey + ext(ban)eja’ere) + ererbert(ayy)ey.
E como ejey = ere; =0, temos
0=ert(ban)aj, +bxnt(arr)er.
Fazendo a;; = e; na equagdo acima, obtemos
0=ext(by)er +bxnt(er)e.
E como 7(e;) = 0, temos e, 7(b2z)e; = 0, donde e27(by)at, = ext(bar)eja*e; =0, logo
0= ext(ba2)aj +bxnt(air)er = bxnt(ai)el,

donde eybe;T(ayy)e; =0, para qualquer b € Z.

Para chegar ao resultado desejado, iremos provar o caso simétrico da hipétese (1) do
Teorema 5.0.1.
(Simétrico da hipétese-(1) 5.0.1) Se ¢;%a = 0 para qualquer a € Z, entdo a = 0, sempre que
i=12eey=1—e¢;.

Com efeito, tendo e¢;Za = 0 para qualquer a € Z, temos e¢;ba = 0, para qualquer
b € %, donde (ejba)* = 0, para qualquer b € #Z, logo a*b*ef = 0, ou seja a*b*e; = 0, para
qualquer b € Z, assim pela hipétese (1), temos a* = 0, logo a = 0. Donde, exbert(aj))e; =0,

para qualquer b € Z#. Portanto,

62’5((111)61 =0. (5.8)
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A préxima equacao serd obtida a partir das anteriores, pois substituindo e; por 1 —ej em (5.7),

temos
e1t(a)(1—e;) = 0
eit(ayn)—ert(ain)er = 0
e1t(a
(1—ex)t(an

) (a11)
) (a11)
T(aj)) —ext(ay) = eit(an)e;
7(an) (a11) +e1t(arn)e (5.9)

De forma andloga, substituindo e; por 1 — e, em (5.8), temos
ezr(a“)(l — 62) =0

621’(6111) — ezf(all)ez = 07

por (5.6),
ext(ap) =0. (5.10)
Substituindo (5.9) em (5.10), obtemos
T(aj)) = eyt(ap)e. (5.11)
Pela decomposicao de Peirce, segue

T(a11) =e1t(air)er +ext(ary)es+e1t(arr)er +ext(ar)e;.
Resultando, pelas equacdes (5.6),(5.7), (5.8) e (5.11), em

T(ay) =e1t(ay)e) € Zn

Portanto, t(a;;) € #1;. E de forma analoga, chegamos a conclusdo que 7(az;) € %2, termi-

nando a prova da Afirmacéo 4.

Afirmacio 5. ©(%;;) C Z12+ %1, 1 <i# j<2.
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Tome ajj € %,‘j, ou seja, ap € (@12 eay € %21. Como ajpe; =0eejar; =0, segue

das equagdes (5.2) e (5.3) que

T

t(ar2) = 7t(ape+ejan)

t(apn) = 7t(an)e]+apnt(er)+t(er)aj, +e1t(arn)
T(a12) = t(ax)er +e1t(arn)

(a12) (

ap) = 7T a12)61+el‘c(a12). (5.12)

Multiplicando ambos os lados da equagdo (5.12) por e, obtemos

611(6112)61 = elr(alz)elel+e1e17:(a12)e1
€1T(a12)61 = elr(a12)81+elr(a12)el
elf(alz)el = 0. (5.13)

Agora, multiplicando ambos os lados da equagdo (5.12) por e;, obtemos

ezf(alz)ez = ezr(alz)elez +ereq T(Cllz)ez

ezf(alz)ez = 0. (5.14)
Assim, pela Decomposi¢do de Peirce,
’L'(alz) = elr(alz)el +€1T(a12)62 + ez’L'(alz)el +62T(a12)ez

‘L'(alz) = elf(alz)ez —I—ezf(alz)ez € X1+ %o

Portanto, T(#12) C Z1» + %#»1. Analogamente, demonstra-se T(%#»1) C Z12 + %51, concluindo

a prova da Afirmacgdo 5.

Afirmacio 6. Para quaisquer ay) € Z11 e ajp € X2, temos e1T(ay) +apn)er = e1t(an)es,

ext(ar; +ap)ey =ext(ap)e; eext(ar +ain)ey =0.

Para demonstrar tal afirmacdo, primeiramente observe que para quaisquer aj; € #1|

e ajp € Z12, temos que axs(ay) +aiz) =0 e axpajy = 0. Pela equacdo (5.2), por um lado, temos

T(apaxn) = t(an(ain+an)+ (a2 +air)an)
T(alzazz) = T(azz)(alz +a11)*+a22’c(a12+a11)+r(a12 +a11)a§2+(a12+a11)’c(a22). (5.15)
E por outro lado,

T(anan) = t(anan+anan)

T(a12a22 = T(azz)aTZ—{—azzT(alz)+T(a12)a§2+a121(a22). (5.16)
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Comparando as duas equagdes (5.15) e (5.16),

’L'(azz)aTz +t(ax)aj; +ant(an+a)+ = T(azz)(ffz +axnt(an)+

+T(a12 + an)aiz +a12T(a22) +a11’c(a22) +T(a12)a§2 + alzf(azz),

logo,

T(an)aj, — t(axn)aj; + t(axn)ay; +ant(an +an) + t(ai +an)ap+ = 0,

+apt(axn) —ant(an)+ant(an) —ant(an) — t(an)a,
ou seja,
T(azz)a?l —1—a22’c(a12 —l—all) -+ ’L'(a12 —1—a11)a§2 —l—all’f(azz) — azz’f(alz) — T(alz)a§2 =0.

Pela Afirmacdo 4, t(a;;) € Zi, assim T(ax)aj, = aj17(ax) =0, entdo resta

ant(ain+ai)+t(an +an)asy —ant(an) —t(an)ay; = 0
ant(ain+ai) —ant(an) +t(ain+ai)ay —t(an)a;, = 0
azz[f(mz—i—an)—f(mz)]—|—[T(a12—|—a11)—7:(a12)]a§2 = 0. (5.17)

Multiplicando a equacao (5.17) por e, em ambos os lados , obtemos
ereraer[t(ary +ayy) — t(an)les +exlt(ay +ai) — t(apn)]era*eres = 0
exaer[t(ar +anr) — t(an)lex +exft(arz +an) — t(an)lexa’e; = 0,

para qualquer a € Z. Assim, pela hipdtese 2 do teorema,

ez[’c(alz-l—an)—r(alz)]eg =0
ezf(alz—f—all)ez—ezf(alz)ez =0
ert(ain+ai)er = ext(an)es.

Observe, pela Afirmagdo 5, para t(ajp) € Z1, + %»1, temos exT(ajn)er = 0, ou seja, exT(ap +
app)ey = 0. Agora, multiplicando o lado esquerdo por e; e o lado direito por e, da equagio

(5.17), temos
ereraer[t(aip +ay) —t(an)les+e[t(an +ai) — t(an)]era*eres =0,
como ejer = 0, segue

ei[t(ap+ay)—t(apn)|era*e, =0,



41

dai, pela hipétese (1) do teorema, temos
ei[t(aip+an)—1t(apn)les = 0
eit(anp+ai)ex = ert(an)er.

De forma similar, multiplicando o lado esquerdo e o lado direito, por e, e por e, da equacdo

(5.17), respectivamente, obtemos

ereraer[t(ary +ayy) —t(an)ler +ex[t(an +ai) — t(an)]era*ere; =0,
como epe; = 0, segue

eraer[t(ayy +ay) —t(apn)ler =0,

para qualquer a € Z. Segue pelo caso simétrico da hipdtese (1) do teorema, que

er[t(ap+an)—t(ann)ler = 0
ext(appy+ap)er —ext(an)er = 0
ezf(alz +a11)€1 = ezr(alz)el

Portanto, a Afirmacao 6 estd demonstrada.
Afirmacdo 7. Para qualquer a;; € %;;(1 < 1i,j < 2), temos
1. e1t(axn +apn)e; =0, e;t(axn +az)er = e1t(an)es e ext(axn +apn)ex = ext(ar)er;
2. elf(azz +6121)€1 =0, 81”5(6122 +a21)€2 = elr(azl)ez e ezf(azz +6121)€1 = eQT(azl)el,‘
3. 621'(6121 +a11)e2 =0, elr(azl +a11)€2 = el”L'(aZI)ez e ezf(azl —|—a11)e1 = 621'(6121)81.
Prova do item (i): Sejamaj; € K11,a12 € X7 € ayy € Xy, temos (6122 —i—a12)a11 =0
e ajpay; = 0. Com isso, a partir da equagdo (5.2), por um lado, temos
T(ajaz) = 7t((axn+az)an +aii(axn+an))
= t(axn +ap)aj; + (an +az)t(an)+

+7(ay1)(axn +an)* +ant(axn +an), (5.18)

e por outro lado,

t(anan) = t(anjan+anan)

= t(an1)aj, +ant(arz) +t(an)a; +ant(an). (5.19)
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Comparando as duas equagdes (5.18)e (5.19), obtemos

t(axn +apn)aj; +axnt(an)+apptan)+ = t(an)aj,+ant(an)+
+1(ai1)ar, +t(ar)ay,) +ant(an +an) +1(ain)ay; +annt(an),
ou seja,

T(axn +ain)aj; +axnt(an)+ant(an) —ant(an)+t(ain)an+ = 0,

+1(aiy)aj, — t(ai)aj, +ant(an +an) —ant(an) — t(an)aj;
logo,
T(axp +apn)aj; +ant(an)+t(ai)as +ait(axn +apn) —ayt(apn) — t(an)aj; =0.
Pela Afirmacdo 4, temos 7(ay1) € Z)1, onde axt(ai) = t(ai1)a;, =0, restando,
t(ax +ai)ay, +ant(an +az) —ant(an) —t(an)a;; = 0
(t(axn +ain) —t(ap))aj; +ai(t(axn +apn) —t(ap)) = O. (5.20)
Fazendo a;; = e; em (5.20), obtemos
[T(a22 +a12) — t(ai2)]er +e1[t(axn +a2) — t(aiz)] = 0. (5.21)
Multiplicando por e; os dois lados, obtemos
e1t(an +apn)er—eit(apn)e; +e1t(axn +apn)e; —ert(an)e; =0.

Observe, pela Afirmacdo 5, que 7(ajp) € Z12 + X1, donde e;t(ajz)e; = 0. Assim da equagdo

resta,
e1t(an +apn)ei+eit(an+an)er = 0
2e1t(ap +apn)ey = 0
el’c(a22+a12)el = 0,

pois Z é livre de 2-tor¢do, onde acabamos de obter a primeira expressdo de (i). Prosseguindo,

agora iremos multiplicar por e;, a equacgdo (5.21), pelo lado direito, obtendo
[T(axa +aiz) — t(az)|erer +e1[t(an +ain) — t(an)le2 =0,
como ¢jez = 0, temos
e1[t(axn +apn)—1t(an)lea = 0
e1t(ane; +ap)es—eit(ap)es = 0

€1T(a2261+a12)€2 = elf(alz)EQ.
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Analogamente, multiplicando por e;, pelo lado esquerdo, a equacdo (5.21), obtemos
62[’6((122 + alz) — ’L'(alz)]el +ereq [T(azz + a12) — T(alz)] =0,

como epe; = 0, temos

er[t(an +an) —t(an)ler = 0
ext(aner+apn)—ext(ann)er = 0
ert(aner +apn) = ext(an)er,

concluindo a prova do item ().
Prova do item (ii): Sejam a| € Z11,az1 € %o € axy € X, 1ogo aji(axn+ar ) =0eajjaz =0.

Utilizando a equagdo (5.2), por um lado temos

T(az1an) = 7t(ar(an +az)+(an +az)ai)

T(azta11) = 7t(ay)(an +az)" +ant(an +an)+t(an +az)ay; + (an +az)t(an).
Por outro lado, temos

t(ag1a11) = t(anax +azan) = t(an)ay; +ant(aa) + v(az)aj;, +azi t(an).

Comparando as duas equagdes, obtemos

T(all)azz—{—f(all)a;l+a111(a22—|—a21)—|— = T(all)a§1+a111’(a21)+
+T(a22 —I—a21)a>{1 —l—azzf(al]) —i—az]T(al]) +T(a21)a>fl —|—a21r(a11),
donde,

T(ai1)ay, +ait(an +ax )+ t(axn +ax)aj; +ant(an) = ant(a )+ t(az)aj;
pela Afirmagdo 4 t(ay1) € %11, logo axt(ai) = t(ai)as, =0, resta
ait(ax +ax)+ t(an +az )ay, = a1 t(az) + t(az)aj;.

Fazendo a;; = e; na equagdo acima, obtemos
el T(azz + 6121) + ’L’(azz +as )61 = e T(a21) + ’L’(a21 )e1 (5.22)

Multiplicando ambos os lados da equagao (5.22) por e, obtemos

e1t(an+azi)er +e1t(axn +az )er = e t(az)e; +e1t(az)er.
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Observe que, pela Afirmagdo 5, T(ay;) € Z12 + %1, donde e T(az))e; = 0. Assim da equagdo

acima resta,

e1t(axn+az)ei+eit(an+az)er = 0

2e1t(apn +az)ey = 0.
E como Z € livre de 2-tor¢do, segue
elf(azz + a21)61 =0.
Agora, multiplicando por e;, a equacdo (5.22) pelo lado direito, temos
€1T(a22 + a21)e2 + T(azz —I—(121)616’2 = elr(azl)ez + T(a21)61e2
como ejer; = 0, segue
e1t(axn +ax)er =ert(an))es.
Analogamente, multiplicando por e;, a equagdo (5.22) pelo lado esquerdo, temos
ere1T(ax +an) +ext(ax +ax)er = eze1T(azr) +ext(azi ey,
como ejez = 0, resta
ext(axn +az)e; = ext(ay; e,
finalizando a prova do item (ii). Prova do item (iii): Sejam ayy € %22, ax) € %#»1 € ay) € #11»

temos (az| +ayy)axn = 0 e azjay = 0. Utilizando a equagdo (5.2), por um lado temos

T(anazi) = t((a21 +air)ax +axn(ax +air))

T(azzazl) = T(azl +Cl11)a;2 + (azl +6111)T(6122) + T(azz)(azl +a11)* +a221'(a21 +6111).

Por outro lado,
T(anax) = t(aziaxn +axa;)
= t(ay)ay, +az t(axn)+ t(ax)as; +ant(ay).
Comparando as duas equagdes, obtemos
t(ag1 +air)az +ant(an) +antlan)+ = t(az)ay +axt(an)+

+1(ax)as, + t(axp)ay; +axnt(ax +an) +71(axn)ay; +axnt(az),
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donde,

T(ag1 +ai)az, + a1 t(axn) + t(ax)aj; + axnt(ax +ai) = (a1 )as, +axnt(a).
Como 7(ax) € %, pela Afirmacado 4, temos a;7(ax) = t(ax)aj; = 0, restando
t(az1 +ai1)az, +ant(ay +ain) = t(ax)axy +ant(az).

Fazendo ay; = e, na equagdo acima, obtemos
T(ax) +air)ex+ext(az +arr) = t(azr)er + ext(az) (5.23)

Multiplicando a equacdo (5.23) por e, em ambos os lados, obtemos
ezf(azl + a11)62 -+ ezf(azl -+ a11)€2 = ezf(azl )62 + 62’6((121)62

Observe que, pela Afirmacéo 5, t(ay)) € Z12 + %>1, donde e17(az1)e; = 0. Assim, da equagio

acima, resta

€2T(a21 +a11)€2+€21’(a21 +a11)62 =0
2621’(6121 —|—a11)62 =0
ext(ax +ap)ey = O.

Agora, multiplicando por e; a equacdo (5.23), pelo lado esquerdo , obtemos
e1t(az1 +an)ex+erext(az +ain) = eit(az)er+ereat(az)

e1t(ax +ay)es = eyt(az)er.
Analogamente, multiplicando a equacao (5.23) por e1, pelo lado direito, obtemos
T(az1 +air)ezer +ext(az1 +ai)er = t(az)erer +ext(az)e;

ext(a +an)er = ext(az)er,
concluindo o item (iii) e portanto, a Afirmagdo 7 estd provada.

Afirmacdo 8. Para quaisquer a;j,b;j e c;j € %ij (1 <i# j<2), temos t(ajpcn)+t(bi2) e
1(622(121 + b21) = T(C22a21) + ’L'(b21 )
Provaremos aqui o caso parai =1, e j = 2. A prova do outro caso € similar.

Sejam ajp,by3 e c1p € Z12. Como (¢ +b12)(e1 +ayn) = 0, utilizando a equagio
(5.2), obtemos

t(aincan +b12) = t((c2 +b12)(e1 +arz) + (e1 +az)(c2 + b12)),
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logo,

’L'(alzczz —|—b12) = T(sz +b12)(61 +a12)* -+ (622 —l—b]z)’t(el +a12) -+
~|—”L'(e1 +a12)(622 +b12)* + (61 +012)‘L'(622 +b12),

donde,

T(aincan +b12) = t(cp +b12)er +T(cn +bi2)aj, +cntler +apn) +biat(er +az) +
~|—’L'(e1 +a12)c§2 + T(el +a12)bT2 +€1T(6‘22 —|—b12) +a12T(022 +b12).

Portanto,

t(anncn+b12) = ext(bin)er+e1t(biz2)aj, +ext(can+bin)aj, +cnt(ain)er +
+b22’5((112)€1 +617(a12)032 —l—elf(alz)bb + elf(blz)ez +

+a7(con+bia)er+ant(bin)er (5.24)

Agora veremos as demonstragdes das igualdades que resultam da equagdo (5.24):

1. (e +Dbi2)er = ext(bi2)ey

Com efeito, da Afirmagdo 7(i), sabemos que e;T(c2 + b12)e; = 0, logo,
(1 —ez)T(sz—i—blz)el =0
T(cn+bin)er —ext(cn+bin)er = 0

‘L'(sz -|—b12)€1 = €2T(C22 —|—b12)€1

pela Afirmacéo 7(i) novamente, segue
T(cnn+b12)er = ext(b1o)er.

2. t(cn+bia)ay, = e1t(bi2)aj, +ext(ca+bi2)aj, Com efeito, (¢ +bi2)aj, = (e +
byy)exa*ey, por outro lado, pela Afirmacdo 7(i), temos
e1t(cn+bip)e; =0
(1—e2)t(cn+b12)(1—e2) =0
T(c2+b12) —T(cn+b12)er —ext(cn+bi2) +ert(cn+bio)er =0
T(cn+b12) = T(c2 +b12)es — (1 —e2)T(cn +b12) +e2t(cn +bi2)er =0
T(con+b12) — t(cn+b12)er — t(con +b12) +e1t(con+b12) +eat(crn+bip)er =0
—T(c2+bi)er+e1t(cn+b12) +ext(ca+biz)er =0
Multiplicando a direita por e;, obtemos

—T(sz + b12)€2 + 61’5(622 + b12)€2 + ez’L’(sz + b12)62 = 0,
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logo
T(cn+bi)ea = et(cn+biz)ex+ert(cn+bin)er
T(cn+bi2)exa’er = e1T(cn+bin)era*er +ext(con +bin)era e
T(coo+b1)aj, = e1t(can+b1a)ai,+ext(can+bin)aj,

. ent(er +an) = cnt(an)er

Com efeito, sejam c2T(e) + ajp) = exceat(e; +apn) e e; = ejeje; € %11, podemos
considerar e; = ay1, assim pela Afirmacdo 6, temos

ert(e1+ap)er =0

ert(e;+apn)(l—e;)=0

erxt(e;+apn)—ext(e;+ap)e; =0

ert(e) +apn) =ext(e; +ain)e

Pela Afirmacao 6, segue

ext(er+an) =ext(an)e

erxcert(e; +apn) = excert(arn)e;

cnt(er +an)=cnt(an)e

. bipt(eg +ann) =bat(an)e;

Como foi demonstrado no item anterior,

ert(e) +apn) =erxt(an)e;

eibert(e; +aip) = erbext(arn)e;

biat(e1 +ai2) =bat(ain)e;.

. T(e1 +an)cs, =eit(an)ch,

Com efeito, a demonstragdo ¢é andloga a de (3), como T(e; +aj2)cs, = T(e1 +aiz)exc’er.
ee; =ejere; € #Z11, podemos considerar e; = a;; e usar a Afirmacdo 6, assim
erxt(e;+apn)ex =0

(I1—eq)t(e;+ain)er=0

T(ey +apn)er —e1t(e; +ap)er =0

t(e1+amn)er =e1t(e; +amn)er

Da Afirmagdo 6, temos e T(e; +aj2)er = e T(ain)er, logo

T(e1+ain)cy, = t(eg +ain)ercer = e1t(aip)eac ey = e1t(agn)cs,

. T(e1 +an)b}, =e1t(an)bi,

Com efeito, seja T(ej +ai2)b], = T(e1 +aj2)erb*eq, como ja visto no item (3)

’L'(el +6112)ez = €1T(€1 +6112)ez,
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por outro lado, pela Afirmagdo 6, temos e;T(e; +ajn)ex = e1t(aa)es, logo, t(e; +
ain)bi, = t(e1 +ain)erb*e; = e1t(e; +ain)erb e; =e1t(ain)bi,.
7. e1t(con+b12) =e17(b1n)er
Da Afirmagdo (7), temos e T(cy + b12)e; = 0, logo
e1t(cn+b12)(1—e) =0
e17(cn+b12) —e1t(cn+b12)ea =0
e17(cn+bin) = e1t(cn+bin)es
Usando Afirmagdo 7(i), segue
e1t(cn+bip) =e1t(bya)er
8. ant(cn +b12) =ant(cn+bin)er+apnt(bin)e
Com efeito, por a Afirmag@o (7), temos e, T(c2 + b12)e; = 0, logo
(1—e2)t(cn+Db12)(1—e2) =0
T(ca2 +b12) — T(c2 +b1z)er —ext(can +b12) +e2t(c2 +b12)er =0

T(co2+b12) — (e +b12)(1 —e1) —ext(con+b12) +ext(can+b12)er =0
”L'(sz —I—blz) — T(sz —’rblz) -+ ‘L'(sz +b12)e1 — €2T(C22 —’rblz) -+ 62’5(6‘22 +b12)€2 =0
T(cn+b12)er —ert(con+b1a) +ext(con+bia)er =0

exT(cn +b12) = t(cn+bia)er +ext(cn +biz)er
Multiplicando por e; a esquerda, obtemos
ext(can+b12) = ext(cn+bi)er +ext(can+biz)er.
Da Afirmagdo 7(i), temos

ert(con+bi2)er = ext(b12)er, logo

€2T(C22+b12) = ezf(blz)el +€2T(C22+b12)€2
eraert(con+bi1y) = eraert(bin)e) +eraert(cyn+bin)er
apnt(cn+bin) = apt(bin)er+ant(cn+biz)er

Por outro lado, novamente pela relagdo (cyy + b12)ajz = 0 e por (5.2), temos

T(appcn) = t((cn+biz)an+an(cn+bi))

T(apcn) = t(cn+bi)aj, +(cn+bi2)t(an)+
+1(a12)(cn+b12)" +ant(cn +b12)

T(appcn) = t(cn+bin)aj, +cnt(an)+bint(an)+

+T(a12)C§2 + T(alz)sz + a12T(622 + blz)
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’L'(alzczz) = 627(022—l—b]z)ab+€1T(b12)aTZ+C22T(a12)€1+b127(a12)e1+ (5.25)

+€1T(a12)C§2 + elf(alz)bh + 6112”5(@2 + blz)ez + alzf(blz)el

A equacdo (5.25) é confirmada através das demonstragdes das 6 identidades:
1. T(cp+bi2)aj, =eit(bia)aj, +ext(cn +bi2)aj,
Com efeito, como 7(c2 +bi2)aj, = T(cn +bia)era*e; e, por 7(i), e; T(con + bi2)e; =0,
temos
(1—e2)t(cn+b12)(1—e2)=0
T(c22+b12) —T(cn+b12)er —ext(cn+bi2) +ert(cn+bio)er =0
T(cn+b12) = T(co2 +b12)es — (1 —e2)T(cn +b12) +e2t(cn +bi2)er =0
T(coa+b12) — T(cn+b12)er — T(con +b12) +e1t(con+b12) +ext(crn+bip)er =0
—T(c2+bi)er+e1t(cn+bi2) +ext(ca+biz2)er =0
—T(c2+b12)ea+e1t(cn+bin)es+eat(ca +bia)er =0
T(co2+b12)es = e1t(can+bi2)er +ext(con +bin)ea,
portanto,
T(coo+b1)aj, = 7T(can+bin)era*e;
= [e1T(coa+b12)er+ert(con+bin)erla’e;
= e1T(cn+bin)era*e; +ert(can+bir)era’e;
= e1T(cp+bi)aj, +ext(cn+bin)aj,
2. ept(an) =cnt(an)er
Com efeito, pela Afirmacéo 5, temos 7(aj2) = e1T(a12)ez2 +ext(ayz)er, donde
ert(apn) = exert(apn)er+ert(an)er,
como eze; = 0, temos exT(ajn) = ex7(an)er,
excert(arn) = excert(an)e)
cnt(an) = cnt(an)e
3. biat(apn) =bpt(an)e;
Com efeito, pelo o que foi mostrado no item anterior, temos e;7(a12) = ex7(aj2)e;, donde,
exbert(ayn) = exbert(an)e)
biat(arz) = biat(arz)e

4. ”L’(alz)c§2 = elf(alz)céz
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Com efeito, pela Afirmagdo 5 temos T(a2) = e T(ain)es +ext(an)er, logo,
t(ain)er = e1t(ain)eres + t(ain)erer,
como ¢jez = 0, temos
T(ayp)es =e1t(apn)er
T(ap)erc*er = e1t(ain)eace;
t(a12)cs, = e1t(ar)cs,
5. t(a2)bj, = e1t(ain)bi,
No item anterior vimos que T(aj2)ez = e1T(aj2)es, logo
T(ajp)erb*e; = ejt(an)erb’e;
T(an)by, = eit(an)bi,
6. apt(cn+bi2) =ant(cn +bin)ex+ant(bin)e
Com efeito, da Afirmagdo 7, temos e T(cp + b12)e; = 0, logo
(1—ex)t(cn+b12)(1—e2)=0
T(ca+b12) — (e +b12)er —ext(con+b12) +ext(con+b12)es =0
T(c2 +b12) = T(ca +b12)(1 —e1) —ext(cn +b12) +e2t(c2 +b12)ea =0
T(c2+b12) — T(c22 +b12) + T(ca +bi1z)er —e2t(c22 +b12) +eat(ca +b12)e2 =0
T(coa+b1n)er —ext(coa+b12) +ext(caa+bin)es =0
ert(con+b12) = t(cn+bi12)er +ext(cn+bin)er
Multiplicando por e, a esquerda,
ext(cn+b12) = ext(cn+bi2)er +eat(can+bin)er

Pela Afirmagdo 7(i), temos e;T(c22 +b12)e; = e27T(b12)ey, logo

ext(cn+bi2) = ext(b)ei+ext(cn+bir)es
eraert(cn+b1n) = ejaert(brn)er +eraert(cn+bin)es
ant(cn+bin) = ant(bin)er+ant(cn+bin)er

Comparando as equacdes (5.24) e (5.25), obtemos
ert(bia)er +e1t(b12)ajy +ext(can+biz)aj,+ ert(con +b12)ajy +e1t(b12)aj, +
+ent(apn)er +bnt(an)er +e1t(an)cn+ = +entl(an)er +biat(an)e; +
+e1T(arn)byy +e1t(biz)er +aint(can+biz)er+ +e17(arn)cy +e1t(an)bi, +
+a2t(b12)er +a127(cn+biz)ex +ant(bn)er +
+1(b12)

Portanto, T(ajac +b12) = t(ajncxn) + 1(b12).
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Afirmacdo 9. Para qualquer b;j € Z;j, temos t(a;j+b;j) = t(a;j) + t(bij), sempre que 1 < i#
j<a.

Provaremos a aditividade de 7 em Z);. O outro caso € similar. Sejam ay, €

b1y € X1y e também ¢y € Hrp. Assim cro(ap + b12) = 0, por T, temos

t(aipcan +biacn) = t(c(aiz+bi2)+ (a2 +bi12)en)

t(anncn +biacn) = t(ew)(ainn+bi2)" +cent(an+b12)" +

+T(aip+b12)cn + (a2 +b12)7(c2)

t(anncn +biacn) = t(cw)aj, +1(cn)biy +cnt(an+bin)+

+7(ai2 +b12)cry +aint(can) +b1at(cn). (5.26)

Por outro lado, pela Afirmacgdo 8, temos T(ajaco + biacan) = t(ajncan) + t(biacrn), pois

biacyy € %12. Assim,

t(aincan +biacn) = t(anca)+ t(biaca)
t(aincan +biacn) = T(cnair+aincan)+ t(cnbiz+biacn)
T(appcn +biacan) = T(ex)aj, +cnt(an)+ t(an)cs, +apnt(cn) +
+7(c22)b1y + c22T(b12) + T(b12) 3 + b12T(C22). (5.27)

Combinando as duas equacdes (5.26) e (5.27), obtemos

T(can)aj, +t(cn)bly +cnt(apn+b12) = t(exn)aj, +centlan)+t(an)c,
+T(a12 + b12)032 + a12T(C22) +(112T(C22) -+ T(sz)bfz -+ szf(blz)
+b127(c22) +7(b12)cs +b12T(c22).

Simplificando, obtemos
cent(ainn+b)+t(ain+b12)cs, = cnt(an) + t(an)cs, +cnt(bin) + t(b12)cs,

‘L'(a12 + blz)C§2 — ‘C(alz)c§2 — 1(512)652 + C22T(a12 + blz) — C22T(a12) — C22‘C(b12) =0
[T(alz +b12) - T(alz) — T(blz)]céz +C22[T((l12 +b12) — T(a12) — T(blz)] =0. (5.28)
Multiplicando por e; em ambos os lados, obtemos

es[t(arn+b12) — t(a2) — ©(b12)]c5 +can[t(an + bi2) — t(ar2) — ©(b12)]e2 =0
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ez[T(alz +b12) — ‘L'(alz) — T(blz)]ezc*ez +€2€€2[’L’(a12 +b12) — T(alz) — T(blz)]ez =0.

Pela hipétese (2) do Teorema 5.0.1, segue
ex[t(ar2 +b12) — t(a2) — t(b12)]e2 =0

ext(apn+bi)er = ex[t(ann) + t(b12)ler.

Multiplicando a equagdo (5.28) por e a esquerda e por e, a direita, obtemos
e1[t(arn +b12) — t(an) — t(b12)]eac erer +erexcer[t(arn + b1o) — t(arn) — t(b12)]es = 0,
como ejey; = 0, resta
e1[t(ai2 +b12) — t(an) — t(b12)]ercer = 0.
Pela hipétese (1) do Teorema 5.0.1, temos
ei[t(an+b12) —t(an) —t(b12)]ea =0

e1t(ain+bin)er = ei[t(ain) — t(b12)]er.

De forma anéloga, multiplicando a equacgao (5.28) por e, a esquerda e por e a direita, obtemos
ex[t(ain+b12) — t(arn) — t(bi2)]eac erer +ezrercer[t(ary +biz) — t(an) — t(biz)]e; =0
como epe; = 0, resta
excer[t(an+b12) —t(an) —t(bi2)ler =0
Pela hipétese (1) do Teorema 5.0.1, temos
ex[t(ayp +b12) —t(an) —t(b12)le1 =0
ext(apn+bi)e = ex[t(arn) —t(bin)ler

Agora, mostraremos que e T(ajy + b12)e; = ej[t(az) + T(b12)]e;. Com efeito, lembrando que

(a1p+b12)e; =0, pela a equagdo (5.2), temos

t(ann+b12) = t((ara+bi2)er +ei(aiz+b12))

= t(ann+bn2)e] + (ann+bi2)t(er) +t(er)(arz+b12)* +er1t(ain+bi2).



53

Como 7(e;) =0e e} = e, resta,
t(ain+b12) = t(aip+bi2)er +ei1t(ain +bi2).

Multiplicando por e¢; em ambos os lados, temos

e1t(ain+bp)er = eit(an+bi)er+eit(an+bin)e

eit(apy+bpn)ey = 0.

Por outro lado, t(ayz) e T(b12) € Z12 + %>1, donde, e1T(ajn)e; = e17(b12)e; = 0. Concluindo
que

e1t(ain+bin)er =0=-ei[t(an) +t(b12)le;.

Segue, pela Decomposicao de Pierce, que

t(ain+bi2) = et(anntbi)e+eit(an+bin)er+
+ert(ain+biz)er +ext(ann +bin)er
= ej[t(an)+1(bi2)ler +ei[t(aiz) +t(b12)]ex +
+ea[t(a1z) + 7(bi2)]er + eaft(ar2) + 1(b12)]e2
= t(an) +1(b12),
finalizando a demonstracdo da Afirmagao 9.
Afirmacdo 10. Para quaisquer a;;,bi; € Xy, temos T(a;; + bi;) = t(a;;) + t(bj;), sempre que
i=1,2.
Sejam 1 <i# j < 2. Para quaisquer a;,b; € Z%;; e qualquer aj; € %j;, como
(a;i + bij)aji = ajaji = bjjaj; = 0, por um lado, temos
t(ajiaii+ajibi) = t((ai+bi)aji+aji(ai+bi))
= (aii+bii)aj;+ (ai +bi)t(aj) +
+7(aji)(ai+bi)" +ajit(ai+ bi)
= T(ai+bi)aj; +ait(a;i) +bit(aj) + (5.29)

+1(aji)aj;+ t(aji)bj; + ajit(aii + bii).
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E por outro lado, sejam também a j;a;;,aib; € #Z;;, da Afirmagdo 9, temos
’L'(ajiai,' + ajibi,-) = T ajiai,') + T(ajibii)

= T(ajaj+ ajiaii) + T(biiaji + aj,-bi,-)

= 7T ai,-)aji—f—ai,-‘c(aﬁ)+‘C(aj,-)afi+aj,-‘c(a,~,-) (5.30)

(
(
(
(bii)aj; + bit(aji) + T(aji)bj; + a;it(bii).
Combinando as duas equagdes (5.29) e (5.30), temos
t(aii+bii)a; + ait(aji)+ T(aii)aj; +ait(aji) + t(aji)a; +
+biit(aji) +taji)az+ = +ajit(ai) +T(bi)aj +bit(aji) +
+7(aji)b;; + ajit(aii + bii) +7(aji)bj; +ajit(bi),

cancelando os termos semelhantes, resta apenas
’L'(ai,- + bii)a}‘-i + aj,-’c(ai,- + bl',') = T(Clii)a}fi + aj,-’c(ai,-) + T(bii)a;i + ajif(b,-i)

‘L'(a,-i + b,’,’)a;i — ‘L'(ai,-)a’;i — ’L’(b,-,-)aj-,- +ajl~r(a,~,~ + bii) — ajif(aii) — aﬁr(bﬁ) =0
[’L'(a,‘i +bii> — ”L’(aii) — ’L’(b,-i)]a;k-,- —i—aji[r(ai,- —I—bii) — T(a,',') — T(b,’,‘)] =0.

Multiplicando a direita por e;, temos
[T(Cll’i + b,'l') — T(aii) — T(bii)]eiaeje,- + ejaei[f(ai,- + bii) — ‘L'(ail-) — T(bii)]ei =0,

como eje; = 0, resta,

ejaei[r(aﬁ +bii) — t(a;i) — t(bjj)]e; =0
E pela hipétese (1) do Teorema 5.0.1, temos

ei[f(ai,- +bii) — T(al'l') — ‘C(bii)]ei =0

eiT(aji + bii)e; = ei[T(ai;) + T(bii)|e; = 0.

Por outro lado, observe que pela Afirmacdo 4, temos
[T(aii+ bii) — T(ai) — ©(bii)| € Hii

ei[T(aii +bii) — T(a,’i) — T(bii)]ej = ej[r(aii +bii) — T(a,',') — T(bi,’)]ei =0.
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Donde, e;7(aji + bii)e;j = e;i[T(aii) + T(bii)]ej e e;T(aii + bii)e; = e;[T(ai;) + T(bii)]e;. Portanto,
T(aii+bii) = eiT(aii+bii)ei+eiT(aii+bij)ej+e;T(ai;+bij)e; +e;T(ai +bij)e;
= ¢i[t(ai) + t(bii))ei +ei[t(aii) + T(bii)]ej +
+ejlt(aii) + t(bii)lei+ ej[T(aii) + T(bii) e,
= [t(ai) +7(bii)]
E a afirmacdo € verdadeira.
Afirmacéo 11. Para qualquer a;; € %;;, temos ‘L'(aizl-) = t(a;;)a}; + a;;t(ai;), sempre que i = 1,2.

Sejam a;; € Zjie aji € Zji(1 <i# j<?2).Pelaafirmagio 2(ii), temos

eit(ajiar)e; = e,-’c(al%-)a;i +ait(aj)e; (5.31)
e
eit(ajaz)e; = et(ai)(ajian) +ait(ajai)e;

= eit(a;) (aj,-aii)* + ai,-’c(ai,-)a’j'fi + al%-’c(aji)ej. (5.32)

Agora iremos demonstrar as duas equagdes acima. Lembrando que 7(a) = 6(a) — (aap — apa™*),

paraayg = e18(e1)ex —e18(e1)ex —exd(ep)er. Logo,
eit(ajiaii)e; = ei[d(ajiaii) — ((ajiaii)ao — ao(ajiaii)*))e;
= ¢;8(ajiai)ej—ei((ajiaii)ao —ao(ajiai)" )e;
= e;0(ajiaii)ej— ei(ajai)aoe; + ejap(aiaji)*e;,
como e;e; = 0, temos que ei(a jia,-i)aoe j = ejejae;ajape; = 0, restando da equagao apenas
eit(ajiaii)ej = eid(ajiai)e;+ eiap(azaj) e;.
Além disso, pela Afirmagdo 2(ii), temos e;6(ajia;;)e; = ;0 (aii)aji+a;ié(aji)e;. Logo,
eit(ajiaij)ej = e;d(ai)as; +aiid(aji)e;+ eiap(aiaji) e;,
agora acrescentaremos termos nulos a equagéo,
eit(ajiai)ej = ei5(a,’i)a}fl- +eiap(azaji) ej+aid(aji)e;
= ei6(ai)aj; — eiaiiana’; + eiaoa;d; + a;8(aji)e; — ajiajiape; + a;aod e,
= ei[6(ai) — (aiiao — aoay)]ay; + ai[6(aji) — (ajiao — aoaj;)]e;

= eif(ai,-)a;i + a,-if(aji)ej.
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Portanto, (5.31) estd demonstrada, bastando escolher a;; = al-zi. Vale observar que a igualdade
acima € andloga a 2(if), s6 que para a funcdo 7. Por (5.2) temos que
eit(ajiay)e; = eit(ai(ajiai)+ (ajiai)ai)e;
= ei[t(ai)(ajiaq)" + ait(ajiai) + t(ajiai)ay; + (ajiai) t(ai)le;
= ¢;T(a;i)(ajiai) ej+ eia;t(ajiai)e;+ eit(ajiai)aze;+ ei(ajiai)t(ai)e;
= eT(aii)ajzeiaejej+ eiejae;T(ajiai)e; + eit(ajai)eia’eie;+
+ejejaeia;T(a;)e;.

Como e;ej = 0, resta

eir(aﬁaizl-)ej = ¢;T(aj)azeia"ej+ejae;T(ajai)e;
= eiT(ai)ayd; + ait(ajiai)e;

= e;T(aii)(ajiai)" + ait(ajai)e;.
Por (5.31), temos que

eiT(ajiaii)e; = eﬂ(aii)a}k-,- +a;it(aj)e;
ai,-”c(ajia,-i)ej = a,-ir(a,-i)aji + a,-zir(aﬁ)ej

Portanto,

ei‘c(ajia,-z,-)ej = eiT(a,’i) (ajia,’,')* —|—a,~,~r(a,~,~)a§i —f—a,-zir(aﬁ)ej.

Comparando as equacdes (5.31) e (5.32), obtemos

eiT(aizi)aj,- + a,-zir(aj,-)ej = e,-’c(ai,-) (ajiaii)* + aii’c(ai,-)aji + a?,-’c(aji)ej

eﬂ(a%i)ajfi = e,-’c(ai,-) (aj,-aii)* + ai,-’c(ai,-)aj-i

*

eir(al-zi)aji = e;T(a;)a;:a’;

ji + aiil’(dii)dji

e,-‘c(a,%-)a;i = leiT(aii)aj; + ait(aii)]aj;
[e,-r(aizi) —e;t(aj))a; — aiir(ai,-)]a;i =0

[eir(a,-zl-) — eif(aii)a;-‘} — aiir(aii)]e,-a*ej =0
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[eif(al-zi) — e,-’c(ai,-)a;} — a,-if(a,-i)ei]eia*ej = 0,

para qualquer a € Z. Segue da hipétese (1) do Teorema 5.0.1, que

eit(ag) — eit(a;i)af — ait(ai)e; = 0
e,-’c(aiz,-) = e;T(a;)a;; + a;t(aii)e;

2

Pela Afirmagdo 4, temos que ¢;7(a;;

2) = 1(a?), pois a% € Zi;, logo t(a%) € ;. O mesmo vale

para e,-’c(ai,-)a?‘l- = ’C(ai,-)a;‘l- e aii’c(ai,-)ei = aiir(aii). Portanto,
T(a;) = T(a,-i)a;-ki +a;it(aj;).
Afirmacdo 12. Para qualquer a;j € %;j, temos 0 = ’L’(al-zj) = t(aij)a;j; +aijt(aij), sempre que
1<i#j<2
Com efeito, para qualquer a;; € %;;, temos aizj =0, logo por (5.2), temos

0= T(O) = f(al-zj) = ’L'(aizj+ai2j) = T(aijaij+aijaij)

logo,

0 = t(aij)a;; +aijt(aij) + t(aij)a;; + aijt(aij) = 2[t(aij)a;; + aijt(aij)),
e como Z € livre de 2-tor¢ao, segue

0 = 7(aij)aj; +aij(aij),

para qualquer a;; € %, sempre que 1 <i# j <2. Entdo podemos concluir que: Na Afirmagdo
10 foi demonstrado que 7|4, ¢ aditiva com i = 1,2 e na Afirmagdo 11 foi demonstrado que 7|z,
¢ uma *-derivagdo de Jordan para i = 1,2; A Afirmagdo 9 mostrou que 7| %, € aditiva para 1 <
i # j <2ea Afirmagdo 12 mostrou que T|@ij ¢ uma *-derivac@o de Jordan para (1 <i# j <2).
Além disso, note que 7(a) = 6(a) — (aap — apa™), logo, 6(a) = t(a) + (aap — apa™). Portanto,
todas as conclusdes acima ditas para a fun¢do 7, valem para a 6. Mostraremos agora que a

aditividade de 7| 2, implica na aditividade de J| ;> s outras sdo andlogas. Com efeito,
0(aii+bi) = t(ai+bi)+ ((ai+bi)ao — ao(aii+ bii)*)

= T(ai) +7(bii) + aiiao + biiap — aoa;; — aobj;

= [7(aii) + aijao — apa}] + [T(bii) + biiag — apb}]

= d(aii) + 0 (bii)-
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Seja #Z um *-anel livre de 2-tor¢do com um idempotente nio-trivial e simétrico e;.
Assuma que Z satisfaz as seguintes condigoes:
1. Paraa € Z,a%e; =0 implicaa =0, sempreque i = 1,2e e, =1 —ey;
2. Paraa € Z, epaerx* ey + exxerae; = 0 para todo x € Z implica epae; = 0.
Entdo uma fungdo aditiva 6 : Z — Z satisfaz 8(ab+ ba) = 6(a)b* +ad(b) + 6(b)a* + b (a)

sempre que ab = 0, com a,b € %, se, e somente se, 0 € uma *-derivac¢do de Jordan aditiva.

Demonstragdo. Inicialmente mostraremos a condi¢io necessaria, ou seja, a parte em que 0 é

uma fungio aditiva implica que 6 é uma *-derivag¢do de Jordan. Com efeito,
O(ab+ba) = 6(a)b* +ad(b)+ 8(b)a" +bd(a),
Fazendo a = b, temos
O0(aa+aa) = 68(a)a”+ad(a)+06(a)a”+ad(a)
S(a*+a*) = 2[6(a)a* +ad(a)],
Como 9 ¢ aditiva, segue
8(a®)+68(a®) = 2[6(a)a* +ab(a)]
28(a®) = 2[8(a)a* +ad(a)),

Como Z € livre de 2-torgdo,

8(a*) = 8(a)a* +ad(a).

Reciprocamente, defina 7(a) = 8 (a) — (aap — apax), para qualquer a € #Z, onde ag = e106(e1)er —
e26(er)e;. Entdo T: Z — Z é aditiva satisfazendo t(ab + ba) = t(a)b* + at(b) + 1(b)a* +
bt(a), com ab = 0. Assim, para mostrar que d é uma *-derivacdo de Jordan, precisamos mostrar
que 7T € uma *-derivacdo de Jordan.

Primeiramente, sabendo que 7 satisfaz as condi¢des do Teorema (5.0.1), na prova de

(5.0.1), é claro que
”L'(el) =0, T(%ﬁ) C %y, e T(%,’j) - e@ij—ke%ij, sempre que 1 < l'?é Jj<2, (5.33)

e T %> sempre que 1 <, j <2 ¢ uma *-deriva¢do de Jordan aditiva. Para isso, temos a afirmacao

seguinte.

Afirmacio 13. Para quaisquer a;j € Z;j e aji € RHji, com 1 <i# j <2, temos t(ajjaj;) =

a;ijt(aji) + t(aji)aj;.



Sejam ap € K17 € ax1 € H»1. Note que

(apaz1 —aip —axi +e2)(eg +ap+ax +ax1arn) = apaie) +ananan +anaa +
+apaziaziary — ape; —apai —
— ajppaz) — apazaiy — aey —
—azjaiy — a1az) — ax1az1ai +
+ eze1 + exajp+exaz +exariagn

Eliminando os termos nulos, ou seja, que possuem eje, = 0, resta

(apaz) —aip —az1 +ez)(er +app +ax +azan) = apae)+apayap —apnay —
— apazay —aziep —azan +
+ exaz1 + epazian

Simplificando alguns termos, e cancelando os termos semelhantes, obtemos

(anpazi —aiy —azi+ex)(e1 +anp+ax +axiann) = apax +apnazai —apay —
—apaziajy —a —azan +
+az) +azian

(apaz) —aip — a1 +ez)(e1 +ap +ax1 +azap) = 0

Analogamente, temos também

(e1+aiz +ax +aziarn)(anay —app —ax +e2) =0.

Assim, como 7(0) = 0, também temos que

0 = 7t((annaz1 —ain —az +e)(er +ain+az +azan)+
+(e1 +an+ax +azan)(ana —apn —az +e2))
= T(annaz —apn —ax +e)(er +apn +ax +aapn)’ +
+(anax —ax —az +e2)t(er +app +ax +azapn) +
+1(e1 + a2 +ax1 +azan)(anay —aix —ax +ez)* +

+(e1 +an+ax +aniain)t(anaz —apn —ax +e2),

59
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pela aditividade da 7, temos

0 = [t(anaz)—1t(an)—t(aa)+t(ez)][e1 +aiz + az +aziain]*
+lanaz —ayx —ax +ex][t(er) + t(ain) + t(az) + t(aziarn)]
+[t(e1) +t(arz) + t(az1) + t(a2arz)l[ainaz — a2 — az +e]”
+le1 +aix+ax +anap][t(apnan) — t(an) — t(ax) + t(e2)],

da involucgio, temos

0 = [t(aina21) — T(a12) — T(a21) + T(e2)][e1 +aty + a3, +ara3]
+lanax —ain —ax +e][t(er) + t(arz) + t(a21) + t(az1a12)]
+[t(er) + t(ar2) + t(a21) + t(aziaiz)laz a1, — ay, — a3 + e
+ler +an +ax +aziap][t(anaz) — t(an) — t(ax) + t(e)],

pela distributiva, temos

0 = t(apazi)er + t(apaz)aj, + t(anaz )ay; + t(apaz )aj,as, — t(an)e)
—t(a12)aty — t(a12)ay; — T(a12)atya;; — t(azi)er — t(az1)aj;
—t(az1)ay; — t(az)aray; + t(ex)er + t(ex)ayy + 7(e2)ay
+1(e2)at ay +anax t(er) +anax t(an) +ana t(ax) +ana t(aan)
—apT(er) —ant(apn) —ant(an) —ant(anan) —ant(er)
—ay1T(arn) — a1 t(ax) —ax t(azan) +ext(er) +ext(an)
+ext(az) +ext(aniarn) + tler)as ay, — t(er)aj, — t(e1)as,
+1(e1)ez +7(ai2)az a1y — t(an)ay, — t(a2)ay; + t(aiz)e
+1(az1)ay ayy — t(az1)ai; — azi)ay; + t(az1)ez + 1(az1a12)az, 47,
—t(ag1a12)al, — t(an1a12)ay; + t(az1amn)es + e t(ajpaz) — ey t(an)
—e1T(ax) +e17(e2) +anpt(anar) —apnt(an) —apt(a)
+aint(ez) +axt(anaz) —axt(an) —axt(ax) +azt(er)

+azia1nt(anaz) —azant(an) —anant(ay) +azanter).
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Como 7(e;) = 0, os termos que possuem esse fator na igualdade acima sdo iguais a zero, restando

0 = t(apaz)er +t(anaz)aj, + t(anaz)ay; + t(anaz)aj,ay; — t(an)e;
—t(a2)ay, — t(aiz)ay — t(a2)ayas; — t(az ey — t(azi)ar,
—(az1)ay — t(az1)anay; + t(ex)er + t(ex)ay, + t(e2)ay,
+1(e2)aj a5, +appar t(az) +apnan t(az) +apnaz t(azan) —ant(an)
—apT(ax) —ant(azan) —ax t(an) —axt(az) — ax t(azan)
+ext(arn) +ext(an) +ext(aziarn) + t(an)as,ai, — t(az)ai,
—t(a2)ay; + t(ai)ez + t(az1)az ayy — t(az1)ay, — (azi)ay
+1(az)ex + t(az1a12)az ay; — t(aziar2)ay,; — t(aziarn)ay; + t(azian)er
+e1t(apar ) —e1t(an) —e1t(ax) +e1t(ex) +apnpt(ana) —ant(an)
—apT(ax) +ant(er)ass + t(anaz) —ax t(ann) —ax t(azn)
+az17(e2) +aziannt(ana) —anant(an) —axant(a) +aant(er).
Como e; € X2, temos que T(ex) € X2, donde e17(e2) = T(ez)e; = 0, logo todos os termos
que possuem esse fator nulo, na igualdade acima, também sao nulos, restando
0 = t(apaz)er +t(anaz)aj, + t(anaz)ay; + t(anaz)aj,as; — t(aiz)e;
—t(a12)aty — t(a12)ay; — T(a12)atya;; — (azi)er — t(az1)ay;
—t(a21)ay; — t(az1)aiay + t(e2)ary + t(e2)aryay +anaxt(ai)
+apaz t(azr) +anax t(azarz) —ant(an) —ant(a) —ant(aan)
—ay1T(an) —ax t(ax) —ax t(azan) +ext(an) +ext(az) +ext(azian)
+1(aiz)ayary — t(an)ay; — t(aiz)ay; + t(az)ez + t(az1)as ais
—t(a21)ay, — t(az1)ay; + t(azi)er + t(aziai2)as ay, — t(aziarz)ay,
—T(aza1a12)as; + T(az1arz)er +eit(anar) —e1t(ain) — e t(az)
+appt(ana) —ant(an) —ant(a) +ant(e) +axnt(anan)
—ay1T(arn) —ax t(ax) +azrant(anay) — anapt(an) —anant(asn)
+aziaint(ez)

Como ajras; € ,%)11, temos que T(a12a21) S %11, assim T(a12a21)62 = €2T(a12a21> =0, logo
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todos os termos que possuem esse fator nulo na igualdade acima, também sao nulos, restando

0 = t(apaz)er+t(anaz)ay; —t(an)er — t(arn)ai, — t(an)as,

—t(a12)atpay; — t(azi)er — t(az)ai; — t(az1)ay; — t(az1)aipay,

+1(e2)aj, + t(ex)al,as; +anant(an) +anax t(a) +apa t(aa)

—apT(an) —ant(az) —ant(anan) —axt(an) —ax t(az)

—ay 1 t(aziann) +ext(ain) +ext(an) +ext(aziarn) + t(ain)azaj,

—t(a2)ay, — t(aiz)ay + t(az)er + t(az)as ay, — t(azi)ay,

—t(a21)ay; + t(az1)ez + (aziaiz)az ay, — t(az1a12)ai; — t(azian)as,

+1(azan)er +eit(annaz) —e1t(an) —e1t(azr) —ant(an)

—apT(ax) +ant(ez) +azt(anaz) —axt(an) —axnt(az)

—az1ant(arn) —azrant(az) +azant(er).
Como ayjaip € %, temos que T(aziain) € %o, assim t(azjarn)e; = ejt(aaz;) =0, logo
todos os termos que possuem esse fator nulo, na igualdade acima, também sao nulos, restando
0 = 1(anaz)er+t(anaz)ay, —t(an)e; — t(ain)ay, — t(az)as,

—t(a12)atpay; — t(azi)er — t(az)ai; — t(az)ay; — t(az1)aiay,

+1(e2)aj, + t(e2)aj,as, +anpazi t(an) +apaz t(az;) — art(arn)

—apT(ax) —annt(azan) —ax t(an) —axt(az) +e2t(an)

+ext(az1) +ext(azian) + t(an)ay ay, — t(ai)a; — tan)ay,

+1(aip)es + t(azi)ay ai, — t(azr)aj, — t(azi)az; + t(azn)er

—t(ag1a12)al, + t(az1a1n)er +e1t(anaz) —e1t(an) —ert(az)

—apt(apn) —ant(ax) +ant(er) +ax t(ana) —ax t(an)

—ay T(az1) —az1a127(ar2) — az1ant(azr) +azant(ez) (5.34)
Agora, como epayr = 0, podemos calcular
t(a12) = t(exain +anez) = t(ex)aj, + ext(arz) + t(aiz)er +apt(es).
Note que 7(a;2) = e27(a12) + t(aj2)e. Com efeito, sabemos que t(ajn) € Z12 + %»1. Desse

modo, temos que T(aj2) = ria + r21, para alguns rjp € Z1; e ry; € %»1. Consequentemente,

ext(arn)+t(ann)er = ex(ria+r)+ (ria+ra)es = exrin+eara +rizea +raien
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Como eprip = rajex = 0, obtemos
ext(an)+t(an)es = eary) +rizex = ria+r21 = t(an).

Assim, de T(aj2) = T(e2)aj, +ext(aiz) + t(az)es +aint(ez), temos t(ez)aj, +ajnt(e2) =0,
o que elimina dois termos da soma (5.34). Multiplicando a equacdo t(ez)a}, +aj27(e2) =0
por a3, a direita, obtemos 7(ez)aj,as; = 0, pois aj27(e2)a;; = 0. Analogamente, multipli-
cando 7(ep)aj, +aint(ez) = 0 por az; a esquerda, obtemos azjajat(ez) = 0. Com isso,
eliminamos mais dois termos em (5.34). Por outro lado, como ajraj; = 0, podemos cal-
cular, 0 = t(ajnpai2 +apaiz) = 2[t(az)aj, +aixt(aiz)], ¢ o mesmo que —2[+7(az)aj, +
a27(arz)] = 0, eliminando mais quatro termos de (5.34). Analogamente, como azjaz; = 0,
obtemos —2[+7(az1)a3, +a217(az1)] = 0, donde eliminamos mais 4 termos de (5.34). O que
resta de (5.34) depois de todos esses cancelamentos é:
0 = t(apaz)er+t(anaz)ay; —t(an)er — t(arn)ay — t(arn)alas,

—t(az1)e1 — t(a21)aj, — T(az1)aj,az; +anaz t(az) +anax t(az)

—apt(ay) —ant(anan) —ant(an) +ext(an) +ext(a)

+ert(aziarn) + t(az)ayai, — t(arz)ay; + t(arn)er + t(azi)az aj,

—1(az))ay, + t(az))er — t(aziarn)aj, + t(azian)er + e1t(aan)

—e17(arn) —e1t(aar) —annt(azr) +axt(ana) —ax t(a) (5.35)

—azapt(an) —azannt(az)
Agora vejamos outras somas que sdo nulas. Como (ajzaz1)az; = 0, temos
T(az1(apazr)) = t((anaz)azr +azi(anazr))

= t(anaz1)ay; +anax t(ax) + (a2 )az aj, +a t(anas)
Analogamente, ay| (az1a12) = 0 implica
t((a21a2)az1) = 7t(aai(azianz) + (a21a12)a)
= t(az)(a1nay)) +ant(aiar) + t(azaiz)ay; + (a21a12)t(az1)
Como az1a € %2, temos que T(azjai) € %». Desse modo, a1 T(a21a12) = T(az1a12)ay; =0.
Assim da equagdo acima, temos
t((az1a2)an1) = t(ax)(aipay) + (a2ai2)t(az)

—t((@1an)aa1) = —7(az)(aja3;) — (@1a12)7(a2).
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Portanto, combinando as duas equagdes, obtemos
0 = t(axi(annazr)) —t((a21a12)azt)
= T(annaz)ay + apant(an) + t(az)asai, + (5.36)
+az t(anna) — t(azx)(anas;) — (az1ai2)t(azn).
Da mesma forma, como 7(azaz)ajz = 0, temos, por um lado que
T((anpazr)an) = t((ana)an +az(ana))
= t(apaz)al, +anat(an)+ t(an)asay, +appt(anay).

Como ajpar| € %11, temos que T(Cllzazl) S %11. Assim, alzf(alzazl) = T(alzazl)a*fz =0,
logo

t((a12az1)ai2) = anaz t(ain) + t(an)az aj,

E por outro lado,

t(ann(azian)) = t((azian)an+ain(azian))

= T(azlalz)afz +a21a12”5(a12) + ”L’(alz)afzaﬁl +a12’c(a21a12),

logo,

—1t(aiz(aziaz)) = —tlanaz)a; —azant(az) —t(an)and; —ant(aan).
Portanto,

0 = 1((anaz)arn)—t(az(azan))

= apat(ap)+t(an)asal, — t(axap)aj, — (5.37)
—ay1anT(an) — t(az)aaz; —ant(azan).
Cancelando essas duas somas nulas, (5.36) (5.37), na equacao (5.35), resta
0 = 1(ana)er —t(an)er —t(an)as; — t(azi)er — t(azy)ai,
—apT(ax) — a1 t(an) +ext(an) +ext(az) +ext(azan)
—1(apn)as + t(arn)er — t(azi)aj, + t(azi)es + t(aziamn)es

+€1T<6112a21) — elr(alz) — elf(a21) — alzf(a21) — 6121”5(6112). (5.38)



Agora vamos calcular mais duas somas que siao nulas. A primeira é
T(a12) = t(aner +ejan)
= t(app)e; +antle))+1(er)aj, +ert(an)
como 7(e1) = 0, segue
t(a2) = 7t(an)er+eit(an)
—1(app) = —1(an)e; —e1t(a).
E como jd foi mostrado, t(a2) = ex7(a12) + t(ajz)ez, logo
0 = 1(an)—-r(an)
0 = ext(an)+rt(an)er—1t(an)e; —eit(ar).
A segunda é
T(az1) = t(azier +ejan)
= 1T(ax)er +azt(e1)+t(e1)ar +e1t(az)
como 7(e;) = 0, resta
T(az1) = 7(az)er+e1t(an)
—1(ap;) = —1(az1)e; —e1t(az).
E temos também,
T(az1) = 7t(aziex+ezan;)
= 1(az1)er+azt(er) +1(ex)ar; +ext(azr)
= 1(az1)ex+ext(az;),
pois, T(e2) € %, e os termos que o contém sdo nulos. Logo,
0 = 7(ap)—r7(az)
0 = 1(az)ex+ext(az)—1(az)er —e1t(az).

Cancelando essas somas nulas (5.39) e (5.40) de (5.38), resta

0 = t(apazi)er —t(an)ay; — t(azi)aj, —apt(az) —axt(aiz) +ext(azian)
—t(an)ay; — t(azi)aj, + t(aziaiz)es +e1t(annaz) —annt(az ) —az t(an).

Continuando, observe que ajpay; € #11, logo t(apaz;) € %1 e, assim,
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t(ainax) = e1t(anaz) = t(anaz; e

e também temos arjaiy € %2, logo T(a21a12) € %, e, assim,

T(az1a12) = ext(aziarn) = t(aziain)er.

Donde, da equagdo acima, temos que

0 = 2t(appaz)+2t(ariarn) —2t(az)aj, —2t(ayn)as, —2a127(az) — 2a1t(arz)

0 = 2[t(anaz)+t(az1a2) — t(az)aj, — t(an)ay; —apnt(az) —azt(a)]

Como Z ¢ livre de 2-tor¢do, temos

0 = t(ainaz) + t(aziain) — t(az1)aj, — t(an)az; —aint(az ) —axt(aiz) (5.41)

Multiplicando (5.41) por e; a direita e usando os resultados de (5.33), obtemos

T(a12a21) = T(am)a?z +asi T(alz).

E multiplicando (5.41) por e; a direita, obtemos

T(az1a12) = t(an)ay +appt(as).

Finalmente a Afirmacgdo esta provada. Agora, para qualquer a = ay| + a2 + az) +ax € %,
pela Afirmagdo provada acima, a aditividade de 7, equagoes (5.33) e o fato que 7|;;, sempre
que 1 <i,j <2, éuma Jordan *-derivacdo aditiva, com isto tudo € facil checar que ’c(az) =
t(a)a* +at(a). Com efeito
t(@®) = (a1 +an+ay +an)?)

= t((a11 +ai2+a +ax)(an +apn+ay +axn))

= T(apan +anapn+ana +ayan +apay +apapn +apa +apan +

+az a1 +aziai + aziaz1 + aziax +ana +axnain +axnaz +axna).
Tirando os termos nulos, resta
t(a®) = t(anian +anan +ana +anaxn +axan +azain +anas) +anan).
Pela aditividade de 7, temos

t(@®) = t(anan)+tlanan) + tlapan) + t(anan) +

+1(az1ai1) + t(az1a12) + t(axa) + t(axnan).
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Pelo fato que 7|;;, sempre que 1 <, j <2, é uma *-derivagdo de Jordan aditiva e da Afirmacdo
(13), obtemos
(@®) = tlay)ay x+ant(an) +t(an)d}; +ant(an)+ t(an)al, +ant(an)
+1(az1)ay, +arnt(az) + t(axn)aj, +ant(an) + t(ai2)ay, +ant(an)
+1(aiy)ay; +ant(az) + t(az)ay; + a1 t(ar) + t(an)ay; + axt(an)
+1(az1)asr, +ax1t(ax) + t(axn)as, +axnt(a) + t(axn)ay, +ant(an).
Como Z(aji) € Zii, temos axnt(air) = t(an)as, = at(axn) = t(axp)aj; =0. E de 7(0) =
0, temos que 0 = T(ajpai2 +aain) = 2[t(aiz)aj, +ai27(ai2)|, implicando que t(aj2)aj, +
ai2t(a12) = 0. Da mesma forma chega-se que 7(az;)as, +a217(az1) = 0. Acrescentaremos
esses termos a soma acima,
t(a®) = ant(an)+t(ay)ds, +ayt(an) + t(an)d}; + t(apan +anar)
+1(ag1)ay; +an1t(azr) + t(ar)ar * +ayt(ay) + t(an)aj; +apnt(a;)
t(az1)al, +aint(an) + t(axn)aj, +axntan)
(
(

+1(air)aj, +ant(ar )
T a11)a§1+a111'(a21)+r(a21)a’f1+a217:(a11)
)

+

+
N
.
N

+

T(ay a§1 +axt(a T(as aﬁz —I—a21’c(a22)+r(a22)a§1 +a221’(a21)

( (a21)
(a11) (a12)
t(a12)as, +aint(an)
(a12) (a12)
+7(ax)as, +axnt(axn).
E de uma simples organizacdo de termos, chegamos em

t(@®) = [t(an)+(an)+t(aa) + t(an)|jan +an +a +axn]* +

+la11 + a2 +az1 +ax)[t(an) + t(a2) + t(a21) + t(az)]

= 1(a)a*+at(a),

concluindo a prova do Teorema. 0
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6 CARACTERIZACAO DE *-DERIVACOES DE JORDAN

Neste capitulo, caracterizaremos as *-derivacoes de Jordan. Provaremos que *-

derivagdes de Jordan em *-anéis que s@o multiplicativas também sdo aditivas.

Teorema 6.0.1. Seja Z um *-anel livre de 2-tor¢do com um idempotente ndo trivial e simétrico
e1. Suponha que % satisfaz as seguintes condicoes:

1. Paraa € #, aZ%e; =0 implicaa =0, sempre que i =1,2 eer =1 —ey;

2. Para a € X, eraerx*es + erxeraey = 0 para todo x € X implica eraer = 0.

3. Para a € Z, ejaeyx*e| + exeyae; = 0 para todo x € Z implica ejaey; = erae; = 0.
Entdo a fungcdo 8 : # — X é uma *-derivacdo multiplicativa de Jordan, isto é, satisfaz 6(ab +
ba) = 6(a)b* +ad(b) + 6(b)a* + bd(a), para quaisquer a,b € Z se, e somente se, § é uma

*-derivagdo de Jordan aditiva.

Demonstragdo. A condigdo suficiente € dbvia. Para a necessdria, defina t(a) = 6(a) — (aag —
apax), para qualquer a € #Z, com ag = e10(e1)e; —ex6 (e )er. Entdo, T: Z — % também é uma
*-derivacdo multiplicativa de Jordan. Assim, para completar a prova do teorema, precisamos
somente provar que T ¢ uma *-derivacdo de Jordan aditiva.

Note que 7 satisfaz as condi¢des do Teorema (5.0.1). Assim, pela prova do Teorema

(5.0.1), é sempre verdadeiro que

’L'(el) = O,T(%ﬁ) C%ie T(%ij) - %ij—l—@ij, sempre que 1 <i# j <2, (6.1)

ext(ai +ann)er =0,e17(ai +ain)er = ert(ain)er e ext(ai +an)er = ext(an)er;

( ( (
( ( (

) (a12) ) )
e1t(axn +apn)e; =0,e1t(axn +an)er = ejt(an)er e ext(an +an)e; = ext(an)er;
e1T(axn +az)er =0,e17t(axn +az1)es = e1t(az))es e ext(axn +azi)e; = ext(az)er;

) ) ) )

| |
/\
Q

=

L

ext(ax) +ayy)es =0,e17(az) +ajr)er = e1t(az;)esr e ext(az; +ap)e;

e T| %> sempre que 1 < i, j <2 € uma *-derivagdo aditiva de Jordan. Primeiramente provaremos

a seguinte afirmacao.

Afirmacio 14. t(a; +app +ax +axn) = t(an) + t(an) + t(az1) + t(ax), para qualquer
ajj € %ij-

Demonstraremos esta afirmacao através de varios passos.

Passo 1. Para quaisquer ay| € #11 e ar) € %1, temos t(ay; +az) = t(ay) + t(az).
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As equagdes acima provadas no Teorema (5.0.1) sdo suficientes para mostrar que

e1t(ay +az1)e; = t(ayy). Dados by € %51 € byy € %2, obtemos, por um lado, pela aditividade

de T|%21 , com bﬂdn,bggdgl < %21 que

‘L'(bzlan) + T(b226121)

T(ba1ary + baas)

t((a11 +aa1)(ba1 + b)) + (b2 +bx2) (a1 +az1))

t(a1 +az1) (b3 +b3) + (a1 +ax)t(ba + b)) +
+7(ba1 + baz)(ai +a3;) + (ba1 +ba2)t(ar; +azr)
T(a11 +az1)by; +t(arr +az)b +ait(ba +ba) +
+az1T(ba1 +b2) + T(ba1 +b)ay; + T(ba1 +ba)ay; +

+by1t(ar +ax) +bxnt(an +az).

Numerando os termos do lado direito por (1), (2), (3),...,(8). E fazendo algumas simplificagdes:

1. ‘C(all +a21)b§1

”L'(au + a21)b§1

2. t(an +a21)b§2

T(ar +ax )by,

3. allf(bzl —|—b22)
a17t(ba +bx)

le1T(ai1 +ax)er +ert(ai +ax)er +
+ext(ar +az)er +ext(ar +az)ez]by,
e1t(ay +any)e1by; +ext(ar +azi)erbs,
e1T(a +any)e1bs +ext(azr)erby;

elf(all +a21)b§1 +ezr(a21)b§1

t(ai)by + t(az1)by
[61 T(a21 )61 + e T(a21)€2 + ezT(azl )61 + ezT(a21 )ez]béz
el T(a21)e2b§2 + 621’(6121)621’);2

elf(a21)b§2

a1 t(bar) +ayt(bxn)

ay17(b21)

aiile1t(ba1)er +e1T(bar)er +ext(bar)er +eat(bar)er]
aye1t(bar)er +apiert(bar)er

a1 t(ba)er



4, azlf(bzl + bzz)
az1T(ba1 +by)

5. T(b21 -+ bzz)a]k]
T(ba1 +ba2)aj;

6. T(b21 +b22)a§1
’L'(bzl +b22)a§1

7. t(by + b22>a§1

byit(ay +azr)

a217T(b21) + a1 t(b22)

ar17(b21)

az1[e1T(ba1)er +e1T(bar)er +ext(bar)er +eat(bar)er]
az1e17(bar)er +axiert(bay)er

arie1T(ba1)er

az1t(bay)er

(b21)ay; + T(b22)ay,

le1T(ba1)er +e1t(bay)er+ ext(bay)er +ext(bar)er]a;
e17(ba1)eraj; +ext(by)eray;

ext(bay)erai;

ezT(bm)aTl

©(ba1)a3; + T(b)ay,

T(b21)ay

le1T(ba1)er +e1T(bay)er+ ext(bay)er +ext(bar)er]ar;
e1t(bay)e1ar; +ext(bar)eray;

exT(by1)eras;

eg’c(bgl)a§1

byife1t(ar +ai)er +e1t(ar +ax)er +
+ext(a; +azi)er +ext(ay + any)es]
bye1t(ary +azy)er +baert(ar; +azy)er
byre1t(ayr +azy)er +brrert(az)er

byi1t(ay +azi)er +bat(az)es
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8. bypt(ai; +az)
bypt(ai+az) = banleit(ai +az)er +ert(ay +an)er+
+ert(ar +azi)er +ext(an +az)er)
= bpert(ain +ax)er +bnert(an +az)er
= bpext(ain +az)e
= byt(az)e;.
Resultando em
T(byran) + t(bpaz) = eit(ai; +ax )by +ext(az)bs, + e1t(az; )by, +ait(bar)er +
+az1t(ba1)ex +ext(bar)ayy +eat(bar)az; +bat(an +azx e
+b217(az1)e2 + b t(az )er. (6.2)
De (ezan1)by1 =0, temos que
0 = 1(0)

(

= 1((e2an1)b21 + bai(e2a21))

= T(e2a1)by; +e2a217(b21) + T(b21)(e2a21)" + b21 T(e2a21)
(

=T azl)b& +6121T(b21) + T(bzl)(azl)* +b21‘5(a21)

0 = ey0e
= exT(an1)by ex+eran t(ba)exr+ext(bar)(an1) e2 +exbait(az)es
= ext(a21)by +axt(ba1)ex+ext(bar)(aar)” +ba1t(az)es.
Substituindo essa soma nula em (6.2), obtemos como resultado
T(bprarr) +t(bnaz)) = eit(ai +az1)bs +e1t(ax)bs, +art(ba)er + (6.3)
+exT(ba1)ay; +bait(ar +azi)er +bxnt(az e;.
Por outro lado, temos

T(ba1an) +t(bnaz) = t(bnain +anba)+ t(bxnaz +azbn)
= 1(ba1)ay; +bat(an)+t(ay )by +ant(ba) +
+7(by)as, + bant(az) + t(az;)bsy +ax t(by)
= T(ba1)aj; +bart(an)+t(an)by + (6.4)

+a11’5(b21) + bzzf(azl) + T(a21)b§2
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Combinando as equacdes (6.3) e (6.4), obtemos

e1T(aj; +az1)by; +e1t(an b5y +ait(bar)er+ = t(bar)aj; +bait(an)+t(ai)bs; +
+erT(bay)ay, +bat(ar +azi)er +bnt(az)e; +a17(b21) + baat(az) + t(az1)b3,
Observe que e T(az1)b5, = T(az1)b,, pois T(az1) € #Z12 + %>1. Analogamente,

a1 t(bar)ex = a1 t(bar), ext(bar)ai; = t(ba1)aj,, brat(azi)er = by t(az;). Cancelando esses
termos, resta

e1t(aj; +az1)by +bayt(ar; +azy)er = bayt(ary) + t(ap )by,

Colocando b3, em evidéncia do lado direito e b1 do lado esquerdo,
[el”c(an —l—azl)el — T(all)]b& + by [el”c(an +a21)61 — T(an)] =0 (6.5)

Implicando que [e1T(ay1 +az1)er — T(a11)]by; = 0e baife1T(air +azr)er — T(ayr)] = 0. Assim,
le1t(ai +az1)er — t(ag)]e1b*er = 0,Yb € Z. Segue da hipétese (1) do Teorema 6.0.1 que
e1t(ay +azi)e; — t(aj;) =0, ou seja, ey t(ay +azi)e; = t(ayr). E pela Decomposi¢do de

Peirce, o passo 1 estd provado.
Passo 2. Para quaisquer ay| € Z11, ax) € %1 e ax € Xy, temos e1t(ay) +ax) +ax)e; =
T(ar), e1t(ai +ax1 +axn)er =ert(ayy)er e ext(ay) +azx +axn)e; = ext(az)ey.
Com efeito, por (5.33), temos que
T(2a11) = t(aj;+an)
= 1(ejai +aer)
= 1(e1)aj; +e1t(ai)+t(an)er +ant(er)
= e1t(an)+t(ai)e;
= t(an)+7t(an)
= 21(ay)
Assim,

2t(an) +1(az;) = 7(2a;+an)
= 1((an +az1 +axn)er +ei(an +az +axn))
= t(ain +az +axn)er + (aj +ax +ax)t(er)+
+1(er)(ar +az1 +an)* +e1t(an +ax +axn)

= t(ai1+az +axn)e;+eit(ar +az +axn) (6.6)
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Multiplicando por e; em ambos os lados da equagdo acima, obtemos

e12t(ary)e; +e1t(az))er = eit(ay +az+an)eie +eje1t(an +az +axn)e
2t(an) = e1t(ay +ax +axn)er+e1t(an +az +axn)e;
2t(a;;) = 2eit(ai +ax +axn)e
T(ai1) = ert(ain +ax +axn)e

Multiplicando por e; e por e3, respectivamente, o lado esquerdo e o lado direito da equagdo (6.6),
temos
612’6(6111)82 -+ el’c(azl)ez = elr(all +an +a22)e162 + elelr(an +as +a22)e2
e1t(az))er = eyt(ay+ax +axn)er
Multiplicando por e; e por ey, respectivamente, o lado esquerdo e o lado direito da equagao (6.6),
temos
e2t(ar)er +ext(azr)er = ext(an +ax +an)eier +ezert(an +ax +an)e
ext(az)er = ext(ai +az +an)ei,
completando a prova do passo 2.

Passo 3. Para ayy € Z11 e ajp € #12, temos t(ay) +an) = t(ar) + t(ap).

Como no inicio da prova do teorema foi provado que e;T(aj; + app)es =0 =
ext(ap)ey, e1t(ay +amn)es = ext(an)e; = t(agn) e ext(ay +apn)e; =0 =ext(ajz)e;, pre-
cisamos apenas checar se e;T(a; +aj2)e; = T(aj1). Com efeito, seja by € %51, temos
t(ainby +br1an +bary) = t((an +an)ba +ba(an +an))

= (a1 +an)by + (a1 +an)t(ba)
+7(b21)(ay; +ajp) +bait(an +ann)

Multiplicando por e; e por e, respectivamente, obtemos

e1t(annba +briar +barann)es = ejt(ai+an)byex+ei(ai +ain)t(ba)er+
+e17(ba1)(aj; +ajy)exr+eibrt(ar +an)er
e1t(byiair)ea = eit(ar +ain)byer+erant(ba)er

e1t(byiai)es = ert(an +an)by +ait(ba)es (6.7)



74

Note que

T(ba1an1) = 7t(aiiba +baian)

= T(all)b§1 ~|—a111:(b21) —i—T(bzl)a){l -i—bzlf(an)

E assim,

e1t(baiai)es = ei1t(air)byer+eiat(bar)er+e1t(bar)ajjer+erbrt(a)er
e1T(baiar)es = e1t(ay)bsies+erarnt(ban)er

e1t(byiai)ea = t(an)by +aint(ba)es (6.8)

Combinando as equacdes (6.7) e (6.8), obtemos

e1t(an +an)by +ant(ba)ey = t(an)by +ant(ba)er
e1t(ai +ann)by —t(an)by; = 0
(e1t(an +anx)er —t(an))by = 0

(e1t(ar +amn)er —t(ar))eib’ey = 0

para qualquer b € Z. Assim, pela hipétese 1 do teorema, segue que e;T(aj; +an)e; — t(ary) =
0, donde e;7(aj; +ajn)e; = t(ay;). Pela decomposicdo de Peirce, esta equacdo e as enunciadas

no inicio da demonstra¢do do teorema provam o passo 3.
Passo 4. Para quaisquer ayy € Z11, a1z € Z12 € ax € X, temos t(aj +ap+axn)=1t(ai)+
T(ap) + t(an).
Primeiramente, pelo passo 3, temos, por um lado que 7(2a;; +aj2) = t(2a1;) +
t(an) =21(ay) + t(ap)
Por outro lado,
2t(ay) +1(ary) = 71(2aj+ann)
= 1((an +anx+axn)er +ei(an +an+axn))
= t(aj+an+an)er+(ai+ann+axn)tler)+
+t(er)(an +anx+axn)" +et(an +apn+an)

= t(ai1+an+axn)e+eit(ar+an+an) (6.9)
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Multiplicando ambos os lados da equag@o acima por e, obtemos

e12t(agy)e; +e1t(an)er = eit(a +an+an)eie;+ejeit(an +apn+axn)e
2e1t(an)er = e1t(ai+aip+axn)eie;+erert(an +an+an)e;
2t(a;;) = 2eit(ai+apn+axn)e
T(ai1) = ert(an +apn+an)e

Multiplicando por e; e por e;, respectivamente, temos

612T(a11)€2+€11’(a12)€2 = €1T(6111+6112 +6122)81€2+€161‘L'(6111+6112 +azz)€2
e1t(ain)es = ere1t(an +an+an)es
e1t(an)es = eit(a +an+an)e

Multiplicando por e, e por eg, temos

ex27(arr)er +ext(ann)er = ext(ai +an+ax)eier +exeit(ar +app+axn)e
ext(an)er = ext(ay+apn+an)ee;
ezf(alz)el = ezr(all +ajn —l—azz)el

Agora, para qualquer by € %1, pela aditividade de 7|4,, € o que foi provado, temos

t(anbi) +t(binaz) = t(anbia+bi2an)
= T((a11 +an+axn)bip+bp(ai +aix+axn)
= t(ai +an+an)bj,+ (a1 +an+axn)t(bn)+
+7(b12)(a1) +apy +ax) +biat(an +an +ax)
Numerando dois termos da equag@o acima por 1 e 2 faremos algumas observagdes a respeito dos
mesmos:
1. t(aj1 +aiz + ax)b;, Pela decomposigdo de Peirce,
T(ay +an+axn) = et(ay+app+an)er+ert(ar +apn+axn)er+
+ext(ar +ap+axn)er +ext(ai +apn +ax)e;
Multiplicando por b}, a direita, obtemos
T(aj1 +anp+an)by, = eit(ai+apn+an)b),+ert(ar +an+an)bi,
= e17(apn)bj, +ext(ay +an+axn)bi,,

pois e1T(a1; +aix +ax)exr = ert(aiz)es.
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2. bipt(ay + aiz + axp) De forma andloga,
t(ain tan+an) = et(an +antan)e +et(a +an+an)er+
+ert(aj +aip+ax)er+ext(ai +an+axn)er
Multiplicando por b1, a esquerda, obtemos
biat(air +an+axn) = bit(an +an+an)e +bint(an +ann+an)e
= bpt(an)el +biat(ar +ain+an)e
Portanto, substituindo 1 e 2 na equagdo de origem, obtemos
T(anbn) +t(bipan) = eit(an)bi,+ext(ar +aiz+axn)bi,+ (ai1 +apn+ax)t(b) +
+1(b12)(a}y +aj, +ax)+biat(an)e; + (6.10)
+b1at(an +aiz+an)e
Além disso, note que
0 = t(anbi2+bnan)
= 1(an)bj, +ant(biz)+t(b12)aj, +bi2t(an). (6.11)

Substituindo (6.11) em (6.10), obtemos
T(aibia) + t(bpax) = ext(an +an+an)bj,+(a +axn)t(bi) + (6.12)
+7(b12)(al; +ax) +biat(ar +an+an)e
Por outro lado, temos também
T(anbiz) +t(bpaxn) = t(bai +anbin)+ t(axnbia+bax)
= 1(b1p)aj; +b12t(ar) + t(ay)bj, +ant(bn)+ (6.13)
+1(a22)biy +axnt(biz) + T(b12)as, + b12t(az).
Comparando (6.13) com (6.12), obtemos
ext(ai +aiy+an)bj +(an +an)t(ba) = t(bi2)aj, +bi2t(air) +t(ain)bi,
+7(b12)(al; +ax) +biat(ar +an+an)e +a117(b12) + t(a2)bi, +axnt(bi2)
+1(b12)ay, +b12t(az).
Aplicando a propriedade distributiva, segue que
ext(ay +aip+an)bi; +ant(bin) +ant(by) = t(b2)aj +bpt(an)+t(ai)bi,
+1(b12)ay; + t(bi2)as, +biat(an +ain +axn)es +a117(b12) + t(axn)bi, +axnt(bi2)

+T(b12)a§2 + blzf(azz).
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Cancelando os termos comuns, temos

ext(ay +an+an)by, = bipt(an)+t(an)bi,
+b12t(a11 +an+an)e +1(ax)bj; +b12t(an).
Cancelando os termos nulos, temos
ert(ar +ain+ax)biy +biat(an +ain+ax)er = t(axn)bj, +biat(an).
Colocando em evidéncia b}, € b1, obtemos
lexT(ar + a2 +axn)er — T(axn)]bi, +bialeat(arr +ai +axn)er — t(ax)| = 0.
Usando a Decomposigao de Peirce em [exT(aj| + a2 + a2 )ezr — T(a22)|b], e aigualdade acima,
chegamos que [e27T(aj| + a2 + ax)ex — t(ax)|bi, = 0. Donde, pela hipétese 1 do teorema,
temos
ext(air +anp+an)e —t(an) = 0

ext(ai +ap+an)ey = t(an).

Portanto, pela Decomposi¢éo de Peirce, temos T(aj; +ajz +ax) = t(ay) + t(an) + t(an).
Passo 5. Para quaisquer ayy € %11, ay) € %»1 e axy € Xy, temos t(ay +az) +axn) = t(ay) +
T(a21) + 7(a22).

Para qualquer by, € %5 pelo passo 4, temos

t(b12az1) + t(aibia + bipax) + t(az1biz)

(
= 1(bnax +anbiy+baxn +abi)
= 1((a11 +az1 +axn)bip+bi(ay +ax +axn))
= t(an +az1 +axn)bi; + (a1 +ax +axn)t(b2)
+1(b12)(al; + a3, +a5) +biat(an +ax +axn) (6.14)
Numerando os termos do lado direito da equagdo (6.14) por 1, 2, 3 e 4, iremos fazer algumas
observacdes a respeito de cada um. Vejamos:
1. t(an +az1 +axn)bj,
t(an +aa1 +an)by, = eit(an +az +axn)bjer +ei1t(an +ax +axn)bien
+ext(ar) +azi +ax)birer +ext(ar) + azxi +ax)biren

= el’c(an +as +a22)b>f2e1 + ezf(an +ay —’razz)b)fzel

= e1T(ai +ax +an)bj, +ext(ai +azx +axn)bi,
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Lembrando que, pelo passo 2, e;T(aj] +aa +azz)ex = e1T(az;)ez, podemos concluir que
T(ai1 +az +an)bj, = eit(ax)bjy+ext(ar +axr +an)bi,.
2. (a11 +az +axn)t(bi2) = a11t(b12) + a2 t(b12) +axnt(b12).
3. 1(bi2)(a}y + a3, +a3,) = T(bi2)ay + T(b12)az; + T(b12)as,.
4. bipt(ar +az +ax).
biat(ai +az +ax) = ebpt(an +az +axn)er +ebiat(ar +az +ax)er +
+exbiat(ay +ax +axn)er +exbiat(ay +ax +axn)es
= erbat(ar +ax +axn)er +erbiat(ar +ax +axn)er
= bpt(ai +ax +axn)e; +biat(ay +az +an)e
Pelo passo 2, temos que exT(ay; +an; +ax)e; = ext(az ey, logo
bipt(ai +az +ax) = bpt(a)er+bppt(an +az +ax)er.
Fazendo as devidas substitui¢des na equacdo (6.14), obtemos
T(b12az1) + t(anbiy +bipaxn) + t(anbr) = eit(ax)bi, +ext(an +ax +axn)bj, +
+a117(b12) +ax1t(b12) +axnt(bi2) +
+1(b12)aj; +t(b12)as; + t(b12)as, +
+b127(az1)er +biat(ar +ax; +axn)es.

Assim, multiplicando por e; e eg, respectivamente, temos

ext(biaazy)er +ext(aiibiz +bioaxn)e) +ext(azibr)ey
= eze T(ax))bper +exext(ar +azr +axn)birer +
+exay1T(bin)er + exax1T(b12)er +e2ant(b12)er +
+ext(bip)aj el +ext(bin)ay el +ext(bia)arer +
+exb12t(az1)erer +exbipt(air +az +ax)ezer.

Cancelando os termos nulos, resta

ext(anbin+bpan)er = eert(ai +ax +axn)bjrer +eant(bin)er +ext(bi2)aj e

= ext(ai +any +an)bj, +ant(bin)er +ext(bin)aj;. (6.15)
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Por outro lado, pela aditividade de T em Z;;, temos
T(anbip+bpaxn) = t(anbin)+t(bnax)
= T(bpan +anbiz) + t(axnbin+bnan)
= 1(b1p)aj; +biat(arr) +t(ay)bj, +ant(bn)+
+1(a2)biy +axnt(bi2) + t(b12)az, +b12t(an).
Multiplicando por e; e eq, respectivamente, o lado esquerdo e o lado direito, temos
ext(aiby +bpnan)er = ext(bia)ajer +exbint(air)e
+ext(arr)birer +exant(bin)er +
+ert(ax)bier +exaxnt(bin)e)
+erT(b12)arer +exbiat(an)e;.
Cancelando os termos nulos, obtemos
ext(anbin+bpan)er = ext(biz)ajier +ext(axn)bier +erant(bin)e
= eyt(bin)aj; +ext(an)bi, +axnt(bin)e. (6.16)
Comparando as equacdes (6.15) e (6.16), temos
ext(ai +ag +an)bl, = ext(bia)al; +ext(ax)bi, +axnt(bir)e;.

—|—a227(b12)el + ezf(blz)(ffl

Logo,
ext(ay +az +an)b], = ext(an)bl,
ext(ar) +ax +axn)bjy, —ext(an)bl, = 0
(ext(aj; +az; +an)ex —ext(axp)er)erb™e; = 0
ext(ay +ax +axn)ey —ext(an)es = 0.

Como erT(ax)e; = t(an), segue que ext(ay) +az; +axn)ex = t(ax).

Passo 6. Para quaisquer ay| € %11 e ax € Xy, temos t(ay) +axn) = t(aj;) + t(an).
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Pelo Passo (2) temos que 27(aj;) = 7(2ay;). Assim,
2t(ayy) = t(ayn +an)
= 1((ar1+axn)er+ei(ar +axn))
= t(an +an)e +(an +an)t(e)) + t(e1)(ay +axn) +ei1t(an +az)
= t(an +an)ei+eit(an +an).
De forma andloga ao que foi feito no passo (2), obtemos
e1t(ai; +axn)e; = t(an), e1t(ay +ax)ex =0e ert(aj; +ax)e; =0.
Prosseguindo,
T(anby +bnan) = t((ai1 +axn)bxn+bxn(a +axn))
= t(an +axn)by + (a1 +ax)t(bn)+
+17(b22)(a1) +ay) +bxt(an +axn)
= (a1 +axn)by +ai1t(bxn) +axnt(bn)+
+1(by)aj; + t(ban)ar, + bat(ar; +an)
= T(ar +an)by +ant(byn)+1(bn)as, +bnt(an +axn).  (6.17)
Por outro lado,
T(anbn +bpnaxn) = t(axn)by, +ant(bxn) +1(b)ay +bnt(an). (6.18)
Comparando (6.17) e (6.18), obtemos
t(a11 +axn)byy +ant(bn) + t(bn)ay +bnt(a +an) = t(axn)by, +ant(bn)+

+7(b22)az, +bxnt(an).

Logo,

T(ai1 +axn)by +bynt(ai +axn) = T(axn)by +brt(axn)
T(a11 +axn)by — t(axn)by +bnt(a +an) —bnt(an) = 0
T(a1 +axn)by — t(an)by +bnt(ai +axn) —bnt(an) = 0

(t(ai +axn) —t(a2))by +bn[t(a +an) — t(an)] = 0
Multiplicando por e; em ambos os lados,
(ez’L’(an +a22)62 — ezf(azz)ez)b% + bzz(ezf(all + 6122)62 - ezT(azz)ez) = 0.

Assim, pela hipétese (2) do teorema, temos exT(ay + ax)es = exT(axn)es = t(axn).
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Passo 7. Para quaisquer ayy € %13 e ay1 € Ha1 , temos T(ar +az) = t(arn) + t(az;).
Com efeito,
t(anp+ax) = t((aiz+az)e+ei(ax+azn))
= 1t(anp+azi)er + (arp+az)t(er) +t(er)(ax +az) +ert(an +azn)
= t(ap+az)er+ (arp+az)t(er) +t(er)(arn+az)+ert(an+a).

Multiplicando ambos os lados por e, obtemos

elr(a12+a21)el = elr(alz—l—az])elel—l—e]e]’t(a]z—i-azl)el
€1T(a12—|-a21)€1 = elr(alz +021)€1+61T(a12 +a21)e1
eit(app+ax)er = 0.

Multiplicando ambos os lados por e;, obtemos
ext(an+azi)es = ext(aip+asi)eier+ereit(ann +az)er
ext(app+az)erx = 0.
Além disso, por um lado, temos
T(azbia +bpaz1) = t((a12+az1)biz +bi2(ar2 +az))
= T(aip+az)biy+ (a12+ax)t(bia) + (6.19)
+1(b12) (a1 +a3;) +bi2t(arz +az)
E por outro,
t(ax1bia +bipaz1) = t(az)biy+ant(bi2) +t(b12)az; +biat(az) (6.20)
Comparando as duas equagdes (6.19) e (6.20), temos
T(a1a+a21)bip + (a12 +a21)t(bi2)+ = t(a21)bir +axt(bi2) +
+71(b12)(al, +a5) +bi2t(arn +az) +1(b12)az; +b1at(a)
T(aip+a21)biy +ant(bn) +ant(bn)+ = 1t(a21)bjy+axt(b12)+
+7(bi2)ay, + t(b12)as; +bi2t(a12 +azn) +7(b12)ay; +bi27(az1)
t(a12+az1)bip +ant(bi) + t(bi2)aj, +biat(ain+az1) = 7t(az1)biy +bi2t(azr).
Logo,

T(ap +a21)b’1‘2 — T(azl)sz +apt(bp)+ T(blz)aTz +bppt(apn+az)—bipt(az)) =0 (6.21)
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Note que,

0 = t(apbp+bpan)

0 = t(an)bj,+ant(bi)+t(biz)al, +biat(arr)
apt(bp)+t(bn)aj, = —1(an)bj, —biat(an).

Substituindo em (6.21), obtemos
T(aip +an1)b], — t(a21)b], — t(a12)b], — b1at(ain) + biat(ay +az1) —b1at(az;) = 0
(t(a12 +a21) — t(ar2) — 7(a21))b1y + bi2(t(ai2 + az1) — t(arz) — 7(a21)) = 0.

Multiplicando por e¢; em ambos os lados, temos

e1[t(ain+an1) — t(arn) — t(az)|bire1 +e1bia[t(ain +az) — t(az) — t(az)]ler = 0
e1(t(aiy+az) — t(arn) — t(az1))erb*er +erber(t(an +az)) — t(ar) — t(az))ey = O.
Pela hipétese (3) do teorema, temos
e1[t(ain+az) —t(an) — t(azi)]e2 =0 e ex[t(aia +az1) — t(ain) — t(az1)]er = 0.
Portanto,
e1t(apn+an)ey =ert(agpn)es+e1t(az)er
e
ext(ain +azy)e; = ext(ain)e; +ext(az)e; =0

Passo 8. Para quaisquer ayy € #11, a1z € Z12 € az1 € Xa1, temos t(aj1 +app+ax) =7t(an)+
T(am)—l—f(am).

Primeiramente, relembre que ja foi provado nos passos 4 e 6 que
”L'(au “+ajr +a22) = T(all) + ’C(alz) + T(azz) e T(all +a22) = ’L'(an) + T(azz).

Desse modo, temos

t(anbiz) + t(bioaz1 +azibia) = t(anbia)+t(bi2az )+ t(axbi2)

(
= t(anbia+binaz +axbin)
= 1((an +aix+az)bia+biz2(ar +aix+azr))
(

= t(an +an+axn)bj,+ (a1 +anx+az)t(ba) +

+T(b12)(a>f1 + aTz + aél) + blZT(all +ain —l—a21) (6.22)
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Além disso, pela propriedade de 7T e pelas equagdes de (5.33), temos
T(a11b1z) +t(bpaz +axnby) = t(anbix+ban)+ t(binaz +az bio)
= t(a11)bj, +ant(biz)+t(bip)aj; +biat(an) +
+1(b12)as; +b12t(a21) + t(a21)bi, +a217(b12)
= ant(bin) +1(b12)aj, +t(bi2)az +
+b127(az1) + t(az1)bi, + a217(b12) (6.23)
Também sabemos que
0 = t(annbia+ban)
0 = t(an)biy+ant(bia)+1(bi2)aj; +bi2t(an)

T(an)bj, +ant(byy) = —1(bn)aj, —biat(an) (6.24)
Comparando (6.22) e (6.23), obtemos
t(an +ann+ax)bj,+ (a1 +ann+az)t(bin)+ = ant(bin) +v(bi2)ay, +t(bi2)ay +
+1(b12)(a}| +ajy +a3;) +biat(ar; +apn+an) +b127(az1) + t(az1)bi, + a217(b12)
logo,
T(ai; +ap +an)bj, +ant(bn) +t(by)aj,+ = 0
+b1at(ar +ap+ax) —biat(ax) — t(az )bj,
Substituindo a equagdo (6.24), temos
T(ai1 +ain+azi)by, — t(an)bj, —bpt(an)+ = 0
+b127(a1 +ain +ax) — b12t(az) — t(ax )b,

(t(ay +ap+az) —t(an) —t(az))bj,+ = 0 (6.25)

+b12(t(ar) +apnp+ax) —t(apn) —t(az))
Multiplicando por e; ambos os lados, temos
ei[t(ai +ann+ax)—t(an) —t(az)erb’e;+ = 0
+erbesr[t(ar +ain+az) — t(an) — t(azn)ler.
Pela hipétese (3) do teorema, segue

ei[t(ay +ann+az)—t(an) —1(az)]es =0
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e
ex[t(ar +apn +az) — t(arz) — t(az1)]e; = 0.
Multiplicando (6.25) por e, do lado esquerdo, temos

EZ[T(QH +ajn —|—a21) — T(Cllz) — 7(021)]5{2‘}‘ =0

+€2b12[’t(a11 +ap +a21) — T(alz) — T(azl)]

ez[’c(all—l—a12+a21)—’c(a12)—T(am)]bikz =0
ez[’c(an+a12+a21)—‘5(a12)—T(a21)]e2b*el =0
ez[T(all +aip —|—a21) — T(alz) — ‘L'(a21)]ez = 0.

Portanto, acabamos de obter que e1[t(aj; + a2 +az1) — t(agn) — t(azi)]es = 0, ex[t(ar; +
aip +az1) —t(an) — t(azr)]er =0 e ex[t(ar +ain +az) — t(az) — t(az;)]ex = 0, ou seja,
e1t(air +ain+azi)er = e1[t(ain) + t(az)]es, ext(ar +aip +azi)er = ex[t(a12) + t(azi)]er
e ext(a; +app +az)e; = 0. Agora, note que para qualquer by € %1 vale que (aj; +ax +
az1)ba1 + by (ar1 +aix +ax1) = apbay +barary + byraj, e relembre que ja provamos no passo

5que t(aj) +aip+az) = t(ay) + t(aiz) + t(az; ), consequentemente,
T(ainby1 +brrar1 +baiain) = t(aizbar) + t(ba1arr) + t(baarz)

€

T(annba1 +baar +byiarn) = t((an +a+az)ba +by(ar +ain+an))
= t(an +an+ax)by +(an +apn+ax)t(by) +
+71(b21)(aj; +aiy+as) +bat(ar +an+az)
= T(a11 +an+a )by +ait(ba) +ant(ba) +axt(ba) +

+T(b21)aT1 -+ T(bn)a?z -+ 7(521)031 -+ bzﬂ:(all +app+ a21)
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Multiplicando o lado esquerdo da equacdo acima por e; e o lado direito por e;, temos

e1t(apbr)er+e1t(briar)ex+ = eyt(ap +apx+ax)byer+
+e1t(br1arn)es +ejai1t(ba)er +eraint(by)es +
+ejar1t(bay)er +e1t(bay)ajer +
+e17(ba1)aj e+ e17T(bar)as e +
+e1byit(an +aiz+azi)er
e1T(byrarr)es = ert(ay +app+az)byea+erat(ba)er
e1t(baian)es = ert(an +a+ax )by +ant(ba)e (6.26)

Agora observe que

T(ba1ai1) = t(aiiba +brian)

T(bzlall) = T(all)bél+6111‘C(b21)+f(b21)a)i<1+b21f(a11)

e1t(byiar)es = ert(ar)byer+eiait(bar)er+e1t(bar)ay ez +eibat(ain)er
e1t(byrai)es = ert(ay)bye2+erart(ba)es
e1t(baiar)es = eyt(ayn)bs; +ant(ba)er

a117(ba1)es = eit(baiar)es — t(ay)bs,.

Substituindo a dltima igualdade acima em (6.26), resulta em

el”c(bzlan)ez = elf(all+a12+a21)b§1+

+e1t(byrain)er — t(an )b,

e1t(ay +app+ax)by —t(ai)by; = 0
(ert(an +antax)er—t(an))by; = 0
(e1t(aj; +app+az)e; —t(ayr))eib’e; = 0.

Logo, pela hipétese (1), podemos concluir que ey T(ay| + a2 + az)e; = t(ay;). Pela Decompo-

si¢do de Peirce e juntando tudo que foi mostrado segue que
t(an + a2 +az1) = t(an) +t(az) + t(az1).

Passo 9. Para quaisquer ayy € %, ayy € 12 € ar) € a1, temos t(ay +app +az;) = t(axn)+
t(a12) + t(az1).

A prova deste passo € similar a do passo 8 anterior.
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Passo 10. t(aj; +ajp +az +axn) = t(an)+t(aiz) + t(az1) + t(axn), paratodo i, j € ij.
Seja byy € %p. Pela igualdade 27(a) + t(aiz) + t(az1) = 1(2a11 + a2 +az1),
temos
2t(a1) +t(az) = t(2an +anx+an)
+1(az)
= t((an +anx+ax +axn)ei+ei(an +ap+ax +ax))
= t(ai+an+ay+axn)er+ (ai +a+ax +axn)t(er)
+1(e1)(ay +aiy+ay +ay) +ert(an +an+ax +ax)
= (a1 +app+a +axn)e +et(an +apnp+ax +axn) (6.27)

Multiplicando ambos os lados da equagdo (6.27) por e, temos

e12t(ayy)er +ert(an)e; +e1t(az)er = eit(ai +anp+az +an)ee
+ere1t(air +an+ax +an)e
e12t(ar)er = ert(an +apn+ax +an)ee
+erert(ar +an+az +axn)e;
2t(ay1) = 2e17(a1 +ap+az +an)e
t(a11) = eit(a +an+ay +an)e

Agora, multiplicando a equagdo (6.27) a esquerda por e; € a direita por e, obtemos

612T(a11)€2+€1”L'(a12)€2+61f(a21)82 = el’c(au+a12+a21+a22)ele2+

+ejert(ay +an+ax +axn)er

e1t(an)es+eit(az)es = ejert(ay +an+ax +axn)er
el’c(alz)ez—l-elr(azl)ez = elelr(a11+a12+a21+a22)e2
e1t(ai+an+an+an)er = e[t(an)+t(ax)ler.

Multiplicando a equacdo (6.27) a esquerda por e; e a direita por ej, obtemos

622T(a11)61 +ezf(a12)el +ezr(a21)e1 = ez’c(all +app+ay +a22)ele1
+€2€1T(a11 +ap+an +a22)e1
ert(an)er +ext(azi)er = ext(ai +apn+ax +axn)ere

ext(ay+an+ax +axn)er = ext(an)+t(a)ler.
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Por outro lado,

T(anbn) +t(bna) = 7t(ainbxn+bxnax +axnbin+bpnan)
+1(a2bn +bnan)

= 1((a11 a2 +az1 +axn)bxn+bnla +ax+ay +ax)

= (a1 +an+an+an)bs+(an +ain+ax +axn)t(bn)
+1(b2)(aj| +ajy + a3, +ax)+bnt(ar +apn+ax +axn)

= (a1 +an+ay +an)b5 +at(byn)+apnt(byn)+
+az1T(ban) + axnt(by) + T(ban)aj; + t(b2n)aj, +
+T(bx2)ay, + t(bx)ay, +bxnt(ai +az +ax +an).

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e,, temos

exT(anbyn +bnan)es = ext(ai+an+ax +axn)byner+exant(bxn)er +
+ext(bn)aner +exbnt(ain +ain +ax +ax)e

Desenvolvendo T(azbas + byrass), obtemos

ext(ax)br,ex+exbnt(an)ey = ext(ap; +apn+ax +ax)byer+

teabnt(air +ann+ax +axn)er.
Portanto,
lext(ar + a4 ax +axn)ey —ext(axn)er]by; = 0.

+byleat(ar +ain +ax +ax)er —ert(ax)es]

Pela hipétese (2) do teorema, temos

ext(ay +ap+az +an)ex—ert(an)e, = 0
egr(all +app+an +a22)ez = ezf(azz)ez
ext(ai+an+ax +an)er = t(an).

Afirmacao 15. 7 ¢ aditiva em %.

De fato, para quaisquer a = aj| +ajz +az +ax € b= by +b1o + by + bay, pela
Afirmagdo 1 e pela aditividade de 7|4, com 1 <1i, j <2, € fdcil checar que 7(a+b) = 7(a) +7(b).
Assim 7 € aditiva em Z. Agora, pela mesma abordagem usada no Teorema (5), mostra-se que T

¢ uma *-Derivacao de Jordan. [
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7 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi demonstrar resultados importantes sobre
*-derivacOes de Jordan, os quais foram alcancados no capitulo 5 e 6. Além disso, tais resultados

servirdo de base na demonstracao dos seguintes coroldrios.

Corolario 7.0.1. Seja #Z um *-anel primo livre de 2-tor¢cdo com um idempotente ndo trivial
simétrico. Entdo uma fung¢do aditiva 8 : # — X satisfaz 6(ab+ ba) = 6(a)b* + ad(b) +
0(b)a* +bd(a) sempre que ab = 0, para a,b € % se, e somente se, existir r € Dys(X) tal que

6(a) = ar—ra*, paratodo a € %.

Demonstragdo. Assuma que e; € Z seja um nao trivial idempotente simétrico e seja a € Z.
E obvio que se a%e; =0, entdo a = 0. Seja ex = 1 —e;. Se aZe, = 0, entdo axayer = 0,
para quaisquer x,y € Z e também xay € #. Note que existe algum y € Z tal que 0 # aye; =
ay —aye) € Z. Segue das hipdteses sobre Z que a = 0. Portanto, a hipétese (1) do Teorema (5)
¢ satisfeita.

Prosseguindo, assuma que, para qualquer a € &, eyaerx*es + exxepae; = 0 para

qualquer x € Z. Entdo, para quaisquer x,y € Z, temos

*
(exxeryer)eraer = —eraer(erxeryer)
* k
= —ejaereryerxen
= eyyeraerxe;

= —ejpyejxxejraen,

isto &, (epxenyen + exyerxer)erae; = 0. Assim, Z é primo, e é facil verificar que e;Z e, também
0 é. Por [12, Teorema (6.4.1)], exZes e 2,1 (e2#e;) satisfazem a mesma identidade polinomial
generalizada. Assim, temos que

(X' +y'x')erae; =0,
para quaisquer X',y € 2,,/(ex%e;). Note que 2, (e2#e;) tem elemento identidade, denotada
por 1. Tomando X =y = 1 na equacdo anterior e relembrando que % é livre de 2-torgio,
chegamos em exae; = 0. Assim, a hipétese (2) do teorema (5) também € satisfeita.

Pelos Teoremas (5) e (3.0.2), existe algum r € 2,,,(Z) tal que 6(a) = ar — ra*, para

qualquer a € #, e assim o coroldrio esta provado. [
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Corolario 7.0.2. Seja #Z um *-anel primo livre de 2-tor¢cdo com um idempotente ndo trivial
simétrico. Entdo uma fungdo 6 : £ — X é uma *-derivagcdo de Jordan multiplicativa se, e

somente se, existir r € Dys(X) tal que §(a) = ar — ra*, para todo a € %.

Demonstragdo. Pelos Teorema (6.0.1) e o Teorema (3.0.2), precisamos somente verificar que o
*-anel primo satisfaz todas as hipéteses de (6.0.1).

Com efeito, escrevae; = e e e; = 1 —ej. Pela prova do Corolério (7.0.1), as hip6teses
(1) e (2) sdo satisfeitas.

Agora, para completar a prova iremos mostrar que a hipétese (3) € satisfeita. Assuma

que, para a € #Z, ejaerx*e| + exeyae; = 0 para qualquer x € Z. Entdo, para quaisquer x,y € Z,

temos

ejaerxeiye; = ejaex(ery eixter)e;
= —epy'e1xerae
= —ey'ei(ex"eraer)
= e1y‘ejaerxe;

isto €,

(ejaerxer)ejye; = ery'e(ejaerxer)

para quaisquer x e y € Z. Fixe x. Por conveniéncia, escreva by} = ejaepxe|. Entdo by ejye; =
e1y*e1by1, para qualquer y € Z. Tomando qualquer y € Z, temos
eryeizetbyy = (e1z'ery*er) by

= biieiZie1ye

= ejzetbriery’e

= ejzejye1by
isto é, (e1yejze) — ejzeryey)b11 = 0, pra quaisquer y,z € Z. Assim, e;Ze| ndo é comutativo, ou
seja, existem Yy, zo € Z tais que, e1yoe12oe1 — e1Zope1Yoe1 # 0. Portanto, para qualquer w € Z,
temos
(e1yoerzoer — e1ZoerYoer)erwerbi = (eryoerzoer — e1ZoerYoer)brierwe; =0

logo, b1; = 0. Isto €, ejxepae; = 0 para todo x € Z, o que implica que epae; = 0. Consequente-

mente, a hipdtese (3) € satisfeita para *-anéis primos. 0
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