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graduação em Matemática do Departamento
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genúına o sentimento de desfrutar a vida por outras lentes que não as da matemática.
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“ Sinto que a morte me tem constante-

mente em suas garras. Não importa o

que eu faça, ela está presente em toda

parte.” (MONTAIGNE)



RESUMO

Na primeira parte deste trabalho obtemos estimativas de regularidade ótima e melhorada

para uma classe de equações parabólicas não homogêneas com degenerescência dupla,

que estendem as generalizações naturais da equação do calor, a saber, o p-Laplaciano e a

equação dos meios porosos. A parte final é devotada ao estudo não-variacional de modelos

eĺıpticos não lineares via um método de perturbação singular.

Palavras-chave: escalonamento intŕınseco; análise tangencial; problema de perturbação

singular.



ABSTRACT

In the first part of this work we obtain an optimal and improved regularity score for a class

of inhomogeneous parabolic equations with double degeneracy, which extend the natural

generalizations of the heat equation, the saber, the p -laplacian and the porous media

equation. The final part is devoted to the non-variational study of nonlinear elliptical

models via the singular perturbation method.

Keywords: intrinsic scaling. tangential analysis. perturbation singular problem.



LISTA DE SÍMBOLOS

Ω é um conjunto aberto, limitado e conexo do RN ;

Ω′ b Ω signfica que Ω contém Ω′ e o último se trata de um conjunto compacto;

Sym(N) é o conjunto das matrizes simétricas de ordem N com entradas reais;

ε� 1 signfica que ε é suficientemente pequeno ( ε� 1 é suficientemente grande);

|S| representa a medida N -dimensional de Lebesgue do conjunto S;

Hn−1 indica a medida (N − 1) dimensional de Hausdorff;

Br(x0) é a bola centrada em x0 ∈ Rn de raio r;

ψ ⊗ ψ é a matriz (ψiψj)i,j;

u+ é a parte positiva da função u definida como max{u, 0};
u− é a parte negativa da função u definida como max{−u, 0};
∇u é o vetor gradiente ( ∂u

∂xi
)i ;

D2u é a matriz hessiana ( ∂2u
∂xi∂xj

)i,j.
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do calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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1 INTRODUÇÃO

Esta tese é composta por duas partes que estudam problemas afins quanto a

sua natureza duplamente degenerada. A primeira parte do trabalho é devotada ao estudo

da regularidade Cα,α
θ ótima e melhorada para soluções fracas e limitadas, cujo prótipo é

dado em forma divergente (com estrutura, a ser apresentada a posteriori)

ut − divA(x, t, u,∇u) = f(x, t) em ΩT

onde o termo fonte f pertence a um espaço de Lebesgue com norma mista e ΩT = Ω×(0, T )

onde Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado e T > 0.

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = f(x, t) em ΩT , (1.1)

e

ut −
n∑
i=1

d

dxi

{
m|u|m−1

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣ ∂u
∂xi

}
= f(x, t) em ΩT . (1.2)

para m ≥ 1 e p ≥ 2.

É digno de nota os casos m = 1 (p>2) e p = 2 (m>1), que representam

respectivamente a o p-laplaciano de evolução e a equação dos meios porosos. Além disso,

não deveŕıamos esquecer que (1.2) também generaliza a equação do calor ao considerarmos

m = 1 e p = 2. Em suma, nossa abordagem é estável quando m → 1+ e p → 2+, que

permite-nos incluir os casos limı́trofes m = 1 e/ou p = 2.

Além do interesse inerentemente matemático, este estudo se faz necessário, por

exemplo, na análise da filtração turbulenta de um gás ou um flúıdo em um meio poroso,

análise de imagens e problemas sobre lençóis freáticos (veja (1), (68), (70) ).

Uma caracteŕıstica intŕınseca quanto ao modelo (1.2) é sua lei de degenerescência

dirigida por uma dupla não-linearidade, cujo “módulo de elipticidade ”, i.e, |u|m−1|∇u|p−2,

colapsa ao longo dos pontos onde a solução zera e dos pontos singulares da mesma,

nomeadamente

Z (u) := {u = 0} e S (u) := {|∇u| = 0}.

Além do mais, a presença de tal tipo de lei de degenerescência sugere o uso

de escalonamento intŕınseco e técnicas tangenciais de caráter geométrico adaptadas ao

nosso contexto. Por essa razão, iremos considerar novos aspectos no argumento original

apresentado, por exemplo, em (3) e (29), no cenário das equações de evolução do tipo

p-Laplaciano e (8) para o modelo correspondente duplamente degenerado.

Durante esse caṕıtulo, serão procuradas informações quantitativas para soluções

fracas que dependem apenas de parâmetros universais do problema, ou seja, quantidades
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que dependem somente dos parâmetros m e p, da dimensão, de estimativas a priori para o

modelo homogêneo, e limitantes inicialmente dados para o campo A. É válido destacar a

importância desse tipo de informação, que desempenha um papel decisivo em diversos con-

textos matemáticos: análise de blow-ups, análise relacionada em problemas geométricos

e de fronteira livre, análise de comportamento assintótico de certas soluções, e para esta-

belecer resultados do tipo Liouville, para mencionar alguns exemplos (cf. (40) e (102)).

Particularmente, nos estamos interessados em estimativas de regularidade Hölder

para soluções localmente limitadas como em (1.2). É válido destacar, que os insights

que foram primordiais para dirigir os resultados expostos a seguir, foram inspirados em

técnicas de teoria de regularidade para equações não lineares e problemas de fronteira

livre (cf. (100), (102) e (110)).

Até o presente trabalho, foi desenvolvida uma linha sucessória que data do

ińıcio dos anos 90. A existência de soluções foi provada por Sturm em (104), a limitação

das soluções foi encontrada por Andreucci em seu trabalho (4), a Hölder regularidade para

soluções limitidadas foi assinada Porzio e Vespri em (91) e a desigualdade de Harnack

explorada por Fornaro e Sosio em (58).

Vale ressaltar que as contribuições dadas nessa parte do trabalho se estendem

(no que diz respeito ao cenário C0,α), bem como melhoram, em certa medida, os resul-

tados seminais anteriores de Araújo et al [(5), Teorema 6], Araújo [(8), Teorema 1.1],

Diehl [(53), Teorema 2.5] e Teixeira-Urbano [(101), Teorema 3.4] fazendo uso de técnicas

de escalonamento intŕınseco e uma abordagem tangencial geométrica ajustada ao nosso

cenário duplamente não-linear de forma unificada.

Em resumo, na primeira parte da tese será derivado um expoente ótimo e

melhorado, em alguns cenários, nomeadamente:

α := min

{
max

{
α−Homp

pm + αHom(m+ p− 3)
,

2α−Hom(p− 1)

pm(m+ p− 2)

}
,

(pq − n)r − pq
q[(r − 1)(m+ p− 2) + 1]

}
,

onde αHom ∈ (0, 1] é o expoente Hölder ótimo para o problema homogêneo com coefi-

cientes constantes e ι− significa que podemos escolher qualquer valor s ∈ (0, ι), e

pm :=

{
2 se m = 1

p se m > 1.

Serão levadas em conta, hipóteses estruturais sobre a serem apresentadas a

posteriri e as condições de compatibilidade

1

r
+
n

pq
< 1 <

2

r
+
n

q
,

que implicam (devido a extensão escolhida para os parâmetros) condições de “ compati-
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bilidades fortes”

1

r
+
n

pq
< 1 e

3

r
+m

(
1− 1

r

)
+
n

q
> 2 (para q, r > 1).

Assim, como o advento desse expoente ótimo e melhorado generalizamos e

unificamos (em certos cenários) resultados já existentes na literatura como atesta a seguinte

tabela,

Equação Modelo Condições de Compatibilidade Regularidade Hölder ótima Referências
ut −∆u = f 1 < n

q
+ 2

r
< 2 α = 2−

(
2
r

+ n
q

)
(34) e (78)

ut −∆um = f 1
r

+ n
2q
< 1 α = min

{
α−Hom

m
, [(2q−n)r−2q]
q[mr−(m−1)]

}
(5)

ut −∆um = f 1
r

+ n
2q
< 1 α = min

{
2α−Hom

2+(m−1)αHom
, (2q−n)r−2q
q[mr−(m−1)]

}
(53)

ut −∆pu = f n
q

+ 2
r
< 1 < 1

r
+ n

pq
α = (pq−n)r−pq

q[(p−1)r−(p−2)]
(103)

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = f 1
r

+ n
pq
< 1 e 3

r
+ n

q
> 2 α = min

{
α−Hom(p−1)

m+p−2
, (pq−n)r−pq
q[(r−1)(m+p−2)+1]

}
(8)

Por fim, como consequência desse achado, serão derivados duas aplicações são

elas: uma lema do tipo Liouville e um resultado de aproximação assintótica; no primeiro

mostraremos que uma solução inteira para o modelo homogêneo associado a (1.2) com

uma taxa de crescimento adequada deve ser constante, na última aplicação será mostrado

que se p e m estão próximos de 2 e 1 respectivamente e f tem integrabilidade adequada,

as soluções de (1.2) estão próximas de funções calóricas.

Na segunda parte é feito um estudo não variacional de modelos eĺıpticos não

lineares por meio de perturbação singular, assim como na primeira parte da tese, a classe

de modelos goza de dupla degenerescência.

O protótipo dessa classe é dado da seguinte forma, fixado um ε > 0, desejamos

encontrar uma função não negativa uε solução da viscosidade para{
H(x,∇uε)F (x,D2uε) = ζε(x, u

ε) in Ω

uε(x) = g(x) on ∂Ω,
(Pε)

em um domı́nio limitado Ω ⊂ RN , onde 0 ≤ g ∈ C0(∂Ω), e F é um operador de segunda

ordem, totalmente não linear e uniformemente eĺıptico. O foco do estudo se concentra

nos modelos de reação-difusão com compartamento singular O(ε−1) próximo das ε- ca-

madas, ou seja, {uε ∼ ε}, a assinatura desse processo de difusão é o seu caráter não

homogêneo sendo assim anisotrópico e diferentemente do primeiro modelo colapsa apenas

no gradiente, mas de forma não homogênea.

Os esforços dessa parte da tese se destinam a mostrar que sobre hipóteses apro-

priadas, para ε→ 0+, a famı́lia de soluções {uε}ε>0 de (Pε) são aproximações assintóticas

da solução u0 de um problema não linear de fronteira livre de uma fase, que surge nat-

uralmente na formulação de problemas de propagação de chamas e teoria de combustão,

a saber: Dado Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave e funções 0 ≤ f, g ∈ C(Ω) and

0 < Q ∈ C0(Ω), desejamos encontrar uma “hipersuperf́ıcie” Γ0 := ∂Ω′ ⊂ Ω tal que o
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problema de Bernoulli de uma fase (veja, (98, Caṕıtulo 4))
Lu(x) = f(x) in Ω\Ω′

u(x) = g(x) on ∂Ω

u(x) = 0 on Ω′

∂u
∂ν

(x) = Q(x) on Γ0 (em um sentido adequado)

(1.3)

admita uma solução não negativa para um operador eĺıptico de segunda ordem

L (na forma divergente ou não) com estrutura adequada. Como veremos, além de de-

scobrir os candidatos naturais a resolver (1.3), a hipersuperf́ıcie deve ser escolhida como

Γ0 = ∂{u > 0}.
A técnica de perturbação singular tem dentre seus proventos o estudo de prob-

lemas de minimização descont́ınuos na teoria dos pontos cŕıticos de funcionais não lineares,

onde o monumental trabalho (2) de Alt-Caffarelli marca a gênese da teoria que se presta

a analisar problemas da forma

min
H1

0(Ω)
v|∂Ω=g

∫
Ω

(
1

2
|∇v|2 +Q(x)χ{v>0}

)
dx. (1.4)

com hipóteses adequadas g ≥ 0 e Q > 0. Que tem equação de Euler-Lagrange

∆u0 = Q(x)δ0(u0) em Ω (1.5)

em um sentido distribucional apropriado. Assim, os minimizadores de (A.2) são obtidos

como limite uniforme quando ε→ 0+ do problema

∆uε(x) = Q2(x)βε(u
ε) em Ω (para βε ∼ ε−1χ(0,ε)).

o que justifica o estado da arte do estudo corrente, como uma generalização de (1.5)

É pertinente traçar os desenvolvimentos dessa técnica de perturbação singular

que tem como ı́mpeto os problemas não lineares de uma fase e sua conexão intŕınseca

com o problemas de combustão bem como o problemas de propagação de chamas (ver

configuração estacionária).

Precisamente, eles aparecem na descrição de chamas laminares como um limite

assintótico para a formulação não linear de modelos de ativação de alta energia com

termos de fonte (cf.(22), (28), (73), (80) e (112)). Em uma estrutura geral, tais modelos

correspondem ao limite de ε → 0 em (Pε), ou seja, um problema de fronteira livre não

homogêneo de uma fase, onde a reação-difusão é conduzida por um operador duplamente

degenerado (cf. (7), (90) e (94)):
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G(x,∇u,D2u) = f(x) em {u > 0}, (para f ∈ C0(Ω) ∩ L∞(Ω))

u(x) ≥ 0 em Ω

H(x, |∇u(x)|) ≤ T (x) em ∂{u > 0}, (para 0 < T ∈ C0(Ω))

u(x) = g(x) em ∂Ω.

(I-FBP-NH)

A condição que H impõe em u é comumente referida como condição de fronteira

livre.

O desenvolvimento matemático desses problemas regularizadores forneceu im-

portantes avanços cient́ıficos na teoria de reservada aos problemas de fronteira livre. His-

toricamente, seus estudos datam do trabalho pioneiro de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg

(12), o cenário eĺıptico linear foi endereçado (cf. (99) para análise de EDPS eĺıpticas da

teoria de propagação de chamas via tratamento variacional) que analisou uma equação

do tipo traço com termo de transporte dotada de coeficientes C1

tr(A(x)D2u(x)) + 〈b(x), Du(x)〉+ c(x)u(x) = βε(u).

Antes de apresentar os avanços recentes no cenário totalmente não linear, de-

vemos citar algumas contribuições fundamentais de vários autores sobre problemas de

perturbação singular homogêneo/não homogêneo (uma e duas fases e sua contraparte

parabólica), bem como problemas variacionais com estrutura uniformemente eĺıptica e

degenerada, veja (23), (24), (28), (73), (81), (82), (85), (89), (88) e (90) :



div(A(x)∇uε) = Γ(x)βε(uε) Operador uniformemente eĺıptico

div(|∇uε|p−2∇uε) = βε(uε) + fε(x) p-Laplaciano

div
(
g(|∇uε|)
|∇uε| ∇u

ε
)

= βε(uε) g-Laplaciano em espaços de Orlicz-Sobolev

div(|∇uε|pε(x)−2∇uε) = βε(uε) + fε(x) p(x)-Laplaciano

uε ≥ 0 em Ω

∆uε = βε(uε) + fε(x) Problema de duas fases para o Laplaciano

∆uε − uεt = βε(uε) + fε(x) Problema calórico de duas fases

div(|∇uε|p−2∇uε) = βε(uε) Problema de duas fases para o p-Laplaciano

Coube a Teixeira em (97) iniciar a investigação no nicho das EDP’s eĺıpticas

totalmente não lineares singularmente perturbadas como

F (x,D2uε) = βε(u
ε) in Ω com uε ≥ 0, (1.6)

onde βε(u
ε)→ δ0 (medida delta de Dirac). O autor prova a regularidade Lipschitz ótima

para soluções de (1.6), assim como a compacidade H1 para operadores do tipo Bellman.

Ricarte e Teixeira, finalizaram a análise iniciada em (97). Com efeito, eles

provaram, dentre outras propriedades anaĺıticas e geométricas , que a condição de fronteira

livre é dirigida por um novo operador, nomeadamente F ∗, o perfil de recessão, que surge via
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um argumento de blow-up ao longo da famı́lia de equações eĺıpticas geradas pelo operador

original F (ao leitor interessado recomenda-se (95) para a contraparte parabólica desses

estudos).

Na sequência, Silva e Ricarte em (92, Teorema 1.3) obtém as estimativas de

regularidade Lipschitz global para
F (x,∇uε, D2uε) = βε(u

ε) em Ω

uε(x) ≥ 0 em Ω

uε(x) = g(x) em ∂Ω,

e (90) desenvolveu uma abordagem para (1.6) com um termo não homogêneo como (3.6).

Finalmente, em (7), Araújo, Ricarte e Teixeira provam resultados similares de existência,

regularidade ótima e geométrica para uma classe de problemas de fronteira-livre eĺıpticos,

totalmente não lineares, anisotrópicos e degenerados (com (A0)-(A1), (3.4) e (3.5) em

vigor) como segue

|∇uε|pF (D2uε) = ζε(x, u
ε) em Ω com p ≥ 0 e uε ≥ 0.

Por fim, cabe pontuar os avanços recentes e tratar das origens e motivações

que regem a classe de operadores do nosso estudo, com efeito, uma das caracteŕısticas

principais do caso modelo

u 7→ [|∇u|p + a(x)|∇u|q] ∆u (com(3.2) em uso) (1.7)

é a sua transição entre duas taxas distintas de degenerescência, que depende dos valores

da função moduladora a(·).
Por essa razão, o processo de difusão apresenta uma assinatura eĺıptica não

uniforme e dupla degenerescência, que mistura duas diferentes potências de operadores

do tipo p−Laplaciano na forma não-divergente (cf. (6), (16), (17), (18), (19) e (64)). Tal

protótipo em (1.7) pode ser entendido como uma extensão não-variacional de certos tipos

de integral do cálculo das variações com condições de (p, q)−crescimento como segue

(
W 1,p

0 (Ω) + g, Lm(Ω)
)
3 (w, f) 7→ min

∫
Ω

(
1

p
|∇w|p +

a(x)

q
|∇w|q − fw

)
dx, (DPF)

onde a ∈ C0,α(Ω, [0,∞)), para algum 0 < α ≤ 1 < p ≤ q <∞ and m ∈ (N,∞].

Finalmente, cabe observar que mimizantes de (DPF) exibem elipticidade não

uniforme e duplamente degenerada em um caso modelo com um tipo de (p, q)−estrutura:

div(A(x,∇u)∇u) = f(x) em Ω, onde A(x, ξ) := |ξ|p−2 + a(x)|ξ|q−2.
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Para trabalhos relacionados recomenda-se (10), (44), (45), (46), (47) e (87).

Agora, voltemos a modelos não-variacionais como (1.7). Com relação a estima-

tivas de regularidade para modelos com degenerescência não-homogênea, o ponto inicial

foi dado por De Filippis no seu manuscrito (43), onde a regularidade C1,α
loc − para soluções

no sentido de viscosidade

[|∇u|p + a(x)|∇u|q]F (D2u) = f ∈ L∞(Ω), (com (A0)-(A1) e (3.2) em vigor)

foi obtido, para alguma α ∈ (0, 1) dependendo de parâmetros universais. Na sequência,

da Silva e Ricarte em (38) estabelecem estimativas ótimas para o gradiente de modelos

dirigidos por (3.7), bem como um número de aplicações dessas estimativas em fronteira

livre geométrica e EDP’s eĺıpticas não lineares(cf. (41) e (35)).
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2 EDPS PARABÓLICAS DUPLAMENTE DEGENERADAS

2.1 Introdução ao estudo da regularidade ótima

Este caṕıtulo tem como referência o trabalho (31), seu objetivo é derivar es-

timativas C
α,α
θ

loc para soluções fracas e limitadas de uma classe de equações parabólicas

duplamente degeneradas, cujo protótipo na forma divergente é dado por:

ut − div(A(x, t, u,∇u)) = f(x, t) in ΩT := Ω× (0, T ) (2.1)

com estrutura, a ser apresentada a posteriori, o termo fonte f pertence a um espaço de

Lebesgue com norma mista e ΩT := Ω× (0, T ), com Ω ⊂ RN aberto e limitado e T > 0.

O caso modelo para o estudo é dado pelo (m, p)- Laplaciano:

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = f(x, t) in ΩT := Ω× (0, T ). (2.2)

Esse estudo visa estender a literatura de equações degeneradas parabólicas,

para além dos modelos já conhecidos, recuperando estes últimos como casos particulares,

a saber, para m = 1 em 2.1, têm-se o p-laplaciano de evolução, agora o caso p = 2 encontra

a equação de um meio poroso, finalmente usando as duas condições limı́trofes anteriores,

ou seja, p = 2 e m = 1 , temos o operador do calor.

Ao contrário dos casos recuperados por 2.1, o caso modelo possui uma lei de

degenerescência dupla, colapsando ao longo do ńıvel 0 da soluçao u e dos pontos singulares

do gradiente desta, ou seja:

Z(u) := {u = 0} and S(u) := {|∇u| = 0}.

o que notoriamente irá influenciar o desenvolvimento das estimativas, por exemplo, parte

da análise que derivam as estimativas Hölder acontecem em uma vizinhança de Z(u).

Finalmente cabe ressaltar que as estimativas Hölder para soluções localmente

limitidas obtidas terão caráter ótimo e melhorado. O referencial teórico para este estudo

é guiado pela união das técnicas de escalonamento intŕınseco e uma abordagem de análise

tangencial no esṕırito dos trabalhos já presentes na literatura.

2.2 Preliminares: Hipóteses estruturais, geometria intŕınseca e resultados de

regularidade

Nesta seção serão dadas as hipóteses que governam a estrutura da classse de

operadores duplamente degenerados desse trabalho e a geometria, dada pelos cilindros

parabólicos, onde se procederá a análise para o expoente Hölder, dito ótimo e melhorado,

ao final o resultado principal é enunciado.
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Seja A : ΩT × R× RN → RN e f : ΩT → R, no que segue m ≥ 1 e p ≥ 2:

(P1) [Elipticidade Degenerada]. Existe uma constante positiva C1 tal que para quase

todo (x, t) ∈ ΩT , vale:

〈A(x, t, u,∇u),∇u〉 ≥ C1Φ(|u|)|∇u|p.

(P2) [Condição de Crescimento]. Existe uma constante positiva C2 tal que para quase

todo (x, t) ∈ ΩT , vale

|A(x, t, u,∇u)| ≤ C2Φ(|u|)|∇u|p−1

onde Φ : R+ → R+ é uma função cont́ınua, que satisfaz

γ1s
m−1 ≤ Φ(s) ≤ γ2s

m−1,∀s ∈ [0, σ0]

e

ψ1 ≤ Φ(s) ≤ ψ2 ,∀s ∈ (σ0,∞)

para constantes positivas γ1 ≤ γ2, ψ1 ≤ ψ2 que podem depender de cotas locais ou

globais para o supremo da solução.

(P3) [ Oscilação dos Coeficientes] Existe um módulo de continuidade ωA : [0,∞) →
[0,∞) e uma constante universal CA > 0 tal que

ΘA(x, t, x0, t0) := sup
ξ 6=0,s 6=0

|A(x, t, s, ξ)−A(x0, t0, s, ξ)|
|s|m−1|ξ|p

≤ CA · ωA(|(x, t)− (x0, t0)|)

(P4) [ Integrabilidade do termo fonte] O termo fonte f ∈ Lq,r(ΩT ) = Lr(0, T ;Lq(Ω)),

i.e., em um espaço de Lebesgue com norma mista, (cf. (11)), que é um espaço de

Banach com a seguinte norma:

‖f‖Lq,r(ΩT ) :=

(∫ T

0

(∫
Ω

|f(x, t)|qdx
) r

q

dt

) 1
r

.

Ademais, serão assumidas as seguintes condições “fracas de compatibilidade”:

1

r
+
n

pq
< 1 <

2

r
+
n

q
, (W-CC)

que implica (devido a extensão escolhida para os parâmetros) condições de “ compatibil-
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idades fortes” (basta somar m(1− 1/r) em 2/r + n/q > 1)

1

r
+
n

pq
< 1 e

3

r
+m

(
1− 1

r

)
+
n

q
> 2 (para q, r > 1). (S-CC)

Abaixo, segue uma ilustração das regiões W − CC e S − CC:

Figura 1: Regiões W-CC e S-CC.

Fonte: elaborada pelo autor.

Antes de enunciar os resultados auxiliares, se faz necessário fixar a geometria

onde as estimativas Hölder serão processadas. Serão considerados os cilindros parabólicos

:

Q−ρ (x0, t0) = Bρ(x0)×
(
t0 − ρθ, t0

]
,

onde θ > 0 é o fator de escala temporal intŕınseco dado por

θ := p− α(m+ p− 3) = p− α(m+ p− 2).
(

1− 1

m+ p− 2

)
, (2.3)

e α > 0 é o expoente Hölder ótimo dado por (sharp). Ademais, observe que

1 +
p− 1

p+m− 2
≤ θ ≤ p para qualquer p ≥ 2 e m ≥ 1.

Por fim, seguem as ferramentas para o desenvolvimento do processo iterativo

que seguirá com o objetivo de derivar o expoente ótimo e melhorado da classe de oper-

adores regida pelo (m, p)−Laplaciano.
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Definição 2.1. Uma função localmente limitada é uma solução de 2.1 em Ω× (0, T ], se

u ∈ Cloc((0, T ;L2(Ω)) e Φ
1
p (|u|)|∇u| ∈ Lploc(ΩT ) para cada conjunto compacto K ⊂ Ω,

cada [t1, t2] ∈ (0, T ] e para ψ ∈ H1
loc(0, T ;L2(K)) ∩ Lploc(0, T ;W 1,p(K)) vale:

∫
K

uψ dx

∣∣∣∣t2
t1

+

∫ t2

t1

∫
K

[
−u∂ψ

∂t
+A(x, t, u,∇u) · ∇ψ

]
dx dt =

∫ t2

t1

∫
K

fψ dx dt.

Acontece que quando soluções da equação existem, no que diz respeito a sua

regularidade temporal pode-se exigir pouco, aliás, em geral ut tem sentido apenas como

distribuição. De posse disso, se faz necessário uma formulação equivalente para soluções

fracas que contemplem a natureza das soluções do (m, p)-Laplaciano, e assim surge uma

nova ferramenta: a média de Steklov de uma função v ∈ L1(ΩT ), definida, para 0 < h <

T , como

uh :=


1
h

t+h∫
t

u(., τ)dτ, se t ∈ (0, T − h],

0, se t ∈ (T − h, T ]

Por meio da definição da média de Steklov, temos agora em mãos a seguinte

definição para solução fraca:

Definição 2.2. Uma função localmente limitda é solução fraca de (2.1) se u ∈ Cloc(0, T ;L2(Ω))

e, para cada compacto K ⊂ Ω e para cada 0 < t < T − h,∫
K×{t}

{(uh)tψ + (A(x, t, u,∇u))h.∇ψ}dx =

∫
K×{t}

fhψdx (2.4)

para toda ψ ∈ W 1,p
0 (K).

O próximo passo se dá em obter estimativas integrais dos ńıveis da solução

que medem o comportamento da função próximo ao inf́ımo e ao supremo no interior de

cilindros apropriados.

Teorema 2.1. Seja u uma solução fraca da equação (2.1). Então existe uma constante

γ = γ(C0, C1, n,K × [t1, t1], ||ϕ||Lq,r(ΩT )), tal que para cada cilindro ΩT e cada k ńıvel :

sup
t1<t<t2

∫
K

(u− k)2
±ξ

p(x, t)dx+ C

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxdt ≤

C

∫ t2

t1

∫
K

(u− k)2
±ξ

p−1|ξt|dxdt+ C||f ||2Lq,r

Prova. Seja k > 0 e ξ ∈ W 1,p(K), tomando ψ = (uh − k)±ξ
p como uma função teste
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para a equação (2.1), para t ∈ (t1, t2] arbitrário, temos:

t∫
t1

∫
K

(uh)t(uh − k)±ξ
pdxds+

t∫
t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇((uh − k)±).ξpdxds

+p

t∫
t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇ξ(u− k)±ξ
p−1dxds =

t∫
t1

∫
K

fh(uh − k)±ξ
pdxds.

Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da identidade, e

passando o limite com h→ 0 :

t∫
t1

∫
K

(uh)t(uh − k)±ξ
pdxds =

1

2

t∫
t1

∫
K

∂t(uh − k)2
±ξ

pdxds

t∫
t1

∫
K

(uh)t(uh − k)±ξ
pdxds→ 1

2

∫
K

(u− k)2
±ξ

p(x, t)dx− 1

2

∫
K

(u− k)2±ξp(x, t1)dx−

−p
2

t∫
t1

∫
K

(u− k)2
±ξ

p−1ξtdxds

∫ t

t1

∫
K

ut(u− k)±ξ
pdxds ≥ 1

2

∫
K

(u− k)2
±ξ(x, t)dx−

1

2

∫
K

(u− k)2
±ξ

p(x, t1)dx

− p

2

∫ t

t1

∫
K

(u− k)2
±ξ

p−1|ξt|dxds. (2.5)

Agora, para a segunda integral do lado esquerdo:

t∫
t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇((uh − k)±).ξpdxds→
t∫

t1

∫
K

A(x, t, u,∇u).∇((u− k)±).ξpdxds

com efeito, ∇(u− k)± = ±∇u.1{(u−k)±>0} em quase todo ponto, e segundo a propriedade

(P2):

A(x, t, u,∇u).∇u ≥ C0Φ(|u|)|∇u|p.

assim, obtém-se
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t∫
t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u)).∇((u− k)±).ξpdxds ≥ C0

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxds. (2.6)

Similarmente, para a terceira integral do lado esquerdo, quando h→ 0,

p

∫ t

t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇ξξp−1(u−k)±dxds→ p

∫ t

t1

∫
K

A(x, t, u,∇u).∇ξ.ξp−1(u−k)±dxds.

Agora, novamente por (P2):

|A(x, t, u,∇u)| ≤ C1Φ(|u|)|∇u|p−1

e se valendo da desigualdade de Young, obtemos:

p

∫ t

t1

∫
K

A(x, t, u,∇u).∇ξ.ξp−1(u− k)±

≤ pC1

∫ t

t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|p−1(u− k)±ξ
p−1|∇ξ|dxds

≤ pC1

∫ t

t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|p−1(u− k)±ξ
p−1|∇ξ|dxds

≤ pC1

(p− 1

p

)∫ t

t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxds

+pC1
1

p

∫ t

t1

∫
K

Φ(|u|)(u− k)p±|∇ξ|pdxds

finalmente,

t∫
t1

∫
K

A(x, t, u,∇u)).∇ξ.ξp−1(u−k)±dxds ≤ pC1

(p− 1

p

) t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u−k)±|pξpdxds+

pC1
1

p

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)(u− k)p±|∇ξ|pdxds. (2.7)

Para o termo de menor ordem,ou seja, o lado direito da equação, temos pela

desigualade de Hölder para j = q e l = q
q−1
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∫
K

fh(uh − k)±ξ
pdx =

≤ ||(uh − k)±ξ
p|| q

q−1
||fh||q

≤ C(q, q,K)
(∫
K

(uh − k)2
±ξ

pdx
) 1

2 ||fh||q

passando o limite h→ 0 e usando a propriedade estrutural (P3), obtem-se:∫
K

f(u− k)±ξ
pdx ≤ C(q,K)

(∫
K

(u− k)2
±ξ

pdx
) 1

2 ||f ||q

integrando em s:

t∫
t1

∫
K

f(u− k)±ξ
pdxds ≤ C(q,K)|t− t1|

r−1
r

(∫
K

(u− k)2
±ξ

pdx
) 1

2 ||f ||Lq,r

≤ 1

2
sup
t1<s<t

∫
K

(u− k)2ξpdx+ C(t1, t,K, q, r)||f ||2Lq,r (2.8)

Relembrando que

t∫
t1

∫
K

(uh)t(uh − k)±ξ
pdxds = −

t∫
t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇((uh − k)±).ξpdxds

−p
t∫

t1

∫
K

(A(x, t, u,∇u))h.∇ξ(u− k)±ξ
p−1dxds−

t∫
t1

∫
K

fh(uh − k)±ξ
pdxds.

Finalmente, usando as estimativas (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8) , segue que:

1

2

∫
K

(u− k)2
±ξ(x, t)dx−

1

2

∫
K

(u− k)2
±ξ

p(x, t1)dx− p

2

t∫
t1

∫
K

(u− k)2
±ξ

p−1|ξt|dxds ≤

−C0

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxds+ pC1

(p− 1

p

) t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxds+

+pC1
1

p

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)(u−k)p±|Dξ|pdxds+ ≤
1

2
sup
t1<s<t

∫
K

(u−k)2ξpdx+C(t1, t,K, q, r)||f ||2Lq,r .
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Organizando os termos

∫
K

(u− k)2
±ξ(x, t)dx+ 2(C0 − C1(p− 1))

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxds ≤

p

t∫
t1

∫
K

(u− k)2
±ξ

p−1|ξt|dxds+ 2C1

t∫
t1

∫
K

Φ(|u|)(u− k)p±|Dξ|pdxds+

+

∫
K

(u− k)2
±ξ

p(x, t1)dx+ ≤ 1

2
sup
t1<s<t

∫
K

(u− k)2ξpdx+ C(t1, t,K, q, r)||f ||2Lq,r

Tomando o supremo para t ∈ (t1, t2] o resultado segue

sup
t1<t<t2

∫
K

(u− k)2
±ξ(x, t)dx+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇(u− k)±|pξpdxdt ≤

C

t2∫
t1

∫
K

(u− k)2ξp−1|ξt|dxdt+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)(u− k)p±|Dξ|pdxdt

+C||f ||2Lq,r

Como consequência da estimativa de energia temos uma desigualdade do tipo

Caccioppoli:

Proposição 2.1 (Estimativa do tipo Caccioppoli ). Seja K× [t1, t2] ⊂ Ω× (0, T ]. Se

u é uma solução fraca de (2.1), então existe uma constante C > 0, dependendo somente

de n, p and K × [t1, t2] tal que

sup
t1<t<t2

∫
K

u2ξpdx+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇u|pξpdxdt

≤ C

t2∫
t1

∫
K

u2ξp−1|ξt|dxdt+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|u|p|Dξ|pdxdt+ C||f ||2Lq,r .

para cada ξ ∈ C∞0 (K × (t1, t2); [0, 1])

Prova. Segue nas linhas da prova anterior considerando o ńıvel k = 0.

Observação: Cabe ressaltar a importância da Proposição anterior como meio

para se desenvolver a análise tangencial do nosso problema que será feita, a posteriori,

em outras palavras, poderemos conectar o nosso problema a outro que goza de regular-

idade superior via um argumento de compacidade que é provento da desigualdade do
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tipo Caccioppoli obtida anteriormente e assim obter por vias de um processo iterativo as

estimativas Hölder desejadas.

Na sequência, seguem resultados de regularidade para EDP’s duplamente de-

generadas como na equação. Tais estimativas podem ser encontradas em (66), (67), (68),

(69), (70), (91) e (111):

Teorema 2.2. Seja u uma solução fraca localmente limitada da equação (2.1). Suponha

que (P1)-(P4) e W-CC valem. Então, u é localmente Hölder cont́ınua in ΩT , e para cada

subcojunto compacto K ⊂ ΩT , existem constantes γ > 1 e α0 ∈ (0, 1) tal que

|u(x1, t1)− u(x2, t2)| ≤ γ ·
(
|x1 − x2|α0 + ‖u‖

m−1
p

L∞(K)|t1 − t2|
α0
pm

)
para cada (x1, t1), (x2, t2) ∈ K.

Agora, se faz necessário evocar a regularidade ótima para equações do tipo

p-laplaciano de evolução

Qpu := ut − div(a(x, t)|∇u|p−2∇u) = f(x, t) em ΩT para p ≥ 2, (2.9)

cujos coeficientes são cont́ınuos e satisfazem

0 ≤ L0 ≤ a(x, t) ≤ L1 <∞ em ΩT . (2.10)

Ademais, f ∈ Lq,r(ΩT ) satisfaz W-CC. Nessa direção, seguem as estimativas ótimas para

esse tipo de equação (2.9).

Teorema 2.3. Seja u uma solução limitada de (2.9). Suponha ainda que as condições

W-CC and (2.10) são válidas. Então, u é localmente C0,α̂ na variável espacial e C0, α̂
θ̂ na

variável temporal, onde

α̂ :=
(pq − n)r − pq

q[(p− 1)r − (p− 2)]
e θ̂ := 2α̂ + (1− α̂)p.

O último passo para a construção do conjunto de ferramentas para a análise

tangencial e consequentemente do processo iterativo é o lema de (m, p)-aproximação, este

por sua vez pode ser visto como um caminho entre dois pontos, cada ponto é uma classe

de equações, no nosso caso vamos usar a desigualdade de Cacciopolli e conecta a classe

de operadores desse trabalho a uma função (m, p)-calórica ganhando assim regularidade

para o nosso problema em um domı́nio menor do que o ambiente posto para o estudo. A

ideia da prova será por contradição.

Lema 2.1 ((m, p)-Aproximação). Se u é uma solução fraca da equação (2.1) em Q−1

com ‖u‖L∞(Q−1 ) ≤ 1, então ∀ε > 0 existe δ = δ(p, n,m, ε) > 0 para o qual satisfaz a
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seguinte propriedade: sempre que

max

{
‖f‖Lq,r(Q−1 ), sup

0<ρ≤ρ0

sup
(y,τ),(x,t)∈Qρ

ΘA(y, τ, x, t)

}
≤ δε

existe uma função (m, p)-calórica φ : Q−1
2

→ R, i.e.,

∂φ

∂t
− div(A(φ,∇φ)) = 0 in Q−1

2

, (2.11)

com A satisfazendo (P1)-(P3) com C1 = C2, γ1 = γ2, ψ2 = ψ2 e ω ≡ 0 tal que

‖u− φ‖
L∞

(
Q−1

2

) < ε. (2.12)

Prova. Suponha por contradição, que o lema não seja válido. Então, para algum δ0 > 0,

devem existir sequências

(uj)j ∈ C0
loc(0,−1;L2

loc(Ω)), com |uj|Φ(|uj|)
1
p ∈ Lploc(0,−1;W 1,p(B1)),

(Aj)j satisfazendo (P1)-(P4) e (fj)j ∈ Lq,r(Q−1 ), interligadas por

∂uj
∂t
− divAj(x, t, uj,∇uj) = fj(x, t) em Q−1 (2.13)

com

||uj||L∞(Q−1 ) ≤ 1 e max
{
||fj||Lq,r(Q−1 ), ΘAj(y, τ, x, t)

}
≤ 1

j
(2.14)

para todo j ∈ N. Entretanto, para qualquer solução fraca φ de (2.11) temos

||uj − φ||
L∞

(
Q−1

2

) > δ0 para todo j. (2.15)

Agora, seja a função cutoff ξ ∈ C∞0 (Q−1 ), tal que 0 ≤ ξ ≤ 1, com ξ = 1 em Q 1
2

e ξ = 0 em ∂pQ
−
1 . Assim, uma vez que uj é uma solução da equação (2.13), a estimativa

de Caccioppoli (Proposição 2.1) assegura, com a ajuda de (2.14), que

sup
−1<t<0

∫
B1

u2
jξ
pdx+

0∫
−1

∫
B1

Φ(|uj|)|∇uj|pξpdxdt ≤ C̄. (2.16)

Com efeito, pela Proposição anterior

sup
t1<t<t2

∫
K

u2ξdx+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|∇u|pξpdxdt
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≤ C

t2∫
t1

∫
K

u2ξp−1|ξt|dxdt+

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|u|p|∇ξ|pdxdt+ C||f ||2Lq,r .

Nomeando as integrais do lado direito da desigualdade como:

S =

t2∫
t1

∫
K

u2ξp−1|ξt|dxdt

D =

t2∫
t1

∫
K

Φ(|u|)|u|p|∇ξ|pdxdt

temos,

S ≤
−1∫
− 1

2

∫
B 1

2

|ξt|dxdt = c(n, ξ) <∞ (2.17)

em face da escolha da função cutoff e da magnitude da norma ||u||∞ . Quanto a D, temos:

D ≤ γ1

0∫
−1

∫
B1

|Dξ|pdxdt = c(γ1, p, ξ) <∞ (2.18)

levando em conta a condição estrutural para Φ, a hipótese sobre a norma ||u||∞ (usada

novamente) e o grau de liberdade dos parâmetros m e p. Assim, usando (3.15), (3.16) e

a hipótese sobre a norma Lq,r do termo fonte da equação segue a identidade (2.16).

De agora em diante, seja vj = F(|uj|), onde F é uma primitiva de Φ
1
p , então

|∇vj|p = Φ(|uj|)|∇uj|p.

e assim

||∇vj||p
Lp
(
Q−1

2

)=

0∫
−2θ

∫
B1

|∇vj|pdxdt ≤
0∫

−1

∫
B1

Φ(|uj|)|∇uj|.|pξpdxdt ≤ C̄

Desse modo, módulo subsequência,

∇vj ⇀ Ξ fracamente em Lp
(
Q−1

2

)
. (2.19)

Além disso, pelo teorema 2.2, a sequência (uj)j é equicont́ınua e por (2.14) é
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equilimitada, então pelo teorema de Arzelá-Ascoli, a menos de uma subsequência,

uj → u∞ uniformemente em Q−1
2

. (2.20)

Por fim, podemos identificar por meio das equações (2.19) e (2.20) e da unicidade do

limite na topologia fraca que Ξ = ∇v, uma vez que temos convergência pontual

vj = F(|uj|)→ F(u∞) := v.

Finalmente, passando o limite em (2.13), conclúımos que u∞ satisfaz (2.11),

que fornece uma contradição perante (2.15) para j � 1.

Observação 2.1 (Normalização e “ regime de ajustamento de magnitude pe-

quena”). É possivel normalizar a solução u definida em Q1, de modo que a função

resultante satisfaça as condições do lema 2.1. Mais precisamente, para um δ > 0 e s > 0

fixado, existem constantes positivas µ = µ(δ, s, ‖u‖L∞ , ‖f‖Lq,r) tal que a função

vµ(x, t) := µsu(µsx, µτ t),

satisfaça as condições do lema 2.1, onde τ := s(m− 1) + 2s(p− 1) > 0,

0 < µ ≤ min

1,
1

s

√
‖u‖L∞(Q−1 )

, κ

√
δ

‖f‖Lq,r(Q−1 ) + 1
, Π

√
δ

ω−1
A ( δ

CA+1
)

 ,

κ := s[2(p− 1) +m]−
(
sn
q

+ (2p−1)s+s(m−1)
r

)
+ s

= s(m+ p− 2)
[(

1− 1
r

)
+ 1

r(m+p−2)

]
+ sp

[
1−

(
n
pq

+ 1
r

)]
+ s

é uma constante positiva que é herança da condição de integrabilidade W-CC e

Π := 2s(2p+m− 2) > 0, uma vez que m ≥ 1 e p ≥ 2.

Com efeito, a função vµ satisfaz no sentido fraco a seguinte equação:

(vµ)t − div(Aµ(x, t, vµ,∇vµ)) = fµ(x, t)

onde

{
Aµ(x, t, r, ξ) := µs(m−1)+2s(p−1)A(µsx, µτ t, µ−sr, µ−2sξ)

fk(x, t) := µs[2(p−1)+m]+sf(µsx, µτ t).
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que é válida desde que τ = s(m− 1) + 2s(p− 1).

Dito isso, tomando:

0 < µ ≤ 1

s

√
‖u‖L∞(Q−1 )

(2.21)

podemos contar com a limitação essencial de u em Q−1 e sua norma é no máximo 1.

Voltando a atenção ao termo fonte, calculamos a sua norma no espaço de Lebesgue misto:

||fµ||rLq,r(Q1) =

0∫
−1

(∫
B1

|fµ(x, t)|qdx

) r
q

dt

=

0∫
−1

(∫
B1

µs[2(p−1)+m]+s|f(µx, µτ t)|qdx

) r
q

dt

= µs+s[2(p−1)+m]− sn
q

0∫
−1

(∫
Bµ

f(y, µτ t)|qdz

) r
q

dt

= µs+s[2(p−1)+m]− sn
q
−µ
r

0∫
−µ−θ

(∫
Bµ

f(y, µτ−θt)|qdz

) r
q

dt

= µs+s[2(p−1)+m]− sn
q
−µ
r ||f ||Lq,r(Qµ)

resta mostrar que

κ := s[2(p− 1) +m]−

[
sn

q
+
τ

r

]
+ s > 0

Ora,

κ = sp

[
1−

( n
pq

+
1

r

)]
+ s(m+ p− 2)

[
1− 1

r
+

1

r(m+ p− 2)

]
+ s

que é estritamente positivo, segundo (W-CC) e o grau de liberdade para r. Assim,

tomando:

0 < µ ≤ κ

√
δ

‖f‖Lq,r(Q−1 ) + 1
(2.22)

garantimos que o termo fonte f tem norma no espaço de Lebesgue misto de expoentes q, r

no máximo δ. Por fim, para garantir o controle da oscilação pela mesma cota superior

obtida para o termo fonte, usamos (P3) e a definição de ΘAµ, para obter:



31

sup
0<ρ≤ρ0

sup
(x,t),(x0,t0)∈Qρ

ΘAµ(x, t, x0, t0) ≤

µ2s(m+2p−2) sup
0<ρ≤ρ0

sup
(x,t),(x0,t0)∈Qρ

ΘA(µsx, µτ t, µsx0, µ
τ t0) ≤

≤ µ2s(m+2p−2)CAωA
(
|(µsx, µτ )− (µsx0, µ

τ t0)|
)

µ2s(m+2p−2)(CA + 1)ωA
(
|(µsx, µτ )− (µsx0, µ

τ t0)|
)
≤ δ

desde que:

0 < µ ≤ Π

√
δ

ω−1
A ( δ

CA+1
)

(2.23)

Assim, segue de (2.21), (2.22) e (2.23) que o ”regime de ajustamento de mag-

nitude pequena” para o lema de (m, p)-aproximação é válido desde que:

0 < µ ≤ min

1,
1

s

√
‖u‖L∞(Q−1 )

, κ

√
δ

‖f‖Lq,r(Q−1 ) + 1
, Π

√
δ

ω−1
A ( δ

CA+1
)

 ,

na função vµ.

2.3 Resultado Principal

Ao longo dessa seção será enunciado o principal resultado desse caṕıtulo (com

prova adiada para a seção seguinte) além de um panorama geral sobre as implicações desse

fato para além das notas desse texto, apresentando os cenários onde de fato a estimativa

pode ser vista como melhorada e ótima diante dos resultados já encontrados na literatura.

Mais precisamente, será derivado o expoente ótimo e melhorado em certos

cenários sobre regularidade ótima de integrabilidade dadas por (W-CC) e respectivamente

(S-CC)) para a Hölder regularidade das soluções fracas da equação (2.1) sobre as condições

(P1)-(P4). Mais precisamente será encontrado

α := min

{
max

{
α−Homp

pm + αHom(m+ p− 3)
,

2α−Hom(p− 1)

pm(m+ p− 2)

}
,

(pq − n)r − pq
q[(r − 1)(m+ p− 2) + 1]

}
, (sharp)

onde αHom ∈ (0, 1] é o expoente Hölder ótimo para o problema homogêneo com coefi-

cientes constantes e ι− significa que podemos escolher qualquer valor s ∈ (0, ι), e

pm :=

{
2 se m = 1

p se m > 1.
(pm)
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Levando em conta as definições anteriores, segue o resultado principal desse

caṕıtulo:

Teorema 2.4. Seja u uma solução fraca e limitada da equação (2.1) em Q−1 e suponha

que (P1)-(P4) estão em vigor. Então, u ∈ Cα,α
θ

loc (Q−1 ) (no sentido parabólico), i.e., existe

uma constante M0(universal) > 0 tal que

[u]
Cα,

α
θ

(
Q−1

2

) ≤ M0.
[
‖u‖L∞(Q−1 ) + ‖f‖Lq,r(Q−1 )

]
,

onde α ∈ (0, 1) é definido por (sharp), θ é dado por (2.3), e

[u]
Cα,

α
θ

(
Q−1

2

) := sup
0<ρ≤ρ0

 inf
(x0,t0)∈Q−ρ0

‖u− u(x0, t0)‖
L∞

(
Q−ρ0 (x0,t0)∩Q−1

2

)
ρα0

 .

Observação 2.2. O teorema 2.4 assegura a α-Hölder continuidade, em face da seção 4.

Com efeito, será visto na última parte da tese que os espaços de Hölder quando equipados

da métrica parabólica são idênticos aos espaços de Campanato.

Atente que

M] < αHom para qualquer p > 2 e m > 1, (2.24)

onde

M] := max

{
α−Homp

pm + αHom(m+ p− 3)
,

2α−Hom(p− 1)

pm(m+ p− 2)

}
.

Ademais, cabe ressaltar que, em vista de (S-CC), podemos escrever (sharp)
como segue

(pq − n)r − pq
q[(r − 1)(m+ p− 2) + 1]

=
p
[
1−

(
n
pq

+ 1
r

)]
p
[
1−

(
n
pq

+ 1
r

)]
+
{[

3
r

+m
(
1− 1

r

)
+ n

q

]
− 2
} ∈ (0, 1).

O caráter ótimo das estimativas deve ser entendido como segue:

 Se M] ≤ (pq−n)r−pq
q[(r−1)(m+p−2)+1]

então u ∈ Cα,
α
θ

loc para qualquer α < M];

Se M] >
(pq−n)r−pq

q[(r−1)(m+p−2)+1]
então u ∈ Cα,

α
θ

loc para α =
(pq−n)r−pq

q[(r−1)(m+p−2)+1]
.

Quanto ao expoente αHom ótimo, a função de Barenblatt

Bm,p(x, t) :=


1
tλ0

[
1− b(m,n, p)

(
|x|

t
1
λ0

) p
p−1

] p−1
m+p−3

+

t > 0

0 t ≤ 0
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é a solução fundamental da equação

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = 0,

onde

λ0 = n(m+ p− 3) e b(m,n, p) =
p− 1

p

m+ p− 3

(m+ p− 2)λ
1
p−1

0

.

Um expoente Hölder ótimo sugerido por ((67, p. 2012) e (70, Observação 3.4))

deve ser

αHom = min

{
1,

p− 1

m+ p− 3

}
. (2.25)

Quando o termo fonte é essencialmente limitado

α→ min

{
M],

p

m+ p− 2

}
Além disso, p

m+p−2
≥ p−1

m+p−3
se, e somente se m ≥ 2.

Nesse contexto, usando (2.24) and (2.25) conclui-se que

0 < α ≤ p− 1

m+ p− 3
q = r =∞ para qualquer p > 2 e m ≥ 2.

Para finalizar essa seção serão mostrados os cenários que o resultado obtido

por Araújo (8, Teorema 1.1) dentre outros, de fato, é melhorado. Para tanto devemos ter,

2(p− 1)

pm(m+ p− 2)
≤ p− 1

m+ p− 2
para qualquer p ≥ 2 e m ≥ 1 (2.26)

então, devemos impor (para m > 1) a seguinte condição algébrica:

α−Homp

p+ αHom(m+ p− 3)
≥ α−Hom(p− 1)

m+ p− 2
⇔ αHom ≤

m− 1

p− 1
.

p

p+m− 3
. (2.27)

tal condição surge quando comparado os coeficientes obtidos por Araújo e (sharp) usando

(2.26).

Assim, analisamos os seguintes cenários:

(1) Por exemplo, para m = 1, que não está inclúıdo em (2.27), onde αHom = 1 e pm = 2

em (sharp). Temos

α =
(pq − n)r − pq

q[(p− 1)r − (p− 2)]
,

o que concorda com as estimativas ótimas de Teixeira-Urbano em (101, Teorema

3.4).
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(2) Se p = 2 então a equação (2.27) permanece verdadeira para qualquer m > 1. Em

particular, as estimativas de regularidade do recente resultado em (53, Teorema 2.5)

(veja também (5, Teorema 6)).

(3) Se m−1
p−1

. p
p+m−3

≥ 1, então (2.27) é válida trivialmente. Tal condição implica

m ≥ p

[
(p− 1)

(
1− 3

p

)
+ 1

]
.

(4) Por outro lado, se m−1
p−1

. p
p+m−3

< 1 em (2.27), então podemos comparar com o

resultado esperado (e conjecturado) como limitante superior ótimo em (2.25) (para

m ≥ 2). Assim,
p− 1

m+ p− 3
≤ m− 1

p− 1
.

p

p+m− 3

se e somente se

max

{
2,

(p− 1)2

p
+ 1

}
≤ m < p

[
(p− 1)

(
1− 3

p

)
+ 1

]
.

Desse modo, temos os cenários, que fornecem condições necessárias que mel-

horam a Hölder regularidade, unificando e extendendo os resultados já presentes na liter-

atura. Abaixo, segue as regiões citadas nos itens anteriores:

Figura 2: Região Im,p.

Fonte: elaborada pelo autor.
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Na sequência segue a região onde as estimativas são melhoradas:

Im,p := {(m, p) ∈ (1,∞)× [2,∞) : (2.27) é válida}. (2.28)

Com efeito, diante de (2), (3) e (possivelmente (4)), o que garante que Im,p 6= ∅.

2.4 Estimativas ótimas via processo iterativo

O processo iterativo que se inicia a partir de agora consiste em prover o ex-

poente ótimo sharp para a equação 2.1, com aux́ılio de 2.1. Veremos que há o controle

da oscilação nos cilindros parabólicos , desde que a imagem da solução no centro da base

dos cilindros tenha magnitude controlada.

Vale ressaltar que a escolha do processo iterativo não é arbitrária, com efeito,

em face da dupla degenerescência, não podemos usar a caracterização de Hölder con-

tinuidade de Campanato-Da Prato. Ora, não se sabe, a priori, se

uk(x, t) :=
u(ρkx+ x0, ρ

kθt+ t0)− ck
ρkα

,

para ck ∈ N, uma sequência de constantes, é solução de (2.1), uma vez que

u 7→ ∂u

∂t
− div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u)

não é invariante por translações por constante.

A seguir, o primeiro passo do processo indutivo.

Lema 2.2. Existem ε > 0 e λ ∈
(
0, 1

4

]
ambos dependendo somente de parâmetros univer-

sais m,n, p e α, tal que se

max
{
||f ||Lq,r(Q1), ΘA(y, τ, x, t)

}
< ε

e u é uma solução fraca de (2.1) em Q−1 , com ||u||L∞(Q−1 ) ≤ 1, então

||u||L∞(Q−λ ) ≤ λα desde que |u(0, 0)| ≤ λα

4
.

Prova. Fixado um δ ∈ (0, 1) a ser escolhido a posteriori o lema de (m, p)− aproximação

2.1 garante que existe ε > 0 pequeno o suficiente e uma solução fraca φ de (2.11) tal que

||u− φ||
L∞

(
Q−1

2

) ≤ δ

Seguem de (67) e (91) que φ ∈ C
αHom,

αHom
pm

loc (Q−1 ) para um expoente Hölder
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0 < αHom ≤ 1 e pm como em (pm). Em particular, no cilindro θ-parabólico vale

|φ(x, t)− φ(y, s)| ≤ γ

|x− y|αHom + ‖u‖
m−1
p

L∞
(
Q−1

2

) pm
√
|t− s|αHom

 ∀ (x, t), (y, s) ∈ Q−1
2

.

Escolhendo λ ∈
(
0, 1

4

]
temos Q−λ ⊂ B 1

2
×
(
− 1

2θ
, 0
]

= Q−1
2

.

Assim, para m > 1 (e (2.28) em uso) afirmamos que φ satifaz

sup
(x,t)∈Qλ

|φ(x, t)− φ(0, 0)| ≤ Cλ
θαHom

p (resp. · · · ≤ Cλ se m = 1)

para λ� 1, a ser escolhido, e C > 1. Por outro lado , para qualquer m ≥ 1 e p ≥ 2 segue

sup
(x,t)∈Qλ

|φ(x, t)− φ(0, 0)| ≤ Cλ
2αHom(p−1)

pm(p+m−2) .

De fato, para (x, t) ∈ Q−λ e m > 1 (e (2.28) em uso) temos

|φ(x, t)− φ(0, 0)| ≤ |φ(x, t)− φ(0, t)|+ |φ(0, t)− φ(0, 0)|
≤ k1|x− 0|αHom + k2|t− 0|

αHom
p

≤ k1λ
αHom + k2λ

θαHom
p

≤ max{k1, k2}λ
θαHom

p , (resp. ≤ max{k1, k2}λ se m = 1),

onde foi usado que para m > 1 vale θ ≤ p, que implica αHom ≥ θαHom

p
(resp. para m = 1,

segue que αHom = 1 and 2 ≤ θ ≤ p, implicando em 1 ≤ θ
2
). Por outro lado, para qualquer

m ≥ 1 e p ≥ 2 uma vez que

θ ≥ 1 +
p− 1

p+m− 2
≥ 2(p− 1)

p+m− 2

obtemos
|φ(x, t)− φ(0, 0)| ≤ |φ(x, t)− φ(0, t)|+ |φ(0, t)− φ(0, 0)|

≤ k1|x− 0|αHom + k2|t− 0|
αHom
p

≤ k1λ
αHom + k2λ

θαHom
p

≤ k1λ
αHom(p−1)

p+m−2 + k2λ
2αHom(p−1)

pm(p+m−2)

≤ max{k1, k2}λ
2αHom(p−1)

pm(p+m−2) ,

Assim, para m > 1 (e (2.28) em uso) podemos obter a estimativa usando o

lema de δ-aproximação (Lemma 2.1) resultando

sup
Q−λ

|u| ≤ sup
Q−1

2

|u− φ|+ sup
Q−λ

|φ(x, t)− φ(0, 0)|+ |u(0, 0)− φ(0, 0)|+ |u(0, 0)|

≤ 2δ + Cλ
θαHom

p + λα

4
(resp. ≤ 2δ + Cλ+ λα

4
se m = 1).
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Para qualquer m ≥ 1 e p ≥ 2 temos

sup
Q−λ

|u| ≤ sup
Q−1

2

|u− φ|+ sup
Q−λ

|φ(x, t)− φ(0, 0)|+ |u(0, 0)− φ(0, 0)|+ |u(0, 0)|

≤ 2δ + Cλ
2αHom(p−1)

pm(m+p−2) + λα

4
.

Finalmente, tomando

λ ∈

(
0, min

{
1

4
,

(
1

4C

) p
θαHom−pα

}]
e δ ∈

(
0,
λα

4

]
para m > 1,

(e (2.28) em uso)

resp. λ ∈

(
0, min

{
1

4
,

(
1

4C

) 1
1−α
}]

e δ ∈
(

0,
λα

4

]
para m = 1,

Para qualquer m ≥ 1 e p ≥ 2 temos

λ ∈

(
0, min

{
1

4
,

(
1

4C

) pm(m+p−2)
2αHom(p−1)−αpm(m+p−2)

}]
e δ ∈

(
0,
λα

4

]
,

e finalmente juntando todas as desigualdades anteriores obtemos a desigualdade desejada

Observação 2.3. É importante ressaltar que devemos impor

θαHom − pα > 0 (resp. 2αHom(p− 1)− αpm(m+ p− 2) > 0).

Ademais, invocando a definição de θ em (2.3), temos que para m > 1 (e (2.28)

em vigor)

α ∈
(

0,
pαHom

p+ αHom(m+ p− 3)

)
(resp. α ∈ (0, 1) para m = 1),

Por outro lado , para qualquer m ≥ 1 e p ≥ 2 temos

α ∈
(

0,
2αHom(p− 1)

pm(m+ p− 2)

)
.

Em ambos os casos, uma vez que αHom = 1 e pm = 2 quando m = 1, podemos

reescrever tais condições de maneira unificada

α ∈
(

0, max

{
pαHom

pm + αHom(m+ p− 3)
,

2αHom(p− 1)

pm(m+ p− 2)

})
,
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onde pm é dado por (pm).

Com o intuito de obter um controle preciso da influência da magnitude |u(0, 0)|,
as soluções serão iteradas (usando o lema 2.2) nos λ- cilindros parabólicos.

Lema 2.3. Suponha que as hipóteses do lema sejão válidas. Então,

||u||L∞(Q−
λk

) ≤ λαk desde que |u(0, 0)| ≤ λαk

4
para todo k ∈ N. (2.29)

Prova. A prova segue por indução. O caso k = 1 é precisamente o lema anterior 2.2.

Suponha agora que (2.29) seja válido para todos os valores j = 1, 2, · · · , k. Para concluir

a prova checamos a validade da implicação para j = k+ 1. Para isso, defina vk : Q−1 → R
dada por

vk(x, t) :=
u(λkx, λkθt)

λkα
.

A função vk é uma solução fraca de

∂vk
∂t
− div(Ak(x, t, vk,∇vk)) = fk(x, t) em Q−1 ,

onde {
Ak(x, t, s, ξ) := λ−kα(m+p−2)+k(p−1)A(λkx, λkθt, λkαs, λ(α−1)kξ)

fk(x, t) := λ−kα(m+p−2)+k(p−1)+kf(λkx, λkθt).

A sequência de campos Ak pertence a classe que satisfaz (P1)-(P2). Com

efeito, {
〈Ak(x, t, s, ξ), ξ〉 ≥ C1Γ(|s|)|ξ|p

|Ak(x, t, s, ξ)| ≤ C2Γ(|s|)|ξ|p−1.

onde

Γ(|s|) = λ−kα(m−1)Φ(|s|)

Ademais, a hipótese de indução implica que

||vk||L∞(Q−1 ) ≤ 1 e |vk(0, 0)| = |u(0, 0)|
λkα

≤ λ(k+1)α

4λkα
=
λα

4
.

O termo fonte tem norma mista estimada como
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||fk||rLq,r(Q1) =

0∫
−1

(∫
B1

|fk(x, t)|qdx

) r
q

dt

=

0∫
−1

(∫
B1

λ(−kα(m+p−2)+k(p−1)+k)q|f(λkx, λkθt)|qdx

) r
q

dt

=

0∫
−1

( ∫
B
λk

λ[(−kα(m+p−2)+k(p−1)+k)q−nq]|f(z, λkθt)|qdz

) r
q

dt

= λ[(−kα(m+p−2)+k(p−1)+k)q−nq] r
q .λ−kθ

0∫
−λkθ

( ∫
B
λk

|f(z, τ)|qdz

) r
q

dτ

Assim,

||fk||rLq,r(Q−1 )
≤ λ[(−kα(m+p−2)+k(p−1)+k)q−nk] r

q
−kθ||f ||r

Lq,r(Q−
λk

)
.

Agora, observe que

[(−kα(m+ p− 2) + k(p− 1) + k) q − nk]
r

q
− kθ ≥ 0 ⇐⇒ α ≤

r(pq − n)− pq
q[(m+ p− 2)r − (m+ p− 3)]

.

Disto, como λ ∈
(
0, 1

4

]
, segue que

||fk||Lq,r(Q−1 ) ≤ ||f ||Lq,r(Q−
λk

) ≤ ||f ||Lq,r(Q−1 ) ≤ δ.

Finalmente,

sup
0<ρ≤ρ0

sup
(y,τ),(x,t)∈Qρ

ΘAk(y, τ, x, t) ≤ sup
0<ρ≤ρ0

sup
(y,τ),(x,t)∈Q

ρk

ΘA(y, τ, x, t) ≤ δ

Assim, vk recáı nas hipóteses do lema 2.2. De onde segue pela hipótese de

indução,

||vk||L∞(Q−λ ) ≤ λα =⇒ ||u||
L∞

(
Q−
λ(k+1)

) ≤ λα(k+1),

Antes da prova do teorema principal, resta garantir que o controle imposto para

a oscilação nas proposições anteriores não é restritivo e funciona para raios pequenos.

Proposição 2.2. Seja u uma solução fraca e limitada da equação (2.1) em Q−1 e λ como

no lema 2.2. Então, para ρ ∈ (0, λ) e C > 0 uma constante universal, temos

||u||L∞(Q−ρ ) ≤ Cρα desde que |u(0, 0)| ≤ ρα

4
.
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Prova. Inicialmente, definimos a função auxiliar ζ : Q−1 → R given by

ζ(x, t) := ξu(ξax, ξm+p−3+pat)

com constantes a > 0 e ξ > 0 a serem determinadas a posteriori.

A função ζ satisfaz no sentido fraco

∂ζ

∂t
− div(Â(x, t, ζ,∇ζ)) = f̂(x, t) in Q−1 ,

onde {
Â(x, t, s, ς) := ξ(1+a)(p−1)+(m−1)A(ξax, ξm+p−3+pat, ξ−1s, ξ−(1+a)ς)

f̂(x, t) := ξ(1+a)(p−1)+(m−1)+af(ξax, ξm+p−3+pat)

Agora,

||f̂ ||r
Lq,r(Q−1 )

≤ ξ[((p−1)(1+a)+m−1+a)q−na] r
q
−(m+p−3+pa)||f ||rLq,r(Q1),

onde a > 0 é escolhido tal que

[((p− 1)(1 + a) +m− 1 + a)q − na]
r

q
− (m+ p− 3 + pa) > 0,

escolha posśıvel graças as condições de compatibilidade (W-CC)

a <
q[(m+ p− 2)(r − 1) + 1]

pq(r − 1)− nr
.

Além disso, tomando ξ � 1, recáımos no regime de ajustamento exigido em

2.29, i.e.,

||ζ||L∞(Q−1 ) ≤ 1 e max
{
||f̂ ||Lq,r(Q−1 ), ΘÂ(y, τ, x, t)

}
≤ ε.

Assim, dado ρ ∈ (0, λ), existe k ∈ N tal que

λk+1 < ρ ≤ λk.

mas, uma vez que

|u(0, 0)| ≤ ρα

4
≤ λkα

4

segue pelo teorema 2.29 que

||u||L∞(Q−
λk

) ≤ λkα.

De onde resulta

||u||L∞(Q−ρ ) ≤ ||u||L∞(Q−
λk

) ≤ λkα ≤
(ρ
λ

)α
= Cρα.
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Prova do teorema 2.4. É suficiente mostrar que existe uma constante M0(universal) >

0 tal que

||u− u(0, 0)||L∞(Q−ρ ) ≤ M0ρ
α. (2.30)

De fato, pela continuidade de u, a imagem u(0, 0) existe, e assim podemos

definir

µ := (4|u(0, 0)|)1/α ≥ 0. (2.31)

Agora, considere ρ ∈ (0, λ). Desse modo a análise ocorrerá em três casos

independentes:

(1) Se ρ ∈ [µ, λ):

Nesse caso

|u(0, 0)| = µα

4
≤ ρα

4
.

Assim, pela proposição 2.2 temos

sup
Q−ρ

|u(x, t)− u(0, 0)| ≤ Cρβ + |u(0, 0)| ≤
(

C +
1

4

)
ρα. (2.32)

(2) Se ρ ∈ (0, µ):

Para (x, t) ∈ Q−1 , definimos

w(x, t) :=
u(µx, µθt)

µα
.

Atente que |w(0, 0)| = 1
4
. Além disso, w satisfaz no sentido fraco

∂w

∂t
− div(Aµ(x, t, w,∇w)) = fµ(x, t) em Q−1 ,

onde {
Aµ(x, t, s, ς) := µ−[α(m−1)+(α−1)(p−1)]A(µx, µθt, µαs, µα−1ς)

fµ(x, t) := µ−[α(m−1)+(α−1)(p−1)]+1f(µx, µθt).

Assim, mais uma vez pela proposição 2.2 aplicada a u, segue que

||w||L∞(Q−1 ) =
1

µα
||u||L∞(Q−µ ) ≤

Cµα

µα
= C, (2.33)

pois |u(0, 0)| = µα

4
. De posse da última estimativa, juntando com a regularidade C0,α

loc

obtida em 2.2, garante-se a existência de um raio ρ0 > 0, dependendo de parâmetros

universais, tais que

|w(x, t)| ≥ 1

8
para todo (x, t) ∈ Q−ρ0

.

De fato, da estimativa α0−Hölder (Teorema 2.2) obtem-se em Q−ρ0
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1
4

= |w(0, 0)|
≤ |w(xm, tm)− w(0, 0)|+ |w(xm, tm)|
≤ γ ·

(
|xm|α0 + |tm|

α0
pm

)
+ |w(xm, tm)|

≤ γ ·
(
ρα0

0 + ρ
α0θ
pm
0

)
+ 1

8

≤ 2γρ
α0θ
pm
0 + 1

8
,

onde (xm, tm) ∈ Q−ρ0
é um ponto onde w atinge o seu mı́nimo. Assim,

ρ0 ≥
(

1

16γ

) pm
α0θ

. (2.34)

Com isso w satisfaz no sentido fraco

∂w

∂t
− div(a0(x, t)|∇w|p−2∇w)) = f(x, t) em Q−ρ0

,

onde f ∈ Lq,r(Q−1 ) (com (W-CC) em vigor) e (x, t) 7→ a0(x, t) = a0(x, t, w) é uma função

cont́ınua. Ademais,

0 < C1γ1

(
1

8

)m−1

≤ a0(x, t, w) ≤ C2γ2||w||m−1

L∞(Q−1 )
<∞

para constantes positivas C1, C2,γ1 e γ2 provenientes das propriedades (P1)-(P2). Com

efeito, temos que pela propriedade (P1):

〈a0(x, t, w)|∇w|p−2∇w,∇w〉 ≥ C1|∇w|pΦ(|w|)
a0(x, t, w)|∇w|p ≥ C1|∇w|pγ1|w|m−1

a0(x, t, w) ≥ C1γ1

(
1
8

)m−1

agora usando a propriedade (P2):

|a0(x, t, w)|∇w|p−2∇w| ≤ C2Φ(|w|)|∇w|p−1

a0(x, t, w) ≤ C2γ2||w||m−1

L∞(Q−1 )
.

Em outras palavras, podemos tratar o problema original (à luz das considerações anteri-

ores), como uma equação do tipo p-laplaciano.

Assim, pelo teorema 2.10, w ∈ C α̂, α̂
θ̂ (Q−ρ0

), com

α̂ =
(pq − n)r − pq

q[(p− 1)r − (p− 2)]
≥ (pq − n)r − pq
q[(r − 1)(m+ p− 2) + 1]

.
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Adicionalmente, é válido

α̂ ≥ min
{

max
{

α−Homp

pm+αHom(m+p−3)
,

2α−Hom(p−1)

pm(m+p−2)

}
, (pq−n)r−pq
q[(p−1)r−(p−2)]

}
≥ min

{
max

{
α−Homp

pm+αHom(m+p−3)
,

2α−Hom(p−1)

pm(m+p−2)

}
, (pq−n)r−pq
q[(r−1)(m+p−2)+1]

}
= α.

Pelo teorema 2.10 conseguimos uma constante K0(universal) > 0

||w − w(0, 0)||L∞(Q−ρ ) ≤ K0ρ
α̂ ∀ 0 < ρ <

ρ0

2
.

Agora, uma vez que α ≤ α̂, podemos concluir

sup
(x,t)∈Q−µρ

|u(x, t)− u(0, 0)| ≤ K0(µρ)α, para qualquer 0 < µρ < µ
ρ0

2
.

Assim,

sup
(x,t)∈Q−ρ

|u(x, t)− u(0, 0)| ≤ K0ρ
α, para qualquer 0 < ρ < µ

ρ0

2
. (2.35)

(3) Se ρ ∈
[
µρ0

2
, µ
)
:

Nesse caso, obtemos (usando o item (1) e (2.34))

sup
(x,t)∈Q−ρ

|u(x, t)− u(0, 0)| ≤ sup
(x,t)∈Qµ

|u(x, t)− u(0, 0)|

≤
(
C + 1

4

)
µα

≤
(
C + 1

4

) (
2ρ
ρ0

)α
≤

(
C + 1

4

)
2α(16γ)

pmα
α0θ ρα.

(2.36)

Assim, tomando

M0 := max

{
C +

1

4
, K0,

(
C +

1

4

)
2α(16γ)

pmα
α0θ

}
= max

{
K0,

(
C +

1

4

)
2α(16γ)

pmα
α0θ

}

e combinando (2.32), (2.35) e (2.36), obtemos (2.30), para qualquer ρ ∈ (0, λ).

Finalmente, um argumento standard de recobrimento garante a estimativa

desejada em qualquer sub-domı́nio compactamente contido , ou seja

[u]
Cα,

α
θ

(
Q−1

2

) ≤ M0(universal),

o que completa prova.
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2.5 Aplicações

2.5.1 Um lema do tipo Liouville

Como aplicação do teorema principal 2.4, resulta um teorema tipo Liouville,

que afirma que uma solução fraca e inteira da equação parabólica duplamente degenerada

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = 0

deve ser constante desde que |u(x, t)| = O(||(x, t)||χ) para uma semi-norma apropriada e

um expoente χ > 0 a serem definidos a posteriori.

Antes da prova, seguem as notações necessárias : Dado β ∈ (0, α), onde α ∈
(0, 1) é o expoente ótimo de regularidade definido em (sharp). Agora, assim como antes,

definimos o escalonamento para a variável temporal como:

θ(β) = p(1− β) + β(3−m). (2.37)

Para tal θ(β), consideramos os cilindros intŕınsecos parabólicos:

Cθ(β)
τ :=

(
− 1

2
τ θ(β),

1

2
τ θ(β)

)
×Bτ (0)

e a norma intŕınseca:

||(x, t)||θ(β) := |t|1/θ(β) + |x|.

A seguir o resultado para a versão duplamente degenerada encontrado em (102,

Teorema 1), que seguirá as mesmas linhas da prova.

Teorema 2.5. Seja u uma solução inteira da equação

Qm,p = ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = 0 em Rn × R.

Suponha que, para algum 0 < β < 1, vale

u(x, t) = O(||(x, t)||βθ(β)) quando ||(x, t)||θ(β) →∞. (2.38)

Então , u é constante.

Prova. Fixe um β < α < 1 (para α como em (sharp)) e um número R � 1 grande, e

defina Cθ(β)
1 ≡ C1 a função

SR(x, t) :=
u(Rx,Rθ(β)t)

Rβ

Inicialmente, iremos mostrar que

‖SR‖L∞(C1) ≤ C para R� 1. (2.39)
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Com efeito, seja (xR, tR) ∈ C1 um ponto onde S atinge o seu máximo, isto é

‖SR‖L∞(C1) = |SR(xR, tR)| =

∣∣∣∣∣u(RxR,R
θ(β)tR)

Rβ

∣∣∣∣∣
Agora, atente que

||(RxR,R
θ(β)tR)||βθ(β) ≤ (2R)β.

assim,

1

2β
‖SR‖L∞(C1) =

∣∣∣∣∣u(RxR,R
θ(β)tR)

(2R)β

∣∣∣∣∣ ≤ |u(RxR,R
θ(β)tR)|

||(RxR,Rθ(β)tR)||βθ(β)

. (2.40)

A partir de agora tomamos o limite em (6.4) quando R → ∞, e analisamos

dois casos:

1. Se ||(RxR,R
θ(β)tR)||θ(β) →∞

Nesse caso, o lado direito em (2.40) é limitado, usando a hipótese (2.38). O

que confirma a afirmação acima.

2. Se ||(RxR,R
θ(β)tR)||θ(β) permanece limitado

Então, uma vez que u é cont́ınua, em conjuntos compactos∣∣∣∣∣u(RxR,R
θ(β)tR)

(2R)β

∣∣∣∣∣ ≤ C

(2R)β
→ 0

e mais uma vez (2.39) é válida.

Agora, observe que:{
∂SR

∂t
(x, t) = Rθ(β)−β ∂u

∂t
(Rx,Rθ(β)t)

∆m,pSR(x, t) = R[p(1−β)+β(1−m)+β](∆m,pu)(Rx,Rθ(β)t).

Logo,

∂SR

∂t
− div(|SR|m−1|∇SR|p−2∇SR) = 0 em C1. (2.41)

Agora, para β < α < 1 e seu correspondente θ(α), afirmamos que, pela

definição em (2.37), β 7→ θ(β) é uma função decrescente, então θα < θβ. Portanto ,

pelo teorema 2.4, obtemos

|SR(x, t)− SR(0, 0)| ≤ C ·
(
|t|1/θ(α) + |x|

)α
∀(x, t) ∈ Cθ(α)

1
2

(2.42)
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Usando a definição da função SR e escalonando-a em Q
θ(α)
1
2

sup
Cθ(α)

R
2

|u(x,t)−u(0,0)|
(|t|1/θ(α)+|x|)α = sup

Cθ(α)
1
2

|u(Rx,Rθ(α)t)−u(0,0)|
Rα(|t|1/θ(α)+|x|)α

= Rβ−α sup
G
θ(α)
1
2

|SR(x,R−θ(β)+θ(α)t)−SR(0,0)|
(|t|1/θ(α)+|x|)α

≤ Rβ−α sup
G
θ(α)
1
2

|SR(x,R−θ(β)+θ(α)t)−SR(0,0)|
(|R−θ(β)+θ(α)t|1/θ(α)+|x|)α

= o(1) quando R→∞,

usando (2.42), uma vez que foi tomado R� 1 grande o suficiente, pode-se assegurar que

Rθ(α)−θ(β) < 1. Finalmente, segue que u ≡ u(0, 0) em todo RN × R.

2.5.2 Estimativas assintóticas para problemas “próximos” a equação do calor

Nessa última seção será provado que soluções fracas de

ut − div(m|u|m−1|∇u|p−2∇u) = f(x, t) em Q−1 , (2.43)

se tornam “assintoticamente suaves” enquanto o caso modelo “estiver” próximo (em uma

maneira apropriada a ser esclarecida em breve) a equação homogênea do calor Hu =

ut −∆u = 0. Para isso, será usada a estratégia (que pode ser encontrada em (105)) que

consiste em considerar o seguinte parâmetro:

β :=
m− 1

p− 1
para m ≥ 1 e p ≥ 2. (2.44)

Com ajuda de (2.44) e da regra da cadeia podemos reescrever a equação (2.43)

como

ut −Ψ(m, p, β)div(|∇uβ+1|p−2∇uβ+1) = f(x, t) em Q−1 , (2.45)

onde Ψ(m, p, β) = m
(

1
β+1

)p−1

.

A partir de agora, será considerado a formulação acima (2.45) para o nosso

caso modelo. Além do mais a constante Ψ é estável quando os parâmetros m e p estão

próximos aos da equação do calor, i.e.,

Ψ(m, p, β)→ 1 quando p→ 2+ e m→ 1+.

Na sequência, será derivado um mecanismo chave que fornece um link entre a

teoria de regularidade estudada aqui e a do operador homogêneo do calor.

Lema 2.4 (Lema da aproximação calórica). Dado δ > 0, existe ε > 0 e ε∗ > 0,

dependendo somente de n e δ, tal que se u é solução fraca de (2.45) com ||u||L∞(Q−1 ) ≤ 1,
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e

max {|p− 2|, |m− 1|} < ε e ||f ||Lq,r(Q−1 ) ≤ ε∗,

então podemos encontrar w satisfazendo wt −∆w = 0 em Q−1
2

w = u em ∂pQ
−
1
2

(2.46)

tal que

sup
Q−1

2

|w − u| ≤ δ.

Prova. Suponha para efeito de contradição que a tese do lema não se confirma. Isso

significa que deve existir um δ0 > 0 e sequências

(pj)j, (mj)j, (uj)j, e (fj)j

(βj) :=
mj−1

pj−1

Ψ(mj, pj, βj) := mj

(
1

βj+1

)pj−1

vj := u
βj+1
j ,

tal que

(∗)



(uj)t −Ψ(mj, pj, βj)div(|∇vj|pj−2∇vj) = fj em Q−1

||uj||L∞(Q−1 ) ≤ 1

||fj||Lq,r(Q−1 ) <
1
j

|pj − 2|, |mj − 1| < 1
j
.

e  wt −∆w = 0 em Q−1
2

w = u em ∂pQ
−
1
2

.
(2.47)

Entretanto,

sup
Q−1

2

|uj − w| > δ0 para cada j ∈ N. (2.48)
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Inicialmente, é válido que

pj → 2,mj → 1 e βj → 1 quando j →∞. (2.49)

Agora, como na prova do lema de aproximação 2.1, módulo subsequência,

uj → u∞ em Q−1
2

. (2.50)

Ademais, em vista de (2.49) e (2.50), e mais uma vez argumentando como na

prova do lema de aproximação 2.1 podemos invocar o resultado de estabilidade, como em

(74), a fim de passar o limite na equação satisfeita por uj para concluir que u∞ é uma

solução fraca de

ht −∆h = 0 em Q−1
2

.

O que é uma contradição segundo (2.48) para j suficientemente grande (2.48).

A regularidade assintótica obtida com os parâmetros próximos ao caso linear

é motivo do último teorema.

Teorema 2.6. Seja u uma solução limitada de (2.43), onde f ∈ Lq,r(Q−1 ) e

1

r
+
n

pq
< 1 e

3

r
+m

(
1− 1

r

)
+
n

q
≤ 2

estão em vigor. Dado, α ∈ (0, 1), existe um ε0 > 0 tal que se max {m− 1, p− 2} < ε0,

então qualquer solução de (2.43) pertence à Cα,α
θ (no sentido parabólico). Além disso,

existe uma constante M0(universal) > 0 tal que

[u]
Cα,

α
θ

(
Q−1

2

) ≤ M0.
[
‖u‖L∞(Q−1 ) + ‖f‖Lq,r(Q−1 )

]
.

Quantitativamente, tal estimativa é testemunha que u ∈ C1−, 1
2

−
(
Q−1

2

)
.

Prova. Com ajuda do lema de aproximação calórica , i.e. lema 2.4, e fazendo uso das

estimativas de regularidade C
1, 1

2
loc para perfis calóricos ht − ∆h = 0 (see (56, Ch.2, §3)),

pode-se proceder similarmente como na prova do teorema 2.4. Por essa razão, omite-se

os detalhes.
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2.6 Comentários finais e outros problemas relacionados

A última seção se presta a apresentar uma famı́lia de operadores onde os

resultados apresentados ao longo do estudo são aplicáveis.

Exemplo 1. Um exemplo t́ıpico de operados que satisfazem as hipóteses (P1)-(P3), e que

podem ser aplicados os resultados do nosso estudo é dado por

(ΩT ,R,RN) 3 (x, t, s, ξ) 7→ A(x, t, s, ξ) = a(x, t)|s|m−1|ξ|p−2ξ, for m ≥ 1, p ≥ 2,

onde a é uma função limitada longe da origem e do infinito satisfazendo

|a(z)− a(z0)| ≤ ω(|z − z0|)

para um módulo de continuidade ω : [0,∞)→ [0,∞). Pelo menos, no caso a = const. se

reduz ao bem conhecido operador (m, p)− Laplaciano.

Em conclusão, como consequência dos nosso resultados, é posśıvel agora discu-

tir questões sobre a regularidade para soluções fracas não-negativas e limitadas de prob-

lemas não lineares duplamente degenerados ( um tipo de equação de Trudinger sublinear

k ≤ min{p− 1, 1}) como segue

(uk)t − div(|∇u|p−2∇u) = f(x, t) in ΩT , for p > 2 and k ∈ (0, 1). (2.51)

Tal equação exibe uma caracteŕıstica interessante: ela é singular no tempo,

uma vez que uk−1 explode nos pontos onde {u = 0}, e é degenerada no espaço, uma

vez que o módulo de elipticidade, a saber, |Du|p−2, colapsa nos pontos onde {|Du| = 0}.
Neste cenário, fornecemos mais uma contribuição para o estudo de tal classe de EDP’s, que

modelam a filtração turbulenta de fluidos não-newtonianos através de um meio poroso, ver

(50) para um manuscrito esclarecedor sobre este tópico, e (61), e (54) e (79) para resultados

de regularidade relacionados para o problema homogêneo e a equação de Trudinger.

Com efeito, equações como (2.51) são equivalentes àquelas como (2.1) desde

que soluções fracas estejam estritamente distantes de zero. Na verdade, realizando a

mudança v = uk, a equação (2.51) se torna

vt − div

(
1

kp−1
v

(1−k)(p−1)
k |∇v|p−2∇v

)
= f(x, t) em ΩT .

Nessa configuração, temos m = (1−k)(p−1)
k

+ 1 ≥ 1 para p > 2 e 0 < k < 1.

Assim, nós podemos acessar a regularidade ótima/melhorada dispońıvel no teorema (2.4),

deste modo estabelecendo os correspondentes de (2.51). Precisamente, soluções fracas de
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(2.51) são C
α,α
θ

loc (ΩT ), onde

α := min

{
max

{
kpα−Hom

kpm + αHom(p− 1− k)
,
2kα−Hom

pm

}
,

k[(pq − n)r − pq]
q[(r − 1)(p− 1) + k]

}
e

θ := p− α
(
p− 1

k

)
.
(

1− k

p− 1

)
,

onde αHom > 0 foram avaliadas recentemente em (61, Teorema 2.3).

Finalmente, como no Teorema 2.6 as estimativas prévias são estáveis quando

o parâmetro k → 1− , assim podemos recuperar as estimativas ótimas para o p-laplaciano

de evolução discutidas em (101, Teorema 3.4).



51

3 PROBLEMA SINGULARMENTE PERTURBADO

A parte final desse trabalho tem como referência princial o trabalho (30)

e destina-se ao estudo local e ótimo das estimativas geométricas Lipschitz ótimas de

soluções de uma fase para problemas singularmente perturbados com degenerescência

não-homogênea. Mais precisamente: fixado um parâmetro ε ∈ (0, 1), aspira-se uε ≥ 0

solução de viscosidade para{
H(x,∇uε)F (x,D2uε) = ζε(x, u

ε) em Ω

uε(x) = g(x) em ∂Ω,
(Pε)

em um aberto limitado Ω ⊂ RN , onde 0 ≤ g ∈ C0(∂Ω), e F um operador de segunda

ordem, totalmente não linear e uniformemente eĺıptico.

O processo de difusão é assumido como anisotrópico, ou seja, a difusão assume

propriedades diferentes em direções dintintas. Ademais a degenerescência do modelo é

dupla e não-homogênea, colapsando quando |∇uε| ∼ 0. Por fim, o termo fonte tem

comportamento singular da ordem O (ε−1) próximo o ńıvel ε da solução.

Em suma, sob condições apropriadas, vamos mostrar que para ε → 0+, a

famı́lia de soluções {uε}ε>0 para (Pε) são aproximações assintóticas de uma solução de

uma fase u0 para um problema não linear e não homogêneo de fronteira livre.

3.1 Hipóteses principais

Aqui seguem as hipóteses estruturais assumidas para o presente caṕıtulo:

(A0) (Continuidade e Condição de Normalização)

Fixado Ω 3 x 7→ F (x, ·) ∈ C0(Sym(N)) e F (·,ON×N) = 0.

(A1) (Elipticidade Uniforme) Para qualquer par de matrizes X,Y ∈ Sym(N)

M−
λ,Λ(X− Y) ≤ F (x,X)− F (x,Y) ≤M +

λ,Λ(X− Y)

onde M±
λ,Λ são os operadores extremais de Pucci dados por

M−
λ,Λ(X := λ

∑
ei>0

ei(X) + Λ
∑
ei<0

ei(X) e M +
λ,Λ(X) := Λ

∑
ei>0

ei(X) + λ
∑
ei<0

ei(X)

para constantes de elipticidade 0 < λ ≤ Λ < ∞, onde {ei(X)}i são autovalores de

X.

Para obter as estimativas Lipschitz, devemos exigir um certo tipo de hipótese sobre

os coeficientes da equação:
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(A2) (ω−continuidade dos coeficientes) Existe um módulo (uniforme) de continuidade

ω : [0,∞)→ [0,∞) e uma constante CF > 0 tal que

Ω 3 x, x0 7→ ΘF(x, x0) := sup
X∈Sym(N)

X 6=0

|F (x,X)− F (x0,X)|
‖X‖

≤ CFω(|x− x0|),

que mede a oscilação dos coeficientes de F ao redor de x0. Finalmente, definimos

‖F‖Cω(Ω) := inf

{
CF > 0 :

ΘF(x, x0)

ω(|x− x0|)
≤ CF, ∀ x, x0 ∈ Ω, x 6= x0

}
.

Agora, cabe ressaltar que as propriedades de difusão do modelo (Pε) degeneram

ao longo de um conjunto de pontos singulares desconhecido a priori onde pode-se contar

com a existência de soluções:

S0(u,Ω′) := {x ∈ Ω′ b Ω : |∇u(x)| = 0}.

Contudo a definição acima não leva em conta a natureza das soluções, uma

vez que como dito anteriormente não sabemos ainda quando existem, e neste caso, como

se comportam, dáı o uso do termo desconhecido no parágrafo anterior. Por essa razão,

iremos destacar que H : Ω× RN → [0,∞) se comporta como

L1 · Kp,q,a(x, |ξ|) ≤ H(x, ξ) ≤ L2 · Kp,q,a(x, |ξ|) (3.1)

para constantes 0 < L1 ≤ L2 <∞, onde

Kp,q,a(x, |ξ|) := |ξ|p + a(x)|ξ|q, para (x, ξ) ∈ Ω× RN . (N-HDeg)

Além do mais, para a degenerescência não-homogênea (N-HDeg), considera-

se que os exponentes p, q e a função moduladora a(·) satisfazem

0 < p ≤ q <∞ e a ∈ C0(Ω, [0,∞)). (3.2)

Grosseiramente falando,H satisfaz condições de crescimento distintas na origem

e no infinito:

lim
|ξ|→0+

H(x, ξ)

|ξ|p(1 + a(x))
∈ (0,∞) e lim

|ξ|→+∞

H(x, ξ)

|ξ|q(1 + a(x))
∈ [0,∞)
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Ademais, (para p 6= q)

lim
|ξ|→0+

H(x, ξ)

|ξ|q
= +∞ e lim

|ξ|→+∞

H(x0, ξ)

|ξ|p
=

{
finito se a(x0) = 0

+∞ se a(x0) > 0.

Finalmente sobre o campo H temos que existe uma constante universal Ca e

um módulo de continuidade ωa : [0,∞)→ [0,∞) tal que:

|H(x, ξ)−H(y, ξ)| ≤ Caωa(|x− y|)|ξ|q (3.3)

Por sua vez, o termo de reação, isto é, ζε : Ω × R+ → R+ , representa a

perturbação singular do modelo. Para fins da nossa análise, o comportamento singular

analisado é da ordem O
(

1
ε

)
ao longo das camadas do ńıvel ε > 0, isto é, {uε ∼ ε}. Assim,

lidamos com termos de reação satisfazendo

B0 ≤ ζε(x, t) ≤
A
ε
χ(0,ε)(t) + B, ∀ (x, t) ∈ Ω× R+, (3.4)

para constantes não-negativas A, B0, B ≥ 0. Atente que ζε ≡ 0 satisfaz (3.4). No entanto,

podemos impor a seguinte condição de não-degenerescência para assegurar que o termo

de reação é genuinamente singular:

I := inf
Ω×[t0,T0]

εζε(x, εt) > 0, (3.5)

para quaisquer constantes 0 ≤ t0 < T0 < ∞, onde I não depende de ε. Intuitivamente,

(3.5) assegura que o termo singular se comporta como ∼ 1
ε
χ(0,ε) mais um termo não-

negativo que permanece controlado uniformemente. De fato, um exemplo coberto por

essa análise são termos de reação constrúıdos como um múltiplo de uma aproximação da

identidade mais uma função uniformemente limitada

ζε(x, t) := Q(x)
1

ε
ζ

(
t

ε

)
+ fε(x). (3.6)

Para tais aproximações, 0 < Q ∈ C0(Ω), 0 ≤ ζ ∈ C∞(R) com supp ζ = [0, 1], e

fε é uma função não-negativa limitada longe do infinito. Finalmente, observe que o termo

de reação (3.6) deve satisfazer (3.4) e (3.5) com A = ‖Q‖L∞(Ω)‖ζ‖L∞(R+), B0 = inf
Ω
fε(x)

e B = ‖fε‖L∞(Ω).

3.2 Enunciado dos resultados principais

A fim de formular os resultados principais, se faz necessário introduzir algumas

definições. Como ponto de partida segue a definição de solução no sentido da viscosidade

de

G(x,∇u,D2u) = f(x, u(x)) (3.7)
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onde G(x,∇u,D2u) := H(x,∇u)F (x,D2u).

Sejam duas funções cont́ınuas ū e v̄ definidas em um aberto A ⊂ Ω. Para

x0 ∈ A, dizemos que v̄ toca ū por cima (baixo) de x0 em A sempre que:

ū(x) ≤ v̄(x) (resp. v̄(x) ≤ ū(x)) ∀x ∈ A

ū(x0) = v̄(x0)

Definição 3.1 (Solução no sentido da viscosidade). Uma função u ∈ C(Ω) é

chamada subsolução (supersolução) de viscosidade de

G(x,∇u(x), D2u(x)) = f(x, u(x)) em Ω,

se sempre que φ parabolóide toca u por cima(por baixo) em x0 ∈ Ω se cumpre

G(x,∇φ(x0), D2φ(x0)) ≥ f(x0, φ(x0)) (resp. ≤ f(x0, φ(x0))).

Finalmente, uma função u é uma solução de viscosidade quando é simultaneamente sub

e supersolução.

A fim de provar algumas propriedades geométricas chaves de soluções, é fun-

damental adotar uma noção mais apropriada de solução no sentido da viscosidade. Na

verdade, (Pε) não tem um prinćıpio de comparação, portanto, as afirmações de unicidade

podem não ser verdadeiras. Portanto, faremos uma escolha particular de soluções. Por

esta razão, a abordagem de supersolução mı́nima ocorre em nossos estudos por meio das

soluções do tipo Perron.

Definição 3.2 (Solução de Perron). Fixada uma subsolução de viscosidade u?, e uma

supersolução de viscosidade u? para (Pε), obdecendo u? ≤ u?, em Ω, a solução de Perron

uε é dada por

uε(x) = inf {w(x);w é uma supersolução para (Pε), e u? ≤ w ≤ u?} . (3.8)

Cabe ressaltar que para cada ε > 0 fixado, a existência de soluções de Perron

segue pelo método de sub-supersoluções encontrado, por exemplo, em (27, Teorema 4.1).

Assim, a partir de agora , uε será uma solução de Perron para (Pε), constrúıda como em

(3.8).

No primeiro resultado é estabelecido a existência de soluções de Perron para

(Pε) levando em consideração a geometria do ambiente da equação, cuja prova se encontra

no apêndice desse trabalho, mais precisamente

Teorema 3.1 (Existência de soluções de Perron). Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado

e com fronteira C2 e seja 0 ≤ g ∈ C(∂Ω) um dado de fronteira. Então, para cada ε > 0

existe uma solução de viscosidade não-negativa uε ∈ C(Ω) para (Pε).
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O próximo resultado garante a estimativa uniforme para o gradiente, esta por

sua vez garante a compacidade local na topologia da convergência uniforme.

Teorema 3.2 (Estimativa Lipschitz ótima). Seja {uε}ε>0 uma solução de (Pε). Dado

Ω′ b Ω, existe uma constante C0 dependendo da dimensão, das constantes de elipticidade

e Ω′, mas independente de ε > 0, tal que

‖∇uε‖L∞(Ω′) ≤ C0.

Adicionalmente, se {uε}ε>0 é uma famı́lia uniformemente limitada i, então ela é pré-

compacta na topologia Lipschitz.

Observação 3.1. Note que a estimativa uniforme para o gradiente não estão confinada

ao nicho das soluções de Perron, isto é, o resultado vale para quaisquer soluções de vis-

cosidade de Pε.

A regularidade Lipschitz ótima será derivada usando um instrumento essencial,

nomeadamente, as estimativas C1,α
loc encontradas em (38). Outras peças importantes são

versões da desigualdade de Harnack e um lema do tipo Hopf não homogêneo notoriamente

adaptados para o caso duplamente degenerado, veja, no apêndice A para mais detalhes.

A partir de agora, fixaremos a distância de um ponto do conjunto de não-

coincidência x0 ∈ Ω ∩ {uε > 0} até a fronteira de transição aproximada {uε ≤ ε}, por

dε(x0) := dist(x0, {uε ≤ ε}).

A seguir, será provado, que no interior {uε > ε}, as soluções crescem de

maneira linear longe das ε-superf́ıcies de ńıvel.

Teorema 3.3 (Crescimento linear). Seja {uε}ε>0 uma solução de Perron de (Pε).

Existe c( parâmetros universais) > 0 tal que, para x0 ∈ {uε > ε} e 0 < ε� dε(x0)�
1, vale

uε(x0) ≥ c · dε(x0).

A prova para o crescimento linear consiste na construção de uma função bar-

reira apropriada junto com a minimiladade das soluções de Perron.

Essa ideia foi inicialmente introduzida por Ricarte nos manuscristos (7) e (94)

para o cenário totalmente não linear.

Do ponto de vista da fronteira livre é importante destacar que as soluções de

viscosidade de (Pε) desenvolvem duas “fronteiras livres distintas”: a primeira é o conjunto

dos pontos singulares S0(uε,Ω′) de soluções que existem, e a segunda Γε = {uε ∼ ε}
(ε − superf́ıcies de ńıvel). Uma das dificuldades nesse estudo consiste em mostrar que

essas duas fronteiras livres não se intersectam em medida. Na verdade, vamos obter um

iO limitante que assegura essa afirmação será universal, i.e., dependerá apenas dos dados do problema.
Com efeito, essa afirmação é obtida via a aplicação da estimativa ABP adaptada para o nosso contexto.
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controle superior/inferior uniforme de uε em termos de dist(·,Γε):

dist(x0,Γε) . uε(x0) . dist(x0,Γε).

Agora, provaremos que as soluções de Perron são fortemente não-degeneradas

próximo das ε-superf́ıcies de ńıvel. Em suma, o máximo de uε na fronteira da bola Bρ(x0),

centrada em {uε > ε}, é da ordem de ρ.

Teorema 3.4 (Não-degenerescência forte). Dado Ω′ b Ω, existe uma constante

c(universal) > 0 tal que, para x0 ∈ {uε > ε}, ε� ρ� 1, deve valer

c · ρ ≤ sup
Bρ(x0)

uε(x) ≤ c−1 · (ρ+ uε(x0)).

Como consequência do teorema 3.2 temos o seguinte resultado:

Teorema 3.5 (Cenário Limite). Seja uε uma solução de (Pε), então para qualquer

sequência εk → 0+ existe uma subsequência εkj → 0+ e u0 ∈ C0,1
loc (Ω) tal que

(1) uεkj → u0 localmente uniformemente em Ω;

(2) u0 ∈ [0, K0] em Ω para alguma constante K0(universal) > 0 (indepentente

de ε);

(3) G(x,∇u0, D
2u0) = f0(x) em {u0 > 0}, com 0 ≤ f0 ∈ L∞(Ω) ∩ C0(Ω).

A partir de agora, introduzimos a notação, dado um conjunto O ⊂ Ω:

F(u0,O) := ∂{u0 > 0} ∩ O.

Teorema 3.6 (Comportamento assintótico próximo da fronteira livre). Seja Ω′ b

Ω. Fixe x0 ∈ {u0 > 0} ∩ Ω′ tal que dist(x0,F(u0,Ω
′)) ≤ 1

2
dist(Ω′, ∂Ω). Então existe uma

constante C > 0 independente de ε tal que

C−1 · dist(x0,F(u0,Ω
′)) ≤ u0(x0) ≤ C · dist(x0,F(u0,Ω

′)). (3.9)

Finalmente, provaremos que a fronteira livre limite F(u0,Ω
′) tem medidaHN−1-

Hausdorff finita. Para este fim, restringimos a análise a uma classe de operadores satis-

fazendo uma propriedade assintótica de concavidade, que aparecerá precisamente na seção

3.10.

Teorema 3.7 (Estimativas de Hausdorff). Dado Ω′ b Ω, existe uma constante posi-

tiva C(Ω′, parâmetros universais) tal que, para x0 ∈ F(u0,Ω
′),

HN−1(F(u0,Ω
′) ∩Bρ(x0)) ≤ C · ρN−1.

Adicionalmente, existe uma constante positiva C1(Ω′, parâmetros universais),

tal que para ρ� 1 e x0 ∈ F(u0,Ω
′), seja válido
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C−1
1 · ρN−1 ≤ HN−1(Fred(u0,Ω

′) ∩Bρ(x0)) ≤ C1 · ρN−1

onde Fred(u0,Ω
′) := ∂red{u0 > 0}∩Ω′ é a fronteira reduzida de transição ii Em particular,

HN−1(F(u0,Ω
′) \ Fred(u0,Ω

′)) = 0.

Em conclusão, vale a pena destacar que as descobertas aqui citadas não estão

confinadas no âmbito não-variacional, resultados anteriores como (7), (90), (94) e (97), e

até certo ponto (28), (55), (85), (88), (89) e (99), dizem respeito a modelos degenerados

e variacionais usando diferentes abordagens e técnicas ajustadas ao âmbito dos modelos

não lineares com degenerescência não-homogênea. Ademais, eles são novos até mesmo

para o modelo :

[|∇uε|p + a(x)|∇uε|q] ∆uε = Q(x)
1

ε
ζ

(
uε

ε

)
+ fε(x) (com (3.2) e (3.6) em vigor).

Por fim, é importante ressaltar que esse estudo, se desenvolveu criando ferra-

mentas auxiliares essenciais que, de acordo com o conhecimento cient́ıfico vigente, não

estavam dispońıveis na literatura atual para as equações modelo. Assim, eles podem ter

seus próprios interesses matemáticos. Entre estes, deve-se citar, desigualdades de Harnack

e sua versão fraca, o prinćıpio do Máximo Local, Hölder regularidade, estimativa de ABP

e resultados do tipo Hopf não homogêneo, apenas para citar alguns (ver, apêndice para

mais detalhes ).

3.3 Resultados auxiliares no estudo do caso singularmente perturbado

Na sequência, serão enunciadas ferramentas essenciais para o estudo do caso

singularmente pertubado para o problema Pε, em tese, estimativas vindas de (38, Teorema

1.1) e (43).

Teorema 3.8 (Estimativa-C1,α
loc). Seja F um operador satisfazendo (A0)-(A2). Suponha

ainda que as hipóteses (3.1) e (3.2) são consideradas. Seja u uma solução de viscosidade

limitada para

G(x,∇u,D2u) = f(x, u) ∈ L∞(Ω× R).

Então, u ∈ C1,α
loc (Ω). Além disso, a seguinte estimativa permanece válida

‖u‖C1,α(Ω′) ≤ C ·
(
‖u‖L∞(Ω) + 1 + ‖f‖

1
p+1

L∞(Ω×R)

)
para uma constante universal α ∈ (0, 1) e C > 0.

iiA fronteira reduzida, i.e. ∂red{u0 > 0} é um subconjunto de ∂{u0 > 0} onde existe, no sentido teórico
da medida , o vetor normal, veja o trabalho (57) para um estudo relativo a teoria geométrica da medida.
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Observação 3.2. Na sequência, serão recordadas estimativas a serem usadas durante

esse caṕıtulo. Precisamente, se u é uma solução de viscosidade não-negativa de

G(x,∇u,D2u) = f ∈ C0(Ω) (3.10)

e as hipóteses (A0)-(A2), (3.1) e (3.2) valem. Então

(1) Desigualdade de Harnack: Se f ∈ Lm(B1) ∩ C0(B1) com m > N , então

sup
B1/2

u(x) ≤ C(N, λ,Λ, p, q, L1) ·

{
inf
B1/2

u(x) + max

{∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

L∞(B1)

,

∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

L∞(B1)

}}
.

(2) Estimativas gradiente: Se f ∈ L∞(B1), então, u ∈ C1,α
loc (B1) e

|∇u(0)| ≤ C(N, λ,Λ, p, α, L1, L2, ‖F‖Cω , ‖a‖L∞) ·
(
‖u‖L∞(B1) + 1 + ‖f‖

1
p+1

L∞(B1)

)
Agora, segue uma ferramenta útil para comparação de soluções . Para esse

propósito, são assumidas as seguintes hipóteses :

1) Existe uma função cont́ınua ω̂ : [0,∞) → [0,∞) com ω̂(0) = 0, tal que se X,Y ∈
Sym(N) e ζ ∈ (0,∞) satisfazem

− ζ

(
IdN 0

0 IdN

)
≤

(
X 0

0 Y

)
≤ 4ζ

(
IdN −IdN

−IdN IdN

)
, (3.11)

e IN é matriz identidade em RN , então para todo (x, y) ∈ RN ,

G(x, ζ(x− y),X)− G(y, ζ(x− y),−Y) ≤ ω̂(ζ|x− y|2) ∀ x, y ∈ RN , x 6= y. (3.12)

2) ∃α, β ∈ R, α ≥ β > −1, (λ,Λ) ∈ (R+)2, ∀(x, p,M,N) ∈ RN × (RN)∗× Sym2, N ≥
0

|p|βλtr(N) ≤ G(x, p,M+N)−G(x, p,M) ≤ c(L2, ||a||∞)
(
|p|α+ |p|β

)
Λtr(N) (3.13)

É válido ressaltar que a condição 2) acima não é necessária quando G não

depende da variável x. Nesse contexto, as condições (A0) e (A1) são suficientes para o

nosso propósito (cf. (27)).

A prova do prinćıpio de comparação é deixada para o apêndice, mais precisa-

mente em 4.

Lema 3.1 (Prinćıpio de Comparação). Assuma que as hipóteses (A0)-(A1), (3.1),

(3.2), 3.12 e 3.13 estejam em uso. Seja f ∈ C0(Ω) e h uma função cont́ınua e crescente
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satisfazendo h(0) = 0. Suponha que u1 e u2 são respectivamente uma supersolução de

viscosidade e uma subsolução de viscosidade de

G(x,∇w,D2w) = h(w) + f(x) em Ω.

Se u1 ≥ u2 em ∂Ω, então u1 ≥ u2 em Ω.

Além disso, se h é não-decrescente (em particular se h ≡ 0), o resultado

parmenece válido se u1 é uma supersolução estrita ou vice versa se u2 é uma subsolução

estrita.

Finalmente, segue a estimativa de ABP para o caso estudado nesse trabalho

(cf. (42) e (72)).

Teorema 3.9 (Estimativa Alexandroff-Bakelman-Pucci ). Assuma que as hipóteses

(A0)-(A2) estão em vigor. Então, existe C = C(N, λ, p, q, diam(Ω)) > 0 tal que para

qualquer u ∈ C0(Ω) subsolução de viscosidade (resp. supersolução) de (3.10) em {x ∈ Ω :

u(x) > 0} (resp. {x ∈ Ω : u(x) < 0}, satisfisfaz

sup
Ω
u(x) ≤ sup

∂Ω
u+(x) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Γ+(u+))

,

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Γ+(u+))

}
,

(
resp. sup

Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Γ+(u−))

,

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Γ+(u−))

})

onde Γ+(u) :=
{
x ∈ Ω : ∃ ξ ∈ RN tal que u(y) ≤ u(x) + 〈ξ, y − x〉 ∀ y ∈ Ω

}
.

Para finalizar essa seção cabe comentar como construir soluções de viscosi-

dade. A ideia é obter uma solução de Perron, a menor supersolução. O método consider-

ado é obtido adapatando o famigerado método de subsoluções e supersoluções da teoria

de viscosidade. Considerado um dado de fronteira regular g, um par de subsolução e

supersolução podem ser obtidos resolvendo

G(x,∇uε, D2uε) = sup
Ω×[0,+∞)

ζε(x, t) e G(x,∇uε, D2uε) = inf
Ω×[0,+∞)

ζε(x, t) (3.14)

satisfazendo uε = uε = g em ∂Ω. A existência dessas soluções para (3.14) provém das

ideias que podem ser encontradas em (15, Proposições 2 e 3).

Finalmente, fixado uma par de um sobsolução e uma supersolução da equação

(Pε) o procedimento a seguir fornece a existência das soluções de Perron, que tem a sua

confirmação assegurada em 4:

Teorema 3.10. Seja G um operador eĺıptico totalmente não linear satisfazendo (A0)-

(A2), (3.1) e (3.2), e h ∈ C0,1(Ω×[0,∞)) uma função Lipschitz limitada em RN . Suponha
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que a equação

G(x,∇u,D2u) = h(x, u)

admita u?, u
? ∈ C0(Ω) subsolução e supersolução, respectivamente, tal que u? ≤ u? em Ω

e u? = u? = g ∈ C0(∂Ω). Defina o conjunto de funções

S := {w ∈ C(Ω);u? ≤ w ≤ u? e w supersolução de G(x,∇u,D2u) = h(x, u)}.

Então,

v(x) := inf
w∈S

w(x)

é uma solução de viscosidade de{
G(x,∇u,D2u) = h(x, u) em Ω

u(x) = g(x) em ∂Ω.

3.4 Estimativas de regularidade Lipschitz

Nessa seção, serão derivadas estimativas uniformes com respeito a ε, que em

particular fornecem compacidade na topologia da convergência uniforme. Em vista dos

resultados provados na seção 3.5, a estimativa encontrada será ótima. Antes de iniciar a

prova da estimativa Lipschitz, precisamos assegurar um controle uniforme para as soluções

não-negativas de (Pε), que é derivada da estimativa de Alexandroff-Bakelman-Pucci(veja,

Teorema A.5).

Lema 3.2. Seja uε uma solução não-negativa de viscosidade para (Pε). Então, existe

uma constante C(universal) > 0 tal que

‖uε‖L∞(Ω) ≤ ‖g‖L∞(∂Ω) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ B0

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Ω)

,

∥∥∥∥ B0

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Ω)

}
.

Prova. Defina vε(x) := uε(x)− ‖g‖L∞(∂Ω). Agora, observe que

G(x,∇vε, D2vε) ≥ B0 em Ω

no sentido de viscosidade. Ademais vε ≤ 0 em ∂Ω. Assim, a estimativa de Aleksandrov-

Bakelman-Pucci (Teorema A.5) fornece a estimativa desejada.

Prova do teorema 3.2. Inicialmente, será analisado a região de transição {0 ≤ uε ≤
ε}∩Ω′. Assim, para ε ≤ min

{
1, 1

2
dist(Ω′, ∂Ω)

}
, fixe x0 ∈ {0 ≤ uε ≤ ε}∩Ω′ e considera-se

a função escalonada

v(x) :=
1

ε
uε(x0 + εx) in B1.
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A função v satisfaz no sentido da viscosidade

Gx0,ε(x,∇v(x), D2v(x)) = εζ(x0 + εx, uε(x0 + εx)) em B1,

onde (veja a equação (3.7))
Fx0,ε(x,X) := εF

(
x0 + εx, 1

ε
X
)

Hx0,ε(x, ξ) := H(x0 + εx, ξ)

ax0,ε(x) := a(x0 + εx)

fx0,ε(x) := εζ(x0 + εx, uε(x0 + εx)).

Com efeito, se P é um parabolóide que toca uε por cima em x, para x ∈ B1,

então segue pela definição de subsolução de viscosidade:

H(x,∇P (x)F (x,D2P (x)) ≥ ζ(x, P (x))

Desse modo tomando φ(x) = ε−1P (x−x0

ε
), temos que φ é um parabolóide que

toca v por cima em x0 + εx, ademais se cumpre neste ponto

Gx0,ε(x,∇φ(x), D2φ(x)) = εζ(x0 + εx, uε(x0 + εx)) em B1.

O caso para supersolução se promete análogo, assim v é de fato solução de

viscosidade da EDP acima.

Agora, segue pelas hipóteses estruturais (3.4) que

0 ≤ fx0,ε(x) ≤ A+ B := C?.

Ademais, as hipóteses (A0)-(A2) e (3.1) e (3.2) são verificadas para Fx0,ε,

Hx0,ε e ax0,ε (com as mesmas contantes universais). Assim, de posse da estimativa de

regularidade C1,α
loc (veja, teorema 3.8 e da observação 3.2 (Item (2))), temos

|∇v(0)| ≤ C ·

{
‖v‖

L∞
(
B 1

2

) + 1 + C?

1
p+1

}
(para uma constante C(universal) > 0).

(3.15)

Adicionalmente, uma vez que v(0) = 1
ε
uε(x0) ≤ 1, pela desigualdade de Har-

nack (Teorema A.3 ) obtêm-se

‖v‖
L∞

(
B 1

2

) ≤ C0(N, λ,Λ, L1, a, p, q,C?) (para algum C0 > 0 independente de ε).

(3.16)
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Finalmente, combinando (3.15) e (3.16) resulta

|∇uε(x0)| = |∇v(0)| ≤ C1, (para algum C1 > 0 independente de ε). (3.17)

Agora, a análise se volta para a região complementar do passo inicial, ou seja,

a região {uε > ε} ∩ Ω′. Para esse fim, seja

Γε := {x ∈ Ω′;uε(x) = ε},

e fixe um ponto x̂0 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′. Agora, calculando a distância x̂0 até Γε e nomeando

o achado como r0 := dist(x̂0,Γε). Define-se a função renormalizada vx̂0,r0 : B1 → R como

vx̂0,r0(x) :=
uε(x̂0 + r0x)− ε

r0

.

Com efeito vx̂0,r0 satisfaz no sentido da viscosidade

Gx̂0,r0(x,∇vx̂0,r0(x), D2vx̂0,r0(x)) = r0ζε(x̂0 + r0x, u
ε(x̂0 + r0x)), (3.18)

como acima 
Fx̂0,r0(x,X) := r0F

(
x̂0 + r0x,

1
r0

X
)

Hx̂0,r0(x, ξ) := H(x̂0 + r0x, ξ)

ax̂0,r0(x) := a(x̂0 + r0x)

fx̂0,r0(x) := r0ζ(x̂0 + r0x, u
ε(x̂0 + r0x))

por construção, uε(x̂0 + r0x) > ε ∀x ∈ B1. Particularmente,

vx̂0,r0(x) ≥ 0 para cada x ∈ B1. (3.19)

Assim, segue pela hipótese (3.4) que

‖fx̂0,r0‖L∞(B1) ≤ C2(B, diam(Ω′)).

Fazendo uso da estimativa de regularidade C1,α
loc (veja, Teorema 3.8 e a Ob-

servação 3.2 (Item (2))), conclui-se

|∇uε(x̂0)| = |∇vx̂0,r0(0)| ≤ C ·

(
1

r0

‖uε − ε‖
L∞

(
B r0

2
(x̂0)

) + 1 + C
1
p+1

2

)
. (3.20)

Resta garantir o controle uniforme para o termo 1
r0
‖uε−ε‖

L∞
(
B r0

2
(x̂0)

). Para esse propósito,

seja z0 ∈ Γε um ponto que realiza a distância, i.e., r0 = |x̂0 − z0|. Agora, usando a esti-
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mativa Lipschitz provado para pontos em {0 ≤ uε ≤ ε} ∩ Ω′, ou seja, (3.17), vale

|∇uε(z0)| ≤ C0.

Assim,

∂vx̂0,r0

∂ν
(y0) ≤ |∇uε(z0)| ≤ C0 com vx̂0,r0(y0) = 0 e y0 :=

z0 − x̂0

r0

. (3.21)

.

Agora, por (3.18), (3.19) e (3.21) pode-se aplicar o lema A.1 e concluir que

existe uma constante universal c(universal) > 0 tal que

vx̂0,r0(0) ≤ c. (3.22)

Além disso, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema A.3) obtemos (us-

ando (3.22))

1

r0

‖uε − ε‖
L∞

(
B r0

2
(x̂0)

) = sup
B 1

2
(0)

vx̂0,r0(x) ≤ C0(N, λ,Λ, p, q, L1, a, c,B, diam(Ω′))

o que finaliza a prova do teorema.

Observação 3.3. É importante observar que ε > 0 fixado, soluções no sentido da vis-

cosidade uε são de fato C1,α
loc (Ω). Particularmente, quando F é côncavo/convexo, segue

por (38, Corolário 1.1) que uε ∈ C
1, 1
p+1

loc
(Ω). Nesse ponto, por um lado, para qualquer

0 < ς � 1 pequeno, próximo das ε-camadas, segue

lim
ε→0+

‖∇uε‖C0,ς(Ω′) = +∞.

Por outro lado , o teorema 3.2 assegura que a norma Lipschitz de uε permance uniforme-

mente controlada (independente de ε). Nesse ponto de vista, as estimativas obtidas são

ótimas.

3.5 Não degenerescência geométrica

Como explicado anteriormente na introdução, uma das principais complexi-

dades em lidar com modelos singularmente perturbados com degenerescência não-homogênea

é evitar que soluções degenerem ao longo de suas superf́ıcies de transição. Por esse mo-

tivo, um artif́ıcio decisivo para a superação de tal obstáculo será a implementação de uma

estimativa geométrica de não-degenerescência.

Nesta seção, mostramos que as soluções crescem de forma linear fora das su-

perf́ıcies de ńıvel ε, isto é, dentro de {uε > ε}. Em particular, isso implica que em medida
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as duas fronteiras livres não se cruzam. A prova deve ser baseada na construção de

uma função de barreira apropriada. Para este fim, consideramos modelos eĺıpticos com

degenerescência não-homogênea, se valendo das hipóteses (3.1) e (3.2).

H(x,∇w)M +
λ,Λ(D2w) = ζ(x,w) em RN . (3.23)

onde o termo de reação satisfaz a hipótese de não-degerescência (cf. (3.5)):

I ∗ := inf
RN×[t0,T0]

ζ(x, t) > 0, (3.24)

Proposição 3.1 (Barreira). Seja 0 < t0 < T0 < 1 fixado. Para uma constante

A0(universal) > 0 a ser escolhida a posteriori, existe um perfil radialmente simétrico

ΘL : RN → R satisfazendo:

(1) ΘL ∈ C1,1
loc (RN);

(2) t0 ≤ ΘL(x) ≤ T0;

(3) ΘL é uma supersolução para (3.23);

(4) Para algum κ0(universal) > 0

ΘL(x) ≥ κ0 · 4L para |x| ≥ 4L, onde L ≥ L0 :=

√
T0 − t0

A0

. (3.25)

Prova. Para um α̂(universal) > 0 a ser escolhido (a posteriori) define-se

ΘL(x) :=


t0 para 0 ≤ |x| < L;

A0 (|x| − L)2 + t0 para L ≤ |x| < L +
√

T0−t0
A0

;

ψ(L)− φ(L)|x|−α para |x| ≥ L +
√

T0−t0
A0

(3.26)

onde 
φ(L) :=

2

α

√
(T0 − t0)A0

(
L +

√
T0 − t0

A0

)1+α̂

ψ(L) := T0 + φ(L)

(
L +

√
T0 − t0

A0

)−̂α
.

(3.27)

É fácil verificar que ΘL ∈ C1,1
loc (RN). Com isso, podemos computar as derivadas

de ordem 2 de ΘL q.t.p. Além disso, pela definição de ΘL, temos t0 ≤ ΘL(x) ≤ T0.

Na sequência, será verificado que ΘL satisfaz (pontualmente) (3.23) contanto

que se escolham os parâmetros apropriados para α,A0 > 0.

Com efeito, para 0 ≤ |x| < L tal desigualdade é claramente satisfeita (devido

a (3.24)).
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Na região anular L ≤ |x| < L +
√

T0−t0
A0

, obtemos



|∇ΘL(x)| = 2A0 (|x| − L)

≤ 2
√

A0(T0 − t0)

D2ΘL(x) = 2A0

[(
1

|x|2
− (|x| − L)

|x|3

)
x⊗ x+

(|x| − L)

|x|
IdN

]
≤ 4A0 · IdN.

Usando (3.1) e (3.2) têm-se que

H(x,∇ΘL(x))M +
λ,Λ(D2ΘL(x)) ≤ 4A0NΛL2

[(
2
√

A0(T0 − t0)
)p

+ ‖a‖L∞(Ω)

(
2
√

A0(T0 − t0)
)q]

.

Agora, graças a hipótese (3.24) se consegue escolher A0 tal que

A0 ≤ max
{(
C(I ∗, N, L2,Λ, T0 − t0, p, q)

) 2
p+2 ,

(
C(I ∗, N, L2,Λ, T0 − t0, p, q)

) 2
q+2

}

onde

C(I ∗, N, L2,Λ, T0 − t0, p, q) =
I ∗

4NL2[(2
√

(T0 − t0)]p + ||a||L∞(Ω)(2
√

(T0 − t0)])q]

Com essa escolha em mãos, resulta a seguinte desigualdade

H(x,∇ΘL(x))M +
λ,Λ(D2ΘL(x)) ≤ I ∗.

Assim, usando o item (2) conclui-se

H(x,∇ΘL(x))M +(D2ΘL(x)) ≤ I ∗ ≤ ζ(x,ΘL(x)).

Finalmente, resta a última região a ser analisada |x| ≥ L+
√

T0−t0
A0

. Com efeito

D2ΘL(x) = α̂φ(L)|x|−(α̂+2)

(
−(α + 2)

|x|2
x⊗ x+ IdN

)
.

Logo,

M +
λ,Λ(D2ΘL(x)) ≤ αφ(L)|x|−(α̂+2) [−(α̂ + 2)λ+ (N − 1)Λ] .

Desse modo, selecionando α ∈
[
(N − 1)Λ

λ
− 1, ∞

)
, se obtém (usando (3.24) e

H(x, ξ) ≥ 0)

H(x,∇ΘL(x))M +(D2ΘL(x)) ≤ 0 ≤ ζ(x,ΘL(x)),
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que garante que ΘL satisfaz (3.23) como desejado.

Para findar a análise, resta garantir que ΘL satisfaz (3.25). Nesse ponto, graças

a (3.27) (segunda sentença) vale

|x| ≥ 4L ≥ 2(L + L0) = 2

(
φ(L)

ψ(L)− T0

) 1
α

.

Agora, para α > 0

ΘL(x) = ψ(L)− φ(L)|x|−α̂ ≥ ψ(L)− 1

2α
(ψ(L)− T0) >

1

2α
(ψ(L)− T0).

Por fim, usando (3.27)

ΘL(x) ≥ κ0 · 4L para κ0 :=
α̂−1

2α̂+1

√
A0(T0 − t0).

3.6 Crescimento Linear

A fim de obter cotas superiores para o crescimento das soluções de (Pε) no

interior do conjunto {uε > ε}, será necessário adotar como estratégia versões escalonadas

da barreira ΘL apresentada na subseção anterior.

Prova do Teorema 3.3. Sem perda de generalidade, podemos supor 0 ∈ {uε > ε}, ora,

caso contrário, o resultado seria trivial . Agora, seja η :=
dε(0)

2
e considere o termo de

reação

ζ(z, t) :=

{
εζε(εx, εt), se εx ∈ Ω

I ∗ caso contrário.

Dada a barreira constrúıda anteriormente ΘL, têm-se uma nova versão escalon-

ada

Θε(x) := ε ·Θ η
4ε

(x
ε

)
.

A seguir, será verificado que Θε satisfaz

G(x,∇Θε(x), D2Θε(x)) ≤ ζε(x,Θε(x)).

ademais, por (3.25) e (3.26) segue que para 4L0ε� η,

Θε(0) = t0 · ε e Θε(x) ≥ κ0 · η em ∂Bη. (3.28)

Agora, segue que existe z0 ∈ ∂Bη com a seguinte propriedade
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Θε(z0) ≤ uε(z0), (3.29)

de fato, se valesse o contrário Θε > uε em todo ponto de ∂Bη, então

vε(x) := min{Θε(x), uε(x)}

deve ser uma supersolução de (Pε). Entretanto, vε é estritamente menor que uε, que

contradiz a minimalidade de uε. Assim, por (3.28) e (3.29), pode-se concluir a sequência

de desigualdades

sup
Bη

uε(x) ≥ uε(z0) > Θε(z0) ≥ κ0 · η. (3.30)

além do mais, uε resolve no sentido de viscosidade

B0 ≤ G(x,∇uε, D2uε) ≤ B em B2η.

Assim, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema A.3 e Observação A.1),

se obtém

sup
Bη

uε ≤ C(N, λ,Λ, q, L1) ·
(
uε(0) + max

{
(2η)

p+2
p+1B

1
p+1 , (2η)

q+2
q+1B

1
q+1

})
.

Agora, por (3.30),

uε(0) ≥
(

C−1κ0 − 2
q+2
q+1 max

{
B

1
p+1η

1
p+1 ,B

1
q+1η

1
p+1

})
η.

finalmente, tomando

0 < η < min

{
B ·
(

C−1κ02−
q+2
q+1

)p+1

,B ·
(

C−1κ02−
q+2
q+1

)q+1

,
diam(Ω)

4

}
,

se tem

uε(0) ≥ c · η.

para alguma constante universal 0 < c(universal) < C−1κ0.

3.7 Algumas aplicações da regularidade Lipschitz e da não degenerescência

geométrica

Nessa seção, algumas implicações importantes do controle ótimo das soluções

serão discutidas. Como uma consequência da regularidade Lipschitz, isto é, do teorema

3.2, e do crescimento linear, ou seja, teorema 3.3, é garantido o controle completo de uε

em termos de dε(x0).
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Corolário 3.1. Dado Ω′ b Ω, existe uma constante C(Ω′, parâmetros universais) > 0

tal que para x0 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′ e 0 < ε ≤ 1
2
dε(x0), vale

C−1dε(x0) ≤ uε(x0) ≤ C dε(x0).

Prova. Tome z0 ∈ ∂{uε > ε}, tal que |z0 − x0| = dε(x0). Assim, segue do teorema 3.2,

uε(x0) ≤ C0 dε(x0) + uε(z0) ≤ (C0 + 1) dε(x0),

A primeira desigualdade é precisamente a afirmação do teorema 3.3.

O próximo passo é provar que soluções de Perron são fortemente não-degeneradas

próximo das ε-camadas. Isso significa que sup
Br(x0)

uε (para x0 ∈ {uε > ε}∩Ω′) é comparável

com r. Tal informação é uma importante peça para descrever o comportamento da taxa

de crescimento de uε longe das ε-superf́ıcies. A prova é em certo sentido, um escólio do

teorema 3.3.

Prova do Teorema 3.4. Inicialmente, a estimativa superior segue diretamente da Lip-

schitz regularidade (Teorema 3.2). Agora, como no teorema 3.3, seja Θε(x) = εΘ ρ
4ε

(x
ε
).

Assim,

uε(z0) > Θε(z0),

para algum ponto z0 ∈ ∂Bρ(x0). Finalmente, segue que

sup
Bρ(x0)

uε(x) ≥ uε(z0) > Θε(z0) ≥ κ0 · ρ.

Finalmente, existe uma porção de Bρ(x0) com volume na ordem ∼ ρN dentro

de {uε > ε}.
Corolário 3.2. (Densidade uniforme positiva) Dado x0 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′, ε �
ρ e ρ � 1 suficientemente pequeno (de maneira universal), existe uma constante 0 <

c0(universal) < 1 tal que

|Bρ(x0) ∩ {uε > ε}| ≥ c0 · |Bρ(x0)|.

Prova. Pela não-degenerescência forte (Teorema 3.4) sabe-se que existe y0 ∈ Bρ(x0) tal

que

uε(y0) ≥ c0ρ.

Pela Lipschitz regularidade (Teorema 3.2), para z0 ∈ Bκρ(y0), têm-se

uε(z0)− Cκρ ≥ uε(y0).
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Assim, pelas estimativas anteriores , é posśıvel escolher 0 < κ � 1 pequeno

(de maneira universal) tal que

z ∈ Bκρ(y0) ∩Bρ(x0) e uε(z) > ε.

Assim, conlui-se a demonstração, ora, temos

|Bρ(x0) ∩ {uε > ε}| ≥ |Bρ(x0) ∩Bκρ(y0)| = c0 |Bρ(x0)|,

para alguma constante 0 < c0(universal)� 1.

Corolário 3.3. Dado x0 ∈ {uε > ε}∩Ω′, ε� ρ e ρ� 1 pequeno o suficiente (de maneira

universal), então
1

ρ

∫
Bρ(x0)

uε(x)dx ≥ c

para uma constante c(universal) > 0 também dependendo de ε.

Prova. Como no corolário 3.2, existe uma constante 0 < κ(universal)� 1, tal que∫
Bρ(x0)

uε(x)dx ≥ CN

∫
Bρ(x0)∩Bκρ(y0)

uε(x)dx ≥ c ρ

para uma constante 0 < c(universal)� 1 e algum y0 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′.

3.8 Uma desigualdade do tipo Harnack

Para soluções de (Pε) uma desigualdade de Harnack clássica é válida para bolas

que tocam a fronteira livre ao longo das ε-superf́ıces de, isto é, ∂{uε > ε} ∩ Ω′.

Teorema 3.11. Seja uε uma solução de (Pε). Seja também x0 ∈ {uε > ε} e ε ≤ d :=

dε(x0). Então,

sup
B d

2
(x0)

uε(x) ≤ C inf
B d

2
(x0)

uε(x)

para uma constante C(universal) > 0 independente de ε.

Prova. Sejam z1, z2 ∈ B d
2
(x0) pontos tais que

inf
B d

2
(x0)

uε(x) = uε(z1) e sup
B d

2
(x0)

uε(x) = uε(z2).

Uma vez que dε(z1) ≥ d
2
, pelo corolário 3.1

uε(z1) ≥ C1d, (3.31)

além do mais, pela não-degenerescência 3.4
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uε(z2) ≤ C2

(
d

2
+ uε(x0)

)
. (3.32)

Agora, tomando y0 ∈ ∂{uε > ε} tal que d = |x0 − y0| e z ∈ Bd(y0) ∩ {uε > ε},
segue pelo corolário 3.1 e pelo teorema 3.4

uε(x0) ≤ sup
Bd(z)

uε ≤ C2(d+ uε(z)) ≤ C3d. (3.33)

Combinando (3.31), (3.32) e (3.33), segue o resultado

sup
B d

2
(x0)

uε(x) ≤ C inf
B d

2
(x0)

uε(x).

3.9 Porosidade das ε-superf́ıcies de ńıvel

Como consequência da taxa de crescimento e da não-degenerescência (Teore-

mas 3.2 e 3.3), segue a porosidade das superf́ıcies de ńıvel.

Definição 3.3 (Conjunto Poroso). Um conjunto S ⊂ RN é denominado poroso com

porosidade δ > 0, se ∃R > 0 tal que

∀x ∈ S, ∀r ∈ (0,R), ∃y ∈ RN tal que Bδr(y) ⊂ Br(x) \ S.

Um conjunto poroso de porosidade δ tem dimensão de Hausdorff não excedendo

a N − cδN , onde c = c(N) > 0 é uma constante dimensional. Particularmente, um

conjunto poroso tem medida de Lebesgue zero (veja,(113)).

Teorema 3.12 (Porosidade). Seja uε uma solução de (Pε). Então, os conjuntos de

ńıvel ∂{uε > ε} ∩ Ω′ são porosos com constante de porosidade independente de ε.

Prova. Seja R > 0 e x0 ∈ Ω′ b Ω tal que B4R(x0) ⊂ Ω.

Afirmação:O conjunto ∂{uε > ε} ∩BR(x0) é poroso.

Seja x ∈ ∂{uε > ε} ∩ BR(x0) fixado. Para cada r ∈ (0,R) vale Br(x) ⊂
B2R(x0) ⊂ Ω. Agora, seja y ∈ ∂Br(x) tal que uε(y) = sup

∂Br(x)

uε(x). Pela não-degenerescência

forte (Teorema 3.4)

uε(y) ≥ cr. (3.34)

Por outro lado, (veja, Teorema 3.2) próximo da fronteira livre

uε(y) ≤ Cdε(y), (3.35)

onde dε(y) é a distância de y para o conjunto B2R(x0) ∩ Γε. Agora, por (3.34) e (3.35)



71

vale

dε(y) ≥ δr (3.36)

para uma constante positiva δ ∈ (0, 1).

Agora seja y∗ ∈ [x, y] (segmento de linha reta unindo os pontos x e y) tal que

|y − y∗| = δr
2

. Assim, vale a inclusão

B δ
2
r(y
∗) ⊂ Bδr(y) ∩Br(x). (3.37)

Com efeito, para cada z ∈ B δ
2
r(y
∗)

|z − y| ≤ |z − y∗|+ |y − y∗| < δr

2
+
δr

2
= δr,

e

|z − x| ≤ |z − y∗|+
(
|x− y| − |y∗ − y|

)
<
δr

2
+

(
r − δr

2

)
= r,

então (3.37) segue.

Agora, por (3.36) Bδr(y) ⊂ Bdε(y)(y) ⊂ {uε > ε}, então

Bδr(y) ∩Br(x) ⊂ {uε > ε},

que fornece junto com (3.37) o seguinte

B δ
2
r(y
∗) ⊂ Bδr(y) ∩Br(x) ⊂ Br(x) \ ∂{uε > ε} ⊂ Br(x) \ (∂{uε > ε} ∩BR(x0)),

finalizando assim a prova.

3.10 Estimativas da medida de Hausdorff

Nesta seção, estabelecemos a estimativa da medida de Hausdorff das superf́ıcies

de ńıvel aproximadas. Uma condição necessária para o estudo de tal estimativa é impor

a não-degenerescência da propagação do termo de reação até a camada de transição.

Doravante, na condição (3.5), devemos tomar t0 = 0, ou seja,

I := inf
Ω×[0,T0]

εζε(x, εt) > 0

para algum T0 > 0 a ser definido. Uma condição no infinito para o operador F também

é necessária na análise sobre as estimativas de Hausdorff, que serão discutidas em breve.

O próximo resultado afirma que, em medida, a Hessiana de uma solução de

aproximante explode perto da camada de transição quando ε → 0+. A prova segue as

mesmas linhas que (7, Proposição 6.1) e (93, Proposição 5.1). Por esse motivo, vamos

omiti-la aqui.
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Proposição 3.2. Fixe Ω′ b Ω, C � 1 e ρ < dist(Ω′, ∂Ω). Existe ε0 > 0 tal que, para

ε ≤ ε0 vale∫
Bρ(xε)

(ζε(x, u
ε)− C) dx ≥ 0 para qualquer xε ∈ ∂{uε > ε} ∩ Ω′. (3.38)

Matematicamente, a proposição 3.2 implica que próximo à camada de transição,

o operador F é avaliado em matrizes muito grandes. Tal insight motiva a seguinte condição

estrutural assintótica sobre a não linearidade:

Definição 3.4 (Concavidade assintótica). Um operador uniformemente eĺıptico F :

Ω×Sym(N)→ R satifaz a CF−propriedade de concavidade assintótica (resp. propriedade

de convexidade assintótica) se existe A ∈ Aλ,Λ e uma função cont́ınua não-negativa C∗F :

Ω→ R tal que

F (x,X) ≤ tr(A(x) ·X) + C∗F (x) (resp. F (x,X) ≥ · · · ), (ACP)

para todo (x,X) ∈ Ω× Sym(N), onde

Aλ,Λ := {A ∈ Sym(N);λIdN ≤ A ≤ ΛIdN} .

É digno de menção que a condição (ACP) é mais fraca que a concavidade

(resp. convexidade)(que é requerida por exemplo na teoria de regularidade C2,α
loc de Evans e

Krylov). De fato, significa uma espécie de condição de concavidade (resp.convexidade) no

infinito de Sym(N) para F . Além do mais, a hipótese de concavidade (resp. convexidade)

é obtida precisamente quando CF = 0. Do ponto de vista geométrico, tal condição

significa que para cada x ∈ Ω fixado, existe um hiperplano que decompõe R×Sym(N) em

dois semi-espaços tais que o gráfico de F (x, ·) está sempre abaixo de tal hiperplano (veja

(7), (93), (94) para algumas motivações e outros detalhes). Por sua vez, se F satisfaz

(ACP), então o seu operador recessão é um operador côncavo (resp. convexo), em outras

palavras

F ∗(x,X) := lim
τ→0+

τF

(
x,

1

τ
X

)
≤ lim

τ→0+
[tr(A(x) ·X) + τC∗F (x)]

= tr(A(x) ·X) (resp. ≥ tr(A(x) ·X)).

Exemplo 2. Seja F : Sym(N) → R um operador C1 uniformemente eĺıptico. Então,

seu perfil de recessão F ∗ deve ser entendido como um “operador limitante” para uma

escala natural em F . Para efeito de ilustração, para um número de operadores, é posśıvel

verificar a existência de tal limite

Aij := lim
‖X‖→∞

∂F

Xij

(X).
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Em tal contexto segue que F ∗(X) = tr(AijX). Um exemplo é uma classe de operadores

do tipo Hessiano:

Fm(e1(D2u), · · · , eN(D2u)) :=
N∑
j=1

m

√
1 + ej(D2u)m −N,

onde m ∈ N é um número ı́mpar. Nesse cenário,

F ∗(X) =
N∑
j=1

ej(X) (o Operador Laplaciano).

Por fim, recomenda-se ao leitor (37, Exemplo 2.4), (38, Seção 6.2), (35, Ex-

emplo 3.6) e (36, Exemplo 5) para um número de outros exemplos ilustrativos.

Recentemente, estimativas de regularidade melhoradas para soluções de vis-

cosidade de equações Assintoticamente Côncavas foram provadas em (96) (veja também

(37) para resultados de regularidade global). Enfatizamos também que tais operadores

desempenham um papel essencial no estabelecimento da finitude de medida de Hausdorff

(N − 1) − dimensional em vários problemas de fronteira livre totalmente não lineares

singularmente perturbados, cuja Hessiana das soluções explode através da transição de

fase. Por esse motivo, a condição de fronteira livre limitante é regida por F ∗ em vez de

F (consulte (94) para um exemplo ilustrativo).

Finalmente, doravante nesta seção, assumimos que o operador governante F

tem a propriedade assintoticamente côncava (ACP).

Observação 3.4. Observe que se uε é uma solução de Perron de (Pε), então no sentido

de viscosidade vale

F (x,D2uε) = ζε(x, u
ε).H (x,∇uε)−1 em {uε > ε} ∩ Ω′,

para qualquer, Ω′ b Ω. Com efeito, podemos encontrar um parabolóide P tocando uε por

baixo em um ponto x0 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′ e, em face da regularidade Lipschitz, que garante

a limitação uniforme do gradiente de P , temos:

F (x0, D
2P (x0)) ≤ ζε(x0, P (x0)).H (x0,∇P (x0))−1 .

Novamente, usando que uε é solução minimal, esta perde para a uma sub-

solução u? de Pε, que por sua vez tem um parabóloide φ tocando u? por baixo , por

exemplo, em um ponto x1 ∈ {uε > ε} ∩ Ω′, ademais vale a seguinte desigualdade pontual:

F (x1, D
2φ(x1)) ≥ ζε(x1, φ(x1)).H (x1,∇φ(x1))−1 .

Dáı, considera-se ψ(x) = φ(x + x1 − x0) − φ(x1) + P (x0), este por sua vez
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é um parabolóide que toca por cima uε no ponto x0, além do que, ∇ψ(x0) = ∇φ(x1) e

D2ψ(x0) = D2P (x1), logo:

Fx0(x0, D
2ψ(x0)) ≥ ζε(x1, φ(x1)).H (x0,∇ψ(x0))−1

onde Fx0(x,M) = F (x + x1 − x0,M) que notoriamente tem as mesmas constantes de

elipticidade de F .

Agora, pela regularidade Lipschitz (Teorema 3.2) e (N-HDeg), têm-se

F (x,D2uε) = ζε(x, u
ε)H (x,∇uε)−1 ≥ ζε(x, u

ε)L−1
2 (Cp

0 + ‖a‖L∞(Ω)C
q
0)−1.

Usando a condição ACP∫
Bρ(xε)

Aij(x)Diju
ε(x) dx ≥

∫
Bρ(xε)

[
ζε(x, u

ε)H(x,∇uε)−1 − CF (x)
]
dx

≥ C−1
p,q

∫
Bρ(xε)

[
ζε(x, u

ε)− ‖CF‖L∞(Ω)Cp,q

]
dx

> 0,

onde Cp,q := L2(Cp
0 + ‖a‖L∞(Ω)C

q
0) e foi usada a proposição 3.2.

No próximo resultado, a observação 3.4 permite adaptar certos argumentos

avaliáveis no contexto dos operadores eĺıpticos lineares (cf. (2)). Nesse ponto, a prova é

seguida usando as mesmas ideais encontradas em (7, Lema 6.3) e (94, Lema 4.1).

Lema 3.3. Existe uma constante C(Ω′, parâmetros universais) > 0 tal que, para cada

xε ∈ ∂{uε > ε} ∩ Ω′ e ρ� 1, vale∫
Bρ(xε)∩{ε≤uε<µ}

|∇uε| 2 dx ≤ CµρN−1.

Agora, serão relembradas algumas definições e resultados auxiliares para o desenolvimento

das estimativas geométricas.

Definição 3.5 (δ-densidade). Dado um conjunto aberto O ⊂ RN , dizemos que O tem

a propriedade de δ-densidade Ω para 0 < δ < 1, se existe τ > 0 tal que

|Bδ(x) ∩ O| ≥ τ · |Bδ(x)|.

Definição 3.6 (δ-vizinhança de um conjunto). Dado um conjunto mensurável S ⊂
RN e uma constante positiva δ > 0, define-se:

Nδ(S) := {x ∈ RN | dist(x, S) < δ},

a δ-vizinhança de S em RN .
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Agora estabeleceremos a noção de medida de Hausdorff

Definição 3.7. (Hj-medida de Hausdorff) Seja r0 > 0 dado, 0 < δ < r0 fixado, e

seja S ⊂ RN um conjunto de Borel. Para um j ∈ N \ {0}, definimos a (δ, j)-contéudo de

Hausdorff como

Hj
δ(S) := inf

{∑
i

rji ;S ⊂
⋃
i

Bri(xi)tal queriδ
}

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as coberturas {Bri(xi)}i de S. Assim, a Hj medida

de Hausdorff de S é definida como

Hj(S) := lim
δ→0+

Hj
δ(S).

Antes de estabelecer limites uniformes da medida HN−1 de Hausdorff das su-

perf́ıcies de ńıvel ∂{uε > ε}, vamos relembrar um resultado clássico de teoria da medida.

Lema 3.4 (Propriedade de densidade ). Dado um conjunto aberto O b Ω, vale:

(1) Se existe um δ tal que O tem a propriedade de δ− densidade , então existe

uma constante C = C(τ,N), onde:

|Nδ(∂O) ∩Bρ(x)| ≤ 1

2Nτ
|Nδ(∂O) ∩Bρ(x) ∩ O|+ CδρN−1

com x ∈ ∂O ∩ Ω e δ � ρ.

(2) Se O tem a propriedade de densidade uniforme ao longo de O, então |∂A∩Ω| =
0.

Prova. Propriedade (1) segue por um argumento de recobrimento enquanto (2) é uma

consequência do Teorema da Diferenciação de Lebesgue (veja, (57)).

Agora, uma estimativa da medida N -dimensional para as ε−camadas é obtida,

estimativas estas que são uniformes com respeito a ε. A prova segue as mesmas linhas

como em (7, Lema 6.5).

Lema 3.5. Fixado Ω′ b Ω, existe uma constante C∗(Ω′, parâmetros universais) > 0,

tal que se C∗µ ≤ 2ρ � dist(Ω′, ∂Ω) então, para µ, ε > 0 pequeno suficiente, com 3C1ε <

µ� ρ, se cumpre

|{C1ε < uε < µ} ∩Bρ(xε)| ≤ C∗µρN−1,

onde xε ∈ ∂{uε > ε} ∩ Ω′, com dε(xε)� dist(Ω′, ∂Ω) e C1 > 1.

Finalmente, em vista de todas as ferramentas apresentadas é chegada a hora

de estabelecer a estimativa para a medida de Hausdorff (N − 1)-dimensional para os

conjuntos de ńıvel aproximados (uniforme com respeito ao parâmetro ε).

Teorema 3.13. Fixado Ω′ b Ω, existe uma constante C∗(Ω′, parâmetros universais) >

0, tal que

|Nµ({C1ε < uε}) ∩Bρ(xε)| ≤ CµρN−1,
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para C1 > 1, xε ∈ ∂{C1ε < uε} ∩ Ω′, dε(xε)� dist(Ω′, ∂Ω) e C1ε� ρ. Em particular,

HN−1({uε = C1ε} ∩Bρ(x0)) ≤ C · ρN−1, (3.39)

para constantes C,C1 > 0 independentes de ε.

Prova. Pela regularidade Lipschitz (Teorema 3.2), para z ∈ ∂{C1ε < uε} e y ∈ Nδ(∂{C1ε <

uε}) ∩Bρ(xε) ∩ {C1ε < uε}, obtêm-se

uε(y) ≤ uε(z) + C|z − y| ≤ µ+ Cδ ≤ κµ,

para µ = C δ e κ(universal) > 0. Assim, a inclusão abaixo segue

Nδ(∂{C1ε < uε}) ∩Bρ(xε) ∩ {C1ε < uε} ⊂ {C1ε < uε < κµ} ∩Bρ(xε). (3.40)

Por outro lado, pelo corolário 3.2 e tomando δ como acima se verifica a seguinte

estimativa

|Bδ(x) ∩ {uε > C1ε}| ≥ c · |Bδ(x)| para x ∈ ∂{uε > ε}.

Assim, o conjunto ∂{uε > C1ε} tem a propriedade de δ−densidade. Assim, o

lema 3.4 assegura a existência de uma constante universal M(universal) > 0 tal que

|Nδ(∂{C1ε < uε} ∩Bρ(xε)| ≤C2 |Nδ(∂{C1ε < uε} ∩Bρ(xε) ∩ {C1ε < uε}|
+ MδρN−1.

Agora, aplicando (3.40), segue a estimativa

|Nδ(∂{C1ε < uε}) ∩Bρ(xε)| ≤ C2 |{C1ε < uε < κµ} ∩Bρ(xε)|+ MδρN−1,

para alguma constante C2(universal) > 0. Finalmente, para µ� ρ, o lema 3.5 garante

que

|Nδ(∂{C1ε < uε}) ∩Bρ(xε)| ≤ CδρN−1 para algum C > 0.

A fim de concluir a demonstração, toma-se uma cobertura ∂{C1ε < uε}∩Bρ(xε)

por bolas {Bj}j centradas em pontos ao longo de ∂{C1ε < uε} ∩ Bρ(xε) com raio µ� 1.

Assim, segue a inclusão ⋃
j

Bj ⊂ Nµ({C1ε < uε}) ∩Bρ+µ(xε).
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Finalmente, existem constantes universais C3,C4 > 0, tais que

HN−1(∂{C1ε < uε} ∩Bρ(xε)) ≤ C3

∑
j

L N−1(∂Bj)

=
C3

µ

∑
j

|Bj|

≤ C4

µ
|Nµ({C1ε < uε}) ∩Bρ+µ(xε)|

≤ C4C(ρ+ µ)N−1

= C4CρN−1 + o(1).

Tomando µ→ 0+, segue a tese do teorema.

3.11 Cenário limite quando ε→ 0

A partir de agora serão estabelecidas propriedades geométricas e teóricas no

sentido da teoria da medida para o perfil limite lim
j→∞

uεkj (x), onde εkj → 0 é uma sub-

sequência. Com efeito, pela regularidade Lipschitz a famı́lia {uεk} é pré-compacta na

topologia C0,1
loc (Ω)−. Assim, módulo subsequência, existe uma função u0, obtida como

limite uniforme uεkj , quando εkj → 0.

A partir de agora, será usado a seguinte notação para se referir a u0:

u0(x) := lim
j→∞

uεkj (x).

Além do mais, a função limite verifica

(1) u0 ∈ [0, K0] in Ω para alguma constante K0(universal) > 0 (indepen-

dente de ε);

(2) u0 ∈ C0,1
loc (Ω);

(3) G(x,∇u0, D
2u0) = f0(x) em {u0 > 0}, com 0 ≤ f0 ∈ L∞(Ω) ∩ C0(Ω).

Observe que combinando o item (3) com a estimativa de regularidade obtida

em (38, Teorema 1.1), segue que u0 ∈ C1,α
loc ({u0 > 0}). Apesar disso, tal estimativa degen-

era quando se aproxima de F(u0,Ω
′). No entanto, pelo item (2), o gradiente permance

controlado, mesmo quando dist(x0,F(u0,Ω
′))→ 0.

Na sequência, será mostrado que para cada z0 ∈ F(u0,Ω
′), existe um cone com

vértice z0 que confina o gráfico do perfil limite.

Prova do teorema 3.6. Inicialmente, a estimativa superior segue da regularidade Lips-

chitz local u0. Agora, pelo corolário 3.1, existe yε ∈ {0 ≤ uε ≤ ε}∩Ω
′
com dε(x0) = |x0−yε|

tal que

uε(x0) ≥ c · dε(x) = c |x0 − yε|,
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para uma constante c(universal) > 0. Assim, módulo subsequência, yε → y0 ∈ {u = 0}
e dáı

u(x0) ≥ c |x0 − y0| ≥ c dist(x0,F(u0,Ω
′)).

Teorema 3.14. Dado Ω′ b Ω, existem constantes positivas C0 e r0, tais que

C−1
0 r ≤ sup

Br(x0)

u0(x) ≤ C0(r + u0(x0))

para qualquer x0 ∈ {u0 > 0} ∩ Ω′ com dist(x0, ∂{u0 > 0}) ≤ 1
2
dist(x0, ∂Ω′) e r ≤ r0.

Prova. Tais estimativas são consequência da passagem do limite quando ε → 0 no teo-

rema 3.4.

O próximo resultado assegura que o conjunto {u0 > 0} é o limite, na distância

de Hausdorff, de {uε > ε} quando ε→ 0.

Teorema 3.15. Dado C1 > 1, as inclusões seguintes

{u0 > 0} ∩ Ω′ ⊂ Nδ({uεk > C1εk}) ∩ Ω′ e {uεk > C1εk} ∩ Ω′ ⊂ Nδ({u0 > 0}) ∩ Ω′,

valem para δ � 1 e εk � δ.

Prova. Será provado apenas a primeira inclusão, uma vez que a segunda é obtida sim-

ilarmente. Para efeito de contradição, suponha que exista uma subsequência εk → 0 e

pontos xk ∈ {u0 > 0} ∩ Ω′ tais que

dist(xk, {uεk > C1εk}) > δ. (3.41)

Pelo teorema 3.14, e tomando k � 1, temos

uεk(yk) = sup
B δ

2
(xk)

uεk(x) ≥ 1

2
· sup
B δ

2
(xk)

u0(xk) ≥ c
δ

2
≥ C1εk

para algum yk ∈ B δ
2
(xk) ∩ {uεk > C1εk}, o que contradiz (3.41).

Teorema 3.16. Dado um subdomı́nio Ω′ b Ω, existe uma constante C(universal) > 0 e

ρ0(Ω′, parâmetros universais) > 0 tal que, para qualquer x0 ∈ F(u0,Ω
′) e ρ ≤ ρ0, vale

C−1 ≤ 1

ρ

∫
∂Bρ(x0)

u0(x) dHN−1 ≤ C. (3.42)

Prova. Pela regularidade Lipschitz, a estimativa superior é facilmente obtida. Agora,

para a prova da outra desigualdade, seja zε ∈ ∂{uε > 0} ∩ Ω′, satisfazendo

|zε − x0| = dist(x0, ∂{uε > 0}).
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Agora, pelo teorema 3.15, zε → x0. Assim, passando o limite quando εk → 0

na tese do corolário 3.3 segue o resultado.

Observação 3.5. Levando em conta a condição (3.42), podemos dizer que u0 é lo-

calmente uniformemente não-degenerada em F(u0,Ω
′). Finalmente, em certo âmbito,

tal propriedade é um outro meio de dizer u0 goza da Lipschitz regularidade e da não-

degenerescência.

Agora, veremos que {u0 > 0} tem densidade uniforme positiva ao longo de

F(u0,Ω
′).

Teorema 3.17. Dado Ω′ b Ω, existe uma constante c0(universal) > 0, tal que for

x0 ∈ F(u0,Ω
′) vale

|Bρ(x0) ∩ {u0 > 0}| ≥ c0|Bρ(x0)|, (3.43)

para ρ� 1. Particularmente, |F(u0,Ω
′)| = 0.

Prova. A estimativa (3.43) segue como na prova do corolário 3.2. Para a conlusão da

prova basta usar o teorema da diferenciação de Lebesgue e um argumento de recobrimento

(um resultado do tipo Besicovitch–Vitali, veja (57) para detalhes).

3.12 Estimativas para a medida de Hausdorff na fronteira livre

Finalmente, é chegada a hora de estabelecer a medida de Hausdorff para a

fronteira livre limite.

Prova do teorema 3.7. Pelo teorema 3.15, para k � 1 suficientemente grande, temos

Nδ(F(u0,Ω
′)) ∩Bρ(x0) ⊂ N4δ(∂{uεk > C1εk}) ∩B2ρ(x0).

Assumindo que, εk � δ � ρ� dist(Ω′, ∂Ω), as hipóteses do teorema 3.13 são

verificadas, implicando assim a seguinte estimativa para a δ-vizinhança,

|Nδ(F(u0,Ω
′)| ∩Bρ(x0)) ≤ C · δρN−1.

Agora, seja {Bj}j∈N uma cobertura de F(u0,Ω
′) ∩ Bρ(x0) por bolas com raio

δ > 0 e centradas em pontos da fronteira livre F(u0,Ω
′) ∩Bρ(x0). Assim,

⋃
j∈N

Bj ⊂ Nδ(F(u0,Ω
′)) ∩Bρ+δ(x0).
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O que implica que existe uma constante C(universal) > 0 tal que

HN−1
δ (F(u0,Ω

′) ∩Bρ(x0)) ≤ C
∑
j

L N−1(∂Bj)

= N
C

δ

∑
j

|Bj|

≤ N
C

δ
|Nδ(F(u0,Ω

′)) ∩Bρ+δ(x0)|

≤ C(N)(ρ+ δ)N−1

= C(N)ρN−1 + o(δ).

Finalmente, tomando δ → 0+ segue a tese do teorema.

Como consequência do último teorema 3.7 segue que F(u0,Ω
′) tem peŕımetro

localmente finito (veja, (57) para uma precisa definição). Além do mais, a fronteira

reduzida, i.e. Fred(u0,Ω
′) := ∂red{u0 > 0} ∩ Ω′ tem uma medida HN−1 total no sentido

que

HN−1(F(u0,Ω
′) \ Fred(u0,Ω

′)) = 0,

Recomendamos para o leitor (7, Teorema 6.7) para uma prova detalhada. Par-

ticularmente, a fronteira livre limite tem um vetor normal exterior para quase todo ponto-

HN−1 em Fred(u0,Ω
′) (veja, (57)).

3.13 Comentários finais: Uma abordagem sobre a condição de fronteira livre

No caso particular que provém da teoria de propagação homogênea de chamas:

ζε(t) =
1

ε
ζ

(
t

ε

)
,

onde ζ é uma função cont́ınua suportada em [0, 1], então a função limite satisfaz

F (x,D2u) = 0 in {u > 0},

em vista do lema de corte, encontrado em (64, Lema 6) e em 4 adaptado para o cenário

duplamente não homogêneo. Neste caso, mesmo que a degenerescência do gradiente não

esteja mais presente na equação limite , ela deixa sua signature no comportamento linear

esperado ao longo da fronteira limite de transição.

Por fim vamos analisar perfis unidimensionais, i.e., a configuração limite da

equação

(|uεx|p + κ|uεx|q) · uεxx = ζε (uε) para κ > 0. (3.44)
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Multiplicando a equação acima por uεxdx, resulta a seguinte igualdade diferen-

cial:

(|uεx|puεx + κ|uεx|quεx) · (uεxxdx) = ζε (uε) · uεxdx. (3.45)

Entretanto,

ζε(u
ε) · uεxdx =

d

dx
Zε(u

ε),

onde

Zε(x) :=

∫ x
ε

0

ζ(s)ds→
∫ 1

0

ζ(s)ds as ε→ 0+.

Considerando a mudança de variável

uεx(x) = w(x) =⇒ uεxxdx = dw,

então podemos escrever∫
(|uεx|puεx + κ|uεx|quεx) · uεxxdx =

∫
(|w|p + κ|w|q)wdw.

Assim, computando as primitivas em (3.45) e fazendo ε→ 0, obtemos a função

limite u que satisfaz

1

p+ 2
|u′(x0)|p+2 +

κ

q + 2
|u′(x0)|q+2 =

∫ 1

0

ζ(s)ds.

Assim,

|u′(x0)| ≤ min

 p+2

√
(p+ 2)

∫ 1

0

ζ(s)ds, q+2

√(
q + 2

κ

)∫ 1

0

ζ(s)ds

 .

Particularmente, tomando p = 0 = κ, é recuperada condição de fronteira da

teoria clássica na teoria de propagação de chama isotrópica, veja (12).
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4 CONCLUSÃO

Durante o percurso dessa tese foi assegurado a diversidade de meios para es-

tudar a regularidade de problemas com dupla degenerescência. Na primeira parte do

trabalho se fez uso da técnica da análise tangencial e do escalonamento intŕınseco como

meios de obter um expoente Hölder expĺıcito, ótimo e melhorado e sua aplicabalidade a

equações da classe que regem o problema em estudo. Na última parte, foi desenvolvido

a técnica de perturbação singular que proveu, por exemplo, a regularidade ótima de um

problema de fronteira-livre do tipo Bernoulli, por meio de aproximações da soluções e para

um problema com degenerescência não homogênea via o método de perturbação singular

juntamente com ferramentas de regularidade em teoria de EDPs eĺıpticas totalmente não

lineares.
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32 SILVA, J.V; RAMPASSO G.C; JÚNIOR E.C.; RICARTE G.C.Global regular-

ity for a class of fully nonlinear PDES with unbalanced degeneracy.ar-
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54 DIEHL N.M.L.; URBANO, J.M. Sharp Hölder regularity for the inhomogeneous

Trudinger’s equation. Nonlinearity, v.33, n.12, p. 7054-7066, 2020.

55 PRAZERES, D.; TEIXEIRA, E.V. Cavity problems in discontinuous media. Calc.

Var. Partial Differential Equations, v.55, n. 1, p. 1-15, 2016.

56 EVANS L.C. Partial differential equations. 2nd ed. Providence, RI: American

Mathematical Society, 2010, xxii, 749 p. (Graduate Studies in Mathematics, 19). ISBN:

978-0-8218-4974-3.

57 EVANS, L.C.; GARIEPY, R.F. Measure theory and fine properties of func-

tions. Boca Raton, FL: CRC Press, 1992. viii, 268 p. (Studies in Advanced Mathe-

matics). ISBN: 0-8493-7157-0.

58 FORNARO, S.; SOSIO, M. Intrinsic Harnack estimates for some doubly nonlinear

degenerate parabolic equations. Adv. Differential Equations, v.13, n. 1-2, p. 139-168,

2008.

59 FORNARO, S.; SOSIO, M.; VESPRI,V. Lrloc − L∞loc estimates and expansion of posi-

tivity for a class of doubly non linear singular parabolic equations. Discrete Contin.

Dyn. Syst. - S: v. 7, n. 4, p. 737-760, 2014.



88

60 GIANAZZA, U.; SILJANDER, J. Sharp regularity for weak solutions to the

porous medium equation. ar-Xiv.org, [Ithaca, N.Y.], 2016. Dispońıvel em:
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Linéaire, v. 25, p. 633-658, 2008.

100 TEIXEIRA E.V. Geometric regularity estimates for elliptic equations. Mathemati-

cal Congress of the Americas. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 2016. (Contemp.

Math., 656). p. 185-201.

101 TEIXEIRA E.V.; URBANO, J.M. A geometric tangential approach to sharp regu-

larity for degenerate evolution equations. textbfAnal. PDE, v. 7, p. 733-744, 2014.

102 TEIXEIRA E.V.; URBANO, J.M. An intrinsic Liouville theorem for degenerate

parabolic equations. Arch. Math. (Basel), v. 102, n. 5, p. 483-487, 2014.

103 TEIXEIRA E.V.; URBANO, J.M. Geometric tangential analysis and sharp

regularity for degenerate PDEs. A ser publicado em Harnack Inequalities and

nonlinear operators: proceedings of the INdAM to celebrate the 70tb birthday of

Emanueel DiBenedetto. Springer INdAM Series.

104 STURM, S. Existence of weak solutions of doubly nonlinear parabolic equations. J.

Math. Anal. Appl. v. 455, p. 842-863, 2017.

105 STURM, S. Existence of very weak solutions of doubly nonlinear parabolic equations

with measure data. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. v. 42, n. 2, p. 931-962, 2017.

106 STURM, S. Pointwise estimates via parabolic potentials for a class of doubly nonlin-

ear parabolic equations with measure data. Manuscripta Math. v. 157, n. 3-4, p.

295-322, 2018.



92
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A APÊNDICE A - EXCERTOS DA TEORIA DE EDPs ELÍPTICAS NÃO

LINEARES

DESIGUALDADE DE HARNACK

Neste apêndice são dados resultados fundamentais da teoria eĺıptica, nomeada-

mente a desigualdade de Harnack fraca, prinćıpio do máximo, desigualdade ABP, prinćıpio

da comparação, existência de soluções minimais e finalmente o lema do corte. As duas

primeiras são essenciais para derivar a desigualdade de Harnack (resp. regularidade Hölder

local) para soluções de viscosidade.

Teorema A.1 (Desigualdade de Harnack Fraca, (63, Teorema 2)). Seja u uma

função cont́ınua não-negativa tal que

F0(x,∇u,D2u) ≤ 0 em B1

no sentido de viscosidade. Assuma que F0 é uniformemente eĺıptico na variável X (veja,

condição A1) e F0 ∈ C0(B1×
(
RN \BMF

)
×Sym(N)) para algum MF ≥ 0. Assuma ainda

que

|ξ| ≥ MF e F0(x, ξ,X) ≤ 0 =⇒ M−
λ,Λ(X)− σ(x)|ξ| − f0(x) ≤ 0 (A.1)

para funções cont́ınuas f0 e σ em B1. Então, para qualquer q1 > N

‖u‖
Lp0

(
B 1

4

) ≤ C.

{
inf
B 1

2

u+ max
{

MF, ‖f0‖LN (B1)

}}

para algum p0 > 0 (universal) e uma constante C > 0 dependendo de N, q1, λ,Λ e

‖σ‖Lq1 (B1).

Teorema A.2 (Prinćıpio do Máximo Local , (63, Teorema 3)). Seja u uma função

cont́ınua satisfazendo

F0(x,∇u,D2u) ≥ 0 em B1

no sentido de viscosidade. Assuma que F0 é uniformemente eĺıptico na variável X e

F0 ∈ C0(B1 ×
(
RN \BMF

)
× Sym(N)) para algum MF ≥ 0. Assuma ainda que

|ξ| ≥ MF e F0(x, ξ,X) ≥ 0 =⇒ M +
λ,Λ(X) + σ(x)|ξ|+ f0(x) ≥ 0 (A.2)

para funções cont́ınuas f0 and σ in B1. Então, para qualquer p1 > 0 e q1 > N

sup
B 1

4

u ≤ C.

{
‖u+‖

Lp1

(
B 1

2

) + max
{

MF, ‖f0‖LN (B1)

}}

Cézar Junior
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onde C > 0 é uma constante que depende de N, q1, λ,Λ, ‖σ‖Lq1 (B1) e p1.

Deve-se relembrar que os resultados provados no manuscrito de Imbert (63)

seguem a estratégia do caso uniformemente eĺıptico (25) [Seção 4.2]. Tal estratégia é

baseada no chamado Lε-Lema, que estabelece um decaimento polinomial para a medida

dos super-ńıveis de uma solução não-negativa para o operador de Pucci extremal M +
λ,Λ:

|({x ∈ B1 : u(x) > t} ∩B1| ≤
C

tε
. (A.3)

Infelizmente, o manuscrito de Imbert tem uma lacuna na prova de (A.3). Tal

erro foi recentemente resolvido em um trabalho conjunto com Silvestre, veja (65), onde

uma Lε-estimativa apropriada foi abordada. Na verdade, sua prova vale para “Operadores

de Pucci extremais com gradientes grandes” definido, para um τ fixado, por:

M̃ +
λ,Λ(D2u,∇u) :=

{
M +

λ,Λ(D2u) + Λ|∇u| se |∇u| ≥ τ

+∞ caso contrário

M̃−
λ,Λ(D2u,∇u) :=

{
M−

λ,Λ(D2u)− Λ|∇u| se |∇u| ≥ τ

−∞ caso contrário.

A Lε-estimativa foi provada como válida sempre que τ ≤ ε0 universal (veja, (65, Teorema

5.1)). Além disso, observe que a condição de elipticidade M̃−
λ,Λ é consistente com (A.1)

se tomamos σ(x) ≡ Λ. Precisamente, se (A.1) é válido e u é uma supersolução para F0,

então é também uma supersolução para M̃−
λ,Λ com lado direito f0. Um racioćınio análogo

é válido para M̃ +
λ,Λ e (A.2).

Nesse ponto, uma vez derivado a Lε-estimativa, a prova do teorema A.1 é

exatamente como em (63) que é, por sua vez, uma modificação do caso uniformemente

eĺıptico em (25) [Teorema 4.8, a]. Quanto ao teorema A.2, este também segue de (A.3)

assumindo inicialmente que a norma Lε de u+ é pequena e obtendo um resultado geral

por interpolação. De fato, a baixa magnitude da norma Lε facilmente implica (A.3) que

por sua vez indica que u é limitada (veja em (63)[Seção 7.2]).

Observe que a nossa classe de operadores se encaixa nesse cenário, definindo

F0(x,∇v,D2v) := H(x,∇v)F (x,D2v)− f(x)

e

f0(x) :=
L−1

1 f+(x)

εp0 + a(x)εq0
para ε0 > 0 adequado.

Com efeito, temos que sempre que

H(x,∇v)F (x,D2v) ≤ f(x) in B1



95

no sentido de viscosidade, então a condição de eliptcidade de F , nomeadamente (A1),

assegura que

M−
λ,Λ(D2v) ≤ F (x,D2v) ≤ f(x)

H(x,∇v)
≤ f+(x)

H(x,∇v)

sempre que |∇v| ≥ MF = ε0 > 0 de modo que

M−
λ,Λ(D2v)− Λ|∇v| − f0(x) ≤

(
1

H(x,∇v)
− L−1

1

εp0 + a(x)εq0

)
f+(x) ≤ 0.

Relembre que as constantes obtidas em (65) são monótonas com respeito a τ e

limitadas longe de zero e infinito, então obtemos uma estimativa uniforme como em (A.3)

para supersoluções de G[v] := H(x,∇v)F (x,D2v).

Assim, em tal situação (relembre que σ(x) ≡ Λ) pelo Teorema A.1:

‖v‖
Lp0

(
B 1

4

) ≤ C.

{
inf
B 1

2

v + ε0 + ‖f0‖LN (B1)

}
≤ Ξ0, (A.4)

onde

Ξ0 :=


C.

inf
B 1

2

v + min

1,

[
(q + 1) N

√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
q+1


 se ε0 ∈ (0, 1]

C.

inf
B 1

2

v + min

1,

[
(p+ 1) N

√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
p+1


 se ε0 ∈ (1,∞).

Observe que acima foi usado que a função

(0,∞) 3 t 7→ h(t) = t+
1

ts

(
N
√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

)

é otimizada (i.e. sua menor cota superior) quando t∗ =

(
s N
√
|B1|L−1

1

∥∥∥ f+

1+a

∥∥∥
L∞(B1)

) 1
s+1

para s ∈ (0,∞).

Em conclusão, em qualquer caso, obtemos (0 < p ≤ q <∞)

‖v‖
Lp0

(
B 1

4

) ≤ C.
{

inf
B 1

2

v + (q + 1)
1
q+1 Πf+,a

p,q

}

onde

Πf+,a
p,q := max


[

N
√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
p+1

,

[
N
√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
q+1

 .
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Similarmente, pelo Teorema A.2, se

H(x,∇v)F (x,D2v) ≥ f(x) in B1

no sentido de viscosidade então novamente temos

M +
λ,Λ(D2v) ≥ F (x,D2v) ≥ f(x)

H(x,∇v)
≥ − f−(x)

H(x,∇v)
sempre que ε0 = MF ≤ |∇u|,

e podemos definir, similarmente como acima, f0(x) :=
L−1

1 f−(x)

εp0+a(x)εp0
para obter

M +
λ,Λ(D2v) + Λ|∇v|+ f0(x) ≥

(
L−1

1

εp0 + a(x)εp0
− 1

H(x,∇v)

)
f−(x) ≥ 0.

Assim, em tal configuração temos pelo teorema A.2:

sup
B 1

2

v ≤ ‖u+‖Lp1 (B1) + ε0 + ‖f0‖LN (B1)

≤ Ξ1,

(A.5)

onde, como acima, podemos estimar

Ξ1 :=


C.

‖v+‖Lp1 (B1) + min

1,

[
(q + 1) N

√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
q+1


 se ε0 ∈ (0, 1]

C.

‖v+‖Lp1 (B1) + min

1,

[
(p+ 1) N

√
|B1|L−1

1

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥
L∞(B1)

] 1
p+1


 se ε0 ∈ (1,∞).

Assim, em qualquer cenário (uma vez que 0 < p ≤ q <∞)

sup
B 1

2

v ≤ C.
{
‖v+‖Lp1 (B1) + (q + 1)

1
q+1 Πf−,a

p,q

}
finalizando desse modo a análise.

Finalmente, combinando (A.4) e (A.5) obtemos a seguinte desigualdade de

Harnack para soluções de viscosidade:

Teorema A.3 (Desigualdade de Harnack). Seja u uma solução de viscosidade não-

negativa para

F0(x,∇v,D2v) = 0 em B1.

Então,

sup
B 1

2

u(x) ≤ C ·

{
inf
B 1

2

u(x) + (q + 1)
1
q+1 Πf,a

p,q

}
,

onde C > 0 depende somente de N, λ e Λ.

Observação A.1 (Desigualdade de Harnack - versão escalonada). Para nossos

propósitos, será útil obter uma versão da desigualdade de Harnack escalada. De fato, seja
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v uma solução não-negativa de viscosidade para

G(x,∇v,D2v) = f(x) em Br para um r ∈ (0,∞) fixado

onde (A0)-(A2), (3.1) e (3.2) estão em vigor. Então,

sup
B r

2

v(x) ≤ C ·

{
inf
B r

2

v(x) + (q + 1)
1
q+1 max

{
r
p+2
p+1 , r

q+2
p+1

}
Πf,a
p,q

}
,

onde C(N, λ,Λ) > 0.

Finalmente, pela desigualdade de Harnack (Teorema A.3) e fazendo uso de

argumentos como em (25) [Proposição 4.10], o seguinte resultado de regularidade Hölder

local interior é válido (cf. (43) [Teorema 2]).

Teorema A.4 (Estimativa Hölder Local). Seja u uma solução de viscosidade para

F0(x,∇v,D2v) = 0 em B1.

onde f é uma função cont́ınua e limitada. Então, u ∈ C0,beta
loc (B1) para algum β ∈ (0, 1)

universal. Além disso,

‖u‖
C0,β

(
B 1

2

) ≤ C ·
{
‖u‖L∞(B1) + (q + 1)

1
q+1 Πf

p,q

}
,

onde C > 0 depende somente de N, λ e Λ.

Uma estimativa do tipo Alexandroff-Bakelman-Pucci

Na sequência, será derivada uma estimativa ABP adaptada ao contexto dos

modelos totalmente não lineares com degenerescência não-homogênea (cf. (42, Teorema

1) e (72, Teorema 1.1)). Tal estimativa é essencial para obter cotas universais para solução

de viscosidade em termos dos dados do problema.

Teorema A.5 (Estimativa de Alexandroff-Bakelman-Pucci ). Assuma que as hipóteses

(A0)-(A2) sejam válidas. Então, existe C = C(N, λ, p, q, diam(Ω)) > 0 tal que qualquer

u ∈ C0(Ω) subsolução (resp. supersolução) de viscosidade de (3.10) em {x ∈ Ω : u(x) > 0}
(resp. {x ∈ Ω : u(x) < 0}, satisfaz

sup
Ω
u(x) ≤ sup

∂Ω
u+(x) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Γ+(u+))

,

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Γ+(u+))

}
,

(
resp. sup

Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Γ+(u−))

,

∥∥∥∥ f+

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Γ+(u−))

})
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onde

Γ+(u) :=
{
x ∈ Ω : ∃ ξ ∈ RN tal que u(y) ≤ u(x) + 〈ξ, y − x〉 ∀ y ∈ Ω

}
.

Particularmente, vale

‖u‖L∞(Ω) ≤ ‖u‖L∞(∂Ω) + C · diam(Ω) max

{∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Ω)

,

∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Ω)

}
.

Prova. É suficiente provar a primeira estimativa, a segunda segue de maneira semelhante.

Inicialmente, mostraremos que a nossa sequência de operadores se encaixa na estrutura

de (63, Teorema 1). Para esse propósito, como anteriormente consideramos

F0(x, ξ,X) := H(x, ξ)F (x,X)− f(x) e f0(x) :=
L−1

1 f+(x)

εp0 + a(x)εq0
fixado ε0 ∈ (0,∞).

Agora, se temos (no sentido de viscosidade)

H(x,∇u)F (x,D2u) ≤ f(x) em B1,

então de posse da condição (A1) e supondo |∇v| ≥ MF = ε0 > 0 segue que

M−
λ,Λ(D2u) ≤ F (x,D2u) ≤ f+(x)

H(x,∇u)
.

Consequentemente,

M−
λ,Λ(D2u)− Λ|∇u| − f0(x) ≤

(
1

H(x,∇u)
− L−1

1

εp0 + a(x)εq0

)
f+(x) ≤ 0.

Assim, u é uma supersolução de viscosidade de um problema uniformemente

eĺıptico com gradiente “grande”. Pela estimativa ABP em (63, Teorema 1) obtemos

sup
Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x) + C · diam(Ω)

(
ε0 + ‖f0‖LN (Γ+(u−))

)
. (A.6)

Agora, a análise se divide em dois casos: Inicialmente, se ε0 ∈ (0, 1], então

sup
Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x) + C · diam(Ω)

(
ε0 + L−1

1

1

εq0

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥
LN (Γ+(u−))

)

≤ sup
∂Ω

u−(x) + C · diam(Ω) min

1,

(
(q + 1)L−1

1

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥
LN (Γ+(u−))

) 1
q+1


(A.7)
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Por outro lado, se ε0 ∈ (1,∞) então

sup
Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x) + C · diam(Ω) min

1,

(
(p+ 1)L−1

1

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥
LN (Γ+(u−))

) 1
p+1

 .

(A.8)

Assim, combinando as desigualdades (A.7) e (A.8) conclui-se que

sup
Ω
u−(x) ≤ sup

∂Ω
u−(x)+C(diam(Ω), p, q, L1,Λ) max

{∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
p+1

LN (Γ+(u−))

,

∥∥∥∥ f−

1 + a

∥∥∥∥ 1
q+1

LN (Γ+(u−))

}
.

Um resultado do tipo Hopf não homogêneo

Uma ferramenta fundamental para provar estimativas Lipschitz uniformes de

soluções, vem à tona. Será derivada uma versão quantitativa do Lema de Hopf no

cenário não homogêneo para problemas totalmente não lineares com degenerescência não-

homogênea. (cf. (92, Lema 2.10) para o caso uniformemente eĺıptico e homogêneo).

Lema A.1 (Lema do tipo Hopf não homogêneo). Suponha que as hipóteses (A0)-

(A1) e (3.1) estão em vigor. Seja u uma solução positiva de viscosidade para

G(x,∇u,D2u) = f(x) em BR(z0)

onde f ∈ L∞(BR(z0)). Assuma ainda que para algum x0 ∈ ∂BR(z0),

u(x0) = 0 e
∂u

∂ν
(x0) ≤ =,

onde ν é a direção normal interior em x0. Então, para qualquer r ∈ (0, 1), existe uma

constante C0(universal) > 0 tal que

sup
B rR

2
(z0)

u(x) ≤ C0R.
{
=+ max

{
(rp+2R)

1
p+1 , (rp+2R)

1
q+1

}
Πf,rp−qa(z0+rRx)
p,q

}
.

Prova. Inicialmente, é suficiente considerar a função escalada vz0,R : B1 → R dada por

vz0,R(x) :=
u(z0 + rRx)

R
,

para r ∈ (0, 1) a ser determinado a posteriori.

Com efeito, vz0,R é uma solução de viscosidade não-negativa de

Hz0,R(y,∇vz0,R)Fz0,R(x,D2vz0,R) = fz0,R(x) em B1



100

onde 
Fz0,R(x,X) := r2RF

(
z0 + rRx, 1

r2R
X
)

Hz0,R(x, ξ) := rpH
(
z0 + rRx, 1

r
ξ
)

az0,R(x) := rp−qa(z0 + rRx)

fz0,R(x) := rp+2Rf(z + rRx).

Além disso, Fz0,R,Hz0,R e az0,R satifazem as hipóteses estruturais (A0)-(A2), (3.1) e (3.2).

Agora, seja A 1
2
,1 := B1 \B 1

2
e defina Φ : A 1

2
,1 → R+ uma função barreira dada

por

Φ(x) = µ
(
e−δ|x|

2 − e−δ
)

onde µ, δ > 0 será escolhido a posteriori. O gradiente e a hessiana de Φ in A 1
2
,1 são

∇Φ(x) = −2µδxe−δ|x|
2

e D2Φ(x) = 2µδe−δ|x|
2

(2δx⊗ x− IdN) .

Agora, iremos mostrar que tal barreira é uma solução no sentido da viscosidade

para

Hz0,R(x,∇Φ)Fz0,R(x,D2Φ) > fz0,R(x) em A 1
2
,1 (A.9)

desde que ajustemos apropriadamente os valores de µ, δ > 0 e r > 0.

Para esse propósito, observe que para δ > Λ(N−1)
2λ

, a função Φ é convexa e

decrescente na região anular A 1
2
,1. Assim,

M−
λ,Λ(D2Φ(x)) = 2µδe−δ|x|

2

[2δλ− Λ(N − 1)] ≥ 2µδe−δ [2δλ− Λ(N − 1)] em A 1
2
,1.

Na sequência, obtemos usando a sentença acima, (A1) e (3.1)

Hz0,R(x,∇Φ)F (x,D2Φ) ≥ Hz0,R(x,∇Φ)M−
λ,Λ(D2Φ(x))

≥ 2µδe−δ(r2RL1) [2δλ− Λ(N − 1)]
(
δpµpe−δp + δqµqe−δqaz0,r(x)

)
> rp+2R‖f‖

L∞
(
A rR

2 ,rR

),

que permenece verdadeira desde que escolhamos r � 1 pequeno o suficiente, fixando µ e

escolhendo δ > 0.

Com efeito, tomando µ := (e−δ/4 − e−δ)−1 · inf
∂B 1

2

vz0,R(x) > 0 segue que

Φ(x) ≤ vz0,R(x) em ∂A 1
2
,1.

Assim, pelo prinćıpio da comparação (veja, Lema 3.1)

Φ(x) ≤ vz0,R(x) em A 1
2
,1. (A.10)
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Agora, escolhemos y0 := x0−z0
rR

, levando em conta (A.10) e a hipótese u(x0) = 0,

obtemos com respeito a derivada na direção ν em x0 o seguinte

µδe−δ ≤ ∂Φ(y0)

∂ν
≤ ∂vz0,R(y0)

∂ν
≤ =. (A.11)

Desse modo,

inf
∂B 1

2

vz0,R(x) ≤ =δ−1
(
e−

3
4
δ − 1

)
.

Por outro lado, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema A.3) segue que

sup
B 1

2

vz0,R(x) ≤ C.

{
inf
B 1

2

vz0,R + (q + 1)
1
q+1 max

{
(rp+2R)

1
p+1 , (rp+2R)

1
q+1

}
Π
f,az0,R
p,q

}

≤ C.

{
inf
∂B 1

2

vz0,R + (q + 1)
1
q+1 max

{
(rp+2R)

1
p+1 , (rp+2R)

1
q+1

}
Π
f,az0,R
p,q

}
≤ C0.

{
=+ max

{
(rp+2R)

1
p+1 , (rp+2R)

1
q+1

}
Π
f,az0,R
p,q

}
e agora usando a definição de vz0,R conclúımos que

sup
B rR

2
(z0)

u(x) ≤ C0R.
{
=+ max

{
(rp+2R)

1
p+1 , (r.p+ 2R)

1
q+1

}
Π
f,az0,R
p,q

}
.
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Prova do prinćıpio da comparação

A partir de agora segue a prova do lema 3.1, antes disso se faz necessário um

comentário a respeito da técnica utilizada. A ideia basicamente segue negando a tese do

lema e acoplando duas desigualdades de viscosidade que são fruto do famigerado lema de

Ishii-Lions, finda-se a prova usando propriedades intŕınsecas do operador F e da função

f .

Como consequência do prinćıpio de comparação, será derivada a existência da

menor supersolução. Inicialmente, cabe ressaltar que o operador G(x, ξ,M) = H(x, ξ)F (x,M)

, satisfaz (3.12) e (3.13), ora, seja D=Dx,y,ζ,X,Y := G(x, ζ(x− y), X)−G(y, ζ(x− y),−Y ),

com X, Y ∈ Sym(N) e ζ ∈ (0,∞) satisfazendo (3.11) :

D = H(x, ζ(x− y))F (x,X)−H(y, ζ(x− y))F (y,−Y )

≤ H(x, ζ(x− y))
(
M +

λ,Λ(X + Y ) + CFω(|x− y|)||Y ||
)

+
[
H(x, ζ(x− y))−H(y, ζ(x− y))

)
F (y,−Y )

≤ H(x, ζ(x− y))
(
M +

λ,Λ(X + Y ) + CFω(|x− y|)||Y ||
)

+
(
caωa(|x− y|)|ζ(x− y)|q|

)
F (y,−Y )

≤ L2Kp,q,a(x, |ζ(x− y)|)
(
M +

λ,Λ(X + Y ) + CFω(|x− y|)||Y ||
)

+ +
(
caωa(|x− y|)|ζ(x− y)|q|

)
F (y,−Y )

≤ L2Kp,q,a(x, |ζ(x− y)|)
(
λtr(X + Y ) + CFω(|x− y|)||Y ||

)
+

(
caωa(|x− y|)|ζ(x− y)|q|

)
M +

λ,Λ(−Y )

≤ caωa(|x− y|)|ζ|x− y|2|diam(Ω)q−2|ζ|q−1M−
λ,Λ(−Y )

+ |ζ|x− y|2|min
{

diam(Ω)q−2|ζ|q−1,diam(Ω)p−2|ζ|p−1
}
.

Em outras palavras,

D ≤ ω̂(ζ|x− y|2)

onde

ω̂(t) := caωa(t/ζ)t|diam(Ω)q−2|ξ|q−1M−
λ,Λ(−Y )

+ t.min
{

diam(Ω)q−2|ζ|q−1, diam(Ω)p−2|ζ|p−1
} (A.12)

Note que usamos a continuidade dos coeficientes do operador F , propriedades

(A2), e mais usamos que a matriz Y dada por ser tomada como não-identicamente nula,

pois caso contrário, (3.10) já seria válida, sem falar na desigualdade matricial dada por

X e Y . Por fim, note que quando ζ|x− y|2 → 0, temos que D ≤ o(1).

Agora, para M,N ∈ Sym(N), x ∈ RN e ξ ∈ RN , segue que:
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G(x, ξ,M +N)− G(x, ξ,M) ≤ H(x, ξ)M +
λ,Λ(N)

≤ H(x, ξ)Λtr(N)

≤ L1K(x, |ξ|)Λtr(N)

≤ L1 max{1, ||a||∞}(|ξ|p + |ξ|q)Λtr(N).

Por fim, definimos respectivamente o superjato e o semijato de uma função

cont́ınua:

J 2,+u(x̄) = {(p,X) ∈ RN × Sym(N), u(x) ≤ u(x̄) + 〈p, x− x̄〉

+
1

2
〈X(x− x̄), x− x̄〉+ o(|x− x̄|2)}

e

J 2,−u(x̄) = {(p,X) ∈ RN × Sym(N), u(x) ≥ u(x̄) + 〈p, x− x̄〉

+
1

2
〈X(x− x̄), x− x̄〉+ o(|x− x̄|2)}.

Prova do lema 3.1 (Prinćıpio de Comparação). Por contradição, supomos que seja falsa

a tese do teorema. Assim, seja:

M0 := max
x∈Ω

(u1 − u2)(x) > 0. (A.13)

Para j ∈ N e para algum q > max
(

2, q+2
q+1

)
, considere

ψj(x, y) := u1(x)− u2(y)− j|x− y|q

q
. (A.14)

Suponha que (xj, yj) é um ponto de máximo para ψj. Extraindo uma sub-

sequência ainda denotada por (xj, yj), temos

(xj, yj)→ (x̄, ȳ).

Ademais,

ψj(xj, yj) ≥ ψj(xj, xj)

o que implica j|xj − yj| ≤ C, assim x̄ = ȳ e mais, j|xj − yj| → 0. Por outro

lado,



104

u1(x̄)− u2(x̄)

≥ lim sup [u1(xj)− u2(yj)]

≥ lim supψj(xj, )

≥ lim sup sup
Ω
ψj(x, x)

≥ supΩ(u1 − u2)(x) > 0

Pela condição de fronteira, x̄ ∈ Ω e o máximo de u1− u2 é atingindo nesse ponto. Agora,

segundo a afirmação provada no teorema 2.9 de (13) temos que para j suficientemente

grande existe (xj, yj) como acima com xj 6= yj. Dito isso, a função ψj tem máximo local

em (xj, yj), como xj 6= yj. Assim, existem matrizes simétricas Xj, Yj tais que:

(j|xj − yj|q−2(xj − yj), Xj) ∈ J 2,+u1(xj) (A.15)

(j|xj − yj|q−2(xj − yj),−Yj) ∈ J 2,−u2(yj) (A.16)

Ademais, vale a seguinte desigualdade matricial:

−4jkj

(
IdN 0

0 IdN

)
≤

(
Xj 0

0 Yj

)
≤ 3jkj

(
IdN −IdN

−IdN IdN

)
,

onde kj = 2q−3q(q − 1)|xj − yj|q−2.

Para finalizar, seja ε dado, supondo inicialmente h crescente. Uma vez que

(u− v)(x̄) := m, podemos tomar j suficientemente grande tal que:

h(u1(xj))− h(u2(yj)) ≥ ε , ω̂(j|xj − yj|q) ≤
ε

4
e ωf (|xj − yj|) ≤

ε

4
(A.17)

onde ω̂ é definido em (A.12) e ωf é o módulo de continuidade da função f .

Agora, usando (A.15),(A.16) e (3.12), segue que:

0 ≤ G(xj, j|xj − yj|q−2(xj − yj), Xj)− h(u1(xj))− f(xj)

≤ G(xj, j|xj − yj|q−2(xj − yj), Xj)− h(u2(yj))− f(xj)− ε
≤ G(yj, j|xj − yj|q−2(xj − yj),−Yj)− h(u2(yj)) + ω̂(j|xj − yj|q) + f(xj)− ε
≤ [G(yj, j|xj − yj|q−2(xj − yj),−Yj)− h(u2(yj)− f(yj)]+

ω̂(j|xj − yj|q) + ωf (|xj − yj|)− ε
≤ ε

4
− ε+ ε

4
= − ε

2

que é uma contradição.

Agora se h é não-decrescente seja ε tal que:
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G(x,∇u2, D
2u2)− h(u2(x))− f(x) ≤ −ε

tomando j suficientemente grande tal que:

ω̂(j|xj − yj|q) ≤
ε

4
e ωf (|xj − yj|) ≤

ε

4

Agora, usando (A.15),(A.16) , (3.12), (3.13) e o não-decrescimento de h segue

que:

0 ≤ G(xj, j|xj − yj|q−2(xj − yj), Xj)− h(u1(xj))− f(xj)

≤ G(xj, j|xj − yj|q−2(xj − yj), Xj)− h(u2(yj))− f(xj)

≤ G(yj, j|xj − yj|q−2(xj − yj),−Yj)− h(u2(yj))− f(xj) + ω̂(j|xj − yj|q)
≤ [G(yj, j|xj − yj|q−2(xj − yj),−Yj)− h(u2(yj))− f(yj)]−
(f(xj)− f(yj)) + ω̂(j|xj − yj|q)
≤ −ε+ ωf (|xj − yj|) + ω̂(j|xj − yj|q)
≤ − ε

2

o que nos dá uma contradição, e assim o teorema está provado.
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EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES MINIMAIS

Uma vez que foi usado o conceito de solução minimal no estudo do caso sin-

gularmente perturbado para o problema de degenerescência não-homogênea, seguem nas

linhas seguintes a justificativa para existência das soluções minimais.

A prova é baseada nas propriedades intŕınsecas de um problema de Dirichlet, a

ser apresentado, a posteri, tais propriedades quanto ao operador, a monotonia de soluções e

a existência de um módulo de continuidade universal garantirão a construção das soluções

de Perron que garantiram, por exemplo, a regularidade Lipschitz no caso do problema

singularmente perturbado.

É necessário recordar o teorema da função impĺıcita que garante e existência

de uma bola B = BR(0) ⊂ RN , e E ′ ⊂ B′R(0) ⊂ RN−1 e s ∈ C2(E ′), tal que s(0) =

0,∇s(0) = 0 e, para x = (x′, xN),

Ω ∩B ⊂ {xN > s(x′), x′ ∈ D′}, e ∂B ∩B = {xN = s(x′)}

No que segue, seja µ > 0, tal que |Dg| < µ/2 e g(x, z) = µz − h(x, z), para

f ∈ C0,1(Ω), defina o seguinte operador:

Gf [u] = Gf (D
2u,Du, u, x) = G(D2u,Du, x)− µu+ f(x). (A.18)

Com efeito, Gf satisfaz as hipóteses do prinćıpio de comparação, ou seja, é um

operador uniformemente eĺıptico, goza de ω−continuidade dos coeficientes, dentre outras

já citadas que permitem a aplicação do lema 3.1 . Preparado o terreno, segue o resultado

principal dessa seção:

Teorema A.6. Sejam µ, f e Gf como acima, g lipschitz, o problema de Dirichlet:{
Gf [u] = Gf (x, u,Du,D

2u) = 0 em Ω

u = g em ∂Ω
(A.19)

tem solução u ∈ C0,γ(Ω), com constante Hölder dependendo de (λ,Λ, N, p, q, |a|∞, Lipg).

A prova do teorema acima, exige o lema a seguir, que garante que a solução

do problema de Dirichlet (A.19) é C1,β0 em B ∩ {xN = s(x′)} com um erro que depende

da distância até os pontos da hipersuperf́ıcie {xN = s(x′)}.
Lema A.2. Seja ϕ ∈ C1,α0, uma função s como acima. Se d é a distância até a hipersu-

perf́ıcie {xN = s(x′)}. então, para todo r < 1 e para todo γ < 1, existe δ0 dependendo de

, λ,Λ,q, r e Lipϕ, tal que para todo δ < δ0, se u é solução de
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{
Gf [u] = Gf (x, u,Du,D

2u) = 0 em Ω

u = g em ∂Ω

tal que oscu ≤ 1 então satisfaz:

|u(x′, xN)− g| ≤ 2

δ

d(y)

1 + dγ(y)
em Br(0) ∩ {xN > a(x′)}.

Prova. Serão analisados dois casos: quando g ≡ 0 e o caso quando g não é identica-

mente nula. No primeiro caso, pela estimativa ABP (Teorema 3.9) podemos supor que

‖u‖L∞(Ω) ≤ 1, uma vez que pela hipótese o dado de fronteira é nulo e podemos considerar

f com uma normal pequena (smallness regime).
Quanto ao resto da prova, é suficiente analisar o conjunto Ωδ := {y ∈ Ω :

d(y) < δ}, i,a vez que a região complementar segue do fato de que ‖u‖L∞(Ω) ≤ 1 combinado
com a estimativa Hölder local (A.4)

‖u‖
C0,α′ (Ω′) ≤ C(universal, dist(Ω′, ∂Ω))

(
‖u‖L∞(Ω) + max

{∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
pmin+1

Ln(Ω)

,

∥∥∥∥ f

1 + a

∥∥∥∥ 1
qmax+1

Ln(Ω)

})
.

Inicialmente seja δ < η, tal que d(y) < η, sabe-se que a função distância é C2,

ademais |D2d| ≤ K. No que segue, devemos construir uma supersolução v tal que:

Gf [v] < 0 em B ∩ {xN > s(x′), d(y) < δ}. (A.20)

A candidata é definida como:

v(y) =

{
2
δ

d(y)
1+dγ(y)

em |y| < r
2
δ

d(y)
1+dγ(y)

+ 1
(1−r)3 (|y| − r)3 em |y| ≥ r

A condição de fronteira é válida, ou seja,

v ≥ u em ∂(B ∩ {xN = s(x′), d(y) < δ})

Agora, a fim de verificar que v é supersolução de (A.20), temos inicialmente:

Dv =

{
2
δ

1+(1−γ)dγ

(1+dγ)2 Dd em |y| < r
2
δ

1+(1−γ)dγ

(1+dγ)2 Dd+ y
|y|

1
(1−r)2 (|y| − r)2 em |y| ≥ r

este gradiente é não-degenerado, isto é, |Dv| ≥ (4δ)−1, para δ ≤ (1− r)/12. Como v é de

classe C2 por construção, além disso:

D2v = −
(2γdγ−1

δ

)(1 + γ) + (1− γ)dγ

(1 + dγ)3
Dd⊗Dd+

2

δ

1 + (1− γ)dγ

(1 + dγ)2
D2d

+ 3(|y|−r)
(1−r)3

{(
Idn − y⊗y

|y|2

)
(|y|−r)
|y| + 2y⊗y|y|2

}
.



108

Assim,

M +
λ,Λ(D2v) ≤

{
−2γλdγ−1

δ
(1+γ)+(1−γ)dγ

(1+dγ)3 + 2NΛK
δ

1+(1−γ)dγ

(1+dγ)2 + 6ΛN
(1−r)2

}
≤

{
− (2γδγ−2λ) (1+γ)

(1+δγ)3 + 2
δ
NKΛ + 6NΛ

(1−r)2

}
Usando agora a definição de Gf , temos a seguinte sequência de desigualdades:

Gf [v] = G(D2v,Dv, x)− µvv + f

≤ H(x,Dv)F (x,D2v)− vw + f(x)

≤ L1Kp,q,a(x, |Dv|)M +
λ,Λ(D2v)− µv + f(x).

Para que se cumpra (A.20), aspiramos a seguinte desigualdade:

L1Kp,q,a(x, |Dv|)M +
λ,Λ(D2v)− µv + f(x) < −||f ||∞

que se cumpre precisamente quando para δ < min((1− r)/12, η) :

(2γδγ−2λ)
(1 + γ)

(1 + δγ)3
>

2

δ
NC1Λ +

NΛ

(1− r)2
+

||f ||∞
2L1 min

{(
1
4δ

)p
,
(

1
4δ

)q}
e µ é escolhido de tal forma que µ ≥ −−||f ||

w
+ f

w
. Segue então do prinćıpio de comparação

que u ≤ w em B ∩ {xN > s(x′), d(y) < δ}. Para finalizar o caso onde g ≡ 0, substituimos

v por −v nos cálculos anteriores e restringimos a análise ao ambiente Br ∩ {xN > s(x′)}.
Para o caso onde g 6= 0, seja π solução de{

M +
λ,Λ(D2π) = 0 em B ∩ {xN > s(x′)}

π = g em B ∩ {xN = s(x′)}.

Com efeito, π ∈ C1,β0(B ∩ {xN ≥ s(x′)}) ∩ C2(B ∩ {xN ≥ s(x′)}), a função π

também pode ser escolhida de modo que ||π||∞ ≤ ||g||∞ ≤ 1, ||Dπ||∞ ≤ c||Dg||∞, para

alguma constante que depende de λ,Λ, N,Ω. Agora, seja:

v(y) =

{
13
δ

d(y)
1+dγ(y)

+ π(y) em |y| < r
13
δ

d(y)
1+dγ(y)

+ 1
(1−r)3 (|y| − r)3 + π(y) em |y| ≥ r.

Assim como no caso anterior, onde g ≡ 0, temos:

v ≥ u ∂(B ∩ {xN > s(x′)} ∩ {d(y) < δ})

e para δ suficientemente pequeno, temos que v também satisfaz (A.20), pois bem, obtemos
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assim a cota superior o caso g 6= 0, para a cota inferior, repetimos a conta feita trocando

v por 2π − v e assim o resultado segue.

Prova. (Prova do teorema A.6) Seja r1 ∈ (r, 1/2). Sem perda de generalidade, pode-

mos supor que oscu ≤ 1. Seja x0 ∈ Br ∩ {xN > s(x′)} e Ξ definido como

Ξ(x, y) = u(x)− u(y)−M |x− y|γ − L
(
|x− x0|2 + |y − x0|2

)
. (A.21)

Vamos mostrar que para L e M independentes de x0, grandes o suficiente vale:

Ξ(x, y) ≤ 0 em (Br1 ∩ {xN > s(x′)})2. (A.22)

Isso implica que u é γ−Hölder cont́ınua em Br1 ∩{xN > s(x′)}, quando x = x0

e fazendo este variar, com efeito, se Ξ(x, y) ≤ 0 e x = x0

u(x0)− u(y)−M |x0 − y|γ − L|y − x0|2 ≤ 0

u(x0)− u(y) ≤M |x0 − y|γ + L|y − x0|2

u(x0)− u(y) ≤ max{L,M}|x0 − y|γ.

Uma vez que |y− x0| ≤ r1 + r < 1. Trocando x0 por y, segue a cota inferior, e

assim está assegurada a validade da afirmação que u é γ-Hölder cont́ınua. Dito isso, para

mostrar (A.22) nos pontos onde xN = s(x′), usamos o lema A.2, que garante que existe

K0 tal que para x ∈ Br1 ∩ {xN > s(x′)},

|u(x)− g(x′)| ≤ K0d(x, ∂Ω).

Então, uma vez que |x′ − y′| ≤ |x− y|, temos:

|u(x′, xN)− u(y′, s(y′)| ≤ |u(x′, xN)− u(x′, s(x′))|+ |u(x′, s(x′))− u(y′, s(y′))|
≤ K0d(x, ∂Ω) + Lipg|x′ − y′|
≤ K0|x− (y′, s(y′))|+ Lipg|x− (y′, s(y′))|

assim, se M é suficientemente grande tal que supera K0 + Lipg, temos que:

Ξ(x, y) ≤ |u(x)− u(y)| −M |x− y|γ − L
(
|x− x0|2 + |y − x0|2

)
≤ (K0 + Lipg)|x− y| −M |x− y|γ − L

(
|x− x0|2 + |y − x0|2

)
≤ M.(|x− y| − |x− y|γ)− L

(
|x− x0|2 + |y − x0|2

)
≤ 0.
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De onde obtemos a tese

Ξ(x, y) ≤ 0 em (Br1 ∩ {xN = s(x′)})2.

No restante da fronteira, ou seja, {|y| = 1} ∩ {d(y) < δ} e B ∩ {xN = s(x′)},
escolhemos L > 4

(r1−r)2 e recordamos que oscu ≤ 1. Por fim, escolhemos L suficientemente

grande e M tal que

M > C||f ||∞|a− b|2−γΓ−1

onde Γ será definido posteriormente em (A.28).

Vamos supor por contradição que Ξ(x, y) > 0 para algum (x, y) ∈ (Br1∩{xN >

s(x′)})2, então existe (â, b̂) tal que:

Ξ(â, b̂) = sup
Br1

(Ξ(x, y)) > 0. (A.23)

É válido não olvidar que â 6= b̂, pois caso contrário o resultado é trivial, a

escolha de L assegura que â, b̂ ∈ B r1+r
2
∩{xN > s(x′)}. Desse modo, o lema de Ishii-Lions

(veja[(27), Teorema 3.2]) é testemunha que para todo ε > 0 dependendo da norma de

D2(M |x− y|γ), existem matrizes simétricas X,Y ∈ Sym(n) tais que:

(γM(â− b̂)|â− b̂|γ−2 + 2L(â− x0), X) ∈ J 2,+u(â) (A.24)

(γM(â− b̂)|â− b̂|γ−2 − 2L(̂b− x0),−Y ) ∈ J 2,−u(̂b) (A.25)

com (
X 0

0 Y

)
≤

(
Q −Q
−Q Q

)
+ (2L+ ε)

(
IdN 0

0 IdN

)
, (A.26)

A partir de agora, seja ax = γM(â− b̂)|â− b̂|γ−2 +2L(â−x0) e by = γM(â− b̂)|

2γM |â− b̂|γ−1 ≥ |ax|, |by| ≥
1

2
γ|â− b̂|γ−1 (A.27)

Agora, usando (A.24) e (A.25), a elipticidade uniforme, a continuidade dos

coeficientes de F , (A.27), as estimativas superiores para as normas ||X +Y ||, ||X|| e ||Y ||
que podem ser encontradas em [(13), Proposição 2.3] e finalmente (A.28):

|H(â, ax)−H(̂b, by)| ≤ Γ(p, q, γ, |â− b̂|, L2, L1, ||a||∞, p, q) (A.28)

onde
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Γ := cp,q,a(2γM |â− b̂|γ−1)p+1ωp,q,a(|â− b̂|)
+ c(||a||∞, L2, L1) max

{
(2γM |â− b̂|γ−1)p, (2γM |â− b̂|γ−1)q

}
.

Resulta, a seguinte sequência de desigualdades

f (̂b) ≤ H(̂b, by)F (̂b,−Y )

≤ (H(â, ax) + Γ)F (̂b,−Y )

≤ H(â, ax)F (̂b,−Y )− ΓM−
λ,Λ(Y )

≤
(
F (â, X) + ||X||CFω(|â− b̂|)−M−

λ,Λ(X + Y )
)
H(â, ax)− ΓM−

λ,Λ(Y )

≤ f(â) +H(â, ax)
(
CF ||X||ω(|â− b̂|)−M−

λ,Λ(X + Y )
)
− ΓM−

λ,Λ(Y )

≤ f(â) +H(â, ax)
(
CF ||X||ω(|â− b̂|)− λCM |â− b̂|γ−2

)
− CMΓ|â− b̂|γ−2

≤ f(â)− CMΓ|â− b̂|γ−2

que é falso, tão logo L e M forem grandes o suficiente.

Prova. (Prova do teorema 3.10) Seja µ > 0 tal que |Dh|< µ/2 e h̃(x, z) = µz−h(x, z),

para f ∈ C0,1(Ω), com isso, seja:

Gf [u] = Gf (x, u,Du,D
2u) = G(x,Du,D2)− µu+ f(x).

Com efeito, Gf satisfaz o prinćıpio da comparação,logo , pelo teorema anterior

garantimos que: {
Gf [u] = 0 em Ω

u = g em ∂Ω

tem solução γ-Hölder cont́ınua até bordo de Ω. A partir de agora, seja u0 = u? e uk+1 a

única solução do problema de Dirichlet:{
Gfk [u] = 0 em Ω

u = g em ∂Ω

onde fk = h̃(x, uk(x)). A seguir veremos que é fruto do prinćıpio da comparação a seguinte

sequência de desigualdades

u? = u0 ≤ u1 · · · ≤ uk ≤ uk+1 ≤ . . . u?.

Para isso, observe inicialmente que:
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Gf0 [u] = G(x,Du,D2u)− h̃(x, u) + h̃(x, u0)− h(x, u) (A.29)

Gfk [u] = Gfk−1
[u] + h̃(x, uk)− h̃(x, uk−1) (A.30)

G?[u] = Gfk [u] + h̃(x, u?)− h(x, uk), k ≥ 0 (A.31)

assim, pela definição de u1, temos que, Gf0 [u] = 0 ≤ Gf0 [u0] e u1 = u0 = g, logo pelo

prinćıpio da comparação segue que u0 ≤ u1. Supondo indutivamente que uk−1 ≤ uk em

Ω, temos que como h̃ é crescente, decorre que:

Gfk [uk+1] = Gfk−1
[uk] + h̃(x, uk)− h̃(x, uk−1) ≥ 0.

Portanto aplicando novamente o prinćıpio da comparação seque uk ≤ uk+1 em

Ω. Agora, atente que u1 ≤ u?, ora:

G?[u1] = Gf0 [u1] + h̃(x, u?)− h̃(x, u0) ≥ 0

logo, G?[u1] ≥ 0 ≥ G?[u?]. Por sim, se uk ≤ u? em Ω, G?[uk+1] ≥ 0 ≥ G?[u?] no sentido

de viscosidade, dáı uk+1 ≤ u?.

Diante da análise anterior, conclui-se que a sequência (uk) é equilimitada e

equicont́ınua, assim, o teorema de Ascoli-Arzela garante que:

lim
k→∞

uk(x) = u∞. (A.32)

Agora, de (17.15), segue que existe uma constante C = C(µ, ||u?||∞, ||u?||∞)

tal que

|G(x,Duk, D
2uk)| ≤ C ∀k ≥ 1. (A.33)

Ora, por definição:

Gfk [uk] = G(x,Duk, D
2uk)− µuk + h̃(x, uk)

= Gfk−1
[uk] + h̃(x, uk)− h̃(x, uk−1)

G(x,Duk, D
2uk)− µuk = −h̃(x, uk−1)

G(x,Duk, D
2uk) = µuk + µuk−1 + h(x, uk−1)

o que valida a estimativa (A.33) e com esta em vigor, segue localmente a

convergência uniforme (se não é assegurado a convergência como dita, passamos a uma

subsequência):
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Gfk → G. (A.34)

Em outras palavras, u∞ é solução de viscosidade de

G(x,Du,D2u) = h(x, u).

Por fim, vejamos que u∞ é a supersolução entre u? e u∞, que como anterior-

mente se resumirá a uma aplicação do prinćıpio de comparação. Seja w ∈ S , então:

Gfk [u] = G(x,Du,D2)− h̃(x,w) + h̃(x, uk)− h(x,w).

Se k = 0, segue que Gf0 [u1] = 0 ≥ Gf0 [w] no sentido de viscosidade, assim,

por comparação segue que w ≥ u1. Agora, como Gfk [uk+1] = o ≥ Gfk [w], segue

w ≥ uk (A.35)

tomando k →∞ (16.20), se confirma então que:

u∞(x) = inf
wS

w.
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Lema do Corte

Com o intuito de assegurar a validade do lema do corte, usado nos comentários

finais que visaram oferecer aplicações do estudo do problema singularmente perturbado,

segue a prova abaixo:

Lema A.3. Se u é solução de viscosidade de

H(x,Du)F (x,D2u) = 0 em B1 (A.36)

então u é solução de viscosidade de

F (x,D2u) = 0. (A.37)

Prova. Vamos provar apenas o caso em que u é supersolução, uma vez que o caso para

subsolução promete ser análogo. Para isso, considere uma função teste φ tocando u por

baixo em x ∈ B1. Por simplicidade, supomos x = 0.

Pode-se supor também, sem perda de generalidade, que u(0) = φ(0) = 0 ( em

face do argumento que v := u− u(0) também é solução de (A.36)), além disso , φ < u em

Br \ {0} para algum r > 0, por fim, vamos considerar φ quadrático, ou seja:

φ(x) =
1

2
x.A.x+ b.x (A.38)

Se b 6= 0, então da hipótese, ou seja

H(0, b)F (0, A) ≥ 0 implica F (0, A) ≥ 0.

Para o caso complementar, ou seja, se b = 0, suponha por contradição, a

negação da hipótese, ou seja, F (0, A) < 0. Levando em conta que F é uniformemente

eĺıptico, temos que ou A é uma matriz estritamente negativa o que nos conduz a um

absurdo, à luz da informação que b = 0, pode ocorrer também que A tenha pelo menos

um autovalor positivo.

Seja S a soma direta dos subespaços que gozam de autovalores positivos e PS

a projeção ortogonal em S. Iremos considerar a seguinte função

Ψ(x) = ψ(x) + |PSx| (A.39)

é uma função teste. Inicialmente, é válido notar que uma vez que u domina φ em Br,

então u−Ψ atinge mı́nimo em x0 ∈ Br no interior da bola para ε suficientemente pequeno.

Devemos agora verificar se há esperança de derivar duas vezes na vizinhança de x0, para

isso, note inicialmente que PSx0 6= 0.

Com efeito, se isso fosse falso, considere o fato que
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|PS | = max
|e|=1

e.PS (A.40)

e com isso, temos que a função teste φ+ εe.PSx toca u por baixo em x0 para todo e ∈ RN

com |e| = 1, assim pela hipótese assegurada em (A.36), temos:

H(Ax0 + εPSe)F (x0, A) ≥ 0 (A.41)

contudo escolhemos e tal que:

Dφ(x0) + ePSe 6= 0

de onde o resulta o absurdo que:

F (x0, A) ≥ 0

Portanto, PSx0 6= 0 e assim Ψ é uma função-teste genúına, ou seja, é suave

em uma vizinhança de x0, desse modo usando novamente (A.36) e o fato que x→ |PS | é

convexa, temos:

H(x0, Ax0 + εe0)F (x0, A+ εD2PS) ≥ 0

onde e0 = PSx0.|PSx0|−1. Por fim, como Ax0 + εe0 6= 0, vale

F (x0, A) ≥ F (x0, A+ εPS) ≥ 0

É válido destacar que acima, foi fortemente usado que D2PS ≥ 0, por ser

convexa como dito anteriormente. Assim, mais uma vez temos uma contradição e portanto

está provado o lema do corte.
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ESPAÇOS Lp,µ(Ω, ψ)

Definições Básicas

Considere a métrica ψ definida em RN , para x ∈ RN , ρ > 0, seja B(x, ρ) a bola

aberta de centro x e raio ρ, de acordo com a métrica ψ. A partir de agora, assumiremos

duas propriedades que fazem a topologia induzida por essa métrica ser equivalente a

euclidiana e além do mais ψ seja cont́ınua em todo o RN × RN , são elas:

(1) B(0, ρ) é convexa, ∀ > 0;

(2) existem números positivos C1, C2 e m ≥ n tais que:

C1ρ
n ≤ |B(0, ρ)| ≤ C2ρ

m (A.42)

Seja Ωx,ρ = Ω ∩B(x, ρ), com isso assumimos que a medida de Lebesgue desse

conjunto é pelo menos a medida de Lebesgue de B(x, ρ), isto é:

|Ωx,ρ| ≥ A|B(x, ρ)|,∀x ∈ Ω, 0 < ρ ≤ ρ0 (A.43)

para algum A > 0.

A seguir, segue a definição dos espaços de Hölder com a métrica ψ.

Definição A.1. (Espaços de Hölder) O espaço das funções Hölder cont́ınuas com expoente

α sobre Ω com respeito a ψ, denotado por C0,α(Ω, ψ), equipado com a seguinte norma:

||u||C0,α(Ω,ψ) := sup
x∈Ω

|u(x)|+ sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
ψα(x, y)

= sup
x∈Ω

|u(x)|+ [u]C0α(Ω,ψ).

Definição A.2. (Espaços de Campanato) Seja Lp,µ(Ω, ψ), com p ≥ 1,µ > 0, o espaço

das funções u ∈ Lp(Ω) tais que:

[u]Lp,µ(Ω,ψ) =

(
sup
x0∈Ω

ρ∈(0,d(Ω)]

|Ωx0,ρ|−µ
∫

Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|qdx

) 1
p

≤ ∞

onde ux0,ρ é a média integral de u sobre Ωx0,ρ.

Com efeito, (Lp,µ(Ω, ψ), ||u||Lp,µ(Ω,ψ)) é um espaço de Banach.
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Propriedades iniciais

Os próximos resultados ajudam a entender o comportamento da média ux0,ρ

quando ρ→ 0.

Lema A.4. Considere u ∈ Lp,µ(Ω, ψ), p ≥ 1, µ ≥ 0, e seja σ ∈ (0, ρ). Então, existe uma

constante C1 > 0 tal que, para quase todo x ∈ Ω, vale

|ux0,ρ − ux0,σ| ≤ C1

(ρµm − σµm
σm

)
[u]Lp,µ(Ω,ψ).

Prova. Seja σ ∈ (0, ρ) e x0 ∈ Ω arbitrário. A partir de agora, afirmamos que:

|ux0,ρ − ux0,σ|p ≤ 2p
(
|u(x)− ux0,ρ|p + |u(x)− ux0,σ|p|

)
para q.t.p x ∈ Ωx0,σ.

Integrando sobre Ωx0,σ, e levando em conta que Ωx0,σ ⊂ Ωx0,ρ, além de (A.42)

e (A.43) temos:

|ux0,ρ − ux0,σ|p ≤ 2p|Ωx0,σ|−1

( ∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|pdx+

∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,σ|pdx

)

≤ 2p

C1σmA

( ∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|pdx+

∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,σ|pdx

)

=
2p

C1σmA

(
|Ωx0,ρ|µ|Ωx0,ρ|−µ

∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|pdx

+ |Ωx0,ρ|µ|Ωx0,ρ|−µ
∫

Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,σ|pdx

)

≤ 2pCµ
2 (ρµm + σµm)

AC1σm
[u]pLp,µ(Ω,ψ)

tomando a raiz p-ésima na desigualdade, segue o resultado.

Lema A.5. Seja u ∈ Lp,µ(Ω, ψ), p ≥ 1, µ ≥ 0 e h um inteiro positivo. Então existe uma

constante C2 tal que, para quase todo x ∈ Ω e ρ ∈ (0, d), vale:

|ux0,ρ − ux0,2−hρ| ≤ C2ρ
α(1− 2−αh)[u]Lp,µ(Ω,ψ)

onde α = m
q

(µ− 1).

Prova. Aplicando o lema anterior com σ = ρ
2
, segue que:

|ux0,ρ − ux0,
ρ
2
|p ≤ 2pCµ

2 (ρµm + (ρ/2)µm)

AC1(ρ/2)m
[u]pLp,µ(Ω,ψ).
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Como

(ρµm + (ρ/2)µm)

(ρ/2)m
= ρpα2−pα(1 + 2αm)

vale

|ux0,ρ − ux0,
ρ
2
| ≤ 2

( Cµ
2

AC1

) 1
p
ρα2−α(1 + 2αm)

1
p [u]Lp,µ(Ω,ψ) = K(u)ρα.

Assim, pela desigualdade triangular, segue:

|ux0,ρ − ux0,2−hρ| ≤
h∑
j=i

|ux0,21−jρ − ux0,2−jρ|

≤
h∑
j=i

2
( Cµ

2

AC1

) 1
p
(2(1−j)ρ

2

)
)α(1 + 2αm)

1
p [u]Lp,µ(Ω,ψ)

= K(u)ρα
h∑
j=i

2α(1−j) ≤ K2(u)
1− 2−αh

1− 2−α
ρα

onde K2(u) = K(u)
1−2−α

.

Lema A.6. Seja u ∈ L1,µ(Ω, ψ), com µ > 1. Então, para quase todo x0 ∈ Ω, existe é

finito o limite

lim
ρ→0

ux0,ρ := ũ(x0)

e satisfaz

|ux0 ρ − ũ(x0)| ≤ C3ρ
m(µ−1)[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

onde C3 é independente de x0.

Prova. Uma vez que toda sequência de Cauchy é convergente, a ideia é provar inicial-

mente que {ux0,2−hρ}h é uma sequência de Cauchy. Assim, considere j, s ∈ N e assuma,

sem perda de generalidade, que j < s. Então, para ρ0 = 2−jρ,

|ux0,2−jρ − ux0,2−sρ| = |ux0,ρ0 − ux0,2j−sρ|

≤ K(u)

1− 2−α
ρ−α0 (1− 2α(j−s))

≤ K(u)

1− 2−α
ρα2−jα → 0 (j →∞)

onde foi levado em conta a desigualdade obtida no lema anterior.

Desse modo {ux0,2−hρ}h é uma sequência de Cauchy para cada x0 ∈ Ω e cada

ρ ∈ (0, d). Agora fixado ρ, vamos mostrar que o limite
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lim
h→∞

ux,2−hρ = ũ(x)

é independente de ρ. Seja σ ∈ (0, d), sem perda de generalidade, seja σ < ρ. Então,

vamos mostrar que:

lim
h→∞
|ux,2−hρ − ux,2−hσ| = 0.

.

Pelo lema A.4, temos:

|ux0,2−hρ − ux0,2−hσ| ≤ C1

(
(2−hρ)µm+(2−hσ)µm

(2−hσ)µm

)
[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

= C1

(
ρµm + σµm

σµm

)
(2−h)m(µ−1)[u]L(1,µ)(Ω,ψ) → 0 (h→∞).

Assim, ũ é independente da escolha de ρ e

ũ(x) = lim
ρ→0

ux0,ρ.

Finalmente, a última parte da tese segue como aplicação direta do lema 2.

Lema A.7. Seja u ∈ L(1,µ)(Ω, ψ), µ > 1, a, b ∈ Ω e ρ = 2ψ(a, b). Então existe uma

constante C4 > 0 tal que:

|ux,ρ − uy,ρ| ≤ C4ρ
m(µ−1)[u]L(1,µ)(Ω,ψ) .

Prova. Fixe a, b ∈ Ω e considere ρ = 2ψ(x, y). Uma vez que Ωx,ρ/2 ⊂ Ωx,ρ ∪ Ωy,ρ e para

quase todo z ∈ Ωx,ρ/2

|ux,ρ − uy,ρ| ≤ |u(z)− ux,ρ|+ |u(z) + uy,ρ|.

Assim,
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∫
Ωx,ρ/2

|ux,ρ − uy,ρ|dz ≤
∫

Ωx,ρ

|u(z)− ux,ρ|dz +

∫
Ωy,ρ

|u(z)− uy,ρ|dz

= |Ωx,ρ|µ|Ωx,ρ|−µ
∫

Ωx,ρ

|u(z)− ux,ρ|dz + |Ωy,ρ|µ|Ωy,ρ|−µ
∫

Ωy,ρ

|u(z)− uy,ρ|dz

≤ ρm(µ−1)ρm[u]L(1,µ)(Ω,ψ) + ρm(µ−1)ρm[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

= ρm(µ−1)(2ψ(a, b))m[u]L(1,µ)(Ω,ψ) + ρm(µ−1)(ψ(a, b))m[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

≤ ρm(µ−1)(2diamΩ)m[u]L(1,µ)(Ω,ψ) + ρm(µ−1)(2diamΩ)m[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

= C4ρ
m(µ−1)[u]L(1,µ)(Ω,ψ)

Relação entre L(p,µ)(Ω, ψ) e C0,α(Ω, ψ)

Teorema A.7. Seja Ω satisfazendo (A.43) e p ≥ 1. Se µ > 1, então:

C0,α(Ω, ψ) ∼= L(p,µ)(Ω, ψ)

com α = m
p

(µ− 1)

Prova. Seja u ∈ C0,α(Ω, ψ), x0 ∈ Ω,ρ > 0. Então, levando em conta a propriedade da

métrica ψ e (A.43):

|Ωx0,ρ|−µ
∫

Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|pdx =
1

|Ωx0,ρ|p

∫
Ωx0,ρ

∣∣∣∣∣
∫

Ωx0,ρ

(u(x)− u(y))

∣∣∣∣∣
p

dx

≤ |Ωx0,ρ|−µ
1

|Ωx0,ρ|p

∫
Ωx0,ρ

[ ∫
Ωx0,ρ

|u(x)− u(y)|

]p
dx

≤ |Ωx0,ρ|−µ
1

|Ωx0,ρ|p

∫
Ωx0,ρ

[ ∫
Ωx0,ρ

Kψα(x, y)

]p
dx

≤ |Ωx0,ρ|1−µKp2αqραp.

≤ (Kp2αq)A1−µ|B(x0, ρ)|1−µρm(µ−1)

≤ (Kp2αq)A1−µC1−µ
1 ρm(1−µ)ρm(µ−1)

= (AC1)1−µ.

Tomando o supremo na desigualdade acima em x0 ∈ Ω,ρ > 0, conclúımos que

de fato u é uma habitante do espaço de Campanato com expoente (p, µ) no domı́nio Ω

com a métrica ψ.

Para a inclusão contrária, é suficiente considerar o caso p = 1, com efeito, se

u ∈ L(p,µ)(Ω, ψ), então pela desigualdade de Hölder:
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|Ωx0,ρ|
−(1+µ−1

p
)

∫
Ωx0,ρ

|u(x)− ux0 ρ|dx ≤
( ∫

Ωx0,ρ

|u(x)− ux0,ρ|dx
) 1
p |Ωx0,ρ||

1− 1
p |Ωx0,ρ|

(1+µ−1
p

)

=
(
|Ωx0 ρ|−µ

∫
x0,ρ

|u(x)− ux0 ρ|q
) 1
q

tomando o supremo, segue que:

L(p,µ)(Ω, ψ) ⊂ L(p,1+ 1
p

(µ−1))(Ω, ψ).

Feito isso, seja u ∈ L(1,µ)(Ω, ψ). Inicialmente seja ũ como no lema A.6, é fato

que esta função é Hölder cont́ınua com expoente α, ora, para x, y ∈ Ω e ρ = ψ(a, b). Vale,

pela desigualdade triangular:

|ũ(a)− ũ(b)| ≤ |ũ(a)− ux,ρ|+ |ũ(b)− uy,ρ|.

Pelos lemas A.6 e A.7, segue que:

|ũ(a)− ũ(b)| ≤ (2C3 + C4)[u]L(1,µ)(Ω,ψ)ρ
m(mu−1)

= 2m(µ−1)(2C3 + C4)[u]L(1,µ)(Ω,ψ)(ψ(a, b))m(µ−1).

Para o que segue, a ideia é mostrar que ũ = u em quase todo ponto, para isso, vamos

mostrar que ux ρ converge em L1(Ω) para u, quando ρ→ 0. Isso implicaria em particular,

que existe uma subsequência de {ux,ρ}ρ que convergente em quase todo ponto.

∫
Ω

|u(x)− ux,ρ|dx =
1

|Ωx,ρ|

∫
Ω

∣∣∣ ∫
Ωx,ρ

(u(x)− u(t))dt
∣∣∣dx

≤ 1

A|B(0, ρ)|

∫
Ω

∫
Ωx,ρ

|u(x)− u(t)|dtdx

≤ 1

A|B(0, ρ)|

∫
B(0,ρ)

∫
Ω

|u(x)− u(x+ t)|dtdx→ 0 (|t| → 0).

Uma vez que a topologia induzida da métrica ψ é equivalente e a euclidiana,

isso é equivalente a ψ(0, t)→ 0, ou seja, ρ→ 0, ademais foi usado acima a densidade das

funções cont́ınuas em L1(Ω). Finalmente, pelo lema (A.6), ux,ρ converge uniformemente

para ũ em quase todo ponto em Ω, logo, da unicidade do limite segue que u = ũ em quase

todo ponto, e assim u é de fato Hölder cont́ınua com o expoente α.
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