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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho obtemos estimativas de regularidade 6tima e melhorada
para uma classe de equacoes parabdlicas nao homogéneas com degenerescéncia dupla,
que estendem as generalizagoes naturais da equacao do calor, a saber, o p-Laplaciano e a
equagao dos meios porosos. A parte final é devotada ao estudo nao-variacional de modelos

elipticos nao lineares via um método de perturbagao singular.

Palavras-chave: escalonamento intrinseco; analise tangencial; problema de perturbacao

singular.



ABSTRACT

In the first part of this work we obtain an optimal and improved regularity score for a class
of inhomogeneous parabolic equations with double degeneracy, which extend the natural
generalizations of the heat equation, the saber, the p -laplacian and the porous media
equation. The final part is devoted to the non-variational study of nonlinear elliptical

models via the singular perturbation method.

Keywords: intrinsic scaling. tangential analysis. perturbation singular problem.
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LISTA DE SIMBOLOS

¢ um conjunto aberto, limitado e conexo do R¥;

signfica que € contém ¥ e o dltimo se trata de um conjunto compacto;
¢ o conjunto das matrizes simétricas de ordem N com entradas reais;
signfica que ¢ é suficientemente pequeno (€ > 1 é suficientemente grande);
representa a medida N-dimensional de Lebesgue do conjunto .S;

indica a medida (N — 1) dimensional de Hausdorff;

¢ a bola centrada em xy € R™ de raio r;

é a matriz (¢;1;);;

é a parte positiva da fungdo u definida como max{w,0};

é a parte negativa da fungao u definida como max{—u,0};

é o vetor gradiente (24); ;

T4

s . . 2
¢ a matriz hessiana (524 ), ;.
10T
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1 INTRODUCAO

Esta tese é composta por duas partes que estudam problemas afins quanto a
sua natureza duplamente degenerada. A primeira parte do trabalho é devotada ao estudo
da regularidade C®% 6tima e melhorada para solucdes fracas e limitadas, cujo prétipo é

dado em forma divergente (com estrutura, a ser apresentada a posteriori)

u — divA(z, t,u, Vu) = f(z,t) em Qr

onde o termo fonte f pertence a um espago de Lebesgue com norma mista e Qp = Qx (0, 7))

onde €2 C R™ um conjunto aberto e limitado e T' > 0.

uy — div(m|u|™ | VulP2Vu) = f(z,t) em Qr, (1.1)

ou
8:{;1-

~ 0
U — Z di{m|u|m_1 a_;i
=1

1=

}:f(a:,t) em Q. (1.2)

param >1ep > 2.

E digno de nota os casos m = 1 (p>2) e p = 2 (m>1), que representam
respectivamente a o p-laplaciano de evolucao e a equagao dos meios porosos. Além disso,
nao deveriamos esquecer que também generaliza a equagao do calor ao considerarmos
m = 1 e p = 2. Em suma, nossa abordagem ¢ estdvel quando m — 17 e p — 2%, que
permite-nos incluir os casos limitrofes m =1 e/ou p = 2.

Além do interesse inerentemente matematico, este estudo se faz necessario, por
exemplo, na andlise da filtracao turbulenta de um gas ou um fluido em um meio poroso,
andlise de imagens e problemas sobre len¢éis freaticos (veja (1)), (68)), (70) ).

Uma caracteristica intrinseca quanto ao modelo é sua lei de degenerescéncia
dirigida por uma dupla nao-linearidade, cujo “mdédulo de elipticidade 7, i.e, |u|™ ! |[Vu[P~2,
colapsa ao longo dos pontos onde a solucao zera e dos pontos singulares da mesma,

nomeadamente

Z(u) ={u=0} e L(u)={|Vul =0}

Além do mais, a presenca de tal tipo de lei de degenerescéncia sugere o uso
de escalonamento intrinseco e técnicas tangenciais de carater geométrico adaptadas ao
nosso contexto. Por essa razao, iremos considerar novos aspectos no argumento original
apresentado, por exemplo, em (3) e (29), no cendrio das equagoes de evolugao do tipo
p-Laplaciano e (8) para o modelo correspondente duplamente degenerado.

Durante esse capitulo, serao procuradas informacoes quantitativas para solugoes

fracas que dependem apenas de parametros universais do problema, ou seja, quantidades
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que dependem somente dos parametros m e p, da dimensao, de estimativas a priori para o
modelo homogéneo, e limitantes inicialmente dados para o campo A. E valido destacar a
importancia desse tipo de informacao, que desempenha um papel decisivo em diversos con-
textos matematicos: andlise de blow-ups, andlise relacionada em problemas geométricos
e de fronteira livre, andlise de comportamento assintético de certas solugoes, e para esta-
belecer resultados do tipo Liouville, para mencionar alguns exemplos (cf. (40) e (102])).

Particularmente, nos estamos interessados em estimativas de regularidade Holder
para solugdes localmente limitadas como em ([1.2)). E vélido destacar, que os insights
que foram primordiais para dirigir os resultados expostos a seguir, foram inspirados em
técnicas de teoria de regularidade para equagdes nao lineares e problemas de fronteira
livre (cf. (100), (102) e (110)).

Até o presente trabalho, foi desenvolvida uma linha sucesséria que data do
inicio dos anos 90. A existéncia de solugoes foi provada por Sturm em (104)), a limitagao
das solugoes foi encontrada por Andreucci em seu trabalho (4), a Holder regularidade para
solugoes limitidadas foi assinada Porzio e Vespri em (91)) e a desigualdade de Harnack
explorada por Fornaro e Sosio em (58)).

Vale ressaltar que as contribuicoes dadas nessa parte do trabalho se estendem
(no que diz respeito ao cendrio C%®), bem como melhoram, em certa medida, os resul-
tados seminais anteriores de Aratjo et al [(5]), Teorema 6], Aratjo [(8), Teorema 1.1],
Diehl [(53]), Teorema 2.5] e Teixeira-Urbano [(101)), Teorema 3.4] fazendo uso de técnicas
de escalonamento intrinseco e uma abordagem tangencial geométrica ajustada ao nosso
cenario duplamente nao-linear de forma unificada.

Em resumo, na primeira parte da tese serda derivado um expoente otimo e

melhorado, em alguns cendrios, nomeadamente:

o := min { max a;lomp 2OZITIom(p — 1) (pq _ n)r —Pq
Pm + afom(m +p—3) pm(m+p—2) [ "q((r—1)(m+p-2)+1] |’
onde agem € (0,1] é o expoente Holder 6timo para o problema homogéneo com coefi-

cientes constantes e ¢~ significa que podemos escolher qualquer valor s € (0,¢), e

{2 se m=1
Pm =
p se m > 1.

Serao levadas em conta, hipdteses estruturais sobre a serem apresentadas a

posteriri e as condigoes de compatibilidade

1 n 2 n
-+ —<I<-—4+-
r o pq r o q

que implicam (devido a extensao escolhida para os parametros) condigoes de

¢

‘ compati-



bilidades fortes”

1 n
-+—<1
r o pq

3
—+m
r

(S

(-3)

q

+ﬁ >2 (para q,r >1).
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Assim, como o advento desse expoente 6timo e melhorado generalizamos e

unificamos (em certos cendrios) resultados ja existentes na literatura como atesta a seguinte

tabela,
Equagao Modelo Condigoes de Compatibilidade Regularidade Holder 6tima Referéncias
u—Au=f 1<2+72<2 a=2-(3+1%) BD e @)
u — Aum = f 14 25 <1 a = min {—ai‘b"“, 75[:3:7&:;2{1)]]} ®)
m=f Ly n — mi 2050m (2g—n)r—2
ug — Au™ = f st <1 « = min {2+(m—H1)aH(,,,. , q[”‘frf(m71q)] } ©B3)
— n oy 2 1 n _ __(pg=njr—pg
(o [ [m—1 -2 _ s 1 3 — in 4 CHom (P pq—n)r—pq
uy — div(m|u|™ " Vul[P*Vu) = f 7t ﬁ <lei+ % >2 «= IIllIl{ !’IIL+I7_2 i q{(r—l)(?n-%—[l—?)-%-l]} @

Por fim, como consequéncia desse achado, serao derivados duas aplicacoes sao
elas: uma lema do tipo Liouville e um resultado de aproximacao assintética; no primeiro
mostraremos que uma solugao inteira para o modelo homogéneo associado a com
uma taxa de crescimento adequada deve ser constante, na ultima aplicagao sera mostrado
que se p e m estao proximos de 2 e 1 respectivamente e f tem integrabilidade adequada,
as solugoes de estao préximas de funcgoes caldricas.

Na segunda parte ¢ feito um estudo nao variacional de modelos elipticos nao
lineares por meio de perturbacao singular, assim como na primeira parte da tese, a classe
de modelos goza de dupla degenerescéncia.

O prototipo dessa classe é dado da seguinte forma, fixado um € > 0, desejamos

encontrar uma funcao nao negativa u¢ solucao da viscosidade para

in Q
on 0f),

H(x, Vu)F(x, D*uf)

u(x)

Ce(@, uf)

P€
g() (%)

em um dominio limitado Q C RY, onde 0 < g € C°(99Q), e F é um operador de segunda
ordem, totalmente nao linear e uniformemente eliptico. O foco do estudo se concentra
nos modelos de reagao-difusio com compartamento singular O(e™!) préximo das e- ca-
madas, ou seja, {u® ~ €}, a assinatura desse processo de difusdo é o seu cardter nao
homogéneo sendo assim anisotrépico e diferentemente do primeiro modelo colapsa apenas
no gradiente, mas de forma nao homogénea.

Os esforgos dessa parte da tese se destinam a mostrar que sobre hipdteses apro-
priadas, para e — 07, a familia de solugdes {u®}.~q de sao aproximacoes assintoticas
da solugao ug de um problema nao linear de fronteira livre de uma fase, que surge nat-
uralmente na formulagao de problemas de propagacao de chamas e teoria de combustao,
a saber: Dado Q@ C RY um dominio limitado e suave e funcdes 0 < f,g € C(Q) and

0 < Q € C°%Q), desejamos encontrar uma “hipersuperficie” Ty := 9" C  tal que o
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problema de Bernoulli de uma fase (veja, (98, Capitulo 4))

Lu(x) = f(x) in O\

u(r) = o(r) on 00 13
u(z) = 0 on

8—3(:15) = Q(x) on Iy (em um sentido adequado)

admita uma solucao nao negativa para um operador eliptico de segunda ordem
L (na forma divergente ou nao) com estrutura adequada. Como veremos, além de de-
scobrir os candidatos naturais a resolver , a hipersuperficie deve ser escolhida como
Ty = 0{u > 0}.

A técnica de perturbacao singular tem dentre seus proventos o estudo de prob-
lemas de minimizagao descontinuos na teoria dos pontos criticos de funcionais nao lineares,
onde o monumental trabalho (2)) de Alt-Caffarelli marca a génese da teoria que se presta

a analisar problemas da forma

1
min / (—]Vv|2 + Q($)X{y>o}> d. (1.4)
HO(Q) 2

via=9 Q

com hipéteses adequadas g > 0 e @ > 0. Que tem equacao de Euler-Lagrange

Ay = Q(x)dp(up) em £ (1.5)

em um sentido distribucional apropriado. Assim, os minimizadores de (|A.2]) sao obtidos

como limite uniforme quando € — 0" do problema

Auf(z) = Q*(2)B.(u°) em Q (para B ~ e_lx(oﬁ)).

o que justifica o estado da arte do estudo corrente, como uma generalizacao de

E pertinente tracar os desenvolvimentos dessa técnica de perturbagao singular
que tem como impeto os problemas nao lineares de uma fase e sua conexao intrinseca
com o problemas de combustdo bem como o problemas de propagagao de chamas (ver
configuragao estaciondria).

Precisamente, eles aparecem na descri¢ao de chamas laminares como um limite
assintético para a formulagdo nao linear de modelos de ativacao de alta energia com
termos de fonte (cf.(22)), (28), (73), (80) e (112)). Em uma estrutura geral, tais modelos
correspondem ao limite de ¢ — 0 em , ou seja, um problema de fronteira livre nao
homogéneo de uma fase, onde a reagao-difusao é conduzida por um operador duplamente
degenerado (cf. (7)), (90) e (94)):
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G(z,Vu,D*u) = f(x) em {u>0}, (para fe€ C%Q)NL>(Q))
u(z) > 0 em {2
_ (LFBP-NH)
H(z, |Vu(z)]) < T(z) em 0{u>0}, (para0<T € C%Q))
u(z) = g(x) em 9ON.

A condic¢ao que H impoe em u é comumente referida como condicao de fronteira
livre.

O desenvolvimento matematico desses problemas regularizadores forneceu im-
portantes avangos cientificos na teoria de reservada aos problemas de fronteira livre. His-
toricamente, seus estudos datam do trabalho pioneiro de Berestycki-Caffarelli-Nirenberg
(12), o cenario eliptico linear foi enderegado (cf. (99) para analise de EDPS elipticas da
teoria de propagagdo de chamas via tratamento variacional) que analisou uma equagao

do tipo traco com termo de transporte dotada de coeficientes C*

tr(A(x)D*u(x)) + (b(z), Du(x)) + c(z)u(z) = B.(u).

Antes de apresentar os avancos recentes no cendrio totalmente nao linear, de-
vemos citar algumas contribui¢oes fundamentais de varios autores sobre problemas de
perturbagao singular homogéneo/nao homogéneo (uma e duas fases e sua contraparte
parabdlica), bem como problemas variacionais com estrutura uniformemente eliptica e
degenerada, veja (23)), (24)), (28), (73), (81), (82), (85), (89), (88) e (90) :

( div(A(z)Vu®) = TI'(z)Be(uf) Operador uniformemente eliptico
d1V(|Vu€|P 2Vuf) = Be(u®)+ f-(x) p-Laplaciano
(Q(Wu Dy ) = Be(u®) g-Laplaciano em espacos de Orlicz-Sobolev
d1v(\Vu [Pe(®)=2T4f) = Bc(uf) + fo(z) p(x)-Laplaciano
ue > 0 em
Au® = fS:(u®)+ fe(z) Problema de duas fases para o Laplaciano
Auf —uf = fBe(uf) + fe(x) Problema caldrico de duas fases
\ div(|[Vus|P=2Vus) = Be(u®) Problema de duas fases para o p-Laplaciano

Coube a Teixeira em (97) iniciar a investigagdo no nicho das EDP’s elipticas

totalmente nao lineares singularmente perturbadas como
F(z,D*uf) = B.(u®) in Q com wuf >0, (1.6)

onde f.(u®) — dy (medida delta de Dirac). O autor prova a regularidade Lipschitz 6tima
para solucgoes de , assim como a compacidade H'! para operadores do tipo Bellman.

Ricarte e Teixeira, finalizaram a anélise iniciada em (97). Com efeito, eles
provaram, dentre outras propriedades analiticas e geométricas , que a condigao de fronteira

livre é dirigida por um novo operador, nomeadamente ™, o perfil de recessao, que surge via
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um argumento de blow-up ao longo da familia de equacoes elipticas geradas pelo operador
original F' (ao leitor interessado recomenda-se (95) para a contraparte parabdlica desses
estudos).

Na sequéncia, Silva e Ricarte em (92, Teorema 1.3) obtém as estimativas de

regularidade Lipschitz global para

F(z,Vu®,D*u®) = B.(uf) em Q
u(x) > 0 em ()
em Of),

I
()
—
oy

I
=2
&

e (90) desenvolveu uma abordagem para com um termo nao homogéneo como (3.6)).
Finalmente, em (7)), Aratjo, Ricarte e Teixeira provam resultados similares de existéncia,
regularidade 6tima e geométrica para uma classe de problemas de fronteira-livre elipticos,
totalmente nao lineares, anisotrépicos e degenerados (com (A0)-(Al), e (3.5) em

vigor) como segue
Vue[PF(D*uf) = (. (z,u°) em € com p>0e u® >0.

Por fim, cabe pontuar os avancos recentes e tratar das origens e motivacoes
que regem a classe de operadores do nosso estudo, com efeito, uma das caracteristicas

principais do caso modelo
u— [|[Vul? + a(z)|Vu|? Au (com(3.2)) em uso) (1.7)

¢ a sua transicao entre duas taxas distintas de degenerescéncia, que depende dos valores
da fungdo moduladora af(-).

Por essa razao, o processo de difusao apresenta uma assinatura eliptica nao
uniforme e dupla degenerescéncia, que mistura duas diferentes poténcias de operadores
do tipo p—Laplaciano na forma nao-divergente (cf. (6)), (16), (I7), (18), (19) e (64)). Tal
protétipo em pode ser entendido como uma extensao nao-variacional de certos tipos

de integral do célculo das variagdes com condigbes de (p, ¢)—crescimento como segue

(WEP(Q) + ¢, L™() 3 (w, f) s min /

Gyww LT fw) iz, (DPF)
Q

q

onde a € C%*(Q,[0,00)), para algum 0 < « <1< p < ¢ < oo and m € (N, o).
Finalmente, cabe observar que mimizantes de (DPF)) exibem elipticidade nao

uniforme e duplamente degenerada em um caso modelo com um tipo de (p, ¢)—estrutura:

div(A(z, Vu)Vu) = f(r) em Q, onde A(x,&):=[EP72 +a(z)[E]?2
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Para trabalhos relacionados recomenda-se (10), (44), (45), (46), (47) e (87).

Agora, voltemos a modelos nao-variacionais como . Com relagao a estima-
tivas de regularidade para modelos com degenerescéncia nao-homogénea, o ponto inicial
foi dado por De Filippis no seu manuscrito (43)), onde a regularidade Cﬁ)’?— para solucoes

no sentido de viscosidade
[[VulP + a(z)|Vu|] F(D*u) = f € L*(Q), (com (A0)-(A1) e (3.2) em vigor)

foi obtido, para alguma « € (0,1) dependendo de parametros universais. Na sequéncia,
da Silva e Ricarte em (38)) estabelecem estimativas 6timas para o gradiente de modelos
dirigidos por , bem como um numero de aplicagoes dessas estimativas em fronteira

livre geométrica e EDP’s elipticas nao lineares(cf. (41)) e (35)).
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2 EDPS PARABOLICAS DUPLAMENTE DEGENERADAS

2.1 Introducao ao estudo da regularidade 6tima

Este capitulo tem como referéncia o trabalho (31)), seu objetivo é derivar es-
. . a, s - .. ~ ,q-
timativas C},." para solugoes fracas e limitadas de uma classe de equagoes parabdlicas

duplamente degeneradas, cujo protétipo na forma divergente é dado por:

u — div(A(z, t,u, Vu)) = f(z,t) in Qp:=Qx(0,7) (2.1)

com estrutura, a ser apresentada a posteriori, o termo fonte f pertence a um espaco de
Lebesgue com norma mista e Q7 == Q x (0,7, com Q C RY aberto e limitado e T' > 0.

O caso modelo para o estudo é dado pelo (m, p)- Laplaciano:

uy — div(m|u|/™ VulP2Vu) = f(z,t) in Qp :=Q x(0,7). (2.2)

Esse estudo visa estender a literatura de equacoes degeneradas parabdlicas,
para além dos modelos ja conhecidos, recuperando estes tltimos como casos particulares,
a saber, param = 1 em [2.1] tém-se o p-laplaciano de evolugao, agora o caso p = 2 encontra
a equacao de um meio poroso, finalmente usando as duas condigoes limitrofes anteriores,
ou seja, p=2em =1, temos o operador do calor.

Ao contrério dos casos recuperados por [2.1] o caso modelo possui uma lei de
degenerescéncia dupla, colapsando ao longo do nivel 0 da solugao u e dos pontos singulares

do gradiente desta, ou seja:

Z(u) :={u=0} and S(u):={|Vu|=0}.

o que notoriamente ira influenciar o desenvolvimento das estimativas, por exemplo, parte
da andlise que derivam as estimativas Holder acontecem em uma vizinhanga de Z(u).
Finalmente cabe ressaltar que as estimativas Holder para solugoes localmente
limitidas obtidas terao carater étimo e melhorado. O referencial tedrico para este estudo
¢ guiado pela uniao das técnicas de escalonamento intrinseco e uma abordagem de anéalise

tangencial no espirito dos trabalhos ja presentes na literatura.

2.2 Preliminares: Hipdteses estruturais, geometria intrinseca e resultados de

regularidade

Nesta secao serao dadas as hipoteses que governam a estrutura da classse de
operadores duplamente degenerados desse trabalho e a geometria, dada pelos cilindros
parabolicos, onde se procederd a analise para o expoente Holder, dito 6timo e melhorado,

ao final o resultado principal é enunciado.
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Seja A: Qpr x RxRY - RN¥ e f:Qp = R, no que segue m > 1ep>2:
(P1) [Elipticidade Degenerada|. Existe uma constante positiva C; tal que para quase
todo (x,t) € Qr, vale:

(A(z,t,u, Vu), Vu) > C1P(|u])|Vul?.

(P2) [Condigao de Crescimento]. Existe uma constante positiva Cy tal que para quase
todo (z,t) € Qr, vale

|A(z, t,u, Vu)| < Co®(|u|)|[VulP!
onde ® : RT — R* é uma funcao continua, que satisfaz

118™ T < B(5) < 8™ Vs € [0, 00

wl S (I)(S) S 1/}2 ,VS S (00700)

para constantes positivas v; < v, Y1 < Y9 que podem depender de cotas locais ou

globais para o supremo da solugao.

(P3) [ Oscilacao dos Coeficientes| Existe um médulo de continuidade w4 : [0, 00) —

[0,00) e uma constante universal C4 > 0 tal que

|A($,t, 875) - A(x07t07 57€)|
Ou(x,t, kg, tg) =
AmbIat) = BP, BERIEE
< C-A ' w_A(‘(l’,t) - (l’o,tg)’)

(P4) [ Integrabilidade do termo fonte| O termo fonte f € L%"(Qg) = L"(0,T; LI(Q)),
i.e., em um espago de Lebesgue com norma mista, (cf. (I1)), que é um espago de

Banach com a seguinte norma:

; o\
[fllLar@r) = (/0 (/Qlf(xatﬂqdﬂf) dt) :

Ademais, serao assumidas as seguintes condigoes “fracas de compatibilidade”:

1 2
LAY P (W-CC)
r o pq r q

que implica (devido a extensao escolhida para os parametros) condicoes de

‘ compatibil-
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idades fortes” (basta somar m(1 — 1/r) em 2/r +n/q > 1)

1 3 1
Sl —+m<1——>+2>2 (para gq,r > 1). (S-CC)
T pq r r q

Abaixo, segue uma ilustracao das regices W — CC e S — CC"

Figura 1: Regioes W-CC e S-CC.

2-m

Fonte: elaborada pelo autor.

Antes de enunciar os resultados auxiliares, se faz necessario fixar a geometria

onde as estimativas Holder serdao processadas. Serao considerados os cilindros parabdlicos

Q, (zo,t0) = By(wo) X (to — 1’ to]

onde 6 > 0 é o fator de escala temporal intrinseco dado por

«9::p—a(m+p—3):p—a(m+p—2).<1—m>, (2.3)

e a > 0 é o expoente Holder 6timo dado por (sharp|). Ademais, observe que

—1
P <60 <p paraqualquer p>2 e m>1.

14 £ -
+p—|—m—2_

Por fim, seguem as ferramentas para o desenvolvimento do processo iterativo
que seguird com o objetivo de derivar o expoente 6timo e melhorado da classe de oper-

adores regida pelo (m, p)—Laplaciano.
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Definicao 2.1. Uma funQdO localmente limitada € uma solucdo de em Q2 x (0,T], se

u € Coe((0,T5L*(Q)) e (|u|)|Vu| € L} .(Q7) para cada conjunto compacto K C Q,
cada [t1,ts] € (0,T] e para ¢ € H} (0, T; L*(K)) N LY (0, T; W'P(K)) vale:

/u¢dw / / [ 57 HA@ V) - vz/;] dxdt:/ttQ/Kﬁbdxdt.

Acontece que quando solucgoes da equacao existem, no que diz respeito a sua

regularidade temporal pode-se exigir pouco, alids, em geral u; tem sentido apenas como
distribuicao. De posse disso, se faz necessario uma formulagao equivalente para solugoes
fracas que contemplem a natureza das solugoes do (m, p)-Laplaciano, e assim surge uma
nova ferramenta: a média de Steklov de uma fungao v € L'(Q7), definida, para 0 < h <

T, como

=

t+h
[ u(.,7)dr, sete (0, —hl,
¢

up, =
0, sete (T —h,T)|
Por meio da definicao da média de Steklov, temos agora em maos a seguinte
definicao para solucao fraca:
Definigao 2.2. Uma fungao localmente limitda € solucdo fraca de seu € Cioe(0,T5 L2(R2))
e, para cada compacto K C ) e para cada 0 <t <T — h,

/ ()t + (Ae, b, Vi) )y Vi) = / futbda (2.4)
Kx{t} Kx{t}
para toda 1) € Wol’p(K).

O préximo passo se dd em obter estimativas integrais dos niveis da solugao
que medem o comportamento da funcao proximo ao infimo e ao supremo no interior de
cilindros apropriados.

Teorema 2.1. Seja u uma solucao fraca da equagdo . Entao existe uma constante

v =7(Co, C1,n, K x [t1,t1], ||¢||Lar (7)), tal que para cada cilindro Qr e cada k nivel :

t1<t<ta

sup /(u — k)3&P(z, t)dx + C’//(IJ(]uMV(u — k) 4|PEPdadt <
h K

to
¢ [" [ w-wiegldadt + CIIfll
t1 K

Prova. Seja k > 0 e £ € WH(K), tomando ¢ = (uj, — k)P como uma funcio teste
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para a equacao (2.1)), para t € (1, ts] arbitrario, temos:

/t/(uh)t(uh — k) 1€Pdxds +/t/(A(a:,t,u,Vu))h.v((uh —k)L).EPdwds

+p// (z,t,u, Vu))pn.VE(u — k)1~ 1dxds_//fh wp — k) EPdads.

t1

Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da identidade, e

passando o limite com h — 0 :
t . t
//(uh)t(uh — k) &Pdxds = 3 //@(uh — k)i&Pdads
tm K t1 K

t

//(uh) (up, — k)+&Pdxds — — / u— k)LEP (2, t)dr — %K/ u — k)?+€P(z,t,)dr—
—g / ;[ (u — k)27 Le,dads

t 1
/t1 /Kut(u — k) &Pdxds > é/l{(u — k)ié(x, t)dr — 5 /K(u — k)3 (x,t))dx

- g/t /K(u — k)2€PY)g | dads. (2.5)

Agora, para a segunda integral do lado esquerdo:

t1 K

/t/(A(%ta%VU))h-V((Uh —k)y).EPdxds — /t/A(m,t,u,Vu).V((u — k)1).EPdxds

com efeito, V(u — k)+ = £Vu.l{n_p), >0} em quase todo ponto, e segundo a propriedade

(P2):
Az, t,u, Vu).Vu > Co®(|u|)|VulP.

assim, obtém-se
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t

//(.A(x,t,u, V). V((u — k)s) Edrds > co//cb(yu\)w(u )L Perduds. (2.6)

t1 K t1

Similarmente, para a terceira integral do lado esquerdo, quando h — 0,

p/tltI[(A(x,t,u, VU))h.ngp—l(u—k)idxds_>p/t1t/KA(I’t7u’ Vi) VE.£ (1) o dids.

Agora, novamente por (P2):

|A(z, t,u, Vu)| < C1®(Ju])|[Vu|P~?
e se valendo da desigualdade de Young, obtemos:
t
p/ /A(m,t,u,Vu).V{.{p1(u—k)i
t1 %
t
<pC1 [ [ @UuIT (0= Rl )2 Vededs
t1
K

< pC) / / B(jul)|[V (1 — K< [P (u — k) o€ | VE|drds
t1 JK

< pC, (p; 1) /tt/(I)(|u|)|V(u k) |PEPdads
'K

1 t
+p01—/ / B([ul) (u — k)2 |VEPdzds
b t1 JK

finalmente,

t t

/ / Al 1,0, V). VEE (uF)sdwds < pC, (2 - ) / / ([u))|V (u—k) s [PePdads+

t1 K t1 K

1 / p p
o / Z O (|ul)(u — kY, |VE[dads. (2.7)

Para o termo de menor ordem,ou seja, o lado direito da equagao, temos pela

desigualade de Holder para j =qgel = qqu
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/fh(uh — k’)ifpdl' =

K

< [ (un = k)Pl [ fnllg

s;qu,q,Kv(u/kuh-—kaiﬁpdx)énfauq

K

passando o limite A — 0 e usando a propriedade estrutural (P3), obtem-se:

[ st wgrir < @) ( [ rpea) i,

K

integrando em s:

//fu— sevdods < Cla Kt - )7 ([ (u- Rerde) | fllune
i

1
<L /(u R2EPdr 4 Cltt, K )] e (2.8)

t1<s<t

Relembrando que

j/WWW“*%?W“Z—j/PWw%vmnvm%—mggM@

—p//(A(l‘,t,u, Vu))n. VE(u — k)1 dds —/I[fh(uh — k) &Pdxds.

t1 K
Finalmente, usando as estimativas ({2.5)), (2.6)), (2.7) e (2.8) , segue que:

1
5/( k)ié(x,t)dr — %/u— i xtldx——//u— VAEPTHE |dads <
K K
—Cy O(|u])|V(u — k)PP dxds —|—pC’1 (Ju])|V(u — k)x|PEPdxds+
/] Ik

t
1 1
wpCiy [ [ @(u)u-bIDEPdedss < 5 s [(u=kPeda+ et Ko, r) 1l
t1<s<t
t1 K
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Organizando os termos

t

[ we e+ 2(Co— o= 1) [ [ S(Qu)IV(a— BsPerdsds <

K t1
t t
p//(u )2 Le, | duds + 201//<I>(|u|)(u— k)| DEPdads+
t1 K t1 K

1
+/(U - k)ifp(matl)dx—i— <3 sup /(u - k)Qépdx + O(tlata Kaqar)HfH%q”“

t1<s<t
K

Tomando o supremo para t € (t1, 3] o resultado segue

1 <t<tg

sup /(u — k)ié(z, t)dr + //(I)(|u|)|V(u — k)1 |PEPdzdt <
th oK

C (u — k)26P71 & | dodt + O(|u|)(u — k)5 |DEPdadt
/] /]

+CI 1%

]

Como consequéncia da estimativa de energia temos uma desigualdade do tipo
Caccioppoli:
Proposigao 2.1 (Estimativa do tipo Caccioppoli ). Seja K x [t1,1s] C Q2% (0,T]. Se
u € uma solugdo fraca de (2.1), entdo existe uma constante C' > 0, dependendo somente

den, p and K X [t1,t5] tal que

to
sup /u2£pda:—i—//®(|u])|Vu]p§pdxdt
t1<t<ta
K K

to to
SC//ﬁﬁﬂMMM+//MMWWWWMﬁ+ﬂm@W
t1 K t1 K

para cada § € C°(K X (t1,12);[0,1])

Prova. Segue nas linhas da prova anterior considerando o nivel & = 0. [
Observacao: Cabe ressaltar a importancia da Proposicao anterior como meio

para se desenvolver a andlise tangencial do nosso problema que sera feita, a posteriort,

em outras palavras, poderemos conectar o nosso problema a outro que goza de regular-

idade superior via um argumento de compacidade que é provento da desigualdade do
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tipo Caccioppoli obtida anteriormente e assim obter por vias de um processo iterativo as
estimativas Holder desejadas.

Na sequeéncia, seguem resultados de regularidade para EDP’s duplamente de-
generadas como na equacao. Tais estimativas podem ser encontradas em (66), (67), (63),
69), (70), (91) e (LLT)):
Teorema 2.2. Seja u uma solugao fraca localmente limitada da equagao . Suponha
que (P1)-(P4) e W-CC valem. Entao, u € localmente Hélder continua in Qr, e para cada

subcojunto compacto K C Qr, existem constantes v > 1 e ag € (0,1) tal que

|Mm¢n—u@mmn37-Qm—wa%+nwg%am—wwﬁ)

para cada (z1,1t1), (€2, t2) € K.
Agora, se faz necessario evocar a regularidade étima para equacoes do tipo

p-laplaciano de evolugao
Qyu = u; — div(a(z,t)|Vul’*Vu) = f(z,t) em Qp para p>2, (2.9)
cujos coeficientes sao continuos e satisfazem
0<Lo<a(zt) <L < em . (2.10)

Ademais, f € L9"(Qy) satisfaz W-CC. Nessa diregao, seguem as estimativas 6timas para
esse tipo de equagao (12.9)).

Teorema 2.3. Seja u uma solucao limitada de . Suponha ainda que as condig¢oes
W-CC and s@o vdlidas. Entdo, u € localmente C%* na varidvel espacial e %% na

varidvel temporal, onde

4 (pg — n)r — pgq

Ao —Dr —(»—2)] o=20+{1-dp

O dltimo passo para a construgao do conjunto de ferramentas para a andlise
tangencial e consequentemente do processo iterativo é o lema de (m, p)-aproximagao, este
por sua vez pode ser visto como um caminho entre dois pontos, cada ponto é uma classe
de equagodes, no nosso caso vamos usar a desigualdade de Cacciopolli e conecta a classe
de operadores desse trabalho a uma fungao (m, p)-caldrica ganhando assim regularidade
para o nosso problema em um dominio menor do que o ambiente posto para o estudo. A
ideia da prova serd por contradicao.

Lema 2.1 ((m, p)-Aproximagao). Se u é uma solu¢ao fraca da equagdio em Q7

com |[uf| o (ory < 1, entdo Ve > 0 eziste 6 = d(p,n,m,e) > 0 para o qual satisfaz a
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sequinte propriedade: sempre que

maX{Hflqu,r(Ql), sup  sup @A(y,T,x,t)} < 6.

O<p§p0 (y,T),(-'l‘,t)er

existe uma fungdo (m,p)-calorica ¢ : Q7 — R, i.e.,
2

%—dwm(@w)):o n Q. (2.11)

com A satisfazendo (P1)-(P3) com Cy = Cy, 71 = 72,92 = 19 e w =0 tal que
— . 2.12
|u ¢||LOO(Q1) <e (2.12)
2

Prova. Suponha por contradicao, que o lema nao seja valido. Entao, para algum g > 0,

devem existir sequéncias

(0,—1;L2,(Q), com |u;|®(|uy|)7 € LF

loc loc

(u;); € Gy,

loc

(07 -1 Wl’p(Bl))u

(A;); satisfazendo (P1)-(P4) e (f;); € L?"(Q)7 ), interligadas por

O
% —divA;(z,t,u;, Vu;) = fij(x,t) em Q (2.13)
com 1
llmgry <1 o max{llfillzarry Oamme0) < (2.14)

para todo 7 € N. Entretanto, para qualquer solucao fraca ¢ de (2.11)) temos

||u; — ¢||Loo (QQ > 0y paratodo j. (2.15)

Agora, seja a fungao cutoff £ € C5°(Q7), tal que 0 < ¢ <1, com £ =1 em Q%
e { =0 em 0,0 . Assim, uma vez que u; é uma solucao da equagio (2.13)), a estimativa
de Caccioppoli (Proposigao assegura, com a ajuda de ([2.14), que

0

sup /u?fpdx—l—//q)(]uj])\Vuj]pﬁpdxdt§ C. (2.16)

~1<t<0
B S1 B

Com efeito, pela Proposicao anterior

to
sup /u2§dx+//q)(|u|)]Vu|p§pdxdt
t1<t<to e
1

K
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to to
sc//ﬁeﬂwmw+//wwmmwwm¢+mmmw
t1 K t1 K

Nomeando as integrais do lado direito da desigualdade como:

to
5://ﬁgw@wﬁ
t1 K
to
D= [ [ e(ulupiveras
t1 K

temos,

SSf/@mm:dm@<m (2.17)

1
-1,
em face da escolha da funcao cutoff e da magnitude da norma ||ul|o, . Quanto a D, temos:

0

Ds%//wwmw—wmn@<m (2.15)

-1 B

levando em conta a condicao estrutural para ®, a hipdtese sobre a norma ||ul|s (usada
novamente) e o grau de liberdade dos parametros m e p. Assim, usando (3.15), (3.16) e

a hipdtese sobre a norma L% do termo fonte da equacao segue a identidade ([2.16)).
De agora em diante, seja v; = F(|u;|), onde F é uma primitiva de @%, entao
[V [P = ®(Juy]) V[P

e assim

0
||VUJ||p ( ) //|ij|pdxdt //<I> lu;|)|Vu;|.[PEPdzdt < C
3

—20 B -1 B

Desse modo, moédulo subsequéncia,
Vv; =~ Z fracamente em LP (Q;) . (2.19)
2

Além disso, pelo teorema , a sequeéncia (u;); ¢ equicontinua e por (2.14)) é
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equilimitada, entao pelo teorema de Arzela-Ascoli, a menos de uma subsequeéncia,

Uj — Uoo uniformemente em Q; (2.20)

Por fim, podemos identificar por meio das equagoes (2.19)) e (2.20) e da unicidade do

limite na topologia fraca que = = Vv, uma vez que temos convergéncia pontual
v; = F(Ju;]) = F(uw) :=v.

Finalmente, passando o limite em ([2.13)), concluimos que u,, satisfaz (2.11)),

que fornece uma contradi¢ao perante (2.15) para j > 1.
]

Observagao 2.1 (Normalizagao e “ regime de ajustamento de magnitude pe-
quena”). E possivel normalizar a solugao u definida em Q)1, de modo que a funcdo
resultante satisfaga as condi¢oes do lema[2.1] Mais precisamente, para um 6 >0 e s > 0

fixado, existem constantes positivas jn = u(0, s, ||ul|ze, || fllzer) tal que a fungdo
v (@, t) = pfu(p’s, pt),

satisfaca as condi¢oes do lema[2.4, onde 7:=s(m — 1) +2s(p — 1) > 0,

0<p<ming 1 ! \/ 0 r\[/ 0
p<min< 1, - 7 S 7
Sl gy VI lzaren 17 Y i (g5)
K = 3[2(]9 — 1) + m] _ <% + (2p—1)s;&—s(m—1)> + s

= s(m+p-—2) [(1—%)—1—@—1)72)} + sp [1—(}%4—%)} +s

€ uma constante positiva que € heranca da condicao de integrabilidade W-CC' e
II:=2s(2p+m—2) >0, umavezque m>1 e p>2.
Com efeito, a funcgdo v, satisfaz no sentido fraco a sequinte equacao:
(vu)e = div(Ap(z, £, v, Vo)) = ful(z,t)

onde

Au(x,t,r, ) — Ms(mfl)+23(pfl)A(usx7,urt’ qusn ,qusg)
fk(x,t) — /ubs[Q(p—1)-1—771]-"-8.]1‘(/ubsx7 ,U,Tt).
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que € vdlida desde que T = s(m — 1) 4+ 2s(p — 1).

Dito isso, tomando:

1

v/ HUHLOO(Q;)

podemos contar com a limitacao essencial de u em Q)7 e sua norma € no mdzimo 1.

0<p< (2.21)

Voltando a atencdo ao termo fonte, calculamos a sua norma no espaco de Lebesque misto:

0 r
fullZar 0y = /(/!fu(a:,t)]qd:c> dt

By

el
0 a
= / ( / usp(p‘l”m”slf(um,;ft)|"dw> dt

-1 B1
0

— e Dem- / ( / f(y,pft)lqd2> dt

~1 B,
0

= el ( / f<y,w%>r‘1dz> dt
BM

_M79

s+s2(p—1)+m]—2 £
_ M+[(p )+m]—= "1l e @)

resta mostrar que

k=s2(p—1)+m]— Zill+s>o

Ora,

+s

1
K= sp 1—(2%——) ——
pq T r o rim+p—2)

que € estritamente positivo, sequndo (W-CC|) e o grau de liberdade para r. Assim,

tomando:

1 1
+s(m+p—2)[1——+

)
0<p< g (2.22)
\/ g +1

garantimos que o termo fonte f tem norma no espaco de Lebesque misto de expoentes q,r
no mdximo 0. Por fim, para garantir o controle da oscilagdo pela mesma cota superior

obtida para o termo fonte, usamos (P3) e a defini¢io de © 4,, para obter:
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sup sup O, (z,t,70,19) <
0<PSPO (I,t),(mo,to)er

pT qup sup Ou(ptm, pTt Wi, 1tg) <
0<p<po (z,t),(w0,t0)EQ,

< pP I C 0 ([, 17) — (10, 17t ) )
P2 (Cy 4 Dwa (| (w0, 1) = (0, p7to)]) < 6

desde que:

o

WA1< 3 ) (2.23)
Catl

O<p< 7

Assim, seque de (2.21)), (2.22)) e (2.23) que o “regime de ajustamento de mag-

nitude pequena” para o lema de (m, p)-aproximacdo € vilido desde que:

J

1 J
17 » A A 1 5 )
\/ HUHLOO(Q;) ”fHLq’T(Qf) +1 Ve (CA+1)

0 < p <min

na fungao vy,.

2.3 Resultado Principal

Ao longo dessa secao sera enunciado o principal resultado desse capitulo (com
prova adiada para a se¢ao seguinte) além de um panorama geral sobre as implicac¢oes desse
fato para além das notas desse texto, apresentando os cendarios onde de fato a estimativa
pode ser vista como melhorada e 6tima diante dos resultados ja encontrados na literatura.

Mais precisamente, sera derivado o expoente 6timo e melhorado em certos
cendrios sobre regularidade étima de integrabilidade dadas por (W-CC)) e respectivamente
(S-CC)) para a Holder regularidade das solugoes fracas da equagao sobre as condig¢oes

(P1)-(P4). Mais precisamente seré encontrado

- 200 (p—1 —n)r—
«a := min { max YHomP , VHom (P ) , (pg —n)r — pq , (sharp)
Pm + aHom(M +p—3) pm(m+p—2) | "ql(r—1)(m+p—2)+1]

onde agem € (0,1] é 0 expoente Holder 6timo para o problema homogéneo com coefi-

cientes constantes e ¢~ significa que podemos escolher qualquer valor s € (0,¢), e

2 se m=1
Pm = (pm)
p se m > 1.
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Levando em conta as definicoes anteriores, segue o resultado principal desse

capitulo:
Teorema 2.4. Seja u uma solugao fraca e limitada da equagao (2.1) em Q7 e suponha

[e3
C!,y

que (P1)-(P4) estao em vigor. Entdo, u € C, 7 (Q7) (no sentido parabdlico), i.e., existe
uma constante Mo(universal) > 0 tal que

g (QI

<M [y + 1) -

onde o € (0,1) € definido por (sharp)), 6 € dado por (2.3)), e

U — u(xo,t
= uts O)HLM(Q/JO(IO,tO)ﬂQl)
2

— (67
0<p<po (107t0)€Qp0 Po

ul . ‘= su inf
[l g (o;) p
Observacao 2.2. O teorema assequra a a-Hélder continuidade, em face da segao [4)

Com efeito, serd visto na ultima parte da tese que os espagos de Holder quando equipados

da métrica parabolica sao idénticos aos espacos de Campanato.

Atente que
My < opom Ppara qualquer p>2 e m > 1, (2.24)
onde B B
My = max{ YHom!” 20110 (P = 1) } .
P+ @om(m +p = 3)” pp(m +p —2)

Ademais, cabe ressaltar que, em vista de (S-CC|), podemos escrever (sharp)

Ccomo segue

(pg —n)r —pq _ p[l_(ﬁzJ“%)]
dr=emrp =3 1= (F ] +{[Prma-D 3] -2

€ (0,1).

O caréter 6timo das estimativas deve ser entendido como segue:

Cn)r— ~ a, g
{ Se My < % entdao u € Cloci para qualquer o < My;
(pg—n)r—pgq x g _ (pg—n)r—pg
Se. My > qtitmip-2rrr]  ontao u € O’ para &= =Dt

Quanto ao expoente ayem Otimo, a funcao de Barenblatt

B mz—;—S
B P IE

0 t<0
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é a solucao fundamental da equagao

uy — div(mlu|™ | Vul|P~2Vu) = 0,

onde
XM=n(m+p—3) e b(m,n,p):p_1 m+p—31 .
Pm4p—2)N7"
Um expoente Hélder étimo sugerido por ((67), p. 2012) e (70, Observacao 3.4))
deve ser
(Hom = TN {1, m’%pl_g} . (2.25)

Quando o termo fonte é essencialmente limitado

a%min{Mﬁ,%}
m+p—

’ . D p—1
Além disso, e R

Nesse contexto, usando (2.24]) and (2.25)) conclui-se que

se, e somente se m > 2.

—1
O<a§p— q =r =00 para qualquer p >2 e m > 2.
m+p—3

Para finalizar essa secao serao mostrados os cendrios que o resultado obtido

por Aratjo (8, Teorema 1.1) dentre outros, de fato, é melhorado. Para tanto devemos ter,

20 -1 _ _p-1

ara qualquer >2 e m>1 2.26
pu(mtp—2) " mip2 Do A= - (2.26)

entdo, devemos impor (para m > 1) a seguinte condicao algébrica:

OomP Z aHom(p_ 1) = Hom S m — 1 P .
P+ Qgom(m +p —3) m+p—2 p—1p+m-—3

(2.27)

tal condigao surge quando comparado os coeficientes obtidos por Aratjo e (sharp|) usando
(2.26).

Assim, analisamos os seguintes cenarios:

(1) Por exemplo, para m = 1, que nao estd incluido em (12.27)), onde agom = 1 € py, = 2

em (sharp)). Temos

_ (pg—n)r—pg
dllp—1)r —(p—2)
o que concorda com as estimativas Gtimas de Teixeira-Urbano em (101, Teorema
3.4).
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(2) Se p = 2 entdo a equagao ([2.27) permanece verdadeira para qualquer m > 1. Em
particular, as estimativas de regularidade do recente resultado em (53, Teorema 2.5)

(veja também (5], Teorema 6)).

(3) Se =L P > 1, entdo (2.27) é vélida trivialmente. Tal condicdo implica

p—1 " pfm—3
mzp{(p—l) (1—;)+1}.

-1 p ~
(4) Por outro lado, se 7=.-—E— < 1 em (2.27), entdo podemos comparar com o

resultado esperado (e conjecturado) como limitante superior 6timo em (2.25)) (para

m > 2). Assim,
p—1 <m—1 P

m+p—3~ p—1p+m-—3

se e somente se

{2 2= ) <[ (1-) 1]

Desse modo, temos os cenarios, que fornecem condigoes necessarias que mel-
horam a Holder regularidade, unificando e extendendo os resultados ja presentes na liter-

atura. Abaixo, segue as regioes citadas nos itens anteriores:

Figura 2: Regiao Z,, .

4 plp-1(1-2)+1]

Fonte: elaborada pelo autor.
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Na sequéncia segue a regiao onde as estimativas sao melhoradas:
Ty i={(m,p) € (1,00) x [2,00) : (2.27) ¢ vélida}. (2.28)

Com efeito, diante de (2), (3) e (possivelmente (4)), o que garante que Z,, , # 0.

2.4 Estimativas 6timas via processo iterativo

O processo iterativo que se inicia a partir de agora consiste em prover o ex-
poente 6timo para a equagao [2.1 com auxilio de 2.1} Veremos que hé o controle
da oscilacao nos cilindros parabdlicos , desde que a imagem da solucao no centro da base
dos cilindros tenha magnitude controlada.

Vale ressaltar que a escolha do processo iterativo nao é arbitraria, com efeito,
em face da dupla degenerescéncia, nao podemos usar a caracterizagao de Holder con-

tinuidade de Campanato-Da Prato. Ora, nao se sabe, a priori, se

u(pFz + o, pPMt + to) — ¢,
pka

para ¢, € N, uma sequéncia de constantes, é solucao de (2.1)), uma vez que

ug(z,t) =

)

u % — div(m|u|™ | Vu[P~2Vu)

nao é invariante por translacoes por constante.
A seguir, o primeiro passo do processo indutivo.
Lema 2.2. Fxisteme >0e )\ € (0, ﬂ ambos dependendo somente de parametros univer-

sais m,n,p e «, tal que se

max {||f||Ler(@u), Oaly, 7, x,t)} <e

e u € uma solugdao fraca de (2.1) em Qi , com HuHLw(Q;) <1, entao

[0}

A
HuHLm@;) <\ desde que lu(0,0)] < T

Prova. Fixado um § € (0, 1) a ser escolhido a posteriori o lema de (m,p)— aproximagao

2.1| garante que existe € > 0 pequeno o suficiente e uma solugao fraca ¢ de (2.11]) tal que

=0l (gr) <

a
GHom )

Hom
Seguem de (67) e (9I) que ¢ € C,. "™ (Q7) para um expoente Holder
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0 < agom < 1 e p, como em (p,)). Em particular, no cilindro #-parabdlico vale

m—1

lo(2,t) — &y, )| < v [ |2 —y|*Hom + [u]] * < PR/t = s|omom [V (2,1), (y,5) € Q7 -
Q 2

Loe N

=

Escolhendo A € (0, 1] temos Q} C By x (—47.0] = Q7.
2
Assim, para m > 1 (e (2.28]) em uso) afirmamos que ¢ satifaz

sup |o(z,t) — ¢(0,0)] < (resp. --- < CX se m=1)

(z,t)eQx
para A < 1, a ser escolhido, e C > 1. Por outro lado , para qualquer m > 1 e p > 2 segue

2aHom (P—1)

sup |p(x,t) — ¢(0,0)] < CArmbEn=
(I,t)EQA

De fato, para (z,t) € @, e m > 1 (e (2.28)) em uso) temos

[#(x,) = $(0,2)] +1(0,1) — 6(0,0)]
kel — Ofmom + It — 0] -

kl)\aHom—{—sz P
7 (resp. < max{ky,ko}X se m =1),

|¢(I7 t) - ¢(O’ 0)|

IN A

IAIA

max{ky, ko

onde foi usado que para m > 1 vale 6 < p, que implica agom > 60‘1;‘”“ (resp. para m = 1,
segue que agem = 1 and 2 < 6 < p, implicando em 1 < g) Por outro lado, para qualquer

m > 1ep>2uma vez que

p—1 _ 20-1

0>1
Jr10+m—2_10+m—2

obtemos

[¢(z,) — $(0,1)] +16(0, 1) — ¢(0,0)]
kil = 0fem + It — 0] -

e Ao - e\

AHom(P—1) 2aHom(P—1l)

kl)\ p+m—2 +k2)\pm(p+m 2)

Hom (P—1)

max{ky, ko } A o = 2,

|¢(z, 1) — ¢(0,0)]

IAIA A IA

VAN

Assim, para m > 1 (e (2.28) em uso) podemos obter a estimativa usando o

lema de d-aproximagao (Lemma resultando

sup|U| < sup |U - ¢| + sup|gz§(:(:,t) - ¢(07 O)| + |u(07 O) - ¢(O7 0)| + |u(0’ 0)|
Qx @ Qx

< 25+C>\ —l—’\Ta (resp. §25—|—C)\—|—’¥ se m=1).
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Para qualquer m > 1 e p > 2 temos
suplu| < sup |u — @| + sup|g(x,t) — #(0,0)] + [u(0,0) — $(0,0)| + |u(0,0)]
Qx Qy Qx
2

2aHom (P—

(r—1) a
S 26 + C\pm(m+p-2) + /\T

Finalmente, tomando

ve o mmd (2 Fion 77 se o > 1
ymin g - | 75 e ' para m ,

(e (2.28) em uso)

1 (1\7= a
resp. A€ (0, min {1’ <E> }] e o€ (0, %] para m=1,

Para qualquer m > 1 e p > 2 temos

pm (m+p—2)
1 1 2afom (P—1)—apm (m+p—2) 2\
A ind = (4~ se o
€ <07 mln{47<4c> }] (§ € (O, 4:| ,

e finalmente juntando todas as desigualdades anteriores obtemos a desigualdade desejada
O

Observacgao 2.3. E importante ressaltar que devemos impor
Octom — pa > 0 (resp. 2agom(p — 1) — ap,m(m +p—2) > 0).

Ademais, invocando a defini¢do de 0 em (2.3), temos que param > 1 (e (2.28)

em vigor)

PCOHom
ae (0, resp. a € (0, 1) para m = 1),
(0 P ) (e ac 0.1 )

Por outro lado , para qualquer m > 1 e p > 2 temos

ae (0 2050m(p — 1) ) .

" pm(m+p—2)

Em ambos os casos, uma vez que agom = 1 € p,, = 2 quando m = 1, podemos

reescrever tais condigoes de maneira unificada

= (0, max{ POHom 2aHom<p - 1) }) 7

pm+aHom<m+p_3)’pm<m+p_2)
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onde p,, € dado por .

Com o intuito de obter um controle preciso da influéncia da magnitude |u(0, 0)],
as solugoes serao iteradas (usando o lema [2.2]) nos A- cilindros parabdlicos.

Lema 2.3. Suponha que as hipoteses do lema sejao validas. Entdo,

ak
||u||L°°(Q;k) < Aok desde que |u(0,0)] < T para todo k€ N.  (2.29)

Prova. A prova segue por inducgao. O caso k = 1 é precisamente o lema anterior [2.2]
Suponha agora que (2.29) seja valido para todos os valores j = 1,2,--- k. Para concluir

a prova checamos a validade da implicagao para j = k+ 1. Para isso, defina vy : Q7 — R

dada por
u(Nex, \FOt
'Uk;(l', t) = %
A fungao v é uma solugao fraca de
8vk . _
B div(Ag(z,t, v, Vug)) = fr(z,t) em Q,
onde
Ak(:zc,t, S,f) - Afka(m+p72)+k(pfl)A()\kl,’ )\ket’ )\kas’ )\(afl)kg)
fk(x, t) — )\—ka(m+p—2)+k(p—l)+kf()\km’ /\k:&t)'
A sequéncia de campos Aj pertence a classe que satisfaz (P1)-(P2). Com
efeito,
(Ar(z,t,5,€),§) = C1l(]s])[¢]7
[Ai(z,t,5,6)| < CoI'(Js])[€[77
onde

L(|s]) = A =Do(|s])
Ademais, a hipdtese de indugao implica que

u 0’0 )\(k+1)a A\
[1(0,0)] _ o
Mra = gpke g

HkaLm@l—) <1 e |w(0,0)]=

O termo fonte tem norma mista estimada como
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el Zar(@u)

</|kat\qu) dt

(/)\(—ka(m+p—2)+k(19—1)+k)q‘f()\kgj7Aket)’qd.I) th

I I
’L\o L\o “\o

By
q
= (//\[(—lm(er—2)+k(p—1)+k)q—nq]|f(Z7 /\kﬁt)|qdz> dt
B,k
_ )\[(—ka(m+p—2)+k’(p—1)+k:)q—nq];‘)\—ké)/ </|f 2,7 |qdz> dr
_)\ko
Assim,
r —ka(m+p—2)+k(p—1)+k)g—nk]Z —k0 r
el < Al(kalmtp=2)+k(p—1)+k)g—nkl] HfHL‘l””(Q;k)'
Agora, observe que
r(pg —n) — pq

[(fka(m+p72)+k(pf1)+k)qfnk}gkaEO R ey ey 1

Disto, como \ € (O, ﬂ, segue que

1fillzorory < M llzarory) < [1fllar@ry <9

Finalmente,

sup sup @Ak (y7 T, T, t) S sup sup @A(y7 T, T, t) S 5
0<p§,00 (y77_)7('7:7t)EQp 0<p§,00 (y7T)7(.Z’,t)Eka

Assim, vy recai nas hipéteses do lema De onde segue pela hipotese de
inducao,

(k+1)
Il €47 = Il g,y S,

O
Antes da prova do teorema principal, resta garantir que o controle imposto para
a oscilacao nas proposicoes anteriores nao é restritivo e funciona para raios pequenos.

Proposicao 2.2. Seja u uma solugao fraca e limitada da equagao (2.1) em Q7 e A como

no lema . Entao, para p € (0,A) e C > 0 uma constante universal, temos

poé
HuHLoo<Q ) < Cp®  desde que |u(0,0)] < T
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Prova. Inicialmente, definimos a funcao auxiliar ¢ : Q] — R given by

G, t) = Eu(Eha, €PN

com constantes a > 0 e £ > 0 a serem determinadas a posteriori.

A funcao ( satisfaz no sentido fraco

a 1 A P . —
X (At VO) = ft) Q.
onde
A(w, t,5,c) = EUHRE-D+Hm=D) g(gag emtp=stpay ¢—lg c—(1+a)c)
.]E(ma t) = £(1+a)(p_1)+(m_1)+af<€ax7 €m+p—3+pat>
Agora,

< 5[((1)—1)(1+a)+m—1+a)q—na}5—(m+z>—3+pa) I¥i yzw(

HfHZq,r(Q;) Q1)

onde a > 0 ¢é escolhido tal que
[((p—1)(1+a)+m—1+a)q—na]g—(m+p—3+pa) > 0,

escolha possivel gracas as condigoes de compatibilidade (W-CCl)

al(m+p=2)(r—1)+1]

<
A pq(r —1) —nr

Além disso, tomando ¢ < 1, recaimos no regime de ajustamento exigido em

029, ie.,

HCHLOO(Q;) <1 e maX{HfHLw(Q;w @A(yﬂ'ax»t)} <e.

Assim, dado p € (0, ), existe k£ € N tal que

)\k—i-l < ,OS )\k
mas, uma vez que
poc )\koc
0,0 < —< —

segue pelo teorema que
ko

De onde resulta

||U||Loo(Q;) < ||u||Loo(Q;k) < W < (X> = Cp~.
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Prova do teorema [2.4. E suficiente mostrar que existe uma constante My(universal) >

0 tal que
e = (0, 0]~ ) < Mop"™ (2.30)
De fato, pela continuidade de u, a imagem u(0,0) existe, e assim podemos
definir
1= (4)u(0,0))/* > 0. (2.31)
Agora, considere p € (0,)). Desse modo a andlise ocorrerd em trés casos
independentes:
Se p € [, A):
Nesse caso

ILLOC pOZ
0,0)| = — < —.

Assim, pela proposicao [2.2] temos

1
sup Ju(z, t) — u(0,0)] < Cp + [u(0,0)] < (c + Z) o (2.32)
Qp
Se p € (0, p):
Para (z,t) € Q, definimos
0
w(z,t) = u(#,aut)

Atente que |w(0,0)| = 1. Além disso, w satisfaz no sentido fraco

0
S div(Au (e tw, Ve) = fu(nt) em Qr
onde
A(z,t,s,6) = prlem=DHeDE-DA(uz, 1, u®s, o= 's)
fulw,t) = gl DH=DE=DI () 0t).

Assim, mais uma vez pela proposicao aplicada a u, segue que

1 Cu®
||w||L°°(Q1_) = EHUHLW(Q;) < e =C, (2.33)
pois |u(0,0)| = %. De posse da tltima estimativa, juntando com a regularidade C’loo’ca

obtida em [2.2] garante-se a existéncia de um raio py > 0, dependendo de parametros
universais, tais que

e, )] > ¢

8

De fato, da estimativa cy—Holder (Teorema obtem-se em ),

para todo (z,t) € Q.
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w(0,0)]
(W (T, tm) — w(0,0)] + [w(@m, tn)]
20
7+ (lemlo® + 7 ) + [0 )
ap
v (pé’f° +po”’"> +3

agf

=

IA A

IA

IN

m 1
27p(§0 + ]
onde (T, tn,) € @, ¢ um ponto onde w atinge o seu minimo. Assim,

1\ %00

Com isso w satisfaz no sentido fraco

ow , _ -

N — div(ag(z, t)|[Vw[’*Vw)) = f(z,t) em Q.

onde f € L9"(Q7) (com (W-CC) em vigor) e (z,t) — ag(z,t) = ag(z,t,w) é uma fungao
continua. Ademais,

1\ m-l
0<Cim (g) < ag(z, ¢, w) < Coval|w)| @) <

para constantes positivas Cy, Cy,7; e 72 provenientes das propriedades (P1)-(P2). Com

efeito, temos que pela propriedade (P1):
<Cl0<.§C, ta w)]Vw|p_2Vw, vw> > Cl’vw|pq)(|w|>
ag(z, t, w)|Vw[P > Ct|Vw|Py [w|™!
m—1

Clo(l‘, t w) > C’171 (%)
agora usando a propriedade (P2):
lag(z, t, w)|Vw|[P2Vw| < Co®(Jw|)|[Vw[P~!

ap(z,t,w) < CnyQHwHT;(lQI_).

Em outras palavras, podemos tratar o problema original (a luz das consideragoes anteri-

ores), como uma equagao do tipo p-laplaciano.

Assim, pelo teorema [2.10, w € C’d’%(Q;O), com

(pg—n)r—pg (pg — n)r — pq
gllp—1)r—(p—2)] ~ ql(r—1)(m+p—2)+1]

o=
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Adicionalmente, é valido

N . OfomP 2047, (P—1) (pg—n)r—pg
& > min § max Hom om
- {p'm+04H0m(7n‘i'p*3)7 pm(m+p72) ’ q[(pfl)rf(p72)]
. q 20, (P—1) (pg—n)r—pg
> aHomp Hom
= X fom (mp—3)? P (m+p—2) [ * q[(r—1)(m+p—2) 1]

Q.

Pelo teorema conseguimos uma constante Ko(universal) > 0

[ = w(0,0)][ o) < Kop®™ ¥ 0 <p< 2

Agora, uma vez que o < &, podemos concluir

sup [u(z,t) —u(0,0)] < Ko(pp)®, para qualquer 0 < pp < u%'
(xvt)te:P
Assim,
sup |u(z,t) —u(0,0)] < Kypp®, para qualquer 0<p< u@. (2.35)
(z,)€Q, 2
(3) Sepe [ug,n):
Nesse caso, obtemos (usando o item (1) e ([2.34)))
sup |u(x7 t) - U(O, 0)| < sSup |u(x, t) - U(O, O)'
(z,1)eQ, (z,1)€EQu
1 o
(C+a)n (2.36)
1y (2
< (C+)) (=
< (C+ 1) 2%(167) 20? p°

Assim, tomando

1 1 Pm o 1 Pma
Mg = max{c + 7 Ko, (C + Z) 24(16+y) @0? } = max{Ko, (C—l— Z) 2%(167y) @0 }

e combinando (2.32)), (2.35) e (2.36)), obtemos ([2.30)), para qualquer p € (0, A).

Finalmente, um argumento standard de recobrimento garante a estimativa

desejada em qualquer sub-dominio compactamente contido , ou seja

(4] .

< :
. ,%(Q ) < My(universal),

1
2

0 que completa prova. ]
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2.5 Aplicagoes
2.5.1 Um lema do tipo Liouville

Como aplicagao do teorema principal [2.4] resulta um teorema tipo Liouville,

que afirma que uma solucao fraca e inteira da equagao parabdlica duplamente degenerada
up — div(m|u|™ [ VulP2Vu) = 0

deve ser constante desde que |u(z,t)| = O(||(z,t)||¥) para uma semi-norma apropriada e
um expoente y > 0 a serem definidos a posteriori.

Antes da prova, seguem as notagoes necessarias : Dado § € (0,a), onde a €
(0,1) é o expoente 6timo de regularidade definido em . Agora, assim como antes,

definimos o escalonamento para a variavel temporal como:

0(8) = p(1 =)+ B3 —m). (2.37)

Para tal 0(3), consideramos os cilindros intrinsecos parabdlicos:

co®) = (— %7‘0(’8), %7’9(6)) x B-(0)

e a norma intrinseca:
(2, t)[]acs) = [t]'/*P + ||,

A seguir o resultado para a versao duplamente degenerada encontrado em (102,
Teorema 1), que seguird as mesmas linhas da prova.

Teorema 2.5. Seja u uma solugao inteira da equagao
Qump =ty — div(m|u/™ | VulP?Vu) =0 em R" xR,
Suponha que, para algum 0 < B < 1, vale
u(z,t) = O(l|(z,O)llys)  quando |[|(w,)]logs) — oo. (2.38)

Entao , u € constante.

Prova. Fixe um § < o < 1 (para o como em (sharp))) e um nimero R > 1 grande, e
defina Cf B =¢c a funcao

u(Rax, RY¥t)

Sr(z,t) = R

Inicialmente, iremos mostrar que

||8R||L°°(Cl) S C para R > 1. (239)
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Com efeito, seja (zg,tr) € C; um ponto onde S atinge o seu maximo, isto é

U(RZL‘R, Re(g)tR)
RA

|Srllc) = [Sr(zr, tr)| =

Agora, atente que

(R, R*Ptr)[[5) < (2R).

assim,
1 IS&l u(Rag, RYO)tR) lu(Rag, RYP)tg)| (2.40)
55 IORIIL=(C1) = < . .
S (2R)’ | (Rezz, RO ) [
A partir de agora tomamos o limite em (6.4) quando R — oo, e analisamos
dois casos:

1. Se H(R.Z‘R,RB(B)tR)Hg(ﬁ) — OO
Nesse caso, o lado direito em ([2.40)) é limitado, usando a hipétese (2.38). O

que confirma a afirmacao acima.
2. Se ||(Rog, Rt )||g(s) permanece limitado

Entao, uma vez que u ¢ continua, em conjuntos compactos

U(RLER, RQ(ﬁ)tR>
(2R)”

C
~ (2R)7

—0

e mais uma vez (2.39) é vélida.

Agora, observe que:

% (g,t) = RIG-PIL(Ry RIO))
Am,pSR(xa t) = R[p(liﬂ)+ﬁ(1im)+ﬁ] (Ammu) (R$7 Re(ﬁ)t)

Logo,

O div(|Sul"™ VS #VS) = 0 em €1 240

Agora, para f < a < 1 e seu correspondente 6(«), afirmamos que, pela
defini¢do em (2.37), 8 — 6(8) é uma funcao decrescente, entdo 6, < 6s. Portanto ,
pelo teorema obtemos

Sr(z, 1) — Sr(0,0)| < C - <|t|1/9(‘”‘) + |x|)“ V(z,t) € C2 (2.42)
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_— ~ 0
Usando a definicao da funcao Sy e escalonando-a em ) l(a)
2

sup [LEzRY D —u(0,0)]
p Ra(lﬂl/@(a)_’_‘xDa
691(0‘)

[u(a.)=u(0.0)
ot (7@ )

R
2

2
_ Sgr(z,R(P)+0()4) _Sk (0,0)]
— Rﬁ « su | R\, 5
e (77 )
Gl

2

B—a |Sg (z,R— (A F0()t) Sk (0,0)|
< R SUD (R0 T0(a)¢[1/0(@) 1 |z])=

G91(0¢>
2

= o(l) quando R — oo,

usando ([2.42), uma vez que foi tomado R > 1 grande o suficiente, pode-se assegurar que
R~ < 1. Finalmente, segue que u = u(0,0) em todo RY x R. O

2.5.2 Estimativas assintéticas para problemas “préximos” a equagao do calor

Nessa tltima secao serd provado que solugoes fracas de
uy — div(m|u|™ Y VulP*Vu) = f(z,t) em Q7, (2.43)

se tornam “assintoticamente suaves” enquanto o caso modelo “estiver” préximo (em uma
maneira apropriada a ser esclarecida em breve) a equagdo homogénea do calor Hu =
ur — Au = 0. Para isso, sera usada a estratégia (que pode ser encontrada em (105)) que
consiste em considerar o seguinte parametro:
m—1
5::—1 para m>1 e p>2. (2.44)
p —
Com ajuda de ([2.44]) e da regra da cadeia podemos reescrever a equagao ([2.43)

CcOomo

e = U(m, p, B)div(|Vu P2Ve ) = f(a,t) em  QF, (2.45)

p—1
1
onde ¥(m,p, f) = m<m> )
A partir de agora, serd considerado a formulacdo acima (2.45)) para o nosso
caso modelo. Além do mais a constante ¥ é estavel quando os parametros m e p estao

préximos aos da equacao do calor, i.e.,
U(m,p,8) =1 quando p—2T e m— 17,

Na sequéncia, serd derivado um mecanismo chave que fornece um link entre a
teoria de regularidade estudada aqui e a do operador homogéneo do calor.
Lema 2.4 (Lema da aproximacao caldrica). Dado 6 > 0, existe ¢ > 0 e € > 0,
dependendo somente de n e 0, tal que se u € solugdo fraca de com [[uf| ooy < 1,



max {|p — 2|, [m =1} <€ e ||fllorg) <€

entdo podemos encontrar w satisfazendo

wy—Aw = 0 em @

w = u em 0,Q7
2
tal que

suplw — u| < 6.
°
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*

(2.46)

Prova. Suponha para efeito de contradicao que a tese do lema nao se confirma. Isso

significa que deve existir um dy > 0 e sequéncias

/

(pj)js (my)j: (ug);, e (f7);

() =T

pj—1
\Ij(mj7pj7 5]) = mj(ﬂ;—&-l)

(v =
tal que
( . _2
(uj)e = W (my, pj, B;)div([Vu; [P~ Vuy) = f
() ]l ooy <1
||fj||Lq,r(Q1*) < %
[ Ipj =21 [m; = 1] < 5.
e
wy—Aw = 0 em @7
2
w = u em 0,Q;.
2

Entretanto,

para cada j € N.

em Qr

(2.47)

(2.48)
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Inicialmente, é vélido que
p; =+2,m;j—1 e p; =1 quando j — oc. (2.49)
Agora, como na prova do lema de aproximacao modulo subsequéncia,

Uj = Uso €M Qg (2.50)

Ademais, em vista de (2.49) e (2.50)), e mais uma vez argumentando como na
prova do lema de aproximagao podemos invocar o resultado de estabilidade, como em
(74), a fim de passar o limite na equacao satisfeita por w; para concluir que u, é uma

solucao fraca de

bt_Ah =0 em Qi

O que é uma contradi¢ao segundo (2.48)) para j suficientemente grande ([2.48)).
]

A regularidade assintética obtida com os parametros préximos ao caso linear
¢ motivo do ultimo teorema.
Teorema 2.6. Seja u uma solugdo limitada de (2.43), onde f € L¥"(Q7) e

1 n 3 1 n
<1l e Zqm(1-2)+-<2
r o pq r r q
estao em vigor. Dado, o € (0,1), existe um €9 > 0 tal que se max{m — 1,p — 2} < &,
entdo qualquer solucio de (2.43)) pertence a C*% (no sentido parabdlico). Além disso,

existe uma constante My(universal) > 0 tal que

[u]c“v% (QI) < M. |:HUHL°°(Q1_) + HfHL‘N"(Ql_)} '
2

Quantitativamente, tal estimativa € testemunha que u € e (QT)

Prova. Com ajuda do lema de aproximagao caldrica , i.e. lema [2.4] e fazendo uso das
estimativas de regularidade C’llo’cé para perfis caléricos h; — Ah = 0 (see (56, Ch.2, §3)),
pode-se proceder similarmente como na prova do teorema [2.4 Por essa razao, omite-se
os detalhes. O]
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2.6 Comentarios finais e outros problemas relacionados

A dltima secao se presta a apresentar uma familia de operadores onde os
resultados apresentados ao longo do estudo sao aplicaveis.
Exemplo 1. Um ezemplo tipico de operados que satisfazem as hipdteses (P1)-(P3), e que

podem ser aplicados os resultados do nosso estudo é dado por
(Qr, R,RY) > (,t,5,€) = A, t,5,€) = a(z,t)|s|" P2, for m>1,p>2,
onde a € uma funcgao limitada longe da origem e do infinito satisfazendo
|a(z) — a(z0)] < w(]z — 2l)

para um mddulo de continuidade w : [0,00) — [0,00). Pelo menos, no caso a = const. se
reduz ao bem conhecido operador (m,p)— Laplaciano.

Em conclusao, como consequéncia dos nosso resultados, é possivel agora discu-
tir questoes sobre a regularidade para solugoes fracas nao-negativas e limitadas de prob-
lemas nao lineares duplamente degenerados ( um tipo de equagao de Trudinger sublinear

k <min{p — 1,1}) como segue

(u®), — div(|VulP?Vu) = f(z,t) in Qp, for p>2 and ke (0,1). (2.51)

Tal equacao exibe uma caracteristica interessante: ela é singular no tempo,
uma vez que uf~! explode nos pontos onde {u = 0}, e é degenerada no espaco, uma
vez que o médulo de elipticidade, a saber, | Du[P~2, colapsa nos pontos onde {|Du| = 0}.
Neste cenario, fornecemos mais uma contribuicao para o estudo de tal classe de EDP’s, que
modelam a filtragao turbulenta de fluidos nao-newtonianos através de um meio poroso, ver
(50)) para um manuscrito esclarecedor sobre este tépico, e (61), e (54) e (79) para resultados
de regularidade relacionados para o problema homogéneo e a equacao de Trudinger.

Com efeito, equagoes como sao equivalentes aquelas como desde
que solucoes fracas estejam estritamente distantes de zero. Na verdade, realizando a

mudanga v = u¥, a equacgao (2.51)) se torna

. 1 a-we-y
vy — div (kp_lv e \Vv|p2Vv> = f(z,t) em Q.

Nessa configuracao, temos m = % +1>1parap>2e0< k<l
Assim, nés podemos acessar a regularidade 6tima/melhorada disponivel no teorema ([2.4)),

deste modo estabelecendo os correspondentes de (|2.51]). Precisamente, solugoes fracas de



a0

(2.51]) sdo C’g’ﬁ (Qr), onde

o ‘= min {max { Kp Qo QkQHom} k[(pg — n)r — pq] }
kpm+aHom(p_ 1_k)’ Pm ’ Q[(T’—l)(p— 1>+k]

e:p_a(p%).(l_%),

onde apey > 0 foram avaliadas recentemente em (61, Teorema 2.3).

Finalmente, como no Teorema [2.6| as estimativas prévias sao estaveis quando
o parametro k — 1~ | assim podemos recuperar as estimativas 6timas para o p-laplaciano

de evolucao discutidas em (101, Teorema 3.4).
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3 PROBLEMA SINGULARMENTE PERTURBADO

A parte final desse trabalho tem como referéncia princial o trabalho (30)
e destina-se ao estudo local e 6timo das estimativas geométricas Lipschitz 6timas de
solucoes de uma fase para problemas singularmente perturbados com degenerescéncia
nao-homogénea. Mais precisamente: fixado um parametro ¢ € (0, 1), aspira-se u® > 0

solucao de viscosidade para

{%(w,Vue)F(ﬂf»Due) = (@ u) em Q) ()

u(z) = g(x) em O,

em um aberto limitado Q@ C RY, onde 0 < g € C°0Q), e F um operador de segunda
ordem, totalmente nao linear e uniformemente eliptico.

O processo de difusao é assumido como anisotropico, ou seja, a difusao assume
propriedades diferentes em direcoes dintintas. Ademais a degenerescéncia do modelo é
dupla e nao-homogénea, colapsando quando |Vu‘| ~ 0. Por fim, o termo fonte tem
comportamento singular da ordem O (¢7!) préximo o nivel € da solugao.

Em suma, sob condig¢oes apropriadas, vamos mostrar que para ¢ — 07, a
familia de solugoes {u®}.-o para sao aproximacoes assintoticas de uma solucao de

uma fase uy para um problema nao linear e nao homogéneo de fronteira livre.

3.1 Hipoteses principais

Aqui seguem as hipdteses estruturais assumidas para o presente capitulo:

(AO) (Continuidade e Condigao de Normalizagao)

Fixado Q > 2 — F(x,-) € C°(Sym(N)) e F(-,Onxn) = 0.

(A1) (Elipticidade Uniforme) Para qualquer par de matrizes X,Y € Sym(N)
My N X =Y) < F(z,X) — F(z,Y) < ///\JCA(X -Y)
onde .4 fA sao os operadores extremais de Pucci dados por

M (X =AY (AN X)) o A (X) =AY a(X) + A alX)

e; >0 e;<0 e; >0 e; <0

para constantes de elipticidade 0 < A < A < oo, onde {¢;(X)}; sdo autovalores de
X.

Para obter as estimativas Lipschitz, devemos exigir um certo tipo de hipdtese sobre

os coeficientes da equagao:
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(A2) (w—continuidade dos coeficientes) Existe um médulo (uniforme) de continuidade

w : [0,00) — [0,00) e uma constante Cr > 0 tal que

Flz,X)—-F X
Q23 X,To — @F(q;’xo) = sup | (.T7 ) (l’o, )|
XeSym(N) |1 X]|
X£0

< Crw(lz — o)),

que mede a oscilagao dos coeficientes de I’ ao redor de zy. Finalmente, definimos

@F(J;, {Eo)

w(|z = o)

||| co(o) = inf{CF >0: < Cp, Vz,20 €Q, x;«éxo}.
Agora, cabe ressaltar que as propriedades de difusdo do modelo degeneram
ao longo de um conjunto de pontos singulares desconhecido a priori onde pode-se contar

com a existéncia de solugoes:
Fo(u, Q) ={x e Q €Q:|Vu(x)| =0}

Contudo a definicao acima nao leva em conta a natureza das solu¢oes, uma
vez que como dito anteriormente nao sabemos ainda quando existem, e neste caso, como
se comportam, dai o uso do termo desconhecido no paragrafo anterior. Por essa razao,

iremos destacar que H :  x RY — [0, 00) se comporta como
Ly - Kpgaz,[§]) < H(z,§) < Ly - Kpgalw, [€]) (3.1)
para constantes 0 < L; < Ly < 00, onde
Kpgal@, [€]) = [€]F + a(2)[€], para (z,€) € Q x RY. (N-HDeg)

Além do mais, para a degenerescéncia nao-homogeénea (N-HDeg), considera-

se que os exponentes p, g e a fungdo moduladora a(-) satisfazem
0<p<g<oo e acC’Q,[0, 00)). (3.2)

Grosseiramente falando, H satisfaz condigoes de crescimento distintas na origem

e no infinito:

H(x, )

H(z,¢) lim ———— 22
lél=+o0 |€]9(1 + a(x))

A TP+ a(@) © 000 e

€ [0,00)
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Ademais, (para p # q)

H($’§):—|—oo o lim H(:Uo,f): finito se a(zg) =0
=0t [&] gl=+o0  |E[P +oo  se a(mg) > 0.

Finalmente sobre o campo H temos que existe uma constante universal C; e

um moédulo de continuidade wy @ [0, 00) — [0, 00) tal que:

[H(z,&) = H(y, §)| < Cawal|z — y])IE]* (3.3)

Por sua vez, o termo de reagao, isto é, (.: 2 x Ry — R, , representa a
perturbacao singular do modelo. Para fins da nossa anélise, o comportamento singular
analisado ¢ da ordem O (1) ao longo das camadas do nivel € > 0, isto ¢, {u, ~ €}. Assim,

lidamos com termos de reacao satisfazendo

By < ((x,t) < éx(o,ﬁ)(t) +B, V(z,t)€e QxR (3.4)

para constantes nao-negativas A, By, B > 0. Atente que (. = 0 satisfaz (3.4]). No entanto,
podemos impor a seguinte condi¢ao de nao-degenerescéncia para assegurar que o termo

de reacao é genuinamente singular:

S = inf el (x,et) >0 3.5

QX[to,To} Cé( ’ ) ’ ( )

para quaisquer constantes 0 < ty < Ty < oo, onde .# nao depende de e. Intuitivamente,
(3.5) assegura que o termo singular se comporta como ~ %X(O,e) mais um termo nao-
negativo que permanece controlado uniformemente. De fato, um exemplo coberto por
essa analise sao termos de reacao construidos como um muiltiplo de uma aproximacao da

identidade mais uma funcao uniformemente limitada

1./t
Clx,t) = Q(:p)gg (g) + fe(x). (3.6)
Para tais aproximacoes, 0 < Q@ € C°(Q), 0 < ¢ € C*®(R) com supp ¢ = [0, 1], e
fe € uma funcao nao-negativa limitada longe do infinito. Finalmente, observe que o termo
de reacao (3.6) deve satisfazer (3.4) e (3.5) com A = || Q|| ||¢ || Lo ®,), Bo = iréf fe(x)
e B =||fellL):

3.2 Enunciado dos resultados principais

A fim de formular os resultados principais, se faz necessario introduzir algumas

defini¢coes. Como ponto de partida segue a definicao de solucao no sentido da viscosidade
de
G(z, Vu, D*u) = f(z,u(x)) (3.7)
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onde G(x, Vu, D*u) := H(z, Vu)F(x, D*u).
Sejam duas funcgoes continuas u e v definidas em um aberto A C ). Para

zo € A, dizemos que v toca u por cima (baixo) de xy em A sempre que:

u(z) <v(x) (resp. v(x)<u(xr)) VreA

(o) = v(xo)

s

Defini¢cao 3.1 (Solugao no sentido da viscosidade). Uma fung¢io u € C() é

chamada subsolug¢ao (supersolug¢ao) de viscosidade de
G(z, Vu(z), D*u(z)) = f(z,u(z)) em Q,
se sempre que ¢ paraboléide toca w por cima(por bairo) em xy € ) se cumpre

G(x, Vo(wo), D*¢(x0)) = f(xo, $(x0)) (resp. < f(@o, ¢(wo))).

Finalmente, uma funcao u € uma solucao de viscosidade quando € simultaneamente sub
e supersolucao.

A fim de provar algumas propriedades geométricas chaves de solugoes, é fun-
damental adotar uma nocao mais apropriada de solucao no sentido da viscosidade. Na
verdade, nao tem um principio de comparacao, portanto, as afirmacoes de unicidade
podem nao ser verdadeiras. Portanto, faremos uma escolha particular de solugoes. Por
esta razao, a abordagem de supersolucao minima ocorre em nossos estudos por meio das
solugoes do tipo Perron.

Defini¢ao 3.2 (Solugao de Perron). Fizada uma subsolu¢ao de viscosidade u,, e uma
supersolucao de viscosidade u* para , obdecendo u, < u*, em €1, a solucdo de Perron

u¢ € dada por
u(z) = inf {w(z);w € uma supersolucao para (PJ), e uy < w < u*}. (3.8)

Cabe ressaltar que para cada € > 0 fizado, a existéncia de solugoes de Perron
seque pelo método de sub-supersolugoes encontrado, por exemplo, em (27, Teorema 4.1).
Assim, a partir de agora , u¢ serd uma solug¢ao de Perron para , construida como em
B3).

No primeiro resultado é estabelecido a existéncia de solugoes de Perron para
levando em consideracao a geometria do ambiente da equacao, cuja prova se encontra
no apendice desse trabalho, mais precisamente
Teorema 3.1 (Existéncia de solugoes de Perron). Seja QQ C R™ um dominio limitado
e com fronteira C? e seja 0 < g € C(0Q) um dado de fronteira. Entdo, para cada & > 0
existe uma solugdo de viscosidade ndio-negativa v € C(2) para (P).
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O proximo resultado garante a estimativa uniforme para o gradiente, esta por
sua vez garante a compacidade local na topologia da convergéncia uniforme.
Teorema 3.2 (Estimativa Lipschitz 6tima). Seja {u‘}o uma solucao de (PJ). Dado
Q' € Q, existe uma constante Cy dependendo da dimensao, das constantes de elipticidade

e Y, mas independente de € > 0, tal que
HVUEHLOO(Q/) < Co.

Adicionalmente, se {u‘}cso € uma familia uniformemente limitadaﬂ entao ela € pré-
compacta na topologia Lipschitz.

Observagao 3.1. Note que a estimativa uniforme para o gradiente nao estao confinada
ao nicho das solugcoes de Perron, isto ¢, o resultado vale para quaisquer solugoes de vis-
cosidade de P..

A regularidade Lipschitz 6tima serd derivada usando um instrumento essencial,
nomeadamente, as estimativas C’fgé’ encontradas em (38). Outras pegas importantes sdo
versoes da desigualdade de Harnack e um lema do tipo Hopf nao homogéneo notoriamente
adaptados para o caso duplamente degenerado, veja, no apéndice [A] para mais detalhes.

A partir de agora, fixaremos a distancia de um ponto do conjunto de nao-

coincidéncia zg € QN {u® > 0} até a fronteira de transi¢do aproximada {u® < €}, por
d.(zo) = dist(xg, {u’ < €}).

A seguir, serd provado, que no interior {u® > e}, as solugbes crescem de
maneira linear longe das e-superficies de nivel.
Teorema 3.3 (Crescimento linear). Seja {u‘}.~o uma solugio de Perron de (P.J).
FEziste ¢( parametros universais) > 0 tal que, para xo € {u¢ > €} ¢ 0 < e € dc(z9) K
1, vale
u(zg) > ¢ - de(xo).

A prova para o crescimento linear consiste na construcao de uma funcao bar-
reira apropriada junto com a minimiladade das solugoes de Perron.

Essa ideia foi inicialmente introduzida por Ricarte nos manuscristos (7) e (94)
para o cenario totalmente nao linear.

Do ponto de vista da fronteira livre é importante destacar que as solucoes de
viscosidade de desenvolvem duas “fronteiras livres distintas”: a primeira é o conjunto
dos pontos singulares .#(u®, 2) de solugoes que existem, e a segunda I'. = {u® ~ ¢}
(¢ — superficies de nivel). Uma das dificuldades nesse estudo consiste em mostrar que

essas duas fronteiras livres nao se intersectam em medida. Na verdade, vamos obter um

10 limitante que assegura essa afirmacdo serd universal, i.e., depender4 apenas dos dados do problema.
Com efeito, essa afirmacao é obtida via a aplicagao da estimativa ABP adaptada para o nosso contexto.
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controle superior /inferior uniforme de «® em termos de dist(-,I';):
dist(xo, I'e) < uf(mo) < dist(zo, Ie).

Agora, provaremos que as solugoes de Perron sao fortemente nao-degeneradas
préximo das e-superficies de nivel. Em suma, o maximo de u® na fronteira da bola B,(z),
centrada em {u® > ¢}, é da ordem de p.
Teorema 3.4 (Nao-degenerescéncia forte). Dado Q) € (2, existe uma constante

c(universal) > 0 tal que, para xo € {u° > €}, € € p < 1, deve valer

¢p < sup u(z) < (p o+ u(a)).
By (zo)

Como consequéncia do teorema temos o seguinte resultado:
Teorema 3.5 (Cendrio Limite). Seja u® uma solu¢ao de (P)), entdo para qualquer
sequéncia g, — 07 existe uma subsequéncia Ek; — 0 eug € Cﬁ)g(Q) tal que

(1) u™i — g localmente uniformemente em );

(2) up € [0,Ko] em Q para alguma constante Ko(universal) > 0 (indepentente

de €);
(3) G(x,Vug, D*ug) = fo(z) em {ug > 0}, com 0 < fo € L=(Q)NC°(Q).

A partir de agora, introduzimos a notacao, dado um conjunto O C €:
S(UO, O) = 8{u0 > 0} NnOo.

Teorema 3.6 (Comportamento assint6tico préximo da fronteira livre). Seja Q' €
Q. Fize xg € {uo > 0} N QY tal que dist(zo, F(uo, Q)) < 3dist(Q,09). Entao existe uma

constante C > 0 independente de € tal que
C" - dist(zo, §(uo, Q') < ug(wo) < C - dist(zo, F(uo, ). (3.9)

Finalmente, provaremos que a fronteira livre limite §(ug, ') tem medida H~~!-
Hausdorff finita. Para este fim, restringimos a analise a uma classe de operadores satis-
fazendo uma propriedade assintotica de concavidade, que aparecera precisamente na se¢ao
[3.100
Teorema 3.7 (Estimativas de Hausdorff). Dado Q' € Q, existe uma constante posi-

tiva C(€), pardmetros universais) tal que, para xo € §(ug, '),
HY T (F (w0, Q) N By (a0)) < C-p L

Adicionalmente, existe uma constante positiva C1(§), parametros universais),

tal que para p < 1 e xg € §(uo, '), seja vdlido
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Crl pN Tt S HY T (Frealuo, ) N By(x)) < Cp - pN

onde §red(to, ) 1= Opea{ug > 0} NQ € a fronteira reduzida de tmnsz’g(io Em particular,
HN*l(S(Uo, Q) \ Frea(uo, )) = 0.

Em conclusao, vale a pena destacar que as descobertas aqui citadas nao estao
confinadas no ambito nao-variacional, resultados anteriores como (7)), (90), (94) e (97), e
até certo ponto (28), (55)), (85), (8]), (89) e (99), dizem respeito a modelos degenerados
e variacionais usando diferentes abordagens e técnicas ajustadas ao ambito dos modelos
nao lineares com degenerescéncia nao-homogénea. Ademais, eles s@o novos até mesmo
para o modelo :

[|VulP 4+ a(x)|Vu]?] Au® = Q(x)%{ <u£) + fe(z) (com e em vigor).

Por fim, é importante ressaltar que esse estudo, se desenvolveu criando ferra-
mentas auxiliares essenciais que, de acordo com o conhecimento cientifico vigente, nao
estavam disponiveis na literatura atual para as equagoes modelo. Assim, eles podem ter
seus proprios interesses matematicos. Entre estes, deve-se citar, desigualdades de Harnack
e sua versao fraca, o principio do Maximo Local, Holder regularidade, estimativa de ABP
e resultados do tipo Hopf ndo homogéneo, apenas para citar alguns (ver, apéndice para

mais detalhes ).

3.3 Resultados auxiliares no estudo do caso singularmente perturbado

Na sequéncia, serao enunciadas ferramentas essenciais para o estudo do caso
singularmente pertubado para o problema , em tese, estimativas vindas de (38, Teorema
1.1) e (43).

Teorema 3.8 (Estimativa-C.%). Seja F um operador satisfazendo (A0)-(A2). Suponha
ainda que as hipoteses € sao consideradas. Seja u uma solugdo de viscosidade
limitada para

G(z,Vu, D*u) = f(z,u) € L=(Q x R).

Entao, u € C’llof(Q) Além disso, a sequinte estimativa permanece valida

1
[ulleneen < C- (uunmm 1S ztsM))

para uma constante universal o € (0,1) e C' > 0.

HA fronteira reduzida, i.e. req{up > 0} é um subconjunto de d{uy > 0} onde existe, no sentido tedérico
da medida , o vetor normal, veja o trabalho (57)) para um estudo relativo a teoria geométrica da medida.
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Observacao 3.2. Na sequéncia, serdo recordadas estimativas a serem usadas durante

esse capitulo. Precisamente, se u € uma solu¢ao de viscosidade nao-negativa de

G(z,Vu,D*u) = f € C°(Q) (3.10)

e as hipdteses (A0)-(A2), (3.1) e (3.2]) valem. Entao
(1) Desigualdade de Harnack: Se f € L™(B;) N C%(By) com m > N, entdo

1 1
' O e
supu(z) < C(N,\,A,p,q, L) - < inf u(x) + max , .
Blg (z) < C( p,q, L) {31/2 (z) {H1—|—a NP (Y | P

(2) Estimativas gradiente: Se f € L®(B,), entio, u € Cp%(By) e

loc
L
|vu<0)‘ < C<N7 )\,A,p,a, L17L27 ||F||Cw7 ||a||L°°> ' <||u||L°°(Bl) + 1+ ||f‘|£;(31)>

Agora, segue uma ferramenta util para comparacao de solugoes . Para esse
proposito, sao assumidas as seguintes hipoteses :
1) Existe uma funcao continua @ : [0,00) — [0,00) com W(0) = 0, tal que se X,Y €

Sym(N) e ¢ € (0,00) satisfazem

Id 0 X 0 Id —Id
—¢| < <4¢| 7 a (3.11)
0 Idy 0Y —Idy  Idn

e Iy ¢ matriz identidade em RY| entdo para todo (z,y) € RY,

G(x,((r —y),X) = G(y,C(x —y), YY) <B(lz —y[*) Va,yeRY x4y (3.12)

2) E'Oé,ﬁ S ]R,a > B > _17 (/\7A> < (R+)27 V(;U,p, Ma N) < RN X (RN)* X Sme,N >
0

pIPAtr(N) < G(x,p, M+N)=G(,p, M) < c(La, [|al|s) (Ip|* +[p|") Atr(N) (3.13)

E vélido ressaltar que a condigdo 2) acima nao é necessdria quando G nao
depende da varidvel x. Nesse contexto, as condi¢oes (A0) e (Al) sao suficientes para o
nosso proposito (cf. (27)).

A prova do principio de comparacao ¢é deixada para o apéndice, mais precisa-
mente em [l

Lema 3.1 (Principio de Comparacao). Assuma que as hipdteses (A0)-(A1), (3.1),
(13-2), e estejam em uso. Seja f € C°(Q) e h uma fungdo continua e crescente
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satisfazendo h(0) = 0. Suponha que uy € us sao respectivamente uma supersolugdo de

viscosidade e uma subsolucdao de viscosidade de
G(z, Vw, D*w) = h(w) + f(z) em €.

Se up > ug em 052, entao uy > uy em Q.

Além disso, se h € nao-decrescente (em particular se h = 0), o resultado
parmenece valido se uy € uma supersolucao estrita ou vice versa se us € uma subsolucao
estrita.

Finalmente, segue a estimativa de ABP para o caso estudado nesse trabalho

(cf. (42) e (72)).
Teorema 3.9 (Estimativa Alexandroff-Bakelman-Pucci ). Assuma que as hipdteses
(A0)-(A2) estao em vigor. Entao, existe C = C(N,\, p,q,diam(Q)) > 0 tal que para
qualquer u € C°(Q) subsolugdo de viscosidade (resp. supersolucdo) de em {z € :
u(z) > 0} (resp. {x € Q:u(x) <0}, satisfisfaz

. | Il s
supu(z) < suput(x) + C - diam(Q) max H , ,
Q N 14+a LN (D+ (ut)) 1+a LN (D+ (ut))
< B B { Fr | Fr |
resp. supu (x) < supu (z)+ C - diam(Q2) max H , ‘
0 o9 Lrallpyeewoy I+ alloyee o))

onde I'"(u) :={z € Q: 3£ € RY tal que u(y) < u(z) + (,y —z) Vy € Q}.

Para finalizar essa secao cabe comentar como construir solugoes de viscosi-
dade. A ideia é obter uma solucao de Perron, a menor supersolucao. O método consider-
ado é obtido adapatando o famigerado método de subsolugoes e supersolucoes da teoria
de viscosidade. Considerado um dado de fronteira regular g, um par de subsolucao e

supersolucao podem ser obtidos resolvendo

G(z,Vu', D*uf) = sup (. (w,t) e G(x,Vu,Du) = inf (. (x,t) (3.14)
Qx[0,400) Q2x[0,+00)
satisfazendo u® = u® = g em 0€). A existéncia dessas solugoes para (3.14]) provém das
ideias que podem ser encontradas em (15, Proposigoes 2 e 3).
Finalmente, fixado uma par de um sobsolucao e uma supersolucao da equagao
o procedimento a seguir fornece a existéncia das solucoes de Perron, que tem a sua
confirmacao assegurada em [4}

Teorema 3.10. Seja G um operador eliptico totalmente nao linear satisfazendo (A0)-
(A2), (3.1)) e (3.2), e h € C*1(Q2x[0,00)) uma fungdo Lipschitz limitada em RY . Suponha
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que a equacao
G(x, Vu, D*u) = h(x,u)

admita u,,u* € C°(Q) subsolucio e supersolucdo, respectivamente, tal que u, < u* em €

eu, =u*=geC%IN). Defina o conjunto de funcoes
S i={w e O(Q);u, <w <u* e w supersolugio de G(x,Vu, D*u) = h(z,u)}.

Entao,

v(x) = 132;11](%)

€ uma solucao de viscosidade de

{Q(LI:,Vu,DQu) = h(z,u) emQ
u(z) = g(z) em 0.

3.4 Estimativas de regularidade Lipschitz

Nessa secao, serao derivadas estimativas uniformes com respeito a €, que em
particular fornecem compacidade na topologia da convergéncia uniforme. Em vista dos
resultados provados na secao |3.5, a estimativa encontrada sera 6tima. Antes de iniciar a
prova da estimativa Lipschitz, precisamos assegurar um controle uniforme para as solugoes

nao-negativas de , que é derivada da estimativa de Alexandroff-Bakelman-Pucci(veja,

Teorema [A.5|).

Lema 3.2. Seja u® uma solucdo nao-negativa de viscosidade para . Entao, existe

1
a+1
LN(Q)} '

uma constante C(universal) > 0 tal que

By
14+a

=y B,
1+a

|u|| o) < |9l zoe(a0) + C - diam(£2) max { H

v ()

Prova. Defina v*(z) := u®(x) — ||g|| L (090). Agora, observe que
G(z,Vov°, D*°) > By em €

no sentido de viscosidade. Ademais v® < 0 em 0f2. Assim, a estimativa de Aleksandrov-
Bakelman-Pucci (Teorema |A.5) fornece a estimativa desejada. O

Prova do teorema [3.2l Inicialmente, serd analisado a regiao de transigao {0 < u® <
e}NEY. Assim, para e < min {1, 2dist(Q,00) }, fixe g € {0 < u® < e} N e considera-se
a funcao escalonada

v(x) = gue(xo +ex) in Bj.
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A fungao v satisfaz no sentido da viscosidade

Guoc(x, Vo(z), D?*v(z)) = (w0 + ex,u(zo + €x)) em By,

onde (veja a equagao (3.7)))

Frpe(z,X) = €F (zo + ex, 1X)
Hage(2,8) = H(xo+ €x,§)

Ao c(z) = a(zo+ ex)

fooe(®) = eC(wo + ew,u(wo + €x)).

Com efeito, se P é um paraboldide que toca u® por cima em z, para x € By,

entao segue pela definicao de subsolugao de viscosidade:

H(z,VP(x)F(x, D*P(z)) > ((x, P(z))

Desse modo tomando ¢(z) = e ' P(*=2), temos que ¢ é um paraboldide que

toca v por cima em x( + e, ademais se cumpre neste ponto

Gupe(x, Vo(x), D?¢(z)) = eC(xg + ex,u(zg +ex)) em By.

O caso para supersolucao se promete analogo, assim v é de fato solugao de
viscosidade da EDP acima.

Agora, segue pelas hipéteses estruturais (3.4]) que
O S fZQ,e(SE> S A+ B = C*-

Ademais, as hipéteses (A0)-(A2) e (3.1) e (3.2) sdo verificadas para Fj, .,
Haype € 0z (com as mesmas contantes universais). Assim, de posse da estimativa de
. lL,a . ~
regularidade C¢" (veja, teorema [3.8 e da observacao (Item (2))), temos

B
3

) +1+ C*p}rl} (para uma constante C(universal) > 0).

[Vo(0)] < C- {HvHLw<
(3.15)

Adicionalmente, uma vez que v(0) = cu(z¢) < 1, pela desigualdade de Har-
nack (Teorema ) obtém-se

Il

2

) < Co(N, N\, A Ly,a,p,q,C,) (para algum Cy > 0 independente de ¢).
(3.16)
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Finalmente, combinando (3.15)) e (3.16]) resulta
|Vu(xo)| = |Vov(0)] < Cyq, (para algum C; > 0 independente de ). (3.17)

Agora, a analise se volta para a regiao complementar do passo inicial, ou seja,

a regiao {u® > e} N Q. Para esse fim, seja
[e:={z € Qsu(x) =€},

e fixe um ponto g € {u® > e} N Q. Agora, calculando a distancia &y até I'. e nomeando

o achado como ry := dist(&o, I'c). Define-se a fungao renormalizada v;, ., : B1 — R como

u(To + 7o) — €
To '

Uzo,ro (‘T) =
Com efeito v;, , satisfaz no sentido da viscosidade
Gioro (5 VUs0 10 (2), D*0z0 10 (7)) = 10Cc (20 + 107, U (T0 + T07)), (3.18)

como acima
o . 1
ZEO o (:U X) = 1ol <~T0 + 7oz, %X>

550 T‘o(x 5) = H(@O +T0x7£)
awoﬂ“o( ) = a<i‘0 + TOZL’)
Joowo(®) = 10C(To + rox, u(Zo + 1))

por construcao, u‘(Zg + rox) > € YV € By. Particularmente,
Vigro(x) >0 paracada z € Bj. (3.19)

Assim, segue pela hipétese (3.4) que

| 0.0l Loe (1) < Ca(B, diam(€')).

Fazendo uso da estimativa de regularidade Clloca (veja, Teorema e a Ob-
servagao (Item (2))), conclui-se

1 -
[ — R < . _ € _ p+1
|Vu(2o)| = [V (0)] < C (7’0 ||u GHLOO (B%o(fco)> +1+CJ ) . (3.20)

Resta garantir o controle uniforme para o termo % ||us—el| . Para esse proposito,

Lee (Bm (io))
2
seja zp € I'c um ponto que realiza a distancia, i.e., ro = |Zg — 20|. Agora, usando a esti-
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mativa Lipschitz provado para pontos em {0 < u® < e} N, ou seja, (3.17), vale
|VUE(Z()>| S Co.

Assim,

Vg, 1. . 20— T
#(yo) <|Vus(z0)] < Cop com vy 0(y0) =0 e yp:= 0 - 0 (3.21)

Agora, por (3.18)), (3.19) e (3.21) pode-se aplicar o lema e concluir que

existe uma constante universal c(universal) > 0 tal que

Ve re (0) < c. (3.22)

Além disso, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema [A.3) obtemos (us-
ando (3.22))

1
— ||uf — €| S\ = SUP Vg () < Co(N, A\ A, p,q, L1, a,c, B, diam(Q"))
To [0 (BT‘TO (.’L’o)) B (0)
2
o que finaliza a prova do teorema. O

Observacao 3.3. E importante observar que € > 0 fizado, solugoes no sentido da vis-

cosidade u® sao de fato C’llog(Q) Particularmente, quando F € concavo/convero, seque
. 1,-L

por (38, Coroldrio 1.1) que u® € C'ZOZ“ (Q). Nesse ponto, por um lado, para qualquer

0 < ¢ < 1 pequeno, proximo das e-camadas, seque
lim ||[Vu®||qocqn = +00.
tim [V cos o)

Por outro lado , o teorema|3.4 assequra que a norma Lipschitz de u® permance uniforme-
mente controlada (independente de €). Nesse ponto de vista, as estimativas obtidas sdo

otimas.

3.5 Nao degenerescéncia geométrica

Como explicado anteriormente na introdugao, uma das principais complexi-
dades em lidar com modelos singularmente perturbados com degenerescéncia nao-homogeénea
é evitar que solugoes degenerem ao longo de suas superficies de transicao. Por esse mo-
tivo, um artificio decisivo para a superacao de tal obstaculo sera a implementagao de uma
estimativa geométrica de nao-degenerescéncia.

Nesta secao, mostramos que as solugoes crescem de forma linear fora das su-

perficies de nivel €, isto é, dentro de {u¢ > ¢}. Em particular, isso implica que em medida
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as duas fronteiras livres nao se cruzam. A prova deve ser baseada na construcao de

uma funcao de barreira apropriada. Para este fim, consideramos modelos elipticos com

degenerescéncia nao-homogénea, se valendo das hipdteses (3.1)) e (3.2).

H(z, Vw) A5\ ( 2w) = ((x,w) em RN, (3.23)

onde o termo de reagao satisfaz a hipdtese de nao-degerescéncia (cf. (3.5)):

SF* = inf ,t) >0, 3.24
RN;I[;()’TO]C(I ) (3.24)
Proposicao 3.1 (Barreira). Seja 0 < to < Ty < 1 fizado. Para uma constante
Ag(universal) > 0 a ser escolhida a posteriori, existe um perfil radialmente simétrico
Or: RN — R satisfazendo:
(1) O € Cipe (RY);

(2) to < O(x) < Ty;

(8) O € uma supersolugdao para (3.23));
(4) Para algum ro(universal) > 0

Or(z) > ko -4L  para |z| > 4L, onde L > Ly := TOA_O to. (3.25)
Prova. Para um a(universal) > 0 a ser escolhido (a posteriori) define-se
to para 0 < |z| < L;
Or(z) =< Ao(lz] - L) +ty para L <|z| <L+ T({A—_Oto; (3.26)
Y(L) — ¢(L)]z|* para |o| = L+ /+50e
onde ) , — e
o(L) = ~/(To—to)Ao (L e 0)
) = (3.27)
W(L) = To+ (L) (L + TOA_O to) |
\

E f4cil verificar que O, € Cﬁ)’i (RY). Com isso, podemos computar as derivadas
de ordem 2 de O, q.t.p. Além disso, pela defini¢do de O, temos ty < O, (x) < Ty.

Na sequéncia, serd verificado que Oy, satisfaz (pontualmente) contanto
que se escolham os parametros apropriados para a, Ag > 0.

Com efeito, para 0 < |z| < L tal desigualdade é claramente satisfeita (devido

2 @20)).
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Na regiao anular L < |z| < L + T‘A—*Oto, obtemos

([VOL(z)] = 2A¢(|z[ L)
2\/A0(T0 —to)
2A¢ {( ! — (lz] _L)> TQ T+ (2] _L)IdN]

]2 jzf? |

4A, - Idy.

IN

DQQL(Z‘)

IN

\

Usando (3.1)) e tém-se que
H(z, VOL(@)). 455 (DO, (x)) < 4AgNALy [(%/AO(TO - to))p + llafl 2o e (2\/A0(T0 - t0)>q] .

Agora, gracas a hipdtese ([3.24]) se consegue escolher A tal que

2

Ao < max {(C(I*, N, Lo, A, To = to,p,0)) 7, (C(*, N, Lo, A, Ty — o, p, ) 7

onde

C(‘y*?NaLZ?AaTO_thpaQ): j
AN L [(2+/(To — to)]? + [[al L (2) (24/(To — t0)])]

Com essa escolha em maos, resulta a seguinte desigualdade

H(x, V@L(x)).///j’A(Dz@L(x)) < 7"
Assim, usando o item (2) conclui-se
H(x, VOL(x)). A (D*O(z)) < 7 < ((x,0L(7)).
Finalmente, resta a tltima regiao a ser analisada |z| > L+ T(A—_Dto. Com efeito

D?*O(z) = ap(L)|z| =@+ <— (Cmf)x ® T + IdN) :

Logo,
MFN(D?O1(2)) < ad(L) ]z~ [—(@ + 2)A + (N — 1)A].

Desse modo, selecionando o € [(N —1)4 — 1, 00), se obtém (usando (3.24) e
H(z, &) 2 0)
H(z, VOL(2)) 4 (D*OL(x)) < 0 < ((z,OL()),
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que garante que Or, satisfaz (3.23)) como desejado.

Para findar a andlise, resta garantir que ©, satisfaz (3.25)). Nesse ponto, gragas
a (3.27) (segunda sentenca) vale

] > 4L > 2(L + Lo) = 2 (ﬂ)

Agora, para o > 0

Por fim, usando (3.27))

~_1

@L(JT) 2 Ko - 4L para Ko = AO(TD — to)

2a+1

3.6 Crescimento Linear

A fim de obter cotas superiores para o crescimento das solugoes de (PJ) no
interior do conjunto {u > €}, serd necessario adotar como estratégia versoes escalonadas

da barreira O, apresentada na subsecao anterior.

Prova do Teorema [3.3l Sem perda de generalidade, podemos supor 0 € {u¢ > €}, ora,

caso contrario, o resultado seria trivial . Agora, seja n = @ e considere o termo de
reacao
Clent) eC(ex,et), seex €
b= I caso contrario.
Dada a barreira construida anteriormente Or,, tém-se uma nova versao escalon-
ada

Oc(r) :=€-On (f) :

€

A seguir, serd verificado que O, satisfaz

G(z,VO. (1), D*O(z)) < ((z,0.(7)).
ademais, por (3.25)) e (3.26]) segue que para 4Lge < 7,

O.0)=to-e e Ox)>kKy-n em 0IB,. (3.28)

Agora, segue que existe zy € 0B, com a seguinte propriedade
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Oc(z0) < u(z0), (3.29)

de fato, se valesse o contrario ©, > u em todo ponto de 95, entao
ve(x) := min{O(x), u(z)}

deve ser uma supersolucao de . Entretanto, v¢ é estritamente menor que u€, que
contradiz a minimalidade de u¢. Assim, por (3.28)) e (3.29), pode-se concluir a sequéncia
de desigualdades

supu(z) > u(z9) > Oc(20) > Ko - 1. (3.30)
By

além do mais, u® resolve no sentido de viscosidade

By < G(x,Vu, D*uf) < B em By,.

Assim, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema e Observagao |A.1]),

se obtém

supu < C(N, A, A, g, Ly) - (w(0) + max { (20) 1 Bot, (20) 51 B3 | ).

By

Agora, por (3.30),

q+2

u(0) > <C’1/<ag — 24+ max {Bﬁnr}ﬂ, Bﬁnﬁ}> 7.
finalmente, tomando

a+2 +1 q+2 +1 ] Q
0 <7 <min {B- (C_lﬁoTﬁ)p B - <C—1,.;02*ﬁ>q ’ dlafZ( )} 7

se tem
u(0) >c-n.

para alguma constante universal 0 < c(universal) < C'xy. [

3.7 Algumas aplicacoes da regularidade Lipschitz e da nao degenerescéncia

geométrica

Nessa secao, algumas implicagoes importantes do controle 6timo das solugoes
serao discutidas. Como uma consequéncia da regularidade Lipschitz, isto é, do teorema
B-2] e do crescimento linear, ou seja, teorema [3.3] é garantido o controle completo de u*

em termos de d.(xg).
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Corolério 3.1. Dado ) € €, existe uma constante C(€), parametros universais) > 0
tal que para o € {u > e} N e 0 < e < 1d.(x0), vale

C ' (o) < uf(wg) < Cde(g).
Prova. Tome zy € 0{u > €}, tal que |29 — x| = dc(z0). Assim, segue do teorema [3.2]
UE<.§C0> < CO d6<1’0) + UG(Z()) < (CO + 1) d6<.’13'0),

A primeira desigualdade é precisamente a afirmagao do teorema [3.3 O]

O préximo passo é provar que solugoes de Perron sao fortemente nao-degeneradas

proximo das e-camadas. Isso significa que sup u (para zo € {u® > €} NQ') é compardvel
By (o)

com r. Tal informacao é uma importante peca para descrever o comportamento da taxa
de crescimento de u¢ longe das e-superficies. A prova é em certo sentido, um escélio do
teorema 3.3

Prova do Teorema [3.4. Inicialmente, a estimativa superior segue diretamente da Lip-
schitz regularidade (Teorema . Agora, como no teorema , seja O:(z) = €O (%)
Assim,

u(z0) > Oc(20),

para algum ponto 2y € 9B,(z). Finalmente, segue que

sup u(x) > u(z0) > O.(20) > ko - p.
Bp(xo)

]

Finalmente, existe uma porgao de B,(xy) com volume na ordem ~ p" dentro
de {u® > €}.
Coroléario 3.2. (Densidade uniforme positiva) Dado zo € {u > e} N, € K
p e p < 1 suficientemente pequeno (de maneira universal), existe uma constante 0 <

co(universal) < 1 tal que
| Bo(o) N {u’ > e}| = co - [By(xo)]-

Prova. Pela nao-degenerescéncia forte (Teorema [3.4)) sabe-se que existe yo € B,(zo) tal
que

u(yo) > cop.

Pela Lipschitz regularidade (Teorema , para 2y € B, (o), tém-se

u(z0) = Crip = u(yo).
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Assim, pelas estimativas anteriores , é possivel escolher 0 < Kk < 1 pequeno

(de maneira universal) tal que

2 € By,(yo) N By(zo) e u(z) > e

Assim, conlui-se a demonstracgao, ora, temos

|Bp(xo) N {u® > e}| = |By(x0) N Biy(yo)| = co |By(zo)l,
para alguma constante 0 < ¢p(universal) < 1. O

Coroldério 3.3. Dado xy € {u° > e} N, e < p e p K 1 pequeno o suficiente (de maneira

universal), entdo
1

—][ u(x)dr > ¢
PJ By (o)

para uma constante c(universal) > 0 também dependendo de .
Prova. Como no corolério , existe uma constante 0 < x(universal) < 1, tal que

][ u(z)dx > C’N][ u(z)dx > cp
BP(IO)

Bp(z())mBnp (Z/O)

para uma constante 0 < c(universal) < 1 e algum yy € {u® > e} N Y. O

3.8 Uma desigualdade do tipo Harnack

Para solugoes de uma desigualdade de Harnack classica é valida para bolas
que tocam a fronteira livre ao longo das e-superfices de, isto é, d{u® > e} N QY.
Teorema 3.11. Seja u® uma solugao de (PJ). Seja também zy € {u® > e} ee < d :=
d.(xo). Entao,

sup u(x) < C inf wu(z)
By (o) B (o)

para uma constante C(universal) > 0 independente de €.

Prova. Sejam z1,z3 € Ba(xy) pontos tais que
2

inf u(z) =u(z1) e sup u(x)=u(29).
B%(Z'O) Bi(wo)
2

Uma vez que d.(21) > 4, pelo coroldrio

’LLE(Zl) 2 Cld, (331)

além do mais, pela nao-degenerescéncia [3.4
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W (z) < Cy (g + ue(x0)> . (3.32)

Agora, tomando yy € 0{u® > ¢} tal que d = |zg — yo| € 2 € Ba(yo) N {u® > €},

segue pelo corolario |3.1] e pelo teorema

u(xg) < sup u® < Cy(d+u(z)) < Csd. (3.33)
Bg(z)

Combinando (3.31)), (3.32)) e (3.33)), segue o resultado

sup u(z) < C inf u®(x).
B (z0) Bg (o)
2

3.9 Porosidade das e-superficies de nivel

Como consequéncia da taxa de crescimento e da nao-degenerescéncia (Teore-
mas e , segue a porosidade das superficies de nivel.
Definigao 3.3 (Conjunto Poroso). Um conjunto S C RN ¢ denominado poroso com
porosidade § > 0, se AR > 0 tal que

Vo €S, ¥re (0,R), Iy cRY tal que Bs.(y) C B.(x)\S.

Um conjunto poroso de porosidade ¢ tem dimensao de Hausdorff nao excedendo
a N —co, onde ¢ = ¢(N) > 0 é uma constante dimensional. Particularmente, um
conjunto poroso tem medida de Lebesgue zero (veja,(113))).
Teorema 3.12 (Porosidade). Seja u® uma solu¢ao de (PJ). Entao, os conjuntos de

nivel 0{u® > e} N Q' sao porosos com constante de porosidade independente de e.

Prova. Seja R > 0e xg € Q' € € tal que m c Q.
Afirmacao:O conjunto d{u® > €} N Bg(zo) é poroso.
Seja x € d{u® > €} N Br(zo) fixado. Para cada r € (0,R) vale B,(z) C
Bor(zo) C Q. Agora, sejay € 0B, (z) tal que u®(y) = sup u®(z). Pela ndo-degenerescéncia
forte (Teorema e
u®(y) > cr. (3.34)

Por outro lado, (veja, Teorema |3.2]) préximo da fronteira livre

u®(y) < Cdc(y), (3.35)

onde d.(y) é a distancia de y para o conjunto Bog(z¢) N T'.. Agora, por (3.34) e (3.35)
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vale

d=(y) = or (3.36)

para uma constante positiva § € (0, 1).
Agora seja y* € [z,y] (segmento de linha reta unindo os pontos x e y) tal que

ly —y*| = ‘52—7". Assim, vale a inclusao
Bs,(y") C Bs:(y) N Br(x). (3.37)

Com efeito, para cada z € Bgr(y*)

. . or  or
lz—y| < |z =y |+ |ly—y'| < 5+ = =0,
2 "9
(§]
. . or or
lz—a| < |z =y |+ (lr —yl - |y —y|)<7+ r—o)=n

entao (3.37]) segue.
Agora, por (3.36) Bs(y) C Ba.(y)(y) C {u® > ¢}, entao

Bs:(y) N B,(z) C {u® > e},
que fornece junto com (3.37)) o seguinte
Bgr(y*) C Bs(y) N B.(z) C Br(x) \ {ue > e} C By(x) \ (0{u® > €} N Br(xo)),
finalizando assim a prova. O

3.10 Estimativas da medida de Hausdorff

Nesta secao, estabelecemos a estimativa da medida de Hausdorff das superficies
de nivel aproximadas. Uma condicao necessaria para o estudo de tal estimativa é impor
a nao-degenerescéncia da propagagao do termo de reacao até a camada de transicao.

Doravante, na condigao (3.5)), devemos tomar ¢ty = 0, ou seja,

I = Qxi[%,fTO] eC(x,et) >0
para algum Ty > 0 a ser definido. Uma condi¢ao no infinito para o operador F' também
é necessaria na andlise sobre as estimativas de Hausdorff, que serao discutidas em breve.
O proximo resultado afirma que, em medida, a Hessiana de uma solucao de
aproximante explode perto da camada de transicao quando ¢ — 0%. A prova segue as
mesmas linhas que (7, Proposi¢ao 6.1) e (93, Proposi¢ao 5.1). Por esse motivo, vamos

omiti-la aqui.
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Proposicao 3.2. Fize Q' € Q, C > 1 e p < dist(Q,00). Eziste ¢y > 0 tal que, para

€ < €9 vale
/ (C(x,u) = C)dx >0 para qualquer x. € O{u® > e} N (3.38)
Bp(ﬂfe)

Matematicamente, a proposicao|3.2limplica que préximo a camada de transicao,
o operador F' ¢é avaliado em matrizes muito grandes. Tal insight motiva a seguinte condi¢ao
estrutural assintética sobre a nao linearidade:
Definicao 3.4 (Concavidade assintética). Um operador uniformemente eliptico F
Qx Sym(N) — R satifaz a Cp—propriedade de concavidade assintdtica (resp. propriedade
de convezidade assintdtica) se existe A € Ay e uma fungdo continua ndo-negativa Cy,
Q — R tal que

F(z, X) <tr(A(z) - X)+ Cyp(x) (resp. F(x,X)>---), (ACP)
para todo (x,X) € Q x Sym(N), onde
Axa = {2 € Sym(N); \Mldy <A< Aldy}.

E digno de mengao que a condicao ¢ mais fraca que a concavidade
(resp. convexidade)(que é requerida por exemplo na teoria de regularidade C2* de Evans e
Krylov). De fato, significa uma espécie de condicao de concavidade (resp.convexidade) no
infinito de Sym(/N) para F. Além do mais, a hipétese de concavidade (resp. convexidade)
é obtida precisamente quando Cr = 0. Do ponto de vista geométrico, tal condigao
significa que para cada = € Q fixado, existe um hiperplano que decompoe R x Sym(/N) em
dois semi-espagos tais que o grafico de F'(z,-) estd sempre abaixo de tal hiperplano (veja
(), (93), (94) para algumas motivagoes e outros detalhes). Por sua vez, se F satisfaz
, entdo o seu operador recessao é um operador concavo (resp. convexo), em outras

palavras

1
F*(z,X) = lim 7F <a:, X> < lim [tr(2A(z) - X) + 7Cx(2)]
70+ T 70+

= tr(A(z)- X) (resp. > tr(A(x) - X)).

Exemplo 2. Seja F : Sym(N) — R um operador C* uniformemente eliptico. Entao,
seu perfil de recessao F* deve ser entendido como um “operador limitante” para uma
escala natural em F'. Para efeito de ilustragao, para um niumero de operadores, € possivel

verificar a existéncia de tal limite
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Em tal contexto seque que F*(X) = tr(A;;X). Um exemplo é uma classe de operadores

do tipo Hessiano:

Fn(er(D*u),-- - en(D*u)) = Z ©/1+ e;(D2u)™ — N,

7j=1
onde m € N é um numero impar. Nesse cendrio,
N
F*(X) = Z e;(X) (o Operador Laplaciano).

J=1

Por fim, recomenda-se ao leitor (37, Exemplo 2.4), (38, Secao 6.2), (35, Ex-
emplo 3.6) e (36, Exemplo 5) para wm nimero de outros exemplos ilustrativos.

Recentemente, estimativas de regularidade melhoradas para solucoes de vis-
cosidade de equagoes Assintoticamente Céoncavas foram provadas em (96]) (veja também
(37) para resultados de regularidade global). Enfatizamos também que tais operadores
desempenham um papel essencial no estabelecimento da finitude de medida de Hausdorff
(N — 1) — dimensional em vérios problemas de fronteira livre totalmente nao lineares
singularmente perturbados, cuja Hessiana das solugoes explode através da transicao de
fase. Por esse motivo, a condicao de fronteira livre limitante é regida por F* em vez de
F' (consulte (94) para um exemplo ilustrativo).

Finalmente, doravante nesta secao, assumimos que o operador governante F
tem a propriedade assintoticamente concava (ACP)).
Observacao 3.4. Observe que se u¢ € uma solucao de Perron de , entao no sentido

de viscosidade vale
F(z, D*u) = C(z,u). H (2, Vu) ™" em {u>elNQ,

para qualquer, Q' € Q. Com efeito, podemos encontrar um paraboldide P tocando uc por
baizo em um ponto xg € {u > e} N Q' e, em face da reqularidade Lipschitz, que garante

a limitacao uniforme do gradiente de P, temos:
F (w9, D*P(20)) < ((wo, P(x0)).H (w0, VP(20)) "

Novamente, usando que u® € solucao minimal, esta perde para a uma sub-
solucao u, de P., que por sua vez tem wum parabdloide ¢ tocando w, por baixo , por

exemplo, em um ponto x; € {u¢ > €} N, ademais vale a sequinte desigualdade pontual:

F(‘rh D2¢($1)) > CE('rl; (b(xl))H (‘rlv V¢<$1)>_1.

Dai, considera-se (x) = ¢(x + 1 — x9) — ¢(x1) + P(x0), este por sua vez
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¢ um paraboldide que toca por cima u® no ponto xg, além do que, Vip(xg) = Vo(xy) e
D*)(xo) = D*P(x1), logo:

Fyo (20, D*9(20)) > (o1, d(1))H (0, Vb ()"

onde Fp (x, M) = F(x + x1 — x9, M) que notoriamente tem as mesmas constantes de
elipticidade de F'.
Agora, pela reqularidade Lipschitz (Teorema e (N-HDeg), tem-se

F(z, D*u) = G, u)H (2, Vu) ™ > G, u) Ly (CF + [|afl oo (0 CE)

Usando a condi¢ao [ACP|

/ A5 (x) Djju(x)de > / [Qa(x,ua)H(x,VuE)_l — CF(ZB)] dx
Bp(zs) Bp(xa)

> Gy (G (@, u7) = |Cpll (@) Cpg] da

p(l’s

> 0,

onde Cpq = Ly(C§ + |lal| o) C§) e foi usada a proposigao[3.4

No préximo resultado, a observacao permite adaptar certos argumentos
avalidveis no contexto dos operadores elipticos lineares (cf. (2))). Nesse ponto, a prova é
seguida usando as mesmas ideais encontradas em (7, Lema 6.3) e (94, Lema 4.1).
Lema 3.3. Existe uma constante C(§)', par@metros universais) > 0 tal que, para cada
re € Hu >€e}NQ ep <1, vale

/ |Vus|? de < Cup™ .
Bo(ze)n{e<uc<pu}

Agora, serao relembradas algumas definigoes e resultados auxiliares para o desenolvimento
das estimativas geométricas.

Definigao 3.5 (0-densidade). Dado um conjunto aberto O C RY, dizemos que O tem
a propriedade de d-densidade  para 0 < § < 1, se existe 7 > 0 tal que

|Bs(z) NO| > 7 - |Bs(x)|.

Defini¢ao 3.6 (4-vizinhanga de um conjunto). Dado um conjunto mensurdvel S C

RY e uma constante positiva § > 0, define-se:
N;(S) := {z € RY | dist(x,S) < 6},

a §-vizinhanca de S em RY.
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Agora estabeleceremos a nocao de medida de Hausdorff
Defini¢ao 3.7. (H’-medida de Hausdorff) Seja ry > 0 dado, 0 < § < 1o firado, e
seja S C RN um conjunto de Borel. Para um j € N\ {0}, definimos a (8, j)-contéudo de

Hausdorff como

HI(S) = inf { er; S C U B, (z;)tal querié}
onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas {B,.(z;)}; de S. Assim, a H? medida

de Hausdorff de S é definida como

HI(S) = lim HI(S).

50+
Antes de estabelecer limites uniformes da medida H¥~! de Hausdorff das su-
perficies de nivel 9{u® > €}, vamos relembrar um resultado cldssico de teoria da medida.
Lema 3.4 (Propriedade de densidade ). Dado um conjunto aberto O € (0, vale:
(1) Se eziste um § tal que O tem a propriedade de §— densidade , entdo eziste

uma constante C = C(1, N), onde:
1
ING(90) 1 B,(2)| < sx—ING(00) 1 B () 11 O] + Cop"

comz € 00NN ed L p.
(2) Se O tem a propriedade de densidade uniforme ao longo de O, entdo |[0ANQ| =
0.

Prova. Propriedade (1) segue por um argumento de recobrimento enquanto (2) é uma

consequéncia do Teorema da Diferenciacao de Lebesgue (veja, (57)). O

Agora, uma estimativa da medida N-dimensional para as e—camadas é obtida,
estimativas estas que sao uniformes com respeito a €. A prova segue as mesmas linhas
como em (7, Lema 6.5).

Lema 3.5. Fizado Q) € (), existe uma constante C*({), pardmetros universais) > 0,
tal que se C*u < 2p < dist(QY,0Q) entdao, para pu,e > 0 pequeno suficiente, com 3Cie <
n <L p, se cumpre

{Cie < uf < p} N B,(x)] < Cup™H,

onde x. € O{uc > e} N, com d.(z.) < dist(,00) e C; > 1.

Finalmente, em vista de todas as ferramentas apresentadas é chegada a hora
de estabelecer a estimativa para a medida de Hausdorff (N — 1)-dimensional para os
conjuntos de nivel aproximados (uniforme com respeito ao parametro ¢).

Teorema 3.13. Fizado Q' € (), existe uma constante C*({), parametros universais) >
0, tal que
NL({Cre < uh) N By ()] < Crap™,
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para Cy > 1, x. € {Cie <u} N, d(z.) < dist(Y,00) e Cie < p. Em particular,
HN T ({uf = Cre} N By(x)) < C- pN 7, (3.39)

para constantes C,Cy > 0 independentes de €.

Prova. Pelaregularidade Lipschitz (Teorema[3.2)), para z € 9{Cie < u} ey € N5(0{Cie <
u}) N By(z.) N {Cie < u}, obtém-se

u(y) < u(z) + Clz —y| < p+Co < kp,
para ;1 = CJ e k(universal) > 0. Assim, a inclusdo abaixo segue
Ns(0{Cre < u}) N By(ze) N{Cre < u} C {Cie < u® < kp} N By(xe). (3.40)

Por outro lado, pelo corolario e tomando 0 como acima se verifica a seguinte
estimativa
|Bs(x) N{u > Cye}| > ¢ |Bs(z)] para x € 0{u’ > €}.

Assim, o conjunto 0{u¢ > Cje} tem a propriedade de —densidade. Assim, o

lema assegura a existéncia de uma constante universal M(universal) > 0 tal que

IN5(0{C1re < u} N B,(zc)| < Cq IN5(0{Cre < u} N B,y(xe) N {Cie < u}
+MépN-t

Agora, aplicando (3.40)), segue a estimativa

IN5(0{Cre < u}) N By(x)| < Ca [{Cre < uf < ku} N By()| + Msp~N 1,

para alguma constante Cy(universal) > 0. Finalmente, para p < p, o lema garante
que
ING(0{Cre < u}) N By(z.)| < Cop"~'  para algum C > 0.

A fim de concluir a demonstracao, toma-se uma cobertura 0{Cie < u}NB,(x.)
por bolas {B;}; centradas em pontos ao longo de 0{Cie < u‘} N B,(z.) com raio p < 1.

Assim, segue a inclusao

U B C Nu({Cie < u}) 1 By(ae).

J
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Finalmente, existem constantes universais Csz, C4 > 0, tais que

HY(0{Cie < u I N By(x) < C3) LN7'(0By)

J

I
= |8
(]
&

C ‘
< 74|Nu({016 <u}) N Bpyu(ze)|
< CiClp+ Nt
= C,CoN Tt +o(1).
Tomando p — 0%, segue a tese do teorema. O

3.11 Cenario limite quando ¢ — 0

A partir de agora serao estabelecidas propriedades geométricas e tedricas no
sentido da teoria da medida para o perfil limite li}rgo u™i(x), onde €x;, — 0 ¢ uma sub-
sequéncia. Com efeito, pela regularidade Lipsch{tz a familia {u*} é pré-compacta na
topologia Cloo’cl(Q)—. Assim, médulo subsequéncia, existe uma funcao ug, obtida como
limite uniforme u7, quando €, — 0.

A partir de agora, serd usado a seguinte notacao para se referir a ug:

up(z) == jlirélo ui(x).
Além do mais, a funcao limite verifica
(1) up € [0, Ko in Q para alguma constante Ky(universal) > 0 (indepen-
dente de €);

(2) up € CXHQ);

loc

(3) G(z, Vug, D*ug) = fo(x) em {ug > 0}, com 0 < fy € L=(Q) N C°(Q).
Observe que combinando o item (3) com a estimativa de regularidade obtida
em (38, Teorema 1.1), segue que ug € Co%({ug > 0}). Apesar disso, tal estimativa degen-
era quando se aproxima de §(ug,€)). No entanto, pelo item (2), o gradiente permance
controlado, mesmo quando dist(zg, §(uo, ?)) — 0.
Na sequéncia, serd mostrado que para cada zy € F(ug, 2'), existe um cone com

vértice zg que confina o grafico do perfil limite.

Prova do teorema [3.6l Inicialmente, a estimativa superior segue da regularidade Lips-
chitz local ug. Agora, pelo corolério existe y. € {0 < u < e}NQ com d (x0) = |zo—Ve|
tal que

u(wo) = ¢+ de(x) = clzo — ¥,
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para uma constante c(universal) > 0. Assim, mddulo subsequéncia, y. — yo € {u = 0}
e dai
u(xg) > ¢z — yo| > cdist(zo, F(uo, 2)).

Teorema 3.14. Dado ' € QQ, existem constantes positivas Cy e rq, tais que

Calr < sup wup(x) < Co(r + up(xg))
By (z0)

para qualquer xo € {ug > 0} N Q' com dist(xg, 0{ug > 0}) < %dist(:co, o) er <rg.

Prova. Tais estimativas sao consequéncia da passagem do limite quando € — 0 no teo-

rema [3.4]. O

O préximo resultado assegura que o conjunto {ug > 0} é o limite, na distancia
de Hausdorff, de {u® > €} quando ¢ — 0.

Teorema 3.15. Dado C; > 1, as inclusoes sequintes
{UO > 0} N c .A/:s({’LLek > Clek}) N e {Uek > Clek} N c ./\/:s({lbo > O}) N Q/,

valem para 6 < 1 e €, < 0.

Prova. Sera provado apenas a primeira inclusao, uma vez que a segunda é obtida sim-
ilarmente. Para efeito de contradi¢ao, suponha que exista uma subsequéncia ¢, — 0 e
pontos xy € {ug > 0} N tais que

dist(xg, {u®* > Ciep}) > 0. (3.41)

Pelo teorema |3.14} e tomando k£ > 1, temos

1 J
u*(yp) = sup u*(x) > 5 - sup wug(zr) > c5 > Ciey,
By (@1) 2 By 2
2 2
para algum y; € B; (x1) N {u* > Cier}, o que contradiz ((3.41)). O

Teorema 3.16. Dado um subdominio Q) € (2, existe uma constante C(universal) >0 e

po(€Y, pardmetros universais) > 0 tal que, para qualquer xy € F(ug, ) e p < po, vale

c'< 1][ up(x) dHN ! < C. (3.42)
PJ 8B, (xo)

Prova. Pela regularidade Lipschitz, a estimativa superior é facilmente obtida. Agora,

para a prova da outra desigualdade, seja z. € d{u. > 0} N €Y', satisfazendo

|ze — x| = dist(xg, O{u. > 0}).
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Agora, pelo teorema |3.15 z, — x. Assim, passando o limite quando ¢, — 0

na tese do coroldrio [3.3] segue o resultado. O

Observacao 3.5. Levando em conta a condi¢cao , podemos dizer que ug € lo-
calmente uniformemente ndao-degenerada em §(ug, ). Finalmente, em certo ambito,
tal propriedade é um outro meio de dizer ug goza da Lipschitz reqularidade e da ndo-
degenerescéncia.

Agora, veremos que {ug > 0} tem densidade uniforme positiva ao longo de
S (up, ).
Teorema 3.17. Dado Q) € Q, existe uma constante co(universal) > 0, tal que for
zo € F(up, ) vale

[By(2o) 1 {utp > 0}] > co| B,(o)]. (3.43)

para p < 1. Particularmente, |§(uo, )| = 0.

Prova. A estimativa (3.43) segue como na prova do coroldrio 3.2 Para a conlusdo da
prova basta usar o teorema da diferenciagao de Lebesgue e um argumento de recobrimento
(um resultado do tipo Besicovitch—Vitali, veja (57) para detalhes). ]

3.12 Estimativas para a medida de Hausdorff na fronteira livre

Finalmente, é chegada a hora de estabelecer a medida de Hausdorff para a

fronteira livre limite.

Prova do teorema Pelo teorema |3.15| para k > 1 suficientemente grande, temos
./\[5(%('&0, Q/)) N Bp(l'o) C ./\/'45(8{116’6 > Clﬁk}) N BQP(I'(]).

Assumindo que, ¢, < § < p < dist(Y, 02), as hipdteses do teorema sao
verificadas, implicando assim a seguinte estimativa para a d-vizinhanga,
N5 (F (o, )| N By (a0)) < C-ap™

Agora, seja {B;}jen uma cobertura de §(uo, ') N B,(xy) por bolas com raio

d > 0 e centradas em pontos da fronteira livre §(ug, Q') N B,(zo). Assim,

L By € N5(F(uo, ) N Byys(ao).

jEN



80

O que implica que existe uma constante a(universal) > 0 tal que

Y i ) N Byfan) < TY.£77(98)

J
C
= Ny > IB)]
j

N%V\/};(S(Uo, Q/)) N Bp+§('x0)|
C(N)(p+ 6N
C(N)pN =" 4 0(9).

IN

IN

Finalmente, tomando 6 — 0" segue a tese do teorema.
O

Como consequéncia do tltimo teorema segue que §(ug, ') tem perimetro
localmente finito (veja, (57) para uma precisa defini¢ao). Além do mais, a fronteira
reduzida, i.e. Freda(to, Q) = Orea{tio > 0} N Q' tem uma medida HV~! total no sentido
que

HY T (F (o, ) \ Frea(uo, ) =0,

Recomendamos para o leitor (7, Teorema 6.7) para uma prova detalhada. Par-

ticularmente, a fronteira livre limite tem um vetor normal exterior para quase todo ponto-
HYL em Freal(uo, ) (veja, (57).

3.13 Comentarios finais: Uma abordagem sobre a condicao de fronteira livre

No caso particular que provém da teoria de propagacao homogénea de chamas:

an=1¢(2),

onde ¢ é uma fungao continua suportada em [0, 1], entao a fungao limite satisfaz
F(z,D*u)=0 in {u> 0},

em vista do lema de corte, encontrado em (64, Lema 6) e em |4| adaptado para o cendrio
duplamente nao homogéneo. Neste caso, mesmo que a degenerescéncia do gradiente nao
esteja mais presente na equacao limite , ela deixa sua signature no comportamento linear
esperado ao longo da fronteira limite de transicao.

Por fim vamos analisar perfis unidimensionais, i.e., a configuragao limite da
equacao

(Jug[” + Klug|?) - ugy, = ¢ (u)  para k> 0. (3.44)

T
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Multiplicando a equagao acima por uSdz, resulta a seguinte igualdade diferen-

cial:
(Jus Pus, + K|ug|®ul) - (uy,dx) = ¢ (u) - usde. (3.45)
Entretanto,
d
() b = 3, (u),
G(u) - usdr = 3, (u)
onde

3e(w) = /06 ((s)ds — i ((s)ds as €—07.

Considerando a mudanga de variavel

ui(z) =w(x) = ui,dr=dw,

entao podemos escrever

[ s+ sfuclous) s = [ (P -+ wlul?) wdo.

Assim, computando as primitivas em (3.45) e fazendo € — 0, obtemos a fungao

limite u que satisfaz

1
P+

o/ (x0)] < i P*§/<p+2> [ < \/ (2 [ cas

Particularmente, tomando p = 0 = &, é recuperada condi¢ao de fronteira da

1
/ p+2 K a+2 _
+ —— = ds.
2|U (2o)] qu2|U(950)| /0 ((s)ds

Assim,

teoria cldssica na teoria de propagacgao de chama isotrépica, veja (12).
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4 CONCLUSAO

Durante o percurso dessa tese foi assegurado a diversidade de meios para es-
tudar a regularidade de problemas com dupla degenerescéncia. Na primeira parte do
trabalho se fez uso da técnica da andlise tangencial e do escalonamento intrinseco como
meios de obter um expoente Holder explicito, 6timo e melhorado e sua aplicabalidade a
equagoes da classe que regem o problema em estudo. Na ultima parte, foi desenvolvido
a técnica de perturbagao singular que proveu, por exemplo, a regularidade 6tima de um
problema de fronteira-livre do tipo Bernoulli, por meio de aproximagoes da solugoes e para
um problema com degenerescéncia nao homogénea via o método de perturbacgao singular
juntamente com ferramentas de regularidade em teoria de EDPs elipticas totalmente nao

lineares.
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APENDICE A - EXCERTOS DA TEORIA DE EDPs ELIPTICAS NAO
LINEARES

DESIGUALDADE DE HARNACK

Neste apéndice sao dados resultados fundamentais da teoria eliptica, nomeada-
mente a desigualdade de Harnack fraca, principio do méximo, desigualdade ABP, principio
da comparagao, existéncia de solu¢oes minimais e finalmente o lema do corte. As duas
primeiras sdo essenciais para derivar a desigualdade de Harnack (resp. regularidade Holder
local) para solugoes de viscosidade.

Teorema A.1 (Desigualdade de Harnack Fraca, (63, Teorema 2)). Seja u uma

funcao continua nao-negativa tal que
Fo(z,Vu, D*u) <0 em B

no sentido de viscosidade. Assuma que Fy € uniformemente eliptico na varidvel X (veja,
condi¢io A1) e Fy € C°(By x (RN \ By, ) x Sym(N)) para algum My > 0. Assuma ainda

que

€l =Mp e Fo(2,6,X) <0 = A, ,(X)—o(@)[f] = folz) <0 (A.1)

para funcoes continuas fo e o em By. Entao, para qualquer ¢4 > N

el (5, < € {gl%fu + max { M, ||fo||LN<Bl>}}

para algum py > 0 (universal) e uma constante C > 0 dependendo de N,qi, \,A e

o)l Lo (54)-
Teorema A.2 (Principio do Maximo Local , (63, Teorema 3)). Seja u uma fun¢ao
continua satisfazendo

Fo(z,Vu, D*u) >0 em B

no sentido de viscosidade. Assuma que Fy € uniformemente eliptico na varidvel X e
Fy € C°(By x (RY\ By,.) x Sym(N)) para algum Mg > 0. Assuma ainda que

E=Me e F(e,6X)20 — M (X)+o@el+fol) =0  (A2)

para funcgoes continuas fo and o in By. Entao, para qualquer py >0 e ¢g > N

+
S];llpu <C. {Hu HLm (B%) -+ max {MF’ HfOHLN(Bl)}}

1


Cézar Junior
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onde C' >0 € uma constante que depende de N,qi, N\, A, ||o||La(B,) € p1-

Deve-se relembrar que os resultados provados no manuscrito de Imbert (63)
seguem a estratégia do caso uniformemente eliptico (25) [Secao 4.2]. Tal estratégia é
baseada no chamado L*-Lema, que estabelece um decaimento polinomial para a medida

dos super-niveis de uma solugao nao-negativa para o operador de Pucci extremal .#,',:

(({z € By :u(z) >t} N By| < tg (A.3)

Infelizmente, o manuscrito de Imbert tem uma lacuna na prova de (A.3). Tal
erro foi recentemente resolvido em um trabalho conjunto com Silvestre, veja (65), onde
uma L°-estimativa apropriada foi abordada. Na verdade, sua prova vale para “Operadores

de Pucci extremais com gradientes grandes” definido, para um 7 fixado, por:

e/f/;rA(DQu, Vu) =

400 caso contrario

{ M\ (D*u) + AVu| - se [Vu| > 7

./?;A(DQU,Vu) — { '/[):A(DQU) — A|Vu| se |VU| > r

—00 caso contrario.

A Lf-estimativa foi provada como vélida sempre que 7 < g universal (veja, (65, Teorema
5.1)). Além disso, observe que a condigao de elipticidade //ZT‘ A € consistente com ((A.1])
se tomamos o(z) = A. Precisamente, se ¢ valido e u é uma supersolucao para Fy,
entao é também uma supersolucao para //7/\_ , com lado direito fy. Um raciocinio analogo
é valido para /Z/i/\ e (A.2)).

Nesse ponto, uma vez derivado a Lf-estimativa, a prova do teorema é
exatamente como em (63) que é, por sua vez, uma modificacdo do caso uniformemente
eliptico em (25) [Teorema 4.8, a]. Quanto ao teorema [A.2] este também segue de (A.3)
assumindo inicialmente que a norma L¢ de u™ é pequena e obtendo um resultado geral
por interpolacao. De fato, a baixa magnitude da norma L* facilmente implica (A.3]) que
por sua vez indica que u é limitada (veja em (63)[Secao 7.2]).

Observe que a nossa classe de operadores se encaixa nesse cendrio, definindo

Fy(z, Vv, D*v) := H(x, Vo) F(x, D*v) — f(z)

) L)

= ara &9 >0 adequado.
& taf@e T a

Com efeito, temos que sempre que

H(z, Vo)F(z,D*v) < f(z) in B
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no sentido de viscosidade, entdao a condigdo de eliptcidade de F', nomeadamente (Al),

assegura que
f(z) [T (@)
H(z,Vv) ~ H(z, Vv)

My \(D*v) < F(z, D*v) <

IA

sempre que |Vov| > Mg = g5 > 0 de modo que

AN D) = AVl = foo) < (s = gy ) 1@ <0

Relembre que as constantes obtidas em (65) sdo mondtonas com respeito a 7 e

limitadas longe de zero e infinito, entdo obtemos uma estimativa uniforme como em (A.3])
para supersolucoes de G[v| := H(z, Vv)F(z, D*v).
Assim, em tal situagdo (relembre que o(z) = A) pelo Teorema [A.1}

|w5%1)<c{gp+%+wmmmm}sa, (A.4)
4 2
onde
( — - 1
f-l,- q+1
C.{infv+min< 1, |(g+ 1) V/|Bi|L;! se g0 € (0,1]
By 1 + a Loo(B )
= . 2 L 1)
-0 [ f+ T Pil
C.{infv+min{ 1, |(p+ 1) V/|Bi|L* se go € (1,00).
\ By i 1+a L(B) |

Observe que acima foi usado que a fungao

Ly || ST
(0,00) 2t = b(t) =t + — | VIBilL1 ||77—
18 l1+a Lo°(By)
_1
s+1
é otimizada (i.e. sua menor cota superior) quando t* = ( |B1|L;! 1+a ( ))
L>°(Bq
para s € (0,00).
Em conclusao, em qualquer caso, obtemos (0 < p < ¢ < o0)
< C.{i e
HUHLPO<BI) <C {lBlf + (g + )7 }
4 2
onde
1 1
f p+1 q+1
Hg;’“ =max{ | V/|Bi|Ly! || ——— ] \/|B1|L? ]
+ il ooy + all Loy
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Similarmente, pelo Teorema [A.2] se
H(z, Vo)F(z,D*v) > f(z) in B
no sentido de viscosidade entao novamente temos

T “(x
M\ (D?0) > F(z, D*v) > % > _7-[](CT(V>1)) sempre que g9 = Mp < |Vul,

Li'f (2)

e podemos definir, similarmente como acima, fo(x) = T
0 0

para obter

Ly’ 1 .
.//;:A(Dzv) + AVl + fo(z) > (e’-jg @) - 'H(x,VU)) f(z) >0.

Assim, em tal configuracao temos pelo teorema

supv < HUJrHLm(Bl) +é&o+ HfOHLN(Bl)
B% (A.5)
S Ela

onde, como acima, podemos estimar

1
_ a+1
C. S v llper(my) +min g 1, [(g+ 1) ¥/|B1|Li* / se g0 € (0,1]
_ 1+Cl L>(By)
=10= 1
N || fo P
C. ||v+HLp1(Bl>+min 1, [(p+1) V|B1|L] se g0 € (1,00).
1+a L°°(By)

Assim, em qualquer cendrio (uma vez que 0 < p < ¢ < o0)

s 2 {10 i + 0+ 1)
By

finalizando desse modo a andlise.

Finalmente, combinando (A.4)) e (A.5) obtemos a seguinte desigualdade de
Harnack para solugoes de viscosidade:

Teorema A.3 (Desigualdade de Harnack). Seja u uma solugdo de viscosidade nao-
negativa para
Fo(z,Vv,D*v) =0 em B.

Entao,

supu(z) < C- {infu(x) + (g + 1)&11‘[53} ,
B1 By ’
2
onde C > 0 depende somente de N, X e A.
Observacao A.1 (Desigualdade de Harnack - versao escalonada). Para nossos

propositos, serd util obter uma versao da desigualdade de Harnack escalada. De fato, seja
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v uma solu¢cao nao-negativa de viscosidade para
G(z,Vv,D*) = f(x) em B, paraum r € (0,00) fizado

onde (A0)-(A2), 3.1)) e (3.2)) estao em vigor. Entao,

B% 5

supv(z) < C- {grfv(l') +(q+ 1)# max {T%7T%} ngg} ’

onde C(N, A\, A) > 0.

Finalmente, pela desigualdade de Harnack (Teorema e fazendo uso de
argumentos como em (25)) [Proposigao 4.10], o seguinte resultado de regularidade Holder
local interior é vélido (cf. (43) [Teorema 2]).

Teorema A.4 (Estimativa Holder Local). Seja u uma solugdo de viscosidade para
Fo(z,Vv,D*v) =0 em B.

onde € uma funcao continua e limitada. Entao, u € Cloo’feta(Bl) para algum 5 € (0,1)

universal. Além disso,

1
s ) < € (Il (0 178}

2

onde C > 0 depende somente de N, X e A.

Uma estimativa do tipo Alexandroff-Bakelman-Pucci

Na sequéncia, serd derivada uma estimativa ABP adaptada ao contexto dos
modelos totalmente nao lineares com degenerescéncia nao-homogénea (cf. (42, Teorema
1) e (72, Teorema 1.1)). Tal estimativa ¢ essencial para obter cotas universais para solugao
de viscosidade em termos dos dados do problema.
Teorema A.5 (Estimativa de Alexandroff-Bakelman-Pucci ). Assuma que as hipdteses
(A0)-(A2) sejam vdlidas. Entao, existe C = C(N,\,p,q,diam(Q2)) > 0 tal que qualquer
u € C°(Q) subsolugdo (resp. supersolucdo) de viscosidade de (3.10) em {x € Q : u(x) > 0}
(resp. {z € Q:u(x) <0}, satisfaz

_1
p+1

/- Il
supu(z) < suput(x) + C - diam(Q) max , ,
: o0 Lralloyeeey 11+ llvee s
Tl |
resp. supu (x) <supu” () + C - diam(f2) max H , ‘
0 o0 Lrallpves-y I +elliveswo)
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onde

It(uw):={2€Q:3¢eR" tal que u(y) <u(z)+ ((,y—z) Vy € Q}.

1
q+1
LN(Q)} |

Prova. E suficiente provar a primeira estimativa, a segunda segue de maneira semelhante.

Particularmente, vale

f
a

1
SR
ol |

l1+a

nuuu«9>srthm@Q)+w;.dmﬂmQ>max{H |
LN ()

Inicialmente, mostraremos que a nossa sequéncia de operadores se encaixa na estrutura

de (63, Teorema 1). Para esse propdsito, como anteriormente consideramos

Ly f*(x)
eb + a(z)ed

Fo(2,6,X) :=H(z,§)F(x,X) — f(z) e folz):= fixado eg € (0, 00).

Agora, se temos (no sentido de viscosidade)
H(z, Vu)F(z, D*u) < f(x) em By,

entao de posse da condigao (Al) e supondo |Vv| > My = g5 > 0 segue que

JF
_ 2,1\ < 2,\ < fH(z) .
My (D7) < F(z, D*u) < —H(:E,Vu)
Consequentemente,
A\ (DP) ~ AVl = fo@) < (e = ) Py <0
AL LA H(x,Vu) &b+ a(x)ed fr==

Assim, u é uma supersolucao de viscosidade de um problema uniformemente

eliptico com gradiente “grande”. Pela estimativa ABP em (63, Teorema 1) obtemos

supu” (x) <supu (x)+ C - diam() (eo + 1 foll Lo e -y ) (A.6)
Q G)

Agora, a andlise se divide em dois casos: Inicialmente, se ¢y € (0, 1], entao

LN(“(U))) )

fﬁ q+1
LN(F+(U‘))>

14+a
(A.7)

-
1+a

1
supu_ (z) < supu (x)+ C - diam(Q) <€0 + L'
Q 89 €0

IN

supu” (x) + C - diam(€2) min < 1, ((q + 1)Lt
o0
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Por outro lado, se ¢ € (1,00) entdo

1

- p+1
supu” (z) <supu (z) + C - diam(Q)min< 1, [ (p +1)L;* /
Q 0 L+ aflpv ey
(A.B)
Assim, combinando as desigualdades (A.7) e (A.8) conclui-se que
(o) < supu o) - Clmn@) g, My { [
supu (x) < supu (x)+ lam ,P,q, L1, A) max , .
o 50 P L+allpy -y 1T+ ellpy ey
O]

Um resultado do tipo Hopf nao homogéneo

Uma ferramenta fundamental para provar estimativas Lipschitz uniformes de
solucoes, vem a tona. Serd derivada uma versao quantitativa do Lema de Hopf no
cenario nao homogéneo para problemas totalmente nao lineares com degenerescéncia nao-
homogénea. (cf. (92, Lema 2.10) para o caso uniformemente eliptico e homogéneo).
Lema A.1 (Lema do tipo Hopf nao homogéneo). Suponha que as hipéteses (A0)-
(A1) e estao em vigor. Seja u uma solucao positiva de viscosidade para

G(x,Vu,D*u) = f(z) em Bg(z)

onde f € L®(Bgr(2)). Assuma ainda que para algum xo € 0Bg(z0),

u(zg) =0 e %(:co) <3,

onde v é a diregio normal interior em xo. Entdo, para qualquer r € (0,1), ezxiste uma

constante Cy(universal) > 0 tal que

sup u(z) < CyR. {% + max {(TP—HR)TL, (TPHR)#} Hg:gpfq“(z‘)”m)} .
Brr (20)
rR

Prowva. Inicialmente, é suficiente considerar a funcao escalada v,, r : B; — R dada por

u(zo + rRx)

Vs r(T) == 7 ,

para r € (0,1) a ser determinado a posteriori.

Com efeito, v,, r ¢ uma solugao de viscosidade nao-negativa de

HZO,R(ya vvzo,R)on,R<x7 DQUZO,R) = fzo,R<w> em Bl
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onde
For(@,X) = r?RF (2 +rRz, 35

)
H.r(2,8) == rPH (2 +rRx, £¢)
a.r(x) = 1P %(z + rRx)

Faor(z) == r"PRf(z+rRx).

Além disso, Fy, g, H.y.r € 0 r satifazem as hipoteses estruturais (A0)-(A2), e
Agora, seja .A1 1= D1\ 31 e defina & : A1 — R, uma fungao barrelra dada

27X)

por
q)(m) = <675|x|2 . 676)

onde pu,d > 0 serd escolhido a posteriori. O gradiente e a hessiana de ® in A%’l sao

Vo (z) = —2udze ¢ D2*®(z) = 2ude 0" (202 @ 2 — Idy) .

Agora, iremos mostrar que tal barreira é uma solucao no sentido da viscosidade

para

Heoo,r (2, VO) oy p(x, D*®) > fryp(a) em A, (A.9)

desde que ajustemos apropriadamente os valores de p, 0 > 0 e r > 0.
A(N-1)
2X

Para esse propdsito, observe que para o > , a fungao ® é convexa e

decrescente na regiao anular A 11 Assim,
My (D*®(x)) = 20" 260 = A(N = 1)] > 2007 [20A = A(N = 1)] em A, ;.
Na sequéncia, obtemos usando a sentenga acima, (A1) e (3.1

H., r(x, VO)F(x, D*®) Hepr(, VO)M, \(D*®())
216e~°(r* RLy) [20X — A(N — 1)] (6PpPe™P + §%pde~a,, ,(z))

Tp+2RHfHLOO (.A . )7
TT,TR

\YARAVARLY,

que permenece verdadeira desde que escolhamos r < 1 pequeno o suficiente, fixando u e
escolhendo 6 > 0.

Com efeito, tomando y = (e7%* — ¢7%)~* ~ggf Vso.r(7) > 0 segue que
1

O(z) < v, pr(x) em A .
Assim, pelo principio da comparacdo (veja, Lema

O(z) < vy pr(xr) em Ay (A.10)
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Agora, escolhemos y := #2722, levando em conta (A.10)) e a hipdtese u(xq) = 0,

obtemos com respeito a derivada na direcao v em xy o seguinte

< OP(yo) < 0v20,r(Y0)
- Jv — ov

pde”? <S. (A.11)

Desse modo,

Por outro lado, pela desigualdade de Harnack (veja, Teorema |A.3)) segue que

IN

SUp v, r(2)

By
2

C. {glf Vzor + (g + 1)qu1 max {(rp‘*'QR)ﬁ, (rp“R)q%} H}J;’ZZO’R}
1
2

2

= ¢ {ai%f Vs, + (4 1) 7 max {(T”“R)P%, (rp“R)q%} I 80"
1
< Co. {% + max {(r”“fg)ﬁj (TPHR)ﬁ} H}J;:gzo,g}

e agora usando a definicao de v,, p concluimos que

sup u(z) < CoR. {% + max {(TPHR)TL, (rp+ 2R)QT11} Hj:j;‘zoﬁ} :
Brr (20)
R
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Prova do principio da comparacao

A partir de agora segue a prova do lema [3.1], antes disso se faz necessario um
comentario a respeito da técnica utilizada. A ideia basicamente segue negando a tese do
lema e acoplando duas desigualdades de viscosidade que sao fruto do famigerado lema de
Ishii-Lions, finda-se a prova usando propriedades intrinsecas do operador F' e da funcao
f.

Como consequéncia do principio de comparagao, serd derivada a existéncia da
menor supersolugao. Inicialmente, cabe ressaltar que o operador G(z, &, M) = H(z, &) F(z, M)

) satisfaz ‘ € " ora, Seja D:Dx,y,C,X,Y = g(ZE, C(l’ - y)7 X) - g(yv C(l’ - y)7 _Y)a
com X,Y € Sym(N) e ¢ € (0, 00) satisfazendo (3.11)) :

D = H(z,((z—y)F(z,X) - H(y, ((z —y)) F(y, =Y)
< M (e wwm¢MX+Ywukmu—mme
+ [H G — ) — Hy,Cx — 9) ) Fly,—Y)
< M (o =) (AFNX +Y) + Crwlle ) 1Y)
+ (cawallz = yDIC = )| F(y, )
< LoKpgale, [z = y)) (550 (X +Y) + Crwo(jz =y Y]])
+ +(cawnllz = yDIC( — ) Fly,~Y)
< LoKpgale, (@ = )) (Mr(X +Y) + Cpu(lz — )Y
+ (cawnlle = y)IC@ = ) 9])-575 (<Y)
< cawalle = yl)ICle — yl?ldiam(@)72¢|1 Ly (-Y)
+ [¢le =yl min {diam(Q)?%(¢7, diam(2)7 (¢ .

Em outras palavras,

D < &(¢lx —yl?)

onde

O(t) = cowalt/Q)t|diam(Q)T €T A\ (=Y)

+ t.min {diam(Q)q_2|C“I*17 diam(Q)p_2|<-|p71} (A.12)

Note que usamos a continuidade dos coeficientes do operador F', propriedades
(As), e mais usamos que a matriz Y dada por ser tomada como nao-identicamente nula,
pois caso contrario, ja seria valida, sem falar na desigualdade matricial dada por
X e Y. Por fim, note que quando ¢|z — y|*> — 0, temos que D < o(1).

Agora, para M, N € Sym(N), x € RN e £ € RV, segue que:
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g(x,f,M+N)—Q(x,£,M) H(.T,f)%;A(N)
H(x, &) Atr(N)
LiK (, [E) Atr(N)

Lymax{1, [[al|o }([€]” + [§]*) Adr(N).

IACIA A IA

Por fim, definimos respectivamente o superjato e o semijato de uma funcao

continua:
J>Tu(z) = «g(p, X) € RY x Sym(N), u(z) < u(z) + (p,z — )
+ §(X(x—i'),x—i>+o(|x—:i'|2)}

) = {0 X) €RY xSym(N), u(e) 2 () + (.7~ )
+ §(X($ —Z),2 — ) +o(lr — z|*)}.

Prova do lema (Principio de Comparagao). Por contradi¢ao, supomos que seja falsa

a tese do teorema. Assim, seja:

My = max(u; — ug)(z) > 0. (A.13)
z€ef)
Para j € N e para algum ¢ > max <2, %), considere
Jlr —y|?
i) = ) = waly) - L2 (A14)

Suponha que (z;,y;) é um ponto de méximo para ;. Extraindo uma sub-

sequéncia ainda denotada por (x;,y;), temos

(z5,95) = (2,9)-

Ademais,

V(s y5) = V(s 25)

o que implica j|z; — y;| < C, assim T = § e mais, j|z; — y;| — 0. Por outro
lado,



uy () — ua(Z)

> lim sup [ug(x;) — u2(y;)]
> lim sup ¢;(z;, )

> lim sup sgp V;(z, x)

> supq(ur — uz)(x) > 0
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Pela condigao de fronteira, £ € {2 e 0 maximo de u; — us € atingindo nesse ponto. Agora,

segundo a afirmagao provada no teorema 2.9 de (I3)) temos que para j suficientemente

grande existe (x;,y;) como acima com z; # y;. Dito isso, a fungao v; tem maximo local

em (x;,y;), como x; # y;. Assim, existem matrizes simétricas X;,Y; tais que:

(Gl =yl 72 (x5 — ;). X;) € T ua ()

(Gloy — ;" (2 — yy), —Y;) € T ua(y;)

Ademais, vale a seguinte desigualdade matricial:

1d 0 X: 0 Id —Id
gk | <™ < 3jk; N Y,
0 IdN 0 Yj _IdN IdN

onde k; = 2173q(q — 1)|z; — y;]97%

(A.15)

(A.16)

Para finalizar, seja € dado, supondo inicialmente h crescente. Uma vez que

(u—v)(Z) = m, podemos tomar j suficientemente grande tal que:

hui () = hlua(y;)) = e Wz —yl7) <

W]

e wi(lr; —y;l) <

NG

onde & é definido em e wy ¢ o mdédulo de continuidade da funcao f.
Agora, usando (A.15),(A.16]) e (3.12)), segue que:
0 < Gl jloy =yl (25 — y3), Xj) — hlua () = f(z5)
< Gz, jlag =yl (@5 — y), X5) — hluz(yy)) — fz5) — €

(A.17)

< G(ysr glrs — vl (@5 — y;), =Y5) — h(ua(y;) + 00 le; — ys19) + f(a;) — ¢

< (G, dlwg =yl "2 (@5 — y5), =Y5) — hlua(y;) — f(y)]+
W(jlz; =yl + wrlzy —y;l) —

<{—-e+5=-35
que é uma contradigao.

Agora se h é nao-decrescente seja ¢ tal que:



105

G(z, Vug, D*uy) — h(us(z)) — f(x) < —¢

tomando j suficientemente grande tal que:

1o

e wi(lr; —y;l) <

= ™

W(jlzy —y;l?) <

Agora, usando (A.15),(A.16) , (3.12), (3.13) e o ndo-decrescimento de h segue

que:
0 < Gz, jlzy =yl (25 — 5), Xj) — hlua(zy)) — f(z;)
< G(xj, jlvg — yl 72 (25 — y5), Xj) — hlua(y;)) — flz)
<Gy, gl =yl (@ — yy), =Y5) — hlua(y;)) — [ () + B0z — y;]9)
<[G(y), jlwg — yl7 (x5 — y3), =Y5) = Plualyy)) — f(y;)] -
f(xg) = f(yy) + 00z — ;]
—e +wp(lz; —y5) + (i — y;l9)

A

—~

=
2

<
S .
o que nos da uma contradi¢ao, e assim o teorema esta provado.
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EXISTENCIA DE SOLUCOES MINIMAIS

Uma vez que foi usado o conceito de solu¢ao minimal no estudo do caso sin-
gularmente perturbado para o problema de degenerescéncia nao-homogénea, seguem nas
linhas seguintes a justificativa para existéncia das solugoes minimais.

A prova é baseada nas propriedades intrinsecas de um problema de Dirichlet, a
ser apresentado, a posteri, tais propriedades quanto ao operador, a monotonia de solugoes e
a existéncia de um modulo de continuidade universal garantirao a construcao das solugoes
de Perron que garantiram, por exemplo, a regularidade Lipschitz no caso do problema
singularmente perturbado.

E necessério recordar o teorema da funcao implicita que garante e existéncia
de uma bola B = Bg(0) C RY, e E' C BR(0) C R¥"! e s € C*(F'), tal que s(0) =
0,Vs(0) =0 e, para z = (2/,zy),

QNBC{zy>s(2),2" € D'}, e BN B={xy=s(2)}

No que segue, seja p > 0, tal que |Dg| < p/2 e g(x,z) = pz — h(x, z), para
f € C%(Q), defina o seguinte operador:

Gt[u] = G¢(D*u, Du,u,z) = G(D*u, Du, x) — pu + f(z). (A.18)

Com efeito, Gy satisfaz as hipéteses do principio de comparacao, ou seja, ¢ um
operador uniformemente eliptico, goza de w—continuidade dos coeficientes, dentre outras
ja citadas que permitem a aplicagao do lema|3.1|. Preparado o terreno, segue o resultado

principal dessa se¢ao:

Teorema A.6. Sejam p, f e Gy como acima, g lipschitz, o problema de Dirichlet:

(A.19)

Gylu] = G4(x,u, Du, D*u) =0 em Q
u =g em OS2

tem solugio u € C(Q), com constante Holder dependendo de (X, A, N, p,q,|a|os, Lipg).
A prova do teorema acima, exige o lema a seguir, que garante que a solugao

do problema de Dirichlet 6 C1% em BN {xy = s(2')} com um erro que depende

da distancia até os pontos da hipersuperficie {xy = s(2’)}.

Lema A.2. Seja ¢ € CY, uma funcio s como acima. Se d é a distancia até a hipersu-

perficie {xn = s(a')}. entdo, para todo r < 1 e para todo v < 1, eziste §y dependendo de

, AN ,q, e Lipp, tal que para todo § < 0y, se u € solucdo de
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Gilul = Gy(z,u, Du, D*u) =0 em Q
u =g em 0f)

tal que oscu < 1 entdao satisfaz:

2 d
! —g| < 2_dly) em B,.(0)N{xn > a(z)}.
Prova. Serao analisados dois casos: quando g = 0 e o caso quando g nao ¢ identica-
mente nula. No primeiro caso, pela estimativa ABP (Teorema [3.9) podemos supor que
||| Lo () < 1, uma vez que pela hipétese o dado de fronteira é nulo e podemos considerar

f com uma normal pequena (smallness regime).
Quanto ao resto da prova, é suficiente analisar o conjunto Q5 = {y € Q :
d(y) < 0}, 1,a vez que a regiao complementar segue do fato de que ||u|[ 1) < 1 combinado

com a estimativa Holder local ({A.4)
) J)

Inicialmente seja § < 7, tal que d(y) < n, sabe-se que a fungao distancia é C?,

1
Pmin+1

’ f
1+a

/
Nl1+a

||u||C07a/<Q,) < C(universal, dist(Q’, 92)) (u]Loo(Q) + max{

L”(Q)
ademais |D?d| < K. No que segue, devemos construir uma supersolugao v tal que:

Gelv) <0 em Bn{zy > s(2'),d(y) <d}. (A.20)

A candidata é definida como:

d(y

2_d(y)
v(y) = { 51+d3< joem yl<r
2
B
A condigao de fronteira é Vahda, ou seja,

v>u em O(BN{xy=s(z"),d(y) <d})

Agora, a fim de verificar que v é supersolucao de (A.20)), temos inicialmente:

14+(1 d’Y
D/U g(l(—i-TDd em ’y| <r
B 2+(lﬁfded—l— (| |—7)2em |yl >7r
5 (1td)2 W Y g =

este gradiente é nao-degenerado, isto é, |[Dv| > (45)_ ,para 0 < (1 —r)/12. Como v é de

classe C? por construcao, além disso:

21 (1 1- 21+ (1—7)d
D% = _< 7‘(’5 )< +7(iiim3 NP Dd@DdJrg—z(+ dﬁ’;gd D*d
3(lyl=r) _ ey (ul=n) |, usy
t O {(Idn ‘1(3,\%’) AL y}'

[yl
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Assim,
—290dY L (14)+(1—v)d” 1+(1—~)d”
My (D) < LU ?Mmg) + 2R (1(+d3))2 +(fﬁ%2}
_ 1
< - @00+ INKA 4+ 2

Usando agora a definicao de Gy, temos a seguinte sequéncia de desigualdades:

Gy[v] = G(D*v, Dv,z) — pov + f
< H(z, Dv)F(x, D*v) —vw + f(x)
< LiK, pa(z, ]Dv])//l;fA(Dzv) — pv + f(x).

Para que se cumpra ({A.20)), aspiramos a seguinte desigualdade:

LiKp ga(, [DV]) A5\ (D*0) — pv + f(2) < =||f]]

que se cumpre precisamente quando para 6 < min((1 —7)/12,7) :

NA il
(3 ()

e i € escolhido de tal forma que p > —% + % Segue entao do principio de comparagao

(I+7) _2
T TR R s

(275772N)

que u < w em BN{zy > s(z’),d(y) < 0}. Para finalizar o caso onde g = 0, substituimos
v por —v nos célculos anteriores e restringimos a andlise ao ambiente B, N {xy > s(z’)}.

Para o caso onde g # 0, seja m solucao de

M\ (D?*1) =0 em BN {xy > s(a')}
m=gem BN{zy = s(a')}.
Com efeito, 7 € CYP (BN {zy > s(2')}) N C*(BN{zy > s(2)}), a fungdo
também pode ser escolhida de modo que ||7|| < [|9]lc < 1, |[|D7||eo < ¢||Dgl|, para
alguma constante que depende de A\, A, N, (). Agora, seja:

13 d(y)

d
Stram T amelyl =)’ +7ly) em [yl >

Assim como no caso anterior, onde g = 0, temos:

v>u O(BN{xy>s(z)}N{dly) <d})

e para ¢ suficientemente pequeno, temos que v também satisfaz (A.20]), pois bem, obtemos
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assim a cota superior o caso g # 0, para a cota inferior, repetimos a conta feita trocando

v por 27 — v e assim o resultado segue.

]

Prova. (Prova do teorema [A.6) Seja r; € (r,1/2). Sem perda de generalidade, pode-

mos supor que oscu < 1. Seja zg € B, N{zy > s(2')} e = definido como

S(2,y) = u(@) —u(y) = Mle =yl = L(le = 2ol + [y —wof?).  (A:21)

Vamos mostrar que para L e M independentes de x(, grandes o suficiente vale:

E(x,y) <0 em (B, N{zy > s(2)})> (A.22)

Isso implica que u é y—Holder continua em B,, N{zx > s(2')}, quando z = x

e fazendo este variar, com efeito, se Z(z,y) <0 ez = xg

u(zo) — u(y) — M|zo — y|” — Lly — 20> <0
u(wo) — u(y) < Mz —y|” + Lly — xo|?
u(zo) — u(y) < max{L, M }|xo —y|".

Uma vez que |y — xg| <71+ 7 < 1. Trocando xy por y, segue a cota inferior, e
assim estd assegurada a validade da afirmacao que u é v-Holder continua. Dito isso, para
mostrar nos pontos onde zy = s(z’), usamos o lema , que garante que existe
Ky tal que para z € B, N{zy > s(z’)},

lu(x) — g(2")| < Kod(z,09).

Entao, uma vez que |2’ — ¢/| < |z — y|, temos:

lu(a’, xn) —u(a’, s(2'))| + |u(2’, s(2')) — u(y', s(y'))]
Kod(x,0Q) + Lip |2’ — 3|
Kolz — (¢, ()| + Lip, |z — (¢, s(3))|

lu(z’, xn) —u(y', s(y')]

IAIA A

assim, se M ¢ suficientemente grande tal que supera Ko + Lip,, temos que:

S(z.y) < Jule) = uly)l - Mla =y = L(lo = 2ol + Jy — wof?)
< (Ko + Lipy)lz — gl = Mla =y = L(Je = a0l + ly — o)
< M(Jr =yl =z = yI") = L{Jz = w0l + |y = 2]*) <0.
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De onde obtemos a tese

E(r,y) <0 em (B, N{zy =s(2)})>

No restante da fronteira, ou seja, {|y| = 1} N{d(y) < ¢} e BN {zy = s(z')},
escolhemos L > ﬁ e recordamos que oscu < 1. Por fim, escolhemos L suficientemente

grande e M tal que

M > C|flola = b* T

onde I" sera definido posteriormente em (|A.28]).

Vamos supor por contradi¢ao que Z(z,y) > 0 para algum (z,y) € (B,,N{zn >

s(x')})?, entao existe (a,b) tal que:

2(@,b) = sup(Z(z, y)) > 0. (A.23)

B,

E valido nao olvidar que a # /b\, pois caso contrario o resultado é trivial, a

escolha de L assegura que Ei,g € Br+r N{xy > s(2’)}. Desse modo, o lema de Ishii-Lions
2

(veja[(27), Teorema 3.2]) é testemunha que para todo £ > 0 dependendo da norma de

D*(M|z — y|7), existem matrizes simétricas X, Y € Sym(n) tais que:

(YM (@ —=b)[a — "2+ 2L(a@ — 20), X) € T2 u(a) (A.24)

(YM (@ —=b)[a — b2 = 2L(b — x0), -Y) € T2 u(b) (A.25)

(X O>§< @ _Q>+(2L+s)<IdN ! ) (A.26)
0Y —-Q Q 0 Idn

A partir de agora, seja a, = VM(ZL\—E)W—ZP_Q +2L(a—x9) e b, = YM(@—1b)|

com

~ 1 ~
2yMla =0 > fag|, [by] > 5v[a = b (A.27)

Agora, usando (A.24) e (A.25)), a elipticidade uniforme, a continuidade dos
coeficientes de F, (|A.27)), as estimativas superiores para as normas || X + Y|, || X|| e |[Y]|
que podem ser encontradas em [(13]), Proposi¢ao 2.3] e finalmente (A.28)):

|H(aa a':c) - H(/b\7 by)| S F(pa q,7, |a’\ - /b\|7 LZ; L17 ||CI,| |OO7p7 Q> (A28)

onde
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D= paa(2M[@ =By gl — D)
+ clllalloo, La, Lt) max { 2yM[@ — B1)7, (2y M@ - B ~1)e |

Resulta, a seguinte sequéncia de desigualdades

fO) < Hb,b,)F(b,-Y)
< (H(@a,) +T)F(b,~Y)
< H(@,00)F(b,-Y) — Tty (V)
< (F@X) + IXIICru(ia —bl) — A5 p (X +Y) ) (@, ar) = Tty (V)
< J@) + H(@0) (CrllX](d = B) = A0 (X +Y)) =Tty (Y)
< f(@) + H(@, ap) (Cp||X||lw([@—b]) — A\CM|a — ]~ 2>—CMF\6—3|7_2
< f@ — CMT[a— b2

que ¢ falso, tao logo L e M forem grandes o suficiente.
O

Prova. (Prova do teorema |3.10) Seja 11 > 0 tal que |Dh|< /2 e h(z, 2) = pz—h(z, 2),
para f € C%'(QQ), com isso, seja:
Gt[u] = G¢(z,u, Du, D*v) = G(z, Du, D*) — pu + f(x).

Com efeito, G satisfaz o principio da comparacao,logo , pelo teorema anterior

garantimos que:

Gylul =0 em Q
u =g em 0S)

tem solucao y-Holder continua até bordo de €2. A partir de agora, seja uy = uy € ugy1 a

unica solucao do problema de Dirichlet:
Gy lu] =0 em Q
u =g em 0S)

onde fi, = h(z, uy(x)). A seguir veremos que é fruto do principio da comparacéo a seguinte

sequéncia de desigualdades

U = ug < up - S up KUy <LLouk

Para isso, observe inicialmente que:
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Gy, [u] = G(z, Du, D*u) — h(z,u) + h(zx,u) — h(z,u) (A.29)
Gfk [U] = Gfk—1[u] + ﬁ(m7uk) - iL(l’, Uk—l) <A30)
G*[u] = Gy, [u] + h(z,u*) — h(z,u), k>0 (A.31)

assim, pela definicdo de u;, temos que, Gy lu] = 0 < Gy lug] € uy = uy = g, logo pelo
principio da comparacao segue que ug < u;. Supondo indutivamente que ug_; < up em

(), temos que como h é crescente, decorre que:

Gy lupt] = Gy Jug] + B(x,uk) — iz(x, ug—1) > 0.

Portanto aplicando novamente o principio da comparacao seque uy < up1 em

Q. Agora, atente que u; < u*, ora:

G*w] = G lwa] + h(z, u*) — h(z,up) >0

logo, G*[u1] > 0 > G*[u*]. Por sim, se uy < u* em Q, G*[ug41] > 0 > G*[u*] no sentido
de viscosidade, dai ugy 1 < u*.
Diante da andlise anterior, conclui-se que a sequéncia (uy) é equilimitada e

equicontinua, assim, o teorema de Ascoli-Arzela garante que:

lim ug () = Ueo- (A.32)

k—o0
Agora, de (17.15), segue que existe uma constante C' = C'(u, ||u*||sos ||Us]]00)

tal que

|G(z, Dug, D*uy)| < C Vk > 1. (A.33)

Ora, por definicao:

G, [ug] = G(x, Dug, D*uy,) — piuy + h(x, uy)
= Gy, [ur] + Wz, ) — Az, up)
G(x, Duy, D*uy,) — pug = —ﬁ(x, Up—1)
G(z, Dug, D*uy) = prug, + paug_y + hiz, up_1)

o que valida a estimativa (A.33) e com esta em vigor, segue localmente a
convergéncia uniforme (se nao é assegurado a convergéncia como dita, passamos a uma

subsequéncia):
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Gp =G (A.34)

Em outras palavras, u., ¢ solugao de viscosidade de

G(x, Du, D*u) = h(x,u).

Por fim, vejamos que u., ¢ a supersolugao entre u, e u®, que como anterior-

mente se resumira a uma aplicacao do principio de comparacgao. Seja w € ., entao:

Gy.[u] = G(x, Du, D*) — h(z,w) + h(z, uy) — h(z,w).

Se k = 0, segue que Gy [u1] = 0 > Gy, [w] no sentido de viscosidade, assim,

por comparacao segue que w > uy. Agora, como Gy, [ug11] = 0 > Gy, [w], segue
w > ug (A.35)

tomando k — oo (16.20), se confirma entao que:

Uso () = i}n;w
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Lema do Corte

Com o intuito de assegurar a validade do lema do corte, usado nos comentarios
finais que visaram oferecer aplicagoes do estudo do problema singularmente perturbado,
segue a prova abaixo:

Lema A.3. Se u € solucao de viscosidade de

H(z, Du)F(x,D*u) =0 em B (A.36)

entao u € solucao de viscosidade de

F(z, D*u) = 0. (A.37)

Prova. Vamos provar apenas o caso em que u € supersolucao, uma vez que o caso para
subsolucao promete ser analogo. Para isso, considere uma funcao teste ¢ tocando u por
baixo em = € B;. Por simplicidade, supomos = = 0.

Pode-se supor também, sem perda de generalidade, que u(0) = ¢(0) =0 ( em
face do argumento que v := u — u(0) também é solugao de ), além disso , ¢ < u em

B, \ {0} para algum r > 0, por fim, vamos considerar ¢ quadratico, ou seja:

o(z) = %x.A.x +b.x (A.38)

Se b # 0, entao da hipdtese, ou seja

H(0,b)F(0,A) >0 implica F(0,A) > 0.

Para o caso complementar, ou seja, se b = 0, suponha por contradicao, a
negagao da hipdtese, ou seja, F(0, A) < 0. Levando em conta que F' é uniformemente
eliptico, temos que ou A é uma matriz estritamente negativa o que nos conduz a um
absurdo, a luz da informagao que b = 0, pode ocorrer também que A tenha pelo menos
um autovalor positivo.

Seja S a soma direta dos subespacos que gozam de autovalores positivos e Ps

a projecao ortogonal em S. Iremos considerar a seguinte fungao

V(x) = ¢(x) + |Psz] (A.39)

¢ uma funcao teste. Inicialmente, é valido notar que uma vez que u domina ¢ em B,,
entdo u— W atinge minimo em zy € B, no interior da bola para e suficientemente pequeno.
Devemos agora verificar se ha esperanca de derivar duas vezes na vizinhanca de x, para
isso, note inicialmente que Psxzy # 0.

Com efeito, se isso fosse falso, considere o fato que
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| Ps| = maxe.Ps (A.40)

lel=1

e com isso, temos que a funcao teste ¢+ ee. Psx toca u por baixo em x para todo e € RY

com |e| = 1, assim pela hipdtese assegurada em (|A.36), temos:

H(Azg + ePse)F(xg, A) >0 (A.41)

contudo escolhemos e tal que:

D¢(x9) + ePse # 0

de onde o resulta o absurdo que:

F(l’o,A) Z 0

Portanto, Pszy # 0 e assim ¥ é uma funcao-teste genuina, ou seja, é suave
em uma vizinhanga de x, desse modo usando novamente (A.36]) e o fato que z — |Ps| é

convexa, temos:

H(z0, Ao + o) F (29, A+ €D?*Ps) >0

onde ey = Psxg.|Pszo|™!. Por fim, como Axg + ey # 0, vale

F(Io,A) ZF(.T(),A‘FEPS) >0

E vélido destacar que acima, foi fortemente usado que D?*Ps > 0, por ser
convexa como dito anteriormente. Assim, mais uma vez temos uma contradicao e portanto

esta provado o lema do corte. O
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ESPACOS £P(Q,v)

Definicoes Basicas

Considere a métrica ¢ definida em RY | para z € RY, p > 0, seja B(z, p) a bola
aberta de centro x e raio p, de acordo com a métrica 1. A partir de agora, assumiremos
duas propriedades que fazem a topologia induzida por essa métrica ser equivalente a

euclidiana e além do mais 1 seja continua em todo o RY x R sao elas:

(1) B(0,p) é convexa, ¥ > 0;

(2) existem numeros positivos Cy,Cy e m > n tais que:

Cip" < |B(0, p)| < Cop™ (A.42)

Seja Q,, = QN B(x, p), com isso assumimos que a medida de Lebesgue desse

conjunto é pelo menos a medida de Lebesgue de B(z, p), isto é:

Q| = AlB(z, p)|, Vo € Q, 0<p<po (A.43)

para algum A > 0.
A seguir, segue a definicao dos espacos de Holder com a métrica 1.
Defini¢ao A.1. (Espagos de Hélder) O espago das fungoes Hélder continuas com expoente

a sobre Q0 com respeito a 1, denotado por C**(, %)), equipado com a seguinte norma:

|u(z) — u(y)|
|[ullco.0 @,y = suplu(z)| + sup
reey) zeQ z,yeQ ¢o¢ ([L’, y)

= supu(z)] + [ulgoamy)-
z€eS)
Definigao A.2. (Espacos de Campanato) Seja LPF(2,4), com p > 1,;u > 0, o espago

das fungoes u € LP(Q) tais que:

RS

€N
p€E(0,d(Q2)] z0,pP

[U]U’v“(ﬁ,w):< sup  [Qa,p| " / ]u(x)—um,p]qu) <00
Q

onde Uy, , € a média integral de u sobre {1y ,.

Com efeito, (LPH(Q, ), ||ul|zr.n,p)) € um espaco de Banach.
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Propriedades iniciais

Os préximos resultados ajudam a entender o comportamento da média uy, ,
quando p — 0.
Lema A.4. Considere u € LPF(Q,9), p>1, n >0, e seja o € (0,p). Entdo, existe uma
constante C; > 0 tal que, para quase todo x € €0, vale

prm — ghm

a0 = U] < Ca( Yulers.

O-m

Prova. Seja o € (0,p) e 29 € Q arbitrario. A partir de agora, afirmamos que:
|Uag,p — Uagol” < 2p(|u($) — Uy p|” + u(z) — ng,o|p|) para qitp T € Sy,

Integrando sobre €2, , e levando em conta que €, , C g, além de (A.42)
e (A.43)) temos:

Uy — U ol? < 2P|Qm0,g|—1( / () — gy Pz + / |u<x>—umo,g|pdo:)
Q [9]

z0,pP z0,pP

op

= CIO'mA / ‘U(.T) ~ Uaoyp Pdr + / ’U(l’) - uxo,d’pdx
on,p on,p

2P 3

- ClO—mA |onvl)|u|9$0,ﬂ| . / |U(l‘) - ua:o,p|pdl‘
Qaq,p
Qg [ fule) - uxo,mdx)
Qag,p
P+ ")

- ACyom Herr@w)

tomando a raiz p-ésima na desigualdade, segue o resultado.

]

Lema A.5. Seja u € LPH(Q,4), p> 1, u > 0 e h um inteiro positivo. Entdo existe uma
constante Cy tal que, para quase todo v € Q e p € (0,d), vale:

’uxo,p - uzO’Q—hp| S CQpa<1 - 2iah>[u]£p’u(97¢)
onde a = = (p — 1).

Prova. Aplicando o lema anterior com o = £, segue que:

2°CY (p'™ + (p/2)*™) )P
- AC(p/2)™ Lo (@)

| p

|u$0,p — Ugy, 8



118

Como

O™+ O12™) _ s+ o
ey TR

vale

LY o142 i era gy = K )
.AOl P U| L (Q,h) = u)p-.

a0, = thay | < 2(

Assim, pela desigualdade triangular, segue:
h

|u$07p - uxo,Q_hpl < Z|u3«“0,21_jp - uxo,Q_jpl

"22( fé);’(w;)p) 1+ 2™ ulersiay

Jj=

IN
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— Z2a1])<K2 )1 2a Oz

onde K,(u) = £
[

Lema A.6. Seja u € L'*(Q,%)), com p > 1. Entdo, para quase todo xy € Q, existe é

finito o limite

hH(l) Uggp = U(T0)

e satisfaz

gy — 1(20)] < Cap™ ] .0
onde Cs ¢ independente de xg.

Prova. Uma vez que toda sequéncia de Cauchy é convergente, a ideia é provar inicial-
mente que {u,,2-n,}n ¢ uma sequéncia de Cauchy. Assim, considere j, s € N e assuma,

sem perda de generalidade, que j < s. Entdo, para py = 277p,

’umo»Po = Ugg,20=3p

K (u)

[y 2-5p = Usp 22

< 9—a po (1 — 2007~ S))
K )
< %pa?]“ -0 (j— o)

onde foi levado em conta a desigualdade obtida no lema anterior.
Desse modo {u,, 2-n,}5 ¢ uma sequéncia de Cauchy para cada o € Q e cada

€ (0,d). Agora fixado p, vamos mostrar que o limite
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lim w, 5-n, = U(x)

h—o00 P

é independente de p. Seja o € (0,d), sem perda de generalidade, seja 0 < p. Entao,

vamos mostrar que:

hli_)r{)10|ux72_hp — Uy o-ny| = 0.

Pelo lema[A.4] temos:

27h mm g 27h pm
|u1‘072_hp - Uxo,Z—ha| < Cl ( pnghg()um ) > [u]£(11“>(ﬂ,w)

pum + ghm

oHm

= Cl ) (27h>m(u71)[U]E(l,u)(ﬂ’w) — 0 (h — OO)

Assim, u é independente da escolha de p e

u(z) = /l)i_r)r[l) Uz, p-

Finalmente, a ultima parte da tese segue como aplicacao direta do lema 2.
O

Lema A.7. Seja u € LOW(Q,4)), u > 1, a,b € Q e p = 2¢(a,b). Entdo existe uma

constante C4 > 0 tal que:

‘Ur,p - uy7p| < C4Pm(”71)[u]£(la#><ﬂ,¢)-

Prova. Fixe a,b € Q e considere p = 2¢(z,y). Uma vez que Oy pj2 C QUK , e para
quase todo z € €2, ,/

|ux,p — Uyp| < |u(2) = ugp| + |u(z) + uy,p|-

Assim,
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/ |uz,p uyp‘dz < /’U _U:c,p|dz+ /|U _uyp|dz

xp/?

e, /|u )= 4 19,10, [ 10() — s

v Qy,p

< pm('“_l) m[u][;(l,u)(g’w)+pm(“_1)f’m[“]£(l«#>(ﬂw)

= oD 29(a, 0)" [ul Lo o, + 0D (W@, 0) ] o )
< p"0 D 2diam) " [ul co.w (g, + p™ D (2diam )" [u] L. (0,4

= C4pm(“*1)[u]£(1,,4)(97¢)

Relagao entre £PH(Q 1)) e C*(Q, 1))

Teorema A.7. Seja ) satisfazendo (A.43|) e p > 1. Se u > 1, entao:

CO(@, ) = LEN(Q, )
com o = 2 — 1)

Prova. Seja u € C%*(Q,1)), 29 € Q,p > 0. Entdo, levando em conta a propriedade da

métrica ¢ e (A.43):

1
200,17 / )~ e = o [ ][ (o)~ utw))
[
Qg0 Qo Qagp

1
< Q| He—— — d
~ ’ 07P| |Qx0,p|p/ /'u U ] x
z(,p 'Qmop »
1
< Q| TH——— Ky*(x, d
< il [ | [ Eve y)] -
QP -QJCOnU
< |Qx0 p|1—qu20lqpap
< (K720 A By, p)] Y
< (szaq)Al ucll Iz m(l u)p m(p—1)

(AC)".

Tomando o supremo na desigualdade acima em zq € Q,p > 0, concluimos que
de fato u é uma habitante do espago de Campanato com expoente (p, ) no dominio 2
com a métrica 1.

Para a inclusao contraria, é suficiente considerar o caso p = 1, com efeito, se
u € LPH(Q,4)), entdo pela desigualdade de Hélder:
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1
=l » _1 ue1
920,70 / u(z) — gl < / 0(2) — g ) [ 12,5

zop zop
= (sl fule) = )

zo,p

Q=

tomando o supremo, segue que:

LPM(Q, ) C £(1%1+%(#—1))(ij)_

Feito isso, seja u € L34 (Q, ). Inicialmente seja @ como no lema , é fato
que esta funcdo é Holder continua com expoente «, ora, para x,y € Q e p = 1 (a,b). Vale,

pela desigualdade triangular:

[a(a) = a(d)] < ala) = uq,p| +[@(b) = uy,,.

Pelos lemas e[A.7] segue que:

|7-1/(a) - ﬂ(b)| < (263 + C4)[u]ﬁ(lﬁu)(g,d})pm(mu—l)
= 27 (2C5 + Ca) [u] 1w 0. (¥ (a, b)) ™0

Para o que segue, a ideia é mostrar que u = u em quase todo ponto, para isso, vamos
mostrar que u, , converge em L'(2) para u, quando p — 0. Isso implicaria em particular,

que existe uma subsequéncia de {u, ,}, que convergente em quase todo ponto.

u(@) = taplde = ‘ —u(t))dt‘da:
J | zp|
: A|B<o,p|/ ] o) o
1

Q Q.

- / /|u ) —u(w + 0)ldtdz — 0 (|t] = 0).

B(0,p) ©

IN

Uma vez que a topologia induzida da métrica v é equivalente e a euclidiana,
isso é equivalente a 1(0,t) — 0, ou seja, p — 0, ademais foi usado acima a densidade das
fungoes continuas em L'(Q2). Finalmente, pelo lema (A.6)), u, , converge uniformemente
para % em quase todo ponto em (2, logo, da unicidade do limite segue que u = @ em quase

todo ponto, e assim u é de fato Holder continua com o expoente «. O
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