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Departamento de Matemática, Fortaleza, 2009
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que hoje levo em minha vida e acima de tudo por levantarem sempre minha
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“Não se preocupe com as suas dificuldades em matemática. Eu posso garantir a você

que as minhas são maiores.”

Albert Einstein



Resumo

Nesse trabalho iremos considerar uma hipersuperf́ıcie conexa, completa e

orientável da esfera unitária euclidiana Sn+1 com curvatura de ordem superior

constante positiva. Provaremos sob certas condições geométricas, que caso a

imagem da Aplicação de Gauss de M estiver contida em um hemisfério fechado,

então M é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de Sn+1 .

Palavras-chave: Curvatura de ordem superior. Aplicação de Gauss. Total-

mente umb́ılica.



Abstract

In this work we will consider connected, complete and orientable hyper-

surface of the unit euclidean sphere Sn+1 with constant positive high order

curvature. We will prove that under certain geometric conditions, if the image

of the Gauss mapping of M is contained in a closed hemisphere, then M is a

totally umbilic hypersurface of Sn+1.

Keywords: High order curvature. Gauss mapping. Totally umbilic.
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Introdução

Considere Mn uma variedade riemanniana de dimensão n, compacta, orien-

tada e seja ψ : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica sobre a esfera Sn+1 ⊂ Rn+2.

Desde que M é orientável, podemos escolher um campo normal unitário global

N . Denotaremos as conexões riemannianas ∇ e ∇ de M e Sn+1, respectiva-

mente, e que estão relacionadas por

∇XY = ∇XY + 〈A(X), Y 〉N,

onde A é o operador relacionado com a segunda forma da imersão, definido

por

∇XN = −A(X).

Sejam k1, . . . , kn os autovalores de A. Nós definimos a r-ésima curvatura

média de uma imersão em um ponto p da seguinte forma:

Hr =
1(
n
r

)
∑

1≤i1<...<ir≤n

ki1 . . . kir =
1(
n
r

)Sr,

onde Sr é a r-ésima função simétrica associada ao operador A. No sentido de

unificar a notação, definimos H0 = 1 e Hr = 0, para todo r ≥ n + 1. Para

r = 1, H1 = H é a curvatura média da imersão e no caso r = n, Hn é a

curvatura de Gauss-Kronecker.

A aplicação de Gauss φ : Mn → Sn+1 é definida por

φ(p) = N(p) ∈ Sn+1.

O conjunto φ(M) é chamado de imagem de Gauss de M .

Então de posse dessas considerações podemos enunciar o objetivo principal

dessa dissertação que é estendermos para r-ésima curvatura média constante

o seguinte teorema provado por K. Nomizu e B. Smyth [NS].
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Teorema 0.1 (Nomizu-Smyth) Seja M uma variedade compacta, conexa e

orientável de dimensão n ≥ 2 imersa na esfera Sn+1 com curvatura média

constante. Se a imagem de Gauss de M estiver contida num hemisfério fechado

de Sn+1, então M é uma hiperesfera em Sn+1.

Os resultados desse trabalho foram obtidos por H. Alencar, H. Rosenberg

e W. Santos [ARS] no qual os autores estenderam o resultado anterior para

2 ≤ r ≤ n−1. Vamos tratar apenas o caso onde Hr+1 > 0 conforme o seguinte

teorema:

Teorema 0.2 Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e conexa de

Sn+1 com (r + 1)-ésima curvatura média Hr+1 constante positiva para algum

r = 0, . . . , n − 2. Suponha que a imagem de Gauss de M esteja contida num

hemisfério fechado, Hr ≥ 0 e a seguinte desigualdade vale:

H1Hr ≥ Hr+1.

Então M é totalmente umb́ılica.

No caso r = 2, parte da hipótese do teorema acima é trivialmente satisfeita,

e obtemos o seguinte resultado.

Teorema 0.3 Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e orientável de

Sn+1 com curvatura escalar constante H2 > 0. Se a imagem da aplicação de

Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de Sn+1, então M é total-

mente umb́ılica.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Nos caṕıtulos 1 e 2 iremos estabelecer a notação a ser usada na dissertação e

lembrar de alguns conceitos e fatos básicos, necessário ao desenvolvimento dos

caṕıtulos seguintes. Sendo assim a prova de alguns resultados não será feita,

mas em todo o texto ficará clara a referência para obter tais justificativas.

Para este trabalho iremos considerar Mn uma variedade riemanniana de

dimensão n e classe C∞, D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas

em M , ∇ e 〈, 〉 representará sua conexão e métrica riemanniana. Se p ∈ M

então TpM denotará o espaço tangente a M em p e TM o fibrado tangente a

M .

1.1 Curvatura

Definição 1.1 A curvatura R em uma variedade riemanniana Mn é uma

correspondência que associa a cada par X, Y ∈ TM uma aplicação R(X, Y ) :

TM → TM dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, ∀ Z ∈ TM .

Proposição 1.1 A curvatura satisfaz as seguintes propriedades, ∀ X, Y, Z, T ∈
TM :

a) 〈R(X, Y )Z, T 〉+ 〈R(Y, Z)X, T 〉+ 〈R(Z, X)Y, T 〉 = 0;

b) 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(Y, X)Z, T 〉;
c) 〈R(X,Y )Z, T 〉 = −〈R(X,Y )T, Z〉;
d) 〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(Z, T )X,Y 〉.
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Definição 1.2 Seja σ ⊂ TpM um subespaço bidimensional do espaço tangente

TpM e sejam x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|2 ,

onde |x ∧ y|2 = 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2. K é denominado a curvatura seccional

de M em p segundo σ.

Consideremos agora x ∈ TpM um vetor unitário e uma base ortonormal

{z1, . . . , zn−1, zn = x} de TpM .

Definição 1.3 A curvatura de Ricci de M na direção de x em p é definida

por

Ric(x) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

〈R(x, zi)x, zi〉.

Definição 1.4 A curvatura escalar de M em p é definida como

R(p) =
1

n

n∑
j=1

Ricp(zi).

1.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Definição 1.5 Seja f ∈ D(M). O gradiente de f é o campo de vetores em M ,

definido pela seguinte condição:

〈grad(f), X〉 = X(f), ∀ X ∈ TM.

Decorre da definição que se f, g ∈ D(M) então:

1. grad(f + g) = grad(f) + grad(g);

2. grad(fg) = ggrad(f) + fgrad(g).

Definição 1.6 Seja X ∈ TM . A divergência de X é a função divX : M → R,

definida por

divX(p) = tr[Y (p) 7→ (∇Y X)(p)],

onde tr significa o traço da aplicação.
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As propriedades abaixo decorrem diretamente da definição.

1. div(X + Y ) = divX + divY ;

2. div(fX) = fdivX + 〈grad(f), X〉,

para quaisquer X,Y ∈ TM e qualquer f ∈ D(M).

Teorema 1.1 Seja M uma variedade riemanniana compacta com bordo e X ∈
C1(M) . Então

∫

M

divXdM =

∫

∂M

〈X, ν〉dS,

onde ν é o campo unitário normal a ∂M apontando para fora de M .

Definição 1.7 Seja f ∈ D(M). O Laplaciano de f é o operador ∆ : D(M) →
D(M) definido por

∆f = div(grad(f)).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos :

1. ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

2. ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈grad(f), grad(g)〉,

para quaisquer f, g ∈ D(M).

Observação 1.1 (Referencial móvel) Seja Mn uma variedade riemanniana

de dimensão n, e p ∈ M . Então existe uma vizinhança U ⊂ M de p e

n campos de vetores linearmente independentes E1, . . . , En ∈ TM tais que,

〈Ei, Ej〉 = δij ∀ ij ∈ 1, . . . , n.

Proposição 1.2 Se {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal local em M ,

então

grad(f) =
n∑

i=1

Ei(f)Ei.
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Demonstração: Escrevendo

grad(f) =
n∑

i=1

aiEi,

temos que

Ej(f) = 〈grad(f), Ej〉 = 〈
n∑

i=1

aiEi, Ej〉 = aj.

Logo,

grad(f) =
n∑

i=1

Ei(f)Ei. (1.1)

Proposição 1.3 Se X =
n∑

i=1

XiEi, onde {E1, . . . , En} é um referencial local

em M , então

divX =
n∑

i=1

(Ei(Xi)− 〈∇Ei
Ei, X〉).

Demonstração: Inicialmente temos que

divX =
n∑

i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

=
n∑

i=1

〈∇Ei
(

n∑
j=1

XjEj), Ei〉

=
n∑

i,j=1

〈Ei(Xj)Ej, Ei〉+ 〈Xj∇Ei
Ej, Ei〉.

Como 〈Ei, Ej〉 = δij, tem-se que

0 = Ei〈Ei, Ej〉 = 〈∇Ei
Ei, Ej〉+〈Ei,∇Ei

Ej〉, ou seja, 〈∇Ei
Ej, Ei〉 = −〈∇Ei

Ei, Ej〉.
Dáı,

divX =
n∑

i=1

Ei(Xi)−
n∑

i,j=1

Xj〈∇Ei
Ei, Ej〉

=
n∑

i=1

Ei(Xi)−
n∑

i=1

〈∇Ei
Ei, X〉

=
n∑

i=1

(Ei(Xi)− 〈∇Ei
Ei, X〉).
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Definição 1.8 Seja f ∈ D(M).Definimos hessiano de f em p ∈ M como o

operador linear Hessf : TpM → TpM , dado por

(Hessf)Y = ∇Y grad(f), ∀ Y ∈ TM.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos

X, Y ∈ TM , temos:

(Hessf)(X, Y ) = 〈(Hessf)(X), Y 〉.



Caṕıtulo 2

Imersões Isométricas

2.1 A segunda forma fundamental

Seja (M
n+m

, 〈 , 〉,∇, R) uma variedade riemanniana com métrica 〈 , 〉, conexão

riemanniana ∇ e operador curvatura R. Seja Mn uma variedade diferenciável

n-dimensional e x : M → M uma imersão, ou seja, dado p ∈ M temos que a

derivada dxp : TpM → Tx(p)M é injetora. Nestas condições, podemos munir

M de uma métrica riemanniana através da definição

〈u, v〉p = 〈dxp(u), dxp(v)〉x(p), p ∈ M, u, v ∈ TpM.

Dizemos então que M tem a métrica induzida pela variedade riemanniana M ,

e portanto x(M) é chamada uma subvariedade riemanniana imersa de M . A

aplicação x é dita então uma imersão isométrica.

Dado p ∈ M , existe um aberto U ⊂ M contendo p tal que x(U) ⊂ M

é uma subvariedade mergulhada de M . É posśıvel mostrar que existe um

difeomorfismo entre abertos, digamos Λ : U ⊂ M → V ⊂ Rn+m, tal que

x(p) ∈ U e tal que Λ aplica difeomorficamente x(U) ∩ U em um aberto do

subespaço Rn × {0} ⊂ Rn+m, com 0 ∈ Rm.

Identificamos então U com x(U) e cada vetor v ∈ TqM , onde q ∈ U , com o

vetor dxq(v) ∈ TqM . Além disso, usando o difeomorfismo Λ podemos estender

localmente campos de vetores X,Y de M definidos em x(U)∩U , a campos de

vetores X, Y definidos em U . Assim, podemos considerar o espaço tangente a

M em p como um subespaço do espaço tangente a M em p e escrevemos

TpM = TpM ⊕ T⊥
p M,

17
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onde T⊥
p M é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Desta decomposição

obtemos um fibrado vetorial, T⊥M =
⋃

p∈M

T⊥
p M , chamado o fibrado normal a

M .

Dessa forma, podemos escrever v ∈ TpM da seguinte maneira:

v = v> + v⊥, onde v> ∈ TpM, v⊥ ∈ T⊥
p M.

Se X e Y são campos locais de vetores em M e X e Y são extensões

locais a M , definimos

∇XY = (∇XY )>.

É posśıvel provar que ∇ é a conexão riemanniana relativa à métrica induzida

de M por x. Dessa forma, obtemos a Fórmula de Gauss :

∇XY = ∇XY + h(X,Y ),

onde a aplicação h : TM × TM → T⊥M é denominada a segunda forma

fundamental de x. Pelas propriedades das conexões de Levi-Civita ∇ e ∇,

temos que h é bilinear e simétrica.

Lema 2.1 Dado η ∈ T⊥
p M , existe uma aplicação auto-adjunta Aη : TpM →

TpM , chamada aplicação de Weingarten na direção η, tal que

〈AηX, Y 〉 = 〈h(X,Y ), η〉

para todos X,Y ∈ TpM .

Demonstração: Defina Aη(X) = −(∇Xη)>. Denotando também por X

e Y extensões locais em M de X, Y ∈ TpM , segue de 〈Y, η〉 = 0, que

0 = X〈Y, η〉 = 〈∇XY, η〉+ 〈Y,∇Xη〉 = 〈h(X,Y ), η〉 − 〈Y, AηX〉.

Logo, 〈AηX, Y 〉 = 〈h(X,Y ), η〉. Aη é auto-adjunta devido às simetrias de h e

da métrica.

A partir da definição de Aη, obtemos a Fórmula de Weingarten

∇Xη = −AηX +∇⊥
Xη,

onde ∇⊥
Xη = (∇Xη)⊥.
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Sejam R e R os tensores curvatura de M e M , respectivamente, definidos

por

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z.

Analogamente, temos o tensor curvatura do fibrado normal T⊥M de M definido

por

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
X∇⊥

Y ξ +∇⊥
[X,Y ]ξ,

com X, Y ∈ TM e ξ ∈ T⊥M .

Agora, usando as fórmulas de Gauss e de Weingarten, podemos obter as

equações básicas para uma imersão isométrica, que são as equações de Gauss,

Codazzi e Ricci dadas, respectivamente, por

〈R(X,Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉 − 〈h(Y, T ), h(X, Z)〉+ 〈h(X,T ), h(Y, Z)〉,

〈R(X, Y )Z, η〉 = (∇Y h)(X,Z, η)− (∇Xh)(Y, Z, η),

〈R(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉+ 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉,

onde X, Y, Z, T ∈ TM , ξ, η ∈ T⊥M e [Aξ, Aη] = AξAη − AηAξ. A prova

deste fato pode ser encontrada em ([dCM]).

Para uma imersão isométrica x : Mm → Nn+m(c), o tensor curvatura R de

N é dado por R(X, Y ) = c(X ∧ Y ), onde

(X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y,

para X, Y, Z ∈ TN . Nesse caso, para X, Y, Z,W ∈ TM e ξ, η ∈ T⊥M , as

equações de Gauss, Codazzi e Ricci são respectivamente

〈R(X,Y )Z,W 〉 = c〈(X ∧Y )Z,W )〉+ 〈h(X, Z), h(Y, W )〉−〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

(∇Y Aξ)(X) = (∇XAξ)(Y )

〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aη, Aξ]X, Y 〉.
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2.2 O r-ésimo Tensor de Newton

Nessa secção iremos definir o r-ésimo polinômio simétrico elementar do ope-

rador linear A, associado à segunda forma fundamental.

Definição 2.1 Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica entre duas

variedades riemannianas e seja A o operador linear associado à sua segunda

forma fundamental. O r-ésimo polinômio simétrico associado a A, Sr(A) :

Rn → R é definido como

Sr(A) =





1, se r=0∑
1≤i1<...<in≤n

ki1 . . . kin , se r ≤ n

0, se r > n,

onde k1, . . . , kn são os auto-valores do operador auto-adjunto A.

Definição 2.2 Nas condições da definição anterior definimos wr(A) : Rn →
R por

wr(A)(k1, . . . , kn) =
n∑

i=1

(ki)
r

como a r-ésima soma de potência dos auto-valores de A.

Agora introduziremos o r-ésimo Tensor de Newton Pr(A) : TpM → TpM ,

para cada r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, como sendo:

P0(A) = I

P1(A) = S1I − A

...

Pr(A) = SrI − APr−1(A) ,

onde I é a identidade. Mais geralmente,

Pr(A) :=





I, se r = 0
r∑

j=0

(−1)jSr−j(A)Aj, se r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}

0, se r ≥ n,

onde 0 denota a transformação linear identicamente nula.
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Observação 2.1 Por simplicidade, de agora em diante, escreveremos apenas

Pr e Sr para denotarmos, respectivamente, o r-ésimo tensor de Newton e o r-

ésimo polinômio simétrico elementar associado à segunda forma fundamental

de uma imersão x : Mn → M
n+1

.

Proposição 2.1 Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica entre duas

variedades riemannianas e seja A o operador linear associado à sua segunda

forma fundamental. O r-ésimo tensor de Newton associado a A satisfaz:

(1) tr(Pr) = (n− r)Sr;

(2) tr(APr) = (r + 1)Sr+1;

(3) tr(A2Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

Demonstração: Mostremos inicialmente que Pr(Ei) = Sr(Ai)Ei, onde

{Ei}n
i=1 é uma base que diagonaliza A e Sr(Ai) é o r-ésimo polinômio simétrico

associado a Ai, isto é,

Sr(Ai) :=





1, se r = 0

Sr(k1, . . . , k̂i, . . . , kn), se r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}
0, se r ≥ n,

onde k̂i indica que a função ki foi omitida.

A prova é feita por indução sobre r. Para r = 1, temos: P1 = S1I − A.

Portanto,

P1(Ei) = S1Ei − AEi

= (S1 − ki)Ei

= S1(Ai)Ei.

Suponhamos verdadeiro para r − 1. Então

Pr(Ei) = SrEi − APr−1(Ei)

= SrEi − A(Sr−1(Ai)Ei)

= (Sr − Sr−1(Ai)ki)Ei

= Sr(Ai)Ei.
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Assim pela definição de traço de Pr e pelo que vimos acima, teremos

tr(Pr) =
n∑

i=1

〈Pr(Ei), Ei〉

=
n∑

i=1

〈Sr(Ai)Ei, Ei〉

=
n∑

i=1

Sr(Ai)

= (n− r)
∑

1≤i1<...<ir≤n

ki1 . . . kir

= (n− r)Sr,

o que prova o item (1).

Para o item (2) devemos observar a seguinte igualdade,

APr = Sr+1I − Pr+1. (2.1)

Dáı,

tr(APr) = tr(Sr+1I)− tr(Pr+1)

= nSr+1 − (n− r − 1)Sr+1

= (r + 1)Sr+1.

Aplicando A a ambos os membros de (2.1), obtemos

A2Pr = Sr+1A− APr+1.

Então

tr(A2Pr) = tr[Sr+1A− APr+1]

= Sr+1tr(A)− tr(APr+1)

= S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.
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2.3 O operador Lr

O operador Lr definido em função do Tensor de Newton Pr aparece, natural-

mente, no estudo da estabilidade de hipersuperf́ıcies com Sr+1 constante. Tal

operador é eĺıptico, se Pr for positivo definido. Passemos então ao conceito de

Lr.

Definição 2.3 Dada uma função diferenciável f : Mn → R e r ∈ N, com

0 ≤ r ≤ n− 1, definimos o operador diferencial de segunda ordem Lr em Mn

por:

Lr(f)(p) = tr[(PrHessf)(p)].

Observe que para r = 0, L0 é o Laplaciano, o qual é sempre um opera-

dor eĺıptico. Se M
n+1

tem curvatura seccional constante usando as equações

de Codazzi mostraremos que Lr pode ser escrito na forma divergente, mais

precisamente

Lr(f) = divM(Prgrad(f)).

Considere, agora, um referencial ortonormal {E1, . . . , En} que diagonaliza

o operador linear A associado à segunda forma fundamental da imersão x :

Mn → M
n+1

, num ponto p ∈ M . De posse dessas considerações, provaremos

o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Sejam x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica entre as va-

riedades riemannianas Mn e M
n+1

e ξ um campo normal a M . Então para

cada r ∈ {1, 2, . . . , n− 1} e qualquer campo Y ∈ TM , vale a seguinte fórmula

tr[X 7→ (∇XPr)Y ] =
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )ξ, Ei〉,

onde R é o tensor curvatura de M .
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Demonstração: Inicialmente provemos a seguinte igualdade:

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)Yi − Pr−1Y (ki) + 〈R(Ei, Pr−1Y )ξ, Ei〉 − ki〈(∇Ei

Pr−1)Y,Ei〉

=
r∑

j=1

[Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi] +

r∑
j=1

(−1)jPr−jY

(
1

j
kj

i

)
+

+
r∑

j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )ξ, Ei〉,

onde Yi = 〈Y, Ei〉.
Faremos a prova por indução sobre r. Para r = 1, temos

(∇Ei
P1)Y = (∇Ei

(S1I − A))Y = (∇Ei
S1I)Y − (∇Ei

A)Y. (2.2)

Usando propriedades de derivação covariante de tensores e da conexão rie-

manniana ∇ de M , temos

(∇Ei
S1I)Y = ∇Ei

(S1I(Y ))− S1I(∇Ei
Y )

= ∇Ei
(S1Y )− S1∇Ei

Y

= Ei(S1)Y + S1∇Ei
Y − S1∇Ei

Y

= Ei(S1)Y.

Então (2.2) equivale a

(∇Ei
P1)Y = Ei(S1)Y − (∇Ei

A)Y.

Logo,

〈(∇Ei
P1)Y, Ei〉 = Ei(S1)〈Y,Ei〉 − 〈(∇Ei

A)Y,Ei〉. (2.3)

Pela equação de Codazzi, temos que

〈R(Ei, Y )ξ, Ei〉 = 〈(∇Y A)Ei, Ei〉 − 〈(∇Ei
A)Y,Ei〉. (2.4)

Portanto (2.3) se torna

〈(∇Ei
P1)Y, Ei〉 = Ei(S1)〈Y, Ei〉+ 〈R(Ei, Y )ξ, Ei〉 − 〈(∇Y A)Ei, Ei〉. (2.5)

Observe que,

(∇Y A)Ei = ∇Y A(Ei)− A(∇Y Ei).
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Como A(Ei) = kiEi e A é auto-adjunto temos

〈(∇Y A)Ei, Ei〉 = 〈∇Y A(Ei), Ei〉 − 〈A(∇Y Ei), Ei〉
= 〈∇Y (kiEi), Ei〉 − 〈∇Y Ei, A(Ei)〉
= 〈Y (ki)Ei + ki∇Y Ei, Ei〉 − ki〈∇Y Ei, Ei〉
= Y (ki) + ki〈∇Y Ei, Ei〉 − ki∇Y Ei, Ei〉
= Y (ki).

Portanto (2.5) equivale a

〈(∇Ei
P1)Y, Ei〉 = Ei(S1)Yi + 〈R(Ei, Y )ξ, Ei〉 − Y (ki). (2.6)

Suponhamos que a igualdade (2.6) seja verdadeira para r− 1. Como Pr =

SrI − APr−1, segue que

(∇Ei
Pr)Y = (∇Ei

SrI)Y − (∇Ei
APr−1)Y. (2.7)

Temos

(∇Ei
SrI)Y = ∇Ei

(SrI(Y ))− SrI(∇Ei
Y )

= ∇Ei
(SrY )− Sr∇Ei

Y

= Ei(Sr)Y + Sr∇Ei
Y − Sr∇Ei

Y

= Ei(Sr)Y.

Assim de (2.7) conclúımos que

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 = 〈(∇Ei

SrI)Y,Ei〉 − 〈(∇Ei
APr−1)Y, Ei〉

= 〈Ei(Sr)Y,Ei〉 − 〈(∇Ei
APr−1)Y, Ei〉

= Ei(Sr)〈Y,Ei〉 − 〈(∇Ei
APr−1)Y, Ei〉.

Observe que

(∇Ei
APr−1)Y = ∇Ei

APr−1Y − APr−1(∇Ei
Y ) (2.8)

(∇Ei
A)Pr−1Y = ∇Ei

APr−1Y − A(∇Ei
Pr−1Y ). (2.9)

De (2.8) e (2.9), obtemos

(∇Ei
APr−1)Y = A(∇Ei

Pr−1Y )− APr−1(∇Ei
Y ) + (∇Ei

A)Pr−1Y.
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Logo,

〈(∇Ei
APr−1)Y,Ei〉 = 〈A(∇Ei

Pr−1Y ), Ei〉 − 〈APr−1(∇Ei
Y ), Ei〉+ 〈(∇Ei

A)Pr−1Y, Ei〉
= 〈∇Ei

Pr−1Y,A(Ei)〉 − 〈Pr−1(∇Ei
Y ), A(Ei)〉+ 〈(∇Ei

A)Pr−1Y,Ei〉
= ki〈∇Ei

Pr−1Y, Ei〉 − ki〈Pr−1(∇Ei
Y ), Ei〉+ 〈(∇Ei

A)Pr−1Y, Ei〉.

Como (∇Ei
Pr−1)Y = ∇Ei

Pr−1Y − Pr−1(∇Ei
Y ), obtemos

〈(∇Ei
APr−1)Y, Ei〉 = ki〈(∇Ei

Pr−1)Y, Ei〉+ 〈(∇Ei
A)Pr−1Y,Ei〉.

Portanto,

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉 − ki〈(∇Ei

Pr−1)Y, Ei〉 − 〈(∇Ei
A)Pr−1Y, Ei〉.

Usando Novamente a equação de Codazzi, obtemos que

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)〈Y,Ei〉 − ki〈(∇Ei

Pr−1)Y, Ei〉+ 〈R(Ei, Pr−1Y )ξ, Ei〉
−〈(∇Pr−1Y A)Ei, Ei〉. (2.10)

Observando que

(∇Pr−1Y A)Ei = ∇Pr−1Y A(Ei)− A(∇Pr−1Y Ei)

= ∇Pr−1Y (kiEi)− A(∇Pr−1Y Ei)

= Pr−1Y (ki)Ei + ki∇Pr−1Y Ei − A(∇Pr−1Y Ei).

Usando o fato de A ser auto-adjunto, obtemos

〈(∇Pr−1Y A)Ei, Ei〉 = Pr−1Y (ki).

Portanto (2.10) se torna

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 = Ei(Sr)Yi + 〈R(Ei, Pr−1Y )ξ, Ei〉 − Pr−1Y (ki)− ki〈(∇Ei

Pr−1)Y,Ei〉,

onde Yi = 〈Y, Ei〉.
Estamos supondo verdadeiro que

〈(∇Ei
Pr−1)Y, Ei〉 =

r−1∑
j=1

[Ei(Sr−1−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi] +

r−1∑
j=1

(−1)jPr−1−jY

(
1

j
kj

i

)
+

+
r−1∑
j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−1−jY )ξ, Ei〉.
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Assim,

〈(∇Ei
Pr)Y, Ei〉 = Ei(Sr)Yi − Pr−1Y (ki) + 〈R(Ei, Pr−1Y )ξ, Ei〉

−ki

r−1∑
j=1

[Ei(Sr−1−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi]

−ki

r−1∑
j=1

[
(−1)jPr−1−jY

(
1

j
kj

i

)]

−ki

r−1∑
j=1

[(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−1−jY )ξ, Ei〉]. (2.11)

Portanto (2.11) se escreve como

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉 =

r∑
j=1

[Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi] +

r∑
j=1

(−1)jPr−jY

(
1

j
kj

i

)
+

+
r∑

j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )ξ, Ei〉. (2.12)

Então

tr[X 7→ (∇XPr)Y ] =
n∑

i=1

〈(∇Ei
Pr)Y,Ei〉. (2.13)

Substituindo (2.12) e (2.13), obtemos

tr[X 7→ (∇XPr)Y ] =
n∑

i=1

r∑
j=1

Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi +

+
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)jPr−jY

(
1

j
kj

i

)
+

+
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )ξ, Ei〉.(2.14)

Observe que

(1)
n∑

i=1

r∑
j=1

Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi =

r∑
j=1

n∑
i=1

Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi

=
r∑

j=1

(−1)j−1

n∑
i=1

Ei(Sr−j+1)k
j−1
i Yi.

Como {E1, . . . , En} é um referencial ortonormal, temos que

grad(Sr+1−j) =
n∑

k=1

Ek(Sr+1−j)Ek.
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Assim,

〈grad(Sr+1−j), Ei〉 =
n∑

k=1

Ek(Sr+1−j)〈Ek, Ei〉

= Ei(Sr+1−j).

Como Y =
n∑

l=1

YlEl, temos que a expressão (1) equivale a

n∑
i=1

r∑
j=1

Ei(Sr−j+1)k
j−1
i (−1)j−1Yi =

r∑
j=1

(−1)j−1〈grad(Sr+1−j), A
j−1Y 〉.

Aqui usamos o fato que Aj−1(Ei) = kj−1
i Ei.

(2)
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)jPr−jY

(
1

j
kj

i

)
=

r∑
j=1

(−1)j

n∑
i=1

Pr−jY

(
1

j
kj

i

)
.

Observe que

n∑
i=1

Pr−jY

(
1

j
kj

i

)
=

n∑
i=1

1

j
(Pr−jY )

(
kj

i

)

=
n∑

i=1

1

j
〈Pr−jY, grad(kj

i )〉

=
n∑

i=1

〈Pr−jY,
1

j
grad(kj

i )〉

=

〈
Pr−jY,

1

j
grad

(
n∑

i=1

kj
i

)〉
.

Então a expressão (2) se escreve como

n∑
i=1

r∑
j=1

(−1)jPr−jY

(
1

j
kj

i

)
=

r∑
j=1

(−1)j〈Pr−jY,
1

j
grad(tj)〉,

onde

tj =
n∑

i=1

kj
i .

De (1) e (2), segue então que (2.14) se expressa como

tr[X 7→ (∇XPr)Y ] =
r∑

j=1

(−1)j−1〈grad(Sr−j+1), A
j−1Y +

+
r∑

j=1

(−1)j〈Pr−jY
1

j
grad(tj)〉+

+
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jY )ξ, Ei〉.
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Considere

T1 =
r∑

j=1

(−1)j−1〈grad(Sr−j+1), A
j−1Y

T2 =
r∑

j=1

(−1)j〈Pr−jY
1

j
grad(tj)〉.

Então para terminar a prova do teorema, basta mostrarmos que T1 + T2 = 0.

Temos, pela definição de Pr, que para cada j ∈ {1, 2, . . . , r} vale

Pr−j =

r−j∑

l=0

(−1)lSr−j−lA
l. (2.15)

Substituindo (2.15) em T2, obtemos

T2 =
r∑

j=1

(−1)j

〈
r−j∑

l=0

(−1)lSr−j−lA
lY,

1

j
grad(tj)

〉

=
r∑

j=1

(−1)j

r−j∑

l=0

(−1)lSr−j−l〈AlY,
1

j
grad(tj)〉.

Assim, fazendo l = k − 1, obtemos a seguinte expressão para T2:

T2 =
r∑

j=1

〈
Ak−1Y,

r−k+1∑
j=1

(−1)k−1 (−1)j

j
Sr−k−j+1grad(tj)

〉
. (2.16)

Agora provemos que

grad(Sr+1−k) =
r−k+1∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−k−j+1grad(tj). (2.17)

Observe que para provar (2.17) é equivalente a provar que

grad(Sr) =
r∑

j=1

(−1)j−1

j
Sr−jgrad(tj). (2.18)

Para provar a igualdade em (2.18), usaremos indução sobre r e a seguinte

identidade de Jacobi:

Sr =
1

r

r∑

l=1

(−1)l−1Sr−ltl. (2.19)

Para r = 1, temos claramente que a identidade em (2.18) é satisfeita. Calcu-

lando o gradiente de Sr na expressão (2.19), obteremos

grad(Sr) =
1

r

r−1∑

l=1

(−1)l−1tlgrad(Sr−l) +
1

r

r∑

l=1

(−1)l−1Sr−lgrad(tl).
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Observação 2.2 Quando l = r, temos Sr−l = S0 = 1 e com isso grad(S0) =

0.

Dado r ∈ {1, 2, . . . , n}, suponhamos que a igualdade (2.18) seja verdadeira

para todo j ∈ {1, 2, . . . , r − 1}. Ponhamos

I =
1

r

r−1∑

l=1

(−1)l−1tlgrad(Sr−l), (2.20)

II =
1

r

r∑

l=1

(−1)l−1Sr−lgrad(tl). (2.21)

Pela hipótese de indução, segue que

I =
1

r

r−1∑

l=1

(−1)l−1

[
r−l∑
j=1

(−1)j−1

j
Sr−l−jgrad(tj)

]
tl. (2.22)

Reordenando os termos da equação (2.22), obtemos

I =
1

r

r∑

k=1

[
(−1)k−1

k
(r − k)Sr−k

]
grad(tk).

Portanto,

I + II =
1

r

r∑

k=1

(−1)k−1

[
r − k

k
+ 1

]
Sr−kgrad(tk)

=
1

r

r∑

k=1

(−1)k−1
( r

k

)
Sr−kgrad(tk)

=
r∑

k=1

(−1)k−1 1

k
Sr−kgrad(tk).

Assim provamos a identidade em (2.18). Portanto, de (2.16), obtemos

mediante a igualdade acima provada, que

T2 =
r∑

j=1

(−1)j〈grad(Sr+1−j), A
j−1Y 〉

= −
r∑

j=1

(−1)j−1〈grad(Sr+1−j, A
j−1Y 〉 = −T1.
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Portanto, T1 + T2 = 0 e com isso o teorema está provado.

O resultado seguite dá uma importante caracterização do tensor curvatura

de uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante e sua prova

pode ser encontrada em [dCM].

Proposição 2.2 Seja Mn(c) uma variedade riemanniana de curvatura sec-

cional constante e igual a c. Então o tensor curvatura R satisfaz

R(X,Y )Z = c[〈Z, X〉Y − 〈Z, Y 〉X], ∀ X, Y, Z ∈ TM.

Proposição 2.3 Seja x : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica. Se M
n+1

tem curvatura seccional constante, então

Lr(f) = divM(Prgradf), ∀f ∈ D(M).

Demonstração: Consideremos {E1, . . . , En} um referencial ortonormal

que diagonaliza a segunda forma fundamental A da imersão x num ponto

p ∈ M . Por definição, temos

divMX = tr[Y 7→ ∇Y X], X, Y ∈ TM.

Então, pela ortonormalidade da base {Ei}n
i=1, temos

divM(Prgradf) =
n∑

i=1

〈∇Ei
(Prgradf), Ei〉.

Observando que (∇Ei
Pr)gradf = ∇Ei

(Prgradf)− Pr(∇Ei
gradf), obtemos

divM(Prgradf) =
n∑

i=1

〈(∇Ei
(Pr)gradf + Pr(∇Ei

gradf), Ei〉

=
n∑

i=1

[〈(∇Ei
(Pr)gradf, Ei〉+ 〈Pr(∇Ei

gradf), Ei〉] .

Por outro lado,

Lr(f) = tr[PrHessf ] =
n∑

i=1

〈(PrHessf)Ei, Ei〉.

Como (Hessf)Ei = ∇Ei
gradf , obteremos

Lr(f) =
n∑

i=1

〈Pr(∇Ei
gradf), Ei〉.
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Agora, podemos reescrever a expressão do divergente de Prgradf como

divM(Prgradf) = Lr(f) +
n∑

i=1

〈(∇Ei
Pr)gradf, Ei〉

= Lr(f) + tr[(∇Pr)gradf ].

Pelo teorema (2.1), temos que

tr[(∇Pr)gradf ] =
n∑

i=1

r∑
j=1

(−1)j−1kj−1
i 〈R(Ei, Pr−jgradf)ξ, Ei〉,

onde R é o tensor curvatura de M e ξ é a normal a M . Como M tem curvatura

seccional constante, temos pela proposição (2.2), que R(Ei, Pr−jgradf)ξ =

0, ∀ i = 1, . . . , n e ∀ j = 1, . . . , r. Assim

tr[(∇Pr)gradf ] = 0.

Portanto

Lr(f) = divM(Prgradf).

Logo Lr é um operador auto-adjunto. Em geral, para r ≥ 1 Lr não é um

operador eĺıptico. As seguintes proposições darão condições necessárias para

Lr ser eĺıptico.

Proposição 2.4 Seja Mn uma variedade riemanniana compacta, conexa e

orientável, e seja x : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica com Hr+1 constan-

te. Se Mn tem um ponto onde todas as curvaturas são positivas, então Lr é

um operador eĺıptico.

Proposição 2.5 Seja M uma hipersuperf́ıcie em Rn+1 ou Sn+1 com Hr = 0,

2 ≤ r < n. Então o operador Lr−1(f) = div(Pr−1grad(f)) é eĺıptico em p ∈ M

se e somente se Hr+1(p) 6= 0.

As respectivas demonstrações encontram-se em [BC] e [HL].

Provaremos agora uma proposição que se encontra na tese de A. Caminha

[Ca], onde estaremos relacionando algumas desigualdades algébricas sobre as

curvaturas médias de ordem superior Hr, que são denominadas desigualdades

de Newton. Apresentaremos uma versão mais geral das mesmas as quais serão

úteis no caṕıtulo de caracterização de hipersuperf́ıcies umb́ılicas.
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Lema 2.2 Se um polinômio f ∈ R[X] possui k ≥ 1 ráızes reais, então sua

derivada f ′ possui ao menos k − 1 ráızes reais. Em particular, se todas as

ráızes de f forem reais então todas as ráızes de f ′ também serão reais.

Demonstração: Podemos supor k > 1. Sejam x1 < . . . < xl ráızes reais

de f , com multiplicidades respectivamente m1, . . . , ml tais que m1 + . . .+ml =

k. Então cada xi é a raiz de f ′ com multiplicidade mi − 1. Por outro lado,

entre xi e xi+1 há, pelo teorema de Rôlle, ao menos uma outra raiz de f ′, de

modo que contabilizamos ao menos

(m1 − 1) + . . . + (ml − 1) + (l − 1) = k − 1

ráızes reais para f ′. O resto é imediato.

Proposição 2.6 Sejam n > 1 inteiro, e λ1, . . . , λn números reais. Defina,

para 0 ≤ r ≤ n, Sr = Sr(λi) como polinômio simétrico associado aos números

reais, e Hr = Hr(λi) =
(

n
r

)−1
Sr(λi).

1. Para 1 ≤ r < n, tem-se H2
r ≥ Hr−1Hr+1. Ademais, se a iqualdade ocorre

para r = 1 ou para algum 1 < r < n, com Hr+1 6= 0 neste último caso,

então λ1 = . . . = λn.

2. Se H1, H2, . . . , Hr > 0 para algum 1, < r ≤ n, então H1 ≥
√

H2 ≥
3
√

H3 . . . ≥ r
√

Hr. Ademais, se a igualdade ocorre para algum, 1 ≤ j < r,

então λ1 = . . . = λn.

3. Se, para algum 1 ≤ r < n, tivermos Hr = Hr+1 = 0, então Hj = 0 para

todo r ≤ j ≤ n. Em particular, no máximo r− 1 dos λi serão não-nulos

neste caso.

Demonstração: Para provarmos o item (1) usaremos indução sobre

a quantidade de números reais. Para n = 2, H1
2 ≥ H2 é equivalente a

(λ1 − λ2)
2 ≥ 0, com igualdade se é só se λ1 = λ2.

Suponhamos que as desigualdades sejam válidas para quaisquer n − 1

números reais, com a igualdade ocorrendo para Hr+1 6= 0 se e só se os n − 1

números forem todos iguais. Dados n ≥ 3 reais λ1, . . . , λn, seja

f(x) = (x + λ1) . . . (x + λn) =
n∑

r=0

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r.
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Então

f ′(x) =
n−1∑
r=0

(n− r)

(
n

r

)
Hr(λi)x

n−r−1.

Por outro lado, pelo lema anterior, existem reais γ1, . . . , γn−1 tais que

f ′(x) = n(x + γ1) . . . (x + γn−1) = n

n−1∑
r=0

Sr(γi)x
n−1−r

=
n−1∑
r=0

n

(
n− 1

r

)
Hr(γi)x

n−1−r.

Desde que (n−r)
(

n
r

)
= n

(
n−1

r

)
, comparando os coeficientes obtemos Hr(λi) =

Hr(γi) para 0 ≤ r ≤ n− 1. Portanto, segue da hipótese de indução que, para

1 ≤ r ≤ n− 2,

H2
r (λi) = Hr(γi) ≥ Hr−1(γi)Hr+1(γi) = Hr−1(λi)Hr+1(λi).

Ademais, se tivermos igualdade para os λi com Hr+1(λi) 6= 0, então também

teremos igualdade para os γi, com Hr+1(γi) 6= 0. Novamente pela hipótese de

indução, segue que γ1 = . . . = γn−1, e dáı λ1 = . . . = λn. Para terminarmos,

é suficiente provarmos que H2
n−1(λi) ≥ Hn−2(λi)Hn(λi), com igualdade para

Hn 6= 0 se e só se todos os λi forem iguais. Se algum λi = 0 a igualdade é

óbvia. Senão, Hn 6= 0 e

H2
n−1 ≥ Hn−2Hn ⇔

[(
n

n− 1

)−1 ∑
i

Hn

λi

]2

≥
[(

n

n− 2

)−1 ∑
i<j

Hn

λiλj

]
Hn

⇔ (n− 1)

(∑
i

1

λi

)2

≥ 2n
∑
i<j

1

λiλj

.

Denotamos αi = 1
λi

, temos a última desigualdade acima equivalente a

(n− 1)

(
n∑

i=1

αi

)2

≥ 2n
∑
i<j

αiαj.
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Fazendo T (αi) = (n− 1)

(
n∑

i=1

αi

)2

− 2n
∑
i<j

αiαj, obtemos

T (αi) = n

(
n∑

i=1

αi

)2

−
(

n∑
i=1

αi

)2

− 2n
∑
i<j

αiαj

= n




(
n∑

i=1

αi

)2

− 2
∑
i<j

αiαj


−

(
n∑

i=1

αi

)2

= n

n∑
i=1

αi
2 −

(
n∑

i=1

αi

)2

≥ 0,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. É ainda óbvio que, nesse caso, a igual-

dade ocorre se e só se todos os αi (e então todos os λi) forem iguais.

Note que o argumento acima também prova que H2
1 = H2 se e só se todos

os λi forem iguais, posto que T (λi) = n2(n− 1)[H2
1 (λi)−H2(λi)].

Para o item (b), observe que H1 ≥ H
1/2
2 segue de (a). Por outro lado, se

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ . . . ≥ H

1/k
k para algum 2 ≤ k < r, então

H2
k ≥ Hk−1Hk+1 ≥ H

k−1
k

k Hk+1,

ou ainda H
1/k
k ≥ H

1/(k+1)
k+1 . Segue agora imediatamente das desigualdades

acima que, caso H
1/k
k = H

1/(k+1)
k+1 para algum 1 ≤ k < r, então H2

k = Hk−1Hk+1.

Logo, o item (a) garante que λ1 = . . . = λn.

Para provarmos (c) suponhamos, sem perda de generalidade, que r < n−1.

Como Hr = Hr+1 = 0, temos igualdade na desigualdade de Newton

H2
r+1 ≥ HrHr+2.

Se Hr+2 6= 0, segue de (a) que λ1 = . . . = λn = λ. Dáı, Hr = 0 ⇒ λ = 0,

donde Hr+2 = 0, uma contradição. Portanto, Hr+2 = 0 e, analogamente,

Hj = 0 para todo r ≤ j ≤ n. Para o que falta, basta notar que o polinômio

f(x) do item (a) é, nesse caso,

f(x) =
n∑

j=0

Sjx
n−j =

r−1∑
j=0

Sjx
n−j.



Caṕıtulo 3

Fórmula Integral

Nesse caṕıtulo encontraremos uma formula integral a qual servirá de sus-

tentação aos resultados posteriores. Antes, provaremos uma proposição de

fundamental importância para o que se segue.

Proposição 3.1 Seja ψ : Mn → Sn+1 uma imersão. Considere v ∈ Rn+2

um vetor fixo, N um campo de vetores unitário normal a M e as funções

lv, fv : Mn −→ R definidas por:

lv(p) = 〈ψ(p), v〉 e fv(p) = 〈N(p), v〉.

Então,

Lr(lv) = (r + 1)Sr+1fv − (n− r)Srlv

Lr(fv) = −[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2]fv + (r + 1)Sr+1lv,

onde na última equação, Sr+1 é constante.

Demonstração: Seja E1, . . . , En um referencial ortonormal numa vizi-

nhança de um ponto p ∈ Mn. Denotaremos por ∇◦,∇,∇ como sendo as

conexões em Rn+2,Sn+1 e Mn, respectivamente.

Observe que Rn+2 = TpM ⊕ [N ]⊕ [ψ] e portanto, v ∈ Rn+2 pode ser escrito

como v = vT + aN + bψ. Tomando o produto interno por N e ψ, teremos

a = 〈N, v〉 = fv e b = 〈v, ψ〉 = lv e com isso, segue que

v = vT + fvN + lvψ.
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Iniciaremos com o cálculo de grad(lv).

grad(lv) =
n∑

i=1

Ei(lv)Ei

=
n∑

i=1

Ei〈ψ, v〉Ei

=
n∑

i=1

〈∇◦
Eiψ, v〉Ei

=
n∑

i=1

〈Ei, v〉Ei

= vT .

Assim, grad(lv) = vT = v − fvN − lvψ.

Para v fixo teremos a seguinte igualdade:

∇Xgrad(lv) = fvAX − lvX.

De fato, sejam X, Y ∈ TM , então

〈∇Xgrad(lv), Y 〉 = 〈∇XvT , Y 〉
= 〈∇◦

X(v − fvN − lvψ), Y 〉
= 〈−∇◦

X(fvN)−∇◦
X(lvψ), Y 〉

= 〈−X(fv)N − fv∇◦
XN −X(lv)ψ − lv∇◦

Xψ, Y 〉
= 〈−fv(∇XN)T − lvX, Y 〉
= 〈fvAX − lvX, Y 〉.

Como Y ∈ TM é qualquer, segue que

∇Xgrad(lv) = fvAX − lvX.
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Pela definição de Lr, temos

Lr(lv) = tr(PrHess(lv))

=
n∑

i=1

〈(PrHess(lv)Ei, Ei〉

=
n∑

i=1

〈(Pr(∇Ei
grad(lv)), Ei〉

=
n∑

i=1

〈(PrfvAEi − lvEi), Ei〉

=
n∑

i=1

[fv〈Pr(AEi), Ei〉 − lv〈PrEi, Ei〉]

= fvtr(PrA)− lvtr(Pr)

= fv(r + 1)Sr+1 − lv(n− r)Sr.

Calculemos agora Lr(fv). Primeiramente devemos calcular grad(fv).

grad(fv) =
n∑

i=1

Ei(fv)Ei

=
n∑

i=1

Ei〈N, v〉Ei

=
n∑

i=1

〈∇◦
Ei

N, v〉Ei

=
n∑

i=1

〈∇Ei
N + 〈∇Ei

N, N〉N + 〈∇◦
Ei

N,ψ〉ψ, v〉Ei

=
n∑

i=1

〈∇Ei
N, vT 〉Ei

=
n∑

i=1

〈−AEi, v
T 〉Ei

= −
n∑

i=1

〈Ei, A(vT )〉Ei

= A(vT ).

Pela derivada covariante de tensor e equação de Codazzi, teremos

∇Xgrad(fv) = −∇X(AvT )

= −(∇XA)vT − A(∇XvT )

= −(∇vT )X − A(fvAX − lvX)

= −(∇vT A)X − fvA
2X + lvX.
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Assim, pela definição de Lr, teremos

Lr(fv) = tr(PrHess(fv))

=
n∑

i=1

〈(PrHess(fv))(Ei), Ei〉

=
n∑

i=1

〈Pr(∇Ei
grad(fv)), Ei〉

=
n∑

i=1

〈Pr(−(∇vT A)Ei − fvA
2Ei + lvEi), Ei〉

= −
n∑

i=1

〈Pr(∇vT A)Ei, Ei〉 − fv

n∑
i=1

〈Pr(A
2Ei), Ei〉+ lv

n∑
i=1

〈Pr(Ei), Ei〉

= −tr(Pr∇vT A)− fvtr(A
2Pr) + lvtr(APr)

= −tr(Pr∇vT A)− fv[S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2] + lv(r + 1)Sr+1. (3.1)

Afirmamos que tr(Pr−1∇vT A) = vT (Sr). Com efeito, seja p ∈ M , e Ek

um referencial móvel em uma vizinhança de p ∈ M , tal que em p, AEk =

λkEk para 1 ≤ k ≤ n. Observe que por linearidade, é suficiente provar que

tr(Pr−1∇Ek
A) = Ek(Sr).

tr(Pr−1∇Ek
A) =

n∑
i=1

〈Pr−1(∇Ek
A)Ei, Ei〉

=
n∑

i=1

Sr−1(Ai)〈(∇Ek
A)Ei, Ei〉

=
n∑

i=1

Sr−1(Ai)〈∇Ek
(AEi), Ei〉+

n∑
i=1

Sr−1(Ai)〈A(∇Ek
Ei), Ei〉

=
n∑

i=1

Sr−1(Ai)〈∇Ek
(λiEi), Ei〉+

n∑
i=1

Sr−1(Ai)〈∇Ek
Ei, λiEi〉

=
n∑

i=1

Sr−1(Ai)〈Ek(λi)Ei, Ei〉+ 2
n∑

i=1

Sr−1(Ai)λi〈∇Ek
Ei, Ei〉

=
n∑

i=1

Sr−1(Ai)Ek(λi)

= Ek(Sr),

onde usamos o seguinte resultado

〈Ei, Ei〉 = 1 ⇒ Ek〈Ei, Ei〉 = 0 ⇒ 〈∇Ek
Ei, Ei〉 = 0,

o que prova a afirmação. Assim, (3.1) se escreve como

Lr(fv) = −vT (Sr+1)− fv[(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2] + lv(r + 1)Sr+1.
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Como Sr+1 é constante implica que vT (Sr+1) = 0. Portanto,

Lr(fv) = −fv[(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2] + lv(r + 1)Sr+1.

Observação 3.1 Nas condições desta proposição, se tivermos r = 0, então

∆lv = L0(lv) = S1fv − nlv

∆fv = L0(fv) = −(S2
1 − 2S2)fv + S1lv = −‖A‖2fv + S1lv.

Proposição 3.2 Seja Mn → Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta, orientável

isometricamente imersa em Sn+1. Se a (r + 1)-ésima curvatura média Hr+1 é

constante para algum r ∈ (0, n− 2), então
∫

M

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fvdM = 0. (3.2)

Demonstração: Façamos o seguinte cálculo,

Lr(fv) +
(r + 1)

n
Sr+1∆lv = −(S1Sr+1 + (r + 2)Sr+2)fv + (r + 1)Sr+1lv

+
(r + 1)

n
Sr+1(S1fv − nlv)

= −S1Sr+1fv + (r + 2)Sr+2fv +
(r + 1)

n
Sr+1S1fv

= − 1

n
((n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2)fv

= − 1

n
(Q(v)),

onde Q(v) = ((n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2)fv.

⇔

div

[
(Prgrad(fv)) +

(r + 1)

n
Sr+1grad(lv)

]
= − 1

n
(Q(v)).

Integrando a expressão acima e aplicando o teorema de Stokes temos

− 1

n

∫

M

(Q(v))dM =

∫

M

div

(
Prgrad(fv) +

(r + 1)

n
Sr+1grad(lv)

)
dM

=

∫

∂M

〈
Prgrad(fv) +

(r + 1)

n
Sr+1grad(lv), ν

〉
dS

= 0.

Onde usamos o fato de M ser compacta e assim ∂M = ∅.
Logo, ∫

M

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fvdM = 0.



Caṕıtulo 4

Caracterização de

hipersuperf́ıcies umb́ılicas

Iniciaremos esse caṕıtulo com algumas definições sobre métricas conformes

e umbilicidade tendo como objetivo provarmos que as esferas geodésicas são

as únicas hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas de Sn+1.

Definição 4.1 (Conexões de métricas conformes) Seja M uma variedade di-

ferenciável. Duas métricas riemannianas g e g em M são conformes se existe

uma função positiva µ : M → R tal que g(X,Y ) = µg(X, Y ), para todo par

X, Y ∈ TM (em nossos cálculos sempre faremos µ(p) = eφ(p), onde p ∈ M ,

tal igualdade está bem definida pois estamos considerando µ positiva).

Sejam∇ e∇ as conexões riemannianas de g e g, respectivamente. Mostremos

a seguinte relação entre as conexões,

∇XY = ∇XY + S(X, Y ),

onde S(X,Y ) = 1
2
{X(φ)Y + Y (φ)X − g(X, Y )grad(φ)} e grad(φ) é calculado

na métrica g isto é, X(φ) = g(X, grad(φ)).

De fato, como ∇ é obviamente simétrica, pois S é simétrica, basta mostrar

que ∇ é compat́ıvel com g, isto é, que

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade acima teremos
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X(eφg(Y, Z)) = X(eφ)g(X,Z) + eφg(∇XY, Z) + eφg(Y,∇XZ)

= eφX(φ)g(X, Z) + eφg(∇XY, Z) + eφg(Y,∇XZ),

e o segundo é

eφg(∇XY, Z) + eφg(Y,∇XZ) + eφ{g(S(X,Y ), Z) + g(Y, S(X, Z))}.

Portanto basta mostrar que

X(φ)g(Y, Z) = g(S(X,Y ), Z) + g(Y, S(X, Z)),

Substituindo a expressão de S(X, Y ) teremos,

X(φ)g(Y, Z) − g

(
1

2
{X(φ)Y + Y (φ)X − g(X, Y )grad(φ)}, Z

)

− g

(
Y,

1

2
{X(φ)Z + Z(φ)X − g(X,Z)grad(φ)}

)

= X(φ)g(Y, Z)−X(φ)g(Y, Z)− 1

2
Y (φ)g(X, Z)

+
1

2
g(X, Y )g(grad(φ), Z)− 1

2
Z(φ)g(Y,X) +

+
1

2
g(X, Z)g(Y, grad(φ))

= 0,

o que conclui a afirmação.

Definição 4.2 (Hipersuperf́ıcies umb́ılicas) Seja (M
n+1

, g) uma variedade com

métrica riemanniana g e seja ∇ a sua conexão riemanniana. Diz-se que uma

imersão x : Mn → M
n+1

é (totalmente) umb́ılica se para todo p ∈ M , a

segunda forma fundamental h de x em p satisfaz

〈h(X, Y ), η〉(p) = λ(p)〈X, Y 〉, λ(p) ∈ R,

para todo par X, Y ∈ TM e todo campo unitário η normal a x(M); aqui

estamos usando 〈, 〉 para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por

x em M .

Provemos que ao mudarmos a métrica g para uma métrica g = eφg, con-

forme a g, a imersão x : Mn → (M
n+1

, g) continua a ser umb́ılica.
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De fato, basta observar que se η é um campo normal unitário a M na

métrica g então η√
eφ

é um campo normal unitário na métrica g. Assim, con-

siderando uma base ortonormal {E1, . . . , En} tal que diagonaliza o operador

segunda forma Aη segundo a métrica g, teremos

〈A η√
eφ

(Ei), Ej〉
g

= −〈∇Ei

(
η√
eφ

)
, Ej〉

g

= −Ei

(
1√
eφ

)
eφ〈η, Ej〉g −

1√
eφ
〈∇Ei

η, Ej〉g

= − 1√
eφ
〈∇Ei

η + S(Ei, η), Ej〉g

= − eφ

√
eφ
〈∇Ei

η, Ej〉g

− 1√
eφ

〈
1

2
{(Ei(φ)η + η(φ)Ei − g(Ei, η)grad(φ)}, Ej

〉

g

=
√

eφ〈AηEi, Ej〉g −
η(φ)

2
√

eφ
〈Ei, Ej〉g

=
√

eφ〈AηEi, Ej〉g −
η(φ)eφ

2
√

eφ
〈Ei, Ej〉g

Desde que a base que escolhemos diagonaliza o operador Aη, segue para i = j

que

ki =
1√
eφ

ki − f,

onde f = η(φ)

2
√

eφ
é uma função de M em R.

Assim,

ki − kj =
1√
eφ

(ki − kj).

Logo se Mn uma hipersuperf́ıcie umb́ılica de M
n+1

temos que k1 = . . . = kn,

o que implica pela expressão acima que k1 = . . . = kn, o que prova nossa

afirmação.

Seja M uma variedade riemanniana orientável e completa de dimensão n e

ψ : M → Sn+1 uma imersão isométrica de M na esfera unitária Sn+1 em Rn+2

com centro na origem. Uma hiperesfera Σn em Sn+1 significa a interseção de

Sn+1 com um hiperplano em Rn+2. Σn é chamada uma hiperesfera grande

(equatorial) ou pequena (não equatorial), respectivamente, de acordo com os

hiperplanos, passando pela origem de Rn+2 ou não. Podendo ser um único

ponto.
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De posse dessas considereções tomemos a esfera Sn+1 através da inversa

da projeção estereográfica, a qual sabemos que é conforme e logo implica dos

fatos provados acima que, se Mn é uma hipersuperf́ıcie umb́ılica de Sn+1 temos

que sua imagem pela projeção também o é. Desde que as únicas umb́ılicas do

Rn+1 são as esferas de dimensão n e hiperplanos de Rn+1, segue pela inversa

da projeção esfereográfica que as únicas hipersuperf́ıcies umb́ılicas de Sn+1 são

as grandes e pequenas hiperesferas.

A seguir enunciaremos um teorema provado por K. Nomizu e B. Smyth,

publicado em seu artigo sobre aplicação de Gauss para hipersuperf́ıcie de cur-

vatura média constante em esfera, o mesmo terá grande importância no exem-

plo 4.1 que descreveremos em seguida e na demonstração do teorema 4.2 na

qual analisaremos o caso Hr+1 > 0.

Teorema 4.1 Seja M uma variedade riemanniana completa e orientável de

dimensão n ≥ 2 isometricamente imersa em Sn+1 e seja φ a aplicação de

Gauss associada.

1. Se φ(M) está contida em uma grande hiperesfera de Sn+1 então M mer-

gulha em uma grande hiperesfera e φ(M) é simplesmente um ponto.

2. Se φ(M) está contida em uma pequena hiperesfera de Sn+1 mas não é

simplesmente um ponto, então M mergulha em uma pequena hiperesfera

e φ(M) é uma pequena hiperesfera.

Sua demosntração encontra-se na seguinte referência [NS].

Relembremos agora o principal objetivo desse trabalho, que será generalizar

o teorema 0.1 (ver introdução) para as curvaturas de ordem superior. No caso

em que Hr = 0 apresentaremos um exemplo, que é uma generalização do exem-

plo apresentado por Nomizu e Smyth, de uma hipersuperf́ıcie em que Hr = 0,

a imagem da aplicação de Gauss está contida em um hemisfério fechado, mas

a mesma não é totalmente geodésica. Entretanto essa hipersuperf́ıcie não é

completa. Isto mostra que para obtermos uma generalização do teorema 0.1,

não podemos usar um argumento local. Assim fica em aberto o caso Hr = 0

para hipersuperf́ıcies compactas.
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Exemplo 4.1

Mostremos inicialmente que o levantamento por geodésica de uma hipersu-

perf́ıcie de Sn ⊂ Sn+1, onde n ≥ 2, é uma imersão e em seguida encontraremos

uma relação entre as matrizes segunda forma fundamental de cada imersão

(essa afirmação corresponde ao exemplo apresentado por Nomizu e Smyth em

seu trabalho).

De fato, seja ψ uma imersão isométrica de uma variedade N , conexa, ori-

entável de dimensão (n − 1) sobre uma grande hiperesfera de Sn em Sn+1.

Denotaremos en+2 um vetor unitário ortogonal ao hiperplano de Sn em Rn+2

e o ângulo θ a coordenada sobre o ćırculo unitário S1.

O levantamento f : N×S1 → Sn+1 da imersão ψ por geodésica para o polo

norte e sul de Sn+1 é definido por,

f(p, θ) = cos(θ)ψ(p) + sen(θ)en+2,

onde p é um ponto qualquer de N e θ ∈ (−π
2
, π

2
) . Escolhendo coordenadas

locais (x1, . . . , xn+1) em N , vemos que

f∗

(
∂

∂xi

)
= cos(θ)

∂ψ

∂xi

, 1 ≤ i ≤ n− 1 (4.1)

f∗

(
∂

∂θ

)
= −sen(θ)ψ + cos(θ)en+2. (4.2)

Como os vetores são linearmente independentes segue que f imerge em

M = {(p, θ) ∈ N × S1; θ ∈ (−π
2
, π

2
)} em Sn+1.

Seja η um campo de vetor unitário normal a N em Sn e seja B sua matriz

da segunda forma fundamental nas coordenadas (x1, . . . , xn+1). Se ξ é o campo

de vetor normal unitário a M em Sn+1 então temos que ξ é ortogonal a f(p, θ),

f∗( ∂
∂xi

) e f∗( ∂
∂θ

) e portanto a ψ(p), en+2 e ∂ψ
∂xi

(observar as igualdades em (4.1)

e (4.2)). Isso implica η paralelo a ξ e assim escolhemos a direção de ξ tal que

ξf(p,θ) = ηψ(p) para todo (p, θ) ∈ M . Em particular 〈ξ, en+2〉 ≡ 0 em M , isto é,

a imagem da aplicação de Gauss de M está contida em uma grande hiperesfera

de Sn+1. Por outro lado, facilmente temos que
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∂2f

∂xi∂xj

= cos(θ)
∂2ψ

∂xi∂xj

∂2f

∂xi∂θ
= −sen(θ)

∂ψ

∂xi

∂2f

∂θ2
= −cos(θ)ψ − sen(θ)en+2,

segue que a matriz segunda forma fundamental de M nas coordenadas (x1, . . . , xn+1, θ)

é dada por

A =
1

cos(θ)


 B 0

0 0


 .

Observe que o fator 1
cos(θ)

encontrado acima, não é tão trivial o quanto parece,

para obtê-lo basta escrevermos a expressão da matriz segunda forma como

A = (aij) = −(hij)(g
ij) i, j = 1, . . . , n− 1, n = θ, (4.3)

onde gij e gij representam as expressões das métricas riemannianas e gij, gij

suas inversas, respectivamente.

Como

gij = 〈 ∂f

∂xi

,
∂f

∂xj

〉 = cos2(θ)〈 ∂ψ

∂xi

,
∂ψ

∂xj

〉 = cos2(θ)gij

=⇒ (gij) = cos2(θ)(gij) =⇒ (gij) =
1

cos2(θ)
(gij)

e

hij = cos(θ)hij, i, j = 1, . . . , n− 1

hiθ = hθi = hθθ = 0, i = 1, . . . , n− 1.

Teremos pela igualdade (4.3) que

A = −(hij)(g
ij) = − cos(θ)

cos2(θ)


 (hij)(g

ij) 0

0 0


 ,

o que implica

A =
1

cos(θ)


 B 0

0 0


 ,
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onde B = −(hij)(g
ij), i, j = 1, . . . , n− 1.

Para nosso propósito iremos considerar uma pequena hiperesfera Sn−r
(ρo) ,

onde ρo pertence ao intervalo (0, 1) e esteja imersa em Sn−r+1 ⊂ . . . ⊂ Sn ⊂
Sn+1. Denotaremos ej o vetor unitário ortogonal ao hiperplano de Sj−2 em Rj,

onde j = n − r + 3, . . . , n + 2 e 1 < r < n − 1, consideremos ainda en−r+2 o

vetor unitário ortogonal ao hiperplano de Sn−r
(ρo) em Rn−r+2.

Assim, construiremos à variedade desejada apartir de uma sucessão de

levantamentos, a qual descrevemos em seguida.

Iniciemos com a imersão

ψo : Mn−r
o −→ Sn−r+1

(p) 7−→ ψo(p),

onde Mn−r
o = Sn−r

(ρo) .

Fazemos o levantamento de ψo em direção ao polo norte e sul de Sn−r+2,

isto é,

ψ1 : Mn−r
o × S1 −→ Sn−r+2

(p, θ1) 7−→ ψ1(p, θ1) = cos(θ1)ψo + sen(θ1)en−r+3,

façamos ψ1(M
n−r
o × S1) = Mn−r+1

1 e prosseguimos,

ψ2 : Mn−r+1
1 × S1 −→ Sn−r+3

(p, θ1, θ2) 7−→ ψ2(p, θ1, θ2) = cos(θ2)ψ1(p, θ1) + sen(θ2)en−r+4,

...

ψr : Mn−1
r−1 × S1 −→ Sn+1

(p, θ1, . . . , θr) 7−→ ψr(p, θ1, . . . , θr) = cos(θr)ψr−1(p, θ1, . . . , θr−1) + sen(θr)en+2,

onde ψr(M
n−1
r−1 × S1) = Mn

r .

Devemos observar que Mn
r é uma variedade imersa em Sn+1, isso porque

os levantamentos são imersões em cada etapa da construção (ver inicio do

exemplo).

Considerando η campo normal unitário a Mn−r
o e ξ1, . . . , ξr campos normais

e unitários a Mn−r+1
1 , . . . , Mn

r respectivamente, segue que

ηψo(p) = ξψ1(p,θ1) = ξψ2(p,θ1,θ2) = . . . = ξψr(p,θ1,...,θr). (4.4)
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Afirmamos que 〈ηψo(p), en−r−2〉 é constante diferente de zero.

De fato, como Mn−r
o = Sn−r

(ρo) (ρo ∈ (0, 1)), podemos considerar a imersão

ψo : Mn−r
o −→ Sn−r+1 tal que 〈ψo(p), en−r+2〉 = b, onde b ∈ (0, 1) é constante.

Sendo D a derivada usual de Rn−r+2 e ∇ a conexão riemanniana de Mn−r
o ,

segue que

0 = X〈ψo, en−r+2〉
= 〈DXψo, en−r+2〉
= 〈X, en−r+2〉, ∀ X ∈ TpM

n−r
o .

Por outro lado,

X〈ηψo , en−r+2〉 = 〈DXηψo , en−r+2〉
= 〈∇Xηψo + 〈ηψo , DXηψo〉ηψo + 〈ψo, DXηψo〉ψo, en−r+2〉
= 〈∇Xηψo , en−r+2〉.

Desde que ∇Xηψo ∈ TpM
n−r
o , obtemos

〈ηψo , en−r+2〉 = b′,

onde b′ é constante e diferente de zero, pois do contrário teriamos pelo teorema

(4.1) que Mn−r
o mergulharia em uma grande hiperesfera de Sn−r+1 o que é uma

contradição.

Assim, as igualdades em (4.4) juntamente com a afirmação acima, implicará

que

〈ξψr(p,θ1,...,θr), en−r+2〉 = const.,

onde en−r+2 é visto como vetor de Rn+2, isto é, (en−r+2, 0, . . . , 0) com r parcelas

iguais a zero. E logo ξψr(p,θ1,...,θr) está contido em um hemisfério fechado.

Analisemos agora a matriz da segunda forma fundamental de tais levanta-

mentos.

Seja Ao, A1, . . . , Ar as respectivas matrizes de Mn−r
o ,Mn−r+1

1 , . . . , Mn
r , então

teremos a seguinte relação entre as mesmas,

A1 =
1

cos(θ1)


 Ao 0

0 0




(n−r+1)×(n−r+1)

,
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A2 =
1

cos(θ2)


 A1 0

0 0




(n−r+2)×(n−r+2)

=
1

cos(θ1)cos(θ2)


 Ao 0

0 0




(n−r+2)×(n−r+2)

,

...

Ar =
1

cos(θr)


 Ar−1 0

0 0




n×n

=
1

cos(θ1) . . . cos(θr)


 Ao 0

0 0




n×n

.

Por último observe que a matriz acima nos fornece Hj = 0 para todo

j = r, . . . , n e mais, sendo Ao a matriz segunda forma de Sn−r
(ρo) = Mn−r

o , segue

que Ao 6= 0 (onde 0 representa a matriz nula) e logo os pontos de Mn
r não são

umb́ılicos, o que conclui nosso exemplo.

Para o caso Hr+1 > 0 temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2 Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e conexa de

Sn+1 com (r + 1)-ésima curvatura média Hr+1 constante positiva para algum

r = 0, . . . , n − 2. Suponha que a imagem de Gauss de M esteja contida num

hemisfério fechado, Hr ≥ 0 e a seguinte desigualdade vale:

H1Hr ≥ Hr+1. (4.5)

Então M é totalmente umb́ılica.

Demonstração: Pela proposição (3.2), temos que para v ∈ Rn+2 fixo, a

função fv(p) = 〈N(p), v〉 satisfaz

∫

M

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fvdM = 0. (4.6)

Provemos que o integrando tem sinal fixo, para algum v ∈ Rn+2. Desde

que a imagem de Gauss de M , está contida num hemisfério fechado, existe um

vetor v ∈ Rn+2 tal que

fv(p) = 〈N(p), v〉 ≥ 0, ∀p ∈ M. (4.7)
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Por outro lado a relação H1Hr ≥ Hr+1 implica que H1Hr+1 ≥ Hr+2. De

fato, pela proposição (2.6) item 1 teremos que

HrHr+2 ≤ H2
r+1 ≤ HrH1Hr+1. (4.8)

Observe que Hr 6= 0, isso ocorre pois a desigualdade acima implicaria que

Hr+1 = 0 o que é uma contradição. Logo Hr > 0 e com isso podemos dividir

(4.8) por Hr, implicando

H1Hr+1 ≥ Hr+2. (4.9)

Desde que

Hi =

(
n

i

)−1

Si. (4.10)

Por (4.9), temos

S1

n

Sr+1(
n

r+1

) ≥ Sr+2(
n

r+2

) .

Isto implica que

(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2 ≥ 0. (4.11)

As desigualdades (4.7) e (4.11) implicam que

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fv ≥ 0.

Dáı, por (4.6), temos que

[(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2]fv = 0.

Observe agora que a função fv não é identicamente zero, do contrário pelo

teorema (4.1), M seria totalmente geodésica, o que implica Hr = 0 (con-

tradição).

Seja B ⊂ M o conjunto aberto não vazio onde fv > 0. Ao longo de B

temos

(n− r − 1)S1Sr+1 − n(r + 2)Sr+2 = 0.

Isso implica a igualdade em (4.9). Substituindo essa igualdade em (4.8) tere-

mos que

H2
r+1 = HrHr+2.
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Pela proposição (2.6), segue que todos os pontos de B são umb́ılicos. Ob-

servando que B é uma subvariedade totalmente umb́ılica de M , isto é, ∀ p ∈ B,

temos: k1(p) = . . . = kn(p) = a(p), onde a(p) é uma constante positiva, tere-

mos que M tem um ponto eĺıptico e Sr = const. > 0. Assim, pela proposição

(2.4) o operador Lr é um operador eĺıptico.

Analisando os casos:

1. fv > 0 em B;

2. fv ≡ 0 em M −B.

Somente 1) pode ocorrer, pois em M−B teŕıamos Hr ≡ 0, mais já sabemos

que Hr > 0 em M e com isso M = B. Pelo prinćıpio da continuação anaĺıtica,

segue que fv > 0 em M o que implica M = B.

Corolário 4.1 Seja Mn ↪→ Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e orientável

de Sn+1 com curvatura escalar constante H2 > 0. Se a imagem da aplicação

de Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de Sn+1, então M é total-

mente umb́ılica.

Demonstração: De fato, temos que a hipótese (4.5) no teorema (4.2)

vale

H2
1 ≥ H2.

O que é sempre verdadeira pela desigualdade obtida na proposição (2.6).

A desigualdade acima também diz que H1 é diferente de zero em M . Logo

podemos escolher a orientação de M tal que H1 > 0. O sinal de H2 não

depende da orientação, então o resultado segue diretamente do teorema 4.2 .

Proposição 4.1 Se Hi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , r − 1, então

H1Hi ≥ Hi+1, ∀ i = 1, . . . , r − 1. (4.12)

Mais ainda,

(n− i)S1Si − n(i + 1)Si+1 ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , r − 1. (4.13)
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Demonstração: Pela proposição (2.6) item 1 segue que, para todo k =

1, . . . , n− 1,

H2
k ≥ Hk−1Hk+1. (4.14)

Além disso, se a igualdade ocorrer para k = 1 ou para algum k = 2, . . . , n−
1, com Hk+1 6= 0, neste último caso, então λ1 = . . . = λn.

Se, para algum k = 1, . . . , n, tivermos Hk = Hk+1 = 0, então Hj = 0 para

todo j = k, . . . , n.

Vamos fazer a prova por indução em i. Para i = 1, basta fazer k = 1 na

desigualdade (4.14) e observar que H0 = 1. Assim,

H2
1 ≥ H0H2 = H2.

Suponha, por hipótese de indução, que a desigualdade no enuciado vale

para algum k = 1, . . . , r − 2, ou seja, que

H1Hk ≥ Hk+1,

para algum k = 1, . . . , r−2, fixo. Dessa forma, pela desigualdade (4.14), temos

H2
k+1 ≥ HkHk+2.

Agora, pela hipótese de indução (multiplicando por Hk+1), temos

H1HkHk+1 ≥ H2
k+1 ≥ HkHk+2.

Se Hk 6= 0, basta dividir a última desigualdade por Hk e temos o resultado

que queŕıamos. Se Hk = 0, pela última desigualdade, temos 0 ≥ H2
k+1 ≥ 0 ⇒

Hk+1 = 0 e portanto, temos Hj = 0 para todo j = k, . . . , n. Donde, Hk+2 = 0

e temos o nosso resultado. A segunda desigualdade segue pela definição de Hk

e da desigualdade (4.12),

S1

n

Si(
n
i

) ≥ Si+1(
n

i+1

) .

Isto implica que

(n− i)S1Si − n(i + 1)Si+1 ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , r − 1

o que completa a demonstração da proposição.
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Corolário 4.2 Seja Mn → Sn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta e conexa de

Sn+1 com r-ésima curvatura média constante positiva Hr, para algum r =

1, . . . , n−1. Suponha que a imagem da aplicação de Gauss de M esteja contida

num hemisfério fechado e Hi ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , r − 1. Então M é totalmente

umb́ılica.

A seguinte proposição nos fornece uma outra condição geométrica para

obtermos Hi > 0 ∀ i = 1, . . . , r − 1 (para uma demonstração ver [BC]).

Proposição 4.2 Seja Mn uma variedade riemanniana compacta e conexa, e

seja x : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica. Se Hr > 0 e x(M) está sobre

um hemisfério aberto de Sn+1, então Hi > 0 para todo i = 1, . . . , r − 1.

Corolário 4.3 Seja x : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica de uma hiper-

superf́ıcie compacta e conexa de Sn+1 com r-ésima curvatura média constante

positiva Hr, para algum r = 1, . . . , n − 1. Suponha que a imagem de Gauss

de M esteja contida num hemisfério fechado e que x(M) esteja contido num

hemisfério aberto de Sn+1. Então M é totalmente umb́ılica.
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