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“Nao se preocupe com as suas dificuldades em matemdtica. Eu posso garantir a vocé

que as minhas sao maiores.”

Albert Einstein



Resumo

Nesse trabalho iremos considerar uma hipersuperficie conexa, completa e
orientdvel da esfera unitdria euclidiana S"*! com curvatura de ordem superior
constante positiva. Provaremos sob certas condigoes geométricas, que caso a
imagem da Aplicacao de Gauss de M estiver contida em um hemisfério fechado,

entao M é uma hipersuperficie totalmente umbilica de S**! .

Palavras-chave: Curvatura de ordem superior. Aplicagao de Gauss. Total-

mente umbilica.



Abstract

In this work we will consider connected, complete and orientable hyper-
surface of the unit euclidean sphere S**! with constant positive high order
curvature. We will prove that under certain geometric conditions, if the image
of the Gauss mapping of M is contained in a closed hemisphere, then M is a

totally umbilic hypersurface of S**!.

Keywords: High order curvature. Gauss mapping. Totally umbilic.
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Introducao

Considere M™ uma variedade riemanniana de dimensao n, compacta, orien-
tada e seja 1) : M™ — S™! uma imersao isométrica sobre a esfera S"*1 c R"*2,
Desde que M ¢ orientavel, podemos escolher um campo normal unitéario global
N. Denotaremos as conexoes riemannianas V e V de M e S**!, respectiva-

mente, e que estao relacionadas por
VxY = VxY + (A(X),Y)N,

onde A é o operador relacionado com a segunda forma da imersao, definido

por
VxN = —A(X).

Sejam kq,...,k, os autovalores de A. Nos definimos a r-ésima curvatura

média de uma imersao em um ponto p da seguinte forma:

]?7«:L Z kh"'kir:TST?

:L) 1<i1<...<ir<n (r)
onde S, é a r-ésima fungao simétrica associada ao operador A. No sentido de
unificar a notacao, definimos Hy = 1 e H, = 0, para todo » > n 4+ 1. Para
r =1, HH = H é a curvatura média da imersao e no caso r = n, H, é a

curvatura de Gauss-Kronecker.

A aplicacao de Gauss ¢ : M™ — S™*1 & definida por

¢(p) = N(p) € S

O conjunto ¢(M) é chamado de imagem de Gauss de M.

Entao de posse dessas consideragoes podemos enunciar o objetivo principal
dessa dissertagao que é estendermos para r-ésima curvatura média constante

o seguinte teorema provado por K. Nomizu e B. Smyth [NS].
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Teorema 0.1 (Nomizu-Smyth) Seja M uma variedade compacta, coneza e
orientdvel de dimensdo m > 2 imersa na esfera S*™ com curvatura média
constante. Se a imagem de Gauss de M estiver contida num hemisfério fechado

de S**t, entao M € uma hiperesfera em S"H1.

Os resultados desse trabalho foram obtidos por H. Alencar, H. Rosenberg
e W. Santos [ARS] no qual os autores estenderam o resultado anterior para
2 <r <n-—1. Vamos tratar apenas o caso onde H,,; > 0 conforme o seguinte

teorema:

Teorema 0.2 Seja M"™ — S"' wma hipersuperficie compacta e conexa de
S™ com (r + 1)-ésima curvatura média H,,, constante positiva para algum
r=20,...,n—2. Suponha que a imagem de Gauss de M esteja contida num

hemisfério fechado, H, > 0 e a sequinte desigualdade vale:
H\H. > H, .

Entao M é totalmente umbilica.

No caso r = 2, parte da hipotese do teorema acima ¢é trivialmente satisfeita,

e obtemos o seguinte resultado.

Teorema 0.3 Seja M™ — S™! uma hipersuperficie compacta e orientdvel de
S"*tY com curvatura escalar constante Hy > 0. Se a imagem da aplicacio de
Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de S, entdo M é total-

mente umbilica.



Capitulo 1

Preliminares

Nos capitulos 1 e 2 iremos estabelecer a notagao a ser usada na dissertacao e
lembrar de alguns conceitos e fatos bésicos, necessario ao desenvolvimento dos
capitulos seguintes. Sendo assim a prova de alguns resultados nao sera feita,

mas em todo o texto ficara clara a referéncia para obter tais justificativas.

Para este trabalho iremos considerar M™ uma variedade riemanniana de
dimensao n e classe C*°, D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas
em M, V e (,) representard sua conexao e métrica riemanniana. Se p € M

entao T, M denotard o espago tangente a M em p e T'M o fibrado tangente a

M.

1.1 Curvatura

Definicao 1.1 A curvatura R em uma variedade riemanniana M™ é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € TM wuma aplicagao R(X,Y) :
TM — TM dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[X,Y]Z, YV ZeTM.

Proposicao 1.1 A curvatura satisfaz as sequintes propriedades, ¥V X,Y,Z, T €
TM:

a) (R(X,Y)Z,T)+ (R(Y,2)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;
b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T);

¢) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);

d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

12
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Defini¢ao 1.2 Seja o C T,M um subespago bidimensional do espago tangente
T,M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdao

(R(z,y)z,y)

I

onde |z Ay|> = (z,2)(y,y) — (z,y)*. K ¢ denominado a curvatura seccional

de M em p sequndo o.

Consideremos agora x € T,M um vetor unitario e uma base ortonormal

{z1,.. . 201, 2, = v} de T, M.

Definicao 1.3 A curvatura de Ricci de M na direcao de x em p € definida

por

Ric(x) =

Definicao 1.4 A curvatura escalar de M em p € definida como

R(p) = % > Ricy(z).

1.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Definigao 1.5 Seja f € D(M). O gradiente de fé o campo de vetores em M,

definido pela sequinte condi¢do:

(grad(f),X) =X(f), V X eTM.
Decorre da definicao que se f,g € D(M) entao:
L. grad(f + g) = grad(f) + grad(g);
2. grad(fg) = ggrad(f) + fgrad(g).

Definigao 1.6 Seja X € TM. A divergéncia de X € a funcao divX : M — R,
definida por

divX (p) = tr[Y(p) — (VyX)(p)],

onde tr significa o traco da aplicacao.
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As propriedades abaixo decorrem diretamente da definicao.
1. div(X +Y) = divX + divY
2. div(fX) = fdivX + (grad(f), X),

para quaisquer X,Y € TM e qualquer f € D(M).

Teorema 1.1 Seja M uma variedade riemanniana compacta com bordo e X €
CY(M) . Entao

/ divXdM = (X,v)dS,
M oM
onde v € o campo unitdario normal a OM apontando para fora de M.

Definicao 1.7 Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) —
D(M) definido por

Af = div(grad(f)).
Usando as propriedades do gradiente e divergente, temos :

L A(f+g) =Af + Ag;

2. A(fg) = fAg+ gAf + 2(grad(f), grad(g)),
para quaisquer f,g € D(M).

Observagao 1.1 (Referencial mével) Seja M™ uma variedade riemanniana
de dimensao n, e p € M. FEntao existe uma vizinhanca U C M de p e

n campos de vetores linearmente independentes F., ..., E, € T'M tais que,

<Ei,Ej> :(Sl'j A Z]E 1,...,n.

Proposicao 1.2 Se {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal local em M,
entao

n

grad(f) =Y E(f)E:.

i=1



Demonstracgao: Escrevendo

grad(f)

temos que

E;(f) = (grad(f

Logo,

grad(f) =

Proposicao 1.3 Se X =
i=1
em M, entao

divX = Z

ZXZE“ onde {El, ce ey

n
= E aiE’i7
=1

= Z%EME = aj.

VE E17X>>

Demonstracgao: Inicialmente temos que

divX =

Como <EZ, E]>
Dai,

= 0;;, tem-se que

divX =

:ZE

= Z(Ei(Xi) -

i Ei(X

<VE1E27 Ej>+<Ezy VEiEj>7 ou Sejav <inEj7 Ez> =

— > X;(Vg,E;, Ej)

3,j7=1
)= S (VR X)
=1

(Vi Ei, X)).

15
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E,.} € um referencial local

—(Vg Ei, Ej).
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Defini¢ao 1.8 Seja f € D(M).Definimos hessiano de f em p € M como o
operador linear Hessf : T,M — T,M, dado por

(Hessf)Y = Vygrad(f), VY Y eTM.

Podemos considerar Hessf como um tensor tal que para cada par de campos

X, Y € TM, temos:

(Hessf)(X,Y) = ((Hessf)(X),Y).



Capitulo 2

Imersoes Isométricas

2.1 A segunda forma fundamental

Seja (Hﬂ+m

riemanniana V e operador curvatura R. Seja M™ uma variedade diferenciavel

,(, ), V, R) uma variedade riemanniana com métrica (, ), conexao

n-dimensional e z : M — M uma imersdo, ou seja, dado p € M temos que a
derivada dz, : T,M — Tw(p)ﬁ ¢é injetora. Nestas condicoes, podemos munir

M de uma métrica riemanniana através da definicao
(U, v)p = (dxp(u), dxp(v)ap), pEM, uveT,M.

Dizemos entao que M tem a métrica induzida pela variedade riemanniana M,
e portanto (M) é chamada uma subvariedade riemanniana imersa de M. A

aplicacao x é dita entao uma imersao isométrica.

Dado p € M, existe um aberto U C M contendo p tal que z(U) € M
é uma subvariedade mergulhada de M. E possivel mostrar que existe um
difeomorfismo entre abertos, digamos A : U ¢ M — V C R tal que
x(p) € U e tal que A aplica difeomorficamente #(U) N U em um aberto do
subespago R™ x {0} C R™™™, com 0 € R™.

Identificamos entao U com z(U) e cada vetor v € T,M, onde ¢ € U, com o
vetor dx,(v) € T,M. Além disso, usando o difeomorfismo A podemos estender
localmente campos de vetores X,Y de M definidos em x(U)NU, a campos de
vetores X,Y definidos em U. Assim, podemos considerar o espaco tangente a

M em p como um subespaco do espaco tangente a M em P € escrevemos
T,M =T,M & T, M,

17
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onde Tle ¢ o complemento ortogonal de T, M em TPM. Desta decomposicao

obtemos um fibrado vetorial, T+M = U TPLM , chamado o fibrado normal a
peEM

M.

Dessa forma, podemos escrever v € T, M da seguinte maneira:
v=uv"+v", ondev' € 1,M, vt € TpL]\/[.

Se X e Y sao campos locais de vetores em M e X e Y sao extensoes

locais a M, definimos

VxY = (VxY)".

E possivel provar que V é a conexao riemanniana relativa a métrica induzida

de M por x. Dessa forma, obtemos a Formula de Gauss:
VxY =VxY +h(X,Y),

onde a aplicacao h : TM x TM — T+M ¢é denominada a sequnda forma
fundamental de x. Pelas propriedades das conexoes de Levi-Civita V e V,

temos que h é bilinear e simétrica.

Lema 2.1 Dado n € Tle, existe uma aplicacdo auto-adjunta A, : T,M —

T,M, chamada aplicagao de Weingarten na diregcao n, tal que
(4, X,Y) = (h(X,Y),n)

para todos X,Y € T,M.

Demonstragao: Defina A,(X) = —(Vxn)". Denotando também por X
e Y extensoes locais em M de X,Y € T,M, segue de (Y,n) =0, que

0=X(Y,n) = <vXY>77> + <KVX77> = (h(X,Y),n) — <Y>A77X>'

Logo, (4,X.Y) = (h(X,Y),n). A, é auto-adjunta devido as simetrias de h e
da métrica.

A partir da defini¢ao de A,, obtemos a Férmula de Weingarten
Vxn=—-A,X+ V1,

onde Vin = (Vxn)t.
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Sejam R e R os tensores curvatura de M e M, respectivamente, definidos
por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’y}Z,
E(X, Y)Z = VYVXZ — VXVYZ + V[X,y}Z.

Analogamente, temos o tensor curvatura do fibrado normal T+ M de M definido
por

RHX,Y)E = VyVx€ = Vx Vi€ + Vixviés
com X,Y € TMe&eTHM.

Agora, usando as férmulas de Gauss e de Weingarten, podemos obter as
equagoes béasicas para uma imersao isométrica, que sao as equacoes de Gauss,

Codazzi e Ricci dadas, respectivamente, por
(R(X,Y)Z,n) = (Vyh)(X, Z.n) = (Vxh)(Y, Z,n),

(RIX,Y)Em) = (RHX,Y)E ) + ([Ae, 4))X,Y),

onde X,Y,Z,T € TM, &n € T+Me [Ag, A = AcA, — A, Ae. A prova
deste fato pode ser encontrada em ([dCM]).

Para uma imersao isométrica x : M™ — N™™(¢), o tensor curvatura R de

N é dado por R(X,Y) =c¢(X AY), onde
(XAY)Z = (Y, 2)X — (X, 2)Y,

para X,Y,Z € TN. Nesse caso, para X,Y,Z, W € TM e £&,n € T+M, as

equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci sao respectivamente
(R(X,Y)Z,W) = c((X AY)Z, W)+ (h(X, Z), h(Y. W) — (h(X, W), h(Y, Z))

(VyAg)(X) = (VxAg)(Y)

(RH(X,Y)Em) = ([Ay, A X, Y).
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2.2 0O r-ésimo Tensor de Newton

Nessa seccao iremos definir o r-ésimo polindmio simétrico elementar do ope-

rador linear A, associado a segunda forma fundamental.

. o~ . —n+1 . ~ . -
Definicao 2.1 Seja x : M™ — M uma imersao isométrica entre duas
variedades riemannianas e seja A o operador linear associado a sua sequnda
forma fundamental. O r-ésimo polinomio simétrico associado a A, S,.(A) :

R™ — R € definido como

L, se r=0
S.(A) = Z kij ...k, ser<mn
1<i1 <. <in<n
0, ser>mn,
onde ki, ..., ky, sao os auto-valores do operador auto-adjunto A.

Defini¢ao 2.2 Nas condig¢oes da defini¢ao anterior definimos w,(A) : R™ —
R por

n

we(A) (ke k) = (k)

i=1

como a r-ésima soma de poténcia dos auto-valores de A.

Agora introduziremos o r-ésimo Tensor de Newton P.(A) : T,M — T,M,

para cada r € {0,1,...,n — 1}, como sendo:

Py(A) = 1
P1<A) = Sl.[—A

P(A) = S.I—AP_(A),

onde [ é a identidade. Mais geralmente,

I, ser =0

P(A) =4 > (-1YS,(A)A, sere{l,2,....n—1}
=0
0, ser>n,

onde 0 denota a transformacao linear identicamente nula.
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Observacao 2.1 Por simplicidade, de agora em diante, escreveremos apenas
P, e S, para denotarmos, respectivamente, o r-ésimo tensor de Newton e o r-
ésitmo polinomio simétrico elementar associado a sequnda forma fundamental
. ~ n —mn+1
de uma tmersao x : M"™ — M .
.~ . n =—5n+1 . o fp
Proposicao 2.1 Seja z : M" — M uma imersao isométrica entre duas
variedades riemannianas e seja A o operador linear associado d sua sequnda

forma fundamental. O r-ésimo tensor de Newton associado a A satisfaz:
(1) tr(P) = (n—1)5;
(2) tr(AP,) = (r+1)S,41;
(3) tr(A%P,) = 815,41 — (1 + 2)S,4o.
Demonstragao: Mostremos inicialmente que P,(E;) = S,(A;)FE;, onde

n ’ . . 7 ’ . . N . . ’ .
{E;}._, é uma base que diagonaliza A e S,(A;) é o r-ésimo polinémio simétrico

associado a A;, isto é,

1, ser =0
Sr(4;) == Sr(krl,...,Ei,...,k:n), sere{l,2,...,n—1}
0, ser>n,

onde E indica que a funcao k; foi omitida.
A prova é feita por inducao sobre r. Para r = 1, temos: P, = SiI — A.

Portanto,

= (S1—k)E;

Suponhamos verdadeiro para r — 1. Entao
P.(E;) = S.E;— AP._{(E))
== STEZ - A(ST_l(Az)Ez)

= (Sr = S (A)ki)E;



Assim pela definicao de trago de P, e pelo que vimos acima, teremos

tT(PT) -

0 que prova o item (1).

=1

(n—r) Z k’”k?h

1<i1<..<ip<n

(n—1)S,,

Para o item (2) devemos observar a seguinte igualdade,

AP, =

Dai,

tr(AP,)

r+II - Pr+1-

= tr(5r+1l) - tT(PT’-i-l)
= nSpy1—(n—r—1)S1

== (7’ + 1)ST+1.

Aplicando A a ambos os membros de (2.1), obtemos

A2P7« - 7«+1A - APT+1.

Entao

tr(A*P,)

= tT[Sr+1A - APT+1]
= STJrltT(A) — tT(APT+1>
= Slsr+1 — (7" + 2)Sr+2-

22
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2.3 O operador L,

O operador L, definido em funcao do Tensor de Newton P, aparece, natural-
mente, no estudo da estabilidade de hipersuperficies com S, constante. Tal
operador é eliptico, se P, for positivo definido. Passemos entao ao conceito de

L,.

Definicao 2.3 Dada uma funcao diferencidvel f : M™ — R er € N, com
0 <r <n-—1, definimos o operador diferencial de sequnda ordem L, em M™

por:
L.(f)(p) = tr[(P.Hessf)(p)].

Observe que para r = 0, Ly é o Laplaciano, o qual é sempre um opera-
s —n+1 . 5

dor eliptico. Se M tem curvatura seccional constante usando as equacgoes

de Codazzi mostraremos que L, pode ser escrito na forma divergente, mais

precisamente
Lo(f) = divsr(Prgrad(f)).

Considere, agora, um referencial ortonormal {E, ..., E,} que diagonaliza

o operador linear A associado a segunda forma fundamental da imersao x :
——n+1 : ~

M"™ — M, num ponto p € M. De posse dessas consideragoes, provaremos

o seguinte resultado:

. —n+1 . ~ . .
Teorema 2.1 Sejam x : M™ — M uma imersao isométrica entre as va-
. R R ——n+1 -
riedades riemannianas M"™ e M e & um campo normal a M. Entao para

cadar € {1,2,...,n— 1} e qualquer campo Y € T M, vale a sequinte formula

[X|—> VXP j lkj 1 (Ezapr—jy>§7EZ>7

21]1

onde R € o tensor curvatura de M.
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Demonstracao: Inicialmente provemos a seguinte igualdade:

(VeP)Y,E) = EfS,)Y; = PaY (k) + (R(E;, Pr—ly)fa E;) = ki{(VE,P-1)Y, E;)

_ i[El(Sr O (=171 +Z Ck > i

j=1
+Z J 1k] 1 (EMPT—]Y)gJEz)?
onde Y; = (Y, E;).
Faremos a prova por indugao sobre r. Para r = 1, temos

Usando propriedades de derivacao covariante de tensores e da conexao rie-

manniana V de M, temos

(VESIDY = Vg (SiI(Y)) = SI(VEY)
= Vp(SY) - SiVyY
= E(S)Y +SVeY — S$iVgY
— E(S)Y.

Entao (2.2) equivale a
(Ve P)Y = E(S)Y — (Vi A)Y.

Logo,

(Ve )Y, E;) = E(S)(Y, Ei) — (Vg A)Y, E;). (2.3)
Pela equacio de Codazzi, temos que

(R(E.Y)E E) = (VyA)E;, Ei) — (Vi A)Y, ). (2.4)
Portanto (2.3) se torna

(Ve )Y, E) = E(SO)(Y, Ei) + (R(E;, Y)S, E) — (VY A)E;, By, (2.5)

Observe que,
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Como A(E;) = k;E; e A é auto-adjunto temos

(VYAE, E;) = (VYA(E:), Bi) — (A(VyEy), Ey)
= (Vy(kEy), E;) — (Vy E;, A(E;))
= (Y(k)E; + k;VyE;, E;) — ki(VyE;, E;)
= Y(k;) + k(VyE;, E;) — k,;NyE;, E;)
= Y(ki).

Portanto (2.5) equivale a
(Ve )Y, E;) = Ei(S1)Y; + (R(E;,Y)E, Ey) — Y (k). (2.6)

Suponhamos que a igualdade (2.6) seja verdadeira para r — 1. Como P, =

S.I — AP,_y, segue que

(Vg P)Y = (Vg S.1)Y — (Vg AP._1)Y. (2.7)
Temos
(VS 1Y = Vg (S I(Y)) = S1(VEY)
= Vg(S.Y)—SVgY
= Ei(S,)Y +5,VgY — S, VgY
- ( T)

Assim de (2.7) concluimos que

(Ve,P)Y, Ei) = (Vg S 1Y, Ei) — (Vg AP.1)Y, E;)
= (Ei(S))Y, E;) — (Vg AP 1)Y, Ey)
= Ei(S: )Y, E) — (Ve AP1)Y, Ey).

Observe que

(Vg AP,_,)Y = Vg AP,_\Y — AP._(VgY) (2.8)
(inA)PT_ly = inAPr—ly - A(VEZPT_1Y> (29)

De (2.8) e (2.9), obtemos

(VE,AP,_)Y = A(Vg, P.1Y) — AP,_{(V5Y) + (Vg A) P Y.
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Logo,

(Ve AP._)Y,E) = (A(VgPr 1Y), E) — (AP, (Vi Y), E + (Vi A)P_1Y, E)
= <inPT*1Y7 A<El)> - <PT*1<VE2‘Y)7 A(El)> + <<inA)PT*1Y7 El>
- ki<inP7«_1Y, E1> - ki<Pr—1(VEiY)a Ez) + <(VEZ.A)PT_1Y, Ez>

Como (Vg,P,—1)Y =VgP._1Y — P,_1(VgY), obtemos

(Ve AP )Y, E;) = ki(VEP)Y, E;) + (Ve A)PaY, Ep).
Portanto,
(Vg P)Y, E) = E(S){(Y,E;)) — k((Vg,P-1)Y,E;) — (Vg,A)P._1Y, E;).
Usando Novamente a equacao de Codazzi, obtemos que

(VeP)Y,E) = E(S.)(Y,E)—k{(VeP1)Y, E) + (R(E;, P_1Y )¢, E;)
—((Vp_iyA)E;, E;). (2.10)

Observando que

(Ve_vA)E; = Vp_yA(E;) — A(Vp._vE:)
= Vp_v(kil) — A(Vp,_ v E)
= PT_1Y(/{31)EZ + k:inT_lyEi — A(VPT_lYEi)-

Usando o fato de A ser auto-adjunto, obtemos
(Ve _vA)E;, E) = FraY (k).
Portanto (2.10) se torna
(Ve B)Y, Ej) = E(S,)Y: + (R(Ei, B Y)§, Eg) — PraY (ki) — ki{(Ve, P1)Y, By,
onde Y; = (Y, E;).

Estamos supondo verdadeiro que

(Vo PV E) = SIS ek (1Y) + S (L1 Py (%k)+

Jj=1 j=1
r—1
+ Z(—1)J’*1k§‘1<ﬁ(a, Po_1_Y)E Ey).

J=1
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Assim,
(Ve P)Y, E;) = EiS, )Y P, 1Y (ki) + (R(E;, P,1Y)E, E)

—k; Z Sep)k] (=171
—kz{ o ()]
—k; Z YU TN R(E, Py Y)E B (211)

Portanto (2.11) se escreve como

(Ve P)Y.E) = Y [E(S—j)kl ' (-1)71Y)] +Z Y P._;Y Gkﬂ) +

j=1
+Z YUY R(E;, P._Y)E, E). (2.12)
Entao
tr[X = (VxP)Y] =Y ((VgP)Y,Ey). (2.13)
i=1
Substituindo (2.12) e (2.13), obtemos
tr[X — (VxP.)Y ZZE )K= 4
i= 1] 1
+ZZ ( k?)
=1 j=1
+ZZ YU TN R(E;, P_;Y)E, E;).(2.14)
=1 j=1
Observe que
D Y Y E(S )k T (ED)TY = Y Y E(S )k T (-1,
i=1 j=1 j=1 i=1
= Z 1y~ 1ZE e )Y
7=1
Como {Ej, ..., E,} é um referencial ortonormal, temos que

grad 7"+1—j ZEk r+1— j



Assim,
(grad(Sra1—;), By = Y Ep(Sr1-5)(Ex, Ey)
= Ei(sr%l*j)-

Como Y = Z Y, E;, temos que a expressao (1) equivale a
=1

ZZE )k TN (1)Y= Z Y HNgrad(S,s1-;), A771Y).

i=1 j=1

Aqui usamos o fato que A7V (E;) = k) 'E
PO (’fj)—Z e (34)
i=1 j=1 Jj=1

Observe que

n

Zil P._;Y (%ko = Z l(Pr—jY) (k)

i=1 J

n

1 .
= Y (P Y, grad(k]))
— ]
=1

— Sy, ﬁgrad<kz>>

i=1

= <PT ;Y, 1grad (Zl kﬂ>>

Entao a expressao (2) se escreve como

1)/ AR y J . lra :
>3 ey (51) = S0P Sorad),

=1 j=1 7j=1

onde .
t = Z k.
i=1

De (1) e (2), segue entao que (2.14) se expressa como

T

(X — (VxP)Y] = Y (=1 Ngrad(S,_js1), A7'Y +

j=1

+Z I(P,_ ]Y grad( i)+

+ZZ ] lk’j 1 (Ei,PT_jY)f, El>

=1 j=1

28
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Considere

r

T = SO(=1) N grad(S,_ 1), ATY

j=1
'

T, = Y1 (P Y Sgrad(t)

j=1
Entao para terminar a prova do teorema, basta mostrarmos que 177 + 15 = 0.
Temos, pela defini¢ao de P,, que para cada j € {1,2,...,r} vale

r—j

Py = (-1)'S, ;A (2.15)

1=0
Substituindo (2.15) em 75, obtemos

r—j

T, = Z(_l)j <Z(—1)IST_J»_IAZY,%gmd(tj)>

=0

- Z(_1)J’ (—1)ISH~l<AlY,%gmd(tj)>-

=0

<
I

-

—

Assim, fazendo [ = k — 1, obtemos a seguinte expressao para T»:

iy <A’“‘1Y, b (—1)’“-1%Wsr_k_j+1grad<tj>> eIt

J=1
Agora provemos que

(-1~
J

r—k+1
grad(Syi1-k) = Z Sr—k—jr19rad(t;). (2.17)
j=1

Observe que para provar (2.17) é equivalente a provar que

grad(S,) = (_1.)j_1

j=1

Sr_jgrad(t;). (2.18)

Para provar a igualdade em (2.18), usaremos indugao sobre r e a seguinte

identidade de Jacobi:

1 T
S == > (=1)S . (2.19)
=1

Para r = 1, temos claramente que a identidade em (2.18) é satisfeita. Calcu-

lando o gradiente de S, na expressao (2.19), obteremos

=

rT— s

(=) tgrad(S,_;) + E Z(—l)lflsr,lgmd(tl).

r
1 =1

grad(S,) =

S|

l
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Observagao 2.2 Quando | = r, temos S,_; = Sy =1 e com isso grad(Sy) =

0.

Dado r € {1,2,...,n}, suponhamos que a igualdade (2.18) seja verdadeira

para todo j € {1,2,...,r — 1}. Ponhamos

I = —Z D grad(S,—y),

I = ;Z(—l)l_lSr_lgrad(tl).

Pela hipétese de inducao, segue que

ﬁlt—\

1:1 j=1

Reordenando os termos da equagao (2.22), obtemos

I= % T {(_1)“ (r — k:)ST_k} grad(ty).

=N

Portanto,

1 —k
I+11 = ;Z:(—l)k’1 {T k: } Sr_rgrad(ty)

= —Z ( ) r—kgrad(ty)

r

= Z(—l)klé rrgrad(ty).

k=1

r—1 r—l :
—1)i-1
-1 [ ( j) Slegrad(tj)] t.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Assim provamos a identidade em (2.18). Portanto, de (2.16), obtemos

mediante a igualdade acima provada, que

T

T, = 31 {grad(S, ), AY)

J=1

= —Z 1Y grad (S, AY) =

=Ti.
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Portanto, T7 + 715 = 0 e com isso o teorema esta provado.

O resultado seguite d4 uma importante caracterizagao do tensor curvatura
de uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante e sua prova

pode ser encontrada em [dCM].

Proposicao 2.2 Seja M"(c) uma variedade riemanniana de curvatura sec-

cional constante e igual a c. Entao o tensor curvatura R satisfaz
RX,Y)Z =c[{(Z,X)Y —(Z,Y)X]|, VX,Y,ZeTM.

.~ . —n+1 . .~ . ——n+1
Proposicao 2.3 Seja x : M" — M uma imersao isométrica. Se M

tem curvatura seccional constante, entao
L.(f) = divy(Prgradf), Vf e D(M).

Demonstracao: Consideremos {F1,..., F,} um referencial ortonormal
que diagonaliza a segunda forma fundamental A da imersdao x num ponto

p € M. Por defini¢ao, temos

divy X = tr]Y — VyX], X,Y € TM.

Entao, pela ortonormalidade da base {E;}!;, temos

n

divy (Prgradf) = Z<sz (P.gradf), E;).

i=1
Observando que (Vg, P,)gradf = Vg, (P,gradf) — P.(Vg,gradf), obtemos

n

divy (Pgradf) = Z((VEi(Pr)gradf—i-PT(VEZ.gmdf),Ei>

i=1
n

= > [(Ve(P)gradf, E) + (P(Vsgradf), E;)]
i=1
Por outro lado,

n

L(f) = tr[P.Hessf] =Y ((P.Hess[)E;, E;).

i=1
Como (Hessf)E; = Vg, gradf, obteremos

n

Li(f) = Y (B(Vigradf), Ey).

i=1
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Agora, podemos reescrever a expressao do divergente de P,gradf como

divy (Prgradf) = L.(f)+ Z«inPr)gTadfa E;)

= Lf)+trl(VE)gradf].

Pelo teorema (2.1), temos que

tr[(VP,)gradf] = ZZ YK TN R(E;, Po_jgradf )€, B;),

=1 j=1

onde R é o tensor curvatura de M e £ é anormal a M. Como M tem curvatura
seccional constante, temos pela proposicio (2.2), que R(E;, P,_jgradf)é =
0,Vi=1,...,neV j=1,...,r. Assim

tr[(VP,)gradf] = 0.
Portanto

L.(f) = divy (Prgradf).

Logo L, é um operador auto-adjunto. Em geral, para » > 1 L, nao é um
operador eliptico. As seguintes proposicoes darao condicoes necesséarias para

L, ser eliptico.

Proposicao 2.4 Seja M"™ uma variedade riemanniana compacta, conexa e
orientdvel, e seja x : M™ — S" uma imersao isométrica com H,,, constan-
te. Se M™ tem um ponto onde todas as curvaturas sao positivas, entao L, €

um operador eliptico.

Proposicao 2.5 Seja M uma hipersuperficie em R™! ou S**t com H, =0,
2 <r <n. Entao o operador L. _1(f) = div(P._1grad(f)) € elipticoemp € M

se e somente se H,1(p) # 0.

As respectivas demonstragoes encontram-se em [BC| e [HL].

Provaremos agora uma proposicao que se encontra na tese de A. Caminha
[Ca], onde estaremos relacionando algumas desigualdades algébricas sobre as
curvaturas médias de ordem superior H,., que sao denominadas desigualdades
de Newton. Apresentaremos uma versao mais geral das mesmas as quais serao

lteis no capitulo de caracterizagao de hipersuperficies umbilicas.
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Lema 2.2 Se um polinomio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entio sua
derivada [’ possui ao menos k — 1 raizes reais. Em particular, se todas as

raizes de f forem reais entao todas as raizes de [’ também serao reais.

Demonstragao: Podemos supor k£ > 1. Sejam x; < ... < x; raizes reais
de f, com multiplicidades respectivamente my, ..., m; tais que m; +...+m; =
k. Entao cada z; é a raiz de f’ com multiplicidade m; — 1. Por outro lado,
entre x; e x;;1 ha, pelo teorema de Rolle, ao menos uma outra raiz de f', de

modo que contabilizamos ao menos
m—-1D+...+4m—-1)+(-1)=k—-1
raizes reais para f’. O resto é imediato.

icao 2. ejam n mteiro, e A\, ... numeros reais. Defina
Proposicao 2.6 S > 1 inteiro, e Ay, ..., \, D ,
para 0 < r <n, S, = S.(\;) como polinémio simétrico associado aos nimeros

reais, e H, = H.(\;) = (Z)_IST()\Z-).

1. Paral <r <n, tem-se Hf > H, 1H,.1. Ademais, se a iqualdade ocorre
para r =1 ou para algum 1 < r < n, com H,,1 # 0 neste ultimo caso,

entao A\y = ... = \,.

2. Se H,Hy,...,H, > 0 para algum 1, < r < n, entao Hy > VHy >
VHs...>/H,.. Ademais, se a igualdade ocorre para algum, 1 < j <,

entao \y = ... = \,.

3. Se, para algum 1 < r <n, tivermos H, = H,, = 0, entao H; = 0 para
todo r < 7 <n. Em particular, no mdximo r — 1 dos \; serdao nao-nulos

neste caso.

Demonstragao: Para provarmos o item (1) usaremos indugao sobre
a quantidade de ntumeros reais. Para n = 2, H,?> > H, é equivalente a
(A1 — X2)® > 0, com igualdade se é s6 se \; = Ao

Suponhamos que as desigualdades sejam validas para quaisquer n — 1
nimeros reais, com a igualdade ocorrendo para H,,; # 0 se e s6 se os n — 1

niumeros forem todos iguais. Dados n > 3 reais \q,..., \,, seja

F@) =@+ M) ... (z+ M) = i (”) H,(\)z"".

r=0
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Entao
n—1 n
) = =) (1)t
r=0
Por outro lado, pelo lema anterior, existem reais 7y, ..., v,—1 tais que

n—1

flx) = nlx4+m)...(x+ Y1) = nz S, (yi)a" 1

< [/n-1
= n( )Hr(vi)x”_l_T.
0

r

r=

-1 .

Desde que (n—r) (") = n("."), comparando os coeficientes obtemos H,(\;) =
H,(v;) para 0 < r < n — 1. Portanto, segue da hipdtese de indugao que, para
1<r<n-2,

HZ(\) = Ho () > He (7)) Hrr () = Heo (V) Hpr (V).

Ademais, se tivermos igualdade para os A; com H,1()\;) # 0, entdo também
teremos igualdade para os v;, com H, 1(7;) # 0. Novamente pela hipétese de
inducao, segue que v = ... = ¥,_1, e dai A\ = ... = \,. Para terminarmos,
¢ suficiente provarmos que H2 | (\;) > H,_2(\;)H,(\;), com igualdade para
H, # 0 se e s6 se todos os \; forem iguais. Se algum \; = 0 a igualdade é

6bvia. Senao, H, # 0 e

n O\ e ] n o\ A
2 S o> -
H? | > H, oH, < [(n - 1) § Y ] > [(n - 2) Z Mj] H,

)

- (n—l)(Z%) > QnZ)\;\j.

7

Denotamos «; = temos a ultima desigualdade acima equivalente a

1
PVE

(n—1) (Z a,-) > QnZ ;.

i<j
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n 2
a; | —2n E a;a;, obtemos
1

i<j

1<j

z)z _<j%>2

=1

(
T(o;) = n( y ozz> (Zaz> —2n)  aq;

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. E ainda ébvio que, nesse caso, a igual-

dade ocorre se e s6 se todos os a; (e entdo todos os \;) forem iguais.

Note que o argumento acima também prova que H? = H, se e s6 se todos
os \; forem iguais, posto que T'(\;) = n?(n — 1)[HZ(\;) — Ha(\)].

Para o item (b), observe que H; > 1’-[21/2 segue de (a). Por outro lado, se
H, > HQl/2 >...> H;/k para algum 2 < k < r, entao

k-1
Hp > Hy1Hp1 > H " Hy,

ou ainda H Lk > H ,%r(lk ), Segue agora imediatamente das desigualdades
acima que, caso Hl/k H,ii(lkﬂ) paraalgum 1 < k < r, entao H,f = Hp 1Hp.q.
Logo, o item (a) garante que A\; = ... = \,.

Para provarmos (c) suponhamos, sem perda de generalidade, que r < n—1.

Como H, = H,,1 = 0, temos igualdade na desigualdade de Newton
H?. . > H.H, .

Se H,19 # 0, segue de (a) que \y =... =X\, = A. Dai, H, =0 = A =0,
donde H,.5 = 0, uma contradi¢ao. Portanto, H,.o = 0 e, analogamente,
H; = 0 para todo r < j < n. Para o que falta, basta notar que o polinomio

f(z) do item (a) é, nesse caso,

n r—1
x) = E Sz = E Sja" .
j=0 7=0



Capitulo 3

Formula Integral

Nesse capitulo encontraremos uma formula integral a qual servira de sus-
tentacao aos resultados posteriores. Antes, provaremos uma proposicao de

fundamental importancia para o que se segue.

Proposicao 3.1 Seja ¢ : M™ — S""! wuma imersao. Considere v € R"*2
um vetor firo, N um campo de vetores unitirio normal a M e as funcgoes

ly, fo : M™ — R definidas por:

lo(p) = (¥(p),v) e [fulp) =(N(p),v).
Entao,

L.(l,) = (r+1Sy1f, —(n—1r)Sl,
Lr(fy) = _[Slerrl - (T + 2)Sr+2]fv + (T + 1)Sr+1lva

onde na ultima equagao, S,.1 € constante.

Demonstracao: Seja Ei,...,E, um referencial ortonormal numa vizi-
nhanca de um ponto p € M". Denotaremos por V°,V,V como sendo as
conexoes em R"2 S"tl e M™ respectivamente.

Observe que R""? = T, M & [N] @ [¢] e portanto, v € R™ pode ser escrito
como v = v 4+ aN + bp. Tomando o produto interno por N e 1), teremos

a=(N,v) = f, eb=(v,1) =1, e com isso, segue que

v=vl+ f,N +1,2.

36



Iniciaremos com o célculo de grad(l,).

grad(l,) = ZEZ-(ZU)E

Assim, grad(l,) = v =v— f,N — 1,3.

Para v fixo teremos a seguinte igualdade:
Vxgrad(l,) = fLAX — 1, X.
De fato, sejam X,Y € T'M, entao

(Vxgrad(l,),Y) = (Vxv',Y)

V (U_fv _lv¢)ay>
Vx(foN) = Vi (Lu9),Y)

f(VxN)T —1,X,Y)

{
{
(=
(=
(=
(fLAX = 1,X,Y).

Como Y € T'M é qualquer, segue que

Vxgrad(l,) = fLAX — [, X.

(fv)N vaXN X<l )dj -

lvv%% Y>

37
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Pela definicao de L,, temos

Lr(lv)

= tr(P.Hess(l,))

n

= Zl<(PTHess(lv)Ei,Ei>

_ ?(a(v&gmd(zv))ﬁ»

- Zn}(prvaEi—lin),Ei)

= S PABY, E) — (P B B

i=1

= futr(PA) = Ltr(P,)
= folr + 1S = L(n —1)S,.

Calculemos agora L, (f,). Primeiramente devemos calcular grad(f,).

grad(f,) =

> Ei(f.)E;
=1

i EZ<N, U>El
=1

> (V5N v)E;
i=1

> (VeN + (Vg N, N)N + (V3 N, )b, v) E;
=1

Z <sz N, ’UT>EZ‘

=1
n

Z<_AE“ ’UT>EZ‘

=1
— <E“A<UT)>EZ
=1

A(UiT).

Pela derivada covariante de tensor e equacao de Codazzi, teremos

Vxgrad(f,) = —Vx(AvT)

== —(V)(A)UT - A(VXUT)
= —(V,r)X — A(f,AX — [, X)
= — (Vo A)X — fLA’X +1,X.
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Assim, pela definicao de L,, teremos

Ly(fo) = tr(PHess(f,))

n

= D (B Hess(f,)(E), E)

= Z<Pr<in97’ad<fv)), EZ)

= S (B(~(VrA)E — fLAE, +1,5), Ei)

i=1

= —Z (Vor A)E;, E;) — fvi(Pr(AQEz‘)aEﬁ‘f'lvzn:(P E
= —tT(PrvaA) — futr(A%P,) j—zlitr(APr) -
= —tr(P,VyrA) — f,[51541 — (r+2)S,4a] + L,(r + 1)S,41. (3.1)
Afirmamos que tr(P,_;V,rA) = vT(S,). Com efeito, seja p € M, e E}
um referencial mével em uma vizinhanca de p € M, tal que em p, AE, =

MEy para 1 < k < n. Observe que por linearidade, é suficiente provar que
tT’(PT_lkaA) = Ek(Sr)

n

tr(P1Vig,A) = > (Poi(Ve,A)E;, E)

i=1

~ ZST (AN (VB A)E;, E)
= ZST 1 ka AE +ZST‘ 1 VEkEZ)’EZ>
_ ZS“ WV 5, (ME), +ZST1 NV, Ei, \iE;)

— ZS" 1 (M) E;, E;) —1—225) 1(Ai)Ni(VE, Ei, E;)

=1

= Ex(S,),
onde usamos o seguinte resultado
(Ei, E;) =1 = Ex(E;,E;) =0= (Vg E;, E;) =0,
o que prova a afirmagao. Assim, (3.1) se escreve como

Lr(fv) = _UT(ST—H) - fv[(Slsr+1 - (7" + 2)S7»+2] + lv(’f‘ + 1)Sr+1.
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Como S, é constante implica que v*(S,,;) = 0. Portanto,
L (fo) = = fol(S1Sr41 — (1 + 2) S, 0] + L(r + 1) Sy 41
Observacao 3.1 Nas condigoes desta proposi¢ao, se tivermos r = 0, entao

Alv = Lo(lv) = Slfv — nlv
Afy = Lo(fo) = =(S7 = 28)fu + Sily = —[|A*f, + Sils.
Proposicao 3.2 Seja M™ — S™™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel

isometricamente imersa em S™™'. Se a (r + 1)-ésima curvatura média H, 1 é

constante para algum r € (0,n — 2), entao
/ [(n—7—1)S1S41 — n(r + 2)S,42] fudM = 0. (3.2)
M

Demonstracao: Facamos o seguinte célculo,

(r+1)

LT‘(fU) + Sr-l—lAlv = _(Slsr—i-l + (T + 2)5r+2)fv + (’l“ + 1)ST+1lv
A (i - )

= —S1S1fo + (r+2)Srafy + r+ 1)Sr+1slfv
_ —%((n )81 St — (4 2)Ses0) s
= QW)

onde Q(v) = ((n —r — 1)51S,41 — n(r + 2)S,42) fo-

&

div |(Rgrad() + s, graan)] =~ (@)

Integrando a expressao acima e aplicando o teorema de Stokes temos

_l/M(Q(U))dM = /Mdiv (Prgrad(fv)—i—

” - /(9M<Prgmd(fv>+(r+1)
= 0.

(r+1)

Sﬂ_lgrad(lv)) dM

Srr1grad(ly), 1/> dS

Onde usamos o fato de M ser compacta e assim OM = ().
Logo,
/ [(n—r —1)S51541 —n(r + 2)S, 2] fodM = 0.
M



Capitulo 4

Caracterizacao de

hipersuperficies umbilicas

Iniciaremos esse capitulo com algumas defini¢oes sobre métricas conformes
e umbilicidade tendo como objetivo provarmos que as esferas geodésicas sao

as lnicas hipersuperficies totalmente umbilicas de S™*1.

Definicao 4.1 (Conexoes de métricas conformes) Seja M uma variedade di-
ferenciavel. Duas métricas riemannianas g e g em M sao conformes se existe
uma fungdao positiva p : M — R tal que g(X,Y) = pug(X,Y), para todo par
X,Y € TM (em nossos cdlculos sempre faremos pu(p) = e?®), onde p € M,

tal igualdade estd bem definida pois estamos considerando p positiva,).

Sejam V e V as conexoes riemannianas de g e g, respectivamente. Mostremos

a seguinte relacao entre as conexoes,
VxY =VxY +S(X,Y),

onde S(X,Y) = +{X(9)Y +Y(¢)X — g(X,Y)grad(¢)} e grad(¢) é calculado
na métrica g isto é, X (¢) = g(X, grad(¢)).
De fato, como V é obviamente simétrica, pois S é simétrica, basta mostrar

que V é compativel com @, isto é, que
Xg(Y, Z) = g(vXY7 Z) + §<Y7vXZ)

Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade acima teremos
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X(e®g(Y,2)) = X(e”)9(X,Z)+e°g(VxY,Z) +e?g(Y,VxZ)
= *X(9)g(X,2) + e?g(VxY, Z) + e®g(Y,Vx Z),

e o segundo é
¢?g(VxY, Z) +¢?g(Y,VxZ) + ¢*{g(S(X,Y), Z) + g(Y. S(X, Z))}.
Portanto basta mostrar que
X(0)g(Y,2) = g(S(X,Y), Z) + g(Y, S(X, Z)),

Substituindo a expressao de S(X,Y') teremos,

X@)9v,2) — g x( Y+Y<¢>X—g(X,Y>gmd<¢>},Z>

(
(v

= X(@)g(Y. Z) ~ X(0)g(¥, Z) ~ 3¥ (§)g(X. 7)
1

| —

(X(6)Z + Z($)X — g(X. Z)gmd(cb)})

|
Q
N | —

500X V)glgrad(9), 2) — 52(8)g(Y, X) +

459X, 2)g(Y, grad(9)
= 0,

o que conclui a afirmagao.

.~ . ;. s .l .
Definicao 4.2 (Hipersuperficies umbilicas) Seja (M, g) uma variedade com
métrica riemanniana g e seja V a sua conexao riemanniana. Diz-se que uma

—n+1

mmersao x - M™ — M ¢ (totalmente) umbilica se para todo p € M, a

sequnda forma fundamental h de x em p satisfaz
(h(X,Y),m)(p) = Ap){X,Y), Alp) €R,

para todo par X,Y € TM e todo campo unitdirio n normal a x(M); aqui
estamos usando (,) para indicar a métrica g em M e a métrica induzida por

x em M.

Provemos que ao mudarmos a métrica ¢ para uma métrica g = e®g, con-

. ~ ——n+1 _ . e
forme a g, a imersao x : M™ — (M ",g) continua a ser umbilica.
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De fato, basta observar que se 7 é um campo normal unitario a M na

métrica ¢ entao —= é um campo normal unitario na métrica g. Assim, con-
\/e¢‘

siderando uma base ortonormal {F, ..., E,} tal que diagonaliza o operador

segunda forma A, segundo a métrica g, teremos

U (B)E) = ~a (=) 5)

(B 1@~ o(Borad9), )

Vet \ 2 g
— \/e_¢<AnEi,Ej>g — M(E, Ej),

2V/ed

AR By M@
= \/_¢<AWEZ7EJ>g 2\/e_¢ <E”Eﬂ>g

Desde que a base que escolhemos diagonaliza o operador A, segue para i = j

que
1

k_z:_kz_ )
Ve !

onde f = 28 ¢ yma funcao de M em R.

2ved
Assim,
— — 1
ki — k; = —g(l{iz — kj).
Logo se M™ uma hipersuperficie umbilica de M temos que k1 = ... = k,,
o que implica pela expressao acima que k; = ... = k,, 0 que prova nossa
afirmacao.

Seja M uma variedade riemanniana orientdavel e completa de dimensao n e
Y M — S uma imersao isométrica de M na esfera unitéria S"*! em R"+2
com centro na origem. Uma hiperesfera X" em S"'! significa a interseciao de
S"*! com um hiperplano em R"*2. ¥" ¢ chamada uma hiperesfera grande
(equatorial) ou pequena (nao equatorial), respectivamente, de acordo com os
hiperplanos, passando pela origem de R"*2 ou nao. Podendo ser um tnico

ponto.
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De posse dessas considerecoes tomemos a esfera S"*! através da inversa
da projecao estereografica, a qual sabemos que é conforme e logo implica dos
fatos provados acima que, se M™ é uma hipersuperficie umbilica de S**! temos
que sua imagem pela projecao também o é. Desde que as tinicas umbilicas do
R"*! sdao as esferas de dimensao n e hiperplanos de R"*!, segue pela inversa
da projecao esfereogréfica que as tinicas hipersuperficies umbilicas de S**! sao

as grandes e pequenas hiperesferas.

A seguir enunciaremos um teorema provado por K. Nomizu e B. Smyth,
publicado em seu artigo sobre aplicagao de Gauss para hipersuperficie de cur-
vatura média constante em esfera, o mesmo tera grande importancia no exem-
plo 4.1 que descreveremos em seguida e na demonstracao do teorema 4.2 na

qual analisaremos o caso H,,1 > 0.

Teorema 4.1 Seja M wma variedade riemanniana completa e orientdavel de
dimensio n > 2 isometricamente imersa em S"T! e seja ¢ a aplicagcio de

Gauss associada.

1. Se ¢(M) estd contida em uma grande hiperesfera de ™ entio M mer-

gulha em uma grande hiperesfera e ¢(M) € simplesmente um ponto.

2. Se (M) estd contida em uma pequena hiperesfera de S™™' mas nao é
simplesmente um ponto, entao M mergulha em uma pequena hiperesfera

e (M) € uma pequena hiperesfera.

Sua demosntracao encontra-se na seguinte referéncia [NS].

Relembremos agora o principal objetivo desse trabalho, que sera generalizar
o teorema 0.1 (ver introdugao) para as curvaturas de ordem superior. No caso
em que H, = 0 apresentaremos um exemplo, que é uma generalizagao do exem-
plo apresentado por Nomizu e Smyth, de uma hipersuperficie em que H, = 0,
a imagem da aplicagao de Gauss esta contida em um hemisfério fechado, mas
a mesma nao ¢é totalmente geodésica. Entretanto essa hipersuperficie nao é
completa. Isto mostra que para obtermos uma generalizacao do teorema 0.1,
nao podemos usar um argumento local. Assim fica em aberto o caso H, = 0

para hipersuperficies compactas.
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Exemplo 4.1

Mostremos inicialmente que o levantamento por geodésica de uma hipersu-
perficie de S C S*™!, onde n > 2, é uma imersao e em seguida encontraremos
uma relacao entre as matrizes segunda forma fundamental de cada imersao
(essa afirmagcao corresponde ao exemplo apresentado por Nomizu e Smyth em

seu trabalho).

De fato, seja ¢ uma imersao isométrica de uma variedade N, conexa, ori-
entdvel de dimensao (n — 1) sobre uma grande hiperesfera de S" em S™*1.
Denotaremos e, um vetor unitario ortogonal ao hiperplano de S" em R"*2
e o angulo 6 a coordenada sobre o circulo unitdrio S*.

O levantamento f : N x S — S"*! da imersao 1) por geodésica para o polo

norte e sul de S"*! é definido por,

f(p,0) = cos(0)Y(p) + sen(f)en 2,

onde p ¢ um ponto qualquer de N e 6 € (—=3,7) . Escolhendo coordenadas

locais (z1,...,2T,y1) em N, vemos que
0 oY .
— = <:1<n-— .
e (8@) cos(@)axi, 1<i<n-1 (4.1)
fe (%) = —sen(0)Y + cos(0)en 1o (4.2)

Como os vetores sao linearmente independentes segue que f imerge em
M ={(p,0) e N xS'0 € (-%,5)} em S".

Seja n um campo de vetor unitario normal a N em S™ e seja B sua matriz
da segunda forma fundamental nas coordenadas (z1, ..., z,1). Se & é o campo
de vetor normal unitério a M em S"™! entao temos que £ é ortogonal a f(p, 0),
f*(a%i) e (%) e portanto a ¥(p), eni2 € g—i (observar as igualdades em (4.1)
e (4.2)). Isso implica 7 paralelo a £ e assim escolhemos a diregao de £ tal que
£5(po) = Mu(p) Para todo (p,#) € M. Em particular (£, en42) =0 em M, isto é,

a imagem da aplicacao de Gauss de M esta contida em uma grande hiperesfera

de S"*1. Por outro lado, facilmente temos que
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O _ cos () Oy
Gsciaxj 81:1(995]
o f o
= — 0
000 ) 5,
92
8—0‘]; = —cos(0)y — sen(0)e, 0,
segue que a matriz segunda forma fundamental de M nas coordenadas (1, . .., Zy41,6)
¢é dada por
1 B 0
Ccos(0) \ 0 o
Observe que o fator m encontrado acima, nao é tao trivial o quanto parece,

para obteé-lo basta escrevermos a expressao da matriz segunda forma como

A = (aw) = —(EU)(gw) Z,j = 17 o, — 1,n = 09, (43)

onde g,; e g;; representam as expressoes das métricas riemannianas e g*/, g

suas inversas, respectivamente.

Como
of o o0 9
Ty = (e 55) = o) 55 58 = o),
. 1 .
- (gij):COSQ(Q)(gij) = @”):m@”)
€

hij = cos(O)hy, i,j=1,....,n—1
hio = hg; = hgg =0, i=1,....,n—1.

Teremos pela igualdade (4.3) que

_ g cos hij K
Az—(hij)@”):_cos2((99)) ( )0(9 | 8 ’

o que implica
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onde B = —(hy;)(¢V), 4,7=1,...,n— 1

Para nosso propoésito iremos considerar uma pequena hiperesfera S&;; ,
onde p, pertence ao intervalo (0,1) e esteja imersa em S*"*1 C ... C S" C
S™*1. Denotaremos e; o vetor unitdrio ortogonal ao hiperplano de /=2 em R7,
onde j=n—r+3,....n+2el <r <n-—1, consideremos ainda e,_,,2 0

vetor unitario ortogonal ao hiperplano de S?p:)r em R""2,

Assim, construiremos a variedade desejada apartir de uma sucessao de

levantamentos, a qual descrevemos em seguida.

Iniciemos com a imersao
Yy MPT — ST
() (),
onde Mg~ = 57
Fazemos o levantamento de v, em direcao ao polo norte e sul de S*~7+2,
isto é,
P MM xSt — Snor+2
(p, 01) — 1 (p, 01) = cos(01)Y, + sen(01)en—ris,
facamos 1 (M"~" x S') = M "*! e prosseguimos,
¢2 : Mln—r-i-l X Sl SN Snfr+3

(p, 61,6-) —— o(p, 01, 02) = cos(62)11(p, 61) + sen(B2)en—ria,

Y MMIx St — St
(p,01,...,0,) — (p,bh,....0,) =cos(0,)r_1(p,01,-..,0,_1)+ sen(6;)enta,
onde ¥, (M" ' x S') = M™.
Devemos observar que M é uma variedade imersa em S"*! isso porque

os levantamentos sdo imersoes em cada etapa da construgao (ver inicio do

exemplo).
Considerando n campo normal unitario a M)~ e &, ..., & campos normais
e unitarios a M7 "t ... M" respectivamente, segue que

MNo(p) = S1(0,01) = Spa(p,01,02) = -+ = Sy (p,01,0-,01) (4.4)
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Afirmamos que (7, (p); €n—r—2) é constante diferente de zero.

De fato, como M])™" = S?p:; (po € (0,1)), podemos considerar a imersao
P+ M — S tal que (Yo(p), én_ri2) = b, onde b € (0,1) é constante.
Sendo D a derivada usual de R"™"2 e V a conexao riemanniana de M?™"

segue que

0 = X<w07 6n7r+2>
= <DXw07 en—r+2>
= (X, en_ria), ¥ X €T,MT.

Por outro lado,

X<77w0’ e"*T+2> = <DX7711107 enfr+2>
= (VxNp, + Mo DxNy, ), + (Yo, Dxny, ) Vo, €n—ri2)

= (VN Cnrt2)-

Desde que Vxn,, € T,M]}™", obtemos

<77wo> enfr+2> = b,:

onde b’ é constante e diferente de zero, pois do contrario teriamos pelo teorema
(4.1) que M~ mergulharia em uma grande hiperesfera de S"~"! o que é uma

contradicao.

Assim, as igualdades em (4.4) juntamente com a afirmagao acima, implicara

que

<§wr(p,91,.,.,9r)> 6n—7"+2> - const.,

onde e,,_,42 é visto como vetor de R""2 isto é, (e,_,42,0, ...,0) com r parcelas
iguais a zero. E logo &y, (p.6,....6,) esta contido em um hemisfério fechado.
Analisemos agora a matriz da segunda forma fundamental de tais levanta-
mentos.
Seja A,, A1, ..., A, as respectivas matrizes de M7~ M "+ ... MP", entdo

teremos a seguinte relagao entre as mesmas,

1 [ A0
Ccos(0)\ 0 0 ’

(n—r+1)x(n—r+1)
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A o ]_ Al 0 - 1 Ao 0
2T osB)\ o o ~ cos(Bh)cos(B2)\ o0 0 ’
(n—r+2)x(n—r+2) (n—r+2)x(n—r+2)
1 A1 0 B 1 A, O
cos(6,) 0 0 cos(0y)...cos(6:)\ 0o 0
nxn nxn
Por tltimo observe que a matriz acima nos fornece H; = 0 para todo
j=r,...,n e mais, sendo A, a matriz segunda forma de S("p:)r = M}7", segue

que A, # 0 (onde 0 representa a matriz nula) e logo os pontos de M" nao sao

umbilicos, o que conclui nosso exemplo.

Para o caso H,,; > 0 temos o seguinte resultado:

Teorema 4.2 Seja M™ — S™"' wma hipersuperficie compacta e conexa de
S™*t com (r + 1)-ésima curvatura média H,,, constante positiva para algum
r=20,...,n—2. Suponha que a imagem de Gauss de M esteja contida num

hemisfério fechado, H, > 0 e a sequinte desigualdade vale:
H\H,. > H, ;. (4.5)

Entao M é totalmente umbilica.

Demonstragao: Pela proposicao (3.2), temos que para v € R"*? fixo, a

fungao f,(p) = (N(p),v) satisfaz
/ (= 1 = 1)S18h 01 — 1(r + 2)Sysa] fod M = 0. (4.6)

Provemos que o integrando tem sinal fixo, para algum v € R"*2. Desde
que a imagem de Gauss de M, esta contida num hemisfério fechado, existe um

vetor v € R"*2 tal que

fo(p) = (N(p),v) >0, Vpe M. (4.7)
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Por outro lado a relacao H1H, > H,,, implica que H1H,,1 > H,15. De

fato, pela proposicao (2.6) item 1 teremos que
H.H, .o < H?, < H.H{H,. (4.8)

Observe que H, # 0, isso ocorre pois a desigualdade acima implicaria que
H,,1 = 0 o que é uma contradi¢ao. Logo H, > 0 e com isso podemos dividir

(4.8) por H,., implicando
HyH,oy > Hyo. (4.9)

Desde que

H = (") _152-. (4.10)

Por (4.9), temos
51 Sr1 o Sra

n (1) T (5

Isto implica que
(n—r—1)51S11 —n(r+2)S,.2 > 0. (4.11)
As desigualdades (4.7) e (4.11) implicam que
[(n—r—1)S51S41 —n(r+2)S,12]f, > 0.
Dai, por (4.6), temos que
[(n—7r—1)51S41 —n(r+2)S,42]fu = 0.

Observe agora que a fungao f, nao é identicamente zero, do contréario pelo
teorema (4.1), M seria totalmente geodésica, o que implica H, = 0 (con-
tradicdo).

Seja B C M o conjunto aberto nao vazio onde f, > 0. Ao longo de B

temos
(TL —Tr— 1)515r+1 - n(r + 2)S7~+2 =0.

Isso implica a igualdade em (4.9). Substituindo essa igualdade em (4.8) tere-

mos que

H?., = H,H, .
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Pela proposicao (2.6), segue que todos os pontos de B sdo umbilicos. Ob-
servando que B é uma subvariedade totalmente umbilica de M, isto é,V p € B,
temos: ki(p) = ... = kn(p) = a(p), onde a(p) é uma constante positiva, tere-
mos que M tem um ponto eliptico e S, = const. > 0. Assim, pela proposi¢ao

(2.4) o operador L, é um operador eliptico.

Analisando os casos:

1. fu,>0em B;
2. fy=0em M — B.
Somente 1) pode ocorrer, pois em M — B terfamos H, = 0, mais ji sabemos

que H, > 0em M e com isso M = B. Pelo principio da continuacio analitica,

segue que f, >0 em M o que implica M = B.

Corolério 4.1 Seja M™ «— S™*' uma hipersuperficie compacta e orientdvel
de S™™t com curvatura escalar constante Hy > 0. Se a imagem da aplicagdo
de Gauss de M estiver sobre um hemisfério fechado de S**, entao M ¢ total-

mente umbilica.

Demonstracao: De fato, temos que a hipétese (4.5) no teorema (4.2)

vale
H? > H,.

O que é sempre verdadeira pela desigualdade obtida na proposigao (2.6).
A desigualdade acima também diz que H; é diferente de zero em M. Logo
podemos escolher a orientacao de M tal que H; > 0. O sinal de Hy nao

depende da orientacgao, entao o resultado segue diretamente do teorema 4.2 .

Proposicao 4.1 Se H; > 0 para todoi =1,...,r — 1, entao

HlHizHH-l) VZzl,,’l"—l (412)
Mais ainda,

(n—z)SlSz—n(z—i—l)SZH ZO, Vizl,...,T—l. (413)
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Demonstragao: Pela proposigao (2.6) item 1 segue que, para todo k =

1,...,.n—1,

H > Hy 1 Hyppq. (4.14)
Além disso, se a igualdade ocorrer para k = 1 ou para algum k =2,... n—

1, com Hj 1 # 0, neste tltimo caso, entdo A\ = ... = \,.
Se, para algum k = 1,...,n, tivermos Hy, = Hy,; = 0, entao H; = 0 para

todo g =k,...,n.
Vamos fazer a prova por inducao em i. Para ¢ = 1, basta fazer £ = 1 na

desigualdade (4.14) e observar que Hy = 1. Assim,
le Z HOH2 == H2.

Suponha, por hipdtese de inducao, que a desigualdade no enuciado vale

para algum £ =1,...,r — 2, ou seja, que
H\Hy > Hgya,
para algum k = 1,...,r—2, fixo. Dessa forma, pela desigualdade (4.14), temos

H13+1 > HpHppo.
Agora, pela hipdtese de indugao (multiplicando por Hy.1), temos
H\HyHypp > H;EH > HiHj .

Se Hj # 0, basta dividir a ultima desigualdade por Hj, e temos o resultado
que querfamos. Se Hy = 0, pela tltima desigualdade, temos 0 > H} 120 =
Hji41 = 0 e portanto, temos H; = 0 para todo j = k,...,n. Donde, Hy1o =0
e temos o nosso resultado. A segunda desigualdade segue pela definicao de Hy,

e da desigualdade (4.12),

Isto implica que
(77,—2)5151—71(24—1)514_1 20, Vi= 1,...,7’—1

o que completa a demonstracao da proposicao.
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Corolario 4.2 Seja M™ — S uma hipersuperficie compacta e conexa de
S"t com r-ésima curvatura média constante positiva H,, para algum r =
1,...,n—1. Suponha que a imagem da aplicacao de Gauss de M esteja contida
num hemisfério fechado e H; > 0,V i=1,...,r — 1. Entao M ¢€ totalmente

umbilica.

A seguinte proposicao nos fornece uma outra condicao geométrica para

obtermos H; >0 Vi=1,...,r — 1 (para uma demonstragao ver [BC]).

Proposicao 4.2 Seja M™ uma variedade riemanniana compacta e conexa, e
seja x : M™ — S™ uma imersio isométrica. Se H, > 0 e x(M) estd sobre

um hemisfério aberto de S"*1, entao H; > 0 para todo i =1,...,r — 1.

Corolério 4.3 Seja x : M™ — S™"! uma imersdao isométrica de uma hiper-
superficie compacta e conexa de S**t com r-ésima curvatura média constante
positiva H,, para algum r = 1,...,n — 1. Suponha que a imagem de Gauss
de M esteja contida num hemisfério fechado e que (M) esteja contido num

hemisfério aberto de S***. Entao M ¢ totalmente umbilica.
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