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RESUMO

Estudaremos, de acordo com Alias e Colares em [11], o problema de unicidade para
hipersuperficies tipo-espago com curvatura média de ordem superior constante em um
espago-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, consideraremos
a seguinte pergunta: Sob quais condi¢oes deve uma hipersuperficie tipo-espago compacta
com curvatura média de ordem superior constante em um espago-tempo GRW espacial-
mente fechado ser uma fatia tipo-espago? Provaremos que isto ocorre, essencialmente,
sob a entao chamada condigao de convergéncia nula. Nossa abordagem ¢ baseada no uso
das transformagoes de Newton (e seus operadores diferenciais associados) e nas férmulas
de Minkowski para hipersuperficies tipo-espaco.



ABSTRACT

We'll study according Alias end Colares in [11] the problem of uniqueness for space-
like hypersurfaces with constant higher order mean curvature in generalized Robertson-
Walker(GRW) spacetimes. In particular, we consider the following question: under what
conditions must a compact spacelike hypersurfaces with constant higher order mean cur-
vature in spatially closed GRW spacetime be a spacelike slice? We prove, according Alias
end Colares, that this happens, essentially, under the so called null converge condition.
Our approach is based on the use of the Newton transformations(and their associated
differential operators) end Minkowski formulae for spacelike hypesurfaces.
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Capitulo 1

Introducao

Estudaremos, de acordo com Alias e Colares em [11], o problema de unicidade para
hipersuperficies tipo-espago com curvatura média de ordem superior constante em um
espago-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, consideraremos
a seguinte pergunta: Sob quais condi¢oes deve uma hipersuperficie tipo-espaco compacta
com curvatura média de ordem superior constante em um espaco-tempo GRW espacial-
mente fechado ser uma fatia tipo-espaco? Provaremos que isto ocorre, essencialmente,
sob a entao chamada condigao de convergéncia nula. Nossa abordagem é baseada no uso
das transformagoes de Newton (e seus operadores diferenciais associados) e nas férmulas
de Minkowski para hipersuperficies tipo-espaco.

Uma variedade de Lorentz (ou ambiente espago-tempo) (WH, (,)) é uma variedade

diferencidvel M munida de uma métrica (,) de indice 1, denominda métrica de Lorentz.
Um exemplo simples de variedade de Lorentz é o espago de Lorentz-Minkowski (R™*!,
(,)), onde (,) é dada por

n
(u,v) = —ugvo + > vy, u= (ug, -+ ,up), V= (vg, " ,Vp).
i=1

O espaco de De Sitter ST é a hipersuperficie do espaco de Lorentz-Minkowski (R™"+2, (,))
definida por St = {z € R"*2; (2, 2) = 1} a qual, com métrica induzida, é uma variedade
de Lorentz de curvatura seccional constante igual a 1. Uma imersao ¢ : X" — m
numa variedade de Lorentz M"' ' é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica
induzida via ¥ em X for uma métrica Riemanniana.

Dada uma variedade de Lorentz (M, (,)), um campo de vetores K € X(M) é dito

conforme se a derivada de Lie com respeito a K da métrica de Lorentz satisfaz

10
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onde, ¢ € C*®(M). Dizemos que K é fechado se para qualquer V € X(M), Vy K = ¢V
(ou equivalentemente, quando sua 1-forma dual wg for fechada).

Um ambiente espaco-tempo M ¢ dito conformemente estaciondrio (CS) se est4 equipado
com um campo vetorial conforme K tipo-tempo (isto é, (K, K') < 0) globalmente definido.
Estao incluidos , por exemplo, a familia dos espacos-tempo de Robertson-Walker ge-
neralizado (GRW). Por um espago-tempo GRW, queremos dizer um produto torcido
Lorentziano —I Xy M"™ com fibra Riemanniana M" e funcao de torcao f. Em particular,
quando o fator Riemanniano M™ tem curvatura seccional constante, —I Xy M™ ¢é classi-
camente chamado um espago-tempo de Robertson-Walker (RW). Em um espago-tempo
GRW, o campo vetorial dado por K(t,x) = f(t)(0/0) ) define globalmente um campo
conforme tipo-tempo, que é também fechado. Em particular , o espago de De Sitter S}
pode ser considerado como o espaco-tempo GRW R X oen S” onde S* € R**! é munida
com a métrica induzida. Como observado por Montiel em [19], cada espago-tempo CS que
é equipado com um campo vetorial conforme tipo-tempo fechado é localmente isométrico
a um GRW.

Nesta Dissertagao, estamos interessados no estudo da unicidade de hipersuperficies
tipo-espaco compactas com curvatura média de ordem superior constante em espaco-
tempo GRW. Em primeiro lugar, recordemos que se um espaco-tempo GRW —1I x;
M™ admite uma hipersuperficie tipo-espaco compacta, entao ela deve ser espacialmente
fechada, isto é, o fator Riemanniano deve ser compacto [[12], Proposi¢ao 3.2 (i)]. Por
outro lado, observe que, para um espago-tempo GRW espacialmente fechado —I x; M",
a familia de fatias M} = {t} x M™ constituem uma folhagdo de —I x; M™, por folhas
compactas totalmente umbilicas com curvatura média H (t) = f'(t)/f(t) constante e, mais
geralmente, a k-ésima curvatura média Hy(t) = (f'(t)/f(t))* constante (para detalhes
veja [12]). Portanto, é natural dirigir-se a seguinte pergunta:

Sob quais condigoes deve uma hipersuperficie tipo-espaco compacta com cur-
vatura média de ordem superior constante em um espago-tempo GRW espa-
cialmente fechada ser uma fatia tipo-espago M* = {t} x M™?

Foi observado em [13], por Alias, Romero e Sénchez, que quando o espago ambiente
obdecia a entao chamada condigao de convergéncia nula (um espago-tempo obedece NCC,
por definigao, se sua curvatura de Ricci é ndo negativa em diregoes nulas (ou seja, tipo-luz,
isto é, (X, X) =0, com X # 0), observe que cada espago-tempo com curvatura seccional
constante trivialmente obedece NCC) era suficiente para garantir que a hipersuperficie
era totalmente umbilica, nao somente para hipersuperficies em espaco-tempo GRW mas,
mais geralmente, para hipersuperficies em espaco-tempo CS equipado com um campo
vetorial conforme tipo-tempo que é um auto-campo do operador de Ricci (e, em particular,
para espacos-tempo CS que sao equipados com um campo vetorial conforme tipo-tempo
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fechado). Mais tarde, Montiel [19] considerou novamente esta questao e, depois de uma
cuidadosa classificacao das hipersuperficies umbilicas com curvatura média constante, ele
demonstrou que as unicas hipersuperficies tipo-espago compactas com curvatura média
constante em um espaco-tempo GRW que satisfazem a condigao de convergéncia nula sao
as fatias tipo-espaco, a nao ser no caso onde o espago-tempo ¢é o espago de De Sitter e a
hipersuperficie é a esfera umbilica.

Com respeito ao caso de hipersuperficies com curvatura média de ordem superior cons-
tante, em [19] Montiel também obteve um resultado de unicidade para hipersuperficies
com curvatura escalar constante (equivalentemente, curvatura média de segunda ordem
constante) em espago-tempo CS com curvatura seccional constante. Mais recentemente,
Alias, A. Brasil Jr. e Colares, iniciaram o estudo de hipersuperficies com curvatura média
de ordem superior constante em espago-tempo CS [15].

Em todas as referencias acima considerando esta pergunta, a principal ferramenta
usada para extrair informacoes acerca de hipersuperficies tipo-espago e provas de resulta-
dos sao as féormulas de Minkowski. De fato, o uso das férmulas integrais tipo Minkowski
neste contexto foi primeiro iniciado por Montiel em [18] no estudo de hipersuperficies
com curvatura média constante no espaco de De Sitter, e teve continuidade mais tarde
por Alias, Romero e Sanchez em [12, 13, 14] para hipersuperficies com curvatura média
constante em um espaco-tempo GRW e, mais geralmente, em um espago-tempo CS. Con-
tudo, para o caso de curvatura média de ordem superior, precisamos usar sucessivamente
as formulas de Minkowski, que envolvem a derivada covariante do tensor de Ricci no
ambiente espago-tempo.

Nesta dissertagao, seguindo o que foi feito em [11], iremos a fundo no estudo de
hipersuperficies tipo-espago com curvatura de ordem superior constante em um espaco-
tempo GRW espacialmente fechado. Nossa abordagem, que é baseada no uso das entao
chamadas transformacoes de Newton P e seus operadores diferenciais associados de se-
gunda ordem Ly, (veja Capitulo 3), nos permite estender o resultado de unicidade anterior
para o caso onde o ambiente espaco-tempo nao tem curvatura seccional constante. Por
exemplo, e como uma primeira aplicagao, no Capitulo 5 obtemos o seguinte (manteremos
a numeragao da dissertacao):
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Teorema 1. Seja —I x ¢ M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado
tal que sua funcao de tor¢ao satisfaz a seguinte condicao

ff//_fIQSOa

(isto é, tal que — log f é convexo, (—log f)” > 0). Seja X" uma hipersuperficie
tipo-espaco compacta imersa em —I x; M", cuja k-ésima trasformacgao de
Newton P, é definida em ¥ para algum k£ = 0,1,--- ,n — 1. Se o quociente
Hy11/Hy é constante, entao a hipersuperficie é uma fatia mergulhada {tq} x M,
onde to € I satisfaz f'(to) # 0 se k > 1.

A prova do Teorema 1 é baseada fortemente na elipticidade do operador diferencial Lj.
Nos Corolarios 1 e 2 aplicamos o resultado acima para situagoes onde a elipticidade de
L. pode ser obtida de hipdteses geométricas.

Por outro lado, no Cépitulo 6, obtemos as férmulas gerais de Minkowski para hiper-
superficies em um espaco-tempo GRW que podem ser aplicadas para o estudo de hiper-
superficies com curvatura média de ordem superior constante em um espaco-tempo RW
arbitrario, mesmo se o espaco-tempo nao tiver curvatura seccional constante.

Como uma primeira aplicacao dessas férmulas de Minkowski, no Capitulo 7, obtemos o
seguinte resultado de unicidade, sob a hipétese da condi¢ao de convergéncia nula (NCC):

Teorema 6. Seja —/ Xy M™ um espago-tempo RW espacialmente fechado
obedecendo a condicao de convergéncia nula, com n > 3, isto é,

k> supr(ff" = f?),

onde k representa a curvatura seccional constante de M™. Entao, cada hipersu-
perficie tipo-espago compacta imersa em —I X s M"™ com Hj, constante positiva
¢ totalmente umbilica. Além disso, ¥ deve ser uma fatia {to} x M™ (neces-
sariamente com f’(tp) # 0), a menos no caso onde —I X M™ tiver curvatura
seccional constante positiva e X serd entao uma hiperesfera umbilica. Este
ultimo caso nao pode ocorrer se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Veja também, Teoremas 7 e 8 para duas versoes diferentes do Teorema 6 para o caso geral
de hipersuperficies com curvatura média de ordem superior constante Hy, onde k > 3.

Finalmente, no Capitulo 9, e como outra aplicacao dos operadores diferenciais de
segunda ordem associados as transformacoes de Newton, obtemos o seguinte resultado de
unicidade para hipersuperficies em um espago-tempo GRW:
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Teorema 10. Seja —I Xy M™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado
obedecendo a condicao de convergéncia nula forte, com n > 3, isto é,

k= supr(ff" — ),

onde kj; representa a curvatura seccional de M"™. Suponha que X" é uma
hipersuperficie tipo-espago compacta imersa em —I Xy M™ que estd contida
em um bloco Q(ty,t3) = (t1,t2) x M™ em que f’ nao se anula. Se Hj é
constante, com 2 < k < n, entao X é totalmente umbilica. Além disso, 2 deve
ser uma fatia {to} X M (necessariamente com f’(ty) # 0), a menos no caso
onde —I x y M™ tiver curvatura seccional constante positiva e X serd entao uma
hiperesfera umbilica. Este tltimo caso nao pode ocorrer se a desigualdade em
(9.4) for estrita.

A prova do Teorema 10 é baseada fortemente na elipticidade dos operadores diferenciais
associados as transformacgoes de Newton.



Capitulo 2

Preliminares

Considere M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja I uma variedade
1-dimensional (um circulo ou um intervalo aberto de R). Denotaremos por —I x; M™ a
variedade produto (n + 1)-dimensional I x M munida da métrica Lorentziana

<7> - _dt2+f2(t) <7>M7

onde f > 0 é uma funcao suave positiva em I, e (,),, representa a métrica Riemanniana
em M". Isto é, —I xy M™ é um "produto torcido” Lorentziano com base Lorentziana
(I,—dt?), fibra Riemanniana (M™,(,),,) e funcao de tor¢ao f. —I xy M™ é um espago-
tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, quando a fibra Rieman-
niana (M", (,),;) tem curvatura seccional constante, entdo —I x; M™ é classicamente
chamado de um espago-tempo Robertson-Walker (RW).

Considere uma imersao suave ¢ : X" — —I x; M"™ de uma variedade conexa n-
dimensional > em um espago-tempo GRW, e suponha que a métrica induzida via ¢ é
uma métrica Riemanniana em 3, isto é, > é uma hipersuperficie tipo-espaco. Neste caso,
visto que

at — (8/815)(15@), (t,l’) € _[ Xf ]\4—“7

¢ um campo vetorial unitario de tipo-tempo (isto é, (0;, 9;) < 0) globalmente definido no
ambiente espaco-tempo GRW, pois,

(0, 0) = = ((71)+(00), (71)<(0e)) 1 + [ (71(00)) ((7a1) (D), (war) (D)) py = =1,

onde 7y e my sao as projegoes de —I Xy M™ sobre I e M, respectivamente, temos que,
—1 Xy M"™ admite uma orientacao temporal determinada por ;. Entao, existe um tnico
campo normal unitario de tipo-tempo, N, globalmente definido em ¥ que esta na mesma

15
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orientagao temporal de 9; (isto é, (N, ;) < 0). De fato, dado p € 3, T,M = T,X+ T2+,
como T,% é Riemanniano (¥ ¢ tipo-espago), 7,3+ é de tipo-tempo (isto é, dados X,Y €
x4 (X, Y), <0, veja [3] Lema 26, pag 141). Sendo ¥ uma hipersuperficie, existe,
localmente, tal N. Seja agora {U,} uma cobertura aberta de ¥ com a propriedade
que em cada aberto tenhamos N como procuramos, e {f,} uma particio da unidade
estritamente subordinada a {U,}. Obtemos entao o campo de tipo-tempo,

Z faNa
N = Zalole o x(y).
| 220 falNal
Sendo (0y, N) < 0 e |(0y,N)| > |0 (veja desigualdade em [3], Proposigao 30,
pag.144), tem-se

[0, N) | < =[O = -1<0

(O, N) < =1 <0em X.

Nos referimos ao campo normal N como a aplicacao de Gauss apontando para o futuro
da hipersuperficie. Seu contrario, como a aplicacao de Gauss apontando para o passado.

Seja A : X(X) — X(X) o operador de forma em 3 com respeito a ambas aplicagoes
de Gauss, N, apontando para o futuro ou apontando para o passado. Como sabemos, A
define um operador linear auto-adjunto em cada espaco tangente 7, e seus auto-valores
K1(p), -+, kn(p) sdo as curvaturas principais da hipersuperficie. Associado ao operador
de forma, existem n invariantes algébricos, dados por

Sk(p) = Jk("il(p% T 7’in(p))7 1<k<n,

onde o : R" — R” é a funcao elementar simétrica em R™ dada por

O-k’(x17 Tt 7xn) = Ei1<...<ik$i1 e 'xik'
Observe que o polinémio caracteristico de A pode ser escrito em termos dos S;’s como
n
det(t] — A) = (—1)*Spt"*, (2.1)
k=0
onde Sy = 1 por definicdo. A k-ésima curvatura média, Hj, da hipersuperficie é entao
definida por

(Z)Hk:(_1>ksk:0_k<_fﬁla"' ,—Hk), VngSn
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H, =0, se k >n.
Em particular, quando k =1
PP o P P
= —— K; = ——1r =
! n

n <
=1

é a curvatura média de 3. A escolha do sinal (—1)* em nossa definicao de Hy, é motivada
pelo fato que o vetor curvatura média (que é definido por H = —%tT(A)N ) é dado por
ﬁ = HN. Portanto, H(p) > 0 em um ponto p € ¥ se, e somente se, ﬁ(p) estd na mesma
orientacao temporal de N, pois < ,N> = H (N,N) = —H. Observe que quando k é par
o sinal de Hy nao depende da escolha da aplicacao de Gauss.

Observacao. A curvatura H, estd diretamente relacionada com a curvatura escalar de
Y, sendo entao, Hy uma curvatura intrinsica de >, que é dada por

n(n —1)Hy = S — S + 2Ric(N, N), (2.2)

onde S e S sdo, respectivamente, a curvatura escalar de ¥ e —1 x ¢ M" e Ric representa o
tensor de Ricci do ambiente espago-tempo GRW. De fato, seja { E;, - - - , E,,} um referencial
local ortonormal em . Notemos que sendo ¥ tipo-espaco, (E;, E;) = 0;;. Assim, como

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" —(AX,Z) AY + (AY, Z) AX

para todo X,Y,Z € X(¥) (veja [3], Teorema 5, pag. 100), onde R e R (usamos de
acordo com [3|, R(X,Y)Z = V|xy)Z — [Vx, Vy]Z) sao, respectivamente, os tensores de
curvatura de M"™ e —I x; M", temos

(R(X, E))Y, E;) = (R(X, E))Y, E;) — (AX,Y) (AE}, Ej) + (AE;,Y) (AX, Ej)
pata todo X, Y € X(X), 1 < j < n. Logo, como E;,---,E, N é um referencial local
ortonormal em —I x ¢ M" e (N, N) = —1, temos

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)+ (R(X,N)Y,N)— (AX,Y) i (AE;, E;) +

J=1

+ Y (AE;Y)(AX,E)),
j=1
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onde Ric(X,Y) =" (R(X,E;)Y,E;) e Ric(X,Y) = > (R(X, E;)Y, E;)—(R(X,N)Y,N),
definem, respectivamente, os tensores de Ricci de X e de —1 Xy M". Por outro lado,

zn:<AEj,Y> (AX,E;) = i(Ej,Am (E;, AX) =
= Zn:<Ej,AY> (Ey, AX) 6, =
= <Zn:E AY) E; ZEk,AX >
= (AJY,AX).

Assim,
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + (R(X,N)Y,N) — tr(A) (AX,Y) + (AX, AY),

VX,Y € X(¥). Logo,

> Ric(E; E;) = Y _Ric(E;,Ej) — Ric(N,N) + Ric(N,N) +

+ i (R(E;,N)E;,N) — tr(A) i (AE;, E;) +
‘I‘ zn:<AEJ,AE]>

Registremos agora a definicao da curvatura escalar de ¥ e —1 x; M™", respectivamente,
como

S = ZRiC(Ej,Ej) e S = ZR_ic(Ej, Ej) — Ric(N, N),

onde FEi,--- , E, é um referencial local ortonormal em . Portanto, para Eq,--- , E, um
referencial local ortonormal em ¥ que diagonaliza o operador de forma A num ponto
p € X, isto é, AE; = k;jE;, j=1,---,n, obtemos

S = S—|—2R20NN Z/@ —|—Z/€



ou ainda, como (Y7 ki)® — D7 K =230 i icn Rikj,

S =8+ 2Ric(N,N) — n(n — 1)H,.

19



Capitulo 3

As Transformacoes de Newton e seus
Operadores Diferenciais Associados

As tranformagoes de Newton Py : X(X) — X(X) sao definidas indutivamente de A
por

Po=1I¢P,= ( Z ) Hy+ Ao Py 4,
para cada k =1,--- ,n, onde [ é a identidade em X(X). Equivalentemente,
i n
P, = ) H AR
=2 (5)m

Note que quando k é par, a definicao de P, nao depende da escolha da aplicacao de Gauss,
mas quando k é impar, existe uma escolha de sinal na definicao de P.

Observacoes. (i) Veja que, em cada ponto p € X, Py : T,(X) — T,(X) é um operador
liner auto-adjunto que comuta com o operador A.
De fato, sendo A : T,,(¥) — T,,(¥) auto-adjunto, V v,w € T,(X) temos

(P} = <<ij(7})HjA’“—j>v,w>= kg(j)ﬂj<A’“—jv7w>=

_ Z (1) o) - < @ (") HjAk—f>w> = {0, Puw)

20
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ademais,

k k
PioA = (Z(?>HjAk—j)oA:Z(?)HjAk—j+1:

(ii) Sendo o polinomio caracteristico do operador A dado por

pa(t) = det(t = A) = [J(t = r) = 3 < ? ) Ht",

i=1 §=0

pelo Teorema de Cayley-Hamilton

k
n i
PnZZ(j )HjA 7= pa(A) =0.
§=0

Como A(p) comuta com Py (p), eles podem ser simultaneamente diagonalizados. Se
{e1,- -+, e, } sdo os auto-vetores de A(p), correspondendo aos auto-valores r1(p), - - - , kn(p),
respectivamente, entao eles sdo também auto-vetores de Py(p).

Proposigao 1. Sejam FEy,--- , E, um referencial local ortonormal que diagonaliza o ope-
rador de forma A em um ponto p € X", isto é, AF; = k;E;, i = 1,--- . n e Py, trans-
formacao de Newton, 0 < k < n. Entao, em p € 3",

PeE; = pi B, (3.1)
onde ;= (—1)* Zi1<---<ik Kiy-+ Ki, se 0 <k <nepo=1;
tT(Pk) = Cka; (32)
tr(Ao Py) = —ciHyy1; (3.3)
tT’(AQ 0] Pk) = < L :L— 1 ) (TLHlHk+1 — (TL —k— 1)H1€+2)7 (34)

ondeck:(n—k)(:f):(k+1)(k11>.
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Para a prova desta proposicao, veja [9], Lema 2.1.

Seja V a conexao de Levi-Civita de Y. Associado a cada transformacao de Newton
Py, consideremos o operador linear diferencial de segunda ordem Ly : C*®(X) — C'*(%)
dado por

Li(f) = tr(Py o V).
Aqui V2f : X(X) — X(X) denota o operador liner auto-adjunto dado por

(V*f(X),Y) = Hessf(X,Y) = (Vx(V[),Y), X,Y € X(X)
Observe que

n n

Li(f) = tr(PeoV?f) =Y (P(VEVS), E) =Y (Ve Vf Pi(E)) =

=1 i=1

Z<vpk eV, B = tr(V2f o By), (3.5)
onde {Ey, -, E,} é um referencial local ortonormal em 3. Além disso, também temos
que

div(P,(Vf)) = tr(VP(V[)) = Zn: (Ve P(Vf), Ei) =
i=1
S (VaR)(VH) + B(Tn V). E) —
i=1
= i«vE P)(Vf),E +Z (Ve V), L)
i=1
Note que,

(divPy, Vf) = <Z(VEiPk)Ez‘;Vf> =Y (Ve P)E, V)= (VeP)VI E).

=1 =1 i=1

Portanto,

div(Py(V f)) = (divPy, V f) + Li(f). (3.6)

Em particular, se P, é livre de divergente, isto é, div(P;) = 0, entdo Li(f) =
div(P(V f)). Isto ocorre trivialmente quando k£ = 0, pois V X, Y € X(2),
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(Vx)(Y) =Vx((Y)) = I(VxY)=VxY - VxY =0,

n

divPy = divl = (Vg,I)(E;) =0,
i=1
e entdo, Lo é exatamente o operador Laplaciano A. Por outro lado, por [[15], Corolério
3.2], isto também ocorre para k = 0,--- ,n quando o ambiente espago-tempo GRW tem
curvatura seccional constante. Isto é uma consequéncia do proximo resultado.

Lema 1. As divergéncias das transformacoes de Newton P, de uma hipersuperficie tipo-
espago X" imersa em um espaco-tempo (n + 1)-dimensional sao dadas por

k=1 n
(divPe, X) =Y Y (R(E, A" IX)N, PE;), k=1,--- ,n—1,

j=0 i=1

(vimos também que divPy = 0) para cada campo vetorial tangente X € X(X), onde R
denota o tensor curvatura do espago-tempo.

Veja a prova deste lema em [[15], Lema 3.1].

Segue de (3.6) que o operador Ly é eliptico se, e somente se, P é positivo definido
e Lo = A é sempre eliptico (veja [6] e Apéndice, Proposicao 2). Para nossas aplicagoes,
sera util termos algumas condigoes que garantem a elipticidade de L; quando k > 1.

Lema 2. Seja X uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um espago-tempo GRW. Se
Hy >0 em X, entao Ly € eliptico ou, equivalentemente, Py € positiva definida (para uma
escolha apropriada da aplicagio de Gauss N).

Demonstracao. Observe que,

H} - Hy, = %(Zm)z Z Rikj =

=1 1<z<j<n

1 Lo~ o ol
— m{u—gxzw ) & o)

i=1 1<i<j<n

= n—l {ZFL +2 Z Kikj) — 2 Z fimj—%zm)z}:

1<i<j<n 1<i<j<n =1
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S|

i= =1

_ 1 - 2 . 2
Por outro lado, aplicando a desiqualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores v =
(K1, ,kp) eu=(1,---,1), obtemos:

n n
(D ) = (w,0)* < [ufo] =n) 7.
i=1 i=1

Logo,

1 a 1 <
H} — Hy= ——— 2= )2 >0
1 2 TL(’I’L—]_) {izl"iz n(;’i) — Y,
isto é, H? > Hy > 0, pois H, nio se anula em Y. Para uma escolha apropriada da

aplicacao de Gauss, podemos supor que H; > 0. Relembremos que H; nao depende da
escolha de N. Visto que n?H} =Y. k7 +n(n — 1)Hy > k7 para cada i = 1,--- ,n, entao

n n
1
Mij = — E Kj =mn [_E< E /€j+lii—lii)] :nH1+f<;i> ‘/ii‘—i-:‘iizo,

J=Lj# J=Lj#i

para cada ¢, e assim P; é positivo definido.
]

Definicao 1. Um ponto eliptico em uma hypersurperficie tipo-espaco, >, € um ponto de X
onde todas as curvaturas principais sao negativas, com respeito a uma escolha apropriada
da aplicagao de Gauss N.

Quando 2 < k < n — 1, a existéncia de um ponto eliptico em ¥ também implica que
o operador Lj é eliptico em >, sob a hipdtese que Hy., ¢ positiva em X para alguma
escolha de N (se k é par). Temos o seguinte resultado.

Lema 3. Seja X hipersupertficie tipo-espago imersa em um espago-tempo GRW. Se existe
um ponto eliptico de X2, com respeito a uma escolha apropriada da aplicacao de Gauss N,
e Hyp1 >0 em X, para algum 2 < k <mn —1, entdo para todo 1 < j < k o operador L; €
eliptico ou, equivalentemente, P; é positivo definido em X.

Para a prova, veja [[20], Proposigao 3.2] (veja também a prova de [[9], Proposigao
3.2]).



Capitulo 4

O Operador L; Atuando na Funcgao
Altura

O campo vetorial dado por

K(t,I) = f(t)(a/c“)t)(m), (t,CL’) e —1 X ¢ M",

determina um campo vetorial conforme fechado nao nulo em —7 x; M™, onde
VzK = f'(t)Z (4.1)

para cada vetor tangente Z a —I x; M™ em um ponto (¢,z), onde V denota a conexio
de Levi-Civita em —I x; M™ (veja Apéndice, Proposicao 6).

Lema 4. Seja ¢ : ¥" — —I x; M" uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um
espago-tempo GRW , com aplicacao de Gauss N. Se h = m; o1 denota a fungao altura
de ¥, e g: I — R € qualquer primitiva de f, entao, para cada k = 0,...,n — 1, temos

Li(h) = —(log f)'(h)(cx Hy + (P (Vh),Vh)) — (N, ;) c;, Hyy1, (4.2)

Li(g(h)) = —c(f'(R)Hy, + (N, K) Hy11), (4.3)

o) -ern(,2)
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Demonstracao. Temos que

Li(g(h)) = tr(Py o V2g(h)).
Observe que, dado X € X(X)

(Vg(h),X) =d(goh)X = g¢'(h).dhX = ¢'(h) (Vh, X),
donde

Por outro lado, como

V7 =V(rro) + (Vr)t = Vh+ (Vr)t,

temos que Vh = (V7;)T, onde (V7;)T é a componente tangencial de (V7). Notemos
agora que

Vi = —0(m)0 = — (Vr1,00) 0, = —0,

pois se {0y, X1, ..., X;,} é um referencial ortonormal,

vﬂ'[ = —8t(7T])at + Z X’i(Tr[)Xh

i=1

onde
Xi(ﬂ'[) == dﬂ']Xi = 0.
Assim,
Vh=(Vm)" =-9/, (4.4)
onde
9] =0, +(9,, Ny N (visto que (N, N) = —1)
Logo

Vg(h) = f(h)Vh = —f(h)d, = -K', (4.5)

onde K denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperficie.
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K" =K + (K,N)N. (4.6)
A equagao 4.1 implica que

VxK = f'(h)X, (4.7)

para cada X € X(X), visto que todo ponto de —I x M™ se escreve da forma (7;(p), mr(p)),
p € —1 x;y M". Vemos assim que,

VxK' = Vx(K+ (K,N)N)=VxK +Vx (K,N)N
= F(W)X + (K, N) VxN + (X (K, N))N =
= f/(h)X — (K,N)AX + (<VXK,N> +(K,VxN)) N =
= f(WX = (K, N) AX + ({(f'(h)X,N) + (f'(h )3t,AX>)N =
= f'(hX —(K,N)AX =
f'(h)X = f(h) (0, N) AX (4.8)
Como Vx K" s6 tem componentes tangentes, VxK ' = Vyx K, daf
VxK'" = f(h)X — f(h) (0, N) AX
Portanto, de 4.5, temos que
Vx(Vg(h)) = -VxK" = —f'(h)X + (N, K) AX, (4.9)

e entao, por 3.2 e 3.3, concluimos que

Li(g(h)) = tr(PeoV?g(h)) = tr(V?g(h) o Py) = tr((—f'(h)I + (N,K) A) o P) =
P(W)r(Pe) + (N, K) tr(A o By) =
= —c(f'(h)Hy + (N, K) Hiyq).

Por outro lado, levando em conta que

= (1/f(h))Vg(h), (por 4.5)

temos de 4.9 que
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Vx(Vh) = Vx((1/f(h)Vg(h)) = (1/f(h))Vxg(h) + X(1/f(h))Vg(h) =
(L/F()(=F (X + (N, K) AX) + (X(f(h)/F*(h) f(h), =
(=S (h)/f(h)X + (f(h)/f(R)) (N, ) AX + (X (f(h))/f ()

= ='W/ F)X = (f'(h)/f(Rh) (Vh, X) Vh+ (N, 0;) AX =

—(log ) (h)(X + (Vh,X) Vh) + (N, ;) AX. (4.10)

f(h )0,
f(h

Portanto,
Li(h) = tr(PyoV?h) =tr(V?hoP) => (Vpw,)Vh E) =

— (log fY (W)tr(P) + (N,0,) tr(Ao P)
— (log f)'(h) Y {(Vh, BE;) Vh, E;).

)

onde {E;} é um referencial ortonormal. Observe que

Y ((Vh,BE)VhE) = Y ((BVh E)Vh E;) =
= <Z(Pth,Ei)Ei,Vh> =
= <P;:Vh,Vh).
Dai
Ly(h) = —(log f) (h)(tr(Px) + (PVh, Vh)) + (N, 0) tr(A o P) =

—(log f) (h)(cxHy, + (PyVh,Vh)) — (N, ) cx Hp11.



Capitulo 5
Primeiras Aplicacoes

Como uma aplicagao do Lema 4 provaremos o Teorema 1 abaixo. Antes de apresen-
tarmos o resultado, relembremos de [[12], Proposigao 3.2 (i)] que se um espago-tempo
GRW admite uma hipersuperficie tipo-espaco compacta, entao o fator Riemanniano M™
¢ necessariamente compacto. Neste caso, dizemos que —I x; M"™ ¢ um espaco-tempo
GRW espacialmente fechado.

Teorema 1. Seja —I Xy M"™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
funcao de tor¢ao satisfaz a sequinte condicdao

[ =17 <0, (5.1)

(isto é, tal que —log f € convezo, (—log f)" > 0). Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago
compacta imersa em —I Xy M", cuja k-ésima trasformacao de Newton Py € definida
em X para algum k = 0,1,--- ,n — 1. Se o quociente Hyy1/Hy € constante, entio a
hipersuperficie é uma fatia mergulhada {to} x M, onde to € I satisfaz f'(ty) # 0 se
E>1.

Antes de darmos a prova do Teorema 1, é interessante obtermos algumas aplicacoes
deste para situacoes onde a hipotese sobre P, pode ser derivada de hipoteses geométricas.
Por exemplo, do Lema 2, temos o seguinte resultado.

Corolario 1. Seja —I x¢ M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
funcao de tor¢ao satisfaz a condig¢ao

ffl/ o f/2 S O
Entao as unicas hipersuperficies tipo-espago compactas, ¥, imersas em —I X p M™ tal que
Hy >0 em X e o quociente Hy/ Hy € constante, sao as fatias mergulhadas {to} x M, com
to € I satisfazendo f'(to) # 0.

29
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Demonstracao. Como H? > 0 em ¥, o Lema 2 nos garante que P, ¢é positivo definido.
Visto que a fungao f satisfaz 5.1 e Hy/H; é constante, o Teorema 1 implica que 3 é uma
fatia mergulhada {to} x M, com t, € I satisfazendo f’(ty) # 0, pois k = 1. O

Por outro lado, para aplicar o Lema 3, é conveniente termos alguma condicao geométrica
que implique a existéncia de um ponto eliptico. O seguinte resultado é uma consequéncia
de um resultado mais geral dado em [[15], Lema 5.4 e observacao 5.7], que serd essencial
para nossas aplicagoes.

Lema 5 (Existéncia de um ponto eliptico). Seja ) : X" — —Ix fM"™ uma hipersuperficie
tipo-espago compacta imersa em um espago-tempo GRW espacialmente fechado, e suponha
que f'(h) nao se anula em % (equivalentemente, (X)) estd contida em um bloco

Q(tl,tg) = (tl,tg) x M cC —1 X M"

em que f' nao se anula).

(1) Se f'(h) > 0 em ¥ (equivalentemente, f" > 0 em (t1,t2)), entdo existe um ponto
eliptico de > com respeito a sua aplicagao de Gauss apontando para o futuro.

(2) Se f'(h) <0 em ¥ (equivalentemente, f* < 0 em (t1,t2)), entdo existe um ponto
eliptico de ¥ com respeito a sua aplicacdo de Gauss apontando para o passado.

Demonstragao. Observe que todos os pontos de ¢ (X) sao da forma (7 (¢(p)), ma (¥ (p))),
onde p € Y. Por outro lado, sendo ¥ compacta, existem t; e t5 € R tal que t; < h =
77 01 < tg, donde (X)) C Q(t1,ts).

Se f'(h) > 0, escolhemos em ¥ a aplicacdo de Gauss apontando para o futuro N e
seja pg € X um ponto onde a fungao altura atinge seu minimo em Y. Entao, temos que
Vh(po) = 0,(N, ) (po) = —1 e por (4.10) temos

V2hp0 (€, €i) (Ve,Vh,e) (po) =
= (=(log f)'(h)(e; + (Vh,e;) Vh) 4+ (N, 0;) Aey, e;) (po) =
= (108 FY (honin) — Ki(po) > 0

para cada i = 1,...,n, onde {e;}"; é uma base de diregoes principais em pg. Visto que

f,(hmm) > 07

ki(po) < —(log ) (hmin) = = (f'/ ) (Mrmin) <O,
como desejado.
Por outro lado, quando f’(h) < 0 escolhemos em 3 a aplicagao de Gauss apontando
para o passado e consideremos py € > um ponto onde a funcao altura atinge seu maximo
em Y. Agora, temos que Vh(pg) =0, (N,0;) =1 e por (4.10) temos
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V2hy,(eir €j) = —(10g f) (hnae) + Ki(po) <0
para cada i = 1,--- ,n com {e;}*; uma base de dire¢bes principais em py. Visto que
agora f'(hmaz) < 0, temos que

ki(po) < (10g f) (hmaa) = (f'/ ) (Mimaz) < O

Agora, usando o Lema 3 e Lema 5, podemos também dar a seguinte aplicacgao.

Corolario 2. Seja —I x ¢ M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
funcao de tor¢ao satisfaz a condig¢ao

ff// . f/2 S 0.

Suponha que X", n > 3, é uma hipersuperficie tipo-espago compacta imersa em —I x ¢ M"
que estd contida em um bloco Q(tq,ty) C —1 Xy M™ em que f' nao se anula. Se Hy41 >0
em ¥ para algum k > 2 e um dos quocientes H;1/H; é constante para algum 1 < j <k,
entao . € necessariamente uma fatia mergulhada {to} x M, com ty € (t1,t3).

Demonstragao. Como X esta contido em um bloco Q(t1,t2) C —I xy M™ onde f’ nao
se anula, pelo Lema 5, existe um ponto eliptico em ¥. Se Hp,; > 0 em X para algum
k > 2, pelo Lema 3, P; ¢é positivo definido para 1 < j < k. Dai, se também, H;,/H,
for contante para algum 1 < j < k, pelo Teorema 1, > é necessarimente uma fatia
mergulhada {to} x M, com ty € (t1,t2), pois f satisfaz (5.1). O

A prova do Teorema 1 sera uma consequéncia do seguinte resultado, que é uma gen-
eralizagao do Lema 3 e Coroldrio 4 em [16].

Lema 6. Seja —1 x; M™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado, e seja X" uma
hipersuperficie tipo-espago compacta imersa em —I Xy M™. Suponha que para algum
k€ {0,--- ,n— 1}, a k-ésima transforma¢ao de Newton Py € semi-definida em ¥ e a
funcao Hy ndo se anula em 3. Entdo o quociente Hy.1/Hy satisfaz

min <H;I—]:1) < (log f)/<hmam) € max (Hfgzl) > (IOg f)/(hmm)u (52)

onde Npin € hmar denotam, respectivamente, o valor minimo e mdaximo da funcao altura
em X. Em particular, se a func¢ao de tor¢do satisfaz a condigdo (5.1) entao

min (Z21) < 08 1Y () < () (i) < mas (S62) 53

k k
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Demonstracao. Escolha em Y a aplicacao de Gauss apontando para o futuro N. Visto
que, > é compacta, existem pontos P, Pree € % onde a funcao altura assume seus
valores de maximo e minimo, respectivamente, isto €,

h(Prin) = mins h = hpin < hae = B(Prae) = mazxys h.

Em particular, VA(Pyin) = 0 € VA(Ppa:) = 0, e de (4.4) temos que N(Ppin) = (0r)
e N(Ppaz) = (0¢)p,.... Usando isto em (4.2), obtemos que

Pmi'n

Ly (h)(Prnin) = (=(log f)'(h)(ck Hy, + (Pu(Vh),Vh)) = (N, 0p) crHy1) (Pnin)
Dai,

(1/c) Li(h)(Prin) = Hys1(Prnin) — (108 f)' (min) Hie(Prin) (5.4)

(1/Ck>Lk(h’)(Pmax) = Hk+1(Pmax) - <10g f)l(hmax)Hk(Pmax)- (55)

Consideremos primeiro o caso onde P, é positivo semi-definido em Y. Entao Hy > 0
em X, visto que por (3.2) cxHy = tr(Py) > 0, ¢t > 0 e por hipétese Hy # 0. Neste caso,
levando em conta que Li(h) = tr(P, o V2h), onde V2h(P,,;,) ¢ positiva semi-definida e
V2h(Prnaz) ¢ negativa semi-definida, temos que Lg(h)(Pin) > 0 € Ly(h)(Praz) < 0, pois
Py, é positiva semi-definida, ¥ é uma variedade Riemanniana (métrica positiva-definida)
e V2h é auto-adjunta. Logo, o teorema espectral, garante a afirmacao acima. Portanto,
as equagoes (5.4) e (5.5) implicam

maz (H;[j) > S () 2 (108 £) () (5.6)
pois
0 < (1/cx) Li(h) (Poin) (1) Hi(Ponin)) = HHL;(PW) — (log £) (hmin) (por 5.4)
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Isto prova (5.2). Finalmente, se (—log f) é convexo, isto é, (—log f)” > 0, entao
(log f)” <0, donde (log f)’ é nao-crescente e assim

(log f)' (hmaz) < (log f)' (hmin),

que juntamente com (5.2) da (5.3). Isto completa a prova no caso onde Py é positiva semi-
definida. Quando Py é negativa semi-definida, Hy < 0, Lg(h)(Pnin) < 0e Lig(h)(Pnaz) >
0. Por outro lado, notemos que tanto (5.6) como (5.7) nao se alteram. De fato, por (5.4)

0> (1/er) Li(h)(Pmin) = His1 (Prin) — (108 f) (Aunin) Hi (Prin)

Dai,
(1/Ck)Lk(h)(Pmm) Hk+1 /
0< = szn — (lo hmzn )
< o) BRL(p,) = (08 Y ()
donde (5.6). Analogamente para (5.7). Portanto, seque-se o resultado. O]

Demonstracao. (Teorema 1) Escolha novamente a aplicagdo de Gauss apontando para
o futuro N em X. Viste que Py é definida e o quociente Hy.1/Hjy é constante em X,
sabemos por (5.3) que Hy1/Hy = (log f) (hmin) = (10g f)'(Amaz). Portanto,

f'(h) — Higs

log f) (h) = = =

(og 1) () = s = 1
é constante em X, devido (log f)’ ser nao-crescente pela hipdtese de convexidade de
(—log f). Entao, (4.3) se reduz a

Lilg(h) = —ck<f'<h>Hk+<N,K>HkH>:—ck((fm)H;I;)HkHN,mHkH):

= —(f(h) + (N K)) H. (5.:8)

~ . . H, , oy
Observe que Hy 1 = aHp nao muda de sinal em ¥, visto que a = I’;—:l e Hj, é positivo ou
negativo caso P seja positivo-definido ou negativo-definido, respectivamente (note que

até aqui Hyy1 pode ser 0). Observe também que a fungao (N, K) satisfaz
(N, K) = (N, f(h)0)) = f(h)(N,0) < —f(h) <0 em . (5.9)

Portanto, por (5.8) temos que Li(g(h)) ndo muda de sinal em X, pois de (5.9), (N, K) +
f(h) < 0 em X e Hgyq; nao muda de sinal (observe que pode ser 0), onde ¥ é uma
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variedade Riemanniana compacta. No caso em que P, é positiva definida, L é um
operador eliptico, e podemos aplicar o principio classico do maximo para tal operador e
concluir que a fungao g(h) é constante no compacto 3 (veja Apéndice). Se Py é negativo-
definido, entao o operador —Lj é agora eliptico, mas sendo ¢(t) uma funcao crescente
em t (¢'(t) = f(t) > 0), a func@o altura h é constante em 3 e entao a hipersuperficie
¢ uma fatia {to} x M. Finalmente, quando k > 0, ocorre necessariamente f'(to) # 0,
visto que fatias {t} x M com f'(t) = 0 sdo totalmente geodésicas em —I x; M™ (sendo
K = f(t)0; um campo normal em T({t} x M)t e (II(X,Y),K) = (AgX,Y) =
(=VxK,)Y) = (f'()X,Y) =0 (por 4.1), temos que /I = 0, onde I] ¢é a segunda
forma fundamental de {t} x M™), e entdao P, = 0, para cada k > 0, visto que A = 0
(agora, como f'(tg) # 0, Hyy1 #0).

0

Vale ressaltar que se a funcio de torcao satisfaz a condicao ff”— f”2 < 0 com igualdade
somente em pontos isolados de I, no maximo. Entao o Teorema 1 permanece verdadeiro
sob a hipdtese que Py é semi-definido e a funcao Hy nao se anula em 3.

Teorema 2. Seja —I Xy M™ um espaco-tempo GRW espacialmente fechado com sua
funcao de tor¢ao satisfazendo a condigdao (5.1), com igualdade somente em pontos isolados
de I, no mdzimo. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago compacta imersa em —I X
M™, cuja k-ésima trasformacdao de Newton P, é semi-definida em X e Hy nao se anula
em X para algum k = 0,1,--- ,n — 1. Se o quociente Hyy1/Hy € constante, entio a
hipersuperficie é uma fatia mergulhada {to} x M, onde ty € I satisfaz f'(ty) # 0 se
k> 0.

Demonstracao. Observe que ainda estamos nas condigoes do Lema 6, donde por 5.3,

Hi 1
H;,

= (log f)/(hmax) = (log f),(hmm)

Porém, a hipdtese sobre a fungdo de torgao implica agora que (log f) é estritamente
decrescente, visto que (log f)” < 0 e a igualdade ocorre somente em pontos isolados.
Portanto, hjee = hmin, donde h é constante em 3. Analogamente a demostragao do
Teorema 1, segue-se o resultado.

m



Capitulo 6

Formulas de Minkowski para
Hipersuperficies em Espaco-Tempo
GRW

O uso da férmulas integrais tipo-Minkowski para hipersuperficies tipo-espaco com-
pactas em um espago-tempo de Lorentz foi primeiramente iniciada por Montiel em [18]
em seus estudos de hipersuperficies com curvatura média constante no espago de De Sitter,
e foi continuado mais tarde por Alfas, Romero e Sdnchez em [12, 13, 14] para hipersu-
perficies de curvatura média constante em espaco-tempo GRW e, mais geralmente, em
tipo-espago conformemente estacionario. Observe que para o caso da curvatura média,
somente a primeira e a segunde férmula de Minkowski estd em jogo. Em [8], Aldo, Alfas
e Romero desenvolveram a férmula geral de Minkowski para hipersuperficies tipo-espago
compactas no espaco de De Sitter e a aplicaram, entao, ao estudo de hipersuperficies com
a k-ésima curvatura média constante. Por outro lado, em [19], Montiel deu também outra
prova da primeira e segunda férmula de Minkowski para hipersuperficies tipo-espago em
espago-tempo conformemente estacionario com um campo conforme fechado, assim como
uma prova da terceira férmula de Minkowski para o caso onde o espaco-tempo tem cur-
vatura seccional constante. Como observado por Montiel, seu método da prova, que seque
as idéias de Hsiung [4] e usa hipersuperficies paralelas, tem uma interpretagao geométrica
muito agradavel, mas ela é muito dificil para carregar para nossas sucessivas féormulas de
Minkowski. A razao é que ela envolve derivadas covariantes do tensor de Ricci do espago
ambiente, e é necessario supor pelo menos que o espaco ambiente é de Einstein para
termos algum controle. Em [15] L.J. Alfas e A.G. Colares, juntamente com Brasil Jr., de-
senvolveram outro método para obter a férmula geral de Minkowski para hipersuperficie
tipo-espago comformemente estacionario. Embora mais analitico que geométrico, este
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método, que segue as idéias de Reilly em [17], tem a vantagen de funcionar para suces-
sivas férmulas de Minkowiski. Contudo, para obtermos alguma aplicacao interessante
deste, precisamos supor que o espaco-ambiente tem curvatura seccional constante.

Nesta secao, e como outra aplicacao de nossa férmula no Lema 4, obtemos a férmula
geral tipo-Minkowski para hipersuperficies tipo-espaco compactas imersas em um espagco-
tempo GRW. O maior interesse nesta nova procura ¢ que nossa nova formula de Minkowski
pode ser aplicada ao estudo de hipersuperficies com curvatura média de ordem supe-
rior constante em espacgo-tempo de Robertson-Walker arbitrario, até quando o espagco-
ambiente nao tem curvatura seccional constante.

Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco compacta sem-bordo imersa em um espago-
tempo GRW. A férmula geral de Minkowski para X, como obtida em [2], é justamente
uma simples consequéncia de nossa férmula (4.3) e expressao (3.6). De fato, seque de
(3.6) e (4.3) que

div(Py(Vg(h)) = {(div Py, Vg(h)) + Li(g(h)) =
= f(h){div Py, Vh) — ci(f'(R)Hy, + (N, K) Hyi1)

para cada kK = 0,--- ,n — 1. Portanto, integrando esta igualdade na variedade Rie-
manniana compacta sem-bordo ¥, o Teorema da Divergéncia da a sequinte formula de
Minkowski,

/E div(Pu(Vg(h)))dS = 0
D,
o /E (F(A)Hy + (N, K) Hesr)dS = /E F£(h) (div Py, Vh) dS, (6.1)

onde d¥ é o elemento de volume n-dimensional de 3 com respeito a métrica induzida (e
orientagao escolhida). Isto é justamente o Teorema 4.1 em [2] para o caso de hipersu-
perficie em um espaco-tempo GRW.

Teorema 3. Seja ¢ : X" — —1 Xy M™ wma hipersuperficie tipo-espago compacta sem-
bordo imersa em um espaco-tempo GRW. Entao

/(f’(h) + (N, K) Hy)dS = 0, (6.2)

n(n — 1)/Z(f/(h)H1 b N, K Hp)dS =

= /2 (N, K) (Ricys(N*, N*) — (n— 1)(log f)"(h)|Vh]| ?)d% (6.3)
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onde (log f)" = (log f)"(7r), Ricy denota o tensor de Ricci da variedade Riemanniana
M™ e N* = (mp)«(N) denota a projecao sobre a fibra M do campo N definido em
-1 Xf M™.

Demonstracao. Se k =0, entao Py = I, div Py =0 e Hy =1, donde por 6.1

/E(f’(h) (N, K) Hy)dS
isto nos da (6.2). Por outro lado, quando k = 1, temos que ¢; = n(n — 1) e por (6.1)
(+) n(n—1) /E(f’(h)Hl 4 (N, K) Hy)dS = /Ef(h) (div Py, Vh) dS.
Pelo Lema 1 temos:

(div P,,Vh) = zn: (R(E;,Vh)N,E;) = zn:ei (R(E;,Vh)N, E;),

onde {Ey = N, Ey,---,E,} é um referencial ortonormal de —I x; M" e ¢; = (E;, ;).
Observe que ¢; = 1 para todo 1 < ¢ < n, visto que X é uma variedade Riemanniana.
Assim,

(div P;,Vh) = Z@(R E;,Vh)N,E;) = Zez R(N,E)E;,Vh) =

- - Z ei (R(N, E;)Vh, E;) := —Ric(N, Vh),

=0

onde Ric denota o tensor de Ricci de —I x s M"™. Um calculo direto usando a relagao
geral entre o tensor de Ricci do produto torcido e o tensor de Ricci de sua base e sua
fibra, assim como a derivada de sua funcao de torcao, implica que, para o caso especial
de nosso espaco-tempo GRW, temos que

Ric(U,V) = Ricy (U, V") + (n((log f))* + (log f)")(U.V) —
— (n—=1)(log f)" (U, 0) (V. D) , (6.4)

(veja [[3], Corolario 43]) para campos vetoriais arbitrarios U e V em —I x ¢ M™, onde,
para simplificar, estamos escrevendo log f = log f(7;), (log ) = (log f)(7;) e (log f)" =
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(log f)"(mr). Aqui Ricy; denota o tensor de Ricci da variedade Riemanniana M™ e U* =
(mar)«(U) denota a projecao sobre a fibra M de um campo vetorial U definido em —1I X
M™, donde

U=U" — <U7 at> 815

visto que,
<U> at)
<at7 at)
Observe que como na decomposicao de U, acima, estamos usando a mesma notacao
(71)«(U), (mar)«(U) para indicar levantamentos verticais e horizontais, respectivamente.
Como por (4.4), Vh = -0, — (N,9;) N, temos que
(VR)" == (ma)«(0) — (N, 0r) (mar)(N) = — (N, 9) N™.
0

U= (m)U) + (7m)(U) =U" + Oy =U" — (U,0) 0.

Assim, segue-se de (6.4) que,

(div P,,Vh) = —Ric(N,Vh)=
= — (Riea(N*,(Vh)) + (n((log f)')* +
+ (log f)") (N,Vh) —
——

0

— (n—=1)(log f)"(h) (N,0,) (Vh,0)) =
= (N, 0) (Ricas (N, N7) + (n—1)(log f)"(h) (Vh, )

Notemos agora que,
|Vh|? = (Vh,Vh) = (Vh,—0; — (N,3;) N) = — (Vh,d,)
Logo,
(div P1,Vh) = (N,0) (Ricyr (N*,N*) — (n—1)(log f)"(h)|Vh| 2)

Portanto, a segunda férmula de Minkowski (k = 1) para uma hipersuperficie tipo-espago
compacta imersa em um espago-tempo GRW se torna, por (*)

n(n — 1) /E (F(WH, + (N,K) Hy)ds —
= [ 70 3.0 (Ricws (8 N°) = (0= 1)08 £ (1A ) @5 =

_ /E (N, K) (Ricyr (N, N*) — (n— 1)(log f)'(h)|Vh| 2) dS
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que nos dé (6.3).
[

As férmulas (6.2) e (6.3) sdo chamadas de primeira e segunda férmula de Minkowski,
respectivamente.

Para encontrarmos uma expressao ttil para a férmula geral de Minkowski dada por
(6.1), no caso onde n > 3, iremos supor que —I Xy M™ é um (cldssico) espago-tempo
de Robertson-Walker, isto é, a variedade Riemanniana M"™ tem curvatura seccional
constante.

Teorema 4. Seja ¢ : X" — —1 Xy M™ uma hipersuperficie tipo-espago compacta sem-
bordo imersa em um espago-tempo RW, isto é, M"™ é uma variedade Riemanniana com
curvatura seccianal k constante. Entao, para cada k = 2,--- ,n — 1, a k-ésima formula
de Minkowski € dada por

( ; )/z(f/(h)ﬂk + (N, K) Hyy) dS =

_ /E (W _ (log f)”(h)) (N, K) (Py_sVh, Vh) dS. (6.5)

Demonstragao. Para encontrarmos tal expressao, devemos calcular (div Py, Vh) quando
2 <k<n-—1. Do Lema 1, sabemos que

k=1 n
(div Py, Vh) =Y > (R (E;, A* " /Vh) N, P;E;) | (6.6)
j=0 i=1
onde {E;,- -+, E,} é um referencial ortonormal local arbitrario em 3. Usando a relacao

geral entre o tensor curvatura do produto torcido e o tensor curvatura de sua base e
de sua fibra, assim como a derivada da sua funcao de torcao, implica que, para nosso
espaco-tempo GRW, temos a sequinte expressao

RU VYW = Ry (U VHIW* + ((log /) (UWYV — (V,W)U) +

+ (log )" (W,0) ((V,0) U — (U,0) V) —

— (log /)" ((V,0) (U W) — (U,0;) {V,W)) &, (6.7)
(veja [[3], Proposicao 42]) para campos vetoriais arbitrarios U, VW € —I xy M". Aqui

Ry; denota o tensor curvatura da variedade Riemanniana M™. Tal férmula é geral,
independente de M™ ter curvatura seccional constante. Em particular, (6.7) implica
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R(E,X)N = Ry (E/, X")N* +

+ (log f)"(h) (N, 0) ((X,0) Ei — (E;,0)) X) =
— Ry (E5, X*)N* +
+ (log f)"(h) (N, 0) (— (X, Vh) E; + (E;,Vh) X) =

= Ru (B, X)N* ~
~ (log /)" (h) (N, 0) (X, Vh) By — (B, Vh) X) (65)

para cada campo vetorial X € X(X). Pela decomposigao
N = ]\[>|< — <N,8t>8t, Ez = El* — (Ei,8t>3t e X :X* — <X,@t>at

temos que,

(N*N)

(N, N)

= N* + (N + (N,d,)0,, N)N =

= N* 4+ (N,N)N + (N,3,)°N =

= N* — N + (N,9)°N =

= (N,0)0 + (N,0)° N =

= —(N,0) (=0 — (N,0) N) =

— —(N,d,) Vh, (6.9)

(N*)T — N* -

(EN" = Ef ) N =
(0,, NYN = Ef — (E;,Vh){9;, N)N =
0 — (E;,Vh) (0, N) N
O — (E;,Vh) (0, N) N

)
Ei,Vh> (—&g - <at,N> N):
Vh)

(Ef,NYN = E; + (E; + (E;,8,)0,,N)
(

|
SRS

I
&
_|_

Vh, (6.10)

|
SIS
+ |
<
> ~
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(X*, N) N =

(X,00) 0, + (X + (X,0,) 0, N
(X,0:) 0, + (X,0;) (0, N) N =
(X,Vh)0, — (X,Vh) {0y, N)N
( —

(

X,Vh) (=0 — (0, N) N)

+
_l’_
_l’_
_l’_
+ (X, Vh) Vh (6.11)

I
R

*N* = L T T =
(N, N* )y = 20 (N, N) + (1) (N), (71)(N)) ;)

7o (CL (= (N,0)0,— (N.0) a) =

<N7 8t>2 <at> 815)1) =

(

1

i
7w !
1 o
fZ(h) ( <N, 8t> ) -

f%h) |Vh| 2, (6.12)

(N“ E%)y = (N, Ei) + (1)« (N), (m1)+(Ei)) ) =

f2(h)

1
i
7oy (N 00 0, = (E:, 0) dy),) =
fgth) (N,0,) (E;,0,) (0s,04); =

= —f%(h)w,at) (E;, Vhy, (6.13)

X - s T =
1
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Observemos que as equagoes ((6.9)-(6.14)) sao verdadeiras para qualquer fibra Rieman-
niana M", visto que nao usamos que M"™ tem curvatura seccional constante.
Se M™ tem curvatura seccional constante k, entao também temos que

(Bar (B, XN = s (B N7) (X)) = (X5 N7, (B))

Entao, usando as equacdes (6.10), (6.11), (6.13) e (6.14) obtemos

(Ru(Ef, X*)N*)T = H[—%w,a& (E;,Vh) (X 4+ (X,Vh)Vh) +

1
+ Ww,@ (X,Vh) (E; + (E;,Vh)Vh)] =
- (N,8,) ((X,Vh)E; — (E;,Vh)X),

que juntamente com (6.8) da

(R(E, X)N)" = (Bu(E;, X")N*)" = (log f)"(h) (N, 0,) (X, Vh) E; = (E;, V) X) =

- (W — (log f)”(h)) (N,0,) ((X,Vh) E; — (E;, Vh) X).

Portanto, para cada j =0,--- ,k — 1 fixo, encontramos

SUREX)NPE) = 3 ((EE.X)N) PE) -

i=1 =1

= <f2—(h) — (log f)" (h)) <N7at>;(<X,Vh> (E;, P,E;) —
- <Ei’ Vh> <X’ P]EZ>) =

= (ot — Gow )" (1)) (.00 (ar () (X, 91) -

n

— D _{(PX,E)E,Vh) =

=1

_ (m ~ (log.f)" <h>) (N.3y) (tr (P}) (X, Vh) —
)
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para cada campo vetorial X € X(X). Usando esta expressdao em (6.6) temos

k—1

(divP,,Vh) = (fQL(h) — (log f)"( ) (N, 0y) Z Ak 1=iVh, Vh> —
7=0
(Pjo A*"'""Vh,Vh)). (6.15)
Agora afirmamos que
k—1
(tr(P)AF17 — Pjo AP0 = (n— k)P4, (6.16)

<.
Il
o

para cada 2 < k < n.
Provemos (6.16) por indugao em k. Quando k = 2, usando (3.2), isto é, que tr(Fy) =
cxHy, (6.16) se reduz a

(tr(P))A — Pyo A) + tr(P)A° — PAY = nA — A + ctHiI — P, =
(n—1A 4+ n(n—1)HI — P, =
(n—1)(A + nHy)I — P =
= (n—2)P.

Supondo, agora, que (6.16) é verdadeira para k — 1 > 2, e escrevendo

ol
—
T
N

(tr(P) A — Pro A1) = N (tr(P)AFTT — ProAFTT)0 A

<
Il
[en]
<.
Il
o

+ tr Pkfl) — Pkfl-

Usando a hipdtese de inducao temos que

—

n—

(tr (P AF' — Pio A1) = (n—k+1)PsoA + cpoHyl — Py =

<.
Il
o

n

=(n—k+1)Pyg0A + (n—k+1)<k_1 )H,H[ P, =

=n—k+1)P.y — Py (visto que Py_s comuta com A) = (n —k) Py_1,



como afirmado.
Finalmente, usando (6.16) em (6.15), concluimos que,

(div P, VhY = (n—k) (fQL(h) — (log f)”(h)).
(N,8,) (Po_1Vh, V)

para cada k > 2. Assim, por (6.1)
oo [ (7 () H + (N K) Husn) dE =
2

= (n— k) /E (W — (log f) (h)) (N, K) (P,_1Vh, Vh) d%.

Dai,

(Z)/z(f'<h)Hk + (N, K) Hyp) dS =

_ /E (FL(h) — (log f)" (h)) (N, K) (Po1Vh, Vh) dS.

44
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Capitulo 7

Umbilicidade de Hipersuperficies em
Espaco- Tempo RW

Em [[19], Teorema 8] Montiel deu um resultado de unicidade para hipersuperficies
tipo-espago compactas com curvatura escalar constante imersas em um espaco-tempo
de curvatura seccional constante equipado com um campo vetorial tipo-tempo conforme
fechado (veja também [[15], Teorema 5.3] para o caso em que o campo vetorial tipo-
tempo conforme é nao necessariamente fechado). Como observado por Montiel em [19],
cada espaco-tempo tendo um campo vetorial tipo-tempo conforme fechado é localmente
isométrico a um espaco-tempo GRW. Por outro lado, nao é dificil ver que um espaco-
tempo GRW, —I x; M™, tem curvatura seccional constante & se, e somente se, o fator
Riemanniano M"™ tem curvatura seccional constante s (isto é, —I x; M™ é de fato um
espago-tempo RW) e a funcao de torcao f satisfaz a seguinte equagdo diferencial

f// _ (f/)2 + K

=R = -

f f?
(veja, por exemplo, [[1], Corolario 9.107]). Portanto, o resultado de Montiel [[19], Teorema
8] essencialmente declara o sequinte:

Teorema 5. Seja —1 x ¢ M™ um espago-tempo RW espacialmente fechado com curvatura
seccional constante K comn > 3. Entao, cada hipersuperficie tipo-espaco compacta ¥ im-
ersa em —I Xy M™ com curvatura escalar constante S tal que S < n(n— 1)k € totalmente
umbilica. Além disso, se & < 0 entao ¥ € uma fatia mergulhada {t} x M"™ (neces-
sariamente com f'(t) # 0), e se & > 0 entao ¥ ou é uma fatia mergulhada {t} x M"
(necessariamente com f'(t) # 0) ou uma hiperesfera no espaco de De Sitter.
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Como uma primeira aplicacao da féormula de Minkowski dada no Teorema 4, esten-
deremos, de acordo com [11], este resultado ao caso de hipersuperficies imersas em um
espago-tempo RW obedecendo a condi¢ao de convergéncia nula.

Definicao 2. Um espaco-tempo obedece a condi¢io de convergéncia nula (NCC), por

definicao, se sua curvatura de Ricci é ndo negativa em dire¢oes nulas (ou seja, tipo-luz,
isto €, (X, X) =0, com X #0).

Vejamos uma interpretacao geométrica para NCC. Se para vetores tipo luz V e W,
Ric(V,W) > 0 entdo, geodésicas tipo-luz o (a' tipo-luz) partindo de um mesmo ponto
p, préximas, com R(-,a/(t))d/(t) ndo nulo para algum ¢, convergem para um ponto g
(assim p e ¢ sao conjugados). Este fato é fundamentado no sequinte resultado:

Seja B(t) uma geodésica tipo-luz completa (isto é, definida em toda reta real), com
Ric(p',8') > 0. Se R(-,3'(t))3'(t) é ndo nulo para algum ¢, real, entdo 3 possui um par
de pontos conjugados (veja [2], pag. 444).

Observe que cada espaco-tempo com curvatura seccional constante trivialmente obe-
dece NCC, pois dado {Ey,--- , E,, E,11} um referencial ortogonal de tal espago, com
(Ei, Ei) =1, (Eyir, Eny1) = —1 e X tipo-luz, X =" | = a;E; + bE,4; temos

Ric(X.X) = S (R(X.E) X, B) — (R (X, Bypr) X, Eyp) =

i=1
n

= Z —K <Xa EZ>2 t kK <X7 En+1>2 =

=1

- —x (Z (X,E)* — (X, En+1>2> _

i=1

= —r(a®—b) =k (X, X)=0.

Usando a expressao (6.4), vemos que um espago-tempo GRW, —1 x; M", obedece NCC
se, e somente se,

Ricy (X, X) > (n— Vsupr(ff" — ) (X, X)y, (7.1)

para todo compo vetorial, X, em M com Ricy e (,),, denotando, respectivamente, os
tensores de Ricci e métrico de M™.
De fato, se o espago-tempo GRW satisfaz (7.1), dado um vetor tipo-luz U, (6.4) nos
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da

Ric(U,U) = Ricy(U*,U*) — (n—1)(log )" (U, 8,)* >
(n = Dsupr(ff" = f2) (U, U") 5 — (n = 1)(log )" (U,0,)" >
(ff" =1

(n—1)(ff" = (U U")y — (n— D= — 0r)°.

v

Y

Observe que,
0= (U,U) = —dr(U)* + f2(U*,U*),, .

Dai

Por outro lado,
(U,0,) = —dmp(U),
donde
(U,0)° = dm(U)* = f2(U*,U"),, -

Assim, o
Ric(U,U) > 0.

Agora, se para todo vetor U, tipo-luz, Ric(U,U) > 0, por (6.4) temos

Ricy (U*,U*) = Ric(U,U) + (n —1)(log f)" (U, d,)* >
(f1" =17
f2
= (n=1(ff" = AU Uy,

> (n-1) U, U%) 0 1 =

1" ”2 RicM(U*a U*>
(ff - f )(t) S (n . 1) <U*,U*>M

Como tal desiqualdade independe de pe M et eI,

Ricy(U*,U*)
(n = 1)U 0"y

supr(ff" = f?) <

Para concluirmos, basta observar que todo vetor X, tangente a M, é projecao sobre M
de um vetor tipo-luz do ambiente, a saber, Y = (f? (X, X),,)"/?0; + X. Em particular,
um espago-tempo RW obedece NCC se, e somente se,

k> supr(ff" = f?), (7.2)
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onde k denota a curvatura seccional constante de M™.
De fato, se o espaco-tempo RW obedece NCC, tomando um campo vetorial, X, nao
nulo em M, temos que

X X - X X
RZ-CM(_,_): <RM (_E) _E> —w(n—1)
[ X |ar " [ X | ; | X e (X"

onde {El, B, = & } é um referencial ortonormal de M. Por (7.1),

XM

k(n = DIX[, = Riea (X, X) > (n — Dsupr (ff" = f*) (X, X)y,

k> supr(ff" = ).
Agora, se k > supr(ff” — f*) e X é um campo vetorial em M, temos
1
—Ricy (X, X) = k(n—1) > (n— Vsup;(ff" = f7).
RY
Dai

Ricy (X, X) > (n— Dsupr(ff" — ) (X, X),, -
Por (7.1), segue-se o resultado.

Notemos agora, que a condigao de a curvatura escalar S de X ser constante e menor
que n(n — 1)k no Teorema 5 é equivalente, da equagao (2.2), ao fato de Hs ser uma
constante positiva, pois por (2.2)

S =S +2Ric(N,N) —n(n — 1)H,,
sendo S := > i Ric(E;, E;) — Ric(N, N) a curvatura escalar do ambiente. Assim,

S = Ric(Ej, E;) + Ric(N,N) — n(n — 1)H,.
j=1
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Como kK é constante, temos

S = ;(ii;j@(@, E;) — (R(N, Ej) NE>>

+ Z<E(N’Ei)NaEi>_n(n—l)H2:

i=1
n

= Z(n —2)F + ZE— n(n—1)Hy =
j=1 i=1

= n(n—2)K+nk—n(n—1)Hy =

= n(n—1)(K — Ha).
Dai
n(n—1r—95

n(n —1)

Entao o Teorema 5 admite a seguinte extensao.

H2:

Teorema 6. Seja —1 x; M™ um espago-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condi¢ao de convergéncia nula, com n > 3. Entdo, cada hipersuperficie tipo-espaco
compacta imersa em —I Xy M™ com Hy constante positiva € totalmente umbilica. Além
disso, 3 deve ser uma fatia {to} x M™ (necessariamente com f'(ty) # 0), a menos no
caso onde —I Xy M™ tem curvatura seccional constante positiva e ¥ € uma hiperesfera
umbilica. Este ultimo caso nao pode ocorrer se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstra¢ao. Multiplicando a primeira férmula de Minkowski (6.2) pela constante

( ) ) Hy, temos
/E ( 5 ) Hy (f'(h) + (N, K) Hy) dZ = 0.

Subtraindo desta a terceira férmula de Minkowski (férmula (6.5) com k = 2), obtemos

/ K " ) Hy (f/() + (N, ) Hy) - ( " ) RV Ha 1 (V. K Hg)} -
- _/E (% - (logf)”(h)) (N,K) {(Pi(Vh), Vh)d.

Dai

/E (( g ) (HyHy — Hs) + (% — (log f)”(h>> <P1(Vh),Vh>> (N,K)ds =0 (7.3)
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Visto que Hy > 0, sabemos pelo Lema 2 que, para uma escolha apropriada da aplicacao
de Gauss N, a transformagao P; é positiva definida e H; > 0 em ¥ (veja demonstragao
do Lema 2). Sabemos pela generalizacao da desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja, para
isto, [[7], Teorema 51, p. 52 e Teorema 144, p. 104]) que

HE - Hr—lHr+1 Z 0
com igualdade se, e somente se, o ponto ¢ umbilico. Entao

Hy> Hy, .,
HHy— Hy; > HHHy,— — =—(H,“"— Hy) >0
1141 s = Mtz = H1( 1 2) >
com igualdade se, e somente se, Y for totalmente umbilica. Por outro lado, visto que P;
é positivo definido, temos também por NCC (7.2) que

(7t ~ Qo 21} (P(TR), V) 0.

pois

K k= (ff" = ) (h)
——— — (log f)"(h) = >0
oy~ oI =T

. Portanto, visto que (N, K) é ndo nulo em X, concluimos de (7.3) que ¥ é totalmente
umbilica, pois H;Hy — HH—Qf =0, e que

(P—(h) ~ (log f)”(h)) (PU(H). Vh) = 0

em Y. Visto que P; é positivo definido, segue que ou ¥ é uma fatia (equivalentemente
Vh =0) ou

K
f2(h)

Primeiramente observe que se ¥ é uma fatia {to} x M™, entdo, necessariamente,
f'(to) # 0 devido a condi¢ao Hy > 0 (relembremos que uma fatia com f'(¢3) = 0 é
necessariamente totalmente geodésica, veja final da demonstracdo do Teorema 1). Por
outro lado, como Y ¢é totalmente umbilica, temos que Hy, = H? em ¥, o que implica
que X tem curvatura média constante, visto que Hy é constante. Assim, se ¥ nao for
uma fatia, aplicando a classificacao de hipersuperficies tipo-espago compacta e umbilica
com curvatura média constante, dada por Montiel em [[19], Teorema 5], concluimos que
o0 Unico caso em que X nao ¢ uma fatia ocorre apenas quando —I Xy M™ tem curvatura

— (log f)"(h) = 0 em X. (7.4)
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seccional constante positiva e ¥ é uma hiperesfera umbilica. Finalmente, observe que se
a desigualdade em (7.2) for estrita, entao (7.4) nao pode ocorrer e ¥ é necessariamente
uma fatia.

]

Para o caso geral de hipersuperficies com curvatura de ordem superior constante,
daremos, de acordo com [11], a sequinte versao do Teorema 6.

Teorema 7. Seja —1 Xy M™ um espago-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condi¢ao de convergéncia nula, com n > 3. Suponha que X" é uma hipersuperficie
tipo-espago compacta imersa em —I Xy M™ que estd contida em um bloco Q(ty,ty) =
(t1,t2) x M C —Ix;M™ em que f' nao se anula. Se Hy, € constante, com 3 < k < n, entdo
Y. € totalmente umbilica. Além disso, . deve ser uma fatia {to} x M™ (necessariamente
com f'(to) # 0), a menos no caso onde —I x¢ M™ tem curvatura seccional constante
positiva e Y € uma hipersuperficie umbilica. Este tultimo caso nao pode ocorrer se a
desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstragao. Temos que f* > 0 (ou f' < 0) em (t1,t2). Pelo Lema 5, sabemos que
existe um ponto py € X eliptico, com respeito a aplicacao de Gauss N apontando para
o futuro (ou apontando para o passado, se f' < 0), isto é, onde todas as curvaturas
principais sao negativas. Portanto, a constante Hy = Hy(pg) é positiva, pois

n

i = (1) =
_ (Z)_l S () () >0,

i1 < <dp,
e usando as desigualdades de Garding [10], temos que
H>H?> . >H*' >H">0em % (7.5)

onde a igualdade em cada etapa ocorre se, e somente se, o ponto for umbilico. Por-
tanto, visto que f’(h) > 0 (ou f'(h) < 0) em X, temos que f'(h)Hg_1 > f’(h)H,gk_l)/lc
(ou f'(h)Hp—1 < f’(h)H,gkil)/k, se f'(h) < 0). Por outro lado, a k-ésima férmula de
Minkowski (isto é, (6.5) com k — 1 no lugar de k; observe que 2 < k—1 <n — 1) nos dd

/Z (f'(h)Hj—1 + (N, K) Hy,) d¥ =

_ /E (fQLW_<1og f)”(h)) (N, K) (Peo(Vh, V) dS.
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Por (7.2), temos que

K k= (ff" =17
_1ng”h>:< h) >0,
(ot ~ os 2t =) )
e visto que Hj, é constante positiva, o Lema 3 nos assegura que o operador P;_s é positivo
definido, donde

/ (f'(h)Hy—y + (N, K) Hy) d% =

(fQ(h (log f)"(h ) ) (Pi_o(Vh,Vh)d>X <0 (ou >0, se f'(h) <0)
pois (N, K) = f(h) (N,K) < —f(h) <0 (ou (N, K) = f(h)(N,0;) >0, se f(h) <0 com
(N,K) <0). Assim,

Hk/ (N, K d. < —/f’(h)Hk_ldE (ou >, se f'(h) < 0).
s s
Usando agora que, f'(h)Hy_1 > f’(h)H,gk_l)/k (ou <, se f/(h) < 0), temos

Hy, /E (N,K)ds < — /E F(h)Hy_ydx < —HFD/E /E F(h)dS

(ou > em cada desigualdade, se f'(h) < 0). Agora, por (6.2), temos que

H, / (N,K)ds < —H*D/k / F(hyds = HF D/ / (N, K) H,dx.
Y Y Y

(ou > na desigualdade, se f’(h) < 0). Logo,

/ <H1H,Ek_1)/k - Hk> (N,KYdS >0 (ou <0, se f'(h) < 0)
b

/ <H1 - H,i/’“) (N,K)YdS >0 (ou <0, se f'(h) < 0). (7.6)

Visto que N ¢é a aplicacdo de Gauss apontando para o futuro (ou apontando para o
passado, se f'(h) < 0), sabemos que (N,K) < 0 (ou > 0, se f'(h) < 0) e, por (7.5)
temos que H; — H,i/k > 0. Portanto, (7.6) implica que H; — H,i/k = 0 em X, e dal
a hipersuperficie é totalmente umbilica. Visto que Hj; é uma constante positiva e 3 é
totalmente umbilica (HyH ,1/ =0 em ¥), sabemos que todas as curvaturas médias H;,
1 < j < k, s@o constantes positivas (por (7.5)). Em particular, Hs é uma constante
positiva (observe que 3 < k < n) e o resultado segue do Teorema 6.

[]



23

Quando n > 4 e Hy, é constante com k < n — 1, existe ainda outra versao do Teorema
7 sob a hipotese da existéncia de um ponto eliptico.

Teorema 8. Seja —1 x; M"™ um espago-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condi¢ao de convergéncia nula, com n > 4. Suponha que " € uma hipersuperficie
tipo-espago compacta, imersa em —I Xy M™, que contem um ponto eliptico. Se Hj €
constante, com 3 < k < mn — 1, entao X € totalmente umbilica. Além disso, Y. deve ser
uma fatia {to} x M™ (necessariamente com f'(to) # 0), a menos no caso onde —I x s M"
tem curvatura seccional constante positiva e ¥ € uma hiperesfera umbilica. Este tltimo
caso nao ocorrerd se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstragao. Multiplicando a primeira férmula de Minkowski (6.2) pela constante

( L ) Hj, temos
/E ( Z >Hk (f'(h) + (N, K) Hy)dY = 0.

Subtraindo desta a (k + 1)-ésima férmula de Minkowski (férmula (6.5); observe que 3 <
k <n—1), obtemos

/E ( Z ) (H\Hj,— Hyy1)+ (f%(h) — (log f)”(h)) (Po_1(Vh),Vh) (N, K)d- = 0. (7.7)

Suponhamos que py € X é um ponto eliptico, isto é, um ponto onde todas as curvaturas
principais sao negativas. Portanto a constante Hy = Hy(Fp) é positiva, pois

Hy(po) = (Z)_lak(—m,m , —Fin) =
_ ( " )_1; (i) (—ri) > 0,

e como na prova do Teorema 7, temos (7.5), com igualdade em cada etapa se, e somente se,
o ponto é umbilico. Por outro lado, para cada 1 < j < n, temos a seguinte generalizagao
da desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja, para isto, [[7], Teorema 51 e Teorema 144)),

H; 1Hjy < H}
Visto que cada H; > 0 para j =1,--- , k, por (7.5), temos que
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H; 1Hj Hj H;
Hy (Hypy < H? & 2200 < o 200 < 0
S ’ ; ’ i Hia
ou seja, equivalente a
B o M ot
Hj, Hy H,
Mas, isto implica que
H\H; — Hiy1 > 0, (7.8)

com igualdade se, e somente se, X é totalmente umbilica.
Por outro lado, pelo Lema 3, também sabemos que a transformacao P,_; é positiva
definida em X, o que nos da

<f2—(h) — (log f)”(h)) (Py-1(Vh),Vh) >0,

visto que, por (7.2), <f+(h) — (log f)"(h)) > 0. Portanto, como (N, K) ndo muda de sinal

em 3, concluimos, de (7.7), que X ¢é totalmente umbilica, pois HiHy, = Hg1 em X, e que

De modo andlogo ao fim da demostracao do Teorema 6, segue-se o resultado.



Capitulo 8

O Operador L; Atuando na Funcgao
(N, K)

Nesta secao calcularemos o operador L atuando na fungao (N, K).

Lema 7. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW,
—I <y M"™, com aplicacio de Gauss N e funcao altura h. Entao, para cada k =0,--- ,n—
1, temos,

Lk (<N, K>) = < kj—l ) <VHk+1,K> +f/(h)Cka+1 +

i < . _7': . ) (N,K) (nH{Hps1 — (n— k — 1) Hyp) +

+ (N, K) (tr (Pyo Ry) + ];/((:)) cka) : (8.1)

onde Ry : X(X) — X(X) € o operador dado por Ry(X) = (Ry(N,X)N)T.

Demonstracao. Sabemos, por definicao, pag. 22, que

L ((NK)) =tr (V*(N.K)o P;) = > (Vpm)V(N,K), E)

i=1
onde {F;, -, E,} é um referencial ortonormal local arbitrario em . De (4.7), vemos
que
X({(N,K)) = (VxN,K)=(N,VxK) =
= (-AX),K) + (N, f(h)X) =
- xAe)

95
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para cada campo vetorial X € X(2), entao
V(N,K)=—A(K").
Portanto,
Vx(V(N,K)) = -Vx(AK")) = ~(VxA)(K") = A(VxK "), (8.2)
onde V x A denota a derivada covariante de A,
(VxA)(Y)=VAY,X)=Vx(AY) - A(VxY), X,Y € X(2).

Relembremos agora que a equagao de Codazzi de uma hipersuperficie tipo-espaco
imersa em um ambiente tipo-tempo arbitrario é dado por

(R(X,Y)Z,N)=((VyA)X — (VxA)Y, Z)

para campos vetoriais tangentes X, Y, Z a X, ou, equivalentemente,

(R(X,Y)N)' = (VxA)Y — (VyA)X, (8.3)
visto que (R(X,Y)N,Z) = —(R(X,Y)Z,N). Entao, usando (4.8) e (8.3) em (8.2),
obtemos que
Vx(V(N,K)) = —(R(X,K")N)" — (VgrA)X —

R(X,K")N)" — (Vgr A)(X) —
— f(MAX + (N, K) A*(X)

—(
— A(f'(X — (N, K) AX) =
—(

Portanto,

Li((N, Z (B, KT)N, Py(E;)) — tr(VgrA) o Py) —

/(h>tT(AOPk) <N, K> tT’(A2 OPk)
Por (3.3) e (3.4), temos que

Ly((N,K)) = — Z<}_%(Ei,KT)N,Pk(Ei)>—tr((VKTA)oPk)+

+ f,(h)ckaJrl + ( k+ 1 ) <N, K> (nHlHkH — (n — k- 1)Hk+2)
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Usando o fato geral que

n

tT(VXAOPk) :tT(PkOVXA) = — ( k?—|-1 > <VHk+1,X>,
para cada compo vetorial X € X(X) (veja equagao (3.6) em [15]), temos

k) = () (VR -

— S (R(E. KT)N,P(E)) + ' (R)exHisr +

i—1
n
Notemos agora que, de (4.6), podemos escrever

R(X,K")N = R(X,K+ (N,K)N)N =

= R(X,K)N — (N,K)R(N, X)N. (8.5)

para cada campo vetorial tangente X a X. Por outro lado, visto que K* = 0, seque de

(6.7) que

R(X,K)N = — ((logf)")*(K,N)X +
+ (logf)”<N7at> ((K’at>X_<Xaat>K)+
+ (log f)" (X, ;) (K, N) 0.

Observe que

(X,0) (K,N) 0y = (X,0) (0, N) 0, =
= (X,0:) (0, N) fO, =
- <X78t> <ataN>Ka

(N,Op) (K,0) X = (N,0) ([0,,0) X =
— (N, fo) X =—(N,K) X



Assim,

R(X,K)N = =((log f)')* (K, N) X — (log /)" (N, K) X =
= (—((log £))* = (l0g )") (K, N} X =
LI =S _
(i iy ) -
_f//(h)
7(h)

para cada campo vetorial tangente X a 3. Entao (8.5) se torna

f"(h)
f(h)

(K,N) X,

R(X,K")N = — (N, K) < X + R(N, X)N> .

Portanto, usando (3.2),

i(R(E,-,KT)N,PkEZ) - —(N,K) Y <J;,(%)Ei+ﬁ(N,Ei)N,PkEi>=
= —(N,K) ‘];/((:))tr(Pk)—i—Z(Pk(F(N,Ei)N),

tr(Py) 4+ tr(Py o EN)> —

cxHy 4+ tr(Py o EN)) )

o8

)

(8.6)

O

Observe que quando k = 0, Ly = A é o operador Laplaciano em ¥ (isto por (3.6) e
pelo Lema 1). Assim quando k = 0, a expressao (8.1) nos da o sequinte resultado.

Corolario 3. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espago-tempo GRW,

com aplicacao de Gauss N e funcao altura h. Entdo,

A(N,K) = n(VH,K)+nf'(h)H + (N,K)|A]* +
+ (N, K) (Ricpy (N*, N*) — (n — 1)(log f)"(h)|Vh|?).

(8.7)
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Demonstragao. Fazendo k =0 em (8.1) temos,
A(N,K) = n(VH,K)+ f'(h)nH + (N, K)n(nH* — (n — 1)H,) +

+ (N,K) (tr(Po o Ry) + J;,((hh))n) :

Observe que B - o
tr(Pyo Ry) =tr(Rx) = Ric(N,N), (8.8)

onde Ric é o tensor de Ricci de —1 X s M™. Portanto, levando em conta que, por (4.4),

|Vh|? (Vh,Vh) =

(=0/.,9)) =

<_3t— <Naat>Na_at_ (N,E?,)N) =
—1+4 (N, )",

isto é,
(N,8,)> =1+ |Vh|?, (8.9)
obtemos de (8.8), (6.4) e (8.9) que

P )
tr(RN)+nf(h) — Ric (N N) )

7h
— Rics (N, N*) + (n((log fY)*(h) + (log f)/"(R)) (N, N —
e NLON
(0= 1)(log /() (V.97 + L
— Ricwr(N*, N*) — (n((log f)/)(h) + (log f)"'(h)) —
1 f”(h)
— (n= Dlog £+ [T 40
Observe que
~(n((log £)2(h) + (log ) (R)) — (n — 1)(log f)'(h) + Lﬁfz
:—mﬁ<>vm%n<m+nf<>

f2

N CONNa WL
=R ( 7 )“”* F(h)

7()
):0.
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Assim,

= '), N " 2
tr(Ry) + nm = Ricy (N*, N*) — (n — 1)(log f)"(h)|Vh|* . (8.10)

Temos também, por (3.4) com k = 0, que
n*H? —n(n — 1)Hy = tr(A?) = |A]%.

Substituindo (8.10) e o valor de n?H? — n(n — 1)H, em (8.1), obtemos o resultado.
0

Para encontrarmos uma expressao melhor de (8.1) quando k& > 1, observe que de (6.7)
também temos

R(N,X)N Ry (N*, X*)N* + ((log f)')>((N,N) X — (X,N) N) +

(log )" (N, 8;) ((X,0;) N — (N, 9) X) —

(log f)"({X, 0r) (N, N) = (N, 0) (X, N) 0, =

Ry (N*, X")N* — ((log f)')*(h)X +

(log f)"(h) (N, 0) ({X,9) N = (N, 0,) X) +

(log f)"(h) (X, 0;) 0, =

Ryg(N*, X*)N* = ((log £)')*(R) + (log £)"'(h) (N, 0)") X +

(log f)"(h) (X, 0;) O, + (log f)"(h) (N, 00) (X, 0p) N,

para cada campo vetorial X € X(X). Usando que Vh = =9, (por (4.4)) e (8.9), temos
que

o+

I+ + |

+

Ry(X) = R(N,X)N = Ry(N", X*)N* = (((log )")*(h) +
+ (log )" (R)(1 + [VA[*))X + (log f)"(h) (X, =Vh) 0, +
+ (log f)"(h) (N, ) (X, ~Vh) N.

Observe que

f/2
NG

(f"f=r
f‘2

B f//f

((log f)')*(h) + (log £)"(h) (h) + =P

(h)

(h)

(log f)"(h)(= (X, Vh) 0y — (N, ) (X, Vh) N) =
= (log f)"(h) (X, V) (=0, — (N, 0) N) =

= (log f)"(h) (X, V1) (=0, ) =

= (log f)"(h) (X, Vh) Vh,
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visto que 9y = 8, — (N, d;) N. Assim,

Ra(xX) = (v N = (L) o pying) x +

+ (log f)"(h) (X, Vh) Vh.

Seque entao que,

o "(h
t?"(PkORN)—l—f ( )Cka:

f(h)
N~ B gy o L)
_;<RN(EZ),P,§EZ>+ 0 Hye =

n

=D (R (N*, EQ)N", Pel5i) + (log ) (h) {(Eiy V) Vh, PLE)) =

= i n f”(h) o ” 9 . ‘ f//(h)c B

n

=Y (Ru(N*.E})N*, B.E,) + (log f)" () <P,Nh, Z (E;, Vh) Vh> =

=1

f"(h) y > f(h)
- (L tow sy ) rry + Lt -

=Y (Ru(N", E;)N*, PiE;) + (log f)"'(h) (PVh, Vh) —

=1

f”(h) " 2 MC _
— ( ) + (log f)"(h)|Vh| )cka + ) v Hy =

=Y (Ru(N*,E/)N*, B.E;) — (log f)"(h)(cx He| Vh|* = (P:Vh, Vh)),
=1

(8.11)

onde {Ey,- -+, E,} é um referencial ortonormal local arbitrario em X.
Consideremos primeiro o caso onde n = 2 ou n > 3 e M™ tem curvatura seccional
constante. Em ambos os casos (para o caso n = 2, veja [5], Lema 3.4), temos que

(Rar(N*, X*)N*)T = 5 (N", N7 (X7)T = 5 (N7, X7) (N7)
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onde £ (ndo necessariamente constante) é a curvatura Gaussiana de M? ao longo da
imersao ¢ (onde n = 2) ou a curvatura seccional constante de M" (quando n > 3).
Usando agora as equagoes (6.9), (6.11), (6.12), (6.14) e (8.9), obtemos que

(Rar(N*, X*)N")"

e (8.11) torna-se

tr(Pyo Ry) +

f//( )
f(h)

——=cpHj

K

f2(h)
5< o) N&t <X,Vh>) (— (N,d,) Vh) =

IVA2(X + (X, Vh) Vh) —

0 (|Vh|2X + (X, Vh) Vh|Vh|? —

(N,9,)* (X,Vh)Vh) =

f;zh) (IVA2X + (X, Vh) Vh|VA[? -
(14 |Vh|*) (X, Vh) Vh) =

(IVh|2X — (X, Vh) Vh)

f2(h)

> (Ru(N*, E})N*, PE;) —
i=1

(10g P (h) (e Hy|Vh|? = (P, Vh,Vh)) =
Z fZ(h) <|Vh| b — <E¢, Vh> Vh, PkEz'> —

(10g 5" (h)(cxH|Vh|* = (P,Vh,Vh)) =

f;h) (IVh|2tr(Py) — (PyVh, Vh)) —
(log £)"(h)(cx Hy|Vh|? — (PyVh, Vh)) =

Q’Zh (IVh|2ex Hy, — (PLVh, VR)) —

)
og f)"(h)(cx Hy|[Vh|* = (P,Vh,Vh)) =

= =

(f2(h) (log f)”(h)) (cxHi|Vh|* — (P,.Vh,Vh)).

(8.12)

Usando esta expressao em (8.1), obtemos os sequintes resultados.
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Corolario 4. Seja v : X2 — —I x; M? uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um
espaco-tempo GRW de dimensao 3, com aplicacao de Gauss N e funcao altura h. Entao,

Li(N,K)) = (VHy, K)+2f'(h)Hs + (N, K)2H, Hy —

VLK) ( f?(“? ~ (log f)”(h)> (AVH, V1),

onde m: ¥? — M? denota a projecdo de X% em M?, m = mp 0.

Demonstracao. Fazendo k =1 en =2 em (8.1), temos que

L1(<N,K>) = VHQ, >+f,(h)61H2+ <N,K> 2H1HQ+

(
T f”(h)c _
o) (1o o)+ L e,
= (VHy, K)+2f (h)Hy + (N, K)2H, Hy —
(N,

K) (_ (mpl o Fix) + f;'(%) H)) |

Substituindo (8.12), com k£ = 1, na expressao acima, temos

+

Li(N,K)) = (VHy, K)+2f'(h)Hs + (N, K)2H, Hy —

— (N, K) <_ (’j}j ((]j)) — (log f)”(h)) (e Hi|Vh|? — (P,Vh, Vh))) .

Observe que pela definicao de ¢; e P;, temos

C1H1’Vh‘2 - <P1Vh, Vh) == 2H1‘Vh’2 - <2H1Vh + AVh,Vh> -
= 2H,|Vh|* — (2H,|Vh|* + (AVh,Vh)) =
= —(AVh,Vh).

Assim,
Li((N,K)) = (VHy,K)+2f'(h)Hy+ (N,K)2HHy —

-, K>(f2(( )) (log )" (h >) (AVh,Vh).
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Corolario 5. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espago-tempo RW
com fibra Riemanniana M™ de curvatura seccional constante k, e seja N e h a aplicacdo
de Gauss e a funcao altura, respectivamente. Entao, para cada k = 0,--- ,n — 1, temos
que

L) = (1) ) (VH K+ (et +

+ ( L Z . ) (N,K) (nHiHpy — (n— k — 1) Hppp) +

K

f2(h)

Demonstragao. A prova é uma substituigao direta da expressao (8.12) em (8.1).

+ (N, K) < — (log f)”(h)) (exHy|Vh|? — (P,Vh, V).

]

Obteremos uma expressao melhor de (8.1) para um caso mais geral, analizando o
somatério em (8.11). Calcularemos tal somatério usando um referencial ortonormal de
Y. que diagonaliza A. A dificuldade que encontramos é que tal referencial nem sempre
existe, e o problema ocorre quando a multiplicidade das curvaturas principais mudam.
Por esta razao, trabalharemos em um subconjunto Y, de ¥ consistindo de todos os
pontos em que o nimero de curvaturas principais distintas é localmente constante, que
é um subconjunto aberto e denso de 3 [[1], Pardgrafo 16.10]. Entao, para cada p € %
existe um referencial ortonormal local {E, - - | E,} definido em uma vizinhanga de p que
diagonaliza A e, portanto, diagonaliza Py, isto é, tal que A(E;) = k;E; e PoE; = p; 1 B
Portanto, denotando por ry (N* A EF) a curvatura seccional em M™ no plano gerado por
N* e EY, temos

(Ry(N*, EX)N*, P E;)) = pig (Ry(N*, Ef)N*, E;) =
= wirf*(h) (Ru(N*, E;)N*, Ef) =
= pinf (W)ep(N* N ED)|IN* A B[ =

Mk * * * *

onde usamos o fato que,
IN*AE; P = fAR)INT A E] [y,

visto que,



IN* A B = (N*, N*) (B}, Bf) — (N", E;)?,

onde,

<N*,N*> == < (N,at>8t,N+<N (9t>3t> -

— (N,N) +(N,8)" =

= —14(N,9,)* =

= —1+(14+]|Vh]*) (por (8.9)) =
= VA%

(EfEYY = (E;i+ (E;,0) 0y, E; + (E;, 0) Oy) =
= (E;, B) + (B, 3t>2 =
= 14 (E;,8,)° =
<E17 —Vh — < at) N>2 =
= 1+ (= (B, V) =
+ (B, Vh)*;

(N*, Ef) = (N+(N,0) 0, Ei + (E;,0;) 0r) =
= (B;,0) (N,0) + (N,0,) (O, Ei) — (N, 0) (E;, 0p) =
= (E;,0) (N,0) =
= —(E;,Vh)(N,0,).

IN*ANE:? = |Vh*(1 4 (E;, Vh)?) — ((E;, VR)* (N, 8,)%) =
= |VA(1+(E;, Vh)?) — (E;, Vh)* (1 + |Vh|*) =
= |Vh|? — (E;, Vh)®

e, por outro lado,

IN* A B2, = (N*, N*),, (Ef, By, — (N% EDY?,
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onde,
o |VAP |
(N*,N*) 5y = 70 (por (6.12));
(Ef By = %«Eﬂ» () (B, (1) (E2))y) =
- %«&,m (= (B0 8) B — (E.0) D)) =
- %(H@,m;
% E3 1
(N ,Ei)M = _W (N, 0;) (E;, Vh) (por (6.13))
X 12 |Vh|? 1 , 2y _ L 2B 2 _
— gy (VHP(L+ (B T0) = (.00 (B V) =
- %(IWIQ— (B, Vhy?) =
1 * *|2
= f4(h)|N N E7|%

Entao, temos o seguinte resultado.

Corolario 6. Seja X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espago-tempo GRW,
com aplicacdo de Gauss N e funcao altura h. Entao, para cada k =0,--- ,n— 1, temos

3

Lk(<N7 K>) =

(
- (k+1

(N, K)

b1 (VHpyr, K) + f'(h)ce Hiyr +

<N, K) (nH1Hk+1 — (TL — k- 1)Hk+2) +

S
SN —

+ pi gk (N* A EF)|N* A Ef|? —

— (N, K) (log f)"(h)(cx Hx|Vh|* = (PN h, Vh)).
(8.13)
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Demonstra¢ao. A demonstragdo é uma substituicao direta, em (8.1), da anélise do so-
matorio em (8.11), que fizemos acima.
O



Capitulo 9

Umbilicidade de Hipersuperficies em
Espaco-Tempo GRW

Quando k = 0, nossas férmulas para o operador Ly = A atuando na fungao g(h)
(relembremos que g : I — R é qualquer primitiva de f) e (N, K) nos permite reobter o
resultado de unicidade dado por Montiel em [[19], Teorema 6] para hipersuperficies com
curvatura média constante.

Teorema 9. Seja —Ix s M™ um espago-tempo GRW spatially closed obedecendo a condi¢ao
de convergéncia nula, isto €, satisfazendo

Ricyr (X, X) > (n— Vsupr(ff" — ) (X, X))y, (9.1)

para todo compo vetorial, X, em M, onde Ricy e (,),, sdo, respectivamente, o tensor
de Ricci e métrico da variedade Riemanniana compacta M™. Entao as unicas hipersu-
perficies tipo-espago compacta imersa em —I Xy M™ com curvatura média constante sao
as fatias mergulhadas {t} x M™, t € I, a menos no caso onde —I Xy M"™ € isométrico
ao espaco de De Sitter em uma vizinhanca de X, que deve ser uma hiperesfera umbilica.
FEste dltimo caso ndo pode ocorrer se a desigualdade em (9.1) for estrita.

Demonstracao. Escolhamos em Y a aplicacao de Gauss N apontando para o futuro e
consideremos a func¢ao ¢ = Hg(h) + (N, K) € C*(X). Visto que H é constante, temos
que

Ap = A(Hg(h)+ (N, K)) =
A(Hg(h)) + AN, K)) =
= HA(g(h)) + AN, K)).

68
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Mostremos que ¢ é superharmonica em 33, isto é, A¢ < 0. De fato, por (4.3) e (8.7),
temos que

A¢ —H(co(f'(h)Ho + (N, K) Hy)) + (n(VH, K) + nf'(h)H +

(N, K) |A]* + (N, K) (Ricy (N*, N*) — (n — 1)(log f)"(R)|VA[?)) =
= H(—nf'(h) —n(N,K)H,)+nf'(h)H + (N, K) |A* +

(N, K) (Ricar(N*, N*) — (n — 1)(log f)"(h)|Vh|?*) =

(N, K) (—nH? + |A]* + Ricyy(N*, N*) — (n — 1)(log f)"(R)|Vh|?).

+

+

(9.2)
Por (3.4), com k = 0, temos
|A]? = tr(A%) = n(nH; — (n — 1)Hy).
Dai,

|A]? —nH? = n?’H —n(n—1)Hy, —nH* =
= (n*—n)H} —n(n—1)Hy =
= n(n—1)(H? — Hy).

Por (7.8), com k = 1, temos que H? — Hy > 0, donde |A|* —nH? > 0 em X, com igualdade
se, e somente se, o ponto é umbilico. Além disso, de (9.1), temos

Ricy (N*, N*) > (n — V)supr(ff" — f%) (N*, N*),
Por (6.12),

[Vh|*
f2(h)

Ricy(N",N*) > (n — L)sups(ff" = f*) > (n—1)(log f)"(h)| VA,
donde,
Ricyr(N*, N*) — (n — 1)(log £)"(R)|Vh|* > 0.

Portanto, visto que (N, K) < 0 em X, por (9.2) temos que ¢ é superharmonica em X.
Como ¥ é compacta, temos, pelo Teorema de Hoff, que ¢ é constante (veja Proposigao 4
no Apéndice). Dai, A¢ = 0, donde, de (9.2), |A|> —nH? =0 em X, que implica que ¥ é
totalmente umbilica e

Ricy (N*,N*) — (n — 1)(log f)"(h)|VhA|* = 0 em X. (9.3)
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Se a desigualdade em (9.1) for estrita (para vetores nao nulos), (9.3) é maior que zero
(para vetores nao nulos), portanto (9.3) é equivalente a N*(p) = 0, para todo p € X,
isto é, |Vh(p)| = 0, para todo p € X, visto que por (6.12), (N*, N*) = LZZ'; Entao, h
deve ser constante e X uma fatia. No caso geral, obtemos que ¥ é totalmente umbilica e
tem curvatura média constante em —I xy M™. Assim, o resultado segue observando que
neste caso, sendo a hipersuperficie compacta, mas nao uma fatia, pode ocorrer somente se
—1 Xy M™ é localmente o espago-tempo de De Sitter e ¥ é uma hiperesfera umbilica (veja
a classificacao de hipersuperficie tipo-espago compacta com curvatura média constante
dada por Montiel em [[19], Teorema 5].

]

Nosso objetivo agora é estender o argumento acima ao caso de hipersuperficies com
curvatura média de ordem superior constante, usando nossa férmula geral para o operador
Ly, atuando nas fungoes g(h) e (N, K). Especificamente, o seguinte resultado de unicidade,
estende o Teorema 7 para o caso do espago-tempo GRW. Aqui, em vez da condicao de
convergencia nula, precisamos impor em —/ X ¢ M"™ uma condigao mais forte, isto ¢é,

ki > supr(ff" — ) (9.4)

onde k) representa a curvatura seccional de M™. Nos referimos a (9.4) como a condi¢ao

de convergencia nula forte. Notemos que (9.4) implica na condi¢ao de convergéncia nula
(NCC), pois,

1 - X X
——Ricy(X,X) = §j R . E; B Y >
| X3 u( ) < M(IX\M > | X s >M

i=1

> (n—1D)supi(ff" = f?),

onde {El, - B, = } é um referencial ortonormal de M.

Teorema 10. Seja —1 Xy M"™ um espago-tempo GRW espacialmente fechado obedecendo
a condicao de convergéncia nula forte, comn > 3. Suponha que X" € uma hipersuperficie
tipo-espago compactas imersas em —I x ¢ M™ que estd contida em um bloco Q(ty,t3) =
(t1,t2) x M™ em que f' ndao se anula. Se Hj, é constante, com 2 < k < n, entao X €
totalmente umbilica. Além disso, 3 deve ser uma fatia {to} X M (necessariamente com
f'(to) #0), a menos no caso onde —I Xy M™ tem curvatura seccional constante positiva
e X € uma hiperesfera umbilica. Este iltimo caso nao pode ocorrer se a desigualdade em
(9.4) for estrita.
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Demonstragao. Temos que f'(h) > 0 (ou f'(h) < 0) em ¥. Sabemos, do Lema 5, que
existe um ponto py € X onde todas as curvaturas principais com respeito a aplicacao
de Gauss N apontando para o futuro (ou apontando para o passado, se f'(h) < 0) s@o
negativas, isto é, um ponto eliptico. Em particular, H; é constante positiva, pois Hj é

constante e »
o= () X e (o)

i< <

é positiva. Consideremos a fungao ¢ = H,i/kg(h) + (N, K) € C*(X). Visto que Hy é
constante e pela definicao de Ly_1, temos que

Lio1¢ = HY" L1 (g(h)) + L (N, K)).
Por (4.3) e (8.13) temos que

Liag = HYM(—cor(f'(h)Hir + (N, K) Hy)) +
N (Z) (V Hy, K) + f'(h)ex_s Hy +
4 ( Z > Y (nH Hy, — (n — (k — 1) — 1) Hy1) +
+ %’(K) ;M vk (N* A EX)|N* A EF?2 —
— (N, K) (log f)"(h)(cx—1Hy_1|Vh|* — (P._1Vh,Vh)).
Fazendo
o — f21 ZM et (N* A ES)|N* A E2J? —

— (log f)"( )(cr—1Hy—1|Vh|> = (P,-1Vh,Vh)),

e visto que ¢x_1 =k (

kal(ﬁ =
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onde Py,_1E; = pi,—1E;, paracada i =1,--- ,n.

Visto que ¥ tem um ponto eliptico, das provas dos Teoremas 7 e 8, respectivamente,
sabemos que as desigualdades (7.5) e (7.8) ocorrem em ¥ para 1 < k < n (a desigualdade
(7.8) foi obtida na prova do Teorema 8, onde supomos que k < n — 1, contudo (7.8)
trivialmente ocorre para k = n, visto que H,, 11 = 0 por definigdo). De (7.5), temos que

Hy— HY*H oy = HMHEDY — o) <0 (9.6)

pois Hlﬁ(k_l) > %) em Y, com igualdade se, e somente se, > é totalmente umbilica.
k—1 k
Usando (7.8) e (7.5) temos

nHyHy, — (n — k)Hpp — kH/F =
= (n—k+k)H Hy — (n— k)Hyyy — kKHFF =

= (n —k)(H Hy — Hypy1) + kHy(H, — HY/F) >
> kHy(Hy — H'/*) > 0 (9.7)

em X, visto que HiHy, — Hyyq1 > 0 e Hy — H,i/k > 0 por (7.8) e (7.5) respectivamente.
Por outro lado, o Lema 2 (quando k = 2) e o Lema 3 (quando k& > 3) implica que o
operador Lj;_; é eliptico ou, equivalentemente, P,_; é positivo definido. Em particular,
seus auto-valores fi; x—1 a0 todos positivos em ¥, e de (9.4) temos

tin—1ka(N* N ED)|N* A EF? > pip_1a| N* A Ef|? (9.8)
para cada i = 1,--- ,n, onde a = supr(f f” — f"*). Da decomposigao
N=N"—(N,0,)0, E; = E! — (E;,0;) 0y e 0, = =Vh — (N,0;) N (este por (4.4))

vemos que

IN* A B> = |Vh|? — (E;, VA)?

(veja os calculos feitos logo antes do Corolério 6). Portanto, (9.8) implica que
> pin-1kn(N* AE)|N*ANE > (Z pig—1(|Vh* = (B, Vh>2)) —
i=1 i=1

= <t7’<Pk_1)|Vh‘2 — Z,U/i,k—l <E27 Vh>2> .

=1
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Observe que

Z i k—1 <Ei> Vh>2 = Z i k—1 <Ei, Vh) <Ei> Vh) =

n

i=1

= Y (E;, Pu1Vh) (E;, Vh) =
=1

= Y ((E;,Vh) E;, P,.\Vh) =

=1
= (Vh,P,_1Vh).
Dai,
Z k16 (N* N EDIN* AEF? > aftr(Pey)|Vh|? — (Pe_1(Vh), Vh)) =
=1

= Oé(Ck_lHk_JVhF - <Pk_1(Vh), Vh>)

e entao,

0> (W — (log f)”(h)> (ck-1Hy1|Vh|" = (Py-1(Vh),Vh)) > 0. (9.9)

Para a ultima desigualdade, observe que — (log f)"(h) > 0, devido a defini¢ao de «a,

e também note que,

f2(h

Cr—1Hj— 1|Vh’ _<Pk 1( )
tr(Py—1)|Vh|* = (Pea(

V|2 (tr(Pk1>—<P (yvm) |vm>>

pois se X € X(X), [ X[y =1e X = > " aFE;, onde {E;,---,E,} é um referencial

Vh) =
h), Vh) =
>0
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ortonormal de ¥, que num ponto p € X diagonaliza P_1,
tT’(Pk—l) - <Pk—1X> X> = Zﬂi,k—l - <Z ﬂi,k—laz’Eia Z%’E]’> =
i=1 i=1 j=1
= Zm,kq - Z ,Uz',kfla? =
i=1 i=1
= > piga(1—al) >0,
i=1

visto que a? < 1 (pois, | X |y = 1) e p;x—1 > 0 (pois, Py_; é positivo definido).
Agora, usando (9.6), (9.7) e (9.9), e levando em conta que f'(h) > 0 (ou f'(h) < 0)
e (N,K) <0 (ou (N,K) > 0, se f'(h) < 0), obtemos de (9.5) que Lg_1¢6 < 0 (ou,
Li_1¢ > 0, se f'(h) < 0 e, por conseguinte, (N, K) > 0) em X. Visto que Ly_; é um
operador eliptico na variedade Riemanniana Y, que é compacta, temos, pelo principio
do méximo (veja Proposicao 3 no Apéndice), que ¢ é constante. Portanto, Ly_1¢ = 0
e os trés termos em (9.5) se anulam em X. Em particular, (9.6) é uma igualdade e 3 é
totalmente umbilica, logo, por (7.5), todas as curvaturas médias de ordem superior, Hj,
1 < j <k, sao constantes. Em particular, H; (veja que k > 2) é constante positiva e o
resultado seque do Teorema 9, visto que (9.4) implica NCC.
O



Capitulo 10

Apeéendice

10.1 Operadores Elipticos de Segunda Ordem

Dado €2 C R™ aberto, um operador (diferencidvel linear) de segunda ordem L em §2 é
um operador do tipo

= Qij 3 iy ¢,
i1 J 0:1:18% i1 8:1:Z

onde a;;,b;,c : 8 — R sao fungoes continuas, com a;; = aj para todos 1 < 4,7 < n.
Para f € C?%(Q)), definimos

Lf = Zazja o, +Zb—+f

’L]—

Um operador L como acima é eliptico em z € 2 se a matriz (a;;(z)) for positiva
definida. L ¢é eliptico em €2 se o for em todo x € €. Segue do teorema espectral para
operadores lineares auto-adjuntos que L ¢ eliptico em x € {2 se e s se os auto-valores da
matriz (a;;) forem todos positivos.

Proposigao 2. Se M" é uma variedade Riemanniana e ® € um campo auto- adjunto de
operadores sobre M, entao o operador L : C*°(M) — C*(M), dado por

Lf =div(dVf) — (divd,Vf),

€ um operador diferencial linear de sequnda ordem em M™. Ademais, L € eliptico em
p €M seesésed,: T,M— T,M for positivo definido.

75
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Proposicao 3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana conexa, ® um campo auto-adjunto
e positivo definido de operadores lineares em M, e Lf = div(®dV f) — (divd, Vf). Se
f € C*(M) assume um mdzimo global em M™ e é tal que Lf > 0, entio f € constante
em M.

Proposicao 4. Se M" ¢ uma variedade Riemanniana conexa compacta sem bordo, entao
toda funcdao subharmonica f: M — R € constante.

Para as provas das proposi¢oes anteriores, veja [6].

10.2 Variedade Produto. Produto Torcido

Para relacionarmos a geometria da variedade produto B x F' com a geometria das
variedades B e F', é necessario o conceito de levantamento para B x F' de funcoes de

vetores tangentes de B e de F', que daremos a sequir: _
(a) Se f € C*°(B) o levantamento de f para Bx F é f = fonrg € C®(B x F);

(b) Se x € T,B e ¢ € F, o levantamento T de = para B x I’ ¢ o tnico vetor em
T,.B x q tal que drp(T) = z;

(c) Se X € X(B), o levantamento de X para B x I é o campo de vetores X que em
cada (p,q) é o levantamento de X (p) para B x F. Equivalentemente, o levantamento X
de X para B x F é o tinico campo X € X(B x F) tal que drp(X) = X e drp(X) = 0.
Neste caso, X¢é dito um levantamento horizontal.

O conjunto dos levantamentos horizontais é denotado po H(B).

Funcoes, vetores tangentes e campos de vetores em F' sao levantados para B x F
de maneira andloga usando a projegao mp. Deste modo, obtemos o conjunto V(F') dos
levantamentos verticais.

Notemos que H(B) e V(F') sao subespagos de X(B x F').

Proposigao 5. Seja o produto torcido M = B x; F. Se X, Y € H(B) e V,IW € V(F),
entao o

(1) VxY € H(B) € o levantamento de VxY em B.

(i) VxV = Vy X = 20y

Veja a prova em [3].
Proposigao 6. Seja (M"Hj) um espago-tempo GRW com base (I,—dt?), fibra Rie-
manniana (F", g) e fungdo de tor¢ao f. Entdo, M é um espago-tempo conformemente
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estaciondrio, sendo K = f(m;)0/0; € X(M) um campo conforme de vetores de tipo-tempo

globalmente definido em M, onde w;: M — I € a projecao sobre I.

Demonstracao. Denotando por 0; = 0/0;, (,) = g e identificando f = f(7;) temos que
(K,K) = —f? < 0. Por outro lado, como (d;,9;,) = —1, temos que 0 = 9, (0;,0;) =
2 <V8tat, 8t>; assim, pela Proposicao 5 (i), Vs,0; = 0. Logo, para todo V € X(M) temos
que V = —v0; + Vg, onde vy € C®(M) e Vp € V(F), e, usando a Proposicio 5 (ii),

— — — — — 0
VoK = Vosisve SO = —00Vo [0+ Vo [0 = —10 5,00 — vodu [0 + L0y

f
= f’(—voﬁt + VF) = f/V

Portanto, para quaisquer V,W € X(M),

(Vv K, WY+ {(V,VwK) = (f'V,W) + (V, f'W) = 2f (V, W)
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