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tendimento. Reconhece-o em todos os
teus caminhos, e ele endireitará as tuas
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RESUMO

Estudaremos, de acordo com Aĺıas e Colares em [11], o problema de unicidade para
hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior constante em um
espaço-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, consideraremos
a seguinte pergunta: Sob quais condições deve uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta
com curvatura média de ordem superior constante em um espaço-tempo GRW espacial-
mente fechado ser uma fatia tipo-espaço? Provaremos que isto ocorre, essencialmente,
sob a então chamada condição de convergência nula. Nossa abordagem é baseada no uso
das transformações de Newton (e seus operadores diferenciais associados) e nas fórmulas
de Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço.
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ABSTRACT

We’ll study according Aĺıas end Colares in [11] the problem of uniqueness for space-
like hypersurfaces with constant higher order mean curvature in generalized Robertson-
Walker(GRW) spacetimes. In particular, we consider the following question: under what
conditions must a compact spacelike hypersurfaces with constant higher order mean cur-
vature in spatially closed GRW spacetime be a spacelike slice? We prove, according Aĺıas
end Colares, that this happens, essentially, under the so called null converge condition.
Our approach is based on the use of the Newton transformations(and their associated
differential operators) end Minkowski formulae for spacelike hypesurfaces.
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10.1 Operadores Eĺıpticos de Segunda Ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
10.2 Variedade Produto. Produto Torcido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

9



Caṕıtulo 1

Introdução

Estudaremos, de acordo com Aĺıas e Colares em [11], o problema de unicidade para
hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura média de ordem superior constante em um
espaço-tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, consideraremos
a seguinte pergunta: Sob quais condições deve uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta
com curvatura média de ordem superior constante em um espaço-tempo GRW espacial-
mente fechado ser uma fatia tipo-espaço? Provaremos que isto ocorre, essencialmente,
sob a então chamada condição de convergência nula. Nossa abordagem é baseada no uso
das transformações de Newton (e seus operadores diferenciais associados) e nas fórmulas
de Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço.

Uma variedade de Lorentz (ou ambiente espaço-tempo) (M
n+1

, 〈, 〉) é uma variedade

diferenciávelM
n+1

munida de uma métrica 〈, 〉 de ı́ndice 1, denominda métrica de Lorentz.
Um exemplo simples de variedade de Lorentz é o espaço de Lorentz-Minkowski (Rn+1,
〈, 〉), onde 〈, 〉 é dada por

〈u, v〉 = −u0v0 +
n∑
i=1

uivi, u = (u0, · · · , un), v = (v0, · · · , vn).

O espaço de De Sitter Sn+1
1 é a hipersuperf́ıcie do espaço de Lorentz-Minkowski (Rn+2, 〈, 〉)

definida por Sn+1
1 = {x ∈ Rn+2; 〈x, x〉 = 1} a qual, com métrica induzida, é uma variedade

de Lorentz de curvatura seccional constante igual a 1. Uma imersão ψ : Σn −→ M
n+1

numa variedade de Lorentz M
n+1

é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço se a métrica
induzida via ψ em Σ for uma métrica Riemanniana.

Dada uma variedade de Lorentz (M , 〈, 〉), um campo de vetores K ∈ X(M) é dito
conforme se a derivada de Lie com respeito a K da métrica de Lorentz satisfaz

LK 〈V,W 〉 = 2φ 〈V,W 〉 , ∀ V,W ∈ X(M),

10
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onde, φ ∈ C∞(M). Dizemos que K é fechado se para qualquer V ∈ X(M), ∇VK = φV
(ou equivalentemente, quando sua 1-forma dual ωK for fechada).

Um ambiente espaço-tempoM é dito conformemente estacionário (CS) se está equipado
com um campo vetorial conforme K tipo-tempo (isto é, 〈K,K〉 < 0) globalmente definido.
Estão incluidos , por exemplo, a famı́lia dos espaços-tempo de Robertson-Walker ge-
neralizado (GRW). Por um espaço-tempo GRW, queremos dizer um produto torcido
Lorentziano −I ×f Mn com fibra Riemanniana Mn e função de torção f . Em particular,
quando o fator Riemanniano Mn tem curvatura seccional constante, −I ×f Mn é classi-
camente chamado um espaço-tempo de Robertson-Walker (RW). Em um espaço-tempo
GRW, o campo vetorial dado por K(t, x) = f(t)(∂/∂t)(t,x) define globalmente um campo
conforme tipo-tempo, que é também fechado. Em particular , o espaço de De Sitter Sn1
pode ser considerado como o espaço-tempo GRW R×cosh t Sn onde Sn ⊂ Rn+1 é munida
com a métrica induzida. Como observado por Montiel em [19], cada espaço-tempo CS que
é equipado com um campo vetorial conforme tipo-tempo fechado é localmente isométrico
a um GRW.

Nesta Dissertação, estamos interessados no estudo da unicidade de hipersuperf́ıcies
tipo-espaço compactas com curvatura média de ordem superior constante em espaço-
tempo GRW. Em primeiro lugar, recordemos que se um espaço-tempo GRW −I ×f
Mn admite uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, então ela deve ser espacialmente
fechada, isto é, o fator Riemanniano deve ser compacto [[12], Proposição 3.2 (i)]. Por
outro lado, observe que, para um espaço-tempo GRW espacialmente fechado −I ×f Mn,
a famı́lia de fatias Mn

t = {t} ×Mn constituem uma folhação de −I ×f Mn, por folhas
compactas totalmente umb́ılicas com curvatura média H(t) = f ′(t)/f(t) constante e, mais
geralmente, a k-ésima curvatura média Hk(t) = (f ′(t)/f(t))k constante (para detalhes
veja [12]). Portanto, é natural dirigir-se a seguinte pergunta:

Sob quais condições deve uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta com cur-
vatura média de ordem superior constante em um espaço-tempo GRW espa-
cialmente fechada ser uma fatia tipo-espaço Mn

t = {t} ×Mn?

Foi observado em [13], por Aĺıas, Romero e Sánchez, que quando o espaço ambiente
obdecia a então chamada condição de convergência nula (um espaço-tempo obedece NCC,
por definição, se sua curvatura de Ricci é não negativa em direções nulas (ou seja, tipo-luz,
isto é, 〈X,X〉 = 0, com X 6= 0), observe que cada espaço-tempo com curvatura seccional
constante trivialmente obedece NCC) era suficiente para garantir que a hipersuperf́ıcie
era totalmente umb́ılica, não somente para hipersuperf́ıcies em espaço-tempo GRW mas,
mais geralmente, para hipersuperf́ıcies em espaço-tempo CS equipado com um campo
vetorial conforme tipo-tempo que é um auto-campo do operador de Ricci (e, em particular,
para espaços-tempo CS que são equipados com um campo vetorial conforme tipo-tempo
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fechado). Mais tarde, Montiel [19] considerou novamente esta questão e, depois de uma
cuidadosa classificação das hipersuperf́ıcies umb́ılicas com curvatura média constante, ele
demonstrou que as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas com curvatura média
constante em um espaço-tempo GRW que satisfazem a condição de convergência nula são
as fatias tipo-espaço, a não ser no caso onde o espaço-tempo é o espaço de De Sitter e a
hipersuperf́ıcie é a esfera umb́ılica.

Com respeito ao caso de hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior cons-
tante, em [19] Montiel também obteve um resultado de unicidade para hipersuperf́ıcies
com curvatura escalar constante (equivalentemente, curvatura média de segunda ordem
constante) em espaço-tempo CS com curvatura seccional constante. Mais recentemente,
Aĺıas, A. Brasil Jr. e Colares, iniciaram o estudo de hipersuperf́ıcies com curvatura média
de ordem superior constante em espaço-tempo CS [15].

Em todas as referencias acima considerando esta pergunta, a principal ferramenta
usada para extrair informações acerca de hipersuperf́ıcies tipo-espaço e provas de resulta-
dos são as fórmulas de Minkowski. De fato, o uso das fórmulas integrais tipo Minkowski
neste contexto foi primeiro iniciado por Montiel em [18] no estudo de hipersuperf́ıcies
com curvatura média constante no espaço de De Sitter, e teve continuidade mais tarde
por Aĺıas, Romero e Sánchez em [12, 13, 14] para hipersuperf́ıcies com curvatura média
constante em um espaço-tempo GRW e, mais geralmente, em um espaço-tempo CS. Con-
tudo, para o caso de curvatura média de ordem superior, precisamos usar sucessivamente
as fórmulas de Minkowski, que envolvem a derivada covariante do tensor de Ricci no
ambiente espaço-tempo.

Nesta dissertação, seguindo o que foi feito em [11], iremos a fundo no estudo de
hipersuperf́ıcies tipo-espaço com curvatura de ordem superior constante em um espaço-
tempo GRW espacialmente fechado. Nossa abordagem, que é baseada no uso das então
chamadas transformações de Newton Pk e seus operadores diferenciais associados de se-
gunda ordem Lk (veja Caṕıtulo 3), nos permite estender o resultado de unicidade anterior
para o caso onde o ambiente espaço-tempo não tem curvatura seccional constante. Por
exemplo, e como uma primeira aplicação, no Caṕıtulo 5 obtemos o seguinte (manteremos
a numeração da dissertação):
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Teorema 1. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado
tal que sua função de torção satisfaz a seguinte condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0,

(isto é, tal que − log f é convexo, (− log f)′′ ≥ 0). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço compacta imersa em −I ×f Mn, cuja k-ésima trasformação de
Newton Pk é definida em Σ para algum k = 0, 1, · · · , n − 1. Se o quociente
Hk+1/Hk é constante, então a hipersuperf́ıcie é uma fatia mergulhada {t0}×M ,
onde t0 ∈ I satisfaz f ′(t0) 6= 0 se k ≥ 1.

A prova do Teorema 1 é baseada fortemente na elipticidade do operador diferencial Lk.
Nos Corolários 1 e 2 aplicamos o resultado acima para situações onde a elipticidade de
Lk pode ser obtida de hipóteses geométricas.

Por outro lado, no Cápitulo 6, obtemos as fórmulas gerais de Minkowski para hiper-
superf́ıcies em um espaço-tempo GRW que podem ser aplicadas para o estudo de hiper-
superf́ıcies com curvatura média de ordem superior constante em um espaço-tempo RW
arbitrário, mesmo se o espaço-tempo não tiver curvatura seccional constante.

Como uma primeira aplicação dessas fórmulas de Minkowski, no Caṕıtulo 7, obtemos o
seguinte resultado de unicidade, sob a hipótese da condição de convergência nula (NCC):

Teorema 6. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo RW espacialmente fechado
obedecendo a condição de convergência nula, com n ≥ 3, isto é,

κ ≥ supI(ff
′′ − f ′2),

onde κ representa a curvatura seccional constante de Mn. Então, cada hipersu-
perf́ıcie tipo-espaço compacta imersa em −I×fMn com H2 constante positiva
é totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve ser uma fatia {t0} ×Mn (neces-
sariamente com f ′(t0) 6= 0), a menos no caso onde −I ×f Mn tiver curvatura
seccional constante positiva e Σ será então uma hiperesfera umb́ılica. Este
último caso não pode ocorrer se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Veja também, Teoremas 7 e 8 para duas versões diferentes do Teorema 6 para o caso geral
de hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem superior constante Hk, onde k ≥ 3.

Finalmente, no Caṕıtulo 9, e como outra aplicação dos operadores diferenciais de
segunda ordem associados às transformações de Newton, obtemos o seguinte resultado de
unicidade para hipersuperf́ıcies em um espaço-tempo GRW:
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Teorema 10. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado
obedecendo a condição de convergência nula forte, com n ≥ 3, isto é,

κM ≥ supI(ff
′′ − f ′2),

onde κM representa a curvatura seccional de Mn. Suponha que Σn é uma
hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta imersa em −I ×f Mn que está contida
em um bloco Ω(t1, t2) = (t1, t2) × Mn em que f ′ não se anula. Se Hk é
constante, com 2 ≤ k ≤ n, então Σ é totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve
ser uma fatia {t0} ×M (necessariamente com f ′(t0) 6= 0), a menos no caso
onde −I×fMn tiver curvatura seccional constante positiva e Σ será então uma
hiperesfera umb́ılica. Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em
(9.4) for estrita.

A prova do Teorema 10 é baseada fortemente na elipticidade dos operadores diferenciais
associados às transformações de Newton.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Considere Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, e seja I uma variedade
1-dimensional (um ćırculo ou um intervalo aberto de R). Denotaremos por −I ×f Mn a
variedade produto (n+ 1)-dimensional I ×M munida da métrica Lorentziana

〈, 〉 = −dt2 + f 2(t) 〈, 〉M ,

onde f > 0 é uma função suave positiva em I, e 〈, 〉M representa a métrica Riemanniana
em Mn. Isto é, −I ×f Mn é um ”produto torcido”Lorentziano com base Lorentziana
(I,−dt2), fibra Riemanniana (Mn, 〈, 〉M) e função de torção f . −I ×f Mn é um espaço-
tempo de Robertson-Walker generalizado (GRW). Em particular, quando a fibra Rieman-
niana (Mn, 〈, 〉M) tem curvatura seccional constante, então −I ×f Mn é classicamente
chamado de um espaço-tempo Robertson-Walker (RW).

Considere uma imersão suave ψ : Σn −→ −I ×f Mn de uma variedade conexa n-
dimensional Σ em um espaço-tempo GRW, e suponha que a métrica induzida via ψ é
uma métrica Riemanniana em Σ, isto é, Σ é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço. Neste caso,
visto que

∂t = (∂/∂t)(t,x) , (t, x) ∈ −I ×f Mn,

é um campo vetorial unitário de tipo-tempo (isto é, 〈∂t, ∂t〉 < 0) globalmente definido no
ambiente espaço-tempo GRW, pois,

〈∂t, ∂t〉 = −〈(πI)∗(∂t), (πI)∗(∂t)〉I + f 2(πI(∂t)) 〈(πM)∗(∂t), (πM)∗(∂t)〉M = −1,

onde πI e πM são as projeções de −I ×f Mn sobre I e M , respectivamente, temos que,
−I ×f Mn admite uma orientação temporal determinada por ∂t. Então, existe um único
campo normal unitário de tipo-tempo, N , globalmente definido em Σ que está na mesma

15
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orientação temporal de ∂t (isto é, 〈N, ∂t〉 < 0). De fato, dado p ∈ Σ, TpM = TpΣ +TpΣ
⊥,

como TpΣ é Riemanniano (Σ é tipo-espaço), TpΣ
⊥ é de tipo-tempo (isto é, dados X, Y ∈

TpΣ
⊥, 〈X, Y 〉p < 0, veja [3] Lema 26, pag 141). Sendo Σ uma hipersuperf́ıcie, existe,

localmente, tal N . Seja agora {Uα} uma cobertura aberta de Σ com a propriedade
que em cada aberto tenhamos N como procuramos, e {fα} uma partição da unidade
estritamente subordinada a {Uα}. Obtemos então o campo de tipo-tempo,

N =

∑
α fαNα

|
∑

α fαNα|
∈ X(Σ).

Sendo 〈∂t, N〉 < 0 e | 〈∂t, N〉 | ≥ |∂t| (veja desigualdade em [3], Proposição 30,
pag.144), tem-se

−| 〈∂t, N〉 | ≤ −|∂t| = −1 < 0

∴
〈∂t, N〉 ≤ −1 < 0 em Σ.

Nos referimos ao campo normal N como a aplicação de Gauss apontando para o futuro
da hipersuperf́ıcie. Seu contrário, como a aplicação de Gauss apontando para o passado.

Seja A : X(Σ) −→ X(Σ) o operador de forma em Σ com respeito a ambas aplicações
de Gauss, N , apontando para o futuro ou apontando para o passado. Como sabemos, A
define um operador linear auto-adjunto em cada espaço tangente TpΣ e seus auto-valores
κ1(p), · · · , κn(p) são as curvaturas principais da hipersuperf́ıcie. Associado ao operador
de forma, existem n invariantes algébricos, dados por

Sk(p) = σk(κ1(p), · · · , κn(p)), 1 ≤ k ≤ n,

onde σk : Rn −→ Rn é a função elementar simétrica em Rn dada por

σk(x1, · · · , xn) = Σi1<···<ikxi1 · · ·xik .
Observe que o polinômio caracteŕıstico de A pode ser escrito em termos dos Sk

′s como

det(tI − A) =
n∑
k=0

(−1)kSkt
n−k, (2.1)

onde S0 = 1 por definição. A k-ésima curvatura média, Hk, da hipersuperf́ıcie é então
definida por (

n
k

)
Hk = (−1)kSk = σk(−κ1, · · · ,−κk), ∀ 0 ≤ k ≤ n
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e
Hk = 0, se k > n.

Em particular, quando k = 1

H1 = − 1

n

n∑
i=1

κi = − 1

n
tr(A) = H

é a curvatura média de Σ. A escolha do sinal (−1)k em nossa definição de Hk, é motivada

pelo fato que o vetor curvatura média (que é definido por
−→
H = − 1

n
tr(A)N) é dado por

−→
H = HN . Portanto, H(p) > 0 em um ponto p ∈ Σ se, e somente se,

−→
H (p) está na mesma

orientação temporal de N , pois
〈−→
H,N

〉
= H 〈N,N〉 = −H. Observe que quando k é par

o sinal de Hk não depende da escolha da aplicação de Gauss.

Observação. A curvatura H2 está diretamente relacionada com a curvatura escalar de
Σ, sendo então, H2 uma curvatura intŕınsica de Σ, que é dada por

n(n− 1)H2 = S − S + 2Ric(N,N), (2.2)

onde S e S são, respectivamente, a curvatura escalar de Σ e −I×fMn, e Ric representa o
tensor de Ricci do ambiente espaço-tempo GRW. De fato, seja {Ei, · · · , En} um referencial
local ortonormal em Σ. Notemos que sendo Σ tipo-espaço, 〈Ei, Ej〉 = δij. Assim, como

R(X, Y )Z = (R(X, Y )Z)> − 〈AX,Z〉AY + 〈AY,Z〉AX

para todo X, Y, Z ∈ X(Σ) (veja [3], Teorema 5, pag. 100), onde R e R (usamos de
acordo com [3], R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z) são, respectivamente, os tensores de
curvatura de Mn e −I ×f Mn, temos

〈R(X,Ej)Y,Ej〉 =
〈
R(X,Ej)Y,Ej

〉
− 〈AX, Y 〉 〈AEj, Ej〉+ 〈AEj, Y 〉 〈AX,Ej〉 ,

pata todo X, Y ∈ X(Σ), 1 ≤ j ≤ n. Logo, como Ei, · · · , En, N é um referencial local
ortonormal em −I ×f Mn e 〈N,N〉 = −1, temos

Ric(X, Y ) = Ric(X, Y ) +
〈
R(X,N)Y,N

〉
− 〈AX, Y 〉

n∑
j=1

〈AEj, Ej〉+

+
n∑
j=1

〈AEj, Y 〉 〈AX,Ej〉 ,
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ondeRic(X, Y ) :=
∑n

i=1 〈R(X,Ei)Y,Ei〉 eRic(X, Y ) =
∑n

i=1

〈
R(X,Ei)Y,Ei

〉
−
〈
R(X,N)Y,N

〉
,

definem, respectivamente, os tensores de Ricci de Σ e de −I ×f Mn. Por outro lado,

n∑
j=1

〈AEj, Y 〉 〈AX,Ej〉 =
n∑
j=1

〈Ej, AY 〉 〈Ej, AX〉 =

=
n∑

j,k=1

〈Ej, AY 〉 〈Ek, AX〉 δjk =

=

〈
n∑
j=1

〈Ej, AY 〉Ej,
n∑
k=1

〈Ek, AX〉Ek

〉
=

= 〈AY,AX〉 .

Assim,

Ric(X, Y ) = Ric(X, Y ) +
〈
R(X,N)Y,N

〉
− tr(A) 〈AX, Y 〉+ 〈AX,AY 〉 ,

∀X, Y ∈ X(Σ). Logo,

n∑
j=1

Ric(Ej, Ej) =
n∑
j=1

Ric(Ej, Ej)−Ric(N,N) +Ric(N,N) +

+
n∑
j=1

〈
R(Ej, N)Ej, N

〉
− tr(A)

n∑
j=1

〈AEj, Ej〉+

+
n∑
j=1

〈AEj, AEj〉 .

Registremos agora a definição da curvatura escalar de Σ e −I ×f Mn, respectivamente,
como

S :=
n∑
j=1

Ric(Ej, Ej) e S :=
n∑
j=1

Ric(Ej, Ej)−Ric(N,N),

onde E1, · · · , En é um referencial local ortonormal em Σ. Portanto, para E1, · · · , En um
referencial local ortonormal em Σ que diagonaliza o operador de forma A num ponto
p ∈ Σ, isto é, AEj = κjEj, j = 1, · · · , n, obtemos

S = S + 2Ric(N,N)− (
n∑
i=1

κi)
2 +

n∑
i=1

κ2
i
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ou ainda, como (
∑n

i=1 κi)
2 −

∑n
i=1 κ

2
i = 2

∑
1≤i<j≤n κiκj,

S = S + 2Ric(N,N)− n(n− 1)H2.



Caṕıtulo 3

As Transformações de Newton e seus
Operadores Diferenciais Associados

As tranformações de Newton Pk : X(Σ) −→ X(Σ) são definidas indutivamente de A
por

P0 = I e Pk =

(
n
k

)
HkI + A ◦ Pk−1,

para cada k = 1, · · · , n, onde I é a identidade em X(Σ). Equivalentemente,

Pk =
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j.

Note que quando k é par, a definição de Pk não depende da escolha da aplicação de Gauss,
mas quando k é impar, existe uma escolha de sinal na definição de Pk.

Observações. (i) Veja que, em cada ponto p ∈ Σ, Pk : Tp(Σ) −→ Tp(Σ) é um operador
liner auto-adjunto que comuta com o operador A.

De fato, sendo A : Tp(Σ) −→ Tp(Σ) auto-adjunto, ∀ v, w ∈ Tp(Σ) temos

〈Pkv, w〉 =

〈
(
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j)v, w

〉
=

k∑
j=0

(
n
j

)
Hj

〈
Ak−jv, w

〉
=

=
k∑
j=0

(
n
j

)
Hj

〈
v, Ak−jw

〉
=

〈
v, (

k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j)w

〉
= 〈v, Pkw〉 ,

20
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ademais,

Pk ◦ A = (
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j) ◦ A =
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j+1 =

=
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA ◦ Ak−j = A ◦ (

k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

k−j) = A ◦ Pk.

(ii) Sendo o polinômio caracteŕıstico do operador A dado por

pA(t) = det(tI − A) =
n∏
i=1

(t− κi) =
k∑
j=0

(
n
j

)
Hjt

n−j,

pelo Teorema de Cayley-Hamilton

Pn =
k∑
j=0

(
n
j

)
HjA

n−j = pA(A) = 0.

Como A(p) comuta com Pk(p), eles podem ser simultaneamente diagonalizados. Se
{e1, · · · , en} são os auto-vetores deA(p), correspondendo aos auto-valores κ1(p), · · · , κn(p),
respectivamente, então eles são também auto-vetores de Pk(p).

Proposição 1. Sejam E1, · · · , En um referencial local ortonormal que diagonaliza o ope-
rador de forma A em um ponto p ∈ Σn, isto é, AEi = κiEi, i = 1, · · · , n e Pk, trans-
formação de Newton, 0 ≤ k ≤ n. Então, em p ∈ Σn,

PkEi = µi,kEi, (3.1)

onde µi,k = (−1)k
∑

i1<···<ik κi1 . · · · .κik se 0 < k ≤ n e µi,0 = 1;

tr(Pk) = ckHk; (3.2)

tr(A ◦ Pk) = −ckHk+1; (3.3)

tr(A2 ◦ Pk) =

(
n

k + 1

)
(nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2), (3.4)

onde ck = (n− k)

(
n
k

)
= (k + 1)

(
n

k + 1

)
.
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Para a prova desta proposição, veja [9], Lema 2.1.
Seja ∇ a conexão de Levi-Civita de Σ. Associado a cada transformação de Newton

Pk, consideremos o operador linear diferencial de segunda ordem Lk : C∞(Σ) −→ C∞(Σ)
dado por

Lk(f) = tr(Pk ◦ ∇2f).

Aqui ∇2f : X(Σ) −→ X(Σ) denota o operador liner auto-adjunto dado por〈
∇2f(X), Y

〉
:= Hessf(X, Y ) = 〈∇X(∇f), Y 〉 , X, Y ∈ X(Σ)

Observe que

Lk(f) = tr(Pk ◦ ∇2f) =
n∑
i=1

〈Pk(∇Ei
∇f), Ei〉 =

n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Pk(Ei)〉 =

=
n∑
i=1

〈
∇Pk(Ei)∇f, Ei

〉
= tr(∇2f ◦ Pk), (3.5)

onde {E1, · · · , En} é um referencial local ortonormal em Σ. Além disso, também temos
que

div(Pk(∇f)) = tr(∇Pk(∇f)) =
n∑
i=1

〈∇Ei
Pk(∇f), Ei〉 =

=
n∑
i=1

〈(∇Ei
Pk)(∇f) + Pk(∇Ei

∇f), Ei〉 =

=
n∑
i=1

〈(∇Ei
Pk)(∇f), Ei〉+

n∑
i=1

〈Pk(∇Ei
∇f), Ei〉 .

Note que,

〈divPk,∇f〉 =

〈
n∑
i=1

(∇Ei
Pk)Ei,∇f

〉
=

n∑
i=1

〈(∇Ei
Pk)Ei,∇f〉 =

n∑
i=1

〈(∇Ei
Pk)∇f, Ei〉 .

Portanto,

div(Pk(∇f)) = 〈divPk,∇f〉+ Lk(f). (3.6)

Em particular, se Pk é livre de divergente, isto é, div(Pk) = 0, então Lk(f) =
div(Pk(∇f)). Isto ocorre trivialmente quando k = 0, pois ∀ X, Y ∈ X(Σ),
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(∇XI)(Y ) = ∇X(I(Y ))− I(∇XY ) = ∇XY −∇XY = 0,

assim,

divP0 = divI =
n∑
i=1

(∇Ei
I)(Ei) = 0,

e então, L0 é exatamente o operador Laplaciano ∆. Por outro lado, por [[15], Corolário
3.2], isto também ocorre para k = 0, · · · , n quando o ambiente espaço-tempo GRW tem
curvatura seccional constante. Isto é uma consequência do próximo resultado.

Lema 1. As divergências das transformações de Newton Pk de uma hipersuperf́ıcie tipo-
espaço Σn imersa em um espaço-tempo (n+ 1)-dimensional são dadas por

〈divPk, X〉 =
k−1∑
j=0

n∑
i=1

〈
R(Ei, A

k−1−jX)N,PjEj
〉
, k = 1, · · · , n− 1,

(vimos também que divP0 = 0) para cada campo vetorial tangente X ∈ X(Σ), onde R
denota o tensor curvatura do espaço-tempo.

Veja a prova deste lema em [[15], Lema 3.1].
Segue de (3.6) que o operador Lk é eĺıptico se, e somente se, Pk é positivo definido

e L0 = ∆ é sempre eĺıptico (veja [6] e Apêndice, Proposição 2). Para nossas aplicações,
será útil termos algumas condições que garantem a elipticidade de Lk quando k ≥ 1.

Lema 2. Seja Σ uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW. Se
H2 > 0 em Σ, então L1 é eĺıptico ou, equivalentemente, P1 é positiva definida (para uma
escolha apropriada da aplicação de Gauss N).

Demonstração. Observe que,

H2
1 −H2 =

1

n2
(
n∑
i=1

κi)
2 − 2

n(n− 1)

∑
1≤i<j≤n

κiκj =

=
1

n(n− 1)

{
(1− 1

n
)(

n∑
i=1

κi)
2 − 2

∑
1≤i<j≤n

κiκj

}
=

=
1

n(n− 1)

{
(
n∑
i=1

κ2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

κiκj)− 2
∑

1≤i<j≤n

κiκj −
1

n
(
n∑
i=1

κi)
2

}
=
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=
1

n(n− 1)

{
n∑
i=1

κ2
i −

1

n
(
n∑
i=1

κi)
2

}
.

Por outro lado, aplicando a desiqualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores v =
(κ1, · · · , κn) e u = (1, · · · , 1), obtemos:

(
n∑
i=1

κi)
2 = 〈u, v〉2 ≤ |u|2|v|2 = n

n∑
i=1

κ2
i .

Logo,

H2
1 −H2 =

1

n(n− 1)

{
n∑
i=1

κ2
i −

1

n
(
n∑
i=1

κi)
2

}
≥ 0,

isto é, H2
1 ≥ H2 > 0, pois H2 não se anula em Σ. Para uma escolha apropriada da

aplicacão de Gauss, podemos supor que H1 > 0. Relembremos que H2 não depende da
escolha de N . Visto que n2H2

1 =
∑

i κ
2
i + n(n− 1)H2 > κ2

i para cada i = 1, · · · , n, então

µi,j = −
n∑

j=1,j 6=i

κj = n

[
− 1

n
(

n∑
j=1,j 6=i

κj + κi − κi)

]
= nH1 + κi > |κi|+ κi ≥ 0,

para cada i, e assim P1 é positivo definido.

Definição 1. Um ponto eĺıptico em uma hypersurperf́ıcie tipo-espaço, Σ, é um ponto de Σ
onde todas as curvaturas principais são negativas, com respeito a uma escolha apropriada
da aplicação de Gauss N .

Quando 2 ≤ k ≤ n− 1, a existência de um ponto eĺıptico em Σ também implica que
o operador Lk é eĺıptico em Σ, sob a hipótese que Hk+1 é positiva em Σ para alguma
escolha de N (se k é par). Temos o seguinte resultado.

Lema 3. Seja Σ hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW. Se existe
um ponto eĺıptico de Σ, com respeito a uma escolha apropriada da aplicação de Gauss N ,
e Hk+1 > 0 em Σ, para algum 2 ≤ k ≤ n− 1, então para todo 1 ≤ j ≤ k o operador Lj é
eĺıptico ou, equivalentemente, Pj é positivo definido em Σ.

Para a prova, veja [[20], Proposição 3.2] (veja também a prova de [[9], Proposição
3.2]).



Caṕıtulo 4

O Operador Lk Atuando na Função
Altura

O campo vetorial dado por

K(t, x) = f(t)(∂/∂t)(t,x), (t, x) ∈ −I ×f Mn,

determina um campo vetorial conforme fechado não nulo em −I ×f Mn, onde

∇ZK = f ′(t)Z (4.1)

para cada vetor tangente Z a −I ×f Mn em um ponto (t, x), onde ∇ denota a conexão
de Levi-Civita em −I ×f Mn (veja Apêndice, Proposição 6).

Lema 4. Seja ψ : Σn −→ −I ×f Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um
espaço-tempo GRW , com aplicação de Gauss N . Se h = πI ◦ ψ denota a função altura
de Σ, e g : I −→ R é qualquer primitiva de f , então, para cada k = 0, ..., n− 1, temos

Lk(h) = −(log f)′(h)(ckHk + 〈PK(∇h),∇h〉)− 〈N, ∂t〉 ckHk+1, (4.2)

e

Lk(g(h)) = −ck(f ′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1), (4.3)

onde

ck = (n− k)

(
n
k

)
= (k + 1)

(
n

k + 1

)

25
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Demonstração. Temos que

Lk(g(h)) = tr(Pk ◦ ∇2g(h)).

Observe que, dado X ∈ X(Σ)

〈∇g(h), X〉 = d(g ◦ h)X = g′(h).dhX = g′(h) 〈∇h,X〉 ,

donde

∇g(h) = g′(h)∇h.

Por outro lado, como

∇πI = ∇(πI ◦ ψ) + (∇πI)⊥ = ∇h+ (∇πI)⊥,

temos que ∇h = (∇πI)>, onde (∇πI)> é a componente tangencial de (∇πI). Notemos
agora que

∇πI = −∂t(πI)∂t = −
〈
∇πI , ∂t

〉
∂t = −∂t,

pois se {∂t, X1, ..., Xn} é um referencial ortonormal,

∇πI = −∂t(πI)∂t +
n∑
i=1

Xi(πI)Xi,

onde

Xi(πI) = dπIXi = 0.

Assim,

∇h = (∇πI)> = −∂>t , (4.4)

onde

∂>t = ∂t + 〈∂t, N〉N (visto que 〈N,N〉 = −1)

Logo

∇g(h) = f(h)∇h = −f(h)∂>t = −K>, (4.5)

onde K> denota a componente tangente de K ao longo da hipersuperf́ıcie.
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K> = K + 〈K,N〉N. (4.6)

A equação 4.1 implica que

∇XK = f ′(h)X, (4.7)

para cadaX ∈ X(Σ), visto que todo ponto de−I×fMn se escreve da forma (πI(p), πM(p)),
p ∈ −I ×f Mn. Vemos assim que,

∇XK
> = ∇X(K + 〈K,N〉N) = ∇XK +∇X 〈K,N〉N =

= f ′(h)X + 〈K,N〉∇XN + (X 〈K,N〉)N =

= f ′(h)X − 〈K,N〉AX +
(〈
∇XK,N

〉
+
〈
K,∇XN

〉)
N =

= f ′(h)X − 〈K,N〉AX + (〈f ′(h)X,N〉+ 〈f ′(h)∂t, AX〉)N =

= f ′(h)X − 〈K,N〉AX =

= f ′(h)X − f(h) 〈∂t, N〉AX (4.8)

Como ∇XK
> só tem componentes tangentes, ∇XK

> = ∇XK
>, dáı

∇XK
> = f ′(h)X − f(h) 〈∂t, N〉AX

Portanto, de 4.5, temos que

∇X(∇g(h)) = −∇XK
> = −f ′(h)X + 〈N,K〉AX, (4.9)

e então, por 3.2 e 3.3, concluimos que

Lk(g(h)) = tr(Pk ◦ ∇2g(h)) = tr(∇2g(h) ◦ Pk) = tr((−f ′(h)I + 〈N,K〉A) ◦ Pk) =

= −f ′(h)tr(Pk) + 〈N,K〉 tr(A ◦ Pk) =

= −ck(f ′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1).

Por outro lado, levando em conta que

∇h = (1/f(h))∇g(h), (por 4.5)

temos de 4.9 que
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∇X(∇h) = ∇X((1/f(h))∇g(h)) = (1/f(h))∇Xg(h) +X(1/f(h))∇g(h) =

= (1/f(h))(−f ′(h)X + 〈N,K〉AX) + (X(f(h))/f 2(h))f(h)∂>t =

= (−f ′(h)/f(h))X + (f(h)/f(h)) 〈N, ∂t〉AX + (X(f(h))/f(h))∂>t =

= −(f ′(h)/f(h))X − (f ′(h)/f(h)) 〈∇h,X〉∇h+ 〈N, ∂t〉AX =

= −(log f)′(h)(X + 〈∇h,X〉∇h) + 〈N, ∂t〉AX. (4.10)

Portanto,

Lk(h) = tr(Pk ◦ ∇2h) = tr(∇2h ◦ Pk) =
∑
i

〈
∇Pk(Ei)∇h,Ei

〉
=

= −(log f)′(h)tr(Pk) + 〈N, ∂t〉 tr(A ◦ Pk)−
− (log f)′(h)

∑
i

〈〈∇h, PkEi〉∇h,Ei〉 .

onde {Ei} é um referencial ortonormal. Observe que∑
i

〈〈∇h, PkEi〉∇h,Ei〉 =
∑
i

〈〈Pk∇h,Ei〉∇h,Ei〉 =

=

〈∑
i

〈Pk∇h,Ei〉Ei,∇h

〉
=

= 〈Pk∇h,∇h〉 .

Dáı

Lk(h) = −(log f)′(h)(tr(Pk) + 〈Pk∇h,∇h〉) + 〈N, ∂t〉 tr(A ◦ Pk) =

= −(log f)′(h)(ckHk + 〈Pk∇h,∇h〉)− 〈N, ∂t〉 ckHk+1.



Caṕıtulo 5

Primeiras Aplicações

Como uma aplicação do Lema 4 provaremos o Teorema 1 abaixo. Antes de apresen-
tarmos o resultado, relembremos de [[12], Proposição 3.2 (i)] que se um espaço-tempo
GRW admite uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta, então o fator Riemanniano Mn

é necessariamente compacto. Neste caso, dizemos que −I ×f Mn é um espaço-tempo
GRW espacialmente fechado.

Teorema 1. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
função de torção satisfaz a seguinte condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0, (5.1)

(isto é, tal que − log f é convexo, (− log f)′′ ≥ 0). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
compacta imersa em −I ×f Mn, cuja k-ésima trasformação de Newton Pk é definida
em Σ para algum k = 0, 1, · · · , n − 1. Se o quociente Hk+1/Hk é constante, então a
hipersuperf́ıcie é uma fatia mergulhada {t0} × M , onde t0 ∈ I satisfaz f ′(t0) 6= 0 se
k ≥ 1.

Antes de darmos a prova do Teorema 1, é interessante obtermos algumas aplicações
deste para situações onde a hipótese sobre Pk pode ser derivada de hipóteses geométricas.
Por exemplo, do Lema 2, temos o seguinte resultado.

Corolário 1. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
função de torção satisfaz a condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0.

Então as únicas hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas, Σ, imersas em −I×fMn tal que
H2 ≥ 0 em Σ e o quociente H2/H1 é constante, são as fatias mergulhadas {t0}×M , com
t0 ∈ I satisfazendo f ′(t0) 6= 0.

29
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Demonstração. Como H2 > 0 em Σ, o Lema 2 nos garante que P1 é positivo definido.
Visto que a função f satisfaz 5.1 e H2/H1 é constante, o Teorema 1 implica que Σ é uma
fatia mergulhada {t0} ×M , com t0 ∈ I satisfazendo f ′(t0) 6= 0, pois k = 1.

Por outro lado, para aplicar o Lema 3, é conveniente termos alguma condição geométrica
que implique a existência de um ponto eĺıptico. O seguinte resultado é uma consequência
de um resultado mais geral dado em [[15], Lema 5.4 e observação 5.7], que será essencial
para nossas aplicações.

Lema 5 (Existência de um ponto eĺıptico). Seja ψ : Σn −→ −I×fMn uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço compacta imersa em um espaço-tempo GRW espacialmente fechado, e suponha
que f ′(h) não se anula em Σ (equivalentemente, ψ(Σ) está contida em um bloco

Ω(t1, t2) = (t1, t2)×M ⊂ −I ×f Mn

em que f ′ não se anula).
(1) Se f ′(h) > 0 em Σ (equivalentemente, f ′ > 0 em (t1, t2)), então existe um ponto

eĺıptico de Σ com respeito a sua aplicação de Gauss apontando para o futuro.
(2) Se f ′(h) < 0 em Σ (equivalentemente, f ′ < 0 em (t1, t2)), então existe um ponto

eĺıptico de Σ com respeito a sua aplicação de Gauss apontando para o passado.

Demonstração. Observe que todos os pontos de ψ(Σ) são da forma (πI(ψ(p)), πM(ψ(p))),
onde p ∈ Σ. Por outro lado, sendo Σ compacta, existem t1 e t2 ∈ R tal que t1 ≤ h =
πI ◦ ψ ≤ t2, donde ψ(Σ) ⊂ Ω(t1, t2).

Se f ′(h) > 0, escolhemos em Σ a aplicação de Gauss apontando para o futuro N e
seja p0 ∈ Σ um ponto onde a função altura atinge seu mı́nimo em Σ. Então, temos que
∇h(p0) = 0, 〈N, ∂t〉 (p0) = −1 e por (4.10) temos

∇2hp0(ei, ei) = 〈∇ei∇h, ei〉 (p0) =

= 〈−(log f)′(h)(ei + 〈∇h, ei〉∇h) + 〈N, ∂t〉Aei, ei〉 (p0) =

= −(log f)′(hmin)− ki(p0) ≥ 0

para cada i = 1, ..., n, onde {ei}ni=1 é uma base de direções principais em p0. Visto que
f ′(hmin) > 0,

ki(p0) ≤ −(log f)′(hmin) = −(f ′/f)(hmin) < 0,

como desejado.
Por outro lado, quando f ′(h) < 0 escolhemos em Σ a aplicação de Gauss apontando

para o passado e consideremos p0 ∈ Σ um ponto onde a função altura atinge seu máximo
em Σ. Agora, temos que ∇h(p0) = 0, 〈N, ∂t〉 = 1 e por (4.10) temos
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∇2hp0(ei, ej) = −(log f)′(hmax) + ki(p0) ≤ 0

para cada i = 1, · · · , n com {ei}ni=1 uma base de direções principais em p0. Visto que
agora f ′(hmax) < 0, temos que

ki(p0) ≤ (log f)′(hmax) = (f ′/f)(hmax) < 0

Agora, usando o Lema 3 e Lema 5, podemos também dar a seguinte aplicação.

Corolário 2. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado tal que sua
função de torção satisfaz a condição

ff ′′ − f ′2 ≤ 0.

Suponha que Σn, n ≥ 3, é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta imersa em −I×fMn

que está contida em um bloco Ω(t1, t2) ⊂ −I×fMn em que f ′ não se anula. Se Hk+1 > 0
em Σ para algum k ≥ 2 e um dos quocientes Hj+1/Hj é constante para algum 1 ≤ j ≤ k,
então Σ é necessariamente uma fatia mergulhada {t0} ×M , com t0 ∈ (t1, t2).

Demonstração. Como Σ está contido em um bloco Ω(t1, t2) ⊂ −I ×f Mn onde f ′ não
se anula, pelo Lema 5, existe um ponto eĺıptico em Σ. Se Hk+1 > 0 em Σ para algum
k ≥ 2, pelo Lema 3, Pj é positivo definido para 1 ≤ j ≤ k. Dáı, se também, Hj+1/Hj

for contante para algum 1 ≤ j ≤ k, pelo Teorema 1, Σ é necessarimente uma fatia
mergulhada {t0} ×M , com t0 ∈ (t1, t2), pois f satisfaz (5.1).

A prova do Teorema 1 será uma consequência do seguinte resultado, que é uma gen-
eralização do Lema 3 e Corolário 4 em [16].

Lema 6. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado, e seja Σn uma
hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta imersa em −I ×f Mn. Suponha que para algum
k ∈ {0, · · · , n − 1}, a k-ésima transformação de Newton Pk é semi-definida em Σ e a
função Hk não se anula em Σ. Então o quociente Hk+1/Hk satisfaz

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ (log f)′(hmax) e max

(
Hk+1

Hk

)
≥ (log f)′(hmin), (5.2)

onde hmin e hmax denotam, respectivamente, o valor mı́nimo e máximo da função altura
em Σ. Em particular, se a função de torção satisfaz a condição (5.1) então

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ (log f)′(hmax) ≤ (log f)′(hmin) ≤ max

(
Hk+1

Hk

)
. (5.3)
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Demonstração. Escolha em Σ a aplicação de Gauss apontando para o futuro N . Visto
que, Σ é compacta, existem pontos Pmin, Pmax ∈ Σ onde a função altura assume seus
valores de máximo e mı́nimo, respectivamente, isto é,

h(Pmin) = minΣ h = hmin ≤ hmax = h(Pmax) = maxΣ h.

Em particular, ∇h(Pmin) = 0 e ∇h(Pmax) = 0, e de (4.4) temos que N(Pmin) = (∂t)Pmin

e N(Pmax) = (∂t)Pmax . Usando isto em (4.2), obtemos que

Lk(h)(Pmin) = (−(log f)′(h)(ckHk + 〈Pk(∇h),∇h〉)− 〈N, ∂t〉 ckHk+1)(Pmin)

Dáı,

(1/ck)Lk(h)(Pmin) = Hk+1(Pmin)− (log f)′(hmin)Hk(Pmin) (5.4)

e

(1/ck)Lk(h)(Pmax) = Hk+1(Pmax)− (log f)′(hmax)Hk(Pmax). (5.5)

Consideremos primeiro o caso onde Pk é positivo semi-definido em Σ. Então Hk > 0
em Σ, visto que por (3.2) ckHk = tr(Pk) ≥ 0, ck ≥ 0 e por hipótese Hk 6= 0. Neste caso,
levando em conta que Lk(h) = tr(Pk ◦ ∇2h), onde ∇2h(Pmin) é positiva semi-definida e
∇2h(Pmax) é negativa semi-definida, temos que Lk(h)(Pmin) ≥ 0 e Lk(h)(Pmax) ≤ 0, pois
Pk é positiva semi-definida, Σ é uma variedade Riemanniana (métrica positiva-definida)
e ∇2h é auto-adjunta. Logo, o teorema espectral, garante a afirmação acima. Portanto,
as equações (5.4) e (5.5) implicam

max

(
Hk+1

Hk

)
≥ Hk+1

Hk

(Pmin) ≥ (log f)′(hmin) (5.6)

pois

0 ≤ (1/ck)Lk(h)(Pmin)(1/Hk(Pmin)) =
Hk+1

Hk

(Pmin)− (log f)′(hmin) (por 5.4)

e

min

(
Hk+1

Hk

)
≤ Hk+1

Hk

(Pmax) ≤ (log f)′(hmax) (5.7)
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Isto prova (5.2). Finalmente, se (− log f) é convexo, isto é, (− log f)′′ ≥ 0, então
(log f)′′ ≤ 0, donde (log f)′ é não-crescente e assim

(log f)′(hmax) ≤ (log f)′(hmin),

que juntamente com (5.2) dá (5.3). Isto completa a prova no caso onde Pk é positiva semi-
definida. Quando Pk é negativa semi-definida, Hk < 0, Lk(h)(Pmin) ≤ 0 e Lk(h)(Pmax) ≥
0. Por outro lado, notemos que tanto (5.6) como (5.7) não se alteram. De fato, por (5.4)

0 ≥ (1/ck)Lk(h)(Pmin) = Hk+1(Pmin)− (log f)′(hmin)Hk(Pmin)

Dáı,

0 ≤ (1/ck)Lk(h)(Pmin)

Hk(Pmin)
=
Hk+1

Hk

(Pmin)− (log f)′(hmin),

donde (5.6). Analogamente para (5.7). Portanto, seque-se o resultado.

Demonstração. (Teorema 1) Escolha novamente a aplicação de Gauss apontando para
o futuro N em Σ. Viste que Pk é definida e o quociente Hk+1/Hk é constante em Σ,
sabemos por (5.3) que Hk+1/Hk = (log f)′(hmin) = (log f)′(hmax). Portanto,

(log f)′(h) =
f ′(h)

f(h)
=
Hk+1

Hk

= α

é constante em Σ, devido (log f)′ ser não-crescente pela hipótese de convexidade de
(− log f). Então, (4.3) se reduz a

Lk(g(h)) = −ck(f ′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1) = −ck
((

f(h)
Hk+1

Hk

)
Hk + 〈N,K〉Hk+1

)
=

= −ck(f(h) + 〈N,K〉)Hk+1. (5.8)

Observe que Hk+1 = αHk não muda de sinal em Σ, visto que α = Hk+1

Hk
e Hk é positivo ou

negativo caso Pk seja positivo-definido ou negativo-definido, respectivamente (note que
até aqui Hk+1 pode ser 0). Observe também que a função 〈N,K〉 satisfaz

〈N,K〉 = 〈N, f(h)∂t〉 = f(h) 〈N, ∂t〉 ≤ −f(h) < 0 em Σ. (5.9)

Portanto, por (5.8) temos que Lk(g(h)) não muda de sinal em Σ, pois de (5.9), 〈N,K〉+
f(h) < 0 em Σ e Hk+1 não muda de sinal (observe que pode ser 0), onde Σ é uma
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variedade Riemanniana compacta. No caso em que Pk é positiva definida, Lk é um
operador eĺıptico, e podemos aplicar o prinćıpio clássico do máximo para tal operador e
concluir que a função g(h) é constante no compacto Σ (veja Apêndice). Se Pk é negativo-
definido, então o operador −Lk é agora eĺıptico, mas sendo g(t) uma função crescente
em t (g′(t) = f(t) > 0), a função altura h é constante em Σ e então a hipersuperf́ıcie
é uma fatia {t0} ×M . Finalmente, quando k > 0, ocorre necessariamente f ′(t0) 6= 0,
visto que fatias {t} ×M com f ′(t) = 0 são totalmente geodésicas em −I ×f Mn (sendo
K = f(t)∂t um campo normal em T ({t} × M)⊥ e 〈II(X, Y ), K〉 = 〈AKX, Y 〉 =〈
−∇XK,Y

〉
= 〈f ′(t)X, Y 〉 = 0 (por 4.1), temos que II ≡ 0, onde II é a segunda

forma fundamental de {t} ×Mn), e então Pk = 0, para cada k > 0, visto que A = 0
(agora, como f ′(t0) 6= 0, Hk+1 6= 0).

Vale ressaltar que se a função de torção satisfaz a condição ff ′′−f ′2 ≤ 0 com igualdade
somente em pontos isolados de I, no máximo. Então o Teorema 1 permanece verdadeiro
sob a hipótese que Pk é semi-definido e a função Hk não se anula em Σ.

Teorema 2. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado com sua
função de torção satisfazendo a condição (5.1), com igualdade somente em pontos isolados
de I, no máximo. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta imersa em −I ×f
Mn, cuja k-ésima trasformação de Newton Pk é semi-definida em Σ e Hk não se anula
em Σ para algum k = 0, 1, · · · , n − 1. Se o quociente Hk+1/Hk é constante, então a
hipersuperf́ıcie é uma fatia mergulhada {t0} × M , onde t0 ∈ I satisfaz f ′(t0) 6= 0 se
k > 0.

Demonstração. Observe que ainda estamos nas condições do Lema 6, donde por 5.3,

Hk+1

Hk

= (log f)′(hmax) = (log f)′(hmin)

Porém, a hipótese sobre a função de torção implica agora que (log f)′ é estritamente
decrescente, visto que (log f)′′ ≤ 0 e a igualdade ocorre somente em pontos isolados.
Portanto, hmax = hmin, donde h é constante em Σ. Analogamente à demostração do
Teorema 1, segue-se o resultado.



Caṕıtulo 6

Fórmulas de Minkowski para
Hipersuperf́ıcies em Espaço-Tempo
GRW

O uso da fórmulas integrais tipo-Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço com-
pactas em um espaço-tempo de Lorentz foi primeiramente iniciada por Montiel em [18]
em seus estudos de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante no espaço de De Sitter,
e foi continuado mais tarde por Aĺıas, Romero e Sánchez em [12, 13, 14] para hipersu-
perf́ıcies de curvatura média constante em espaço-tempo GRW e, mais geralmente, em
tipo-espaço conformemente estacionário. Observe que para o caso da curvatura média,
somente a primeira e a segunde fórmula de Minkowski está em jogo. Em [8], Aldo, Aĺıas
e Romero desenvolveram a fórmula geral de Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço
compactas no espaço de De Sitter e a aplicaram, então, ao estudo de hipersuperf́ıcies com
a k-ésima curvatura média constante. Por outro lado, em [19], Montiel deu também outra
prova da primeira e segunda fórmula de Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço em
espaço-tempo conformemente estacionário com um campo conforme fechado, assim como
uma prova da terceira fórmula de Minkowski para o caso onde o espaço-tempo tem cur-
vatura seccional constante. Como observado por Montiel, seu método da prova, que seque
as idéias de Hsiung [4] e usa hipersuperf́ıcies paralelas, tem uma interpretação geométrica
muito agradável, mas ela é muito dif́ıcil para carregar para nossas sucessivas fórmulas de
Minkowski. A razão é que ela envolve derivadas covariantes do tensor de Ricci do espaço
ambiente, e é necessário supor pelo menos que o espaço ambiente é de Einstein para
termos algum controle. Em [15] L.J. Aĺıas e A.G. Colares, juntamente com Brasil Jr., de-
senvolveram outro método para obter a fórmula geral de Minkowski para hipersuperf́ıcie
tipo-espaço comformemente estacionário. Embora mais análitico que geométrico, este

35



36

método, que segue as idéias de Reilly em [17], tem a vantagen de funcionar para suces-
sivas fórmulas de Minkowiski. Contudo, para obtermos alguma aplicação interessante
deste, precisamos supor que o espaço-ambiente tem curvatura seccional constante.

Nesta seção, e como outra aplicação de nossa fórmula no Lema 4, obtemos a fórmula
geral tipo-Minkowski para hipersuperf́ıcies tipo-espaço compactas imersas em um espaço-
tempo GRW. O maior interesse nesta nova procura é que nossa nova formula de Minkowski
pode ser aplicada ao estudo de hipersuperf́ıcies com curvatura média de ordem supe-
rior constante em espaço-tempo de Robertson-Walker arbitrário, até quando o espaço-
ambiente não tem curvatura seccional constante.

Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta sem-bordo imersa em um espaço-
tempo GRW. A fórmula geral de Minkowski para Σ, como obtida em [2], é justamente
uma simples consequência de nossa fórmula (4.3) e expressão (3.6). De fato, seque de
(3.6) e (4.3) que

div(Pk(∇g(h))) = 〈div Pk,∇g(h)〉 + Lk(g(h)) =

= f(h) 〈div Pk,∇h〉 − ck(f
′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1)

para cada k = 0, · · · , n − 1. Portanto, integrando esta igualdade na variedade Rie-
manniana compacta sem-bordo Σ, o Teorema da Divergência dá a sequinte fórmula de
Minkowski, ∫

Σ

div(Pk(∇g(h)))dΣ = 0

Dái,

ck

∫
Σ

(f ′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1)dΣ =

∫
Σ

f(h) 〈div Pk,∇h〉 dΣ, (6.1)

onde dΣ é o elemento de volume n-dimensional de Σ com respeito a métrica induzida (e
orientação escolhida). Isto é justamente o Teorema 4.1 em [2] para o caso de hipersu-
perf́ıcie em um espaço-tempo GRW.

Teorema 3. Seja ψ : Σn −→ −I ×f Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta sem-
bordo imersa em um espaço-tempo GRW. Então∫

Σ

(f ′(h) + 〈N,K〉H1)dΣ = 0, (6.2)

e

n(n− 1)

∫
Σ

(f ′(h)H1 + 〈N,K〉H2)dΣ =

=

∫
Σ

〈N,K〉 (RicM(N∗, N∗) − (n− 1)(log f)′′(h)|∇h| 2)dΣ (6.3)
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onde (log f)′′ = (log f)′′(πI), RicM denota o tensor de Ricci da variedade Riemanniana
Mn e N∗ = (πM)∗(N) denota a projeção sobre a fibra M do campo N definido em
−I ×f Mn.

Demonstração. Se k = 0, então P0 = I, div P0 = 0 e H0 = 1, donde por 6.1∫
Σ

(f ′(h) + 〈N,K〉H1)dΣ

isto nos dá (6.2). Por outro lado, quando k = 1, temos que c1 = n(n− 1) e por (6.1)

(∗) n(n− 1)

∫
Σ

(f ′(h)H1 + 〈N,K〉H2)dΣ =

∫
Σ

f(h) 〈div P1,∇h〉 dΣ.

Pelo Lema 1 temos:

〈div P1,∇h〉 =
n∑
i=1

〈
R(Ei,∇h)N,Ei

〉
=

n∑
i=1

εi
〈
R(Ei,∇h)N,Ei

〉
,

onde {E0 = N,E1, · · · , En} é um referencial ortonormal de −I ×f Mn e εi = 〈Ei, Ei〉.
Observe que εi = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, visto que Σ é uma variedade Riemanniana.
Assim,

〈div P1,∇h〉 =
n∑
i=0

εi
〈
R(Ei,∇h)N,Ei

〉
=

n∑
i=0

εi
〈
R(N,Ei)Ei,∇h

〉
=

= −
n∑
i=0

εi
〈
R(N,Ei)∇h,Ei

〉
:= −Ric(N,∇h),

onde Ric denota o tensor de Ricci de −I ×f Mn. Um cálculo direto usando a relação
geral entre o tensor de Ricci do produto torcido e o tensor de Ricci de sua base e sua
fibra, assim como a derivada de sua função de torção, implica que, para o caso especial
de nosso espaço-tempo GRW, temos que

Ric (U, V ) = RicM (U∗, V ∗) + (n((log f)′)2 + (log f)′′) 〈U, V 〉 −
− (n− 1)(log f)′′ 〈U, ∂t〉 〈V, ∂t〉 , (6.4)

(veja [[3], Corolário 43]) para campos vetoriais arbitrários U e V em −I ×f Mn, onde,
para simplificar, estamos escrevendo log f = log f(πI), (log f)′ = (log f)′(πI) e (log f)′′ =
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(log f)′′(πI). Aqui RicM denota o tensor de Ricci da variedade Riemanniana Mn e U∗ =
(πM)∗(U) denota a projeção sobre a fibra M de um campo vetorial U definido em −I ×f
Mn, donde

U = U∗ − 〈U, ∂t〉 ∂t
visto que,

U = (πI)∗(U) + (πM)∗(U) = U∗ +
〈U, ∂t〉
〈∂t, ∂t〉

∂t = U∗ − 〈U, ∂t〉 ∂t.

Observe que como na decomposição de U , acima, estamos usando a mesma notação
(πI)∗(U), (πM)∗(U) para indicar levantamentos verticais e horizontais, respectivamente.

Como por (4.4), ∇h = −∂t − 〈N, ∂t〉N , temos que

(∇h)∗ = − (πM)∗(∂t)︸ ︷︷ ︸
0

− 〈N, ∂t〉 (πM)∗(N) = −〈N, ∂t〉N∗.

Assim, segue-se de (6.4) que,

〈div P1,∇h〉 = −Ric (N,∇h) =

= − (RicM(N∗, (∇h)∗) + (n((log f)′)2 +

+ (log f)′′) 〈N,∇h〉︸ ︷︷ ︸
0

−

− (n− 1) (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 〈∇h, ∂t〉) =

= 〈N, ∂t〉 (RicM (N∗, N∗) + (n− 1)(log f)′′(h) 〈∇h, ∂t〉)

Notemos agora que,

|∇h| 2 = 〈∇h,∇h〉 = 〈∇h,−∂t − 〈N, ∂t〉N〉 = −〈∇h, ∂t〉

Logo,

〈div P1,∇h〉 = 〈N, ∂t〉
(
RicM (N∗, N∗) − (n− 1)(log f)′′(h)|∇h| 2

)
Portanto, a segunda fórmula de Minkowski (k = 1) para uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
compacta imersa em um espaço-tempo GRW se torna, por (*)

n(n− 1)

∫
Σ

(f ′(h)H1 + 〈N,K〉H2)dΣ =

=

∫
Σ

f(h) 〈N, ∂t〉
(
RicM (N∗, N∗) − (n− 1)(log f)′′(h)|∇h| 2

)
dΣ =

=

∫
Σ

〈N,K〉
(
RicM (N∗, N∗) − (n− 1)(log f)′′(h)|∇h| 2

)
dΣ
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que nos dá (6.3).

As fórmulas (6.2) e (6.3) são chamadas de primeira e segunda fórmula de Minkowski,
respectivamente.

Para encontrarmos uma expressão útil para a fórmula geral de Minkowski dada por
(6.1), no caso onde n ≥ 3, iremos supor que −I ×f Mn é um (clássico) espaço-tempo
de Robertson-Walker, isto é, a variedade Riemanniana Mn tem curvatura seccional κ
constante.

Teorema 4. Seja ψ : Σn −→ −I ×f Mn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta sem-
bordo imersa em um espaço-tempo RW, isto é, Mn é uma variedade Riemanniana com
curvatura seccianal κ constante. Então, para cada k = 2, · · · , n − 1, a k-ésima fórmula
de Minkowski é dada por

(
n
k

)∫
Σ

(f ′(h)Hk + 〈N,K〉Hk+1) dΣ =

=

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N,K〉 〈Pk−1∇h,∇h〉 dΣ. (6.5)

Demonstração. Para encontrarmos tal expressão, devemos calcular 〈div Pk,∇h〉 quando
2 ≤ k ≤ n− 1. Do Lema 1, sabemos que

〈div Pk,∇h〉 =
k−1∑
j=0

n∑
i=1

〈
R
(
Ei, A

k−1−j∇h
)
N,PjEi

〉
, (6.6)

onde {Ei, · · · , En} é um referencial ortonormal local arbitrário em Σ. Usando a relação
geral entre o tensor curvatura do produto torcido e o tensor curvatura de sua base e
de sua fibra, assim como a derivada da sua função de torção, implica que, para nosso
espaço-tempo GRW, temos a sequinte expressão

R (U, V )W = RM (U∗, V ∗)W ∗ + ((log f)′)2 (〈U,W 〉V − 〈V,W 〉U) +

+ (log f)′′ 〈W,∂t〉 (〈V, ∂t〉U − 〈U, ∂t〉V ) −
− (log f)′′ (〈V, ∂t〉 〈U,W 〉 − 〈U, ∂t〉 〈V,W 〉) ∂t, (6.7)

(veja [[3], Proposição 42]) para campos vetoriais arbitrários U, V,W ∈ −I ×f Mn. Aqui
RM denota o tensor curvatura da variedade Riemanniana Mn. Tal fórmula é geral,
independente de Mn ter curvatura seccional constante. Em particular, (6.7) implica
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R (Ei, X)N = RM (E∗i , X
∗)N∗ +

+ (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (〈X, ∂t〉Ei − 〈Ei, ∂t〉X) =

= RM (E∗i , X
∗)N∗ +

+ (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (−〈X,∇h〉Ei + 〈Ei,∇h〉X) =

= RM (E∗i , X
∗)N∗ −

− (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉Ei − 〈Ei,∇h〉X) (6.8)

para cada campo vetorial X ∈ X(Σ). Pela decomposição

N = N∗ − 〈N, ∂t〉 ∂t, Ei = E∗i − 〈Ei, ∂t〉 ∂t e X = X∗ − 〈X, ∂t〉 ∂t

temos que,

(N∗)> = N∗ − 〈N
∗, N〉

〈N,N〉
N =

= N∗ + 〈N + 〈N, ∂t〉 ∂t, N〉N =

= N∗ + 〈N,N〉N + 〈N, ∂t〉2N =

= N∗ − N + 〈N, ∂t〉2N =

= 〈N, ∂t〉 ∂t + 〈N, ∂t〉2N =

= −〈N, ∂t〉 (−∂t − 〈N, ∂t〉N) =

= −〈N, ∂t〉∇h, (6.9)

(E∗i )
> = E∗i + 〈E∗i , N〉N = E∗i + 〈Ei + 〈Ei, ∂t〉 ∂t, N〉N =

= E∗i + 〈Ei, ∂t〉 〈∂t, N〉N = E∗i − 〈Ei,∇h〉 〈∂t, N〉N =

= Ei + 〈Ei, ∂t〉 ∂t − 〈Ei,∇h〉 〈∂t, N〉N =

= Ei − 〈Ei,∇h〉 ∂t − 〈Ei,∇h〉 〈∂t, N〉N =

= Ei + 〈Ei,∇h〉 (−∂t − 〈∂t, N〉N) =

= Ei + 〈Ei,∇h〉∇h, (6.10)
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(X∗)> = X∗ + 〈X∗, N〉N =

= X + 〈X, ∂t〉 ∂t + 〈X + 〈X, ∂t〉 ∂t, N〉N =

= X + 〈X, ∂t〉 ∂t + 〈X, ∂t〉 〈∂t, N〉N =

= X − 〈X,∇h〉 ∂t − 〈X,∇h〉 〈∂t, N〉N =

= X + 〈X,∇h〉 (−∂t − 〈∂t, N〉N) =

= X + 〈X,∇h〉∇h, (6.11)

e

〈N∗, N∗〉M =
1

f 2(h)
(〈N,N〉 + 〈(πI)∗(N), (πI)∗(N)〉I) =

=
1

f 2(h)
(−1 + 〈− 〈N, ∂t〉 ∂t,−〈N, ∂t〉 ∂t〉I) =

=
1

f 2(h)

(
−1 + 〈N, ∂t〉2 〈∂t, ∂t〉I

)
=

=
1

f 2(h)

(
−1 + 〈N, ∂t〉2

)
=

=
1

f 2(h)
|∇h| 2, (6.12)

〈N∗, Ei∗〉M =
1

f 2(h)
(〈N,Ei〉 + 〈(πI)∗(N), (πI)∗(Ei)〉I) =

=
1

f 2(h)
(〈− 〈N, ∂t〉 ∂t,−〈Ei, ∂t〉 ∂t〉I) =

=
1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈Ei, ∂t〉 〈∂t, ∂t〉I =

= − 1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈Ei,∇h〉 , (6.13)

〈N∗, X∗〉M =
1

f 2(h)
(〈N,X〉 + 〈(πI)∗(N), (πI)∗(X)〉I) =

= − 1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉 . (6.14)
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Observemos que as equações ((6.9)-(6.14)) são verdadeiras para qualquer fibra Rieman-
niana Mn, visto que não usamos que Mn tem curvatura seccional constante.

Se Mn tem curvatura seccional constante κ, então também temos que

(RM(E∗i , X
∗)N∗)> = κ

(
〈E∗i , N∗〉M (X∗)> − 〈X∗, N∗〉M (E∗i )

>)
Então, usando as equacões (6.10), (6.11), (6.13) e (6.14) obtemos

(RM(E∗i , X
∗)N∗)> = κ[− 1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈Ei,∇h〉 (X + 〈X,∇h〉∇h) +

+
1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉 (Ei + 〈Ei,∇h〉∇h)] =

=
κ

f 2(h)
〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉Ei − 〈Ei,∇h〉X) ,

que juntamente com (6.8) dá

(R(Ei, X)N)> = (RM(E∗i , X
∗)N∗)> − (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉Ei − 〈Ei,∇h〉X) =

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N, ∂t〉 (〈X,∇h〉Ei − 〈Ei,∇h〉X).

Portanto, para cada j = 0, · · · , k − 1 fixo, encontramos

n∑
i=1

〈
R (Ei, X)N,PjEi

〉
=

n∑
i=1

〈(
R (Ei, X)N

)>
, PjEi

〉
=

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′ (h)

)
〈N, ∂t〉

n∑
i=1

(〈X,∇h〉 〈Ei, PjEi〉 −

− 〈Ei,∇h〉 〈X,PjEi〉) =

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′ (h)

)
〈N, ∂t〉 (tr (Pj) 〈X,∇h〉 −

−
n∑
i=1

〈〈PjX,Ei〉Ei,∇h〉) =

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′ (h)

)
〈N, ∂t〉 (tr (Pj) 〈X,∇h〉 −

− 〈PjX,∇h〉)
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para cada campo vetorial X ∈ X(Σ). Usando esta expressão em (6.6) temos

〈divPk,∇h〉 =

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N, ∂t〉

k−1∑
j=0

(tr(Pj)
〈
Ak−1−j∇h,∇h

〉
−

−
〈
Pj ◦ Ak−1−i∇h,∇h

〉
). (6.15)

Agora afirmamos que

k−1∑
j=0

(tr(Pj)A
k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) = (n− k)Pk−1, (6.16)

para cada 2 ≤ k ≤ n.
Provemos (6.16) por indução em k. Quando k = 2, usando (3.2), isto é, que tr(Pk) =

ckHk, (6.16) se reduz a

(tr(P0)A− P0 ◦ A) + tr(P1)A0 − P1A
0 = nA − A + c1H1I − P1 =

= (n− 1)A + n(n− 1)H1I − P1 =

= (n− 1)(A + nH1)I − P1 =

= (n− 2)P1.

Supondo, agora, que (6.16) é verdadeira para k − 1 ≥ 2, e escrevendo

k−1∑
j=0

(tr(Pj)A
k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) =

k−2∑
j=0

(tr(Pj)A
k−2−j − Pj ◦ Ak−2−j) ◦ A +

+ tr(Pk−1) − Pk−1.

Usando a hipótese de indução temos que

n−1∑
j=0

(
tr (Pj)A

k−1−j − Pj ◦ Ak−1−j) = (n− k + 1)Pk−2 ◦ A + ck−1Hk−1I − Pk−1 =

= (n− k + 1)Pk−2 ◦ A + (n− k + 1)

(
n

k − 1

)
Hk−1I − Pk−1 =

= (n− k + 1)

((
n

k − 1

)
Hk−1I + Pk−2A

)
− Pk−1 =

= (n− k + 1)Pk−1 − Pk−1 (visto que Pk−2 comuta com A) = (n− k)Pk−1,



44

como afirmado.
Finalmente, usando (6.16) em (6.15), concluimos que,

〈div Pk,∇h〉 = (n− k)

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
.

. 〈N, ∂t〉 〈Pk−1∇h,∇h〉 (6.17)

para cada k ≥ 2. Assim, por (6.1)

ck

∫
Σ

(f ′ (h)Hk + 〈N,K〉Hk+1) dΣ =

= (n− k)

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′ (h)

)
〈N,K〉 〈Pk−1∇h,∇h〉 dΣ

Dáı, (
n
k

)∫
Σ

(f ′ (h)Hk + 〈N,K〉Hk+1) dΣ =

=

∫
Σ

(
κ

f 2 (h)
− (log f)′′ (h)

)
〈N,K〉 〈Pk−1∇h,∇h〉 dΣ.



Caṕıtulo 7

Umbilicidade de Hipersuperf́ıcies em
Espaço- Tempo RW

Em [[19], Teorema 8] Montiel deu um resultado de unicidade para hipersuperf́ıcies
tipo-espaço compactas com curvatura escalar constante imersas em um espaço-tempo
de curvatura seccional constante equipado com um campo vetorial tipo-tempo conforme
fechado (veja também [[15], Teorema 5.3] para o caso em que o campo vetorial tipo-
tempo conforme é não necessariamente fechado). Como observado por Montiel em [19],
cada espaço-tempo tendo um campo vetorial tipo-tempo conforme fechado é localmente
isométrico a um espaço-tempo GRW. Por outro lado, não é dif́ıcil ver que um espaço-
tempo GRW, −I ×f Mn, tem curvatura seccional constante κ se, e somente se, o fator
Riemanniano Mn tem curvatura seccional constante κ (isto é, −I ×f Mn é de fato um
espaço-tempo RW) e a função de torção f satisfaz a seguinte equação diferencial

f ′′

f
= κ =

(f ′)2 + κ

f 2

(veja, por exemplo, [[1], Corolário 9.107]). Portanto, o resultado de Montiel [[19], Teorema
8] essencialmente declara o sequinte:

Teorema 5. Seja −I×fMn um espaço-tempo RW espacialmente fechado com curvatura
seccional constante κ com n ≥ 3. Então, cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta Σ im-
ersa em −I×fMn com curvatura escalar constante S tal que S < n(n−1)κ é totalmente
umb́ılica. Além disso, se κ ≤ 0 então Σ é uma fatia mergulhada {t} × Mn (neces-
sariamente com f ′(t) 6= 0), e se κ > 0 então Σ ou é uma fatia mergulhada {t} ×Mn

(necessariamente com f ′(t) 6= 0) ou uma hiperesfera no espaço de De Sitter.

45
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Como uma primeira aplicação da fórmula de Minkowski dada no Teorema 4, esten-
deremos, de acordo com [11], este resultado ao caso de hipersuperf́ıcies imersas em um
espaço-tempo RW obedecendo a condição de convergência nula.

Definição 2. Um espaço-tempo obedece a condição de convergência nula (NCC), por
definição, se sua curvatura de Ricci é não negativa em direções nulas (ou seja, tipo-luz,
isto é, 〈X,X〉 = 0, com X 6= 0).

Vejamos uma interpretação geométrica para NCC. Se para vetores tipo luz V e W ,
Ric(V,W ) ≥ 0 então, geodésicas tipo-luz α (α′ tipo-luz) partindo de um mesmo ponto
p, próximas, com R(·, α′(t))α′(t) não nulo para algum t1, convergem para um ponto q
(assim p e q são conjugados). Este fato é fundamentado no sequinte resultado:

Seja β(t) uma geodésica tipo-luz completa (isto é, definida em toda reta real), com
Ric(β′, β′) ≥ 0. Se R(·, β′(t))β′(t) é não nulo para algum t1 real, então β possui um par
de pontos conjugados (veja [2], pag. 444).

Observe que cada espaço-tempo com curvatura seccional constante trivialmente obe-
dece NCC, pois dado {E1, · · · , En, En+1} um referencial ortogonal de tal espaço, com
〈Ei, Ei〉 = 1, 〈En+1, En+1〉 = −1 e X tipo-luz, X =

∑n
i=1 = aiEi + bEn+1 temos

Ric(X,X) =
n∑
i=1

〈R (X,Ei)X,Ei〉 − 〈R (X,En+1)X,En+1〉 =

=
n∑
i=1

−κ 〈X,Ei〉2 + κ 〈X,En+1〉2 =

= −κ

(
n∑
i=1

〈X,Ei〉2 − 〈X,En+1〉2
)

=

= −κ(ai
2 − b2) = −κ 〈X,X〉 = 0.

Usando a expressão (6.4), vemos que um espaço-tempo GRW, −I ×f Mn, obedece NCC
se, e somente se,

RicM(X,X) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2) 〈X,X〉M (7.1)

para todo compo vetorial, X, em M com RicM e 〈, 〉M denotando, respectivamente, os
tensores de Ricci e métrico de Mn.

De fato, se o espaço-tempo GRW satisfaz (7.1), dado um vetor tipo-luz U , (6.4) nos
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dá

Ric(U,U) = RicM(U∗, U∗)− (n− 1)(log f)′′ 〈U, ∂t〉2 ≥
≥ (n− 1)supI(ff

′′ − f ′2) 〈U∗, U∗〉M − (n− 1)(log f)′′ 〈U, ∂t〉2 ≥

≥ (n− 1)(ff ′′ − f ′2) 〈U∗, U∗〉M − (n− 1)
(ff ′′ − f ′2)

f 2
〈U, ∂t〉2 .

Observe que,
0 = 〈U,U〉 = −dπI(U)2 + f 2 〈U∗, U∗〉M .

Dáı

〈U∗, U∗〉M =
1

f 2
dπI(U)2.

Por outro lado,
〈U, ∂t〉 = −dπI(U),

donde
〈U, ∂t〉2 = dπI(U)2 = f 2 〈U∗, U∗〉M .

Assim,
Ric(U,U) ≥ 0.

Agora, se para todo vetor U , tipo-luz, Ric(U,U) ≥ 0, por (6.4) temos

RicM(U∗, U∗) = Ric(U,U) + (n− 1)(log f)′′ 〈U, ∂t〉2 ≥

≥ (n− 1)
(ff ′′ − f ′2)

f 2
〈U∗, U∗〉M f 2 =

= (n− 1)(ff ′′ − f ′2) 〈U∗, U∗〉M

∴

(ff ′′ − f ′2)(t) ≤ RicM(U∗, U∗)

(n− 1) 〈U∗, U∗〉M
.

Como tal desiqualdade independe de p ∈M e t ∈ I,

supI(ff
′′ − f ′2) ≤ RicM(U∗, U∗)

(n− 1) 〈U∗, U∗〉M
.

Para concluirmos, basta observar que todo vetor X, tangente a M , é projeção sobre M
de um vetor tipo-luz do ambiente, a saber, Y = (f 2 〈X,X〉M)1/2∂t + X. Em particular,
um espaço-tempo RW obedece NCC se, e somente se,

κ ≥ supI(ff
′′ − f ′2), (7.2)
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onde κ denota a curvatura seccional constante de Mn.
De fato, se o espaço-tempo RW obedece NCC, tomando um campo vetorial, X, não

nulo em M , temos que

RicM

(
X

|X|M
,
X

|X|M

)
=

n∑
i=1

〈
RM

(
X

|X|M
, Ei

)
X

|X|M
, Ei

〉
M

= κ(n− 1)

onde
{
E1, · · · , En = X

|X|M

}
é um referencial ortonormal de M . Por (7.1),

κ(n− 1)|X|2M = RicM(X,X) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2) 〈X,X〉M

∴
κ ≥ supI(ff

′′ − f ′2).

Agora, se κ ≥ supI(ff
′′ − f ′2) e X é um campo vetorial em M , temos

1

|X|2M
RicM(X,X) = κ(n− 1) ≥ (n− 1)supI(ff

′′ − f ′2).

Dáı

RicM(X,X) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2) 〈X,X〉M .

Por (7.1), segue-se o resultado.
Notemos agora, que a condição de a curvatura escalar S de Σ ser constante e menor

que n(n − 1)κ no Teorema 5 é equivalente, da equação (2.2), ao fato de H2 ser uma
constante positiva, pois por (2.2)

S = S + 2Ric(N,N)− n(n− 1)H2,

sendo S :=
∑n

j=1Ric(Ej, Ej)−Ric(N,N) a curvatura escalar do ambiente. Assim,

S =
n∑
j=1

Ric(Ej, Ej) +Ric(N,N)− n(n− 1)H2.
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Como κ é constante, temos

S =
n∑
j=1

(
n∑

i=1,i 6=j

〈
R (Ej, Ei)Ej, Ei

〉
−
〈
R (N,Ej)N,Ej

〉)
+

+
n∑
i=1

〈
R (N,Ei)N,Ei

〉
− n(n− 1)H2 =

=
n∑
j=1

(n− 2)κ+
n∑
i=1

κ− n(n− 1)H2 =

= n(n− 2)κ+ nκ− n(n− 1)H2 =

= n(n− 1)(κ−H2).

Dáı

H2 =
n(n− 1)κ− S
n(n− 1)

Então o Teorema 5 admite a seguinte extensão.

Teorema 6. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condição de convergência nula, com n ≥ 3. Então, cada hipersuperf́ıcie tipo-espaço
compacta imersa em −I ×f Mn com H2 constante positiva é totalmente umb́ılica. Além
disso, Σ deve ser uma fatia {t0} ×Mn (necessariamente com f ′(t0) 6= 0), a menos no
caso onde −I ×f Mn tem curvatura seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera
umb́ılica. Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstração. Multiplicando a primeira fórmula de Minkowski (6.2) pela constante(
n
2

)
H2, temos ∫

Σ

(
n
2

)
H2 (f ′(h) + 〈N,K〉H1) dΣ = 0.

Subtraindo desta a terceira fórmula de Minkowski (fórmula (6.5) com k = 2), obtemos∫
Σ

[(
n
2

)
H2 (f ′(h) + 〈N,K〉H1)−

(
n
2

)
(f ′(h)H2 + 〈N,K〉H3)

]
dΣ =

= −
∫

Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N,K〉 〈P1(∇h),∇h〉 dΣ.

Dáı∫
Σ

((
n
2

)
(H1H2 −H3) +

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈P1(∇h),∇h〉

)
〈N,K〉 dΣ = 0 (7.3)
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Visto que H2 > 0, sabemos pelo Lema 2 que, para uma escolha apropriada da aplicação
de Gauss N , a transformação P1 é positiva definida e H1 > 0 em Σ (veja demonstração
do Lema 2). Sabemos pela generalização da desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja, para
isto, [[7], Teorema 51, p. 52 e Teorema 144, p. 104]) que

H2
r −Hr−1Hr+1 ≥ 0

com igualdade se, e somente se, o ponto é umb́ılico. Então

H1H2 −H3 ≥ H1H2 −
H2

2

H1

=
H2

H1

(H1
2 −H2) ≥ 0

com igualdade se, e somente se, Σ for totalmente umb́ılica. Por outro lado, visto que P1

é positivo definido, temos também por NCC (7.2) que(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈P1(∇h),∇h〉 ≥ 0,

pois

κ

f 2(h)
− (log f)′′(h) =

κ− (ff ′′ − f ′2)(h)

f 2(h)
≥ 0

. Portanto, visto que 〈N,K〉 é não nulo em Σ, concluimos de (7.3) que Σ é totalmente

umb́ılica, pois H1H2 − H2
2

H1
= 0, e que(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈P1(∇h),∇h〉 = 0

em Σ. Visto que P1 é positivo definido, segue que ou Σ é uma fatia (equivalentemente
∇h = 0) ou

κ

f 2(h)
− (log f)′′(h) = 0 em Σ. (7.4)

Primeiramente observe que se Σ é uma fatia {t0} × Mn, então, necessariamente,
f ′(t0) 6= 0 devido a condição H2 > 0 (relembremos que uma fatia com f ′(t0) = 0 é
necessariamente totalmente geodésica, veja final da demonstração do Teorema 1). Por
outro lado, como Σ é totalmente umb́ılica, temos que H2 = H2

1 em Σ, o que implica
que Σ tem curvatura média constante, visto que H2 é constante. Assim, se Σ não for
uma fatia, aplicando a classificação de hipersuperf́ıcies tipo-espaço compacta e umb́ılica
com curvatura média constante, dada por Montiel em [[19], Teorema 5], concluimos que
o único caso em que Σ não é uma fatia ocorre apenas quando −I ×f Mn tem curvatura
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seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera umb́ılica. Finalmente, observe que se
a desigualdade em (7.2) for estrita, então (7.4) não pode ocorrer e Σ é necessariamente
uma fatia.

Para o caso geral de hipersuperf́ıcies com curvatura de ordem superior constante,
daremos, de acordo com [11], a sequinte versão do Teorema 6.

Teorema 7. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condição de convergência nula, com n ≥ 3. Suponha que Σn é uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço compacta imersa em −I ×f Mn que está contida em um bloco Ω(t1, t2) =
(t1, t2)×M ⊂ −I×fMn em que f ′ não se anula. Se Hk é constante, com 3 ≤ k ≤ n, então
Σ é totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve ser uma fatia {t0} ×Mn (necessariamente
com f ′(t0) 6= 0), a menos no caso onde −I ×f Mn tem curvatura seccional constante
positiva e Σ é uma hipersuperf́ıcie umb́ılica. Este último caso não pode ocorrer se a
desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstração. Temos que f ′ > 0 (ou f ′ < 0) em (t1, t2). Pelo Lema 5, sabemos que
existe um ponto p0 ∈ Σ eĺıptico, com respeito a aplicação de Gauss N apontando para
o futuro (ou apontando para o passado, se f ′ < 0), isto é, onde todas as curvaturas
principais são negativas. Portanto, a constante Hk = Hk(p0) é positiva, pois

Hk(p0) =

(
n
k

)−1

σk(−κ1, · · · ,−κn) =

=

(
n
k

)−1 ∑
i1<···<ik

(−κi1). · · · .(−κik) > 0,

e usando as desigualdades de Garding [10], temos que

H1 ≥ H
1/2
2 ≥ · · · ≥ H

1/k−1
k−1 ≥ H

1/k
k > 0 em Σ (7.5)

onde a igualdade em cada etapa ocorre se, e somente se, o ponto for umb́ılico. Por-
tanto, visto que f ′(h) > 0 (ou f ′(h) < 0) em Σ, temos que f ′(h)Hk−1 ≥ f ′(h)H

(k−1)/k
k

(ou f ′(h)Hk−1 ≤ f ′(h)H
(k−1)/k
k , se f ′(h) < 0). Por outro lado, a k-ésima fórmula de

Minkowski (isto é, (6.5) com k − 1 no lugar de k; observe que 2 ≤ k − 1 ≤ n− 1) nos dá∫
Σ

(f ′(h)Hk−1 + 〈N,K〉Hk) dΣ =

=

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N,K〉 〈Pk−2(∇h,∇h〉 dΣ.
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Por (7.2), temos que(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
=

(
κ− (ff ′′ − f ′2)

f 2

)
(h) ≥ 0,

e visto que Hk é constante positiva, o Lema 3 nos assegura que o operador Pk−2 é positivo
definido, donde ∫

Σ

(f ′(h)Hk−1 + 〈N,K〉Hk) dΣ =

=

∫
Σ

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈N,K〉 〈Pk−2(∇h,∇h〉 dΣ ≤ 0 (ou ≥ 0, se f ′(h) < 0)

pois 〈N,K〉 = f(h) 〈N,K〉 ≤ −f(h) < 0 (ou 〈N,K〉 = f(h) 〈N, ∂t〉 > 0, se f(h) < 0 com
〈N,K〉 < 0). Assim,

Hk

∫
Σ

〈N,K〉 dΣ ≤ −
∫

Σ

f ′(h)Hk−1dΣ (ou ≥, se f ′(h) < 0).

Usando agora que, f ′(h)Hk−1 ≥ f ′(h)H
(k−1)/k
k (ou ≤, se f ′(h) < 0), temos

Hk

∫
Σ

〈N,K〉 dΣ ≤ −
∫

Σ

f ′(h)Hk−1dΣ ≤ −H(k−1)/k
k

∫
Σ

f ′(h)dΣ

(ou ≥ em cada desigualdade, se f ′(h) < 0). Agora, por (6.2), temos que

Hk

∫
Σ

〈N,K〉 dΣ ≤ −H(k−1)/k
k

∫
Σ

f ′(h)dΣ = H
(k−1)/k
k

∫
Σ

〈N,K〉H1dΣ

(ou ≥ na desigualdade, se f ′(h) < 0). Logo,∫
Σ

(
H1H

(k−1)/k
k −Hk

)
〈N,K〉 dΣ ≥ 0 (ou ≤ 0, se f ′(h) < 0)

∴ ∫
Σ

(
H1 −H1/k

k

)
〈N,K〉 dΣ ≥ 0 (ou ≤ 0, se f ′(h) < 0). (7.6)

Visto que N é a aplicação de Gauss apontando para o futuro (ou apontando para o
passado, se f ′(h) < 0), sabemos que 〈N,K〉 < 0 (ou > 0, se f ′(h) < 0) e, por (7.5)

temos que H1 − H
1/k
k ≥ 0. Portanto, (7.6) implica que H1 − H

1/k
k = 0 em Σ, e dáı

a hipersuperf́ıcie é totalmente umb́ılica. Visto que Hk é uma constante positiva e Σ é
totalmente umb́ılica (H1H

1/k
k = 0 em Σ), sabemos que todas as curvaturas médias Hj,

1 ≤ j ≤ k, são constantes positivas (por (7.5)). Em particular, H2 é uma constante
positiva (observe que 3 ≤ k ≤ n) e o resultado segue do Teorema 6.
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Quando n ≥ 4 e Hk é constante com k ≤ n− 1, existe ainda outra versão do Teorema
7 sob a hipótese da existência de um ponto eĺıptico.

Teorema 8. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo RW espacialmente fechado obedecendo
a condição de convergência nula, com n ≥ 4. Suponha que Σn é uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço compacta, imersa em −I ×f Mn, que contem um ponto eĺıptico. Se Hk é
constante, com 3 ≤ k ≤ n − 1, então Σ é totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve ser
uma fatia {t0}×Mn (necessariamente com f ′(t0) 6= 0), a menos no caso onde −I×fMn

tem curvatura seccional constante positiva e Σ é uma hiperesfera umb́ılica. Este último
caso não ocorrerá se a desigualdade em (7.2) for estrita.

Demonstração. Multiplicando a primeira fórmula de Minkowski (6.2) pela constante(
n
k

)
Hk, temos ∫

Σ

(
n
k

)
Hk (f ′(h) + 〈N,K〉H1) dΣ = 0.

Subtraindo desta a (k + 1)-ésima fórmula de Minkowski (fórmula (6.5); observe que 3 ≤
k ≤ n− 1), obtemos

∫
Σ

(
n
k

)
(H1Hk−Hk+1)+

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈Pk−1(∇h),∇h〉 〈N,K〉 dΣ = 0. (7.7)

Suponhamos que p0 ∈ Σ é um ponto eĺıptico, isto é, um ponto onde todas as curvaturas
principais são negativas. Portanto a constante Hk = Hk(P0) é positiva, pois

Hk(p0) =

(
n
k

)−1

σk(−κ1, · · · ,−κn) =

=

(
n
k

)−1 ∑
i1<···<ik

(−κi1). · · · .(−κik) > 0,

e como na prova do Teorema 7, temos (7.5), com igualdade em cada etapa se, e somente se,
o ponto é umb́ılico. Por outro lado, para cada 1 ≤ j ≤ n, temos a seguinte generalização
da desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja, para isto, [[7], Teorema 51 e Teorema 144]),

Hj−1Hj+1 ≤ H2
j

Visto que cada Hj > 0 para j = 1, · · · , k, por (7.5), temos que
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Hj−1Hj+1 ≤ H2
j ⇔

Hj−1Hj+1

Hj

≤ Hj ⇔
Hj+1

Hj

≤ Hj

Hj−1

ou seja, equivalente a

Hk+1

Hk

≤ Hk

Hk−1

≤ · · · ≤ H2

H1

≤ H1.

Mas, isto implica que

H1Hk −Hk+1 ≥ 0, (7.8)

com igualdade se, e somente se, Σ é totalmente umb́ılica.
Por outro lado, pelo Lema 3, também sabemos que a transformação Pk−1 é positiva

definida em Σ, o que nos dá(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈Pk−1(∇h),∇h〉 ≥ 0,

visto que, por (7.2),
(

κ
f2(h)

− (log f)′′(h)
)
≥ 0. Portanto, como 〈N,K〉 não muda de sinal

em Σ, concluimos, de (7.7), que Σ é totalmente umb́ılica, pois H1Hk = Hk+1 em Σ, e que(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈Pk−1(∇h),∇h〉 = 0 em Σ.

De modo análogo ao fim da demostração do Teorema 6, segue-se o resultado.



Caṕıtulo 8

O Operador Lk Atuando na Função
〈N,K〉

Nesta seção calcularemos o operador Lk atuando na função 〈N,K〉.
Lema 7. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW,
−I×fMn, com aplicação de Gauss N e função altura h. Então, para cada k = 0, · · · , n−
1, temos,

Lk (〈N,K〉) =

(
n

k + 1

)
〈∇Hk+1, K〉+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
〈N,K〉 (nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2) +

+ 〈N,K〉
(
tr
(
Pk ◦RN

)
+
f ′′(h)

f(h)
ckHk

)
, (8.1)

onde RN : X(Σ) −→ X(Σ) é o operador dado por RN(X) = (RN(N,X)N)>.

Demonstração. Sabemos, por definição, pag. 22, que

Lk (〈N,K〉) = tr
(
∇2 〈N,K〉 ◦ Pk

)
=

n∑
i=1

〈
∇Pk(Ei)∇〈N,K〉 , Ei

〉
onde {Ei, · · · , En} é um referencial ortonormal local arbitrário em Σ. De (4.7), vemos
que

X (〈N,K〉) =
〈
∇XN,K

〉
=
〈
N,∇XK

〉
=

= 〈−A(X), K〉+ 〈N, f ′(h)X〉 =

= −
〈
X,A(K>)

〉
55
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para cada campo vetorial X ∈ X(Σ), então

∇〈N,K〉 = −A(K>).

Portanto,

∇X(∇〈N,K〉) = −∇X(A(K>)) = −(∇XA)(K>)− A(∇XK
>), (8.2)

onde ∇XA denota a derivada covariante de A,

(∇XA)(Y ) = ∇A(Y,X) = ∇X(AY )− A(∇XY ), X, Y ∈ X(Σ).

Relembremos agora que a equação de Codazzi de uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço
imersa em um ambiente tipo-tempo arbitrário é dado por〈

R(X, Y )Z,N
〉

= 〈(∇YA)X − (∇XA)Y, Z〉

para campos vetoriais tangentes X, Y, Z a Σ, ou, equivalentemente,(
R(X, Y )N

)>
= (∇XA)Y − (∇YA)X, (8.3)

visto que
〈
R(X, Y )N,Z

〉
= −

〈
R(X, Y )Z,N

〉
. Então, usando (4.8) e (8.3) em (8.2),

obtemos que

∇X(∇〈N,K〉) = −(R(X,K>)N)> − (∇K>A)X −
− A(f ′(h)X − 〈N,K〉AX) =

= −(R(X,K>)N)> − (∇K>A)(X)−
− f ′(h)AX + 〈N,K〉A2(X)

Portanto,

Lk(〈N,K〉) = −
n∑
i=1

〈
R(Ei, K

>)N,Pk(Ei)
〉
− tr((∇K>A) ◦ Pk)−

− f ′(h)tr(A ◦ Pk) + 〈N,K〉 tr(A2 ◦ Pk).

Por (3.3) e (3.4), temos que

Lk(〈N,K〉) = −
n∑
i=1

〈
R(Ei, K

>)N,Pk(Ei)
〉
− tr((∇K>A) ◦ Pk) +

+ f ′(h)ckHk+1 +

(
n

k + 1

)
〈N,K〉 (nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2).
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Usando o fato geral que

tr(∇XA ◦ Pk) = tr(Pk ◦ ∇XA) = −
(

n
k + 1

)
〈∇Hk+1, X〉 ,

para cada compo vetorial X ∈ X(Σ) (veja equação (3.6) em [15]), temos

Lk(〈N,K〉) =

(
n

k + 1

)
〈∇Hk+1, K〉 −

−
n∑
i=1

〈
R(Ei, K

>)N,Pk(Ei)
〉

+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
〈N,K〉 (nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2). (8.4)

Notemos agora que, de (4.6), podemos escrever

R(X,K>)N = R(X,K + 〈N,K〉N)N =

= R(X,K)N − 〈N,K〉R(N,X)N. (8.5)

para cada campo vetorial tangente X a Σ. Por outro lado, visto que K∗ = 0, seque de
(6.7) que

R(X,K)N = − ((log f)′)2 〈K,N〉X +

+ (log f)′′ 〈N, ∂t〉 (〈K, ∂t〉X − 〈X, ∂t〉K) +

+ (log f)′′ 〈X, ∂t〉 〈K,N〉 ∂t.

Observe que

〈X, ∂t〉 〈K,N〉 ∂t = 〈X, ∂t〉 〈f∂t, N〉 ∂t =

= 〈X, ∂t〉 〈∂t, N〉 f∂t =

= 〈X, ∂t〉 〈∂t, N〉K,

e

〈N, ∂t〉 〈K, ∂t〉X = 〈N, ∂t〉 〈f∂t, ∂t〉X =

= −〈N, f∂t〉X = −〈N,K〉X
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Assim,

R(X,K)N = −((log f)′)2 〈K,N〉X − (log f)′′ 〈N,K〉X =

= (−((log f)′)2 − (log f)′′) 〈K,N〉X =

=

(
−f

′2(h)

f 2(h)
− (f ′′f − f ′2)(h)

f 2(h)

)
〈K,N〉X =

= −f
′′(h)

f(h)
〈K,N〉X,

para cada campo vetorial tangente X a Σ. Então (8.5) se torna

R(X,K>)N = −〈N,K〉
(
f ′′(h)

f(h)
X +R(N,X)N

)
.

Portanto, usando (3.2),

n∑
i=1

〈
R(Ei, K

>)N,PkEi
〉

= −〈N,K〉
n∑
i=1

〈
f ′′(h)

f(h)
Ei +R(N,Ei)N,PkEi

〉
=

= −〈N,K〉

(
f ′′(h)

f(h)
tr(Pk) +

n∑
i=1

〈
Pk(R(N,Ei)N), Ei

〉)
=

= −〈N,K〉
(
f ′′(h)

f(h)
tr(Pk) + tr(Pk ◦RN)

)
=

= −〈N,K〉
(
f ′′(h)

f(h)
ckHk + tr(Pk ◦RN)

)
. (8.6)

Substituindo (8.6) em (8.4) obtemos (8.1).

Observe que quando k = 0, L0 = ∆ é o operador Laplaciano em Σ (isto por (3.6) e
pelo Lema 1). Assim quando k = 0, a expressão (8.1) nos dá o sequinte resultado.

Corolário 3. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW,
com aplicação de Gauss N e função altura h. Então,

∆ 〈N,K〉 = n 〈∇H,K〉+ nf ′(h)H + 〈N,K〉 |A|2 +

+ 〈N,K〉 (RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2). (8.7)
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Demonstração. Fazendo k = 0 em (8.1) temos,

∆ 〈N,K〉 = n 〈∇H,K〉+ f ′(h)nH + 〈N,K〉n(nH2 − (n− 1)H2) +

+ 〈N,K〉
(
tr(P0 ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
n

)
.

Observe que
tr(P0 ◦RN) = tr(RN) = Ric(N,N), (8.8)

onde Ric é o tensor de Ricci de −I ×f Mn. Portanto, levando em conta que, por (4.4),

|∇h|2 = 〈∇h,∇h〉 =

=
〈
−∂>t , ∂>t

〉
=

= 〈−∂t − 〈N, ∂t〉N,−∂t − 〈N, ∂t〉N〉 =

= −1 + 〈N, ∂t〉2 ,

isto é,
〈N, ∂t〉2 = 1 + |∇h|2, (8.9)

obtemos de (8.8), (6.4) e (8.9) que

tr(RN) + n
f ′′(h)

f(h)
= Ric(N,N) + n

f ′′(h)

f(h)
=

= RicM(N∗, N∗) + (n((log f)′)2(h) + (log f)′′(h)) 〈N,N〉 −

− (n− 1)(log f)′′(h) 〈N, ∂t〉2 + n
f ′′(h)

f(h)
=

= RicM(N∗, N∗)− (n((log f)′)2(h) + (log f)′′(h))−

− (n− 1)(log f)′′(h)(1 + |∇h|2) + n
f ′′(h)

f(h)
.

Observe que

−(n((log f)′)2(h) + (log f)′′(h))− (n− 1)(log f)′′(h) + n
f ′′(h)

f(h)
=

= −nf
′2

f 2
(h)− n(log f)′′(h) + n

f ′′(h)

f(h)
=

= −nf
′2(h)

f 2(h)
− n

(
f ′′f − f ′2

f 2

)
(h) + n

f ′′(h)

f(h)
= 0 .
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Assim,

tr(RN) + n
f ′′(h)

f(h)
= RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 . (8.10)

Temos também, por (3.4) com k = 0, que

n2H2 − n(n− 1)H2 = tr(A2) := |A|2.

Substituindo (8.10) e o valor de n2H2 − n(n− 1)H2 em (8.1), obtemos o resultado.

Para encontrarmos uma expressão melhor de (8.1) quando k ≥ 1, observe que de (6.7)
também temos

R(N,X)N = RM(N∗, X∗)N∗ + ((log f)′)2(〈N,N〉X − 〈X,N〉N) +

+ (log f)′′ 〈N, ∂t〉 (〈X, ∂t〉N − 〈N, ∂t〉X)−
− (log f)′′(〈X, ∂t〉 〈N,N〉 − 〈N, ∂t〉 〈X,N〉 ∂t =

= RM(N∗, X∗)N∗ − ((log f)′)2(h)X +

+ (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 (〈X, ∂t〉N − 〈N, ∂t〉X) +

+ (log f)′′(h) 〈X, ∂t〉 ∂t =

= RM(N∗, X∗)N∗ − (((log f)′)2(h) + (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉2)X +

+ (log f)′′(h) 〈X, ∂t〉 ∂t + (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 〈X, ∂t〉N,

para cada campo vetorial X ∈ X(Σ). Usando que ∇h = −∂>t (por (4.4)) e (8.9), temos
que

RN(X) = R(N,X)N = RM(N∗, X∗)N∗ − (((log f)′)2(h) +

+ (log f)′′(h)(1 + |∇h|2))X + (log f)′′(h) 〈X,−∇h〉 ∂t +

+ (log f)′′(h) 〈N, ∂t〉 〈X,−∇h〉N.

Observe que

((log f)′)2(h) + (log f)′′(h) =
f ′2

f 2
(h) +

(f ′′f − f ′2)

f 2
(h) =

f ′′f

f 2
(h)

e

(log f)′′(h)(−〈X,∇h〉 ∂t − 〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉N) =

= (log f)′′(h) 〈X,∇h〉 (−∂t − 〈N, ∂t〉N) =

= (log f)′′(h) 〈X,∇h〉 (−∂>t ) =

= (log f)′′(h) 〈X,∇h〉∇h,
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visto que ∂t = ∂>t − 〈N, ∂t〉N . Assim,

RN(X) = RM(N∗, X∗)N∗ −
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
X +

+ (log f)′′(h) 〈X,∇h〉∇h.

Seque então que,

tr(Pk ◦RN) +
f ′′(h)

f(h)
ckHk =

=
n∑
i=1

〈
RN(Ei), PkEi

〉
+
f ′′(h)

f(h)
ckHk =

=
n∑
i=1

(〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉+ (log f)′′(h) 〈〈Ei,∇h〉∇h, PkEi〉)−

−
n∑
i=1

(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
〈Ei, PkEi〉+

f ′′(h)

f(h)
ckHk =

=
n∑
i=1

〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉+ (log f)′′(h)

〈
Pk∇h,

n∑
i=1

〈Ei,∇h〉∇h

〉
−

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
tr(Pk) +

f ′′(h)

f(h)
ckHk =

=
n∑
i=1

〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉+ (log f)′′(h) 〈Pk∇h,∇h〉 −

−
(
f ′′(h)

f(h)
+ (log f)′′(h)|∇h|2

)
ckHk +

f ′′(h)

f(h)
ckHk =

=
n∑
i=1

〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉 − (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉),

(8.11)

onde {E1, · · · , En} é um referencial ortonormal local arbitrário em Σ.
Consideremos primeiro o caso onde n = 2 ou n ≥ 3 e Mn tem curvatura seccional

constante. Em ambos os casos (para o caso n = 2, veja [5], Lema 3.4), temos que

(RM(N∗, X∗)N∗)> = κ 〈N∗, N∗〉M (X∗)> − κ 〈N∗, X∗〉 (N∗)>
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onde κ (não necessariamente constante) é a curvatura Gaussiana de M2 ao longo da
imersão ψ (onde n = 2) ou a curvatura seccional constante de Mn (quando n ≥ 3).
Usando agora as equações (6.9), (6.11), (6.12), (6.14) e (8.9), obtemos que

(RM(N∗, X∗)N∗)> =
κ

f 2(h)
|∇h|2(X + 〈X,∇h〉∇h)−

− κ

(
− 1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈X,∇h〉

)
(−〈N, ∂t〉∇h) =

=
κ

f 2(h)
(|∇h|2X + 〈X,∇h〉∇h|∇h|2 −

− 〈N, ∂t〉2 〈X,∇h〉∇h) =

=
κ

f 2(h)
(|∇h|2X + 〈X,∇h〉∇h|∇h|2 −

− (1 + |∇h|2) 〈X,∇h〉∇h) =

=
κ

f 2(h)
(|∇h|2X − 〈X,∇h〉∇h)

e (8.11) torna-se

tr(Pk ◦RN) +
f ′′(h)

f(h)
ckHk =

n∑
i=1

〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉 −

− (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉) =

=
n∑
i=1

κ

f 2(h)

〈
|∇h|2Ei − 〈Ei,∇h〉∇h, PkEi

〉
−

− (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉) =

=
κ

f 2(h)
(|∇h|2tr(Pk)− 〈Pk∇h,∇h〉)−

− (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉) =

=
κ

f 2(h)
(|∇h|2ckHk − 〈Pk∇h,∇h〉)−

− (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉) =

=

(
κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉).

(8.12)

Usando esta expressão em (8.1), obtemos os sequintes resultados.
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Corolário 4. Seja ψ : Σ2 −→ −I ×f M2 uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um
espaço-tempo GRW de dimensão 3, com aplicação de Gauss N e função altura h. Então,

L1(〈N,K〉) = 〈∇H2, K〉+ 2f ′(h)H2 + 〈N,K〉 2H1H2 −

− 〈N,K〉
(
κM(π)

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈A∇h,∇h〉 ,

onde π : Σ2 −→M2 denota a projeção de Σ2 em M2, π = πM ◦ ψ.

Demonstração. Fazendo k = 1 e n = 2 em (8.1), temos que

L1(〈N,K〉) = 〈∇H2, K〉+ f ′(h)c1H2 + 〈N,K〉 2H1H2 +

+ 〈N,K〉
(
tr(P1 ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
c1H1

)
=

= 〈∇H2, K〉+ 2f ′(h)H2 + 〈N,K〉 2H1H2 −

− 〈N,K〉
(
−
(
tr(P1 ◦RN) +

f ′′(h)

f(h)
c1H1

))
.

Substituindo (8.12), com k = 1, na expressão acima, temos

L1(〈N,K〉) = 〈∇H2, K〉+ 2f ′(h)H2 + 〈N,K〉 2H1H2 −

− 〈N,K〉
(
−
(
κM(π)

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(c1H1|∇h|2 − 〈P1∇h,∇h〉)

)
.

Observe que pela definição de c1 e P1, temos

c1H1|∇h|2 − 〈P1∇h,∇h〉 = 2H1|∇h|2 − 〈2H1∇h+ A∇h,∇h〉 =

= 2H1|∇h|2 − (2H1|∇h|2 + 〈A∇h,∇h〉) =

= −〈A∇h,∇h〉 .

Assim,

L1(〈N,K〉) = 〈∇H2, K〉+ 2f ′(h)H2 + 〈N,K〉 2H1H2 −

− 〈N,K〉
(
κM(π)

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
〈A∇h,∇h〉 .
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Corolário 5. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo RW
com fibra Riemanniana Mn de curvatura seccional constante κ, e seja N e h a aplicação
de Gauss e a função altura, respectivamente. Então, para cada k = 0, · · · , n − 1, temos
que

Lk(〈N,K〉) =

(
n

k + 1

)
〈∇Hk+1, K〉+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
〈N,K〉 (nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2) +

+ 〈N,K〉
(

κ

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉).

Demonstração. A prova é uma substituição direta da expressão (8.12) em (8.1).

Obteremos uma expressão melhor de (8.1) para um caso mais geral, analizando o
somatório em (8.11). Calcularemos tal somatório usando um referencial ortonormal de
Σ que diagonaliza A. A dificuldade que encontramos é que tal referencial nem sempre
existe, e o problema ocorre quando a multiplicidade das curvaturas principais mudam.
Por esta razão, trabalharemos em um subconjunto Σ0 de Σ consistindo de todos os
pontos em que o número de curvaturas principais distintas é localmente constante, que
é um subconjunto aberto e denso de Σ [[1], Parágrafo 16.10]. Então, para cada p ∈ Σ0

existe um referencial ortonormal local {E1, · · · , En} definido em uma vizinhança de p que
diagonaliza A e, portanto, diagonaliza Pk, isto é, tal que A(Ei) = κiEi e PkEi = µi,kEi.
Portanto, denotando por κM(N∗∧E∗i ) a curvatura seccional em Mn no plano gerado por
N∗ e E∗i , temos

〈RM(N∗, E∗i )N
∗, PkEi〉 = µi,k 〈RM(N∗, E∗i )N

∗, Ei〉 =

= µi,kf
2(h) 〈RM(N∗, E∗i )N

∗, E∗i 〉M =

= µi,kf
2(h)κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2M =

=
µi,k
f 2(h)

κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2,

onde usamos o fato que,

|N∗ ∧ E∗i |2 = f 4(h)|N∗ ∧ E∗i |2M ,

visto que,
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|N∗ ∧ E∗i |2 = 〈N∗, N∗〉 〈E∗i , E∗i 〉 − 〈N∗, E∗i 〉
2 ,

onde,

〈N∗, N∗〉 = 〈N + 〈N, ∂t〉 ∂t, N + 〈N, ∂t〉 ∂t〉 =

= 〈N,N〉+ 〈N, ∂t〉2 =

= −1 + 〈N, ∂t〉2 =

= −1 + (1 + |∇h|2) (por (8.9)) =

= |∇h|2;

〈E∗i , E∗i 〉 = 〈Ei + 〈Ei, ∂t〉 ∂t, Ei + 〈Ei, ∂t〉 ∂t〉 =

= 〈Ei, Ei〉+ 〈Ei, ∂t〉2 =

= 1 + 〈Ei, ∂t〉2 =

= 1 + 〈Ei,−∇h− 〈N, ∂t〉N〉2 =

= 1 + (−〈Ei,∇h〉)2 =

= 1 + 〈Ei,∇h〉2 ;

〈N∗, E∗i 〉 = 〈N + 〈N, ∂t〉 ∂t, Ei + 〈Ei, ∂t〉 ∂t〉 =

= 〈Ei, ∂t〉 〈N, ∂t〉+ 〈N, ∂t〉 〈∂t, Ei〉 − 〈N, ∂t〉 〈Ei, ∂t〉 =

= 〈Ei, ∂t〉 〈N, ∂t〉 =

= −〈Ei,∇h〉 〈N, ∂t〉 .

∴

|N∗ ∧ E∗i |2 = |∇h|2(1 + 〈Ei,∇h〉2)− (〈Ei,∇h〉2 〈N, ∂t〉2) =

= |∇h|2(1 + 〈Ei,∇h〉2)− 〈Ei,∇h〉2 (1 + |∇h|2) =

= |∇h|2 − 〈Ei,∇h〉2

e, por outro lado,

|N∗ ∧ E∗i |2M = 〈N∗, N∗〉M 〈E
∗
i , E

∗
i 〉M − 〈N

∗, E∗i 〉
2
M ,
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onde,

〈N∗, N∗〉M =
|∇h|2

f 2(h)
(por (6.12));

〈E∗i , E∗i 〉M =
1

f 2(h)
(〈Ei, Ei〉+ 〈(πI)∗(Ei), (πI)∗(Ei)〉I) =

=
1

f 2(h)
(〈Ei, Ei〉+ 〈− 〈Ei, ∂t〉 ∂t,−〈Ei, ∂t〉 ∂t〉I) =

=
1

f 2(h)
(1 + 〈Ei, ∂t〉2);

〈N∗, E∗i 〉M = − 1

f 2(h)
〈N, ∂t〉 〈Ei,∇h〉 (por (6.13))

∴

|N∗ ∧ E∗i |2M =
|∇h|2

f 2(h)

(
1

f 2(h)
(1 + 〈Ei, ∂t〉2)

)
− 1

f 4(h)
〈N, ∂t〉2 〈Ei,∇h〉2 =

=
1

f 4(h)

(
|∇h|2(1 + 〈Ei,∇h〉2)− 〈N, ∂t〉2 〈Ei,∇h〉2

)
=

=
1

f 4(h)
(|∇h|2 − 〈Ei,∇h〉2) =

=
1

f 4(h)
|N∗ ∧ E∗i |2.

Então, temos o seguinte resultado.

Corolário 6. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço imersa em um espaço-tempo GRW,
com aplicação de Gauss N e função altura h. Então, para cada k = 0, · · · , n− 1, temos

Lk(〈N,K〉) =

(
n

k + 1

)
〈∇Hk+1, K〉+ f ′(h)ckHk+1 +

+

(
n

k + 1

)
〈N,K〉 (nH1Hk+1 − (n− k − 1)Hk+2) +

+
〈N,K〉
f 2(h)

n∑
i=1

µi,kκM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 −

− 〈N,K〉 (log f)′′(h)(ckHk|∇h|2 − 〈Pk∇h,∇h〉).
(8.13)
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Demonstração. A demonstração é uma substituição direta, em (8.1), da análise do so-
matório em (8.11), que fizemos acima.



Caṕıtulo 9

Umbilicidade de Hipersuperf́ıcies em
Espaço-Tempo GRW

Quando k = 0, nossas fórmulas para o operador L0 = ∆ atuando na função g(h)
(relembremos que g : I −→ R é qualquer primitiva de f) e 〈N,K〉 nos permite reobter o
resultado de unicidade dado por Montiel em [[19], Teorema 6] para hipersuperf́ıcies com
curvatura média constante.

Teorema 9. Seja −I×fMn um espaço-tempo GRW spatially closed obedecendo a condição
de convergência nula, isto é, satisfazendo

RicM(X,X) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2) 〈X,X〉M (9.1)

para todo compo vetorial, X, em M , onde RicM e 〈, 〉M são, respectivamente, o tensor
de Ricci e métrico da variedade Riemanniana compacta Mn. Então as únicas hipersu-
perf́ıcies tipo-espaço compacta imersa em −I ×f Mn com curvatura média constante são
as fatias mergulhadas {t} ×Mn, t ∈ I, a menos no caso onde −I ×f Mn é isométrico
ao espaço de De Sitter em uma vizinhança de Σ, que deve ser uma hiperesfera umb́ılica.
Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em (9.1) for estrita.

Demonstração. Escolhamos em Σ a aplicação de Gauss N apontando para o futuro e
consideremos a função φ = Hg(h) + 〈N,K〉 ∈ C∞(Σ). Visto que H é constante, temos
que

∆φ = ∆(Hg(h) + 〈N,K〉) =

= ∆(Hg(h)) + ∆(〈N,K〉) =

= H∆(g(h)) + ∆(〈N,K〉).

68
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Mostremos que φ é superharmônica em Σ, isto é, ∆φ ≤ 0. De fato, por (4.3) e (8.7),
temos que

∆φ = −H(c0(f ′(h)H0 + 〈N,K〉H1)) + (n 〈∇H,K〉+ nf ′(h)H +

+ 〈N,K〉 |A|2 + 〈N,K〉 (RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2)) =

= H(−nf ′(h)− n 〈N,K〉H1) + nf ′(h)H + 〈N,K〉 |A|2 +

+ 〈N,K〉 (RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2) =

= 〈N,K〉 (−nH2 + |A|2 +RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2).

(9.2)

Por (3.4), com k = 0, temos

|A|2 = tr(A2) = n(nH2
1 − (n− 1)H2).

Dáı,

|A|2 − nH2 = n2H2
1 − n(n− 1)H2 − nH2 =

= (n2 − n)H2
1 − n(n− 1)H2 =

= n(n− 1)(H2
1 −H2).

Por (7.8), com k = 1, temos que H2
1−H2 ≥ 0, donde |A|2−nH2 ≥ 0 em Σ, com igualdade

se, e somente se, o ponto é umb́ılico. Além disso, de (9.1), temos

RicM(N∗, N∗) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2) 〈N∗, N∗〉M

Por (6.12),

RicM(N∗, N∗) ≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2)

|∇h|2

f 2(h)
≥ (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2,

donde,
RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 ≥ 0.

Portanto, visto que 〈N,K〉 < 0 em Σ, por (9.2) temos que φ é superharmônica em Σ.
Como Σ é compacta, temos, pelo Teorema de Hoff, que φ é constante (veja Proposição 4
no Apêndice). Dáı, ∆φ = 0, donde, de (9.2), |A|2 − nH2 = 0 em Σ, que implica que Σ é
totalmente umb́ılica e

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log f)′′(h)|∇h|2 = 0 em Σ. (9.3)
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Se a desigualdade em (9.1) for estrita (para vetores não nulos), (9.3) é maior que zero
(para vetores não nulos), portanto (9.3) é equivalente a N∗(p) = 0, para todo p ∈ Σ,

isto é, |∇h(p)| = 0, para todo p ∈ Σ, visto que por (6.12), 〈N∗, N∗〉 = |∇h|2
f2(h)

. Então, h
deve ser constante e Σ uma fatia. No caso geral, obtemos que Σ é totalmente umb́ılica e
tem curvatura média constante em −I ×f Mn. Assim, o resultado segue observando que
neste caso, sendo a hipersuperf́ıcie compacta, mas não uma fatia, pode ocorrer somente se
−I×fMn é localmente o espaço-tempo de De Sitter e Σ é uma hiperesfera umb́ılica (veja
a classificação de hipersuperf́ıcie tipo-espaço compacta com curvatura média constante
dada por Montiel em [[19], Teorema 5].

Nosso objetivo agora é estender o argumento acima ao caso de hipersuperf́ıcies com
curvatura média de ordem superior constante, usando nossa fórmula geral para o operador
Lk atuando nas funções g(h) e 〈N,K〉. Especificamente, o seguinte resultado de unicidade,
estende o Teorema 7 para o caso do espaço-tempo GRW. Aqui, em vez da condição de
convergência nula, precisamos impor em −I ×f Mn uma condição mais forte, isto é,

κM ≥ supI(ff
′′ − f ′2) (9.4)

onde κM representa a curvatura seccional de Mn. Nos referimos a (9.4) como a condição
de convergencia nula forte. Notemos que (9.4) implica na condição de convergência nula
(NCC), pois,

1

|X|2M
RicM(X,X) =

n∑
i=1

〈
RM

(
X

|X|M
, Ei

)
X

|X|M
, Ei

〉
M

≥

≥ (n− 1)supI(ff
′′ − f ′2),

onde
{
E1, · · · , En = X

|X|M

}
é um referencial ortonormal de M .

Teorema 10. Seja −I ×f Mn um espaço-tempo GRW espacialmente fechado obedecendo
a condição de convergência nula forte, com n ≥ 3. Suponha que Σn é uma hipersuperf́ıcie
tipo-espaço compactas imersas em −I ×f Mn que está contida em um bloco Ω(t1, t2) =
(t1, t2) ×Mn em que f ′ não se anula. Se Hk é constante, com 2 ≤ k ≤ n, então Σ é
totalmente umb́ılica. Além disso, Σ deve ser uma fatia {t0} ×M (necessariamente com
f ′(t0) 6= 0), a menos no caso onde −I ×f Mn tem curvatura seccional constante positiva
e Σ é uma hiperesfera umb́ılica. Este último caso não pode ocorrer se a desigualdade em
(9.4) for estrita.
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Demonstração. Temos que f ′(h) > 0 (ou f ′(h) < 0) em Σ. Sabemos, do Lema 5, que
existe um ponto p0 ∈ Σ onde todas as curvaturas principais com respeito a aplicação
de Gauss N apontando para o futuro (ou apontando para o passado, se f ′(h) < 0) são
negativas, isto é, um ponto eĺıptico. Em particular, Hk é constante positiva, pois Hk é
constante e

Hk(p) =

(
n
k

)−1 ∑
i1<···<ik

(−κi1). · · · .(−κik)

é positiva. Consideremos a função φ = H
1/k
k g(h) + 〈N,K〉 ∈ C∞(Σ). Visto que Hk é

constante e pela definição de Lk−1, temos que

Lk−1φ = H
1/k
k Lk−1(g(h)) + Lk−1(〈N,K〉).

Por (4.3) e (8.13) temos que

Lk−1φ = H
1/k
k (−ck−1(f ′(h)Hk−1 + 〈N,K〉Hk)) +

+

(
n
k

)
〈∇Hk, K〉+ f ′(h)ck−1Hk +

+

(
n
k

)
〈N,K〉 (nH1Hk − (n− (k − 1)− 1)Hk+1) +

+
〈N,K〉
f 2(h)

n∑
i=1

µi,k−1κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 −

− 〈N,K〉 (log f)′′(h)(ck−1Hk−1|∇h|2 − 〈Pk−1∇h,∇h〉).

Fazendo

Θ =
1

f 2(h)

n∑
i=1

µi,k−1κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 −

− (log f)′′(h)(ck−1Hk−1|∇h|2 − 〈Pk−1∇h,∇h〉),

e visto que ck−1 = k

(
n
k

)
, temos

Lk−1φ = k

(
n
k

)
f ′(h)

(
Hk −H1/k

k Hk−1

)
+

+

(
n
k

)
〈N,K〉

(
nH1Hk − (n− k)Hk+1 − kH(1+k)/k

)
+

+ 〈N,K〉Θ, (9.5)
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onde Pk−1Ei = µi,k−1Ei, para cada i = 1, · · · , n.
Visto que Σ tem um ponto eĺıptico, das provas dos Teoremas 7 e 8, respectivamente,

sabemos que as desigualdades (7.5) e (7.8) ocorrem em Σ para 1 ≤ k ≤ n (a desigualdade
(7.8) foi obtida na prova do Teorema 8, onde supomos que k ≤ n − 1, contudo (7.8)
trivialmente ocorre para k = n, visto que Hn+1 = 0 por definição). De (7.5), temos que

Hk −H1/k
k Hk−1 = H

1/k
k (H

(k−1)/k
k −Hk−1) ≤ 0 (9.6)

(pois H
1/(k−1)
k−1 ≥ H

1/k
k ) em Σ, com igualdade se, e somente se, Σ é totalmente umb́ılica.

Usando (7.8) e (7.5) temos

nH1Hk − (n− k)Hk+1 − kH(k+1)/k
k =

= (n− k + k)H1Hk − (n− k)Hk+1 − kH(k+1)/k
k =

= (n− k)(H1Hk −Hk+1) + kHk(H1 −H1/k) ≥
≥ kHk(H1 −H1/k) ≥ 0 (9.7)

em Σ, visto que H1Hk − Hk+1 ≥ 0 e H1 − H1/k
k ≥ 0 por (7.8) e (7.5) respectivamente.

Por outro lado, o Lema 2 (quando k = 2) e o Lema 3 (quando k ≥ 3) implica que o
operador Lk−1 é eĺıptico ou, equivalentemente, Pk−1 é positivo definido. Em particular,
seus auto-valores µi,k−1 são todos positivos em Σ, e de (9.4) temos

µi,k−1κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 ≥ µi,k−1α|N∗ ∧ E∗i |2 (9.8)

para cada i = 1, · · · , n, onde α = supI(ff
′′ − f ′2). Da decomposição

N = N∗ − 〈N, ∂t〉 ∂t, Ei = E∗i − 〈Ei, ∂t〉 ∂t e ∂t = −∇h− 〈N, ∂t〉N (este por (4.4))

vemos que
|N∗ ∧ E∗i |2 = |∇h|2 − 〈Ei,∇h〉2

(veja os calculos feitos logo antes do Corolário 6). Portanto, (9.8) implica que

n∑
i=1

µi,k−1κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 ≥ α

(
n∑
i=1

µi,k−1(|∇h|2 − 〈Ei,∇h〉2)

)
=

= α

(
tr(Pk−1)|∇h|2 −

n∑
i=1

µi,k−1 〈Ei,∇h〉2
)
.
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Observe que

n∑
i=1

µi,k−1 〈Ei,∇h〉2 =
n∑
i=1

µi,k−1 〈Ei,∇h〉 〈Ei,∇h〉 =

=
n∑
i=1

〈Pk−1Ei,∇h〉 〈Ei,∇h〉 =

=
n∑
i=1

〈Ei, Pk−1∇h〉 〈Ei,∇h〉 =

=
n∑
i=1

〈〈Ei,∇h〉Ei, Pk−1∇h〉 =

= 〈∇h, Pk−1∇h〉 .

Dáı,

n∑
i=1

µi,k−1κM(N∗ ∧ E∗i )|N∗ ∧ E∗i |2 ≥ α(tr(Pk−1)|∇h|2 − 〈Pk−1(∇h),∇h〉) =

= α(ck−1Hk−1|∇h|2 − 〈Pk−1(∇h),∇h〉)

e então,

Θ ≥
(

α

f 2(h)
− (log f)′′(h)

)
(ck−1Hk−1|∇h|2 − 〈Pk−1(∇h),∇h〉) ≥ 0. (9.9)

Para a última desigualdade, observe que α
f2(h)

− (log f)′′(h) ≥ 0, devido a definição de α,
e também note que,

ck−1Hk−1|∇h|2 − 〈Pk−1(∇h),∇h〉 =

tr(Pk−1)|∇h|2 − 〈Pk−1(∇h),∇h〉 =

|∇h|2
(
tr(Pk−1)−

〈
Pk−1

(
∇h
|∇h|

)
,
∇h
|∇h|

〉)
≥ 0,

pois se X ∈ X(Σ), |X|M = 1 e X =
∑n

i=1 aiEi, onde {Ei, · · · , En} é um referencial
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ortonormal de Σ, que num ponto p ∈ Σ diagonaliza Pk−1,

tr(Pk−1)− 〈Pk−1X,X〉 =
n∑
i=1

µi,k−1 −

〈
n∑
i=1

µi,k−1aiEi,

n∑
j=1

ajEj

〉
=

=
n∑
i=1

µi,k−1 −
n∑
i=1

µi,k−1a
2
i =

=
n∑
i=1

µi,k−1(1− a2
i ) ≥ 0,

visto que a2
i ≤ 1 (pois, |X|M = 1) e µi,k−1 ≥ 0 (pois, Pk−1 é positivo definido).

Agora, usando (9.6), (9.7) e (9.9), e levando em conta que f ′(h) > 0 (ou f ′(h) < 0)
e 〈N,K〉 < 0 (ou 〈N,K〉 > 0, se f ′(h) < 0), obtemos de (9.5) que Lk−1φ ≤ 0 (ou,
Lk−1φ ≥ 0, se f ′(h) < 0 e, por conseguinte, 〈N,K〉 > 0) em Σ. Visto que Lk−1 é um
operador eĺıptico na variedade Riemanniana Σ, que é compacta, temos, pelo prinćıpio
do máximo (veja Proposição 3 no Apêndice), que φ é constante. Portanto, Lk−1φ = 0
e os três termos em (9.5) se anulam em Σ. Em particular, (9.6) é uma igualdade e Σ é
totalmente úmbilica, logo, por (7.5), todas as curvaturas médias de ordem superior, Hj,
1 ≤ j ≤ k, são constantes. Em particular, H1 (veja que k ≥ 2) é constante positiva e o
resultado seque do Teorema 9, visto que (9.4) implica NCC.



Caṕıtulo 10

Apêndice

10.1 Operadores Eĺıpticos de Segunda Ordem

Dado Ω ⊂ Rn aberto, um operador (diferenciável linear) de segunda ordem L em Ω é
um operador do tipo

L =
n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
+ c,

onde aij, bj, c : Ω −→ R são funções cont́ınuas, com aij = aji para todos 1 ≤ i, j ≤ n.
Para f ∈ C2(Ω), definimos

Lf =
n∑

i,j=1

aij
∂2f

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂f

∂xi
+ cf.

Um operador L como acima é eĺıptico em x ∈ Ω se a matriz (aij(x)) for positiva
definida. L é eĺıptico em Ω se o for em todo x ∈ Ω. Segue do teorema espectral para
operadores lineares auto-adjuntos que L é eĺıptico em x ∈ Ω se e só se os auto-valores da
matriz (aij) forem todos positivos.

Proposição 2. Se Mn é uma variedade Riemanniana e Φ é um campo auto- adjunto de
operadores sobre M , então o operador L : C∞(M) −→ C∞(M), dado por

Lf = div(Φ∇f)− 〈divΦ,∇f〉 ,

é um operador diferencial linear de segunda ordem em Mn. Ademais, L é eĺıptico em
p ∈M se e só se Φp : TpM −→ TpM for positivo definido.
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Proposição 3. Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa, Φ um campo auto-adjunto
e positivo definido de operadores lineares em M, e Lf = div(Φ∇f) − 〈divΦ,∇f〉 . Se
f ∈ C2(M) assume um máximo global em Mn e é tal que Lf ≥ 0, então f é constante
em M .

Proposição 4. Se Mn é uma variedade Riemanniana conexa compacta sem bordo, então
toda função subharmônica f : M −→ R é constante.

Para as provas das proposições anteriores, veja [6].

10.2 Variedade Produto. Produto Torcido

Para relacionarmos a geometria da variedade produto B × F com a geometria das
variedades B e F , é necessário o conceito de levantamento para B × F de funções de
vetores tangentes de B e de F , que daremos a sequir:

(a) Se f ∈ C∞(B) o levantamento de f para B × F é f = f ◦ πB ∈ C∞(B × F );

(b) Se x ∈ TpB e q ∈ F , o levantamento x de x para B × F é o único vetor em
Tp,qB × q tal que dπB(x) = x;

(c) Se X ∈ X(B), o levantamento de X para B × F é o campo de vetores X que em
cada (p, q) é o levantamento de X(p) para B × F . Equivalentemente, o levantamento X
de X para B × F é o único campo X ∈ X(B × F ) tal que dπB(X) = X e dπF (X) = 0.
Neste caso, X é dito um levantamento horizontal.

O conjunto dos levantamentos horizontais é denotado po H(B).
Funções, vetores tangentes e campos de vetores em F são levantados para B × F

de maneira análoga usando a projeção πF . Deste modo, obtemos o conjunto V(F ) dos
levantamentos verticais.

Notemos que H(B) e V(F ) são subespaços de X(B × F ).

Proposição 5. Seja o produto torcido M = B ×f F . Se X, Y ∈ H(B) e V,W ∈ V(F ),
então

(i) ∇XY ∈ H(B) é o levantamento de ∇XY em B.

(ii) ∇XV = ∇VX = X(f)
f
V .

Veja a prova em [3].

Proposição 6. Seja (M
n+1

, g) um espaço-tempo GRW com base (I,−dt2), fibra Rie-
manniana (F n, g) e função de torção f . Então, M é um espaço-tempo conformemente
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estacionário, sendo K = f(πI)∂/∂t ∈ X(M) um campo conforme de vetores de tipo-tempo
globalmente definido em M , onde πI : M −→ I é a projeção sobre I.

Demonstração. Denotando por ∂t = ∂/∂t, 〈, 〉 = g e identificando f = f(πI) temos que
〈K,K〉 = −f 2 < 0. Por outro lado, como 〈∂t, ∂t〉 = −1, temos que 0 = ∂t 〈∂t, ∂t〉 =
2
〈
∇∂t∂t, ∂t

〉
; assim, pela Proposição 5 (i), ∇∂t∂t = 0. Logo, para todo V ∈ X(M) temos

que V = −v0∂t + VF , onde v0 ∈ C∞(M) e VF ∈ V(F ), e, usando a Proposição 5 (ii),

∇VK = ∇−v0∂t+VF f∂t = −v0∇∂tf∂t +∇VF f∂t = −v0f∇∂t∂t − v0∂t(f)∂t +
f∂t(f)

f
VF =

= f ′(−v0∂t + VF ) = f ′V.

Portanto, para quaisquer V,W ∈ X(M),〈
∇VK,W

〉
+
〈
V,∇WK

〉
= 〈f ′V,W 〉+ 〈V, f ′W 〉 = 2f ′ 〈V,W 〉

.
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