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“Se um dia néds se gostasse;
Se um dia nés se queresse;

Se nds dos se imparidsse,

Se juntinho nés dois vivesse!
Se juntinho nés dois morasse
Se juntinho nés dois drumisse;
Se juntinho nés dois morresse!
Se pro céu nods assubisse?
Mas porém, se acontecesse
qui Sao Pédo nao abrisse

as portas do céu e fosse,

te dizé quarqué toulice?

E se eu me arriminasse

e tu cum insistisse,

pré qui eu me arrezorvesse

e a minha faca puxasse,

e 0 buxo do céu furasse?...
Tarvez qui nds dois ficasse
tarvez qui nés dois caisse

e o céu furado arriasse

e as virge todas fugisse!!!”

Ai! Se Séssel..., Poeta Zé da Luz.






RESUMO

O presente trabalho apresenta resultados objetivando classificar folheagoes de codimensao 1 em var-
iedades Riemannianas cujas folhas tém curvatura média constante. O principal resultado é o teorema de
Barbosa-Kenmotsu-Oshikiri([3]),

Teorema: Seja M uma variedade Riemanniana compacta com curvatura de Ricci nao negativa e F um
folheacdo de codimensdo 1 e classe C3 de M, transversalmente orientdvel, cujas folhas tém curvatura
média constante. Entdo, qualquer folha de F é uma subvariedade totalmente geodésica de M. Além
disso, M é localmente um produto Riemanniano de uma folha de F e uma curva normal e a curvatura

de Ricci na diregao normal as folhas é zero.

O resultado anterior nao pode ser estendido para o caso onde M é nao compacta. Uma folheacao
contra-exemplo pode ser contruida a partir de uma funcao f que nao satisfaz a conjectura de Bernstein.

Quando a variedade é uma forma espacial de curvatura seccional nao positiva, tem-se:

Teorema: Sejam Q" (a) uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional constante a e
F uma folheagdo de codimensdo 1 e classe C% de Q""!(a) tal que cada folha L tem curvatura média
constante Hy,. Se a <0 e |Hg| > v/—a entdo inf |Hr| = \/—a.

que generaliza um resultado de [2].
No final, sao apresentados resultados recentes sobre os problemas abordados e uma prova da desigual-
dade de Heinz-Chern.



ABSTRACT

In this paper, we work showing results aiming classify foliations of codimension-one in Riemannian
manifolds whose leaves have constant mean curvature. The main result is the theorem by Barbosa-
Kenmotsu-Oshikiri([3]).

Theorem: Let M be a compact Riemannian manifold with nonnegative Ricci curvature e F, a codimension-
one C3-foliation of M whose leaves have constant mean curvature. The any leaf of F is totally geodesic
submanifold of M. Futhermore M is locally a Riemannian product of a leaf of F and a normal curve,

and the Ricci curvature in the direction normal to the leaves is zero.
The previous result can not be extended for the case where M is not compact. A foliation counter-
example can be built from a function f that does not satisfy the Bernstein’s conjecture. Where the

manifold is a space form of sectional not positive curvature, has been:

Theorem: Let F be a codimension-one C3- foliation of @"*1(a) such that each leaf L has constant
mean curvature Hy. Assume a < 0 and |H;| > /—a. Then inf |Hr| = /—a.

that generalizes a result of [2].

At the end, they are present recent results about the boarded problems and a proof of the Heinz-Chern

inequality.
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Capitulo 1
Introducao

Neste primeiro capitulo, trataremos de modo informal sobre alguns problemas que motivam o estudo de
aspectos geométricos de folheagoes. Uma folheacao de uma variedade é uma particao em subvariedades
conexas de mesma dimensao e que localmente se comportam como planos paralelos em um espago
euclideano. O nome provavelmente estd ligado a idéia intuitiva que fazemos de folhas empilhadas.
Uma das motivagoes para estudarmos tais particoes vem das curvas integrais de uma equacao diferencial
ordinéria.

Um dos marcos para a criagao da teoria das folheacoes reside nos trabalhos de G. Reeb e C. Ehresmann

durante a década de 40. Um dos problemas mais famosos, motivado por H. Hopf, é o:
Problema 1.1. Exziste na esfera S® uma folheacdo de dimensdio 27

G. Reeb deu uma resposta afirmativa a pergunta anterior. O exemplo apresentado motivou outra

pergunta:
Problema 1.2. E verdade que toda folheacdo de dimensdo dois de S® possui uma folha compacta?
O estudo de folhas compactas produz muitos resultados interessantes, dentre os quais citamos:

Teorema 1.3. (Teorema de Estabilidade de Reeb) Se a folha compacta L da folheagao F de M tem
holonomia trivial, entdo existe uma vizinhanca de L na variedade M que € uma uniao de folhas que sdo

homeomorfas a L.

Outro fendmeno interessante é a transversalidade. Seja F uma folheacdo de codimensdao ¢ em M.
Uma subvariedade mergulhada S < M sem bordo, compacta, de dimensao g, conexa e transversal a F
é chamada de fechado transversal.

No caso de codimensao 1, sempre existe uma folheagao transversal a F de dimensao 1. Essa é uma
das razdes para o bom entendimento das folheacoes de codimensao 1. Ainda nessa situacao, um fechado
transversal é um circulo mergulhado em S que nao é tangente a folheagao. Vale mencionar o seguinte

resultado:

Proposigao 1.4. Se F ¢ transversalmente orientdvel de codimensdo 1 e M € compacta, entdo toda folha

L de F que ndo intersecta um fechado transversal é compacta.



Uma p-forma 6 é transversal a F se | é nao singular para cada folha L de . Uma folheacao F é
topologicamente plana se toda folha intersecta um fechado transversal. Em codimensao 1, temos uma

caracterizagao bastante curiosa de tais folheagoes:

Proposigao 1.5. Seja F uma folheagdo de codimensdo 1, orientdvel, transversalmente orientdvel de

uma variedade compacta e conexa M. Entdo sdo equivalentes
(i) F € topologicamente plana
(i) Eziste uma (n — 1)-forma fechada transversal & F.

Uma folheagao é geometricamente plana se existe uma métrica riemanniana g sobre M tal que todas as
folhas sao subvariedades minimas. A proposicao anterior, juntamente com o proximo resultado, mostram

que em codimensao 1 ser plana topologicamente ou geometricamente sao equivalentes.

Teorema 1.6. (Rummler, 1979) Uma folheagdo de dimensao p é geometricamente plana se, e somente

se, existe uma p-forma fechada sobre M transversal a F.

Uma condicao mais forte do que ser minima é ser totalmente geodésica. Dizemos que uma folheacao
F de M é totalmente geodésica se toda folha é uma subvariedade totalmente geodésica. Duas perguntas

naturais podem ser formuladas:

Problema 1.7. Dada uma variedade Riemanniana M, ela admite uma folheagao totalmente geodésica

de uma dada codimensao?

Problema 1.8. Dada uma folheagdo F sobre uma variedade M, existe uma métrica Riemanniana sobre

M de modo que F ¢ totalmente geodésica?

Um resultado de H. Gluck ([14]) mostra que qualquer variedade fechada de dimensdo 3 admite
uma folheagao totalmente geodésica de dimensao 1. Um resultado de ([18]) mostra que dada qualquer
variedade compacta M com x(M) = 0, existem folheagoes de codimensao 1 que ndo podem ser total-
mente geodésicas. Estaremos interessados na direcao da primeira das duas perguntas anteriores. Quais
condigoes garatem que uma folheacao de codimensao 1 seja totalmente geodésica?

Os dois capitulos iniciais apresentam resultados béasicos de Geometria Riemanniana e Folheacoes. O
terceiro capitulo apresenta uma demonstragao do principal resultado deste trabalho, obtido por Barbosa-
Kenmotsu-Oshikiri([3]),

Teorema: Seja M uma variedade Riemanniana compacta com curvatura de Ricci nao negatia e F um
folheacdao de codimensdo 1 e classe C3 de M, transversalmente orientdvel, cujas folhas tém curvatura
média constante. Entdo qualquer folha de F é uma subvariedade totalmente geodésica de M. Além
disso, M é localmente um produto Riemanniano de uma folha de F e uma curva normal e a curvatura

de Ricci na diregao normal as folhas é zero.



Capitulo 2

Preliminares em Variedades

Riemannianas

Denotaremos por x(M), D(M) e (M, g), respectivamente, o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis
em M, o anel das fungoes reais de classe C*° em M e uma variedade M munida de uma métrica

riemanniana g.

2.1 Imersoes Isométricas

Dada uma imersao f : M — M, o pullback de uma métrica Riemanniana de M induz uma métrica
Riemanniana em M que torna a imersao isométrica. Como f é localmente um mergulho, podemos
estender campos de vetores locais em M & campos de vetores locais em M. Identificando v € TpM com

dfp(v) € Tf(p)M e utilizando a métrica de M, podemos escrever:
T,M =T,M @& (T,M)*

Seja V a conexdo Riemanniana de M. Immplicitamente também estamos indentificando uma vizinhanca
U onde f é um mergulho com f(U). Se X,Y sdo campos de vetores locais sobre M e X,Y sdo suas
extensoes locais em M, podemos definir uma conexdo Riemmaniana relativa & métrica induzida sobre
M por
VxY = (V)T

E fécil ver que V é realmente uma conexao compativel com a métrica induzida em M. Além disso,
definamos

B(X,Y)=VxY - VxY
E f4cil ver que B(X,Y) nao depende das extensdes X e Y e que é um campo em M normal & M.

Com a notacdo anterior, temos:
Proposicao 2.1. Se X,Y pertencem a x(U), a aplicacdo B : x(U) x x(U) — x(U)* dada por
B(X,Y) =VyY — VxY

7



e bilinear e simétrica.
Prova. Veja [8] pdgina 127.
Dado p em M e nem (T,M)*. A aplicagao H,, : T,M x T,M — R dada por
Hy(x,y) = (B(x,y),m), @,y € T,M,
é, pela proposicao anterior, bilinear e simétrica.

Definicao 2.2. A forma quadrdtica I1,, definida em T,M por II,(x) = Hy(z,z) € chamada a sequnda

forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7.

Definigao 2.3. Associada & aplicagcdo bilinear 11, fica associada uma aplicacio linear auto-adjunta

Ay TyM — T,M por
(Ap(z),y) = Uy (z,y) = (B(z,y),m)-

Proposicao 2.4. Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de n normal a M.
Entao A,(xz) = —(V,N)T

Prova. Veja [8] pdgina 128.

Definigdo 2.5. Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se para todo n € (T,M)* a sequnda
forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersao f ¢ totalmente geodésica se ela é geodésica

para todo p em M.

Proposicao 2.6. Uma imersdo f : M — M ¢é geodésica em p pertencente a M se e sé se toda geodésica

~ de M partindo de p € geodésica de M em p.
Prova. Veja [8] pdgina 132.

Definigao 2.7. Uma imersio f: M — M ¢é minima se para todo p em M e todo n em (T,M)* tem-se

que o traco de S, € nulo.

Escolhendo um referencial ortonormal Ei, Es, ..., E,, de vetores em (x(U))*, onde U é uma vizin-

hanca de p em que f é um mergulho, podemos escrever em p,
B(x,y) =Y Hg,(2,y)E; x,y € T,M.
i
Denotemos por tr A o trago de um operador A. Definimos o vetor curvatura média H de f por

1 1
H==>Y (&rE)E, = —trB
nz(r ) ’I’Lr

%

Como tr nao depende do referencial escolhido, o mesmo se passa com o campo H. Claramente f é

minima se, e somente se, H(p) = 0 para todo p em M.



2.2 0O Método do Referencial Movel

Seja M uma variedade Riemanniana e U C M uma vizinhanca de p € M onde seja possivel definir um
referencial ortonormal {e;}. Associado a esse referencial, podemos definir um coreferencial de 1-formas
diferencidveis {w;}, que satisfazem w;(eg) = ;.

Para o que segue, precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicao 2.8. (Diferencial exterior de uma 1-forma) Para qualquer 1-forma diferencidvel w e campos

de vetores diferencidveis X e Y temos
dw(X,Y) = X(w(y)) =Y (w(X)) —w([X,Y]).

Demonstragdo. Como qualquer uma forma diferencidvel pode ser expressa localmente como soma de
termos da forma udv onde u, v sdo funcoes diferencidveis é sufuciente considerar o caso em que w = udv.

O lado esquerdo da expressao acima se torna:

d(udv)(X,Y) du A dv(X,Y)
du(X)dv(Y) — dv(X)du(Y)

= XuYv— XvYu.

Enquanto que o lado direito se torna:

X(udv(Y)) = Y (udv(X)) — udv([X,Y])

= XuYv)—YuXv)—ulX, Y
(XuYv 4+ uXYv) — (YuXv+uYXv) —u(XYv—YXv)
XuYv— XovYu.

Por outro lado, se V é a conexao de Levi-Civitta de M e, para 1 <1i,j < N definimos

(wij)p(v) = (Vuei, €5)
para todo p € M e v € T,M, entdao w;; é uma 1-forma em M, e a compatibilidade entre a conexao e a
métrica de M garantem imediatamente que
wij +wj; =0
Em particular, w;; = 0 para todo ¢. Tais 1-formas w;; sdo denominadas as 1-formas da conexao de M, e

temos o seguinte importante resultado.

Proposicao 2.9. (Levi-Civitta) Escolhido o referencial {e;} em um aberto U C M de uma variedade
Riemanniana M temos

dwi = ij A Wi
J
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Demonstragao.
(dw))(X,Y) = X(wi(Y)) = Y(wi(X)) —wi([X,Y])
= X<Y,€7;> —Y<X76i>— <[X,Y},€Z‘>
= <nyv, 61'> + <K Vxei> — <VyX, €i> — <X, Vy6i> — <VXy — VYX, €i>
= D (YViej)le;, Vxer) = > (X, e5)(Vyese;)

J J

= > {wi (X)w (V) — wiy (V)w; (X))}

J

= D (wi Awy)(X,Y)

J

2.3 Formas de Volume em Variedades Riemannianas

Dada uma variedade Riemanniana orientavel M, podemos definir uma forma elemento de volume 2 em

M como mostra a préxima proposicao:

Proposigao 2.10. Suponha M € uma variedade Riemanniana orientdvel e de dimensao n. Existe uma
unica n-forma Q tal que
Q(E,Es,...,Ey,) =1

para todo referencial ortonormal local (Ey1, Es, ..., ENn) compativel com a orientagdo de M.
Demonstrag¢ao. Suponha que tal forma existe. Se (E, Ea,...,Ey) é um referencial ortonormal com-
pativel com a orientagdo de M, seja (wq,ws,...,wy) seu coreferencial dual. Entdo podemos escrever

Q= fwy ANwsy...wy. A condicao do enunciado implica que
1= Q(El,EQ, N 7E/‘N) = fwl(El) A ’LUQ(EQ) VAN U)N(EN) = f

Logo 2 = w1 A ws ... wy e obtemos sua unicidade. Para provarmos a existéncia, definamos 2 numa
vizinhanga de cada ponto de M por wy; A ws...wy. Precisamos mostrar que esta definicao independe
do referencial local escolhido. Sejam (Fi, Fs, ..., Fxn) outro referencial ortonormal compativel com a
orientagao de M e (x1,z2,...,xnN) seu coreferencial associado. Seja Q=x; Axza A...Azy. Escrevendo

cada campo F; no referencial (E;), obtemos uma matriz (A;;) definida por
Fi =Y AjE;.
J

Como os referenciais locais (F;) e (E;) sdo ortonormais e compativeis com a orientacdo de M, temos
det(A;j) = 1. Entao
Q(F17F2,...,FN) = det(wj(Fl))
= det(Aij)det(wj(Ej))
1

= Q(F17F27"';FN)
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Logo 2 = Q. O
Denotaremos a forma de volume ) de uma variedade Riemanniana orientavel M com métrica g, men-
cionada na proposigao anterior, por dV,. O préximo lema fornece uma expressao em coordenadas locais

para tal forma de volume.

Lema 2.11. Seja M uma variedade Riemanniana orientada com métrica g. Se (x;) € um sistema de

coordenadas locats compativel com a orientacdo de M entdao dVy, em coordenadas locais, tem a forma
dVy = y/(det g;j)dzy Ndxa A ... Adap,
onde g;; sGo as componentes de g nessas coordenadas

Demonstragao. Seja (U, (x;)) uma carta compativel com a orientagdo de M numa vizinhanga de p € M.
Nessas coordenadas, dV, = fdziAdzaA...Adz, para alguma funcdo positiva f. Seja (E;) um referencial
local ortonormal definido numa vizinhaga de p e seja w; seu coreferencial dual associado. Podemos

escrever o referencial coordenado em termos do referencial ortonormal como

0
axi = Z AijEj-
J

Entao

0 0
f == qu(axl”axn)
I S
= 1/N ... 81717.”’81’"

- on(o(2)

= det(A”)

Por outro lado,

S
* ax/ ﬁxj 4
= (AiEr, AjEy),
= A Aj(Ey, Ep)g

= ZAikAjk
k
Como >, AipAjx é a entrada (i, j) da matriz AT 4, onde A = (A;;), temos
det(gi;) = det(AT A) = det AT det A = (det A)%.

Dai segue que f = det A = \/det(g;;). a

Definigao 2.12. O wvolume de uma variedade Riemanniana orientdvel M € a integral fM dVy.
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O lema anterior no induz a procurar um sistema de coordenadas locais coveniente para facilitarmos o

calculo do volume. Antes de procedermos nessa direcao, precisaremos de alguns resultados:

Teorema 2.13. (Hadamard) Seja M uma variedade Riemanniana, simplesmente conezxa, com curvatura
seccional nao positiva. Entao M € difeomorfa a R™ onde n = dim M. Além disso, a aplica¢do exponen-
cial exp : T,M — M ¢é um difeomorfismo.

Demonstragio. Veja [8] pdgina 149.

Seja p um ponto de uma variedade Riemanniana completa M. Sabemos que para v € T, M de norma
suficientemente pequena, a curva definida por ¥(t) = exp ,(tv) para t € [0,1] é uma geodésica mini-
mizante.

Definicao 2.14. O cut locus de p no espago tangente T,M, Cut(p), € definido como o conjunto de todos
os vetores v € T,M tais que y(t) = exp,(tv) € uma geodésica minimizante para t € [0,1] mas ndo é
minimizante para t € [0,1+¢€|, para qualquer e > 0. O cut locus de p em M € definido como a imagem do
cut locus de p no espago tangente sobre a aplicagio exponencial exp,. Denotaremos por U, o conjunto

dos vetores v € TyM tais que vy é minimizante para t € [0,1 + €] para algum € > 0.

Proposigao 2.15. Se M € completa, para qualquer p € M, temos
M = expy(Up) U Cut(p)

Demonstragdo. Como M é completa, segue do Teorema de Hopf-Rinow que, dado qualquer z € M,
existe uma geodésica minimizante de p até x. O

Lema 2.16. Para qualquer p € M, o cut locus Cut(p) tem volume zero.

Demonstragio. De fato, cada raio através de origem de T, M encontra Cut(p) em no maximo um ponto.
O

Proposigao 2.17. Sejam M wma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante K, v :
[0,1] = M uma geodésica normalizada sobre M e w(t) um campo paralelo ao longo de~y com (v (t), w(t)) =
0 e|w(t)| =1. Entao
tvK
Mw(t), se K >0,
VK

J(t) = tw(t), se K =0,

senh (tv/—K)

kK

sao campos de Jacobi com condi¢ées iniciais J(0) =0 e J'(0) = w(0).

w(t), se K <0,

Proposicao 2.18. Seja v : [0,a] — M wuma geodésica. Entdo um campo de Jacobi J ao longo de v com
J(0) =0 € dado por
J(t) = (dexpp)t'y/(O) (t‘]l(o))v te [O,CL].
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Demonstrag¢ao. Veja em [8] pagina 114

Em virtude do lema anterior, expressando dV; em uma carta exponencial, o volume de M pode ser

calculado por fUM exp ,dV,. Utilizaremos campos de Jacobi para calcular exp ,dVj.
Seja c(t) = exp ,tu uma geodésica através de p. Sejam {u = ey, ez,...,e,} uma base ortonormal de
T,M, E;(t) os transportes paralelos de e; ao longo de c e Y; campos de Jacobi ao longo de c satisfazendo

Y:(0) =0eY/(0) =e;.

1
Pela proposicao 2.18, d(exp ) (u) = ¢/(t) e d(exp ,)iu(es) = ;Yi(t). Obtemos, pelo lema (2.11), que

exp,dVy = y/(detgy)dry Adza A... Adzy

t—(n—l)/Q\/det(<Y;(t),}/j(t)>)dx1 Ndzg A ... Ndey
J(u, t)t" ' dtdu

onde du denota a forma de volume canonica sobre a esfera unitéria de T, M e

J(ut) = 15T Jdet((Y (1), V;(1))).

Segue-se que J(u,t) ndo depende de {ea,...,e,}. Seja p(u) a distdncia da origem até o cut locus na

direcao de u, pelo teorema de Fubini temos:

p(w)
vol(M, g) = / / J(u, t)t"tdtdu
sn-1Jo

Exemplo 2.19. (Volume da esfera S™ com a métrica candnica) Como Y;(t) = sentF;(t), temos

T n—1
vol(S™, can) = / / (setnt> t"dudt
sn=1.J0

= vol(S”fl,can)/ sen " tdt.
0

FEntao obtemos

n _ | n+1
vol(S?", can) = 7(471-) (n— 1) T

n -1 e vol(S?"*1 can) = 2

n!

Exemplo 2.20. (Volume da bola no espago Hiperbdlico de curvatura seccional K < 0)
h(tv—K

Como Y;(t) = MEi(t), temos
V—-K

senh (rv/—K)

vol(B,(R)) = vol(S™", can) /0 " (_K>n1 dr.
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2.4 Alguns resultados sobre hipersuperficies minimas

Uma subvariedade N C (M, g) é totalmente geodésica se para cada p € N, uma vizinhanca de 0 € T, N
¢ mapeada em N pela aplicagao exponencial exp, de M. No tltimo capitulo, estaremos interessados
em particoes de uma variedade em que cada elemento da particao seja uma subvariedade totalmente
geodésica. Em certas circunstancias, tal condi¢ao limita substancialmente o “tamanho” (dimensao) de

cada pedago como mostra o:

Teorema 2.21. (Frankel) Seja M um variedade Riemanniana de dimensao n, completa e de curvatura
seccional positiva. Se A e B sao duas subvariedades fechadas' totalmente geodésicas de M, que satis-
fazendo a condig¢do

dim A + dim B > n,

entao AN B € nao vazio.

Demonstragio. Veja [11].
Nas hipdteses do teorema anterior, para n > 2, quaisquer duas hipersuperficies totalmente geodésicas

se intersectam. Isso ainda acontece se as hipersuperficies forem apenas minimas como mostra o:

Teorema 2.22. Se M ¢ uma variedade Riemanniana completa, conexa e de curvatura de Ricci positiva,

quaisquer duas hipersuperficies minimas fechadas tém interse¢cdo nao vazia.
Antes da demonstragdo, precisaremos de ferramentas auxiliares:

Teorema 2.23. (Synge - Sequnda varia¢ao do Comprimento de arco) Seja ¢ : [0,1] — M uma geodésica

parametrizada pelo comprimento de arco e V(s,t) uma variagdo de ¢ com as propriedades que V(0,t) =

oV
c(t) e o campo a—(O,t) = E(t) € unitdrio, normal e paralelo ao longo de c¢. Entdo para o funcional do
s

Lov
L5:/ —|dt,
0= %]

comprimento de arco,

temos
dL
E(O) =0
e
d’L ! , , ov t
E(O) = */0 K(E,d)dt + <C’<V6V8s)(0’t) .
Os

onde K denota a curvatura seccional.
Veja em [22] pagina 158.

Lema 2.24. Sejam Ny e No duas subvariedades fechadas disjuntas de uma variedade Riemanniana

completa. Entao a distancia entre N1 e No € assumida por uma geodésica vy perpendicular a ambas.

L Ao longo desta segdo, o adjetivo fechado denotard uma variedade compacta e sem bordo



15

Demonstragdo. Como M é completa e as subvariedades N1, Ny sdo compactas, existem p; € Ny, pa € No
e uma geodésica ¢ : [0,]] — M, parametrizada pelo comprimento de arco, satisfazendo ¢(0) = p; e
¢(l) = pa2 e que realiza a distancia entre N7 e No. Dado v € T¢(0) N1, considere uma variagao V' ao longo
de ¢ com V(0) = v e V(I) = 0. Pela férmula da primeira variagdo de energia, obtemos

0 = %E’(O)
@ D de de de
= [ .G = .50+ V. 5
= V), %),

Logo v ¢ ortogonal a ¢’(0). Analogamente ¢’(l) é ortogonal a T¢(;)Na.
(]
Podemos agora provar o teorema (2.2),

Demonstracdo. Sejam Ni, Ny C M hipersuperficies minimas fechadas e consideremos a notagao do
lema anterior juntamente com seu resultado. Seja {E1,..., E,} um referéncial ortonormal de campos
paralelos ao longo de ¢ com E,, = ¢’. Entao, em p; e pa, F1,..., E,_1 sao tangentes as hipersuperficies.

Tomemos variagoes Vi, ..., V,_1 com a propriedade que V;(s,0) € Ny, V;(s,1) € N2 para s pequeno e
%

0Os

*(0,t) = E;. Pela férmula da segunda variagio de energia, temos:

n— 1d2 n—1

l
d52 Z/ sec(Ej,d dt—&-z ¢ V@V aav (0, t))
s

j=1
Agora, observe que,

n—1
7= Js

n—1
oV;
>V gy, 52 0.0)
=1 s
sao, a menos de uma constante, as curvaturas médias de Ny em p; e Ny em po, respectivamente. Entao

essas contribuigoes sao zero e obtemos uma contradicao como segue:

n—1 .o ) n—1 1
L0 _ fZ/K(Ej,c’)dt

; ds?
Jj=1
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Capitulo 3
Folheacoes

Curvas integrais de um campo de vetores diferencidavel determinam uma decomposicao da variedade em
curvas de dimensdo 1 ou zero(no caso de singularidades). O que aconteceria se algum objeto tivesse
variagao diferenciavel ao longo dos espagos tangentes dos pontos da variedade assim como um campo?
Trataremos de estudar essas ditribuigoes e suas conexoes com folheagoes. Todos os resultados menciona-

dos podem ser encontrados nas referéncias [17], [15] e no cléssico [6].

3.1 Distribuicoes Tangentes

Definicao 3.1. Uma distribuicio D de dimensao k em uma variedade diferencidvel M (ou se preferir,
um campo de k-planos) é uma associagio entre cada ponto p de M a um subespago D, de T,M. A
distribuicao é diferencidvel se todo ponto p € M admite uma vizinhanca U e k campos diferencidveis

X1, Xo,..., Xk que formem uma base de Dy para todo g em U.

Uma pergunta natural é saber quando uma distribuicao pode ser obtida como fibrado tangente de

alguma subvariedade de M.

z

Definigao 3.2. Seja D uma distribuicdo suave sobre M. Uma subvariedade imersa N C M ¢é uma
variedade integral de D se T,N = D,, para cada ponto p de N. Neste caso D é chamada de distribuicdo

integrdvel.

Definigao 3.3. A distribuicio D € involutiva se [X,Y] é um campo de vetores em D para quaisquer

dois campos de vetores X eY em D.

0
Exemplo 3.4. Em R", 0s campos de vetores 90l 922 Dk geram uma distribuicdo diferencidvel
xl’ Oz x
de dimensao k. Os subespagos paralelos a RF = {z € R"|zp11 = Thyo = ... = Ty} sdo as variedades

integrais de tal distribuicao.

Proposicao 3.5. Toda distribuicdo integrdvel é involutiva.

Demonstracdo. Seja D C T'M uma distribuigao integravel. Suponha que X e Y sao secgoes locais suaves
de D definidas em alguma aberto U de M. Seja p um ponto qualquer de U e seja N a variedade

17
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integral de D contendo p. Como X e Y sio se¢des de D, X e Y sdo tangentes a N e consequentemente

(X,Y], € D,. ]
0 o iy
Exemplo 3.6. Os campos de vetores X = e + ya—,Y = 5 geram uma distribui¢do diferencidvel de
x z Y
0
R3 e dimensdo 2. Como [X,Y] = —— ndo é um campo em Z, tal distribuicdo ndo é involutiva e, pela
2z

proposi¢ao anterior, também nao € integrdvel.

o0 0,
Oxt’ OxJ

Exemplo 3.7. No exemplo 3.4, como | =0, a distribuicao apresentada € involutiva

Lema 3.8. Seja D C TM uma distribuicao. Se em uma vizinhanca de todo ponto p € M existe um
referencial local (V1,Va,..., Vi) para D tal que [V;,V;] é um campo vetorial em D, para cada i,j =

1,...,k, entao D ¢ involutivo.

Demonstragao. Veja em [17] na pdgina 496.

3.2 Formas diferenciais e involutibilidade

Dada uma uma forma diferencidvel w nao singular sobre M o nucleo de w fornece uma distribuigao
diferencidvel sobre M. Suponha que w é exata, i.e., w = df para alguma f : M — R. Como w é
nao singular, f nao tem pontos criticos e consequentemente os conjuntos de nivel de f fornecem uma
decomposicao de M em subvariedades imersas de codimenao 1. O espaco tangente em cada ponto dessas
subvariedades é o nicleo de w avaliado naquele ponto. Sabemos que nem toda 1-forma fechada é exata,
logo, nem sempre conseguiremos obter uma f. Por outro lado, a multiplicagao de w por uma fungao
nao nula A ndo modifica seu nicleo. Podemos nos questionar se existem f,g : U — R, g ndo nula no
aberto U de M, tais que w = gdf (aqui g faz o papel de E) Gragas ao teorema de Frobenius, veremos
que a condi¢ao que devemos impor para que w seja ”integravel” nesse sentido é a mesma para que sua

distribuicao seja integravel.

Lema 3.9. (Critério de 1-formas) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e seja D C TM
uma distribuicao de dimensao k. Entao D € diferencidvel se, e somente se, cada ponto p € M admite

uma vizinhan¢a U sobre a qual existem 1-formas diferenciais wy,wa, . .., wWn—x tais que para cada q € U,
D, = Kerws|s N Kerwal|gN...N Kerw,_kq

Demonstrag¢ao. Veja em [17] na pagina 496.

Qualquer conjunto de n — k 1-formas independentes wi,ws,...,w,_; definidas sobre um conjunto

aberto U C M e satisfazendo a condigdo do lema anterior para cada ¢ em U sao chamada de formas
locais definidoras para D. Uma p-forma w anula D se w(X1,Xs,...,X,) = 0 para quaisquer campos de

vetores locais X1, Xa,..., X, em D.

Lema 3.10. Suponha que M ¢é uma variedade diferencidvel e D € uma distribuicao diferencidvel de

dimensdo k sobre M. Entdo uma p-forman anula D se, e somente se, dadas n—k 1-formaswi, ..., wy_k
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locais definidoras para D sobre um subconjunto aberto U C M, tem-se n|U € da forma

n—k
Mo =Y wiABi
i=1
para algum conjunto {B1, B2, ..., Bn-k} de p-formas sobre U.

Demonstragao. Veja [17] pagina 496.

Proposicao 3.11. (Critério de 1-formas para involutibilidade) Suponha que D C TM ¢é uma distribuicdo
diferencidvel. Entao D € involutiva se, e somente se, a sequinte condi¢ao € satisfeita: para toda 1-forma

1 que anula D em um aberto U C m, tem-se dn também anula D sobre U.

Demonstragao. Veja [17] pagina 496.

Lema 3.12. Sejam D uma distribuicao diferencidvel de dimensao k sobre uma variedade M de dimensdo
n e wy,ws,...,Wy_g 1-forma definidoras de D sobre um aberto U C M. Entdo D € involutiva sobre U

se e somente se existem 1-formas oy, 1,5 = 1,...,n — k, tais que

n—k
d’LUZ‘ = E w; A Qjj.
j=1

Demonstragao. Veja [17] pagina 497.

Definicao 3.13. Dada uma distribuicao D C T M de dimenssido k, dizemos que uma carta coordenada
(U, ¢) sobre M ¢ plana se ¢(U) € o produto de abertos conevos U' x U"” C R¥ x R"* ¢, em pontos de

U, D é gerado pelos primeiros k campos vetoriais coordenados 0/0x1,...,0/0xy.

Nessa situacao, cada fatia da forma xx41 = ¢x41, ..., T, = ¢, para constantes cgy1, ..., ¢, é¢ uma vari-
edade integral para D. Uma distribuicao D C T M é completamente integrdvel se existe uma carta plana
para D em uma vizinhanga de todo ponto de M. Segue facilmente que toda distribuicao completamente

integravel é involutiva. O préximo teorema afirma o reciproco:
Teorema 3.14. (Frobenius) Toda distribui¢do involutiva é completamente integrdvel.
Demonstragao. Veja [17] pdgina 500.

Exemplo 3.15. Seja D C TR? a distribuicio gerada pelos campos de vetores

0 0
= _— 1 _
1% T +x(y + )87:
0 0
Vo= e
0 0 . , . .
Como [V,W] = % + ya = —W € D, pelo teorema de Frobenius, D € involutiva.

Proposicao 3.16. (Estrutura local de variedades integrdveis.) Sejam D uma distribuicdo involutiva
de dimensao k sobre uma variedade M e (U,¢) uma carta plana para D. Se N € qualquer variedade
integrdavel para D, entdo N NU € uma unidgo enumerdvel de subconjuntos abertos disjuntos de fatias

paralelas de U de dimensao k, cada uma aberta em N e mergulhada em M.

Demonstragio. Veja [17] pdgina 503.
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3.3 Folheacoes

Uma folheagdo F de dimensao k sobre uma variedade M™ é uma colegao de subvariedades de dimensao
k, disjuntas, conezxas e imersas de M (chamadas de folhas da folheagdo) cuja unido é M e tal que em
uma vizinhanga de cada ponto p de M existe uma carta (U, ¢) com a propriedade que ¢(U) é o produto
de dois abertos conexos U; x Us C R¥ x R ¥, e cada folha da folheagao intersecta U ou em um conjunto
vazio ou em uma colegdo enumerdvel de fatias de dimensao k da forma zp41 = cgt1,...,Tn = ¢, (tal
carta, é chamada de carta plana da folheagao). Os conjuntos da forma ¢~1(U; x {c}) sdo chamados de
placas de U, ou ainda, placas de F. As placas sao subvariedades conexas de dimensao k e de classe C"
em M. Um caminho de placas de F ¢é uma sequéncia a1, s, ..., ax de placas, tal que a; N ;11 # 0,
para todo i € {1,2,...,k — 1}. Dizemos que p e ¢ em M estao relacionados se existe um caminho de
placas aj,a9,...,a; tal que p € ay e ¢ € . E evidente que essa relacao é uma relacao de equivaléncia.
Suas classes de equivaléncia sao as folhas de F.

A situacdo mais natural para encontrarmos uma folheagdo é quando tempos uma submersao f :
M™ — N"™ de classe C". Pela forma local da submersdes, dado p € M com f(p) = ¢, existem cartas
locais (U, ¢) em M e (V,9) em N taisquep € U,qg € V,p(U) = Uy xUs CR™ " xR e (V) = Vo D Uy
e tal que o fog¢~! : Uy x Uy — Uy coincide com a projecio na segunda coordenada (z,y) — .
Claramente as cartas (U, ¢) definem um atlas que satisfaz a definigdo de folheacdo e as componentes
conexas das superficies de nivel f~!(c) sdo as folhas.

Exemplo 3.17. Se X € x(M) € ndo singular, entdo fluxo local definido por X define uma folheagao de

dimensao 1. De fato, como X € nao singular, existe uma vizinhanga coordenada (U, z) sobre x tal que

—e<z;<e, 1<i<n

a
Quando M é o toro T?> = R?/Z? e X é o campo constante X = (a,b) com — & Q, obtemos uma folheacdo
em que toda folha € densa na variedade. Para ver isto, basta usar o fato que todo subgrupo aditivo da

reta que nao € discreto € denso.

Exemplo 3.18. Seja f: R"™! — R suave e, para cada c € R, seja f. = f + c. Seja

Le ={(z, fe(2))}zern—1-

O grdfico de f. é R™. Denotemos x = (1,...,Zn_1) € Yy = T,. Entao
6:R* — R"
(z,y) = (z,y—f(z))

é um difeomorfismo com inversa

¢~ (2,) = (,y + f(2)).
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Como
¢(Le) = {(z,¢)}rern-1,c ER,

temos que a Unica carta coordenada (R™,¢) € uma carta plana tendo como placas os grdficos L.

Exemplo 3.19. Um em fibrado (M,B, 7, F), temos uma folheagao natural de M dada pelas fibras

7 Hz).

Lema 3.20. Seja F uma folheagdo sobre uma variedade diferencidvel M. A cole¢ao de todos os espagos

tangentes as folhas de F forma uma distribuicdo involutiva sobre M.

O lema anterior e a préxima proposicao fornecem uma conexao, ja esperada, entre distribuigoes

involutivas e folheagoes.

Proposicao 3.21. (Teorema de Frobenius Global) Seja D uma distribuicdo involutiva sobre uma vari-
edade diferencidvel M. A colecao de todas as variedades integrais, coneras e mazximais(com respeito a

inclusdo) de D forma uma folheagao de M.

Demonstragao. Veja [17] pagina 511

3.4 Topologia das Folhas

Dada uma folheacao F de dimensao n de uma variedade M™ (com n < m) diremos que x é equivalente
a y se pertencem a uma mesma folha de F. E claro que esta relacao é de equivaléncia. Denotemos por
M/F o espago quociente de M por esta relagdo e por m : M — M/F a projegdo que associa a cada

elemento a sua classe de equivaléncia.

Definicao 3.22. O Saturado de um conjunto A é definido por ==1(m(A)). Dizemos que um conjunto

A C M € invariante ou saturado por F quando 7~ 1(m(A)) = A.

Exemplo 3.23. Trivialmente M e o conjunto vazio sdo exemplos de conjuntos invariantes. Qualquer

colecao de folhas € invariante.

Teorema 3.24. A proje¢ao ™ é uma aplicagao aberta, ou seja, o saturado F(A) de um subconjunto
aberto A de M ¢ aberto.

Demonstragdo. Dado p € F(A), queremos mostrar que p € int F(A). Seja F' a folha de F que passa por
p. Sejaqg € FNAeay,as,...,qr uma caminho de placas entre p e g(com p € a; e ¢ € o). Suponhamos
que cada a; é placa de U; com (Uj, ¢;) € F e escrevamos ¢(U;) = U x U onde UJ e U} sao discos
abertos de R"™ e R" ™™, respectivamente. Suponha que existe x € int F(A) NU; = V. Como ¢; : U x U/
¢ homeomorfimsmo, ¢;(V) é aberto de U] x UJ. Seja my : U] x U}’ — U a projecio na segunda coorde-
nada. Como m é uma aplicacdo aberta e ¢, é continua, segue que W = qﬁ;l(w;l(m (¢;(V)))) é aberto.
Além disso, a; C W C F(A) mostrando que «; estd no interior de F(A). Como A é aberto e ¢ € AUUY,
segue que o € int F(A). Como a; Nag C int F(A)UUs, segue que ap € int F(A). O mesmo argumento
mostra que «; € int F(A) se a;—1 € int F(A). Dai, oy, € int F(A) e consequentemente p € int F(A). O
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Seja M uma variedade onde estd definida uma folheagdo F. Um subconjunto g C M é minimal se

satisfaz as seguintes propriedades:

(i) p é fechado, néo vazio e invariante por F.

(ii) Se p/ C p é um conjunto fechado e invariante por F, entdao u’ = 0 ou p' = p.
Exemplo 3.25. Em um fibrado (M, B, 7, F), cada folha de w: M — B é um conjunto minimal.
Exemplo 3.26. Toda folha fechada de F é um subconjunto minimal.

Lema 3.27. Seja A C M um subconjunto invariante por F. Entdo int (A), A e OA sdo invariantes. A

intersecao qualquer de invariantes € invariante.

Demonstragdo. Seja B = int A, como 7 é aberta, 7~ (7(B)) é aberto e satisfaz int A C 7~ (n(B)) C A.
Logo 7~ 1(m(B)) = int A = B. Se A é invariante, M — A também é. Consequentemente, int (M — A) =
M — A ém invariante, ou seja, A é invariante. A diferenca entre conjuntos invariantes também é invariante,

logo 0A = A — int A é invariante. ]

Teorema 3.28. Toda folha de uma variedade compacta possui um conjunto minimal.

Demonstracdo. Denotemos por C a colecao de todos os subconjuntos compactos nao vazios de M e
invariantes por F. Se F é uma folha da folheacdo, F é fechado e invariante. Logo C é ndo vazio.
Consideremos em C' a relagao de ordem parcial dada pela inclusao de conjuntos. Dada uma sequéncia
totalmente ordenada g1 D pe D ... de elementos de C, p = N2, u; é nédo vazio (pois M é compacto).
Além disso, p é invariante (pelo lema anterior) e compacto. Logo, u € C e C é indutivo. Pelo lema de

Zorn, C' admite um elemento minimal. O
Teorema 3.29. Seja p um subconjunto minimal de F. Valem as sequintes propriedades.

(i) Toda folha de F contida em p € densa em fu.

(ii) Se M € conexa e p tem interior nio vazio, entdo p = M.

(1) Sejam p = cod F e ¥ um disco de dimensio p transversal a F e tal que pu N # (. Se p ndo se
reduz a uma folha fechada, entao puN Y é um conjunto perfeito, i.e., sem pontos isolados.

(v) Se, além disso, p=1, 90X Nu =0, e u tem interior vazio e ndo € uma folha fechada, entdo pNL

€ homeomorfo a um conjunto de Cantor. Neste caso, dizemos que p € um minimal excepcional.

Demonstracio. (i) Se F' C p é uma folha de F, pelo lema 3.1, F ¢ um minimal invariante de M. Como

F C pe F é nao vazio, segue da minimalidade de pu que F = p.

(ii) Seja A C p um aberto. Por (i), todas as folhas de p intersectam A, logo F(A) D p. Como p é
invariante, F(A) C u e consquentemente, F(A) = p. Pelo teorema 3.2, sabemos que F(A) é aberto.
A conexidade de M implica que p = M.
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(iii) Dado = € ¥ N u, seja F' a folha de F por . Como p nao se reduz a uma folha fechada, existe
outra folha F’ # F que é densa em p(devido ao item (i). Como F’ é denso, usando uma carta
trivializadora, concluimos que para toda vizinhanca suficientemente pequena de x, F' intersecta X
transversalmente nessa vizinhanca. Em particular, x é ponto de acumulagao de F' NY C pNX.

(iv) Basta usar o seguinte lema:

Lema 3.30. Seja K C R um subconjunto compacto, com interior vazio e perfeito. FEntdo existe

um homeomorfismo h : K — C onde C € o conjunto de Cantor triddico de [0,1].

Demonstragao. Veja [12]

Lema 3.31. Seja F uma folheagio de uma variedade M. Existe uma cobertura C = {U;|i € I} de M
por dominios de cartas locais de F tal que se U;NU; # 0, entao U; NU; estd contido no dominio de uma
carta local de F.

Prova. Podemos munir M de uma métrica riemanniana e de uma estrutura de espago métrico. Dai,
podemos cobrir M por wma cole¢do de compactos {Kp}nen tal que K, C int K,,11. Para cadan € N,
fixemos uma cobertura de K, por dominios de cartas trivializadoras de F, {Vi = 1,...,k}. Seja
0n > 0 0 nidmero de Lesbegque deste cobertura com respeito & métrica riemanniana de M (lembremo-nos
que a topologia induzida por esta métrica coincide com a topologia inicial de M ). Podemos supor que
a sequéncia 0, € decrescente. FEscolhamos uma cobertura de K, por dominios de cartas trivializadoras,
{Upi =1,..., 1.} tal que o diametro de U}* seja menor que 8,/2 para j =1,2,...,1,. Se U NU # 0,
como o dimametro de U] UU}' é menor que 6,/2 + 6,/2 = 6p, existe um V' tal que U] UU]* C}; para

algum p € {1,2,... ,kn}. Entdio C ={Ul"j=1,2...,1,} satisfaz o enunciado do lema.

Teorema 3.32. (Teorema da Uniformidade Transversal de F) Seja F folha de F. Dados ¢1,,q2 € F,
existem secoes transversais de F, ¥1,%9 com q; € ¥; e um difeomorfismo C”, f : X1 — 3o tal que para
qualquer folha F’, tem-se f(F' N3y) = F' N Xs.

Prova. Como q1,qs pertencem a F, existe um caminho de placas oy, ao, ..., ap tal que q1 € aq,q2 € Qg
e oy N1 # 0 para todo i € {1,2,...,1— 1}. Suponhamos que «; € placa da carta (Uj, ¢;) € F. Pelo
lema anterior, podemos supor que U; NU; # 0, entdo U; NU; estd contido em algum aberto coordenado
de F. Seja ¢;(U;) = Ul x U} ¢ R™ x R®. Escolhamos pontos pj € ajNajpr, com1l < j<k—1,
Po = q1 € pr = q2. Sejam (zj,y;) = ¢;(p;) e D; = ¢~ ({x;} x Ug) um disco transversal a F por
p;j. Como tempos uma carta local de F contendo U; N Ujyq, existe um disco B; de dimensdo s com
p; € Bj C Dj NUjy1 tal que cada placa de Ujiq corta Bj no mdximo uma vez. Seja f; : B —
Dji1 a aplicacao que envia p ao ponto de intersecdo da placa que passa por p em Ujyr com Djyq.
Evidentemente, f; : By — f(B;) € bije¢ao. Como f; opera numa carta trivializadora como a aplica¢ao
identidade, podemos concluir que f; € um difeomorfismo C” (pois cada carta é um difeormorfimos C").
Por construgdo, fj(F' N B;) = F' N fj(B) se j = 0,1,...,k — 1. Seja £1 um disco contendo py e
contido em Bo N f ' (B) N...0 fo (f7 (. (f=15_1(Dy)) ...)) e definamos f : £1 — Dy por f(p) =
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fo—1(fr—2(- .. (f1(fo(p))...)). E evidente que f € um difeomorfismo sobre ¥o = f(X1) C Dy e que para
toda folha F' de F temos f(f' N¥1) = F' NXs.

Teorema 3.33. Sejam F uma folhecao em M, F uma folha de F e ¥ uma secao transversal de F tal
que XN F # (). Temos trés possibilidades:

(i) XN F € discreto e neste caso, F' é folha mergulhada. Também vale o reciproco.

(ii) O fecho de X NF em % contém um aberto. Isto ocorre se, e somente se, o fecho F tem interior
nao vazio e int F = F — OF é um aberto que contém F. Neste caso, dizemos que F ¢é localmente

densa.
(iii) XN F é um conjunto perfeito com interior vazio. Neste caso, dizemos que F' € folha excepcional.

Demonstracdo. A ferramenta principal é mostrarmos que existem vizinhancas de pontos distintos de
> N F que sao homeomorfas. Sejam p € X capF e q € F, pelo teorema de uniformidade transversal,
existe um difeomorfismo f : 3; — 35 entre discos transversais ;i e Y5 a folheagao com p € ¥ e
q € 39 tal que f(F'NX;) = F' N Xy para toda folha F' de F. Podemos tomar ¥; contido em 3.
Quando F = F’, o difeomorfismo anterior mostra que existe um homeomorfismo entre F N e F'N Y.
Consequentemente, F' N é homeomorfo a ' N Xy. Se ¢ € ¥, podemos tomar Xo C . Dai, resulta as

seguintes possibilidades:

(i) p é ponto isolado de ¥ N F' e consequentemente ¥ N F' é discreto.

(ii) p é ponto interior de X N F' em X e consequentemente todos os pontos de XN F' sdo pontos interiores
eXNF

o,

(iii) ¥ N F tem interior vazio em ¥ e ¥ N F nao é discreto.

No primeiro caso, podemos tomar uma carta (U, ¢) com ¢(U) = Uy x Us de modo que D* = ¢~ ({x} xUs)
seja um disco transversal a F e FND* contém apenas p € XNF. Entdo ¢! : Uy xU; — M é um mergulho
C" tal que F N ¢~ Y(U; x Us) contém apenas uma placa de U e consequentemente, F é subvariedade C”
de M. Reciprocamente, se F' é subvariedade C" de M, localmente uma segao transversal intersecta F'
em apenas uma placa. Dai, ¥ N F é discreto. No segundo caso, seja (U, ¢) uma carta triavializadora
com ¢(U) = Uy x Uy de modo que D* = ¢~ ({z} x Us) seja um disco contendo p transversal a F com
p no interior de F'N D%. Podemos restringir Us a Us, obtendo um disco aberto D = ¢~ !({x} x Us)
contido em F'N D* e contendo p. Logo, F contém o aberto A = ¢~1(U; x Uz). Como F ¢ invariante
por F, F(A) C F. Além disso, F' C F(A). Dai, F(A) = F — OF. O terceiro caso é a negacao dos dois
anteriores. |

Podemos concluir que existem trés tipos de conjuntos minimais pu C F :
1. u é uma folha fechada.
2. uéigual a M.

3. O fecho de p tem interior vazio e é igual a unido de folhas excepcionais.
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Teorema 3.34. Seja F uma folheagao de codimensdo 1 sobre uma variedade compacta M. Suponha que
w € um conjunto minimal e excepcional de F. Entao existe uma vizinhanga aberta saturada de W de p

em M tal que i C F para qualquer folha F de F em W.

Demonstragao. Veja em [15] pdgina 94.

A proxima proposicao é uma importante aplicacdo da proposicdo anterior.

Proposicao 3.35. Seja F uma folheacdo de codimensdo 1 e de classe C* de uma variedade Riemanniana
compacta e conexa M e seja f: M — R uma fungao continua que é constante ao longo das folhas de F.
Se f é nao constante sobre M, entio o conjunto A = {x € M; f(x) = mazp(f(x))} contém pelo menos

uma folha compacta.

Demonstra¢do. Como f é continua, A C M é fechado. A compacidade de M implica que A é compacto.
Como f é constante ao longo das folhas, A é uma unido de folhas, e portanto A é invariante. Pelo
teorema 3.3, A contém um conjunto minimal K. Como K é fechado, compacidade de M implica na
compacidade de K. Pelo teorema 3.4, se K tem interior nao vazio, entao K tem que coincidir com M.
Neste caso, f seria constante sobre M, o que contradiz a nossa hipotese. Pelos teoremas 3.6 e 3.4, ou
K é uma folha compacta ou uma uniao de folhas excepcionais. No tltimo caso, pelo teorema 3.7, existe
um aberto saturado U contendo K tal que, para toda folha L de F em U, o fecho L de L contém K.
Como f é constante nas folhas, L. C A. Em particular, U estd contido no interior de A. Como podemos
obter um aberto saturado U para cada K, segue que a uniao de todos eles formam um aberto V saturado
contido no interior de A e contendo todos os conjuntos minimais em A. Como M é conexa, A compacto
e A # M, segue que A—V # (). Além disso, A —V é um conjunto fechado e saturado, consequentemente
contém um conjunto minimal que nao estd em V. Este absurdo mostra que K é uma folha compacta.
|

Seja D uma distribuicao continua sobre M. Dadas duas bases ordenadas de D(z), x € M, dire-
mos que elas sao equivalentes se a matriz de mudanca de base tem determinante positivo. Claramente
isto define uma relagdo de equivaléncia entre as bases ordenandas de D(z). Diremos que D é ori-
entdvel se é possivel escolhermos em cada D(z) uma dessas classes de equivaléncia de modo coerente
ao longo da variedade no seguinte sentido. Existe uma cobertura por vizinhancas coordenadas (U;, ¢;)
de M e em cada U; estdo definidos k campos de vetores continuos X7, X3,..., X. que geram D(x),
para x em U;, de modo que se x € U; N U; entao o determinante da matriz de mudanca de base de
Xi(x), X(z),..., X}i(x) para Xf,Xg, e ,X,z seja positivo. Isto quer dizer que estamos escolhendo em
z a classe da base {Xi(z),..., X} e esta escolha independe do aberto U; que contém z. Denotemos por
O (x) e O~ (x) as duas classes de D(x) definidas pela relagiao de equivaléncia anteiror. O recobrimento
duplo orientavel de D, é a distribuicao D no recobrimento duplo orientavel de M de M definida por

D(x) = Dr(z) " (D(r(x)))
onde m: M — M éa projecao canodnica

Teorema 3.36. Seja M uma variedade conexa e D uma distribuicao continua em M. Se (M,W, 5) € o

recobrimento duplo de D, entdo:
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(i) D € orientdvel.
(ii) M ¢é conexa se, e somente se, P € nao orientdvel.

Demonstragao. Veja [6]

Corolario 3.37. Se M € simplesmente conexa, entdo toda distribuicao € orientdvel. Em particular, M

é orientavel.

Definicao 3.38. Uma distribuicao D é transversalmente orientdvel se existe uma distribui¢cao comple-
mentar, D tal que
D(z) + D(z) = T, M, D(z) N D(z) = {0}

e D é orientdvel.
Naturalmente, temos uma definicao correspondente para folheagoes.

Definigao 3.39. Uma folheagio F de classe C" (r < 1) € orientdvel se a sua distribui¢do correspon-
dente € orientdvel. Analogamente, F € transversamente orientdvel se a distribuicdo correspondente é

transversalmente orientdvel.

Teorema 3.40. Seja D uma distribui¢do de classe C™ em M. Valem as segquintes propriedades
(i) Se D € orientdvel e transversalmente orientdvel, entdo M € orientdvel.
(ii) Se M ¢é orientdvel, entdo D é orientdvel se, e somente se, € transversalmente orientdvel.

Demonstragao. Veja [6]

Terminamos este capitulo comum lema ttil de [19] sobre coordenadas locais de duas distribuicoes

complementares:

Lema 3.41. Se T e T’ sdo duas distribuicoes integrdveis sobre uma variedade M que sdo comple-

tamentares em cada ponto de M, entao para cada ponto y de M, existe um sistema de coordenadas

. . 0 0 0 0
locais x1,%2,...,T, com origem em y tal que | —,—,...,— | ¢ | =——,=—— | formam uma
0x1 Oxo oxy, 041 Oy
base local para T e T’, respectivamente. Em outras palavras, para qualquer conjunto de constantes
(Cly. ey Chy Clig1s - -5 Cn), aS equagoes x; = ¢;, 1 < i < k, (respectivamente xj = ¢j, k+1 < j < n)

definem uma variedade integrdvel de T (respectivamente T").

Demonstra¢ao. Como T’ é integrével, existe um sistema de coordenadas locais yi, ..., Yk, Tkais---,Tn

com origem em y tal que ( ) formem uma base para 7’. Em outras palavras, as equagoes

Iy’ Oy
z; = ¢j, k+1 < j < n, definem uma variedade integral de 7. Analogamente, existe um sitema
0 0
Ozii1’ 7 Ozy
base local para T”. Entao x1,...,Tg, Tri1,- .-, T, é um sistema de coordenadas locais com a propriedade

desejada. O

de coordenadas locais 1, ..., 2k, Zk+1, - - -, Zn, COM origem em y tais que ( ) formam uma



Capitulo 4

Folheacoes de codimensao 1 em

Variedades Riemannianas

4.1 Resultados Preliminares

Seja M™*! uma variedade Riemanniana orientdvel e F uma folheacdo de classe C® de codimensao 1 sobre
M. Dado p € M, se N é um campo vetorial unitdrio normal as folhas de F em alguma vizinhanga de p,
podemos obter um referencial ortonormal adaptado {ej1, ea,...,en,e,+1 = N} de modo que ey, es, ..., e,
sejam tangentes as folhas de F. A imersao de cada folha em M nos permite considerar o vetor curvatura
média H na direcao de N. Para campos de vetores tangentes as folhas de F, podemos definir a divergéncia

ao longo de uma folha L por

n
div (V) =) (Ve,N,e;)
i=1
Como (N,N) = 1, segue-se que 2(VyZ,N) = 0, para todo campo Z, consequentemente, o campo de
vetores X = VN é tangente as folhas de F.

Teorema 4.1. Seja F uma folheacio de codimensdo e de classe C° de uma variedade Riemanniana M.
Seja N um campo de vetores unitdrio e normal as folhas de F em algum aberto U de M. Entdo, fizada

uma folha F em U temos:

(i) divN = —nH

(ii) div(X) = —nN(H) + |An|?+ RicN + | X|?
(iii) divX = div, X — [X]?

onde H € a curvatura média de F na dire¢io de N e An € a sequnda forma fundamental da imersao de
F na direcao de N.

27
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Demonstrag¢ao. Dado p em U, considere um referencial adaptado {ej,ea,...,e,41} em uma vizinhanca
de p, com e,+1 = N. Para (1),

n+1
divN = > (VeN,e)
i=1
= > (Ve N.e))+(VyN,N)
=1

= <V€iN7 ei>

.

1
= = (Aneises)
i=1
= —trAy=-nH (4.1)

Para (i),

n

diviX = ) (Ve X.e)
i=1

= > (Ve,VnN,e;)

n

= D (Ve VNN = VNV N + Vi mN.e) + Y (VaVeNoei) = (Vi N, )

=1
= Y (R(N,e;)N,e;) + Y N(Ve,N,ei) =Y (Ve,N,Vnes) + Y (Vie,mNoe)  (4.2)
=1 =1 i =1

Como (N, N) = 1, obtemos 2(V.,N, N) = 0. Consequentemente, V., N é tangentes a folheacao, portanto
n
<V€¢N7 vNei> = Z<v€iNa ej><VNeia €j>.
j=1
Entao, em (4.2), obtemos

div,X = RicN-N <Z<ANei,ei>> — > (Ve N.e;)(Vneiej) + Y (Vie,nN,es)  (4.3)

i=1 i,j=1 i=1

Sejam h;; = (Anei,ej) = —(Ve,N,e;) e l;; = (Vne;, e;). Temos
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lei, N] = é([ei,N],eﬁej+<[61;,N],N>N
- i(VeiN — Vnei,ej)e; + (Ve,N — Ve, N)N
- Zi; (—(Anei,e5) — (Vnesej)) ej + i ((VNN,ei) = N(N,e;)) N
— i{((ANei,eﬁ — (Vnese)) e+ (VyN,e)N}
= —i(hij+lij)ej+<ei7X>N. (4.4)

Como A,, é auto-adjunta, h;; = (Ane;, e;) = {e;, Ane;) = hyj.
Substituindo (4.4) em (4.3), obtemos:

div X = RicN = N(tr(Ay)) = > hijlij — Y (hij +1i;)(Ve,Noei) + > (ei, X)(VNN, e;)
ij=1 ij=1 i=1
= RicN —nN(H)+2> hijliy+ Y b3 +|X[? (4.5)
1,7 %]

Como 0 = N(e;,e;) = (Vnes, €5) + (ei, Vej), obtemos l;; = —1j;. Portanto,

2 Z hijlij = Z hijlij + Z hjilji

5,j=1 5,j=1 ,j=1
= > hilij— Y hijliy =0 (4.6)
5,j=1 ,j=1

Substituindo |A,[* = Y~ hZ; em (4.5), temos

div ., X = Ric N — nN(H) + |A, |2 + | X2

Para (ui7), usando que

(X,N) = (VyN,N) =0

temos

n

divX = ) (V. X,e)+ (VNX,N)
i=1
div . X + N(X,N) — (X,VxN)

div , X — | X |? (4.7)
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a
Escolhendo N de acordo com a outra orientagio possivel para M, como V_y(—N) = VyN, o campo
X = VN nao se altera e consequentemente pode ser definido globamente em M. Com mais razao, o
mesmo se passard com a funcdo N(H). Portanto, (i¢) da proposicao anterior é vélida em toda L. Além

disso, podemos considerar a 1-forma dual de X definida por

0() == (X, ).

Proposicao 4.2. Seja F uma folheagdo de codimensdio 1 e classe C® de uma variedade Riemanniana
M. Seja X o campo de vetores definido localmente por VNN, onde N € qualquer campo de vetores
unitario normal as folhas de F. Sejam 0 sua forma dual e dy, a derivagdo exterior ao longo da folha L.

Se f: M — R € qualquer fungao diferencidvel que é constante ao longo das folhas de F, entdo
dLN(f) = N(f)0
ao longo de qualquer folha L de F.

Demonstrag¢ao. Dado p em M, considere um referencial adaptado {e1,ea,...,en,ent1 = N} em uma
vizinhanga de p, assim como na proposigao anterior. Dado um campo de vetores Z sobre M, podemos

escrever Z = > a;e;. Como f é constante ao longo das folhas, e;(f) = 0 se i < n. Consequentemente:

Z(f) = (2, N)N(f)-

Dai, se Z é tangente as folhas, Z(f) = 0. Portanto, para Y € x(L),

diN()Y) = Y(N(f
NY(f))
= (VyN — VY

) -
(f)
= —(ANY)(f) = (VNY,N)N
)

)
(

f)
= —(ANY)(f) = N(Y,N)N(f) + (Y, VNN)N(f)
= N(HOY)
pois AnY também é tangente as folhas de F. |

Quando a codimensao é 1, orientabilidade transversal implica na existéncia de um campo de vetores
N normal e unitério a folheagao. Se as folhas de F também sao orientadas, podemos tomar um referencial
adaptado {e1,...,en,ent1 = N} tal que {e1,ea,...,e,} seja positivamente orientada com respeito as
folhas. Com respeito a este referencial, definamos um elemento de volume sobre as folhas, dado por:

O(Xq,..., X,) =det([X1, Xo, ..., Xy, N]{ei}) (4.8)
onde X; = Z?:ll aije; e [X1,..., Xplfe,) denota a matriz (a;;). Como ¢ é uma n-forma diferencidvel,
temos

n+1

¢:Zaiwi/\.../\@i/\...wn+1,



onde {w;} é o coreferencial associado & {e;} como na segdo (2.2). Além disso, como ¢(X1, Xo,..., X,) =

0, quando algum X; é igual a N a expressao acima se reduz a:
¢=an+1w1/\.../\wn

donde
ang1 = ¢(e1,...,en) =det([er, ..., en, N]e,}) = det(Id) = 1.

Nosso préximo interesse serd relacionar a derivada exterior de ¢ e a curvatura média H.

Proposicao 4.3. (Rummler[23]) Seja F uma folheagio de codimensao 1 e classe C* de uma variedade

Riemanniana M. Se F € orientdvel e transversalmente orientdvel, entdo
dp = (=1)""'nH,
onde ® € o elemento de volume de M.

Em virtude da observagao anteiror, ¢ = w1 Aws A ... Aw,. Usando a primeira equacao de estrutura
dw; = Z w; N\ Wy;
J
obtemos

dp = Z(—l)i_lwl A ANdw AL wy

n
= Z(—l)i_lwl AN A Zwij ANWj 4+ Wipt1 AWy | Ao wy
i—1 J=1

= Z(—l)i_lwl Ao NANw—1 N Wi n+1 AN Wp+1 A Wi41 N .. wp
=

n

== 2(71)171’(U1 VANIAN Wi;—1 A Wi n41 AN Wi41 - AN Wnp, A Wn41 VAN W,
i=1

Como (Vxe;,e;) = w;i(X) e (Ane;,ej) = —(N, Ve, e;) temos:

n+1 n+1
Wing1 = Y Winti(e))w; =Y (Ve ei,enp1)w;
j=1 j=1

n

= Z(ANej, 61'>'wj + <VN€¢, N>wn+1
j=1

= Z hij’w]' — <X, ei>wn+1
j=1
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Substituindo no somatdério anterior e lembrando que w A w = 0, temos

n
dp = Z(—l)n_lwl N ANwi—1 A (h”wl) Ao wp AWy
=1
n
= Z(—l)"‘lhn—(m A AW Aw AW A A wn A Wng)
=1
n

= > ()" hy® = (-1)""'nH.

=1
4.2 Resultados Principais

Estudaremos agora folheacdes F de codimensao 1 e classe C® de uma variedade Riemanniana, orientdvel
M, tal que cada folha L tem curvatura média constante Hy,. Podemos supor que a folheagao é orientavel
e, em virtude do teorema (3.40), transversalmente orientdvel, pois, caso contririo, basta considerar o
recobrimento duplo orientavel de F e traduzir os resultado obtidos via a projecao w. Como a codimensao
é 1, tal suposicao garante a existéncia de um campo de vetores normal as folhas de F e, além disso, a
curvatura média Hy, ao longo da folha L representara a curvatura média na direcao de N. Dai, podemos
considerar a funcao H : M — R cujo valor em cada ponto p é Hy, sendo L a folha de F que passa por p.

Apresentamos agora nosso resultado principal, obtido por Barbosa-Kenmotsu-Oshikiri em [3]:

Teorema 4.4. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com curvatura de Ricci ndo negativa e F
um folheacdo de codimensio 1 e classe C? de M, transversalmente orientdvel, cujas folhas tém curvatura
média constante. Entao qualquer folha de F € uma subvariedade totalmente geodésica de M. Além disso,
M € localmente um produto Riemanniano de uma folha de F e uma curva normal e a curvatura de Ricci
na direcao normal as folhas é zero.

Para a demonstragao, utilizaremos um resultado de [21]:

Teorema 4.5. Sejam F uma folheacao de codimensdo 1 de uma variedade Riemanniana M com cur-
vatura de Ricci nao negativa e N um campo normal unitdrio as folhas de F. Entdo N € um campo de
vetores paralelo, i.e., VNN = 0.

Demonstragao. (do teorema (4.4)) Como a fungdo curvartura média H : M — R, que associa a cada
ponto o valor da curvatura média de cada folha de F que passa por aquele ponto, é constante ao longo
das folhas, pela proposigdo (3.35), ou H é constante sobre M ou existe uma folha compacta L de F
tendo a propriedade que Hj, = mazp H(p). Suponha que H nao é constante em M. Isto implica que
N(H) =0 ao longo de L. Segue do teorema (4.1) que

div . X = ||[An|]® + | X|? + Ric (N). (4.9)
Como L é compacta, usando o teorema da divergéncia temos:

0< /{||AN|\2 + |X > + Ric(N)}dV, = / div . XdV, =0
L L
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Como Ric(N) > 0 temos
[|An|| =0,]X| =0 e RicN =0.

ao longo de L. Portanto, L é totalmente geodésica e maz g (p) < 0. Repetindo o argumento anterior para
—H, concluimos que miny H(p) = maxy — H(p) > 0. Entdo H = 0 e obtemos um absurdo. Sendo H

constante ao longo de M, N[H] = 0 e usando o teorema (4.1) temos:
div X = ||Ax||* + RicN.
Novamente, pelo teorema da divergéncia, encontramos
[|B]| =0 e RicN =0.

Seja y um ponto na folha L de F. Pelo lema (3.41), existe um sistema de coordenadas (x, V') adaptado

a (M,F,F*) onde V é uma vizinhanca de y definida por |z;| < ¢, 1 < i < n, e ¢ é suficientemente

pequeno de modo que o sistema de coordenadas x1, o, ..., %, dd um difeomorfismo de V sobre o cubo
0

|7;| < ¢ em R Seja X; = . para 1 < i < n + 1. Podemos supor que o campo X, gera F= .
1

Seja V' (respectivamente V") o conjunto dos pontos em V definido por |z;] < ¢,1 <i <ne x,y3 =0
(respectivamente x; = 0,1 <i < n e |x,41| < ¢). Queremos mostrar que (V,g) é isométrico & variedade

produto (V' x V", gy + gjy«~). Basta mostrarmos que:
i) g;; = 9(X;, X,;) é independente de z,,+1 para 1 <i,j < n;
J j +
(i) gij = 9(Xi, Xn41) =0 para 1 <i <mn;
(i) gnt+1.m+1 = 9(Xnt1, Xny1) é idependente de z1, 2, ..., Ty.

A segunda condigio é ébvia pois F e F1 sdo ortogonais. As folhas de F e F1 sdo paralelas (i.e.,
VxY €TFse X,)Y €TF eVxY € TF+ se X,Y € TF') pois sdo totalmente geodésicas; entdo

Vx,X; €TF e Vx, ,, Xp41 € TF*.

n+1

Portanto,

0=Xi(Xny1,X;) = (Vx, Xnr1, Xj) + (Xnt1, Vx, Xj)
<VX X"-‘rlaX >

< Xnt1 n+17Xi> + <Xn+17 vXn+1X]>
(X

n+1, VX7L+1XJ>

0= Xn41(N, Xj>

para todos 1 < i,j < n. Isso mostra que Vx,X,+1 € TFL e Vx,,,X; € TF. Como [X;, Xp41] =0

X; = 0. Entao:

n+1

temos Vx, X,,11 = Vx,,,

n+1XiaX > <XHVX7L+1 >

Xnt1(gi5) = (V

— 0

Xl(g(n + 17” =+ 1)) = <VX Xn+17X7’L+1> + <Xn+17 VXan—i-l)
= 0



34

Corolario 4.6. Ndo existe folheagdo de codimensdo 1 e classe C° da esfera euclideana S™(1) cujas folhas

tem curvatura média constante.

Prova. Como as geodésicas na esfera sao os grandes circulos, duas folhas distintas teriam intersec¢ao

nao vazia pois quaisquer dois grandes circulos se intersectam. Uma contradicdo.

Corolario 4.7. Seja M uma variedade Riemanniana compacta orientdvel e plana e F uma folheagdo
de codimensdo 1 e classe C3 de M cujas folhas tém curvatura média constante. Entdo F € induzida por

uma folheagcdo por hiperplanos do recobrimento universal de M.

Demonstracdo. De fato, uma folheagao de R™ por subvariedades de codimensao 1 e totalmente geodésicas

é uma folheacao por hiperplanos. a

Proposigao 4.8. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci positiva. Qualquer folhe-
ac@o de codimensdo 1 e classe C® de M cujas folhas tém a mesma curvatura média constante néo pode

ter uma folha compacta.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que M admite uma folha compacta L. Como todas as folhas tém
a mesma curvatura média constante, a equagao (4.9) é verdade sobre L. Como Ric N > 0, o teorema da
divergéncia aplicado a equagao mencionada produz um absurdo. O

No que segue, denotaremos por Q" (a) uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional

constante a.

Teorema 4.9. Seja F uma folheagdo de codimensao 1 e classe C® de Q"1 (a) tal que cada folha L tem
curvatura média constante Hy,. Se a <0 e |Hyp| > +/—a entao inf |Hy| =+/—a

Demonstracio. Podemos assumir sem perda de generalidade que Q™1 (a) é simplesmente conexo. Caso
contrario, basta considerar seu recobrimento universal e a folheacdo induzida. Pelo teorema de classi-
ficagdo das formas espaciais, Q"*!(a) é o espago Euclideano R"*1(caso a = 0) ou o espago hiperbdlico
H""1(a) (caso a < 0). Como Q""1(a) é simplesmente conexo, F é orientével e transversalmente ori-
entével. Se existe uma folha L tal que |Hy| = v/—a nao h4 o que fazer. Suponha que |Hp| > v/—a.
Como F é transversalmente orientavel e tem codimensao 1, podemos escolher um campo unitiario N

normal as folhas tal que a curvatura média Hj,, computada na direcao de N satisfaca
(71)n+1HL >4/ —a.

Seja ¢ = inf |HL|. Se ¢ = v/—a obtemos o resultado desejado. Suponha que ¢ > v/—a. Seja Bgr uma
bola de raio R sobre Q™"!(a). A proposicao (4.3) fornece uma relacao entre o elemento de volume ® de

Q"*1(a) e o elemento de volume ¢ de cada folha. Entdo obtemos a seguinte estimativa para o volume

deBR:
(-1
vol(B :/ d = / ——d
(Br) . 5, i 0

1
- —d
/BR alE] "

1
- 6. (4.10)
nc OBR

IN



35

Seja w o elemento de volume de dBg. Seja {X7,..., X, } um referencial local ortonormal tangente a
OBp e tal que w(Xy,...,X,) =1. Como | X1 A...AXn| =1, por (4.8) obtemos

(X1, Xn) = (X1 A...ANXN,N) < 1.

Portanto,
¢ <w. (4.11)
Obtemos de (4.11) e (4.10) que
ne < ”;;l(?lf PS) (4.12)
Quando a = 0, em virtude do exemplo (2.19), obtemos da desigualdade anterior:
0<e< ntl

Fazendo R — oo obtemos ¢ < 0, uma contradigao. Logo inf |H| = ¢ = 0. Quando a < 0, pelo exemplo
(2.20), temos

R
vol(Br) = /0 VoS (t)dt
(4.13)

vol(0Br) = WVySL(R) (4.14)
onde Vo = vol(S™(1)) e So(t) = % senh /—at. Seja Cy(t) = cosh v/—at. Temos S, (¢t) = Cy(t) e
—a
R

vol(9Bg) = /O VoS (4)Ca (1) .

Substituindo (4.13) em (4.12) obtemos
< Jy VoSi T (Ca(t)dt
Ty vesz(dr

Tomando o limite do lado direito da desigualdade anterior quando R — oo, obtemos

. Cu(R)
<1 =+ —a.
“= RN S.(R) ¢
Como ¢ > y/—a, obtemos uma contradi¢gdo. Entdo ¢ = /—a. O

Corolario 4.10. Se todas as folhas de uma folheacao de codimensao 1 de uma variedade Riemanniana

completa e plana tém a mesma curvatura média constante entdo as folhas sao subvariedades minimas de
M.

Corolario 4.11. Se todas as folhas de uma folheagdo de codimensao 1 e classe C* de Q" (a), a < 0 tém
a mesma curvatura média constante H e |H| > v/—a entdo |H| = /—a.
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4.3 Outros Resultados

Considere uma hipersuperficie de R**! descrita pelo grafico de uma funcéo f : Q@ C R® — R, de classe

C?. A 4rea deste grafico é
A(f) = / V14|V f|2dv,
Q

onde dv é o elemento de volume de R™. Dizemos que o grafico de f é minimo se f é um valor critico do
funcional area A. O gréafico de f é uma superficie minima se satisfaz a equacao

(1+|Vf|2)2fn‘— Z fififij =0 (4.15)

i=1 ij=1

O adjetivos empregados nao trazem ambiguidade pois as duas nogoes de minimalidade coincidem.

Bernstein, em [4], mostrou o seguinte resultado:
Teorema 4.12. Um grdfico minimo e completo em R3 € um plano.

Além disso, ele prop0s a seguinte conjectura:
Conjectura de Bernstein: Se f : R™ — R é uma solugdo de (1) em R™, entdo f é um funcional linear.

Uma hipersuperficie minima é estavel se é um minimo local do funcional area com respeito as de-
formagdes de suporte compacto. Um grafico minimo é um exemplo de hipersuperficie estdavel. A conjec-
tura é verdadeira para n < 7 e falsa para n > 8 (veja [5]).

Em [2], Barbosa-Gomes-Silveira mostraram que se F é uma folheacio de codimensdo 1 em R? cujas
folhas tém curvatura média constante H, entao F é uma folheagdo minima. Tal resultado nao vale
quando n > 8, basta considerar uma funcao f : R — R que é um contra exemplo para a conjectura de
Bernstein e a folheagdo de R™™! cujas folhas sdo os graficos de f + ¢, c € R(veja exemplo (3.4)).

Heinz estudou as solucdes de (4.15) sobre um disco em R? de centro p e raio R. Ele mostrou que

existe uma constante universal C' tal que

C
AW <
onde |A| é a norma da segunda forma fundamental sobre o gréfico. Na mesma diregdo do resultado

acima, com as ferramentas anteriores, podemos provar o seguinte resultado:

Proposigao 4.13. Sejam F : D — R de classe C? onde D = {(z1,%2,...,2,) € R" : 23 +.. . +22 <r?}
e H a curvatura da hipersuperficie nio paramétrica de R" ™1 definida por F. Se ¢ = inf |H| > 0 entdo
c-r<1.

Demonstracio. Considere a folheacdo F de D x R C R™t! cujas folhas sdo as translacoes dos graficos
de F, {z,F(x)) = (z,2) : * € D} na diregao do eixo z. Seja N o campo de vetores normal e unitério as
folhas de F tal que o vetor curvatura média em cada folha, na direcao de N, satisfaga

(-1)" ' H > .0
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Da relacdo entre o elemento de volume ® de R™*! e o elemento de volume ¢ de cada folha, fornecida

pela proposigao (4.3), obtemos

n 1
2a—volS" (1) = / o< — &,
n Dx[—a,a] nC Jo(Dx[—a,a))

Pelo mesmo argumento de (3.11), obtemos

/ ¢ <wol(0(D x [a,—al)).
(D x[—a,al)

n

2
Como vol(0D x [—a,a]) = 2ar" tvol(S"~1(1)) + LUOZ(S”_l(l)). Das duas ultimas desigualdades,
n

temos:

3! s
o < ZZ d(Dx[—a,a]) <14 £~
—rn~LyolSn—1(1)
n
Fazendo a — oo concluimos que cr <1 O
Os mesmos argumentos funcionam no caso de um retangulo de lados 2[4, ...,2l, e a desigualdade

resultante é
1/1 1
c< —|—4+...+4—].
n ll ln
Fazendo n — k dos [; — oo concluimos que

Proposigao 4.14. Seja F : R® — R de classe C? definida sobre D = {(x1,22,...,2,)} : 2] < 1;;1 <

i < k}. Se a curvatura média H da hipersuperficie nao-paramétrica de R"1 definida por F satisfaz

|H| > ¢ > 0 entdo
<l l_i'_ l
c a\L T )

Se z = z(w1,2,...,2,) é de classe C? e estd definida em um aberto limitado Q C R™ com 0 suave

e se as curvaturas média H e escalar S satisfazem

|H(z1,...,2,)| > b>0, (4.16)
S(x1,...,xn) >b>0 (4.17)
entao,
v0lp—1(09)
< T T 4.1
o= vol(Q) (4.18)

a1 < lll((g)m (4.19)

Para uma demonstragao, veja [9] e [10]. As desigualdades anteirores sao conhecidas como desigualdades
de Chern-Heinz para graficos. Como corolario, z : R® — R tem curvatura média H constante se e
somente se H = 0 e tem curvatura escalar S constante se e somente se S = 0. As desigualdades de

Chern-Heinz podem ser estendidas para graficos G(f) de fungoes f: M — R:
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Teorema 4.15. Se Q C M ¢ um dominio compacto orientado e n = dim M entdo,

00l —1(09)

- inf o|Hg(p)| <
n - inf o|Hgp| < vol, ()

Para uma prova, veja [16].

No presente contexto, é natural pensarmos no gréafico de z : 2 — R como uma folha de uma folheagao
transversalmente orientavel de codimensao 1 de €2 x R obtida pelas translagoes verticais do grafico. As
desigualdades anteriores dizem que para esta folheacdo particular de Q x R o infimo das curvaturas

médias das folhas de qualquer folheacdo transversalmente orientdvel de codimensdo 1 e classe C? de
00l —1(09)
vol,(Q) )’
O tom fundamental A* de um conjunto aberto {2 C M de uma variedade Riemanniana M é definida

Q x R ¢ limitada superiormente por h({2) = inf o (

por

A*(Q) = inf {foWfJg’f € H&(Q)/{O}}
Q

onde Hj ¢ o completamento de C§°(£2) com respeito & norma |[¢|g, = [, ¢* + [, [Vo|?.
Em [1], Barbosa-Bessa-Montenegro, estenderam os resultados anteriores obtendo:

Teorema 4.16. Seja F uma folheagdo de classe C? e codimensdo 1 de um aberto conexo Q de uma

variedade Riemanniana M de dimensao n+ 1. Entao
2/ A% (Q) > n - inf peginf pep|HE (2)]

onde HY denota a funcdo curvatura média na folha F.

Teorema 4.17. Seja F uma folheacdo de classe C? e codimensdo 1, transversalmente orientdvel, de
uma variedade Riemanniana M com curvatura de Ricci nao negativa. Suponha que as folhas sao hiper-
superficies completas com mesma curvatura média constante H. Entdo H = 0 e cada folha € estdvel.
Se, além disso, uma folha de F é compacta, entao € totalmente geodésica e a curvatura de Ricci de M

na direcao normal a F € zero.
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