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Introducgao

Estudaremos nesta monografia as hipersuperficies rotacionais de um espago de
curvatura constante. Imporemos a condigao de curvatura escalar constante para
obtermos teoremas de classificacdo para tais hipersuperficies. Fagamos primeiro
um breve resumo histérico para que se possa ver a importancia deste trabalho e
para apresentar os principais autores na literatura do assunto.

Em 1841 Delaunay apresentou um trabalho [3] onde encontrava explicitamente
as equacoes de uma curva perfil para que a superficie de rotacac gerada por esta,
tenha curvatura média constante (Tais superficies sao chamadas superficies de
Delaunay). Posteriormente, estudou-se a mesma questao para curvatura Gaus-
siana constante, como pode ser visto no livro clissico de geometria diferencial
[5]. A generalizacao veio com os trabalhos de W.Y.Hsiang [6] e [7]. A técnica
utilizada por Hsiang ficou conhecida como geometria equivariante. O artigo “Rota-
tional Hypersurfaces of Space Forms with Constanl Scalar Curvature” de M.Leite
que foi publicado no manuscripta mathematica em 1990 € a principal referéncia
da monografia. Um outro artigo que me ensinou bastante sobre hipersuperficies
rotacionais é “Rotational Hypersurfaces in Space of Constant Curvalure” de M.do
Carmo e M.Djaczer, que foi publicado no Transactions of the American Mathe-
malical Society em 1983,

Também néo podemos deixar de enfatizar certos artigos que aparecem na
bibliografia, como o cléssico “Helicoids, catenoids, and minimal hypersurfaces of
R" invariante by an l-parameter group of motions ” de M.do Carmo e J.L Bar-
bosa publicado no Anais da Academia Brasileira de Ciéncias em 1981 e o artigo
“A generalization of the catenoid” de D.Blair publicado no Canadian Journal of
Mathematics em 1975.

Agora um “skecht” da monografia. No primeiro capitulo, sao definidas as
hipersuperficies rotacionais de um espago de curvatura constante qualquer e cal-
culadas suas curvaturas principais. E entdo estabelecida nma férmula para a cur-
vatura escalar de uma hipersuperficie rotacional. No segundo capitulo obtemos
uma equacéo diferencial ordinaria satisfeita pela curva perfil, quando supomos
que a curvatura escalar é constante na férmula obtida no primeiro capitulo. No
terceiro e 1iltimo capitulo nsamos a analise qualitativa da equacao diferencial or-
dindria a qual nos referimos para concluirmos os teoremas de classificacao destas
hipersuperficies em cada espago de curvatura constante.




Nzao podemos deixar de citar alguns problemas bésicos que ainda estao sem
solugao. Nao se tem um teorema de classificagéo total para o caso da esfera S™.
Nao sao conhecidos teoremas andlogos aos que aqui expomos em espagos que nao
tenham curvatura constante, como por exemplo os espacos de Heisenberg.

il




1. Hipersuperficies Rotacionais e Curvatura Escalar

1.1. Preliminares

As superficies do [?* mais simples de serem estudadas sao, sem duvida, as
superficies de revolugao. Tais superficies sao caracterizadas pela propriedade de
serem invariantes por rotagdes, ou seja, cada uma delas é invariante pela acao de
algum subgrupo a l-parametro do grupo O (3) (Aqui O (n) representa o grupo
ortogonal das matrizes n X n, as quais constituem os movimentos rigidos que
preservam a origem).

Todos os subgrupos a l-pardmetro de O (3) sio isomorfos a O (2), e escolhida
a base conveniente do R*, podemos efetivamente identifica-los com O (2).

Esta nogao de superficie de revolugao pode ser generalizada para os espagos
de curvatura constante de dimensio 7, de varias maneiras.

Vamos aqui considerar uma delas que chamaremos de hipersuperficies rota-
ctonais. No caso do /2" e do S™ consideraremos hipersuperficies invariantes pela
agao de algum subgrupo a (n — 2)-parametros do grupo ortogonal O (r). Tais sub-
grupos podem ser identificados com O (n — 1) C O (n). Isto permite parametrizar
qualquer hipersuperficie rotacional do R" ou S" por:

X(5,0)=z(s)lh+y(s)9 (), y(s)>0,

onde ¢ (©) descreve uma parametrizacio local de uma esfera " ! ortogonal a
Ui, e © = (0y,...,0,_5) varia no dominio de .
No caso de S™, acrescentamos a condicio

z(s) + % (s) = 1.

Quando o espago ambiente é o H" (—1), sabemos que seu grupo de movimen-
tos rigidos é muito mais rico. Os subgrupos a (n — 2)-parametros podem ser de
trés tipos: elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos. Qs elipticos sao os que mais se
assemelham aos movimentos rigidos euclidianos na medida em que suas orbitas
sao compactas. Neste trabalho vamos nos restringir a este tipo de movimento
rigido, definindo as hipersuperficies rotacionais como aquelas invariantes por sub-
grupo eliptico a (n — 2)-parametros.

Fixado um tal subgrupo é entao sempre possivel identificar I7" (—1) com o
semi-plano superior

H™ (=1) = {(@1,, %) ; 7 > 0}




munido da métrica
def=3" %dxidmj,
Tn
de modo que a agao do subgrupo corresponda a agio de O (n — 1) do R™.
Com tal escolha qualquer hipersuperficie rotacional pode ser representada na
forma

X(5,0)=z(s)U1+y(s)p(0),

onde 3 (s) > 0exz(s) > 0.

No caso cldssico de superficies no /£*, uma das questdes interessantes, tratadas
nos cursos basicos de Geometria Diferencial, é a da classificacao das superficies
rotacionais de curvatura gaussiana constante. Aqui, iremos generalizar este estudo
para o caso de curvatura escalar constante, para n > 4.

1.2. A Curvatura Escalar de uma Hipersuperficie Rotacional de um
Espago de Curvatura Constante

Em geral, nao é facil obter uma férmula explicita para a curvatura escalar S
de uma variedade riemanniana, mas felizmente é possivel fazé-lo de modo simples
para hipersuperficies rotacionais de espagos de curvatura constante. O que faremos
nesta seqao serd o seguinte. Primeiramente trabalharemos no caso euclidiano para
obter uma férmula para a r—ésima curvatura média em fungao da curva perfil,
isto serd feito na primeira subsegao. Posteriormente, nas duas 1iltimas subseces,
trabalharemos de forma analoga os casos de hipersuperficies rotacionais no espaco
hiperbdlico e na esfera.

1.2.1. Caso do Espago Euclidiano R"

Seja  (s) a curva perfil de uma hipersuperficie rotacional com parametrizacéo
pelo comprimento de arco dada por

a(s)=az(s)Us +y(s)Us,

onde Uy, U sao vetores ortonormais do /2", Assim, a hipersuperficie rotacional é
parametrizada por

X(5,0)=z(s)Ur+y(s)p(0),

onde © = (01, ...,0, ) sio as coordenadas de ¢ (@) que é uma parametrizacao da
esfera unitaria.




Assim podemos obter a primeira forma fundamental pois

dX (5,0) =o' (s)dsUy + ¥/ (s)dsp (©) + y (s) Y db;———= Bcp O)

er'?+y'% =1 logo
dX?* =ds* + 4 ZJH ) do; ® db;,

onde g;; sdo os coeficientes da métrica da esfera.
A aplicagao normal de Gauss é obtida por

N(s,0)=—y (s)U; +2' (s)p (©)
Podemos ter agora a derivada da aplicagao normal de Gauss

AN (5,6) = =" (s) dsls + 3" (5) dsp (©) + & (s) 3 dt; 22L)

e obtemos pois a segunda forma fundamental
(AN, dX) = (~y"s' +2"y)ds? + o'y Y gs; (©) b @

Finalmente, as curvaturas principais sao dadas por

a
ki =ky= =knpo=—
)
kn1=—y"'s' + 2"y
Desde que 2'? + ¢/? = 1 temos 7/2” + y'y" = 0. Podemos entao reescrever ky,_,

como .

kn_1 = =g
€T

Chegamos entao ao seguinte resultado
Teorema 1.1. Dada uma hipersuperficie rotacional em R", com curva perfil

(x(s),y(s)) parametrizada pelo comprimento de arco, entdo sua curvatura es-
calar é constante ao longo das drbitas e é dada por

G (n-3)(1-y*
 (n-1)y (n—1)y*
Prova : Basta usar a seguinte férmula
5= £ kik;. O
(7’7 = 1)( ) 1<igj<n—1 o




1.2.2. Caso do Espago Hiperbdlico H"

Como ja dissemos no infcio deste capitulo, vamos considerar /™ (—1) repre-
sentado pelo modelo do semi-plano superior {(#1,...,2n); n > 0} com a métrica
ds? = 517 S dx? e considerar hipersuperficies rotacionais descritas na forma

H

X (5,0)=%(s)Un +7(s) ¢(0),

onde ¢ (©) é a parametizacao da esfera euclidiana unitaria do R" ' e (Z (s}, (s))
é a parametrizacao da curva perfil « (s).
Neste caso, os calculos tornam-se mais simples quando usamos coordenadas

polares euclidianas no plano da curva perfil, reescrevendo a parametrizagao acima
como

X (5,0) =p(s)sen ¢ (s) ¢ (O) +p(s)cos¢ U,

onde p é a distancia euclidiana & origem e ¢ é o angulo do vetor posigao com o
eixo dos y.

¥

T
M|

Figura 1
O Espaco Hiperbélico H?

Sejam 7 (s) a distancia riemanniana de « (s) ao eixo dos i e h(s) a distancia
riemanniana do ponto (0,1) ao ponto que da a distancia 7 (s). Se pe § — ¢




sao as coordenadas polares euclidianas de [{?, sabemos por geometria hiperbdlica

elementar que
tanh7 (s) = sen ¢ (s)

p(s) = exph(s),
assim pOd@l’l’lOS escrever

a(s) = " sechrlU, + ¢" tanh rU,.

Supondo que « (s) é parametrizada pelo comprimento de arco obtemos

7 4 cosh?r W2 = 1.
Assim podemos reescrever X (s, ©) por

X (5,0) = e"sechrl, + e"tanhr  (©).

onde ¢ (©) é a parametrizagao de uma esfera (n — 2)-dimensional de raio 1.

Diferenciando formalmente,

dX (5,0) = e"sechr hdslUy — " sechr tanhr +dsUs+

+e" tanh r hdsp (©) Uy + e® sech® 1 7 dsp (©) +

)
+eftanhr 32 %i—dei :
Portanto a primeira forma fundamental é dada por
do? = ds® + senh?r Zg”- (©) do; @ db;

onde g; ; (©) sao os coeficientes da métrica da esfera ¢ (9).
O seguinte lema pode ser encontrado em [4].

Lema 1.2. Seja M"™ ' C H"(—1) uma hipersuperficie rotacional do espago
hiperbclico. Entao as curvas coordenadas sao curvas principais. As curvaturas

principais ao longo das coordenadas 0; sao iguais e dadas por

i \/1 +senh?r — (senhr)’?

i

1=2,...n—1
senh ' =k

e a curvatura principal ao longo da coordenada s é

(senh#)” — senhr

kl e :
\/1 + senh?r — (senh r)’ :

Onde r (s) € a distancia riemanniana da curva perfil ao eixo de revolugao.

5

(1.1)

(1.2)



A formula de Gauss juntamente com © lema anterior nos dao o seguinte Teo-
rema.

Teorema 1.3. Seja Mn-) ¢ H™ (1) uma hipersuperficie rotacional do espago
hiperbélico. Entéo a sua curvatura escalar S é constante a0 Jongo das orbitas e é
dada por

o n- 3) (1 — (senh r 2) 2(senh )" .
RS S x VA e (1.3)
(n—1)senh™7 (n — 1)senhr

Prova : Temos pela férmula de Gauss que as curvaturas seccionais sao dadas por

’ senh)” )

f\lj—_—'-—-————/—‘( senhfg j=2,...,n——1,
= hr 12

Ktj:_ﬂn——ﬂf PR T

senh’r
Assim obtemos (1.3). O

1.2.3. Caso da Esfera S"

Figura 2
A Esfera S*



Novamente, enfatizamos que estamos considerando o mergulho candnico de
S (1) < R"™'. Assim uma hipersuperficie rotacional de S™ é uma subvariedade
de co-dimensao 2 em R™'! que tem: (n — 2)-dire¢des principais com a mesma
curvatura principal e além disto as curvas principais séo circulos; e a diregao
principal restante tem como curvatura principal a curvatura geodésica da curva
perfil na esfera S™.

Sabemos que o espago orbital é 52, assim podemos parametrizar a curva perfil
por

a(s) = (cosr(s) cos h(s),cosr(s)senh(s),senr(s)),

onde 7(s) é a distancia riemanniana de a(s) a geodésica y(s), e h(s) é a distancia
riemanniana de um ponto fixado fiy € ¥ a0 ponto que dé a distancia r(s). Em ver-
dade, 7 (s) e i (s) sao os angulos para cada s da curva perfil a (s), nas coordenadas
polares usuals. Veja a figura acima.

Supor que a curva afs) estd parametrizada pelo comprimento de arco equivale
a supor que

72 + cos? h(s)h? = 1.

Assim podemos parametrizar a hipersuperficie rotacional X (s, ©) por

X(5,0) = cosr(s) cos h(s)Uy + cosr(s) sen h(s)Us + sen r(s)p(O)

i

onde Uy, Uy e p(©) sao ortonormais.
Diferenciando formalmente,

dX (5,0) = (—senr(s)cos h(s)7(s) — cosr (s)sen h(s) /:1 (s))dsU,+
(—senr (s)sen h(s)7(s) — cosr(s)cosh(s)h(s))dsUy+
+cost (8) ¢ (©) +senr (s) a—ﬁi_ﬂd@i .

Portanto, obtemos a primeira forma fundamental
do® = ds® + sen’r > 9 (©) do; ®@db;,

onde g;;(©) sao os coeficientes da métrica da esfera unitéria.
O seguinte lema pode ser encontrado em [4].

Lema 1.4. Seja M™ ' C S"(1) uma hipersuperficie rotacional da esfera S™ (1).
Entao as curvas coordenadas sdo curvas principais. Além disso as curvaturas
principais ao longo das coordenadas (; sdo ignais e dadas por

e \/1 —sen?r — (senr)' ?

senr




e a curvatura principal ao longo da coordenada s é

(senr)’ + senr

kﬁl = - )
\/1 —sen?r — (senr) ”

Onde 7 (s) € a distancia riemanniana da curva perfil a geodésica .

Usando o lema anterior e novamente a férmula de Gauss obtemos o seguinte
Teorema.

Teorema 1.5. Seja M™ ! < S™(1) uma hipersuperficie rotacional do espago
hiperbdlico. Entdo a curvatura escalar S é constante ao longo das drbitas e é
dada por

(n—3) (1 — (senv) 2) 2(senr)”

Y

(n.— 1)sen?r (n—1)senr’




2. Geometria Equivariante

2.1. Preliminares

No capitulo anterior, foram obtidas expressdes que determinam a curvatura
escalar S de uma hipersuperficie rotacional de um espago de curvatura constante
N (¢), dependendo somente da parametrizagao da curva perfil. O objetivo deste
capitulo é transformar nosso problema de geometria em um problema de analise,
através de uma técnica conhecida como geometria equivariante. Explicitamente,
o que faremos é usar a condigao de curvatura escalar constante para obtermos a
seguinte equagao diferencial ordinéria de segunda ordem :

2FF — (n—3) (1- F*) + (n~ 1) SF* =0, (2.1)

Onde

(o}

F(s) = ()
F(s) = senr(s) o
F(s) = senhr(s) e¢=-1

Tal equacao é obtida ao impormos S constante nos teoremas 1.1, 1.3 e 1.5.

0
1

Proposicao 2.1. A equagdo (2.1) € equivalente a sua integral de primeira ordem
F3 (L) B = K (2.2)

onde K é uma constante. Mais ainda, a inica solugdo constante Iy de (2.1)
satisfaz a

P n—3
fo = (7(1, - 1))5
e o valor de Ky correspondente em (2.2) é
n-3
Ko= —— {v——”’ =L ] o
n—1/|(n—-1)5

Prova : Derivando F™ * (1 — }'2) — SF* 1 = K obtemos
(n—3) F*4F (1 - [”) + fn-3 (—ZFF) —(n—1)SFF*2=0

9




logo
P (20F = (0= 3) (1- F) 4 (n— 1) G B
O que prova a proposicao.
Se Fp é uma solugao constante entao pela equagio (2.1)

—n=3)+(n-1)SF=0

obtem-se ( 3)
12 = ‘n - %
Fo (n—1)8

Novamente pela equagao (2.2)
- SFr 1=K,

ou seja
F3=* (1- SF}) = Ko.
logo

n—3

2 n—-3 |7
sy s i B a2
S| [(nm1)5:|

E concluimos a proposicac. O

A seguir obteremos, como conseqiiéncia da proposicao, um resultado prelimi-
nar para as hipersuperficies que estamos estudando.

Observe primeiramente que, no trato da resoluciio do problema, podemos supor
que a curva perfil (v, h) esta parametrizada pelo comprimento de arco. Usando
assim a métrica do espaco orbital obtemos a equacao

. (df\?,
it ==l i e 2.
7+ ((ﬁ) =1 (2.3)

onde F'(s) = f (r(s)).

Coroldrio 2.2. Assolugées do sistema formado pelas equagces (2.1) e (2.3) corre-
spondem aos cilindros mergulhados equidistantes de ( geodésica que é invariante

pela agao do grupo de rotagao). Mais ainda, para ¢ = 0 ou ¢ = —1, S assume
todos os valores entre 0 e co, enquanto para ¢ = 1, S assume somente valores
acima de [2=3

n—1

10




Prova: Temos que 7 (s) é constante, assim h(s) =ascoma =1, a = —— ou

cosh 7
a = ﬁm dependendo de ¢ = 0, ¢ = —1 ou ¢ = 1 respectivamente. Em tgdos
os casos, a 6rbita é isométrica a uma esfera geodésica de raio ry , onde Iy = 7g,
Iy = senh g, ou Fjy = senry dependendode c =0, c=—-1louc=1.
Como
F(% B (n—3) )
(n—1)8

temos que, nos casos ¢ = 0 e ¢ = —1, a Vnica restricao para S é ser positivo,
enquanto para ¢ = 1 devemos ter Fy = (senry)? < 1, ou seja, S € (2:;, oo) . O

2.2. Anadlise do Espacgo Orbital

Sejam

S ={u=1"(s); Vs € [ de modo que I (s) seja solucao local de (2.1)}

&= {'U = /7(s); ¥s € I de modo que I (s) seja solugao local de (21)}

Observe que a equacao (2.2) nos diz que para todo s € [ o par (u(s),v(s)),
onde u € e v € § pertence a uma curva de nivel para a fungao

H (u,v) = u"® (l —v? - Su2) , u >0

Definicao 2.3. Dizemos que uma solugao I' > 0 da equagao (2.2) é completa se
F' estd definida para todo pardmetro real ou se (%%) admite somente (0,1) e
(0, —1) como valor limite.

Lema 2.4. Todas as solugoes de (2.2) podem ser estendidas para solugoes comple-
tas. Os conjuntos (% \Y) sdo componentes conexas das curvas de nivel indicadas

nas figuras seguintes.

Prova: Folhearemos o semi-plano aberto {(u,v); u > 0} pelas curvas de nivel
H (u,v) = K.
Cada curva de nivel é a uniao suave de dois graficos v = v (u) dados por

K

vP=1-Su? - -
un73

(2.4)

11




exceto para o nivel K, dado pela proposigao, quando S > 0. A curva de nivel
H (u,v) = Ky consiste do iinico ponto critico de H, que estd sobre o eixo horizon-

tal, pois
VH =u"* ((n = 3) (1= v?) = (n— 1) Su?, —2uv)

Esbogamos agora as curvas de nivel de acordo com o sinal da curvatura escalar
S e do valor atribuido a K.

e Caso S=0
i
K<0
K-8
/k///
K )I!//
f —
5
\\
P =0
K<
Figura 3

Fagamos agora a andlise deste primeiro caso, para isto consideraremos valores
diferentes para K , observe que quando S = 0 a expressao (2.4) é reduzida a

K
% ==
o =il P
Assim se K = 0 temos v = +1. Caso contrario
K

n—3
U = —
1—w?




e Caso S >0

Figura 4

Agora fagamos andlise do segundo caso, novamente faremos para diferentes
valores de K. Como S > 0 pela expressao (2.4) temos que se K = () entao

v =1— Su?
gy == gy s,
U—-0:>U,—\/§

u— 0= -1

Logo para K" = ( temos a semi-elipse apresentada na figura, observe que a semi-
elipse encontra o eixo u = 0 ortogonalmente.
Agora se K < 0 temos que

w— 0= =00
Sunt—y" 3L K <0
Logo para K < 0 temos que as curvas de nivel assintotam o eixo 1 = 0 e que sio
limitadas no parametro w.
Finalmente, caso K > 0 temos que
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zn—3 = K S I\'()‘
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Logo para K > 0 temos que as curvas de nivel sao compactas pois sao unides entre
dois gréficos simétricos e a condicao v = 0 é assumida por dois valores distintos
de © a menos no nivel

Ko =

onde temos uma singularidade.

e Caso S <0

Figura 5

Passemos agora a analise do iltimo caso, quando S < 0.
Primeiramente, se ' = 0 entao

2 =1— Su?
uw— 0= =1
U— 00 =12 -1

Assim o nivel K = 0 nos d4 uma hipérbole que encontra ortogonalmente o eixo

u = 0 e assintota as retas geradas pelos vetores (1, 71=s : (l, —ﬁ) e que passam
na origem.




Agora consideremos K < 0 neste caso temos

u—0=0v> = oo
. BEN.:
u— oo =12 — (%)
Para os niveis K < 0 temos que a curvas de nivel assintotam exteriormente a
hipérbole descrita acima, quando fazemos o parametro w tender para o infinito e
assintotam a reta © = 0 quando fazemos u tender para zero.
Como ultimo caso, consideremos K > 0, assim

2 n—3 K

W = 1-Su?
P 2 u?\ "
U — 00 = V° — s

Para os niveis K > 0 temos que a curvas de nivel assintotam interiormente a
hipérbole descrita acima, quando fazemos o parametro « tender para o infinito e
a curva de nivel nao estd definida para valores suficientemente pequenos de .

Portanto, as curvas de nivel, indicadas em cada figura, estao definidas sobre
o semiplano aberto {(u,v);u > 0} e sdo fechados ( como sdo abertos segne que
cada parte conexa esta definida para todo parametro ) ou tem por valores limites
(0,1),(0,—1). Por definicao temos que as solugdes podem ser completadas. E
concluimos a prova. O
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3. Os Teoremas de Classificagao

Neste capitulo obtemos 0s resultados centrais da monografia, os teoremas aqui
apresentados sao devidos a M.Leite 8l Primeiramente provaremos um lema que

nos serd ttil na demonstragao dos teoremas.

Lema 3.1. Uma solugao (r,h) do sistema formado por (2.1) e (2.3) determina
uma solugao ' de (2.2) de modo que

F?<1 sec=0,
»
-—I——-gl sec=—1,
1+ F?
F'z
1—F2Sl sec= 1.

Prova : Observe que de (2.3) temos que

72 < 1.
Qe ¢ = 0 entdo F (s) =7 (5) e assim 2 <1 .Sec=—lentao F (s) = senh(r(s)),
donde )
2
— < L.
1+ P27

Se ¢ = 1 entdo F'(s) =sen (r (s)), donde

F‘z
Il
Yz

o que prova o lema . O

Teorema 3.2. (Classificagaoc no R")

i) A menos de translacao vertical, as hipersuperficies rotacionais completas de
curvatura escalar S =0 formam precisamente umé familia a l-parametro, que
convergem para um hiperplano R"~'. Em R" a curva perfil é uma parabola, em
R° uma catendria e em R",n > 6, ela assintota duas retas horizontais. Em todos
os casos, as hipersuperficies sio mergulhadas.

ii) Para qualquer S > 0, existe uma familia a 1-parametro de hipersuperficies
mergulhadas de curvatura escalar S, todas periodicas € cilindricamente limitadas,
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que convergem para uma seqliéncia de esferas, duas a duas, verticalmente tan-
gentes.
iii) Néao existem hipersuperficies rotacionais completas com curvatura escalar

S < 0.

Prova :

Pelo lema 2.4 do segundo capitulo, todas as solugdes da equacao (2.2) sao
completas. Mas aquelas que correspondem a hipersuperficies completas do R"
devem satisfazer também a desigualdade [ < 1 de acordo com o lema 3.1 do
presente capitulo. Assim, somente as curvas de nivel contidas na regiao ©? < 1
serao tomadas em consideracao. Os valores admissivéis para K estao diretamente
indicadas pelo sinal da curvatura escalar S e sao mostradas nas figuras 3,4 e 5,
correspondendo a S =10, 5> 0e 5 < 0.

Em qualquer dos trés casos temos que uw = 7 e v = 7. Assim a intersegao de
uma curva de nivel com o eixo v = 0 ocorre num ponto onde a distancia r da
curva perfil @ (s) ao eixo de rotagdo 7y é critica, pela simetria de todas as curvas
de nivel obtemos apenas distancias criticas somente dos tipos maximo e minimo.

Sem perda de generalidade, tomaremos /i (0) = 0 para as alturas iniciais sem-
pre.

Para S = 0, o lema 2.4 nos diz que K toma valores entre [0,00). O valor
K = 0 nos dé a solugao trivial 7(s) = s e h(s) = 0, s > 0 correspondendo ao
hiperplano gerado pela reta horizontal h = 0.

Para K > 0 fixado, r atinge um 1inico maximo r; > 0 que tomaremos como
distancia inicial 7 (0) .

De (2.3) obtemos h?=1—7.

De (2.2) obtemos "% (1 —#2) = K, ou seja (1 —#2) = &,

donde B o
ht = (1 = 7"2> . -

IS 3

Se r; é a distancia critica entao K =7} %

Claramente, 7 ndo tem cota superior , assim nenhuma hipersuperficie é cilin-
dricamente limitada.
Para r # 7y, podemos dividir h? por 72 para obter

AN FCTARYCEAN I o S N
dr - ds dr - pn=3  pn-3_pn3 _7,n73v7.?—3

-3
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Conseqjiientemente, a curva perfil é formada por dois gréficos simétricos dados

por
e i dr
o n—3
Hhi= 1 / ‘%M
Jry /7.7L--.S = 7] .

Quando n = 4 podemos integrar para obter

T dr
th= vy [ e = v
S Ml AR

Observe que neste caso as curvas perfil sao pardbolas

h?
47

r—r =

Quando n = 5 novamente integracio direta nos da

/’ dr 1 Vri—ri+r
————=rylog
r r2 — 7-% 1

Observe que as curvas perfil sdo catendrias

Th=mnr

o h
% = cosh b

T Ty
Quando n > 6, se 1 > 27|, entio "3 > 2r77% assim
27171‘73 . ,[,n—J 2 27_71L—.S

2’)‘”73 o 27,‘;1—3 2 T_nf.'i

1 2
TrE e = =,
7-7i*< o ,’yl T»H*.
Logo
1
3 =3
7
Conseqiientemente
7 dr v /2
[ £
27y pn=3 _ pn=3 2r, rn—3

(B
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como n > 6 observe que a integral da direita converge entao

. T \/gd*r'
m e
r=00 Jor, A/pn=3 =B

Portanto

o \/2dr

ff dr z
—_— < ———= g0
2ry [pn—3 _ ,[.31*3 2ry \/rn—3

onde a é uma constante. Assim, a curva perfil é assintota a duas retas horizontais

dh=3ley 0 b<a

Assim concluimos que exceto nas dimensdes 4 e 5, as distancias da hiper-
superficie rotacional do R" com curvatura escalar atingem o infinito em um
intervalo finito de altura.

Observe que as curvas sao mergulhadas, pois os dois graficos encontram-se
ortogonalmente no eixo (r,0) e portanto diferenciavelmente. Isto completa a prova
de 1).

Para 5 < 0 o lema 2.4 nos diz que existem solucdes locais para K > 0 embora
em nenhum destes casos podemos completé-lo devido ao fato que [ atinge o
valor 1 em um intervalo finito . Para K < 0 nio existem sequer solugoes locais.
Isto prova iii).

Para § > 0, novamente o lema 2.4 nos diz que o conjunto de valores admissivéis
para K é [0, Ko] e que todas as curvas de nivel sio compactas. Também as curvas
de nivel para valores negativos de /' sao solugdes locais mas nao completas devido
ao fato que r? atinge o valor 1 em um intervalo finito.

O valor K = K; corresponde as solugbes r(s) = 7y e his) = s, isto é,
corresponde ao cilindro do corolério.

O valor K = 0 corresponde as solucoes

sen (‘\/58)

r(s) = \/15
hs) = 7= (1= cos (VBs)

e suas translagoes, correspondem a uma seqiiencia de (n— 1) —esferas de raio

(ﬁ) duas a duas tangentes em pontos interceptando o eixo de revolugao .
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Para um valor fixo K € (0, Kj) segue da compacidade das curvas de nivel que
a fungao r (s) é periddica e varia monotonicamente de um minimo ry > 0 para um
maximo 7y < ﬁ, enquanto sua derivada ac quadrado é limitada superiormente
por 1. Portanto h? = 1 —#? é sempre positivo assim h é mondtona e a curva perfil
é mergulhada.

e

K~0
~ K

Figura 6

Teorema 3.3. (Classificagao em H")

i) A menos de translagao, as hipersuperficies rotacionais completas de cur-
vatura escalar constante S € [—1,0| formam uma familia a I-parametro de exem-
plos que convergem para um plano hiperbélico totalmente geodésico H" ™! quando
S = —1, para uma hiperesfera quando S € (—1,0) ou para uma horoesfera quando
S = 0. As curvas perfll sao assintdticas a duas geodésicas, exceto quando S = 0.
em todos os casos, as hipersuperficies sao mergulhadas e cilindricamente ilimi-
tadas.

ii) Para qualquer S > 0, existe uma familia a I-parametro de hipersuperficies
mergulhadas completas de curvatura escalar S, todas periédicas e cilindricamente
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limitadas, convergindo para uma seqiiéncia de esferas geodésica, duas a duas ver-
ticalmente tangentes.

iii) Ndo existem hipersuperficies rotacionais completas com curvatura escalar
constante S < —1.

Prova : No espago hiperbélico, F'(s) = senh (r (s)) e pelo lema 3.1 temos que
F? < 14 F? assim as curvas de nivel contidas na regidgo 12 < 1 4+ u? serao
tomadas em consideragao. Os valores admissivéis para K estdo indicados , como
no caso euclidiano, nas figuras 34 e 5. Novamente tomaremos h (0) para o valor
inicial para a fungao altura h. Mais ainda, usando I (s) = senh (7 (s)), segue-se
da equagao (2.3) que

e 1— 2 71—(—Fﬁr)

cosh” r
cosh?s  cosh?r
Ly 14 P2 [? 51
ST o

A expressao (3.1) serd chamada de expressao hiperbélica de h2.

Para S € [-1,0], o lema 2.4 nos diz que o conjunto de valores admissivéis para
K é[0,00) desde que a hipérbole v + Su? = 1 esteja dentro da regiao v? —u? < 1,
quando S € [—1,0).

O valor K = 0 na equagao (2.2) acarreta que 2 =1 — SF2, Pondo F (0)=0
obtemos F' (s) = s ou £ (s) = (senh \/TSb) /v/=S quando S =0 ou S € [-1,0),

respectivamente. Estas solugbes postas na expressao (3.1) produzem

f'ﬁ:( - )2 (3.2)
1+ 82

(=S)(1L+95) (senh2 mg)
(senh2 V=85 — S)Q

Quando S = —1, a curva perfil tem equacdes 7 (s) = s e h(s)=0, correspon-
dendo ao espago hiperbélico H" ™! gerado pela geodésica p = 1.

Quande S € (—1,0), existern duas solucies para diferentes sinais de J - se
h <0, podemos integrar a equacao (3.3) para obter a solucéo

1 coshv/=Ss — 1+ S
o () 1—-v14+S8
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e por geometria hiperbdlica temos que

h+/=Ss
tan ¢ (s) = senhr (s) = I'(s) = sen—s—b

0 que parametriza um semi-circulo euclidiano de raio R = IQ_'%—L? e centro em
(O, Bv/1+ S); se I > 0, cbtemos p em vez de /%’ portanto a inversao do circulo
anterior pela geodésica p = 1 desta forma obtendo um novo circulo mas agora
com centro na parte negaftiva do eixo y,. As hipersuperficies correspondentes sio
chamadas de hiperesferas.

Quando S = 0, podemos integrar a expressao (3.2) para obter %h(s) =
log v/1 + s% temos também para S = 0 que tan ¢ (s) = F (s) = s, assim podemos
pela identidade fundamental da trigonometria obter cos ¢ (s) = ﬁ Como no
caso anterior obtemos duas solugdes para diferentes sinais de /i : se i > 0, entao
pcosp =1 e a curva perfil é a metade da reta euclidiana y, = 1; se h < 0, entéo
p = cos @ e neste caso a curva perfil é a metade do circulo unitario tangente ao
eixo y;. As hipersuperficies correspondentes sio chamadas de horoesferas.

Para um fixo K > 0, r atinge um tinico minimo r; > 0, o qual tomamos
para valor inicial r (0). Claramente /'y = senh r, é determinado pela igualdade
FI'% (1= SF?) = K, desde que o lado direito é uma funcao crescente de I quao
longo S < 0. Também F nao tem cota superior , assim nenhuma hipersuperficie
¢ limitada por um cilindro.

Substituindo /2 =1 — §F? — 553 Na expressio hiperbélica de 12, obtemos

(14 8)F? + £

= ‘
(1+ F2)?

Para I'' # I, podemos dividir /2 por o para obter

dh\’  Q+ )Py K L1
dF )] — (1-SF2)Fr3_ K (1+ F2)?

portanto a curva perfil é formada por dois gréificos, simétricos com respeito a
inversao sobre p = 1.

Quando S = 0, %' > ﬁ sobre (Fy,c0), é limitado no infinito por (i;—) x

(Hlﬁ) , assim a integral h(#7) é uniformemente limitada. Isto significa que a

curva perfil assintéta duas geodésicas h = +constante. B claro que a curva perfil é
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mergulhada, desde que os dois graficos colam suavemente em » = | com tangente
ortogonal a p = 1. Isto completa a demonstragao do caso i). Temos a seguinte
figura:

Figura 7.a Figura 7.b Figura 7.c

A prova de iii) é imediata do lema 2.4, pois -J—f—:y sempre chega a 1 em um
intervalo finito quando S < —1. Em outras palavras, todas as curvas de nivel ass-
intotam a hipérbole 12 + Su? = 1, que é exterior a regiao 1v? —u? < 1 precisamente
quando S < —1.

A prova de ii) segue-se como no teorema anterior, deste modo K varia em
[0, Ko] . A curva perfil oscila periodicamente sobre o cilindro do corolario 2.2
e converge para uma seqiiéncia de circulos geodésicos. De fato, as solugoes

v

limites satisfazem 1 — F2 = SF?, portanto F (s) = E‘v‘-{-& que nos produz

5
h? = ((1 + S) sen? Ss) /(S + sen? Ss) : integragao para h < 0 nos dé

VI+S—1
VI+ S —cosV/Ss'
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assim temos um semi-circulo euclidiano de raio R = ﬁ e centro R+/1+ S,

que é o cireulo geodésico no plano hiperbélico; integrando h > 0 obtemos i 5
portanto um circulo invertido. Subseqiientes inversGes da hipersuperficie geram
uma seqilencia de esferas geodésicas.

Como no teorema anterior, dado K € (0, Ky), segue-se da compacidade da
curva de nivel que a funcao F', por conseguinte 7, é periddica e varia monotoni-

camente de um valor minimo F} para um méaximo Fy < 1/\/?, enquanto suas

. . s s : s 2 1-SF2 .. . :
derivadas satisfazem [I'? < 1 — SF?. Assim, 7% = lfﬁ LS B limitada superi-
1

ormente por 1, h? é sempre positiva e conseqiientemente, hi é mondtona e a curva
perfil é mergulhada.
Veja a figura abaixo.

Figura 8

Teorema 3.4. ( Classificagio em S™ (1))

i) Para S € ("“‘) , existe uma familia enumerdvel infinita de hipersuperficies

n—1

rotacionais imersas completas de S™ (1) com curvatura escalar constante S con-
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vergindo para o cilindro mergulhado do Coroldrio 2.2 . Quando S € (ﬁ 1);
uma destas hipersuperficies é mergulhada.

ii)Para S > 1, existe uma familia enumerdvel de hipersuperficies imersas com-
pletas de S™ (1) com curvatura escalar constante S | convergindo por um lado
para o cilindro do Coroldrio 2.2 e por outro lado para uma seqiiéncia de esferas
mergulhadas isometricamente de raio ‘7‘5

iii)Nédo existe hipersuperficie rotacional completa de S™ (1) com curvatura es-

calar constante § < -3

Prova : A prova segue o mesmo roteiro das provas anteriores. No espaco esférico
temos que F'(s) = sen 7 (s) e F? < 1 — F? assim apenas as curvas de nivel
contidas na regiao u? + 1% < 1 serfic tomadas em consideracao.

Observe que do lema 2.4 as curvas de nivel para S = 0 ou S < 0 saem do semi-
disco u* +v? < 1 em um tempo finito. Também quando S € (0 L‘), segue-se da

2 n=1
13 > 1, assim qualquer curva de nivel correspondente

proposigao 2.1 que ¢ =

(n—-1)8
a0 < K < Ky passa pelo ponto ([, 0), portanto escapando do circulo unitario.
O valor K = Ky produz somente uma curva de nivel interior quando S = :::?,

neste caso a solugao é I' = 1 e a curva de nivel é reduzida a um ponto.
Para S € :::if,l), o lema 2.4 nos dd que o conjunto de valores admissivéis

para I{ é [1 — S, Ky, pois a elipse v? + Su? = 1 é exterior ao disco u? +v? < 1,

enquanto a curva de nivel correspondente a /' > 0 que passa por (1,0) tem por

valor para ' =1~ 5. E para S > 1, o conjunto de valores admissivéis para i é

[0, K. Claramente qualquer curva em nivel qualquer K é compacto e a solugao

7 (s) atinge um tinico minimo em 7, > 0 que serd tomado como valor inicial 7 (0).

O valor K = K a solugao r ($) = rp, correspondendo ao cilindro do corolario 2.2.
Usando que /' = sen r, segue-se da equacao (2.3) que

-2_177"2_1~F2—F2

s = el — : 3.4
f i = (34)
A expressao (3.4) serd chamada expressao esférica de B,
Substituindo F'? =1 — S#?% — %—5 na expressac (3.4), obtemos
(1~
Fora de Iy = sen ry, podemos dividir h? por [ para obter
2 . ! ‘
dh K+ (S—1)mt 1
- | = ( Fale: )7 ~ % — (3.5)
dalr (I1—SF2) 3 - K (1— F?2)

25




Quando S € (H, 1) afirmamos que o valor K =1 — § nos dd uma curva que
comega a uma distancia 71 de 7y e entdo espirdla indefinidamente em torno do
ponto 7 = 7/2 do eixo 7. De fato da equagdo (3.5) obtemos

(wjz_ (1= ST — -1 1

= X 5 -
dlh C; (1 bee ]]-nrl) . (1 — F”_S) (1 Il FQ)Z
Conseqiientemente
1
dh " 1-8 ¢ . 1
ar|— S*iiff 1— F2°

= _pn-3 _
Como I decresce para 1 tem-se que %,—1 converge para 1’1—;1’ Agora usamos que

/'Pl o 1 (1 1+ F ) 1+ F1>
= — [ lo — lc — 00
nl1-F 3\ B1_F 871_R ’

quando /' — 1. Claro que esta curva correspondente ao nivel K = 1 — S nio gera
uma hipersuperficie na topologia induzida da esfera.

Para 5 > 1, afiitmamos que K = 0 nos dé a metade de um circulo enclidiano
de raio mﬁ comegando ortogonalmente a . De fato, a integracio de 2 = 1 — §F™

com " (0) = 0 nos dé I (s) = S"'“\/Lf”, conseqiientemente

B =

S (S —1)sen? ( SS)
(S — sen? (\/ﬁa) )

(3.6)

Quando S = 1, temos r{s) = s e I é constante, assim a curva perfil é um
grande eirculo que gera uma (n — 1) —esfera totalmente geodésica. Quando S > 1
podemos integrar (3.6) para obter

cos v/ Ss

Tomando coordenadas esféricas no espago orbital com h (0)

h(s) = arctan

g 1
= arctan 75T 2
solugao satisfaz a cosr (s)cos h(s) = /1 — —é.— , que é a equagao de um semi-
circulo de raio ﬁ cortando no espago orbital de um plano cuja distancia ao ponto

(0,0,0) seja /1 — %



A hipersuperficie correspondente é uma (n — 1) —esfera de raio \/LE inteira-
mente contida em um hemisfério de S™ (1).

Um valor intermedisrio de K nos dé uma solugao periédica r (s) que oscila ao
redor de r = 7y, de um minimo 7y, > 0 para um méaximo ry < 1. Como i nunca
se anula e, por outro lado F'? 4 F2=1, podemos considerar h crescente, assim o

periodo P da curva com respeito a variavel h é obtida pela integracao de ‘#

K B /K + (S —1)Fr-1 |
P(\):h(Fz)fh Fy) fl\/ e :
2 no\Je(P) - K T

onde F| e I} sdo as solugdes de ¢ (F) = K, com ¢(F) = (1—SF?) 3
Claro que a curva determina uma hipersuperficie completa de S (1) precisamente
quando 7 é um inteiro divisor de 2r7, onde r € o niimero de voltas no espago or-
bital dado pela curva perfil antes de se fechar. A curva perfil é mergulhada quando
r=1l

Temos que os valores limites de P (K') para [ = 1— 5 ou /X = 0 nas situagoes
S <1lousS > 1sao0 0o e 2arctan \/;— respectivamente.
2n

v/ (n=1)S—=(n-3)

quando K — Ky De fato, ambus Fye I CORIVETgeT Dara Fy, onde ¢ atinge
seu valor minimo K, e jr(f; (Iy) = =2(n—3)Iy° < 0. Também, o fator

K 4 (8 — 1) Fn=1/ (1 — F?) converge para \/F{'*/\/1 — F¢. A aproximagao de
Taylor para ¢ em torno de Fj até a segunda ordem implica que o limite desejado
€ 0 mesmo que

(K) converge para

lﬁn .3 Fof dF
1—P‘” Fo- /A e — A(F — F)?

onde A = (n — 3) I{}'"®. Desde que a integral converge para Jﬁ um célculo direto
prova a afirmagao.

-

Quando S € (::—% 1). segiie da continuidade de 2 (K') que para cada racional
r 1

== B o existe K € (1 — S, Ky) tal que P (K) = 27~ é o perfodo de uma
8 n— —(n—:
curva fechada que gera uma hipersuperficie completa imersa de S™ com curvatura
escalar constante que nao é a esfera nem o cilindro.

Quando S > 1, novamente a continuidade de P (K) nos da que existe K &
(0, Ky) tal que P (K) = 2r%, para um dado racional £ no intervalo aberto de
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_(1“1)157(7”3) e i arctan (\/Et—l
exceto possivelmente para dois valores de S. Observamos ainda que este intervalo
nao é suficientemente grande para conter racionais do tipo %, assim as curvas perfil
determinam hipersuperficies nao-mergulhadas. O

extremos

)‘ Veja que este intervalo é nao vazio
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