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RESUMO

A descrição da dinâmica quântica de partículas restritas em superfícies tem atraído bastante

a atenção dos físicos da matéria condensada nos últimos anos. Devemos isso principalmente

ao fato de que pesquisas em nanoestruturas bidimensionais, tais como o grafeno, o fulereno,

e os nanotubos de carbono, tem tomado grande destaque nas últimas décadas. Porém, esse

assunto não é recente, há bastante tempo busca-se compreender como a curvatura afeta a

mecânica quântica em superfícies bidimensionais, imersas no espaço euclideano. As pesquisas

que contemplaram esse problema seguiram duas perspectivas distintas: em uma delas a dinâmica

quântica de uma partícula é abordada intrinsecamente, considerando apenas a geometria da

superfície. Na outra perspectiva, examina-se o comportamento da partícula extrinsecamente,

considerando tanto o método de pelo qual a partícula é restrita na superfície como a geometria do

espaço no qual a partícula está imersa. Considerando essas duas abordagens, investigaremos as

propriedades da mecânica quântica de uma superfície do tipo fita de Möbius. Com esse objetivo,

obtemos a equação de Schrödinger para uma partícula sem spin restrita na fita de Möbius, na

ausência de campos externos. Realizamos isso intrinsecamente, por meio da modificação do

operador Laplaciano para um sistema curvilíneo bidimensional, definido sobre a fita de Möbius.

Trabalhando extrinsecamente, utilizamos o formalismo do potencial confinante, onde além

de modificar o Laplaciano da equação de Schrödinger adicionamos a ação de um potencial

dependente da curvatura denominado de potencial da Costa. Devido às propriedades geométricas

da fita de Möbius, não podemos realizar uma separação de varáveis na função de onda, fixamos

então uma das coordenadas do sistema curvilíneo, e consequentemente restringimos o movimento

da partícula em uma das direções possíveis. Ou a partícula se moverá em um anel em torno da

fita de Möbius, ou em uma linha ao longo da largura da fita. Obtemos o Hamiltoniano hermitiano

efetivo para cada direção considerada. Analisamos qualitativamente o efeito da curvatura sobre a

dinâmica da partícula, tanto na abordagem intrínseca como na extrínseca, mostrando a formação

de poços ou barreiras potenciais em cada caso. Analisamos intrinsecamente o movimento de

partículas em torno da fita de Möbius, e extrinsecamente, para partículas que se movam apenas

no centro da fita. Obtemos a função de onda normalizada e o correspondente espectro de energia

para cada caso. Por fim, resumimos nossas conclusões e pontuamos nossas perspectivas futuras

para este trabalho.

Palavras-chave: Mecânica Quântica em Superfícies; Fita de Möbius; Grafeno.



ABSTRACT

The description of quantum dynamics of restricted particles on surfaces has attracted considerable

attention from condensed matter physicists in recent years. We owe this mainly to the fact that

research on two-dimensional nanostructures, such as graphene, fullerene, and carbon nanotubes,

has taken great prominence in recent decades. However, this subject is not new. There has

been an attempt to understand how curvature affects quantum mechanics in two-dimensional

surfaces immersed in Euclidean spaces. The research that contemplated this problem followed

two distinct perspectives. In one of them, quantum dynamics of one particle is intrinsically

approached, considering only the surface geometry. In the other one, the behavior of the particle

is examined extrinsically, considering both the method by which the particle is restricted on

the surface and the geometry of the immersion space. Considering these two approaches, we

will investigate the quantum mechanical properties of a Möbius tape-like surface. With this

aim, we obtain the Schrödinger equation for a spin-restricted particle in the Möbius strip in

the absence of external fields. We do this intrinsically, by modifying the Laplacian operator

to a two-dimensional curvilinear system, defined on the Möbius strip. Working extrinsically,

we use the confining potential formalism, where, in addition to modifying the Laplacian of the

Schrödinger equation, we add the action of a curvature-dependent potential called da Costa

potential. Due to the geometric properties of the Möbius strip, we cannot perform a separation

of variables in the wave function, so we fix one of the coordinates of the curvilinear system,

and consequently restrict the particle movement in two possible directions. Either the particle

will move in a ring around the Möbius strip, or in a curve across the width of the strip. We

obtain effective hermitian Hamiltonians for each direction considered. We intrinsically analyze

the movement of particles around the Möbius strip, and extrinsically, for particles that only

move in the center of the strip. We obtain the normalized wave function and the corresponding

energy spectrum for each case. Finally, we summarize our conclusions and point out our future

perspectives for this work.

Keywords: Quantum Mechanics on Surfaces; Mobius Strip; Graphene.
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1 INTRODUÇÃO

Desde os primórdios da mecânica quântica existe o interesse em compreender como

a geometria influencia na dinâmica quântica de partículas restritas em superfícies curvas. Como

pioneiro nesse assunto temos Paul Dirac que foi tratou da quantização em superfícies curvas

[5]. No procedimento de Dirac a partícula é mantida em uma superfície por meio de restrições

aplicadas em suas coordenadas e o sistema é então quantizado nesse espaço reduzido. A

quantização é realizada então pela imposição imposição de quantização por meio dos brakts

de Dirac [6]. Essa modo de abordar o problema é denominado de abordagem intrínseca, pois

nele apenas a geometria da superfície é considera, não levando em conta assim a geometria do

aonde a superfície está inserida. Seguindo ainda a metodologia adotada por Dirac, temos por

exemplo os trabalhos de B. S. DeWitt (1956) e K. S. Cheng (1972), que obtiveram a equação de

Schrödinger para um sistema geral, utilizando o método de integrais de caminho de Feynmann.

Eles encontraram uma equação diferente da forma usual da equação de Schrödinger, pois ela

dependia da curvatura total K do espaço de coordenadas [7, 8] .

Ainda na década de 70 H. Jensen e H. Koppe (1971) simularam o movimento

clássico de uma partícula contida entre duas superfícies paralelas separadas por uma distância

d. Utilizando a mecânica quântica no limite em que d tende a 0, Jensen e Koppe obtiveram

novamente uma equação de Schrödinger que diferia da equação original por um potencial

adicional dependente da curvatura da superfície [9].

Devemos também destacar o trabalho do físico brasileiro R.C.T. da Costa que na

década de 80 estudou a dinâmica quântica de uma partícula restrita a se mover em uma superfície

geral. Mais precisamente, da Costa considerou a equação de Schrödinger para uma partícula

restrita a se mover e uma folha infinitamente fina, imersa do espaço tridimensional e sobre

a ação de um potencial confinante. A função de onda é então dividida em duas partes, uma

parte normal que contém o potencial confinante, e a parte tangencial, que contém um “potencial

de superfície” [10]. Esse potencial é conhecido como potencial da Costa, que depende das

curvaturas gaussiana e média. Por esse motivo dizemos que ele é de natureza geométrica. Este

modo com que da Costa, Jensen e Koppe, trataram do problema de uma partícula quântica

restrita em uma superfície se diferencial do modo de Dirac por considerar a geometria do espaço

de imersão. De um modo mais claro, seguindo essa perspectiva consideramos que a partícula

é mantida em uma hipersuperfície (N− 1)-dimensional embebida em um espaço euclideano

N-dimensional, a partícula é restrita na superfície pela ação de um potencial confinante que toma
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valores infinitamente grandes quando a partícula se move na direção normal. Essa abordagem é

conhecida como formalismo do potencial confinante, ela foi desenvolvida principalmente a partir

dos trabalhos de da Costa e Jensen, essa metodologia também pode ser chamada de abordagem

extrínseca já que nela consideramos a geometria extrínseca da superfície.

Nos anos que se seguiram aos trabalhos de da Costa, pelo resto da década de 80 e da

década de 90, a mecânica quântica em superfícies curvas foi extensivamente explorada. Estudou-

se tanto os aspectos teóricos do problema como a aplicação em sistemas físicos [11, 12, 13, 14]

. Esses trabalhos abordaram o problema seguindo uma dessas perspectivas diferentes, tanto

intrínseca, como extrínseca.

Figura 1 – Alótropos do carbono: No canto superior esquerdo temos o grafeno, com sua estrutura
do tipo favos de mel. No outro canto superior temos o grafite, que pode ser visto como uma pilha
de folhas de grafeno. No canto inferir esquerdo está representado os nanotubos de carbono, que
basicamente são cilindros enrolados de grafeno. E no canto inferior direito temos o fulereno, que
é formado pela adição de estruturas pentagonais na estrutura hexagonal do grafeno [1]

As pesquisas desenvolvidas nos trabalhos citados acima tornaram-se muito úteis

para a física da matéria condensada nos últimos anos. Os cenários bidimensionais desenvolvidos

naqueles trabalhos encontraram aplicações reais com o desenvolvimento da física de baixa

dimensionalidade, dando-se destaque ao formalismo do potencial confinante. Isso deve-se

principalmente a importância adquirida por pesquisas relacionadas aos alótropos do carbono,

tais como os fulerenos, nanotubos, e o grafeno. O grafeno é um alótropo do carbono que vem

sendo estudado extensivamente nas últimas décadas. Ele foi isolado em laboratório pela primeira

vez em 2004 [15], o que rendeu um premio nobel em 2010 aos seus descobridores, e desde

então ele vem despertando o interesse da comunidade científica. No grafeno, átomos de carbono
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estão dispostos em uma estrutura hexagonal, de forma semelhante aos favos de mel (Figura 1)

[1], suas notáveis propriedades vêm dessa forma especial com que seu átomos estão arranjados.

Por exemplo, uma folha de grafeno não possui nenhuma lacuna na banda de condutância, e

assim um elétron em sua superfície se comporta como um férmion sem massa, por outro lado

uma bicamada de grafeno possui uma relação de dispersão quadrática, que fornece um gap na

banda de condutância. Tal gap permite interessantes aplicações na eletrônica [16]. Encontramos

alótropos de carbono na natureza, como é o caso do grafite e do diamante, porém também

é possível sintetizar outros alótropos de carbono em laboratório. Antes mesmo do grafeno o

fulereno e os nanotubos de carbono já eram alvo de pesquisas. As propriedades físicas do grafeno

são realmente surpreendentes, dentre elas podemos destacar a sua baixa dimensionalidade, seu

espectro de Dirac, e sua natureza do tipo membrana [17].

O grafeno possui propriedades que o tornam semelhante a sistemas estudados na

física de altas energias. Por exemplo, a interação entre os elétrons e a rede de átomos de

carbono do grafeno faz com que eles pareçam não ter massa, sendo semelhantes a férmions

de Dirac [18]. Partículas desse tipo são estudadas pela mecânica quântica relativística sendo

governadas pela equação de Dirac. As propriedades e fenômenos observados no grafeno estão

intimamente relacionados com a sua geometria, por exemplo, a curvatura de nanocones de

grafite produzem fases topológicas [19], faixas helicoidais possuem propriedades quirais [20],

e campos pseudomagnéticos são gerados por flutuações na curvatura [21]. Além do grafeno

outras nanoestruturas bidimensionais baseadas em átomos de carbono tem atraído a atenção da

comunidade científica. Estruturas tais como os nanotubos de carbono [22], e o fosforeno [23].

Outras nanoestruturas de grafeno que também tem proporcionado pesquisas promissoras na área

da física da matéria condensada, são os nanoáneis e nanofitas de grafeno [24, 25].

Como podemos ver, o grafeno constitui um sistema bidimensional imerso em um

espaço tridimensional, e que pode também ser dotado de curvatura. Esse é justamente o tipo

de sistema que foi explorado na mecânica quântica em espaços curvos desenvolvida no final do

século XX. Atualmente muitos pesquisadores tem trabalhado com o formalismo do potencial

confinante na investigação das propriedades físicas de estruturas bidimensionais feitas de grafeno.

Essas estruturas são dotadas de diversas tipos de geometria, até mesmo geometrias não triviais.

Um bom exemplo disso é o caso da fita de Möbius. Há bastante tempo a fita de Möbius tem

chamado a atenção dos físicos devido suas propriedades geométricas não usuais, e muitas

pesquisas foram motivadas pela possibilidade de se construir um dispositivo de grafeno com
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essa geometria. Como exemplo, temos o trabalho pioneiro de Yakubo, Avishai e Cohen, que

investigaram as propriedades de correntes persistentes em anéis quânticos com geometria do tipo

fita de Möbius [26]. Zehao Li e Ram Mohan [27], e também Gravesen e Willatzen [4], estudaram

os a equação de Schrödinger na fita de Möbius. Seguindo ainda um nível não relativístico, temos

também os trabalhos de Miliordos que calculou as funções de onda para uma partícula restrita

na borda de uma fita de Möbius. Ele obteve que no caso de uma faixa estreita o momento

angular orbital da partícula assume valores inteiros e meio-inteiros de h̄ [28]. Miliordos usou

esse modelo também para explicar o conceito químico de aromaticidade na fita de Möbius [29].

Também temos trabalhos no nível relativístico, o que envolve o uso da equação de Dirac, como

por exemplo no estudo do acoplamento de férmions relativísticas na fita de Möbius [30]. Temos

ainda vários outros trabalhos que consideraram as propriedades físicas de dispositivos dotados de

um geometria do tipo fita de Möbius [31, 32, 33, 34, 35, 36]. Além da possibilidade de construir

uma fita de Möbius em grafeno, observou-se que existem estruturas na natureza que exibem uma

geometria do tipo da fita de Möbius, como é o caso dos cristais de nióbio e selênio (NbSe3 )[37].

Diante de tudo isso, torna-se evidente a necessidade de se estudar a mecânica quântica

de superfícies bidimensionais. O presente trabalho tem como objetivo investigar a dinâmica

quântica de uma partícula, em um nível não relativístico, em uma superfície bidimensional.

Escolhemos voltar nossa atenção para a superfície da fita de Möbius, tanto por suas valiosas

propriedades que já vem sendo estudadas há bastante tempo, como pelo interesse teórico em se

estudar a mecânica quântica em uma superfície não orientável.

Dividimos esse trabalho da seguinte forma: No capítulo 2, realizamos uma breve

introdução à mecânica quântica, e abordamos o método intrínseco e extrínseco da mecânica

quântica em superfícies curvas. No capítulo 3 discorremos sobre as propriedades geométricas

da fita de Möbius, examinamos o movimento clássico de uma partícula nessa superfície, e

pontuamos alguns resultados disponíveis na literatura sobre a mecânica quântica na fita de

Möbius. No capítulo 4 investigamos a mecânica quântica de uma partícula sem spin, em um

nível não relativístico, restrita na fita de Möbius. Obtemos a equação de Schrödinger, e o

correspondente potencial efetivo, de uma partícula que se move em torno da fita de Möbius, ou

que se mova ao longo da largura da fita. E por fim examinamos de forma qualitativa a influência

da curvatura na dinâmica da partícula. No capítulo 5 resumimos os resultados atuais da pesquisa,

e pontuamos nossas perspectivas futuras para esse trabalho.
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2 MECÂNICA QUÂNTICA EM ESPAÇOS CURVOS.

Iniciaremos nosso trabalho discorrendo brevemente sobre a mecânica quântica de

uma partícula em um nível não relativístico. Nesse capítulo, introduziremos o leitor aos princípios

básicos da teoria quântica, com o objetivo de chegar na principal equação que nos ocuparemos

no decorrer da dissertação: A equação de Schrödinger. Posteriormente, realizaremos a transição

da mecânica quântica no espaço tridimensional plano para o espaço bidimensional curvo.

2.1 Princípios Básicos da Mecânica Quântica.

Conceito de estado na mecânica quântica: O conceito de trajetória da mecânica

clássica deve ser substituído pelo conceito de estado variável no tempo [38]. Toda a informação

do estado quântico de qualquer partícula, como por exemplo o elétron, será determinado pela

função de onda ψ(r, t). A função sozinha não possui significado físico, porém o seu módulo

ao quadrado possui uma interpretação física importantíssima, a partir dele podemos calcular

a amplitude de probabilidade de encontrar a partícula em uma região do espaço. Seja então

dP(r, t) a probabilidade de uma partícula se encontrar em um instante t e em um elemento de

volume d3r = dxdydz, contido no ponto r, usando o modulo ao quadrado da função de onda

temos que,

dP(r, t) =C|ψ(r, t)|2d3r, (2.1)

aonde C é uma constante de normalização. Para que possamos ter uma mecânica quântica

consistente a função de onda deve se normalizada, isso significa dizer que não existe perda,

ou ganho na densidade de probabilidade de se encontrar uma partícula em um determinado

estado. Consequentemente, a probabilidade deve ser uma grandeza conservada. A constante de

normalização é determinada a partir de

C
∫

∞

−∞

|ψ(r, t)|2d3r = 1. (2.2)

Em mecânica quântica, um estado físico é representado por um vetor de estado em um espaço

vetorial complexo de dimensão infinita, tal espaço é chamado de espaço de Hilbert H [39].

Portanto, o estado quântico de um sistema em um certo instante de tempo é caracterizado por

um vetor pertencente ao espaço vetorial H , na notação de Dirac esse vetor é chamado de ket,

e é denotado por |ψ(t0)〉. Na notação de Dirac, grandezas físicas tais como momento angular,

energia ou momento são representados por operadores lineares no espaço vetorial de Hilbert,
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esses operadores são denominados de observáveis. Em mecânica quântica existem kets especiais

chamados de autokets, ou autovetores de um operador A. A propriedade desses kets é que:

A |a′〉= a′ |a′〉 (2.3)

aonde a′ é simplesmente um número, denominado de autovalor do operador A, e o conjunto

de autovalores de um operador é chamado de espectro do operador. Um estado quântico

representado por um autovetor é denominado de autoestado. Associado ao espaço vetorial dos

kets, existe um espaço vetorial “dual” denominado de espaço dos bras. Então, para cada ket |α〉,

existe um bra associado denotado por 〈α|. Definimos o produto interno entre um bra e um ket

como:

〈β |α〉= (〈β |) · (|α〉) (2.4)

aonde postulamos que 〈α|α〉 ≥ 0. Seja X um operador, o dual do ket X |α〉 será o bra 〈α|X†,

aonde X† é o adjunto hermitiano do operador X . Um operador será chamado de hermitiano se:

X = X†. (2.5)

Continuemos então a examinar a mecânica quântica do ponto de vista de seus

postulados [38]. Consideramos sistemas de espectro discreto, representados por kets no espaço

de Hilbet:

Postulado 1: Em um instante t0, toda a informação física de um sistema está contida

em um ket |ψ(t0)〉, pertencente ao estado de Hilbert.

Postulado 2: Qualquer quantidade física acessível experimentalmente A , é repre-

sentada por um operador A denominado de observável.

Postulado 3: O único resultado possível da medida de uma quantidade física A ,

será um dos autovalores do observável A.

Postulado 4 :

a. espectro discreto não degenerado: Quando medimos uma quantidade física A

em um sistema que está no estado normalizado |ψ〉, a probabilidade de obtermos um valor não

degenerado autovalor an, do correspondente observável A é:

P(an) = | 〈un|ψ〉 |2, (2.6)

aonde |un〉 é o autovetor normalizado de A, com autovalor an.
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b. espectro discreto degenerado: Quando medimos uma quantidade física A em um

sistema que está no estado normalizado |ψ〉, a probabilidade de obtermos um autovalor an, do

correspondente observável A é:

P(an) =
gn

∑
i=1
| 〈ui

n|ψ〉 |2, (2.7)

aonde gn é o grau de degenerância de an e {|ui
n〉} (i = 1,2, ...,gn) é um conjunto ortogonal de

vetores que formam uma base.

Postulado 5: Quando medimos uma quantidade física A em um sistema que se

encontra em um estado |ψ〉 obtemos como resultado o autovalor an, então o estado do sistema

após a medida é a projeção normalizada de |ψ〉 no autoespaço associado com an:

|ψ〉=⇒ Pn |ψ〉√
〈ψ|Pn |ψ〉

, (2.8)

aonde Pn = 〈an|an〉 é o operador projeção.

Postulado 6: A evolução de um estado |ψ〉 é governado pela equação de Schrödinger:

ih̄
d
dt
|ψ(t)〉= H(t) |ψ〉 (2.9)

aonde H(t) é o observável associado com a energia total do sistema. O operador H é denominado

como o operador Hamiltoniano do sistema. Estamos agora então em condições de descrever a

quantização de sistemas físicos por meio da quantização canônica.

Regras da Quantização Canônica : A quantização de um sistema físico é obtida

associando as coordenadas do sistema a um operador x(x,y,z), e associando os momentos das

correspondentes coordenadas a um operador p(px, py, pz). Impomos então regras de comutação

sobre x e p:

[xi,x j] = [pi, p j] = 0 (2.10)

[xi, p j] = ih̄δi j.

Na mecânica clássica, o estado de um sistema pode ser caracterizado por meio de suas coordena-

das e dos momentos associados com essas coordenadas. Sendo assim, qualquer grandeza física

do sistema pode ser dada em função dessas coordenadas. Portanto, as regras de quantização

canônica, providenciam um procedimento simples para obtermos uma representação quântica
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de uma grandeza classicamente definida. Seguindo esse procedimento, um observável A, que

descreve uma quantidade física A , é obtido substituindo as coordenadas e momentos em A

pelos operadores x e p, respectivamente.

As relações presentes na equação (2.10) contemplam somente a mecânica quântica

desenvolvida no espaço plano. Se desejamos trabalhar em espaços com curvatura devemos

tomar novas regras de quantização canônicas. Por exemplo, consideremos uma partícula não

relativística restrita em uma superfície definida por [6]

f (x) = 0, (2.11)

onde x = (x,y,z). A condição necessária para que a partícula permaneça somente sobre a

superfície durante seu movimento é que

d f
dt

= ẋ ·∇ f (x) = 0. (2.12)

Ou seja, não existe movimento na direção normal à superfície. Devemos também. A restrição

expressa na equação (2.11) é chamada de restrição de primeira classe, enquanto que a restrição

(2.12) é chamada de restrição de segunda classe. Acontece que não existe garantias que as

relações (2.10) sejam satisfeitas no espaço curvo. Dirac propôs o seguinte modo de resolver esse

problema [6]. Consideremos que existam um certo numero de condições primárias e secundárias

representadas por:

Xr(q, p) = 0, (2.13)

como por exemplo x1 = f (x) e x2 = p ·∇ f (x), onde p = mẋ. Esses dois casos podem ser

distinguidos por meio dos elementos de matriz

Crs ≡ [Xr(q, p),XS(q, p)]P. (2.14)

Estamos utilizando os parênteses de Poisson, que para dois operadores f (q, p) e g(q, p) é:

[ f (q, p),g(q, p)]≡∑
N

[
∂ f (q, p)

∂qN

∂g(q, p)
∂ pN

− ∂g(q, p)
∂qN

∂ f (q, p)
∂ pN

]
. (2.15)

Restrições aonde temos que para uma determinada coordenada uS, ∑SCrSuS = 0, para qualquer

valor de r são restrições de primeira classe, e devemos lidar com elas restringindo o número de

variáveis independentes. As restrições de segunda classe são definidas por meio de:

Det C 6= 0, (2.16)
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de modo que C possua uma inversa C−1. Dirac propôs então que em uma teoria que possua

apenas vínculos de segunda classe o comutador de dois operadores seja dado agora por:

[ f (q, p),g(q, p)] = ih̄[ f (q, p),g(q, p)]D (2.17)

onde [ f (q, p),g(q, p)]D é o parêntese de Dirac:

[ f (q, p),g(q, p)]D ≡ [ f (q, p),g(q, p)]P−∑
rs
[ f (q, p),Xr(q, p)]PC−1

rs (q, p)[Xs(q, p),g(q, p)]P

(2.18)

As relações canônicas são substituídas agora por

[qN , pM] = ih̄
[
δNM−∑

rs

∂Xr

∂ pN
C−1

rs
∂Xs

∂qN

]
(2.19)

e 
[qN ,qM] = ih̄∑rs

∂Xr

∂ pN
C−1

rs
∂Xs

∂ pM
,

[pN , pM] = ih̄∑rs
∂Xr

∂qN
C−1

rs
∂Xs

∂qM

(2.20)

A proposta de Dirac satisfaz uma série de condições necessárias para os comutadores e satisfaz

também as restrições (2.13) [6].

Representações de |x′〉 e |p′〉: Enunciamos os postulados acima tratando apenas de

observáveis com espectro discreto. Contudo, na mecânica quântica, existem observáveis com

espectros contínuos [39]. Este é caso dos operadores posição e momento que usamos ao definir

as regras de comutação canônica. Os kets |x′〉 e |p′〉 são autovetores de x e p, respectivamente,

cada um deles formam um subespaço vetorial no espaço de Hilbert. Vamos considerar que o

subespaço criados por esses kets tenham apenas uma dimensão. Podemos então expandir um

estado quântico em um desses subespaços, como por exemplo, se expandirmos o estado α em

termos de |x′〉, teremos que

|α〉=
∫

dx′ |x′〉〈x′|α〉 . (2.21)

Vemos que 〈x′|α〉 é o coeficiente dessa expansão, e podemos interpretá-lo de tal forma que

| 〈x′|α〉 |2dx′ represente a probabilidade de se encontrar uma partícula em um intervalo entre x′ e

x′+dx′. Nos referiremos então ao produto 〈x′|α〉 como sendo a função de onda ψα(x′) para o

estado |α〉 . Escrevemos então que,

ψα(x′) = 〈x′|α〉 . (2.22)
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A mesma função de onda pode se ainda expandida em termos dos autoestados |a′〉 de um operador

A:

ψα(x′) = ∑
a′

ca′ua′(x
′), (2.23)

aonde ua′(x′) = 〈x′|a′〉 é a autofunção do operador A com autovalor a′. O valor esperado de um

operador A, no espaço de posição, será dado por

〈β |A |α〉=
∫

dx′ψ∗
β
(x′)Aψα(x′). (2.24)

Um resultado que nos será útil é a forma do operador momento na base de §, partido-se da

definição de momento como gerador de translação, obtemos que,

p |α〉=
∫

dx′ |x′〉
(
− ih̄

∂

∂x′
〈x′|α〉

)
(2.25)

A partir desse resultado obtemos uma identidade bastante importante [39]:

〈β |p |α〉=
∫

dx′ψ∗
β
(x′)
(
− ih̄

∂

∂x′

)
ψα(x′). (2.26)

Podemos então escrever que,

p =−ih̄
∂

∂x′
. (2.27)

Podemos realizar a expansão de um estado no espaço dos momentos também, chamamos ela de

função de onda no espaço do momento:

φα(p′) = 〈p′|α〉 . (2.28)

A conexão entre as duas representações é obtida por meio de [39]

ψα(x′) =
[ 1√

2π h̄

]∫
d p′exp

( ip′x′

h̄

)
φα(p′), (2.29)

e

φα(p′) =
[ 1√

2π h̄

]∫
dx′exp

(−ip′x′

h̄

)
ψα(x′), (2.30)

.

Princípio de incerteza de Heisenberg: As relações de comutação dadas pelas equa-

ções (2.10) implicam que x e px são observáveis incompatíveis. Isso significa que esses dois

operadores não possuem um conjunto completo de autoestados simultâneos, consequentemente
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não é possível medi-los ao mesmo tempo. Temos então de levar em consideração a incerteza

inerente ao processo de medição, sejam por exemplo A e B dois observáveis, então (∆A)2 e

(∆B)2 serão as dispersões de A e B, respectivamente. Sendo assim, para qualquer estado, vale a

seguinte desigualdade [39]:

〈(∆A)2〉〈(∆B)2〉 ≥ 1
4
|〈[A,B]〉|2 (2.31)

Usando (2.10) em (2.31), obtemos a relação de incerteza posição-momento de Heisenberg:

〈(∆x)2〉〈(∆px)
2〉 ≥ h̄2

4
(2.32)

2.2 A Equação de Schrödinger.

Na seção anterior falamos que a evolução temporal de um ket de estado era dado pela

equação de Schrödinger, conforme está na equação (2.9). Nosso objetivo agora será determinar a

evolução temporal da função de onda ψ(x′, t) = 〈x′|α, t0; t〉, aqui |α, t0; t〉 é oum ket de estado na

representação se Schrödinger no instante t, e 〈x′| é um bra do espaço de posição, independente

do tempo, com autovalor x′. Tomemos o Hamiltoniano como sendo

H =
p2

2m
+V (x). (2.33)

aonde V (x) é um potencial que depende somente de x. Obteremos agora a equação de Schrödinger

dependente do tempo. Partindo da equação (2.9), escrevemos que |ψ〉= |α, t0; t〉 e multiplicamos

ambos os lados por 〈x′|:

ih̄
∂

∂ t
〈x′|α, t0; t〉= 〈x′|H |α, t0; t〉 (2.34)

note que estamos usando o fato que 〈x′| não varia com o tempo na representação de Schrödinger.

Usando a equação (2.17) podemos calcular a contribuição do primeiro termo de (2.33), ao

substituirmos o hamiltoniano na equação de Schrödinger:

〈x′| p2

2m
|α, t0; t〉=−

( h̄2

2m

)
∇
′2 〈x′|α, t0; t〉 . (2.35)

No caso do potencial, temos simplesmente que,

〈x′|V (x) = 〈x′|V (x′). (2.36)
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Juntando tudo, temos

ih̄
∂

∂ t
〈x′|α, t0; t〉=−

( h̄2

2m

)
∇
′2 〈x′|α, t0; t〉+V (x′)〈x′|α, t0; t〉 . (2.37)

A equação (2.37) é conhecida como a equação de Schrödinger dependente do tempo,

usualmente nos a escrevemos como:

ih̄
∂

∂ t
ψ(x′, t) =−

( h̄2

2m

)
∇
′2

ψ(x′, t)+V (x′)ψ(x′, t). (2.38)

A dependência temporal de um autoestado é dada pelo termo [39],

exp
(−iEa′t

h̄

)
, (2.39)

aonde Ea′ é o autovalor da energia. Isso nos permite escrever agora a função de onda em um

instante t como

〈x′|α, t0; t〉= 〈x′|α〉exp
(−iEa′t

h̄

)
, (2.40)

aqui estamos entendendo que o estado foi inicialmente preparado em um autoestado simultâneo

de A e H, com autovalores a e Ea′ , respectivamente. Vamos agora substituir (2.40) na equação

(2.37), fazendo isso obtemos que

−
( h̄2

2m

)
∇
′2 〈x′|α〉+V (x′)〈x′|α〉= Ea′ 〈x′|α〉 . (2.41)

E finalmente podemos escrever essa equação como:

−
( h̄2

2m

)
∇
′2

φE(x′)+V (x′)φE(x′) = EφE(x′), (2.42)

essa equação é chamada de equação de Schrödinger independente do tempo.

2.3 Mecânica Quântica em Superfícies: Método Intrínseco e Extrínseco.

Como foi dito na introdução, a mecânica quântica em superfícies curvas imersas

no espaço euclideano tridimensional é analisada seguindo duas abordagens diferentes. Uma

abordagem examina o problema intrinsecamente, levando em conta somente a geometria da

superfície, e a outra examina o problema extrinsecamente, considerando tanto a geometria da

superfície como o espaço onde a superfície esta imersa. Sendo mais detalhista, na abordagem

intrínseca consideramos que a partícula está restrita na superfície a priori, o Hamiltoniano é

então escrito somente em termos das coordenadas do sistema, e dos momentos correspondentes,



24

e então quantizamos o sistema canonicamente [13]. Já na abordagem extrínseca, a partícula

é restrita na superfície por uma força muito intensa que age no sentido normal à superfície

(potencial confinante). Obtemos assim uma partícula em um estado confinado sobre a superfície,

o Hamiltoniano efetivo resultante terá um termo a mais, que dependerá tanto da curvatura

intrínseca do curvatura extrínseca da superfície. Passaremos a mostrar agora, seguindo essas

duas abordagens, como a curvatura e o método de confinamento modifica a mecânica quântica

de uma partícula. Mas primeiro revisaremos conceitos fundamentais da geometria diferencial de

superfícies imersas no espaço tridimensional euclidiano.

2.3.1 Superfícies Imersas No R3

Consideremos uma superfície imersa no espaço tridimensional parametrizada como

[40]:

r := r(u1,u2) = (x(u1,u2),y(u1,u2),z(u1,u2)) (2.43)

onde os parâmetros {u1,u2} formam um conjunto aberto U ⊂ R2. Seja então a matriz Jacobiana

dada por:
∂ (x,y,z)
∂ (u1,u2)

uma matriz rank 2, isso implica que os vetores dados por:

ea =
∂r
∂ua = ∂ar, a ∈ {1,2}, (2.44)

sejam linearmente independentes. Os vetores definidos em (2.44) são os vetores tangentes à

superfície definida em (2.33). Juntamente com o vetor unitário normal à essa superfície

n =
e1× e2

|e1× e2|
. (2.45)

Os vetores ea formam um sistema de referências local já que

ea ·n = 0, n ·n = 1. (2.46)

A partir dos vetores tangentes ea podemos definir o tensor métrico para essa superfí-

cie do seguinte modo:

gab = ea · eb, (2.47)

sendo então um tensor de segunda ordem simétrico (gab = gba) e positivamente definido. O

elemento infinetesimal de distância ds é obtido por meio de:

ds2 = (e1du1 + e2du2)2 = (eadua)2 = (ea · ebduadub), (2.48)
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ou seja,

ds2 = gabduadub. (2.49)

Definimos g = det(g) como sendo o determinante do tensor métrico. O quadrado do elemento

infinitesimal dado por (2.49) também é conhecido para superfícies no espaço euclideano como

primeira forma fundamental. Definimos a primeira forma fundamental para um sistema de

coordenadas (u,v) de uma superfície contida no espaço euclideano como [41]:

I = ds ·ds = Edu2 +2Fdudv+Gdv2 (2.50)

onde os coeficientes da E, F e G são dados por:

E = eu · eu, F = eu · ev, G = ev · ev. (2.51)

O elemento infinitesimal de área dA é calculado da seguinte forma:

dA = |e1× e2|du1du2. (2.52)

Mas, sendo α o ângulo entre os vetores e1 e2, temos que

|e1× e2|= |e1||e2|Senα = g11g22(1−Cos2
α)

= g11g22− (e1 · e2)
2

= g11g22−g12g12 = g.

Portanto,

dA =
√

gdu1du2. (2.53)

O operador diferencial ∇i também necessita de ser generalizado do espaço plano para

um espaço bidimensional curvo. Essa generalização é realizada por meio da derivada covariante,

definida como [42]

∇iV j = ∂iV j +Γ
j
ikV

k (2.54)

onde Γ
j
ik são os símbolos de Christoffel que dependem exclusivamente da métrica e de suas

derivadas. Os símbolos de Christoffel nos serão úteis quando definirmos a derivação em espaços
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curvos, por meio da derivada covariante. Para um sistema curvilíneo de coordenadas, eles são

dados por [42]:

Γ
i
jk =

1
2

gmi (gkm, j +gm j,k−g jk,m
)

(2.55)

Para introduzir o conceito de curvatura devemos primeiro definir a segunda forma

diferencial, que para uma superfície parametrizada por um sistema de coordenadas (u,v), é

definida como [41]:

II =−ds ·n = edu2 +2 f dudv+dv2 +gdv2, (2.56)

onde os coeficientes e, f e g são dados por:

e = ∂ueu ·n, f = ∂uev ·n, g = ∂vev ·n. (2.57)

Os coeficientes da primeira e segunda formas diferenciais são importantes pois a partir deles

podemos calcular as derivadas do vetor normal n em relação as coordenadas da superfície. Seja

então ni a derivada primeira do vetor normal em relação a i = (u,v), segundo as equações de

Weingarten, temos que [40]


Nu =

f F− eG
EG−F2 eu +

eF− f E
EG−F2 ev,

Nv =
gF− f G
EG−F2 eu +

f F−gE
EG−F2 ev.

(2.58)

Se a superfície for regular e se eu e ev forem linearmente independentes, podemos escrever as

equações de Weingarten como

Nu = a11eu + a12ev,

Nv = a12eu + a22ev.

(2.59)

onde os coeficientes ai j são dados por [40]:a11 a12

a21 a22

=
1

EG−F2

F f −Ge Fg−G f

Fe−E f Eg−F f

 (2.60)

Podemos agora definir a curvatura gaussiana K, e a curvatura média M, como [40] :

K = det(ai j) =
eg− f 2

EG−F2 , (2.61)
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e

M =
1
2

Tr(ai j) =
eG−2 f F +gE

2(EG−F2)
. (2.62)

A curvatura gaussiana proporciona uma medida intínseca da curvatura, ou seja, observadores que

vivessem na superfície poderiam medir essa curvatura a partir das propriedades geométricas da

superfície. Já a curvatura média é uma medida extrínseca da curvatura fazendo sentido somente

quando a superfície está imersa em um espaço de dimensão superior.

2.3.2 Método Intrínseco.

Em mecânica clássica, o estado de uma partícula é caracterizado por suas coorde-

nadas generalizadas q′is (i = 1,2,3..N), e pelos seus momentos generalizados correspondente

p′is. O par (qi, pi) gera um espaço fictício, de dimensão 2N denominado espaço de fases, o

movimento do sistema no espaço de fases é representado por curvas que contém todos os qi’s

pi’s possíveis ao sistema. A evolução temporal do sistema será regida pelo seu Hamiltoniano

clássico, dado por

H(pi,qi) = ∑
i

q̇i pi−L (qi, q̇i), (2.63)

onde L é o lagrangiano do sistema. Em um sistema clássico, de momento p e massa m, o

Hamiltoniano será dado por

H =
p2

2m
+V (x), (2.64)

onde V (x) é um potencial que depende somente das coordenadas do sistema. Se considerarmos

que a partícula está restrita a uma superfície curva, devemos levar em consideração as propri-

edades geométricas desse espaço. Consideremos então uma partícula de massa m restrita a se

mover em uma superfície curva Σ, imersa no espaço euclideano. As coordenadas da partícula

no espaço euclideano são dadas por xm = {x1,x2,x3}= {x,y,z}. O vetor posição da partícula em

coordenadas cartesianas será dado por

r(x,y,z) = x1i+ x2j+ x3k. (2.65)

O movimento de uma partícula restrita em uma superfície é caracterizada por duas coordenadas

generalizadas: (q1,q2), que definem uma parametrização para a superfície. Consideremos agora

uma transformação de coordenadas que admite inversa [40]:

xm = xm(q1,q2); m = 1,2,3. (2.66)
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qi = qi(x1,x2,x3); i = 1,2. (2.67)

O movimento da partícula será caracterizado pelas coordenadas qi, essas coordenadas estão

definidas paralelamente à superfície considerada. Portanto, não existe movimento na direção

normal. O vetor deslocamento, dr, no novo sistema de coordenadas fica,

dr =
∂r
∂qi dqi = eidqi, (2.68)

aqui estamos usando a convenção de Einstein segundo a qual índices repetidos indicam uma

soma, ou seja:
∂r
∂qi dqi =

∂r
∂q1 dq1 +

∂r
∂q2 dq2. (2.69)

Estamos definindo ei como base dos vetores covariantes (2.44). O elemento infinitesimal é então

dado por (2.49). O vetor momento p possui componentes covariantes dadas por p = piei, onde

ei = gi jej. Temos então que o produto p ·p é igual a p2= pieipje j=gi j pi p j. O Hamiltoniano de

uma partícula restrita nesse espaço, na ausência de qualquer campo externo, será dado por

H =
1

2m
gi j pi p j. (2.70)

A quantização de um sistema físico regido pelo Hamiltoniano (2.62) é obtida substituindo pi

pelo operador pi =−ih̄∇i, sendo ∇i a derivada covariante dessa superfície.

No nosso sistema de referência o operador momento é dado por pi=−ih̄
∂

∂qi , mas

observe também que o operador ∇ nesse sistema de referência será dado por [42]:

∇ = ei⊗∇i. (2.71)

Portanto nosso hamiltoniano se torna igual a:

H =
−h̄
2m

gi j
∇i∇ j (2.72)

O operador diferencial ∇2 é o operador Laplaciano, em coordenadas curvilíneas, o Laplaciano

de uma função escalar φ é dado por [42]

∇
2
φ =

1
√

g
∂

∂qk

(√
ggk j ∂φ

∂q j

)
. (2.73)
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Consequentemente a equação de Schrödinger dependente do tempo (2.38) deve ser modificada,

tornando-se igual a:

ih̄
∂

∂ t
ψ(q′, t) =− h̄2

2m
√

g
∂

∂qk

(√
ggk j ∂ψ(q′, t)

∂q j

)
, (2.74)

onde consideramos a ausência de qualquer campo externo.

2.3.3 Método Extrínseco.

Na abordagem extrínseca, a partícula se encontra no espaço euclideano tridimen-

sional, mas é obrigada a se mover somente sobre uma superfície pela ação de um potencial

confinante. Essa abordagem se aproxima mais da realidade do que a abordagem intrínseca, pois

sabemos que nos problemas reais estamos lidando com partículas localizadas em superfícies

que estão contidas no espaço euclideano. Diferente da abordagem vista na seção anterior a

quantização ocorre de modo convencional no espaço euclideano. Porém, a função de onda

é ”imprimida“ na superfície pela ação do potencial confinante, reduzindo-a para um estado

bidimensional. Como resultado surge um potencial de origem geométrica, que depende tanto da

curvatura intrínseca como da curvatura extrínseca da superfície. Importantes contribuições para

o estabelecimento dessa abordagem foram feitas da Costa [10, 43] e por Jensen [9]. Atualmente

essa abordagem é mais conhecida como formalismo do potencial confinante. Gostaríamos de

desenvolver essa metodologia aqui de uma forma próxima ao modo que da Costa a apresentou

em seus trabalhos, para isso consideremos uma superfície S no espaço euclideano parametrizada

pela equação r = r(q1,q2), aonde~r é o vetor posição de um ponto arbitrário P sobre a superfície.

O espaço tridimensional imediatamento próximo a superfície pode ser parametrizado por [10]

R(u1,u2,u3) = r(u1,u2)+u3N̂(u1,u2), (2.75)

onde n̂ é o vetor normal em P. O valor tomado por u3 é a distância entre o ponto P

da superfície, e o ponto Q de coordenadas (u1,u2,u3). As componentes covariantes do tensor

métrico na superfície S são dadas por

gi j =
∂r
∂ui
· ∂r

∂u j
, com i, j = 1,2. (2.76)

Considerando que as derivadas da normal n̂ permaneçam no espaço tangente, temos que

∂ n̂
∂ui

=
2

∑
j=1

αi j
∂r
∂u j

, (2.77)
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Figura 2 – O sistema de coordenadas curvilíneas (2.87) sobre uma superfície imersa no espaço
euclideano [2]

onde os αi j são as componentes da equações de Weingarten (2.58). A partir de (2.77) e (2.79),

podemos obter que,
∂R
∂ui

=
2

∑
j=1

(δi j +αi ju3)
∂r
∂ui

, i, j = 1,2 (2.78)

e
∂R
∂u3 = N̂(u1,u2). (2.79)

O tensor métrico do espaço tridimensional nas proximidades da superfície tera componentes

dadas por,

Gi j = G ji =
∂R
∂ui

∂R
∂u j

, (2.80)

usando as equações (2.80) e (2.81), temos que

Gi j = gi j +[αg+(αg)T ]i jq3 +(αgα
T )i j(u3)

2, (2.81)

com,

Gi3 = G3i = 0, G33 = 1, i = 1,2. (2.82)

Dada essas considerações geométricas podemos voltar nossas atenções para a equa-

ção de Schrödinger. Vamos aproveitar a equação (2.86) e substituir gk j por Gk j e V (u′) por
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Vλ (u3), fazendo isso obtemos a seguinte equação,

− h̄2

2m
√

G
∂

∂ui

(√
GGi j ∂ψ

∂u j

)
+Vλ (u3)ψ = ih̄

∂

∂ t
ψ, (2.83)

aonde G = det(Gi j). A equação (2.85) é a equação de Schrödinger para um sistema de referên-

cias curvilíneo (u1,u2,u3), o potencial Vλ (u3) é o potencial responsável pelo confinamento da

partícula na superfície, λ é o “parâmetro de compressão” que mede a intensidade do potencial

confinante, definimos esse potencial da seguinte maneira:

lim
λ→∞

Vλ (u3) =

0, u3 = 0,

∞, u3 6= 0.
(2.84)

Para guiar nossa intuição, da Costa deu como exemplo um potencial Vλ (u3) =
1
2

mλ 2u2
3, com λ

indo eventualmente para o infinito temos 〈u2
3〉 ' h̄/2mλ . Observando a equação (2.93) vemos

que o tensor métrico do espaço euclideano Gi j é igual o tensor métrico da superfície mais termos

dependentes da direção normal, isso significa que nos podemos separar o primeiro termo da

equação (2.95) em duas partes, uma parte normal, e outra superficial. Façamos isso, tomando

i, j = 1,2 e u3 no Laplaciano da equação (2.85), temos

1√
G

∂

∂ui

(√
GGi j ∂ψ

∂u j

)
=

1
√

g
∂

∂ui

(√
ggi j ∂ψ

∂u j

)
. (2.85)

Fazendo i, j = 3, obtemos que

1√
G

∂

∂ui

(√
GGi j ∂ψ

∂u j

)
=

∂ 2ψ

∂u2
3
+

1√
G

∂ψ

∂u3
(
√

G)
∂ψ

∂u3
, (2.86)

ou,
1√
G

∂

∂ui

(√
GGi j ∂ψ

∂u j

)
=

∂ 2ψ

∂u2
3
+

∂ψ

∂u3
(lnG)

∂ψ

∂u3
. (2.87)

Consequentemente, ficamos com a seguinte equação de Schrödinger:

− h̄2

2m
√

g
∂

∂ui

(√
ggi j ∂ψ

∂u j

)
− h̄2

2m

(
∂ 2ψ

∂u2
3
+

∂ψ

∂u3
(lnG)

∂ψ

∂u3

)
+Vλ (q3)ψ = ih̄

∂

∂ t
ψ. (2.88)

Como estamos esperando que exista uma função de onda superficial, que dependa somente de u1

e u2, vamos introduzir uma nova função de onda X(u1,u2,u3) = Xt(u1,u2)Xn(u3), a condição de

normalização da função de onda será satisfeita se:

ψ(u1,u2,u3) = [ f (u1,u2,u3)]
−1/2X(u1,u2,u3), (2.89)
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onde

f (u1,u2,u3) = 1+Tr(αi j)u3 +det(αi j)u2
3. (2.90)

Podemos agora levar em conta o efeito do potencial confinante Vλ (u3). A partícula nesse caso

“sente” duas barreiras potenciais infinitas em ambos os lados da superfície (u3 6= 0), a função de

onda será então somente diferente de zero na região muito próxima a u3 = 0, portanto podemos

tomar o limite em que u3→ 0, e após substituirmos (2.91) em (2.90), nos restará somente,

− h̄2

2m
√

g
∂

∂ui

(√
ggi j ∂X

∂u j

)
− h̄2

2m

(
[
1
2

Tr(αi j)]
2−det(αi j)

)
X− h̄2

2m
∂ 2X
∂u2

3
+Vλ (u3)X = ih̄

∂X
∂ t

.

(2.91)

Podemos separar essa equação escrevendo X(u1,u2,u3) = Xt(u1,u2, t)Xn(u3, t), fazendo isso,

temos duas equações separadas:

− h̄2

2m
∂ 2Xn

∂u2
3
+Vλ (u3)Xn = ih̄

∂Xn

∂ t
, (2.92)

− h̄2

2m
√

g
∂

∂ui

(√
ggi j ∂Xt

∂u j

)
− h̄2

2m

(
[
1
2

Tr(αi j)]
2−det(αi j)

)
Xt = ih̄

∂Xt

∂ t
. (2.93)

A equação (2.94) é uma equação de Schrödinger unidimensional para uma partícula sob a ação

do potencial Vλ (u3)Xn, já a equação (2.85) é uma equação de Schrödinger bidimensional para

uma partícula que sofre a ação de um potencial superficial VS(u1,u2) = −
h̄2

2m

(
[
1
2

Tr(αi j)]
2−

det(αi j)
)

, esse potencial pode ser escrito de uma forma mais interessante, considerando as

equações (2.61) e (2.62):

VS(u1,u2) =−
h̄2

2m

(
M2−K

)
, (2.94)

onde M é a curvatura média, e K é a curvatura gaussiana.

A partir de agora chamaremos o potencial (2.93) de potencial da Costa VdC(u1,u2).

Como da Costa observou, a presença de M em VdC torna a dependência do potencial em função

das coordenadas q especialmente notável, pois a curvatura média não pode ser determinada

apenas em função de gi j e suas derivadas, como acontece por exemplo com K [41]. Esse fato nos

leva a uma importante consequência: VdC(u1,u2) não será o mesmo para superfícies isométricas

[10]. Em superfícies isométricas pontos correspondentes podem ser encontrados com o mesmo

gi j, isso significa que o potencial da Costa é determinado pelas propriedades geométricas da

superfície em questão, mas também depende do espaço aonde essa superfície está imersa. Esse
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resultado não é muito difícil de ser entendido, o fato é que nosso procedimento de imersão não é

perfeito. A partícula nunca estará exatamente na posição u3 = 0, mas ela poderá tomar pequenos

valores na direção normal à superfície, sendo assim a partícula “sente” o mundo tridimensional

aonde a superfície está embutida.

2.4 Aplicação: Partícula Nas Superfícies De Uma Esfera, Cilindro, E Cone Duplo.

Aplicaremos agora, de modo ilustrativo, os resultados obtidos na secção anterior

para uma partícula restrita em duas diferentes superfícies: esfera, cilindro, e cone duplo. Em

todos os casos buscaremos obter a equação de Schrödinger independente do tempo para uma

partícula de massa m restrita em uma superfície de métrica gi j:

− h̄2

2m
√

g
∂i

(√
ggi j

∂ jψ(u,v)
)
−VdCψ(u,v) = Eψ(u,v). (2.95)

2.4.1 A Esfera:

Consideremos a seguinte parametrização, em coordenadas cartesianas, para uma

esfera de raio a: 
x = a Cos u Sen v

y = a Sen u Sen v

z = a Cos v

(2.96)

onde u ∈ (0,2π] e v ∈ (0,π]. Podemos mapiar a espera por usando as coordenadas u e v:

r(u,v) = (aCosu Senv, aSenu Senv, aCosv) (2.97)

Em coordenadas cartesianas, as componentes dos vetores tangentes são dadas por:eu = ∂ur(u,v) = (−aSenu Senv, aCosu Senv, 0),

ev = ∂vr(u,v) = (aCosu Cosv, aSenu Cosv, −aSenv).
(2.98)

As componentes da primeira forma fundamental são:


E = eu · eu = a2Sen2uSen2v+a2Cos2uSen2v = a2uSen2v

F = eu · eV =−a2Senu Senv Cosu Cosv+a2Senu Senv Cosu Cosv = 0

G = ev · eV = a2Cos2u Cos2v+a2Sen2uCos2v+a2Sen2v = a2

(2.99)
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Portanto temos o seguinte tensor métrico:

gi j =

a2 0

0 a2Sen2v

 (2.100)

O vetor normal à superfície é igual a

n =
eu× ev

|eu× ev|
=−[Cosu Senvx̂+Senu Senvŷ+Cosvẑ]. (2.101)

Podemos então calcular as componentes da segunda forma fundamental:


e = ∂ueu ·n = aSen2v

f = ∂uev ·n = 0

g = ∂vev ·n = a

(2.102)

Substituindo os valores obtidos em (2.90) e em (2.93), nas equações (2.51) e (2.52), obtemos a

curvatura média e a curvatura gaussiana para uma esfera:
K =

1
a2 ,

M =
1
a
.

(2.103)

Calculamos então o potencial da Costa para a superfície de uma esfera:

VDc =
−h̄2

2m
(M2−K) =

−h̄2

2m
(

1
a2 −

1
a2 ) = 0. (2.104)

Ou seja, para a superfície de uma esfera o potencial da Costa é nulo, sendo assim a curvatura

da esfera não interfere na dinâmica da partícula. Como a curvatura não exerce nenhum tipo de

ação sobre a mecânica quântica da partícula, os resultados contidos em livros texto em mecânica

quântica sobre a resolução de problemas com simetria esférica, continuam válidos.

2.4.2 O Cilindro:

Para um cilindro circular finito de raio a, usaremos a seguinte parametrização [41]:

r(u,v) = (a Cos v, a Sen v, u) (2.105)

onde u ∈ [0,L] e v ∈ (0,2π]. Primeiramente calculemos os vetores tangentes à superfície do

cilindro, em coordenadas cartesianas as componentes desses vetores são:eu = ∂ur(u,v) = (0, 0, 1),

ev = ∂vr(u,v) = (−a Sen v, a Cos v,0).
(2.106)
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As componentes da primeira forma fundamental são:
E = eu · eu = 1

F = eu · eV = 0

G = ev · eV = a2(Sen2 v+Cos2 v) = a2

(2.107)

Consequentemente temos o seguinte tensor métrico:

gi j =

1 0

0 a2

 (2.108)

O vetor normal à superfície do cilindro será igual a

n =
eu× ev

|eu× ev|
=−[Cos vx̂+Sen vŷ]. (2.109)

Calculemos então as componentes da segunda forma fundamental:


e = ∂ueu ·n = 0

f = ∂uev ·n = 0

g = ∂vev ·n = a

(2.110)

As curvaturas gaussiana e média serão iguais a
K = 0,

M =
1

2a
.

(2.111)

Portanto o potencial da Costa para a superfície de um cilindro será igual a

VDc =
−h̄2

2m
(M2−K) =

−h̄2

2m
1

4a2 . (2.112)

Agora estamos em condições de discutir sobre a mecânica quântica na superfície de

um cilindro circular finito. Segundo a métrica (2.108) e a (2.95), teremos a seguinte equação de

Schrödinger independente do tempo, para a superfície de um cilindro:

− h̄2

2m
√

g
∂i

(√
ggi j

∂ jψ(u,v)
)
− h̄2

2m
1

4a2 ψ(u,v) = Eψ(u,v). (2.113)

Substituindo os valores de g e gi j, temos que

−∂
2
u ψ(u,v)− 1

a2 ∂
2
v ψ(u,v)− 1

4a2 ψ(u,v) = εψ(u,v), (2.114)
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onde ε = 2mE/h̄2. Devido a simetria do cilindro, esperamos que a função de onda em torno

do cilindro seja periódica, deve-se então ter uma solução do tipo exponencial para este caso:

{eilv}. Isso nos permite realizar uma separação de variáveis escrevendo a função de onda como

ψ(u,v) = φ(u)eilv, ficamos então com a seguinte equação:

−eilv
φ
′′(u)+

eilvφ(u)
a2 l2− φ(u)eilv

4a2 = εφ(u)eilv, (2.115)

dividindo tudo por eilv

−φ
′′(u)+

l2

a2 φ(u)− φ(u)
4a2 = εφ(u). (2.116)

onde l eé um número inteiro e l = 0,±1,±2,±3... . A equação (2.116) é uma equação de

Scrhödinger para uma partícula que se move paralelamente ao eixo do cilindro, entre 0 e L,

vamos então impor a seguinte condição de contorno para φ(u):

φ(u = 0) = φ(u = L) = 0. (2.117)

Vamos reescrever a equação (2.116) como

φ(u)′′+ k2
φ(u) = 0 (2.118)

sendo k2 = ε +1/4a2− l2/a2. A solução esperada deve ser do tipo:

ψ(u) = ACos(ku)+BSen(ku) (2.119)

onde A e B são constantes. Aplicando (2.117), e normalizando para o intervalo considerado,

temos que nossa função de onda será

φ(u) =

√
2
L

Sen(
nπ

L
u), (2.120)

onde kL = nπ , e n = 1,2,3,4... . Consequentemente, o espectro de energia será:

En =
h̄2

2m

(n2π2

L2 −
l2

a2 −
1

4a2

)
(2.121)

. A exponencial é normalizada para o intervalo (0,2π) pela constante 1/
√

2π . Portanto nossa

função de onda completa será

ψ(u,v) =
1√
πL

Sen(
nπ

L
u)eilv (2.122)
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2.4.3 O Cone Duplo

Consideremos uma superfície cônica (cone duplo) de abertura 2θ . Essa superfície é

parametrizada pela seguinte equação:

r(u,v) = (uSenθCosv,uSenθSenv,uCosθ) (2.123)

onde u ∈ (−∞,∞), v ∈ [0,2π), e θ é uma constante. considerando essa parametrização calcula-

mos os vetores tangentes à essa superfície:eu = ∂ur(u,v) = (SenθCosv, SenθSenv, Cosθ),

ev = ∂vr(u,v) = (−uSenθSenv, uSenθCosv, 0).
(2.124)

As componentes da primeira forma fundamental são:
E = eu · eu = 1,

F = eu · eV = 0,

G = ev · eV = u2Sen2θ .

(2.125)

Portanto temos o seguinte tensor métrico:

gi j =

1 0

0 u2Sen2θ

 (2.126)

Calculamos também o vetor normal à superfície:

n =
eu× ev

|eu× ev|
=
−[uSenθCosθCosvx̂+uSenθCosθSenvŷ−uSen2θ ẑ]

uSenθ
. (2.127)

Sendo aasim os elementos da segunda forma fundamental podem ser calculados:
e = ∂ueu ·n = 0,

f = ∂uev ·n = 0,

g = ∂vev ·n = uSenθCosθ .

(2.128)

Quando aplicamos os resultados acima nas equações (2.61) e (2.62) verificamos que a curvatura

gaussiana é nula, enquanto que a curvatura média é dada por

M(u) =
|u|
√

1−Sen2θ

2u2Senθ
. (2.129)
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Deste modo o potencial da Costa é igual a

VdC(u) =−
h̄2

2m

(1−Sen2θ

u2Sen2θ

)
. (2.130)

Obteremos agora a equação de Schrödinger independente do tempo para uma partí-

cula na superfície de um cone. Substituindo as equações (2.126) e (2.130) em (2.95), obtemos

que

−∂
2
u Ψ(u,v)− 1

u
∂uΨ(u,v)− 1

u2Sen2θ
∂vΨ(u,v)−

(1−Sen2θ

u2Sen2θ

)
Ψ(u,v) = εΨ(u,v) (2.131)

onde ε = 2mE/h̄2. Tal como no caso do cilindro escreveremos nossa solução como

Ψ(u,v) = φ(u)einv. (2.132)

Ficamos então com

−φ
′′(u)− 1

u
φ
′(u)+

n2

u2Sen2θ
φ(u)−

(1−Sen2θ

u2Sen2θ

)
φ(u) = εφ(u). (2.133)

O Hamiltoniano para essa partícula é portanto igual a

H =
1

2m
P2

u +
ih̄

2mu
Pu +Ve f f (u) (2.134)

onde Pu =−i/du é o operador momento linear, e Ve f f é o potencial efetivo da equação (2.134).

Como podemos ver esse Hamiltoniano não é hermitiano. Porém, a não hermeticidade de um

Hamiltoniano não será um problema se ele preservar simultaneamente a simetria PT , ou seja,

se ele for invariante sob troca de paridade (P) e inversão temporal (T ) [44, 45]. Como esse

é o caso deste Hamiltoniano podemos obter um Hamiltoniano hermitiano equivalente . Para

obtermos isso escreveremos a função de onda como φ(u) = N(u)ψ(u), sendo N(u) uma função

de u que será determinada de modo que o segundo termo da equação (2.133) seja nulo, e ψ(u) é

uma função de onda que obedece a Schrödinger. Seja então N′(u)/N(u) =−1/2u, ficamos com

a seguinte equação:

−ψ
′′(u)+Ve f f (u)ψ(u) = εψ(u), (2.135)

onde Ve f f é o potencial efetivo dado por:

Ve f f (u) =−
[(1−Sen2θ

u2Sen2θ

)
− n2

u2Sen2θ
+

1
4u2

]
(2.136)
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Figura 3 – Potencial efetivo (2.136).
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3 A FITA DE MÖBIUS

A fita de Möbius (Figura 4) é uma superfície regrada não-orientável de um único

lado. Seu nome é devido a August Ferdinand Möbius, que a estudou em 1858, embora Johann

Benedict também a tenha estudado independentemente na mesma época [46]. Com propriedades

fascinantes, esse objeto despertou interesse tanto em cientistas como no público geral, tornando-

se até mesmo um simbolo para o infinito. Mais recentemente a fita de Möbius despertou interesse

aos físicos da matéria condensada principalmente devido a possibilidade de se construir uma

fita de Möbius feita de folhas de grafeno [31, 32, 33, 34, 35, 36]. Neste capítulo mostraremos as

propriedades básicas da fita de Möbius, tal como sua parametrização, curvatura etc. Obteremos

as equações de movimento de uma partícula clássica e mostraremos a influência da curvatura

na sua dinâmica. Posteriormente, mostraremos alguns resultados disponíveis na literatura atual

sobre a mecânica quântica não relativística na fita de Möbius. Esses trabalhos investigaram

o comportamento quântico de uma partícula sem spin na fita de möbius, com ou sem campo

externo, por meio da resolução da equação de Schrödinger. Resolver essa equação nos permite

encontrar o comportamento da função de onda da partícula e, por exemplo, determinar as

propriedades eletrônicas da fita de Möbius.

Figura 4 – Fita de Möbius com um referencial local determinado pelos vetores tangentes êu, êθ ,
e o vetor normal n̂ .

3.1 Propriedades Geométricas da Fita de Möbius.

A construção da fita de Möbius consiste em tomar uma fita retangular de compri-

mento L e largura 2w, efetuar uma rotação de 180º em uma das extremidades, e então colar uma
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na outra. Para uma fita de Möbius de raio interno a, comprimento L, e largura 2w, podemos usar

a seguinte parametrização[47, 48]:

r(u,θ) = a(Cosθ ,Senθ ,0)+u(Cos
θ

2
Cosθ ,Cos

θ

2
Senθ ,Sen

θ

2
), (3.1)

onde u é a coordenada que mede a distância entre um ponto e o circulo interno, medida na largura

da fita, com −w < u < w, e θ percorre o entorno da fita, ou seja 0≤ θ ≤ 2π . Em coordenadas

cilíndricas a fita de Möbius pode ser parametrizada como,

r(u,θ) =
(

a+uCos
θ

2

)
ρ̂ +uSen

θ

2
k̂, (3.2)

aonde~r(u,θ) é o vetor posição de um ponto sobre a fita de Möbius. Iremos considerar u e θ

como coordenadas de um sistema de coordenadas curvilíneas definidas sobre a fita de Möbius,

sendo assim passamos a considera-la como uma superfície bi-dimensional imersa no espaço

euclideano, cada ponto será então determinado pelas coordenadas (u,θ). Calculemos então os

vetores tangentes à superfície determinada por r(u,θ):


eu =

∂r
∂u =Cos

θ

2
ρ̂ +Senθ

2 k̂

eθ = ∂r
∂θ

=−u
2Senθ

2 ρ̂ +(a+uCosθ

2 )θ̂ + u
2Cosθ

2 k̂.
(3.3)

As componentes da primeira forma fundamental são:
E = eu · eu = 1,

F = eθ · eu = eu · eθ = 0.

G = eθ · eθ = u2

4 +
(

a+uCosθ

2

)2
.

(3.4)

A partir dos vetores tangentes podemos definir o tensor métrico para nossa superfície:

gab = ea · eb. (3.5)

O nosso tensor métrico tera a seguinte forma matricial:

gab =

1 0

0 β 2(u,θ)

 , (3.6)

onde,

β (u,θ) =

√
u2

4
+
(

a+uCos
θ

2

)2
. (3.7)
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Portanto, o elemento infinitesimal ds2 será dado por

ds2 = du2 +β
2(u,θ)dθ

2, (3.8)

Podemos observar de (3.7) que β (u,θ) é invariante para θ →−θ , contudo, ela não é simétrica

em u. O vetor normal é dado por:

n̂ =
êu× êθ

|êu× êθ |
(3.9)

ou seja,

n̂ =
1
β
[−Sen

θ

2
(a+uCos

θ

2
)ρ̂− u

2
θ̂ +Cos

θ

2
(a+uCos

θ

2
)k̂] (3.10)

As componentes da segunda forma fundamental são:

e = 0

f =
a√

4a2 +3u2 +2u[4aCos
θ

2
+uCosθ ]

g =
[2(a2 +u2)+4auCos

θ

2
+u2Cosθ ]Sen

θ

2√
4a2 +3u2 +2u[4aCos

θ

2
+uCosθ ]

(3.11)

A curvatura média M, e a curvatura gaussiana K, da fita de Möbius calculados por meio das

equações (2.51) e (2.52), E são dadas por [40]

M(u,θ) =
2[2(a2 +u2)+4auCosθ

2 +u2Cosθ ]Senθ

2

(4a2 +3u2 +2u[4aCosθ

2 +uCosθ ])3/2
. (3.12)

K(u,θ) =− 4a2

(4a2 +3u2 +2u[4aCosθ

2 +uCosθ ])2
(3.13)

As curvaturas média e gaussiana da fita de Möbius, estão plotadas nas figuras (5) e (6), respecti-

vamente.

3.2 Partícula Clássica na Fita de Möbius.

Consideremos o movimento clássico de uma partícula de massa m restrita na fita de

Möbius. A lagrangeana clássica de uma partícula restrita em uma superfície parametrizada pelas

coordenadas generalizadas qi’s é

L (qi, q̇i) =
1
2

mgi jq̇iq̇ j +V (qi), (3.14)
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Figura 5 – Curvatura média da fita de Möbius de raio interno a = 1, com a variável u pertencente
ao intervalo −1 < u < 1, e θ pertencente ao intervalo 0≤ θ ≤ 2π .

Figura 6 – Curvatura gaussiana da fita de Möbius de raio interno a = 1, com a variável u
pertencente ao intervalo −1 < u < 1, e θ pertencente ao intervalo 0≤ θ ≤ 2π .

onde gi j é a componente do tensor métrico da superfície, e V (qi) é um potencial dependente

somente das coordenadas qi’s. As equações de movimento da partícula serão determinadas pela

equação de Euler-Lagrange [49]:

∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂ q̇

)
= 0. (3.15)

Tomemos como exemplo os casos de uma partícula clássica restrita na superfície de um cilindro

e de um cone duplo.
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Cilindro:

Seja uma partícula clássica de massa m na superfície de um cilindro circular reto de

raio a, cuja métrica é dada por (2.109), a lagrangiana dessa partícula é igual a

L (u,v) =
1
2

m[u̇2 +a2v̇2]. (3.16)

Para a coordenada u a equação de Euler-Lagrange nos diz que

d
dt
(mu̇) = 0. (3.17)

Como Pz = mu̇ é o momento linear na direção u, e sua derivada temporal é nula, concluímos que

o momento linear Pu é uma grandeza conservado nesse sistema [49]. Na caso da coordenada v,

que é a coordenada angular, temos que

d
dt
(ma2v̇) = 0. (3.18)

Agora L = ma2v̇ é o momento angular orbital da partícula, que como podemos ver também é

uma grandeza conservada.

Cone duplo:

Para uma partícula clássica de massa m na superfície de um cone duplo, com métrica

dada por (2.128), temos a seguinte lagrangiana:

L =
1
2

m[u̇2 +uSen2
θ v̇2] (3.19)

Para a coordenada u temos que
d
dt
(mu̇) = uSen2

θ v̇2. (3.20)

Para a coordenada v obtemos,
d
dt
(mu2Sen2

θ v̇) = 0, (3.21)

que é o momento angular da partícula, que como pode ser visto é conservado.

Fita de Möbius:

Voltando para a fita de Möbius, consideremos o movimento de uma partícula clássica

em sua superfície. Usando a métrica dada em (3.6) a lagrangiana para essa partícula será:

L (u,θ , u̇, θ̇) =
1
2

m[u̇2 +β (u,θ)2
θ̇

2]. (3.22)
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Segundo a equação de Euler-Lagrange para a coordenada u temos que,

∂L

∂u
= mβ∂uβ θ̇

2,
∂L

∂ u̇
= mu̇. (3.23)

Obtemos a seguinte equação de movimento de uma partícula na Fita de Möbius que se move na

direção û:

ü−β∂uβ θ̇
2 = 0. (3.24)

O segundo termo da equação (3.24) é dependente da velocidade angular ao quadrado, típico de

uma força centrífuga, ou seja, o movimento na direção da variável u se parece com o movimento

de uma partícula sobre a ação de uma força inercial. Para a coordenada θ , temos que

∂L

∂θ
= mβ∂θ β θ̇

2,
∂L

∂ θ̇
= mβ

2
θ̇ . (3.25)

Obtemos então a seguinte equação de movimento para uma partícula na fita de Möbius que se

move na direção θ̂ :

θ̈ −2
β̇

β
θ̇ − ∂θ β

β
θ̇

2 = 0 (3.26)

A equação (3.26) tem uma forma bastante semelhante à equação de movimento de uma partícula

em um sistema em rotação [50]. O segundo termo depende da equação velocidade angular, tal

como o termo da força de Coriollis, e o último termo depende da velocidade angular ao quadrado,

como a força centrífuga. Isso significa que a geometria da fita de Möbius induz o surgimento

de forças fictícias nas equações de movimento. A segunda equação em (3.25) corresponde

ao momento angular orbital da partícula L = mβ 2θ̇ , diferente do caso do cilindro a derivada

temporal desse termo não se anula. Verificamos portanto a existência de um torque externo

agindo sobre a partícula:
d
dt
(mβ

2
θ̇) = mβ∂θ β θ̇

2. (3.27)

Consequentemente o momento angular de uma partícula clássica na fita de Möbius não se

conserva. Concluímos que o efeito da geometria da fita de Möbius na dinâmica de uma partícula

é o surgimento de forças fictícias e a não conservação do momento angular. Contudo, pode-se

observar que se u = 0, β (u,θ) se torna constante e igual a a, e consequentemente as equações

de movimento (3.24) e (3.27) se transformam em equações de movimento de uma partícula

livre. Neste caso, a equação (3.27) se torna igual a
d
dt
(ma2θ̇) = 0, sendo portanto conservado o

momento angular.
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3.3 Revisão da Mecânica Quântica na Fita de Möbius

O interesse em se estudar a mecânica quântica de partículas restritas na fita de Möbius

vem principalmente de dois fatores, primeiramente tem-se observado que existem estruturas

na natureza que exibem uma geometria do tipo da fita de Möbius, como é o caso dos cristais

de NbSe3 [37] e outras moléculas orgânicas [29]. E além disso, graças ao desenvolvimento da

nanotecnologia podemos construir dispositivos em escalas cada vez menores, e que possuem

geometrias não triviais como por exemplo uma fita com geometria do tipo da fita de Möbius.

Considerando os trabalhos publicados que tiveram como objetivo analisar a dinâmica quântica

de partículas na fita de Möbius, encontramos tanto o uso da abordagem intrínseca, como da

abordagem extrínseca. Dentre eles, damos ênfase ao trabalho de J. Gravesen e M. Willatzen,

publicado em 2005, e ao trabalho de Zehao Li e L. R. Ram-Mohan, publicado em 2012. Damos

ênfase a esses dois trabalhos porque neles temos a utilização clara das duas abordagens discutidas

nesta dissertação.

Começando pela abordagem intrínseca, temos o trabalho de Zehao Li e L. R. Ram-

Mohan, que investigaram os níveis de energia de um elétron restrito na fita de Möbius, em

um nível nanométrico, por meio da resolução da equação de Scrödinger em uma superfície

curva [27]. Neste trabalho as coordenadas na fita de Möbius foram determinadas em termos dos

parâmetros {u,v}, de modo semelhante com o que faremos aqui, porém no caso deles temos que

0≤ u≤ 2π e −1≤ v≤ 1. Isso permitiu que eles rotulassem os níveis quânticos pelos números

(nu,nv). Zehao e Ram-Moham começam com a seguinte equação de Schrödinger independente

do tempo para coordenadas curvilíneas:

− h̄2

2m
1√

det|g|
∂µ

(√
det|g|gµν

∂νψ

)
= Eψ (3.28)

Como podemos observar essa equação não possui nenhum potencial geométrico, isso acontece

porque os autores não consideraram o efeito da curvatura extrínseca na problema, sendo usado

portanto uma abordagem intrínseca. Partindo então da equação (3.28) os autores atacaram o

problema por meio do método de elementos finitos [51]. Esse método pode ser visualizado como

a discretização da ação integral. No caso de espaços curvos a ação da equação de Scrhödinger é

S =
∫ ( h̄2

2m
gµν

∂µψ
∗
∂νψ−Eψ

∗
ψ

)√
det|g|dxµdxν . (3.29)

Com base nessas considerações, obter as equações (3.28) e (3.29), para o caso considerado, é uma

tarefa fácil. Definindo-se também os operadores momento linear e momento angular, pode-se
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fazer considerações sobre o hamiltoniano da partícula na fita de Möbius. Esse hamiltoniano

mostra-se ser invariante sobre paridade, porém verifica-se que o momento angular não comuta

com esse hamiltoniano, isso significa que o problema não possui um simetria axial. Ainda em

relação ao momento angular, verifica-se também que os valores esperados de Lz são próximos

de múltiplos inteiros e meio inteiros de h̄. Zehao e Ram-Mohan também consideraram faixas de

Möbius com múltiplas rotações, ou seja, além da rotação inicialmente efetuada para construir

a fita de Möbius, adiciona-se σ novas rotações na mesma direção da primeira. Neste caso,

observa-se que estados com momento angular meio-inteiros estão presentes apenas em fitas de

Möbius com número σ ímpar. Um efeito da curvatura na fita de Möbius é a divisão do estado de

energia, que ocorre apenas em estados aonde 2nu = sσ , com s inteiro, segundo os autores isso

pode ser entendido em termos da representação de grupos rotacionais discretos. Em relação os

níveis de energia, podemos prever que haverá proximidade entre os níveis de energia de uma

partícula na fita de Möbius, e uma partícula restrita na superfície de um anel cilíndrico, devido a

semelhança geométrica entre as duas superfícies. Conforme os autores afirmaram espera-se que

os níveis de energia na fita de Möbius, de raio interno r, e largura 2w, sejam próximos de

Enu,nv ≈−
h̄2

2m

(n2
u

r2 +
π2n2

v
4ω2

)
, (3.30)

que são os níveis de energia de um cilindro circular de altura 2w e raio a. Conforme foi mostrado

no artigo tal analogia entre a fita de Möbius e o cilindro é confirmada (TABELA I [27]). E como

último resultado notável desse trabalho, temos o fato que a existência de uma variância diferente

de zero do momento angular permite transições entre estados de momento angular meio-inteiros

e inteiro, enquanto o momento linear unitário dos fótons é preservado. A partir desse breve

resumo dos resultados encontrados por Zehao Li e Ram-Mohan, notamos o quão interessante

pode ser analisar a mecânica quântica em uma superfície como a fita de Möbius. Contudo, como

já observamos anteriormente, a abordagem intrínseca não é a mais próxima da realidade pois

não leva em consideração o processo de confinamento, e nem a geometria do espaço de imersão.

Consideremos agora o trabalho de J. Gravesen e M. Willatzen [4], nele podemos

encontrar resultados interessantes que demonstram como a curvatura, e o processo de confina-

mento, podem mudar as propriedades físicas da fita de Möbius. No trabalho em questão são

calculados os autoestados, e as autoenergias associadas, de uma partícula quântica ligada a uma

camada de Möbius, incluindo as contribuições de curvatura para o operador de energia cinética .

O espaço euclideano é parametrizada pelas coordenadas (u1,u2,u3) e a função de onda na fita de

Möbius é dada por χ(u1,u2). A equação de Schrödinger independente do tempo obtida por eles
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Figura 7 – Trajetória na fita de Möbius conectando dois lados opostos de suas bordas após uma
volta completa em torno da fita [3] .

é:
h̄2

2m
(∆0 +∂

2
3 )χ(u

1,u2)+V (u1,u2,u3)χ(u1,u2) = Eχ(u1,u2), (3.31)

aonde V (u1,u2,u3) é um potencial confinante que toma um valor infinitamente grande nas regiões

próximas da superfície, mas sobre a superfície é zero. O operador ∆0 é dado por:

∆0 = ∆Σ +M2−K, (3.32)

aonde ∆Σ é o operador de Laplace-Beltrami, M é a curvatura média, e K é a curvatura gaussiana.

Considerando uma fita de Möbius de comprimento L, e largura 2w, as condições de contorno

que χ(u1,u2) deve obedecer são dadas por:χ(u1,u2 =−w) = χ(u1,w) = 0,

χ(u1 = 0,u2) = χ(u1 = L,−u2).

(3.33)

A primeira dessas condições determina que a função de onda exista somente na fita e que ela se

anula nas extremidades. A segunda condição incorpora as características geométricas da fita de

Möbius, no qual temos um tipo diferente de periodicidade, já que efetuar uma volta completa

na fita de Möbius nos leva a um lugar diferente do qual partimos. Mais precisamente, a fita de

Möbius conecta pontos que são equidistantes em relação ao centro da fita, mas que estão em

lados opostos (figura 7). Os autores também fazem uma analogia entre a fita de Möbius e o

cilindro, por exemplo, as condições de contorno de χ(u1,u2) em um cilindro com as mesmas

dimensões da fita de Möbius são:χcilindro(u1,u2 =−w) = χ(u1,w)cilindro = 0,

χ(u1 = 0,u2)cilindro = χ(u1 = L,u2)cilindro.

(3.34)
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Um fato interessante no trabalho de Gravesen e Willatzen é que eles empregam métodos da

geometria diferencial para encontrar a geometria da fita de Möbius. Eles realizaram isso por meio

da minimização da energia elástica de toda estrutura. Usando essa parametrização, o operador

(3.32) torna-se igual a

∆0 = ∂
2
1 +∂

2
2 +M2. (3.35)

Observemos que agora a curvatura gaussiana é nula, acontece que Gravesen e Willatzen estão

considerando a forma desenvolvível da fita de Möbius, na qual a energia elástica da estrutura

é minimizada [52]. Neste ponto também temos um diferencial em relação ao trabalho descrito

anteriormente, Zehao Li e Ram-Mohan consideraram uma espaço geométrico abstrato aonde

tínhamos uma torção constante.

A curvatura média ao quadrado, M2, é uma função bastante complicada de u1

e u2, novamente vemos que não é possível realizar uma separação de variáveis na fita de

Möbius. Os autores resolveram a equação (3.31), com ∆0 dado por (3.35) usando o método

de elementos finitos. Neste trabalho temos uma diferenciação entre o problema de Möbius-

plano, e o problema da estrutura de Möbius. O problema de Möbius-plano é caracterizado pela

solução da equação de Schrödinger utilizando as condições de contorno (3.33), e pelo o descarte

da contribuição da curvatura. Já no problema da estrutura de Möbius, os autores utilizam a

parametrização encontrada pela minimização da energia elástica, aonde a curvatura gaussiana

é nula, e somente existe contribuição da curvatura média M. O problema de Möbius-plano é

próximo do problema do cilindro, verifica-se que os autoestados do problema de Möbius-plano

no intervalo (u1,u2) = [0;L]× [−w;w] também são autoestados do problema do cilindro no

intervalo (u1,u2) = [0;2L]× [−w;w]. Na figura 8 temos os três primeiros autoestados para os

dois problemas considerados, nos gráficos à esquerda estão representados os autoestados do

problema de Möbius plano, aonde não temos a influência da curvatura. Nos gráficos à direita

temos os autoestados do problema da estrutura de Möbius, aonde temos o efeito da curvatura.

Os autovalores da energia para o problema de Möbius-plano são dados por:

E =
h̄2

2m

[(mπ

2L

)2
+
((2n+1)π

2w

)2]
(3.36)

aonde m =±2,±,6,±10 e n = 0,±1,±2,±3.

O estudo da mecânica quântica na superfície de uma fita de Möbius possui dois

aspectos principais: determinação da geometria da fita, e a determinação de condições de

contorno apropriadas. Antes de considerarmos o problema de descrever a dinâmica de uma
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partícula quântica na fita de Möbius, precisamos decidir como a fita será construída, pois isso

afetará os resultados obtidos. Ao impor condições de contorno na fita de Möbius, estamos

supondo que a partícula sente na direção transversal a ação de uma barreira infinita nas suas

extremidades, forçando que a função de onda se anule alí. E na longitudinal temos uma condição

de contorno periódica própria da fita de Möbius [30, 26]. Por exemplo, construindo uma fita

de Möbius a partir de uma faixa retangular de largura 2w e comprimento L, temos as seguintes

condições: ψ(−w,y) = ψ(w,y) = 0,

ψ(x,y) = ψ(−x,w+L) = 0
(3.37)

Além destes dois aspectos fundamentais, temos uma característica importante que foi recorrente-

mente considerada, que é a semelhança entre a fita de Möbius e o cilindro.
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Figura 8 – Os três primeiros autoestados para o caso do problema de Möbius-plano (gráficos à
esquerda). E os três primeiros autoestados para o caso da estrutura de Möbius (gráficos à direita)
[4]
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4 MECÂNICA QUÂNTICA DE UMA PARTÍCULA SEM SPIN NA FITA DE MÖ-

BIUS.

Neste capítulo investigaremos a mecânica quântica de uma partícula sem spin na

Fita de Möbius por meio da equação de Schrödinger. Analisaremos esse problema tanto intrin-

secamente como extrinsecamente com o intuito de verificar o efeito de se incluir o efeito da

curvatura na análise.

4.1 Equação de Schrödinger na Fita de Möbius

Se compararmos as equações (2.74) e (2.93) que tratam, respectivamente, da abor-

dagem intrínseca e extrínseca, notamos que elas diferem entre si somente por um único termo.

Esse termo é o potencial da Costa que como vimos se origina do processo de restrição usado

para colocar a partícula sobre a superfície. Consideramos então a dinâmica de uma partícula sem

spin restrita à fita de Möbius. Essa partícula será regida pelo seguinte Hamiltoniano:

Ĥ =
1

2m∗
gi jP̂iP̂j +Ve +κVdC, (4.1)

onde m é a massa da partícula, P̂µ =−ih̄∇µ−eAµ é o operador momento minimamente acoplado

ao campo eletromagnético, ∇µ é a derivada covariante, e Ve é o potencial eletrostático. O

potencial VdC é o potencial da Costa (2.94), ele está sendo multiplicado pelo número κ , que é

definido como κ = 1 para o método extrínseco, e κ = 0 para o método intrínseco. Examinemos

então cada caso particularmente.

4.1.1 Caso Intrínseco (κ = 0):

Segundo a abordagem intrínseca a equação de Schrödinger independente do tempo

para uma partícula na ausência de campos externos, em um sistema de coordenadas curvilíneas,

será dada por

− h̄2

2m
1
√

g
∂µ

(√
ggµν

∂νψ

)
= Eψ. (4.2)

Alternativamente, podemos calcular o Laplaciano da equação de Schrödinger escrevendo ∇2 =

∇i∇i, onde ∇iV j = ∂iV j +Γ
j
ikV

k, ficamos então com a seguinte equação:

−h̄2

2m
gi j[∂i∂ jψ−Γ

k
i j∂kψ] = Eψ. (4.3)
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Podemos escrever a equação de Schrödinger da fita de Möbius se substituindo os símbolos de

Christoffel, dados pelas equações (3.9), (3.10) e (3.11), no segundo termo da equação (4.3).

Fazendo isso temos que

− h̄2

2m
{∂ 2

u ψ +
1

β 2 [∂
2
θ ψ +β∂uβ∂uψ− ∂θ β

β
∂θ ψ]}= Eψ. (4.4)

Definindo ε = 2mE/h̄2 a equação (4.4) pode ser escrita como:

−∂
2
u ψ− 1

β 2 [∂
2
θ ψ +β∂uβ∂uψ]− ∂θ β

β
∂θ ψ = εψ. (4.5)

Como vimos na secção 3.2, devido a geometria da fita de Möbius o momento angular da partícula

não é conservado, e consequentemente, a função de onda não pode ser separada. Isso significa

que não podemos escrever Ψ(u,θ) = φ(u)ψ(θ), isso tornaria nosso trabalho bem mais simples.

Contudo, podemos fixar uma das variáveis e resolver a equação de Schrödinger para a outra

variável. Por exemplo, fixando u = u0, temos uma partícula percorrendo um caminho em torno

da fita de Möbius, com θ variando de 0 até 2π . Já se fixarmos θ , a partícula percorre uma

trajetória na largura da fita, com u indo de −L até L.

Fixando então a variável u, obtemos a seguinte equação com ψ = ψ(θ)

− 1
β 2 ψ

′′+
β ′

β 3 ψ
′ = εψ, (4.6)

onde ψ ′ =
dψ

dθ
. A equação (4.6) não possui a forma exata da equação de Schrödinger, pois como

podemos ver o primeiro termo é multiplicado por 1/β 2, e o segundo termo da equação depende

da derivada primeira da função de onda. Resolveremos essa inconveniência realizando uma

mudança na variável angular θ . Suponhamos que exista duas funções: v = v(θ) e A = A(θ) tais

que

v′ =
dv
dθ

= A(θ). (4.7)

Logo,
d

dθ
=

dv
dθ

d
dv

⇒ ψ
′ =

dψ

dθ
= Aψ̇, (4.8)

onde ψ̇ =
dψ

dv
. Consequentemente, temos que

ψ
′′ =

d
dθ

(Aψ̇) = A2
ψ̈ +A′ψ̇. (4.9)
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Portanto,

− 1
β 2 ψ

′′+
β ′

β 3 ψ
′ =−

(A
β

)2
ψ̈− A′

β 2 ψ̇ +
β ′

β 3 Aψ̇. (4.10)

Se escolhermos A = β obtemos que

− 1
β 2 ψ

′′(θ)+
β ′

β 3 ψ
′(θ) =−ψ̈(v). (4.11)

A equação (4.6) se torna então igual a

−ψ̈(v) = εψ(v) (4.12)

Pela equação (4.7) a derivada de v(θ) em relação de θ será igual a

dv(θ)
dθ

= β (θ). (4.13)

Por exemplo, para uma partícula movendo-se no raio interno da fita temos que u = 0, sendo

assim

v(θ) =
∫ 2π

0
adθ = 2πa, (4.14)

pois β (θ ,u = 0) = a. Neste caso v(θ) é igual ao comprimento do raio interno da fita. Portanto,

o significado de v(θ) é que ele será igual ao comprimento do círculo descrito pela partícula.

Agora, se fixarmos a variável θ a equação (4.5) se torna igual a,

−ψ
′′(u)− β ′

β
ψ
′(u) = εψ(u). (4.15)

Como podemos observar a equação (4.13) possui semelhança com a equação de Schrödinger

independente do tempo, a não ser pelo segundo termo que é dependente da derivada primeira da

função de onda. Consequentemente obtemos um Hamiltoniano não hermitiano:

Hθ0 =
1

2m
P2

u −
β ′

β

ih̄
2m

Pu, (4.16)

onde Pu =−ih̄
d

du
. Como podemos ver esse Hamiltoniano é não hermitiano, porém ele preserva

a simetria PT. Tal como fizemos na página 37, podemos obter um Hamiltoniano hermitiano

equivalente escrevendo a função de onda ψ(u) como:

ψ(u) = B(u)ξ (u), (4.17)
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onde ξ (u) é uma função de onda que obedece a equação de Schödinger, e B é uma função de u a

ser determinada de tal modo que eliminemos os termos dependentes de ξ ′(u). Sendo assim,

ψ
′(u) = B′ξ +Bξ

′ ⇒ ψ
′′(u) = B′′ξ +Bξ

′′+2B′ξ ′ (4.18)

Substituindo isso na equação (4.15), e após dividir a equação por B, obtemos que

−ξ
′′(u)+

B′′

B
ξ (u)+

[
2

B′

B
− β ′

β

]
ξ
′− B′

B
β ′

β
ξ (u) = εξ (u), (4.19)

Agora, se escolhermos que

2
B′

B
− β ′

β
= 0, (4.20)

teremos que,
B′

B
=

β ′

2β
. (4.21)

Consequentemente,
B′′

B
=
(

β ′

β

)2
+
(

β ′

2β

)′
. (4.22)

Substituindo (4.21) e (4.22) em (4.17), obtemos a seguinte equação de Schrödinger independente

do tempo:

−ξ
′′(u)+V (u)ξ (u) = εξ (u), (4.23)

onde,

V (u) =−3
4

(
∂uβ

2β

)2
−
(

∂uβ

2β

)′
. (4.24)

4.1.2 Caso Extrínseco (κ = 1):

Para examinarmos o problema extrinsecamente devemos incluir o potencial da

Costa dado pela equação (2.94) nas equações (4.12) e (4.24). O potencial da Costa na fita de

Möbius é calculado tomado os valores da curvatura média e gaussiana dados em (3.14) e (3.15),

respectivamente.

Representamos o potencial da Costa na figura 9 para valores fixos de u e de θ .

Portanto, as equações (4.12) e (4.21), se tornam iguais a:

−φ̈(v)+Ue f f (v)φ(v) = εφ(θ), (4.25)
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Figura 9 – Potencial da Costa para uma fita de Möbius de raio interno a = 1m, para valores de
u fixo (gráfico à esquerda) com 0 ≤ θ ≤ 2π , e para valores de θ fixo (gráfico à direita), com
−4 < u < 4.

−ξ
′′(u)+Ue f f (u)ξ (u) = εξ (u), (4.26)

aonde os potenciais efetivos são dados por:

Ue f f (v) =−(H2(v)−K(v)), (4.27)

Ue f f (u) =−
3
4

(
∂uβ

2β

)2
−
(

∂uβ

2β

)′
− (H2−K). (4.28)

Nas figuras 10 e 11 temos os potenciais efetivos obtidos para valores fixos de θ .

Percebe-se que neste caso não existe simetria no potencial, exceto para θ0 = π . Percebe-se

também que o potencial (4.24) (abordagem intrínseca) possui um comportamento parabólico

para valores de θ0 diferentes de π . Porém o potencial (4.28) (abordagem extrínseca), possui

poços potenciais localizados para todos valores de θ0 diferente de π . Contudo, o comportamento

parabólico do potencial efetivo (4.24) continua presente no potencial efetivo obtido da abordagem

extrínseca, para valores de u distantes dos poços potenciais. Portanto, o efeito que a curvatura

extrínseca gera na dinâmica da partícula que se move ao longo da largura da fita, é o de restringir

o movimento da partícula nos pontos aonde existe poços potenciais. É interessante notar que a

forma do potencial para um determinado θ0, se repete em θ0+2π , porém o potencial é deslocado

para a direita. Comparando os potenciais efetivos com o potencial da Costa (Figura 9), notamos

que o comportamento dos potenciais efetivos é dominado pelo potencial da Costa, gerando poços

potenciais nas regiões aonde a curvatura é maior, podemos esperar que nesses pontos sejam

observados estados ligados de partículas na fita de Möbius.
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Figura 10 – Potencial efetivo (4.24) para determinados valores de θ no intervalo de −4 a 4.

Figura 11 – Potencial efetivo (4.28) para determinados valores de θ no intervalo de −4 a 4.

4.2 Solução da Função de Onda Para Valores Fixos de u0.

Nossa intenção agora é obter a função de onda e o espectro de energia de uma

partícula sem spin na fita de Möbius para valores fixos da variável u. Faremos isso primeiramente

para o caso intrínseco, (4.12) e posteriormente para o caso extrínseco, particularmente para o

caso em que a partícula se move no centro da fita (u = 0).

Adotaremos a seguintes condições de contorno para uma fita de Möbius, de compri-

mento L, e de largura 2w: ψ(v) = ψ(v+2L),

ξ (w) = ξ (−w) = 0.
(4.29)

A primeira das condições de contorno vem do fato de que em uma fita de Möbius real uma
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partícula só retorna a sua posição original depois de completar duas voltas completas em torno

da fita. E a segunda condição de contorno determina que a função de onda seja definida somente

sobre a fita de Möbius.

Podemos escrever a equação (4.12) como:

ψ̈(v)+ k2
ψ(v) = 0, (4.30)

onde k2 =
2m
h̄2 E. Uma solução para essa equação seria:

ψ(v) =Ce±i k v, (4.31)

onde C é uma constante a ser determinada. Aplicando a primeira condição de contorno (4.29),

na função de onda dado pela equação anterior, temos que

eik(2L+v) = eik(v) ⇒ e(2Lki) = 1.

Podemos escrever isso como

ei[2kL] = 1. (4.32)

A equação (4.30) será satisfeita somente se 2kL = 2nπ , onde n é um número inteiro, portanto

temos que

k = n
π

L
(4.33)

O espectro de energia da partícula é dado por:

En =
n2π2h̄2

2mL2 . (4.34)

A função de onda deve ser normalizada, determinamos a condição de normalização pela seguinte

equação: ∫ 2L

0
|ψ(v)|2dv = 1, (4.35)

consequentemente a função de onda é dada por:

ψ(v) =
1√
2L

einπv/L. (4.36)

Na tabela 1 mostramos o espectro de energia dos quatro primeiros estados de energia de um

elétron na fita de Möbius. As funções de onda dos 4 primeiros autoestados, para n inteiro estão

representados na figura (12). Representamos também o quadrado do modulo das funções de

onda na figura (13).



59

Tabela 1 – Espectro de energia (4.32) para um elétron (me = 9,11×10−31Kg) em uma fita de

Möbius de comprimento L = 1nm .

Estado En(eV )

n=0 0

n=1 0,376

n=2 1,503

n=3 3,383

n=4 6,016

Figura 12 – Função de onda (4.34), para L = 5, com valores de n inteiro.

Figura 13 – Quadrado da função de onda (4.36), com L = 5, para valores de n inteiro.
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Voltemos nossa atenção para o caso extrínseco. A equação (4.6), assim como a

equação (4.15), nos conduz a um hamiltoniano não hermitiano. Porém, se escrevermos a função

de onda como ψ(θ) = A(θ)φ(θ), obtemos a seguinte equação do tipo equação de Schrödinger :

− 1
β 2 φ(θ)′′+

[
− 1

β 2

(
∂θ β

2β

)′
+

1
4

(
∂θ β

2β

)2
− (H2−K)

]
φ(θ) = εφ(θ). (4.37)

onde ε = 2mE/h̄2. O primeiro termo está sendo dividido por β 2(θ), o que não é próprio da

equação de Schrödinger. Contudo, quando u = 0, β (θ) se reduz ao raio interno da fita: “a”.

Nesse caso estamos examinando o movimento de uma partícula no centro da fita de Möbius.

Para u = 0, a equação (4.37) se torna igual a

− 1
a2 φ

′′(θ)+
[
− 1

4a2 Sen2 θ

2
− 1

4a2

]
φ(θ) = εφ(θ). (4.38)

Figura 14 – Potencial efetivo da equação (4.35), para u = 0, e raio interno parametrizado como
a = 1.

Podemos escrever essa equação como:

d2φ(θ)

dθ 2 +
[1

4
Sen2 θ

2
+

1
4
+a2

ε

]
φ(θ) = 0. (4.39)

Mas,

Sen2 θ

2
=

1
2
(1−Cosθ), (4.40)

portanto, temos que

d2φ(θ)

dθ 2 +
[1

8
(1−Cosθ)+

1
4
+a2

ε

]
φ(θ) = 0, (4.41)

ou seja,
d2φ(θ)

dθ 2 +
[3

8
+a2

ε− 1
8

Cosθ

]
φ(θ) = 0. (4.42)
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Usando a partir de agora a variável x =
1
2

θ ,

1
4

d2φ(x)
dx2 +

[3
8
+a2

ε− 1
8

Cos(2x)
]
φ(x) = 0. (4.43)

Obtemos então a seguinte equação:

d2φ(x)
dx2 +[b−2qCos(2x)]φ(x) = 0, (4.44)

onde, 
b =

3
2
+4a2ε,

q =
1
4
.

(4.45)

A equação (4.44) tem a mesma forma que a equação de Mathieu [53]:

d2y
dx2 +(b−2qCos 2x)y = 0, (4.46)

onde b e q são parâmetros. Desse modo esperamos que as soluções da equação de Mathieu

seja também soluções da equação (4.38). O problema do pêndulo quântico também nos leva

a uma equação de Mathieu, aonde as soluções encontradas para esse problema são funções de

Mathieu [54]. Usaremos novamente a primeira condição de condição de contorno (4.29), mas

agora θ = 2x, então:

φ(2x+4π) = φ(2x)

ou seja,

φ(2[x+2π]) = φ(2x), (4.47)

portanto nossa solução será periódica em 2π . A equação de Mathieu (4.46) possui soluções

de índice par denotadas por Ce2m(a2m,q,x) e Se2m(b2m,q,x), m = 1,2,3..., periódicas em π , e

soluções de índice ímpar denotadas por Ce2m+1(a2m+1,q,x) e Se2m+1(b2m+1,q,x),m = 1,2,3..,

periódicas em 2π [55]. Logo esperamos que as soluções de índice ímpar sejam as soluções

corretas para o nosso problema.

O espectro de energia da partícula está relacionado com os parâmetro a2m+1 ou

b2m+1, dados pela equação (4.45) e que são chamados de valores característicos. Podemos então

escrever que

ECr =
h̄2

8ma2

(
Cr−

3
2

)
, (4.48)
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onde Cr = a2m+1 ou Cr = b2m+1. Para obtermos o espectro precisamos encontrar os valores

característico correspondentes para um determinado valor de q. Para essa analise usaremos os

recursos disponíveis no software Mathematica. Nele as funções de Mathieu Ser(br,q,x), são de-

terminadas por MathieuS[b,q,z], [56] onde o valor característico b para um determinado valor de

q é dado pela função MathieuCharacteristicB[r,q], sendo r um número inteiro ou racional. Por

sua vez as funções de Mathieu Cer(ar,q,x) são determinadas por MathieuC[a,q,z], aonde o valor

característico a para um determinado valor de q é dado pela função MathieuCharacteristicA[r,q].

As funções ímpares Mathieu não aceitam r = 0, então escrevemos r como r = 2m+1,

onde m = 1,2,3.... Para as funções ímpares de Mathieu temos também a seguinte propriedade:

MathieuCharacteristicB[−r,q] =MathieuCharacteristicB[r,q]. Na tabela 2 representamos o es-

pectro de energia para um elétron na fita de Möbius.

Tabela 2 – Espectro de energia para um elétron (me = 9,11×10−31Kg) em uma fita de Möbius

de raio interno a = 1nm .

m Em(meV )

m=0

Ea1 =−2,45

Eb1 =−7,21

m=1

Ea3 = 71,47

Eb3 = 71,47

m=2

Ea5 = 223,87

Eb5 = 223,87

m=3

Ea7 = 452,40

Eb7 = 452,40

m=4

Ea9 = 757,17

Eb9 = 757,17

Portanto, esperamos que as funções de Mathieu {Ce2m+1(q,x),Se2m+1(q,x)} sejam

soluções independentes do nosso problema. No intervalo [0,2π], as funções de Mathieu são
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normalizadas por
√

π [55], temos portanto duas soluções normalizadas:


φ
(par)
2m+1(x) =

1√
π

Ce2m+1(q,x),

φ
(impar)
2m+1 (x) =

1√
π

Se2m+1(q,x).
(4.49)

A solução completa do nosso problema portanto é:

φ(x) =
1√
π

[
Ce2m+1(q,x)+Se2m+1(q,x)

]
. (4.50)

Nas figuras (15) e (16) representamos, respectivamente, a função de onda e seu modulo ao

quadrado, com q = 1/16a2, e br e ar com r = 2m+1, aonde m é um inteiro.

Figura 15 – Função de onda (4.48) para valores de m inteiros.

Concluímos portanto que no caso extrínseco, consideramos somente o caso em que

u = 0, a curvatura induz o aparecimento de um potencial periódico, e a equação que rege o

movimento da partícula é do tipo pêndulo quântico. A partícula parece oscilar em torno de

θ = π. O caso u = 0, também pode ser visto como um caso limite em que o raio interno é muito

maior do que a largura da fita, fazendo com que β (u,θ)→ a.
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Figura 16 – Função de onda (4.48) ao quadrado para valores de m inteiros .
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, abordamos os formalismos desenvolvidos no estudo da mecânica

quântica em superfícies bidimensionais, imersas no espaço tridimensional euclidiano. Aplicamos

as abordagens intrínseca e extrínseca na análise da dinâmica quântica de uma partícula sem spin

na superfície de uma fita de Möbius. Realizamos isso fixando uma das duas coordenadas da

partícula sobre a superfície, obtemos então uma partícula que se move em um anel em torno da

fita de Möbius, ou uma partícula que se move em uma trajetória unidimensional ao longo da

largura da fita. Obtemos Hamiltonianos efetivos simétricos em relação a paridade, e a reversão

temporal, porém que não são hermitianos. Realizamos então uma modificação na função de

onda e obtemos Hamiltonianos hermitianos equivalentes. Inicialmente consideramos somente a

influência da da curvatura intrínseca, ao modificarmos o Laplaciano da equação de Schrödinger,

e posteriormente incluímos a curvatura extrínseca ao inserir o potencial da Costa. Comparamos

os resultados obtidos em ambas as abordagens, com o objetivo de entender a contribuição da

geometria intrínseca da superfície no Hamiltoniano efetivo, e o efeito obtido ao se incluir a

curvatura extrínseca no Hamiltoniano. Obtemos então que na abordagem intrínseca, a curvatura

contribui com o Hamiltoniano gerando potenciais efetivos, que para determinados valores das

coordenadas podem ser tanto atrativos como repulsivos. Na abordagem extrínseca, verificamos

que os potenciais efetivos são dominados pelo potencial da Costa, gerando barreiras de potencial

constantes, ou poços potenciais. Os potenciais obtidos na abordagem extrínseca são todos

atrativos. Portanto, a curvatura extrínseca contribui com a restrição da partícula em determinadas

áreas da fita de Möbius, aonde acreditados que se formem estados ligados.

Obtemos soluções da função de onda para o caso em que u = u0, ou seja, para

uma partícula que descreve um círculo em torna da função de onda. Na abordagem intrínseca,

modificamos a variável angular θ para uma nova variável angular v, e obtemos uma equação de

Schrödinger para uma partícula livre. Obtemos a função de onda normalizada e o espectro de

energia. Já na abordagem extrínseca, obtemos um sistema bastante interessante para o caso em

que u0 = 0, caso em que uma partícula se move no centro da fita de Möbius. Nestas circunstancias

o potencial que age sobre a partícula é periódico, semelhante ao caso do pêndulo quântico. As

soluções obtidas são as funções de Mathieu periódicas em 2π .

Como perspectivas futuras para essa dissertação, ou para outros trabalhos relaciona-

dos, pontuamos as seguintes extensões que desejamos realizar em breve:

– Obter as soluções do caso extrínseco, para valores fixos de u, quando u0 6= 0.
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– Obter as soluções para o caso em que θ é fixo, ou seja, examinar a dinâmica de uma

partícula na direção transversal da fita de Möbius, que sofre a ação do potencial (4.24),

no caso intrínseco, ou do potencial (4.28), no caso extrínseco. Adotaremos a segunda

condição de contorno de (4.29).

– Estudar as propriedades eletrônicas de uma fita de Möbius feita de grafeno: Uma aplicação

natural da abordagem desenvolvida neste trabalho, seria a investigação do comportamento

de elétrons em uma fita de grafeno, dotada de uma geometria do tipo da fita de Möbius.

Investigações semelhantes tem sido realizadas para outras superfícies, como por exemplo

o toro, a catenoide, a helicoide, entre outras [57, 58, 59].

– Incluir a ação de campos eletromagnéticos: O cenário de da Costa já foi estendido para

partículas carregadas sobre a ação do campo elétrico e magnético [60]. Podemos considerar

a existência de um campo elétrico ou magnético constante em uma determinada direção

do espaço. Como por exemplo, se supormos que na direção z existe um campo elétrico

constante ~E = Ek̂, podemos calcular a componente paralela do campo elétrico à superfície

da fita de Möbius. Semelhantemente, se supormos a existência de um campo magnético

~B = Bk̂ o vetor potencial ~A terá a forma ~A =
1
2
~B×~r. Podemos incluir a contribuição desses

potenciais efetivos e analisar o efeito sobre a função de onda da partícula.
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