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"Sem a escuriddo, a luz ndo so seria irreco-
nhecivel, como ndo poderia existir."(BARDON,
1956)



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracdo do fato de que o conjunto das pro-
jecdes das solugdes inteiras da equacdo x? + y* + 22 = n, n € Z livre de quadrados, sobre
$2 ¢ uniformemente distribuida sobre essa esfera quando n — +oc. Para isso, serd esbocada
uma estimativa nao trivial dos coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio inteiro

produzida por Iwaniec em 1987, que implicara diretamente no resultado anterior.

Palavras-chave: formas modulares; estimativa nao trivial de coeficientes de Fourier; problema
de Linnik.



ABSTRACT

Objective of this work is to present a demonstration of the fact that the set of projections of the
integer solutions of the equation x?+y2+2? = n, n € Z square free, about $2 is equidistributed
over this sphere when n — +o00. For that, a non-trivial estimate of the Fourier coefficients of
modular half-weight shapes produced by Iwaniec in 1987 will be outlined, which will directly

imply the previous result.

Keywords: modular forms; non-trivial bound of Fourier coefficients; Linnik problem.
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LISTA DE SIMBOLOS

Representam, respectivamente, o conjunto dos nimeros inteiros, racionais, reais €

complexos.
Dado z € C, escrevemos z = Re(z) + ilm(z), onde Re(z),Im(z) € R.
{(x,,2) e R: 2 +y* +22 = 1}.

Representa o conjunto {2”+1

n € 7.} dos niimeros meio inteiros.
Denota o minimo multiplo comum dos inteiros a € b.

2™ onde e é a constante de Euler base do logaritmo natural.
Representa o conjunto das matrizes ortogonais do R?.

Representa a transposta da matriz m.

f(x) < g(x) significa que existem constantes C > 0 e x( independentes da varidvel
x que satisfazem |f(x)| < C|g(x)| sempre que x > xo. f(x) > g(x) significa o
mesmo que g(x) < f(x).

f(x) < g(x) significa que f(x) < g(x) e g(x) < f(x) simultaneamente.

f(x) <¢ g(x) significa que a constante implicita depende da varidvel €. f(x) >,
g(x) significa 0 mesmo que g(x) <¢ f(x).

f(x) = 0O(g(x)) significa 0 mesmo que f(x) < g(x). f(x) = O¢(g(x)) significa o
mesmo que f(x) <g g(x).

Zf;g) f(n), onde f é uma fung¢io periédica médulo c.
Representa a funcdo de Mobius, definida como O se n ndo € livre de quadrados

e (—1)* quando 7 é livre de quadrados com k fatores primos distintos em sua

fatoracao.

Yajn 1, representa o nimero de divisores positivos de um inteiro n.
Yy 1, € 0 nimero de inteiros primos que dividem .

Delta de Kronecker, é definido como O se m # n, e 1 caso m = n.

Significa que todos os fatores primos que dividem o inteiro a também dividem o
inteiro b.
Dados inteiros a,n, p, com n positivo e p primo, p" || a significa que p" divide a,

mas p" ! nio divide a.
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1 INTRODUCAO

O comportamento de algumas equagdes diofantinas ja desafiou muitos matematicos
durante a historia, e isso ndo foi diferente com a equacdo de aparéncia inicialmente simpdtica
22 + 4% + 2% = n. O primeiro comportamento a intrigar os estudiosos envolvia descobrir quais
eram os inteiros positivos n que permitiam a equacdo ter solucdo inteira, problema esse que
rondou a mente de matematicos notaveis como Fermat, Cauchy e Legendre, até ser completa-
mente demonstrada por Gauss em 1801. Gauss foi além e obteve uma férmula para o niimero
de solucdes, mostrando como consequéncia que a equagao teria solugdo se, e somente se, n ndo
fosse do tipo 4*(8k + 7), a, k € Zo. Depois de mais de um século, outra questdo desafiou os
matemdticos: Como se distribuem as solucdes inteiras de 22 4 3? + 22 = n na esfera centrada
na origem e de raio y/n?

A resposta desse problema € que, desde que n deixe resto 1,2,3,5 ou 6 quando
dividido por 8, o conjunto ' (n) = {(x,y, z) € Z3;2* + y* + 2* = n} serd cada vez mais bem
"distribuido"na esfera quando n — +o00. A nogdo intuitiva do que essa ideia representa € que,
se tomarmos F C $? aleatdrio suficientemente regular e considerarmos F,, = \/nE a proje¢io

do conjunto F na esfera de raio y/n centrada na origem, obtemos

AN E,)  A(E)
T

quando n — 400, onde A(FE) representaria a "drea"do conjunto E sobre a esfera unitdria. De
outra forma, Duke mostrou que é verdade que os conjuntos Q(n) = {(x,y, 2)//n; (z,y,2) €
Y(n)},n=1,2,3,40u6 mod 8), tornam-se equidistribuidos, ou uniformemente distribuidos
em $2, isto €, se tomarmos a medida de Lebesgue normalizada u na esfera, temos a seguinte
relacdo

lim

n—-+oo #Q

j > S [ fdu (1.1)

zeﬂ(n
para toda fungfo continua f : $* — R.

O matematico soviético Linnik foi o primeiro a discutir o problema, e também foi
o primeiro a obter um avango significativo na direcdo desse resultado, em seu livro de 1968
Ergodic Properties of Algebraic Fields (21), ao provar, usando métodos de teoria ergddica, que
a afirmacgdo era vélida se n € livre de quadrados, ndo deixa resto 7 quando dividido por 8§,
e o simbolo de Lagrange (%) valer 1 para algum primo impar p fixo. J4 no ano de 1977,
Arenstorf e Johnson em (1)) concluiram que € possivel atacar esse problema usando a teoria de
formas modulares, e que a solu¢do de uma versao onde a restricao era n ser livre de quadrados
e incongruente a 7 modulo 8 dependia apenas da obten¢do de uma estimativa ndo trivial dos
coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio inteiro.

Heuristicamente falando, usando uma terminologia que serd definida no decorrer

deste trabalho, essa ligacdo vem do fato da funcdo 6p, P indica um polindmio harmonico esfé-
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rico de grau par, definida como

Op(z) = Y P(m/lmle(ml>z) = | > P(m/Im|) | e(|m|*2),
mez3 n=1 \ |m|2=n

ser um tipo especifico de forma modular de peso meio inteiro, chamada de forma cuspidal, e
do fato de esse ultimo somatorio explicitar a sua série de Fourier. No contexto das formas
modulares, uma forma modular de peso £k = \ + %, A inteiro, pode ser representada através da

sua série de Fourier

S
f(Z) _ Zane%rinz'
=0

Levando em consideracdo esse fato, Arenstorf e Johnson j4 tinham conhecimento de que os
coeficientes a,, satisfaziam a,, = Oe(ng_i“) desde que f fosse cuspidal, e que essa estimativa
era a melhor possivel. O que foi chamado de estimativa ndo trivial dos coeficientes de Fourier
nesse cendrio seria uma eventual estimativa do tipo a, = Oe(ng‘i‘”“), para algum o >

0, quando se impde que n seja livre de quadrados. Um resultado do género foi finalmente
kE_1

demonstrado por Iwaniec em 1987, que mostrou em (15) que a,, = O.(nz"1 %“) desde que o
peso k fosse maior que 2, o que ndo somente validou o que foi provado por Arenstorf e Johnson,

como também implicou que (I.1)) era valido, como mostrado logo depois por Duke (7)) em 1988

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma demonstragcdo do fato de que (1.1)
vale desde que imposta a restricdo de n ser livre de quadrados. Para isso, serd antes esbocada
a prova de Iwaniec para a estimativa ndo trivial dos coeficientes de Fourier de formas cuspidais
de peso meio inteiro.

No capitulo 2, serdo citados alguns conceitos e resultados preliminares que serdao
usados no decorrer do texto. No capitulo 3 serd feita uma breve explanacdo sobre formas modu-
lares, onde seré citada suas principais propriedades, e também serdo introduzidas as importantes
nog¢des de séries de Eisenstein e Poincaré. Sera citado que o conjunto das séries de Poincaré gera
o subespaco vetorial das formas cuspidais, e no fim serd obtida uma férmula para os coeficientes
de Fourier de séries de Poincaré. No capitulo 4 seréd obtida a famosa formula de Petersson, que
relaciona os coeficientes de Fourier de elementos de uma base ortonormal do espaco das formas
cuspidais com um tipo especial de soma exponencial, chamada soma de Kloosterman. Depois
de estudar algumas propriedades dessas somas, serd esbocada a demonstragcdo da estimativa ndo
trivial dos coeficientes de Fourier de formas cuspidais de peso meio-inteiro, que serd obtida pro-
curando estimativas envolvendo soma de somas de Kloosterman que, quando combinada com a
férmula de Petersson, resulta na estimativa ndo trivial. Por tltimo, serd apresentada no capitulo
5 como a estimativa de Iwaniec implica na conclusio do artigo de Arenstorf e Johnson, isto €,
que os conjuntos €2(n) tornam-se equidistribuidos na esfera quando n #Z 7(mod 8) é livre de

quadrados.
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2 PRELIMINARES

2.1 Harmonicos esféricos

Uma funcdo duas vezes diferencidvel f : R? — R é dita harmoénica se satisfaz

o?f  O*f o0 f
Ap=21 9] S —)
/ 8$1+8x§+ +6xd 0

Um polindmio homogéneo que satisfaz a equacado diferencial acima é chamado de polinomio
harménico, e quando seu dominio é restrito a $¢~! este é chamado de polinémio harménico
esférico. O subespaco de L%(S?~!) formado pelos polindmios harménicos esféricos na esféra
d-dimensional serd denotado por H?, e o espago dos polindmios harmonicos esféricos de grau
n > 0de HY. Veja que H é a soma direta de todos os H, n > 0.

Proposicao 2.1 Seja i1 a medida de Lebesgue normalizada em $?~1. Sobre os espagos vetoriais
citados anteriormente, as seguintes afirmagoes sdo vdlidas

(1) Paracadan > 0, HE tem dimensdo finita e, se caso d > 3, essa dimensdo valerd D(d,n) =

T (),

(2) Dados m # n, F € H4, G € HZ, entdo Jsar FGdp = 0, e em particular [, , Fdp =0
cason > 0.

(2) P(D (d,i)

(3) Existe um conjunto ortonormal | )~ P-(l), P de polinomio harmonicos es-
l =0 1 [ p

féricos, onde P} = 1, cada polinémio Pl-j tem grau 1, e que gera um espaco vetorial denso
em L*(8471).

(4) Se f : $2 — R é continua, entdo existe uma sequéncia de reais a‘g tais que, tomando
F; = Z (d) (] P(j) a projecdo de f em HE, a série

=0

converge uniformemente para f, isto €, os polindomio harmonicos esféricos geram um su-

bespago denso em C°($?).

Prova: Todos esses resultados podem ser vistos em (11)). [J

2.2 Equidistribuicao

Intuitivamente, um conjunto S ser equidistribuido em um espago X significa que se
duas regides de X t€ém a mesma "drea", entdo elas devem conter o mesmo nimero de pontos
de S. Se tomarmos X como o intervalo [0, 1] esta ideia pode ser traduzida matematicamente da
seguinte forma: Uma sequéncia w = (z,)%2, C [0, 1] é dita equidistribuida em [0, 1] se para
todo a, b € [0, 1)(b > a), tivermos

#({x1, 29, ...,z } N [a, b])

n

—b—a,
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quando n — oo. Essa afirmagio € equivalente a dizer que para toda fungdo continua f em [0, 1]

vale . ,
Tim %;ﬂxi) - / f(@)da.

Pode-se usar uma ideia similar para analisar o comportamento de sequéncia de subconjuntos
finitos { X, }2° , . Por exemplo, se tomarmos novamente o intervalo [0, 1] como referéncia, uma

sequéncia de subconjuntos {X,,}°°, C [0, 1] serd equidistribuido se

1 1
lim flx) = / f(x)dx.

Serd necessdria usar uma definicdo que generalize essa ideia anterior de equidistribui¢io para

um espaco de Hausdorff compacto para que seja possivel entender matematicamente o que

significa uma sequéncia de conjuntos tornar-se equidistribuidos em $? (Veja (20, p.171)).

Definicao 2.1 Seja X um espaco compacto de Hausdorff. Faca j uma medida de Borel regular
de probabilidade em X. Seja C°(X) o conjunto de todas as funcoes continuas em X que
assumam valores reais. Entdo a sequéncia de subconjuntos finitos de X, {X,,}5°,, tornam-se

equidistribuidos em X, com respeito a medida i, se

para todo f € C°(X).
A esfera $% com a topologia induzida do R? é um espago compacto de Hausdorff,

assim s6 nos falta definir uma medida que satisfaca as condicdes da definicao acima.

Definicao 2.2 Serd denominada de medida de Lesbegue normalizada em S2, u, a tinica medida
de Borel de $?, em relacdo a topologia induzida do R?, que satisfaz
(1) u(gE) = pu(E), para todo elemento E da dlgebra de Borel de $* e para todo g € Os.

(2) (8% =1
Por ultimo, apresentaremos um critério que nos serd bastante util mais adiante.

Proposicdo 2.2 (Critério de Weyl na esfera) A sequéncia de subconjuntos finitos { X, }5°, de

82 tornam-se equidistribuidos se, e somente se,

Para todo polinémio harménico esférico P em S? de grau positivo.
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Prova: Pelo item (2) da proposi¢do se { X, }°2, € equidistribuido em $,

S P(a) =0 = /S P(x)dp.

n—oo #.X,, =
n

Caso lim,, o0 ﬁ Y s x, P(x) = 0 para todo polindmio harmdnico esférico P de grau po-
sitivo, fixemos f uma funcdo real continua em $? e ¢ > 0. Pelo item (4) da proposi¢io

existem polindmios harmdnicos esféricos Fy, P, ..., P;, com o grau de P; sendo ¢, tais que
| f—(Po+ ...+ P) ||<e,

onde || f ||co= max,cs2 | f(z)| denota a norma do maximo. Note que P, é uma fungio cons-

tante, digamos Fy = c. Por simplicidade, serd denotado

Entao

Do enunciado

n—oo
Para todo + = 1, ..,t. Portanto podemos tomar um n suficientemente grande tal que (observe

que nessa situagio ¢ € um inteiro fixo) [S;(n)| < 5 ¥n > ng. Assim, quando n > ng

M

> flx)

zeXy

#X

t t

/SQf,u—#i( Z f(ac)—l—/ (Po+...—i—Pt)M—/SQ(PO—i-...—i-Pt),u—I—ZSi(n)—ZSi(n)

" 2eXn $2 i=0 i=0

1

< /$2<f_(P°+"'+Pt))M‘+ X, Z [f(x) = (Py+ ... + P)]

g2

<= B+ B) oo + X D= (Rt ot B) o + Y [Si(n)

r€Xn i=1
<4ttt =
-+ -+t—=c¢€
-3 3 3t
O que mostra que
) 1
Tim. X > flx) = S2f(%‘)u

para uma fungdo continua arbitréria f. Portanto { X, }°° , tornam-se equidistribuidos em $2 . [J
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2.3 SL>(R)
O semiplano de Poincaré H consiste no conjunto
H={z=2+iy e C;Im(z) =y > 0}
equipado com a métrica nao euclidiana
ds* = y2(dz* + dy?)

tem-se também uma medida derivada diretamente dessa métrica, que pode ser escrita em termos
da medida de Lebesgue como

do(2) =y 2dxdy.
Outros fatos importantes sobre H sdao (Veja (3, p.11-35)):

(1) Asisometrias de H sdo as transformag¢des de Mobius, i.e., sdo as fungdes do tipo

b
) = Rt be=1
ou as transformacdes do tipo
() =ZF0 b edeRad—be=1
g cz+d 7 ’

(2) A medida do definida anteriormente é também invariante por transformacdes de Mobius.
(3) As geodésicas de H sido as retas perpendiculares ao eixo real e os semicirculos com centro
no eixo real.

(4) Dados dois pontos 21, 2o pertencentes a IH, existe uma isometria de IH que satisfaz gz; = 25.

SLs(R) é definido como o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 de entradas reais de

determinante 1 agindo em C U {oo} através da a¢do
<a b> az+b
Zz— —
c d cz+d

b
onde definimos, dado vy = ¢ 4 € SLy(R), que y(—d/c) = cosec # 0, y(c0) = 0o se
c

c=0,evy(c0) =a/csec#0.

Definicdo 2.3 Serd dito que um elemento o € SLy(R) é:

(1) Eliptico se a equacdo oz = z tem duas solucoes zy, Zy, com zy € TH.
(2) Parabdlico se a equagdo oz = z tem uma tinica raiz em R U {oo}.
(3) Hiperbdlico se a equagdo oz = z tem duas raizes em R U {o0}.

Obs: Observe que uma manipulagdo em oz = z resultard em uma equagdo polino-
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mial de segundo grau com coeficientes reais em z, portanto « vai se enquadrar em exatamente

um dos casos citados na defini¢do.

Seja I um subgrupo de S Ly (RR). Dados z, w pertencentes a HURU{ oo}, definimos
I'' ={aelaz =z}sezpertencea H, ', = {a € I;a(o0) = o0} ,el,, =T, NT,.
Dizemos também que um elemento 2z, de H U R U {oco} € um ponto eliptico, parabélico ou hi-
perbdlico de I' se existir v pertencente a I eliptico, parabdlico ou hiperbdlico, respectivamente,
tal que « pertence a I',,. Chamamos um ponto parabdlico também de cuspide ou ponto cuspidal
de I

a o .
Dado o = J pertencente a SLy(R) um elemento arbitrario, podemos munir
c
SLy(R) com anorma |a|* = a®+b*+c* +d?, e como |a| = | — «|, esta induzird uma distancia

cm PSLQ(R) = SLQ(R)/{[d, _[d}-

Definicao 2.4 Um subgrupo I" de S Ly(R) é discreto se I' é um subconjunto discreto de S Ls(R),
isto é, dado r > 0 real, o conjunto {a € T'; |a| < r} é um conjunto finito. Como consequéncia

dessa definigcdo, todo subgrupo discreto é enumerdvel.

Dado X espaco topolégico de Hausdorff e I' um grupo de homeomorfismos de X
agindo em X, dizemos que [' age em X descontinuamente se, dado x € X, a 6rbita I'z nédo
tem uma sequéncia convergindo em X. Ou de forma equivalente, todo subconjunto compacto Y’
de X € disjunto de wY’, para todo w pertencente a I', com a excec@o de um conjunto finito de

elementos de I'.

Proposicao 2.3 Seja I' um subgrupo de SLy(R), e defina Z(I') = {I;,—1;} NT. Fagca I =
I'/Z(T") visto como um subgrupo de PSLo(R). Entdo I' é um subgrupo discreto de SLy(R) se,
e somente se, I age descontinuadamente em .

Prova: A demonstracio desse resultado pode ser vista em (23}, p.17). [J

Definicao 2.5 Dizemos que um subgrupo I de PS Ly(R) é um grupo Fuchsiano se I € discreto

(ou, de forma equivalente, I age descontinuadamente em H).

Proposicao 2.4 Seja I' um grupo Fuchsiano e z € C U {oco}. Entdo, sobre o estabilizador T,
podemos afirmar que
(1) E ciclico e finito se z ¢ R U {oo}.

(2) Todos os elementos de 1", sd@o parabélicos e
r./Z() 7,

se z € RU{oo} é uma ciispide de I'.

(3)
FZLZQ/Z(F) 7,

se 21,29 € R U {oo} satisfazem T ,, ,, # Z ().
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Prova: A demonstracdo desse resultado pode ser vista em (23} p.18-19). [

Dado I" subgrupo de SLy(RR), dizemos que z, w pertencentes a H sdo equivalentes
em relacdo a ' se existir « pertencente a [' com az = w, ou, de forma equivalente, w pertence

al'z.

Definicdo 2.6 Um subconjunto F C H é chamado de dominio fundamental de um subgrupo I"
de SLy(R) se

(1) F é fechado e conexo em relagcdo a topologia usual de C U {o0}.

(2) int(F) é aberto e conexo em rela¢do a topologia usual de C U {oo}.

(3) Xint(F) Nint(F) = 0 paratodo A € I' — Z(I').

(4) Toda orbita de I' contém um ponto em F .

Proposicao 2.5 Todo grupo Fuchsiano 1" tem um dominio fundamental.

Prova: Veja (23, p.21-24). [

Proposicao 2.6 Se I' é um grupo Fuchsiano com dominio fundamental F e que satisfaz

dxd
/$2y<oo
F Y

entdo podemos escolher F de modo que cada um de seus vértices que pertence a RU{oo} seja

uma cuspide de 1', e que cada cuispide de 1 seja equivalente a algum vértice de F que pertence

a R U{o0}.
Prova: Veja (23, p.36).

2.4 SLy(Z)

S Ly(Z.) é definido como o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 com entradas inteiras
que possuem determinante igual a 1. Serd esse o subgrupo de S L,(IR) que vamos nos concentrar
a partir deste ponto, uma vez que este e seus subgrupos de indice finito sdo necessdrios para se

construir a definicdo de forma modular.

11 0 —1
Proposicdo 2.7 SLy(7Z) é gerado pelos elementos (O 1) e (1 0 )

1 1

10
wrlwh =
11

11 0 -1
Prova: Ponha 7 = (0 )e w = ( 0 ) , e seja D o subgrupo gerado por 7 e w. Suponha

D # SLy(Z). Como
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a 0
todos os elementos d) que pertencem a S Lo(Z) pertencerdo a D, uma vez que a = d =
c

10\ (10 o
+le = para todo inteiro n. Se
11 n 1

b
bo = min {[b]; 3 (“ d) € SLy(Z) — D}
&

ap by

entdo by € maior que zero. Faga um elemento yy = ( ) de SLy(Z) — D, e um inteiro n

Co d()
tal que |ag — nby| < by. Assim

1.n —by ag — nby
Yow T = .
—do Co — ndo

L7m pertence a D pela definigdo de by. Porém, isso implicard que y, pertence a

Portanto ygw™

D, contradicao. [

Proposicao 2.8 O conjunto de todas as cuspides de S Ly(Z.) é dado por QU {0}, e todas elas

sdo equivalentes a ciispide oc.
Prova: Denote por X C R U {oo} o conjunto das ciispides de SLs(Z). Primeiro observe que,

. a
se = pertence a X, entdo existe um elemento A\ = (

b
d) pertencente a SLy(7Z) tal que a
c

equagiio Az = z tem apenas x como solugdo em R U {oo}.Casoc # 0, 22 + (d —a)z — b =0
tem A = 0 e sua Unica raiz serd t = %l, que € racional. Caso ¢ = 0, temos claramente que

oo serd o unico ponto fixo de A. Portanto X estard contido em Q U {co}. Observe que oo é o

tnico ponto fixo de (0 1) , assim oo pertence a X . 0 também pertencerd a D, uma vez que é

. 0 . o .
0 Unico ponto fixo de (1 . Dado agora um racional ndo nulo r = £, ¢, s inteiros primos

gs +1 —q?

2

entre si, pode-se observar que 7 serd o tnico ponto fixo de ( )
S —qs +

> pertencente a
SLy(Z). Assim X = Q U {oc}.

Por ultimo, observe que 0 € equivalente a co, uma vez que 0 € levado ao oo por

0 —1 o . . .
(1 o | Eser = §, p € q inteiros primos entre si,um racional ndo nulo, o teorema de Bézout

. oA . . a b
garantird a existéncia de inteiros a e b que satisfazem ap + bg = 1, e portanto A = ( >
-q P

pertence a SLo(Z). Note que A\r = oo, portanto r serd equivalente a co. Daf todo racional é

equivalente a co. [
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A observagdo de que, para cada par de quadruplas (ay, by, ¢1,dy), (az, be, 2, do) dis-

tintas em Z*, se tem

\/(al — a2)2 + (bl — b2>2 + (Cl — d2)2 + (dl — d2)2 > 1

implica que S Ly (7Z) ndo tem pontos de acumulagio, ou seja, ¢ um conjunto discreto de S Ls(R),
logo um grupo Fuchsiano pela defini¢io Assim, de acordo com a proposi¢io SLy(7)

possui um dominio fundamental.

Proposicdo 2.9 O conjunto F = {z € H: |z| > 1,|Re(z)| < 1/2} é um dominio fundamental
de SLQ(Z)

Prova: Note que F satisfaz as condi¢oes (1) e (2) da defini¢do[2.6] Para comprovar a condigdo
(3), considere
1
U={z€H;|z| >1,|Re(z)| < 5}

d
um elemento de T" que satisfaz \U N U # (), e considere z pertencente a U tal que \z pertence

b
o interior de F. Queremos verificar que \U N U = () para A # {I4, —I;}. Seja A = (a )
c

a U. Pode-se assumir que /m(Az) > Im(z) por fazermos a mudanca de varidvel u = Az se
Im(z)
|cz+d|?

necessario. Entdo, observando que Im(\z) = implica em |cz 4 d| < 1, obteremos

lc|Im(2) < v/(cRe(2) + d)? + (cIm(z))? = |cz + d| < 1. (2.2)

VE]
2
que |¢| = 1 ou ¢ = 0. No primeiro caso, concluimos que |z £ d| < 1 por (2.2). Dai

2

Como z pertence a U, temos I'm(z) > %2 e portanto |c| < - Sendo ¢ um inteiro, temos entéo

1> |z+d]* = (Re(2) +d)* + Im(2)* = Re(2)* + Im(2)* + d* £ 2Re(2)d > 1 +d* —d > 1,

uma vez que |Re(z)| < 1 e d pertence a Z, absurdo. Devemos entdo ter ¢ = 0, nesse caso

1
A== 01 e Az = z+ b. Mas para termos ambos z e z + b pertencentes a U temos que ter

necessariamente b = 0. Dai A\ = +1;. Para verificar (4), fixemos z, € H. O conjunto

{j()\, ZQ) = |CZ() + d|,)\ = (Z Z) € SLQ(Z)}

g . . . a b
possuird um elemento minimo j(\g, zp). Pode-se concluir isso escolhendo \g =

c d
SLy(7Z) tal que |cRe(z) + d| seja o menor possivel. Entdo z; = Aoz satisfaz Im(\z;) <

Im(1) YA € SLy(Z), pois Tm(A\z1) = Im(Mozo) = 5l < <GH2; — Im(z). Mais do
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Figura 1 - Dominio fundamental de SLy(Z)

o
[ Cp— -
—

Fonte: FLENG, 2018, p. 61.

1 b
que isso, podemos supor que z; satisfaz |Re(z1)| < 1/2, ja que I'm 01 21 | =Im(z +

b) = I'm(z;) e podemos escolher b € Z satisfazendo |Re(z1 + b)| = |Re(z1) + b| < 1/2. Por-
tanto, escolhendo z; satisfazendo |Re(z1)| < 1/2, observe que Im(—1/z1) = Im(z1)/|x1]* <

Im(z) e dai |z;| > 1. Concluimos entdo que z; estd na mesma 6rbita de z,, que pertence a F.
U

O grupo SL4(Z) e seus subgrupos de indice finito sdo chamados de grupos modu-
lares. Alguns exemplos de grupos modulares importantes sdo os grupos de congruéncia mo-
dulares, que vamos definir agora. Dado NV inteiro positivo, definimos o grupo de congruéncia

modular principal I'( V') por

F(N)z{(a 2) € SLy(Z)|b=c=0mod N, aEdElmodN}.

Cc

Um grupo modular é dito um grupo modular de congruéncia se ele contém algum grupo de

congruéncia modular principal. Assim, sdo grupos de congruéncia modulares os seguintes gru-
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pos

[o(N) = {(Z Z) GSLQ(ZNCEOmOdN}

b
I'(N) = {(a d)GSLQ(Z)|CEOm0dN,azdzlmod]\f}.

Proposicao 2.10 Se N > 2 é um inteiro, entdo

[SLy(Z) : To(N)] = N ]2 +1/p).

p|N

Prova: Veja (23, p.106).

Corolario 2.1 Se N, g sdo inteiros positivos maiores que 2, q primo, entdo
[To(N) : To(gN)] < g+ 1.

Seja I' um subgrupo de congruéncia de SLy(Z) de indice m. Uma ideia que serd importante
quando formos tratar de séries de Poincaré é a de que, se F é o dominio fundamental de S Ly(7Z),

podemos tomar um conjunto de representantes ; do quociente S Lo (Z)/T" de forma que
.FI‘ = U ’YT./T" .
r=1

Seja um dominio fundamental de I". Observe que o conjunto @ U {oco} das cuspides de SLy(Z)
€ também o conjunto de todas as cuspides de ', que pode ser particionado em um nimero finito
de subconjuntos tais que dois elementos de um mesmo subconjunto sdo equivalentes em [', mas

dois elementos que pertencem a subconjuntos distintos sdo inequivalentes em relacdo a ' .

2.5 Funcao de Bessel

A equagdo diferencial de segunda ordem

2 PIG) | )

GV OR)

onde v representa um nudmero real, ¢ chamada de equacdo de Bessel, e o numero real v é cha-
mado de ordem da equacdo de Bessel, e as solu¢des de uma equagdo de Bessel sdo chamadas
de fungoes de Bessel. Sera suposto aqui que v ndo € um inteiro. Nesse caso, existe uma base

{Jy, J_,} do conjunto solugdo da equagio de Bessel de ordem v cujo os elementos sdo chama-
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dos de equagdes de Bessel de primeiro tipo, e estas sdo expressas como

0 (§)2n+v

To(z) = Z:%(_l>nn!F(n +v+1) 2.3)
B oo . (%)Qn—v
I-ol2) = 2(_1) nl(n —v+1)

Através de combinagdes lineares dessas duas solugdes podemos obter outras funcdes de Bessel,

como as seguintes

Y,(2) = (sinom) ![J,(2) cosvm — J_(2)]
(2 = Julz) +iYo(2) = (isinvm) ! [Jou(2) = Ju(2)e ]
HP(2) = Jy(2) —iY,(2) = (isinvon) "I, (2)e™™ — J_y(2)].

(2)
(2)
A funcdo Y, € chamada de funcdo de Bessel de segundo tipo de ordem v. J4 Hé”, H? sdo
chamadas de func¢des de Bessel de terceiro tipo de ordem v, ou simplesmente por fungdes de

Hankel. Da defini¢do, veja ver que as equacdes de Hankel safisfazem a relacio
Lo o go
JU(Z):ﬁ[H’U +Hv ]

Um fato que pode ser visto em (2) e que vai ser usado futuramente neste trabalho é a seguinte

forma integral de J,

c+100
2mid,(az) = z”/ eze(t=2""y—v=lqy (2.4)

—100
valida sempre que « for um real positivo e v for maior que —1.
As fungdes de Hankel admitem uma forma especial quando v = [ + 5 1 1inteiro, for

um miiltiplo inteiro de 1 5» que pode ser escritas como

l
(1) _ 1 —l-1 iz l+n
Hl+l(2) - (5 € Z l—n In!(2z2)"
n:O

1 -1 _ l—l—n)
(2) _ l+1 iz
Hl+%(z)—(§ Z l—n

Inl(2z)n

Tais formas serdo uteis quando se for estimar os coeficientes de Fourier de uma forma modular

de peso meio inteiro, no final do capitulo 4.
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2.6 Simbolo de Jacobi e Kronecker

Veremos nessa secdo um pouco sobre o cldssico simbolo de Legendre e de suas

extensoes, os simbolos de Jacobi e Kronecker.

Definicao 2.7 Considere p € 7. um primo maior que 2. O simbolo de Legendre (%) de um

inteiro a ¢ definido por

(%) = 1, se a é residuo quadrdtico médulo p

(%) = —1, se a ndo é residuo quadrdtico modulo p

(%) =0,sepla

Proposicao 2.11 Dado p>2 primo, o simbolo de Legendre ird satisfazer as seguintes proprie-
dades

(1) Se a = b(mod p) entdo <%> = (%)
@ (3) ()= (2)

(3) (Critério de Euler) (%) = a%(mod p).

(4) (Lei da reciprocidade quadrdtica de Gauss) Sejam p,q primos impares distintos, entdo

() (- o=

(5) (Suplemento a lei da reciprocidade quadrdtica) (%) =(-1)"=.

Prova: A prova de todos esses resultados podem ser conferidas em (22, p.88-94).L

Podemos estender o simbolo de Legendre para inteiros impares m, que chamamos
de simbolo de Jacobi. Para isso, primeiro definimos que (¢) =1Va € Z, (%) =1sea > 0
e (i) = —1se a < 0. Assim, dado um impar m cuja sua decomposi¢cao em fatores primos

-1
positivos seja wp{' py*...pp* (w = £1 indica o sinal de m) e a € Z

=06 G -G

Dessa defini¢do podemos concluir que, quando m € primo, o simbolo de Jacobi coincide com
o simbolo de Legendre. As propriedades do simbolo de Jacobi que iremos citar a seguir podem
ser observadas diretamente da defini¢cdo ou usando propriedades do simbolo de Legendre

(i) (&) =0se(a,m) # 1.

(i) Se a; = as(mod m) entdo () = (22).
(iii) Se by, by sdo impares, (ﬁ) = (ﬁ) (%)

@0 (52) = (2) () .

(v) Se m,n sdo impares primos entre si entao (%) (ﬁ) =(=-1)"z =.
vi) (Z1) = (1),
m2-1

i) (5) = (=1
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(viii) Se by e by sdo impares satisfazendo b; = by(mod 4a) entdo (ﬁ) = (i>
Por ultimo, podemos estender o simbolo de Jacobi para qualquer inteiro de forma similar ao

que fizemos para estender o simbolo Lagrange definindo

0, se a & par
a

(5) =4 1sea=+1(mod 8)
—1, se a = £3(mod 8))

(a) 1,sea <0

0, em outro caso

para todos os inteiros m e n.
Dado um inteiro ¢, uma fungdo y : Z — C € um caréter de Dirichlet (ou simples-

mente cardter) médulo ¢ se satisfazer as seguintes propriedades:
(1) x é periédica médulo g, i.e., x(n + ¢) = x(q) paratodo n € Z.
(2) x €é completamente multiplicativa,i.e.,x(mn) = x(m)x(n) para todos n, m € Z.
(3) xn # 0 se, e somente se, (n,q) = 1.
Assim, denotando a extensdo do simbolo de Jacobi por simbolo de Kronecker, essa extensao
possuird as seguintes propriedades

(i) (&) =0se (a,m) # 1.

(i) A fungdio z — (%) é um cardter médulo |al.
(iii) A fungdio x — (%) é um cardter médulo igual a 4|al, caso a = 3(mod 4), e médulo |al,

caso a = 1(mod 4) ou quando 4 divide a.

Os simbolos de Legendre, Jacobi e Kronecker, e suas propriedades, serdo muito tuteis no decor-

rer do capitulo 4.

2.7 Discriminante de um corpo de niimeros e nimero de classes

Faremos vérias afirmacdes nessa se¢do cujas demonstragdes podem ser vistas em
(24). Dado K/Q extensdo finita, dizemos que o anel de inteiros de K é o conjunto dos elemen-
tos de K que sdo raizes de algum polindmio ménico de Z[z|, e o denotamos por Ok. Por (24,
p-12-13) sabemos existir uma Z-base de Ok, visto como um Z-mddulo, que também é uma
base de K, visto como um espago vetorial sobre Q). Denotando por {0;}1<i<n, n = [K : Q], 0s

mergulhos de K sobre C que fixam Q e por {«y, ..., o, } uma Z-base de Ok, considere

d(ay, ..., ) = Det([o;(a;)])>.
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Este nimero € independente da Z-base de O escolhida, e é chamado de discriminante do
corpo numérico K, dx. O conjunto dos Ox-submodulos finitamente gerados de K podem ser

equipados com as operagdes de soma e produto
A+B={a+blac A be B}
AB ={)_a;bia; € A,b; € B},

e este conjunto, equipado com a operagdo de produto, € um grupo abeliano, o grupo ideal Jx
de K. O conjunto Px dos conjuntos do tipo aOk,a € K*, é um subgrupo de .Jx, chamado
de grupo de ideais principais de Of. Pode-se provar (veja (24, p.36)) que o grupo quociente
Ji | Px = Cl é finito, e o indice
hx = [Jk : Pk]

€ chamado de niimero de classe de K. Com esses conceitos ja estabelecidos, podemos citar
dois fatos que serdo fundamentais neste trabalho. Em Disquisitiones(9), Gauss provou que
r3(n) = #{(x,y,2) € Z*2*> + y* + 2> = n} estd relacionado a classe de nimero h,, da
extensdo quadritica Q(/—n),n inteiro positivo. Mais exatamente, se d denota o discriminante

de Q(v/—n), Gauss mostrou que, se n é livre de quadrados

- (- (3)

onde (£) denota o simbolo de Kronecker e I (n) o nimero de raizes da unidade em Q(y/—n),
que tem cardinalidade
4,sen =1
W(n)=<6,sen=23

2,sen=2oun >3

O outro resultado que serd importante aqui € o que Siegel provou, e que pode também ser visto
em (14):
hn >, |d|1/2_€.

Por ultimo, é conhecido que o valor de d para Q(/—n) é dado por

n, quando n = 1(mod 4)

4n, quando n = 2, 3(mod 4)

d =

2.8 Alguns resultados de analise

Serd enunciado em sequéncia uma série de resultados bem conhecidos que usaremos

no decorrer deste trabalho, veja (12, p.56) para ver a prova do primeiro resultado e (27)) para ver
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a prova do restante.
Definicao 2.8 Uma fungdo de contradominio C é denominada fungdo aritmética se seu dominio

€ o conjunto dos niimeros inteiros positivos, Ziy.

Teorema 2.1 (Soma por partes) Considere a : Zi~q — C funcdo aritmética, 0 < y < x reais e

.y, ] = C uma fungdo com derivada f' continua em [y, x|. Entdo
Y ¢ Y

y<n<z

onde A(t) =, ., a(n).
Defini¢do 2.9 Dados x = (11,...,14) e a = (ay, as, ..., ag) em R%, com cada inteiro a; > 0,
definimos

a __ a1 _.a2 aq
¢ =ax'ay’xyt € R

Definimos também o operador

o\ B 0%
or) — Ox} 0x5 .05
onde s, = ai + ... + aq.

Definicfio 2.10 O espaco das funcoes Schwartz em RY o é conjunto das fungées infinitamente

diferencidveis f : R — C que satisfazem

(2 st

sup < 00
zC€R4
para cada a = (ai,...aq) e b = (by,...,by) em RY, com a;,b; maiores que 0 para cada i.

Chamamos uma funcdo desse conjunto de fungdo de classe Schwartz.

Definicdo 2.11 A transformada de Fourier de uma fungdo de classe Schwartz f em RY é defi-

nida por

f& = | fla)e? " 9de,
R4

onde <,> denota o produto interno candnico do R®.

Teorema 2.2 (Formula de inversdo de Fourier- Versdo continua) Se [ é uma fungdo de classe

Schwartz em RY, entdo f também serd de classe Schwartz, e
fl@)= | e,
R4

Teorema 2.3 (Férmula do somatério de Poisson) Se f é uma fungdo de classe Schwartz em R?
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entdo

Definicdo 2.12 Seja F' : Z/NZ — C, N > 0 inteiro positivo. A transformada discreta de
Fourier de F' é definida por

F(m) = F(n)e 2™ mm/N ym ¢ 7,/NZ.

Teorema 2.4 (Férmula de inversdo de Fourier-Versdo discreta) Seja F' : Z./NZ — C, N > 0

inteiro positivo. Entdo

F(n) _ F(m)GQWinm/N‘

m=0
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3 FORMAS MODULARES

Sera apresentada nesse capitulo a nocao de forma modular. Primeiramente apresen-
taremos a definicdo e as propriedades bésicas de formas modulares de peso inteiro e de peso
meio inteiro. Logo apds, serdo definidas as séries de Eisenstein e de Poincaré, e concluiremos
que o conjunto dessas ultimas geram o espago das formas cuspidais. Tendo em mente o objetivo
de estimar os coeficientes de Fourier de formas cuspidais, serd apresentada no fim uma férmula

para os coeficientes de Fourier de séries de Poincaré.

3.1 Formas modulares de peso inteiro

b
Para cada \ = (a d) € SLy(Z) definimos
c

J\, 2) =cz+d.

Uma conta simples nos permitird ver que as seguintes relacdes sdo validas para todos os «,

pertencentes a S Ly(Z) e zem H

() J(aB, z) = J(a,B2)J (8, 2)
() J(a™h2) = J(a,at2)™!
(i) Im(az) = Im(z)/|J(a, 2)|%

b
Dados k inteiro, f : H - Ce X = ¢ y elemento de S Ly(7Z), definimos também
c

A (2) == T\, 2) " f(\2) Vz € H,
por ({i)) se pode concluir que

flkap = (flx) kB Vo, € SLa(Z).

Se f : H — C é holomorfa e k um inteiro par, dizemos que f € uma funcdo modular,
ou forma modular, de peso k em relagdo a SLy(Z) se f(vz) = J(v, 2)*f(z) para todo v em
SLy(Z) e f(z) é uniformemente limitado quando Im(z) tende ao infinito, isto é, dado € > 0,
existe M, > 0 tal que | f(z)| < € Vz satisfazendo Im(z) > M..

Uma fungdo modular satisfaz a relagdo f(z+ 1) = f(z) para todo z em H, uma vez

1
que 01 pertence a SLy(7Z), logo toda fun¢do modular em relagdo a SLy(Z) f pode ser

escrita da forma f(z) = g(e*™*#), onde g é uma fungfo holomorfaem D — {0} = {z € C;0 <
|z| < 1}. A expansdo de Laurent de g no ponto z = 0 fornecerd uma série > > a,,2" cujo 0s
coeficientes a_,, n > 0, sdo nulos, uma vez que a definicdo de funcdo modular implicard que g

terd de ser limitada nas vizinhangas do ponto z = 0.
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Definicéio 3.1 Seja f(z) = g(e(z)) uma fungdo modular. Se g(z) = > " a,z é a expansdo

de Laurent de g em z = (, definimos a série de Fourier de f como
“+oo
f(2) = gle(2)) = Y ane(nz).
n=0

E comum também a série de Fourier de f ser chamada de g-expansdo e ser denotada

do seguinte modo

+oo
f(z) =) ang",
n=0

onde ¢ = ¢*™*. Dizemos que uma fun¢do holomorfa f : H — C se anula no infinito se f(z)
tende uniformemente para 0 quando /m(z) tende a 0o , 0 que é equivalente a dizer que o termo

ag de sua g-expansao € 0.

Definicao 3.2 Considere I" um grupo de congruéncia e k um inteiro par. Uma fungdo holo-
morfa f : H — C ird satisfazer a condig¢do de modularidade de peso k em relagcdo a I" se para

todo o pertencente a I’

flaz) = J(a,2)" f(2).

Definicao 3.3 Uma fungdo [ que satisfaz a condi¢cdo de modularidade de peso k em relagdo
ao grupo de congruéncia I' é holomorfa na cispide p de T se, dado o« € S Ly(Z.) satisfazendo
a(o0) = p, a fungdo

2= flea(z) = J(a, 2) 7" fa(2))

for uniformemente limitada no infinito. Dizemos que f se anula na ciispide p se f|ra(z) tende

a zero quando Im(z) — o .

Com o defini¢do acima em maos, podemos estender o conceito de forma modulares

dado anteriormente para subgrupos de congruéncia.

Definicao 3.4 Seja f : H — C holomorfa, k um inteiro par e I' um subgrupo de congruéncia
de SLs(Z.). Dizemos entdo que f é uma forma modular, de peso k em relacdo a T se ela satisfaz
as seguintes condicoes:

(1) Satisfaz a condicdo de modularidade de peso k em relacdo a T

(2) fé holomorfa em cada uma de suas cuispides.

Denotamos o conjunto dessas funcées por My, (T).

Uma forma modular f que se anula em todas as suas cispides é chamada de forma
cuspidal, e denotamos o conjunto das formas cuspidais de peso inteiro k& de " por Si(I"). O

fato de existir N inteiro tal que I contenha I'(N) implica que I',, contém algum elemento

1 N 1
diferente da identidade, por exemplo (0 ) > Faca m = min {n € Z~o; <O T) € F}. Se
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f pertence a M (I"), temos que f(z + m) = f(z) para todo elemento z de H, e logo f*(z) =
f(mz) terd periodo 1. A exemplo do que se fez antes, podemos tomar f*(z) = > 7 a,e(nz),

e uma mudanca simples de varidvel nos dara

+oo —+00
£ = @™l =3 4,
n=0 n=0

e dizemos que essa € a série de Fourier de f no infinito. Considere p uma cuspide de [" e
a € SLy(Z) novamente satisfazendo a(c0) = p. A fungio f|ra(z) = J(a,2)7 % f(az) serd
modular de peso k em relagdo a o 'T'«v, sendo possivel entdo construir sua série de Fourier no
infinito exatamente como foi feito anteriormente. Assim, serd dito que a série de Fourier de f

em relacdo a cuspide p € a série de Fourier de f|,a no infinito, dada por

flealz) =Y aPe(7),

n=0

1
onde h = min {n € Z~o; (O T) € a‘lFa}. De forma equivalente ao que foi proposto

anteriormente, f se anulard na cuspide p se, e s0 se, a(()p )= 0. E importante ressaltar que essa
série estd bem definida, isto é, a série independe do « tomado satisfazendo «(c0) = p e depende

apenas da classe da cuspide p em relagdo a I' (veja (23, p.39)).

Proposicao 3.1 Seja f : H — C funcdo que satisfaz a condi¢cdo de modularidade de peso k

- s . E g .
em T, k inteiro par. Entdo f é cuspidal se, e somente se, f(z)Im(z)z é limitado em H.

Prova: Considere p uma cuispide de ' e &« € SLy(Z) satisfazendo a(co) = p, e m =

) 1 n .
min {n € Zo; (O 1) € a‘lfa}. Suponha primeiro que f(z)Im(z)

uma constante M > 0 em H. Entfo, usando que Im(az) = J(«o, 2) 2 Im(2)Vz € H

3 seja limitado por

[flrel2)] = [T (e, 2) * faz)] = [T (e, 2) FIm(az) 2 f(az) (Im(az))? |

< Im(z)_gM — 0

quando Im(z) — oo, e como p é uma cuspide arbitraria isso mostra que f é cuspidal. Suponha

Im(z)%. Paratodo v € I temos g(\z) =

agora que f é cuspidal, e tomemos g(z) = |f(z)
|FA2) | Im(A2)2 = |f(2)|Im(z)2 = g(z), logo s6 precisaremos analisar o comportamento de
g em relacdo a um dominio fundamental F de I', que podemos supor contido numa faixa — /N <
|Re(z)] < N para algum N > 0. Uma vez que I" possui um ndmero finito de ctspides ndo
equivalentes e que as "vizinhangas"do infinito seriam faixas do tipo {|Re(2)| < N, Im(z) >
('}, basta mostrar que f é limitada nas proximidades das cudspides de I'. De fato, retirando
vizinhangas de cada cispide do dominio F, obtemos um conjunto compacto, onde f € limitado

por ser holomorfa. Assim, tomando a ctispide arbitrariap e Y~ | a,e(22) a série de Fourier de



31

f em relagdo a cispide p, e novamente usando que Im(az) = |J(a, z)|2Im(2)Vz € H
k

glaz) = [f(az)[Im(az)?

k

= |flsa(2)[Im(z)>

b —1 —2nIm(z
= Zane (u) e 2TInUIm(z)
n=1 m

[NIES

— 0

quando Im(z) — oo, 0 que prova que g é limitada nas proximidades que qualquer uma das
cuspide de I'.[J

Vamos enunciar agora a nossa primeira estimativa a envolver coeficientes de séries

de Fourier de formas cuspidais.

Proposicao 3.2 Seja k um inteiro par e seja f em Si(I') uma forma modular com coeficientes

de Fourier a,, em relacdo a uma cispide p de I'. Entdo

a, < n*/2,

k
2

Prova: Suponha p = co. Pela proposicdo anterior, 3V > 0 satisfazendo | f(2)| < MIm(z) =.
Portanto, se f(z) = > ", aze(%2)

2m ) )
| a5 s < My
0

1
|an| = om
m

k 2w k P 2 .
Fazendo y = 2, obtemos |a,| < Lnz com L = Mew 2 2. Cilculo andlogo pode ser feito
¥y=x
para concluir que os coeficientes de Fourier em relagcdo as outras ctispides satisfazem a mesma

relagdo. [

Essa ndo € a melhor estimativa possivel para os coeficientes de Fourier de for-
mas cuspidais de peso inteiro. Ramanujan conjecturou, em um caso particular, que a, =
Oﬁ(nkz;l“). Este fato foi posteriormente demonstrado por Deligne em (J).

As formas modulares de peso inteiro sdo um caso particular de funcdes chamadas
formas automorfas, que estende o conceito de fungdes modulares a grupos fuchsianos quaisquer
de SLy(R). O conjunto das formas automorfas de peso inteiro k& em relagéo a um subgrupo
fuchsiano I' é um espago vetorial de dimensio finita sobre C (veja (23, p.57-61)). O argumento
usado para mostrar isto usa o fato de que se pode dar ao dominio fundamental de [ uma estrutura
de superficie de Riemann, e nesse contexto € possivel aplicar o teorema de Riemann-Roch. Tal
argumento pode ser adaptado até mesmo para provar a finitude da dimensao do conjunto das
formas modulares de peso meio-inteiro de peso k em relacao a I'((4V), N inteiro, fun¢des essas

que serdo definidas na préxima secao.
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3.2 Formas modulares de peso meio inteiro

Antes de mais nada, é importante evitar problemas ao se falar de raizes quadradas

nos complexos. E € esse o motivo que fez essa ser a primeira defini¢do desta secao.

Definicdo 3.5 Seja =z € C com forma polar z = r(cosf + isinf), onder > 0e 6 € (—m, 7).

Definimos a raiz quadrada do complexo z por

Vz =/r(cos(0/2) + isin(6/2)).

Se n é inteiro, definimos z2 = (\/2)".

Dado v em I'y(4), definimos o fator automérfico j(vy, z) por

: 0(vz
iy, 2) = 9(2)) :
onde a funcgdo theta 6 é definida por
+oo
0(z) = Z e(n?z).

) a
Pode ser visto que, se A = (
C

b
d) , entdo (veja (25, p.11-12))

C

in2) = (5) et ez + ),

d—1

onde ((91) indica o simbolo de Kronecker e e, = i("z )" ¢ igual a 1 ou i dependendo se d = 1
ou 3 (mod 4), respectivamente. Dizemos que uma fun¢do f : H — C satisfaz a condi¢do de
modularidade de peso k, k meio inteiro, em relacdo a I, subgrupo de indice finito de I'y(4), se
f(Az) = j(\ 2)** f(2) para todo A em I. Definiremos a partir de agora a série de Fourier de
uma funcio f que satisfaz a condicdo de modularidade de peso k, k£ meio inteiro, em relacdo a
['(N), N inteiro multiplo de 4, e para isso vamos fazer uma constru¢do um pouco mais complexa
daquela feita para formas modulares de peso inteiro. Tal constru¢do pode ser vista com mais
detalhes em (17, p.177-182) ou em (26). Considere GLo(Q)" o grupo das matrizes 2 x 2 de

determinante positivo e entradas racionais agindo em H U R U {co} da forma Az = %% para
cz+d

b b
todo A = <a g em GL2(Q)". Dados A = (a d) pertencentes a GLy(Q)" et € {£1},
¢ c

considere uma fun¢ao holomorfa ¢ que satisfaz

cz+d
vad — be

Observe que, para cada A em GLo(Q)", temos exatamente 4 possibilidades para a fungio ¢.

o) =t
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Considere agora o seguinte conjunto G
G={(\o)X e GL(Q)"}.

Pode-se mostrar (veja (17, p.179)) que G equipado com a seguinte operacao

(A1, 01) (A2, 2) = (M1 A2, 1 (X22)2(2))

é um grupo, e a fun¢do P : G — GL,(Q)™ definida pela projegéo (A, ¢) — A é um homomor-
fismo entre esses dois grupos. Dado £ = («, ¢) € G e h : H — C, definamos

hlkle] = ¢(2)7*n(az)
h(z) = h(az).

Uma conta simples nos mostra que h|[£1&2] = h|k[&1]|x[€2]- Dado I' subgrupo de I'y(4), defina

os seguintes subgrupos de G

G = {(\o);) € SLy(Z)}

Gl = {((é T)J);neZ}

= {(nJjx2) A el
It = {wel*ws=s}

S

Seja agora s uma cuspide de I' e £ = («, ¢) em G tal que aco = s. O conjunto £'T*¢ estd
1

claramente contido em G!_, e pode-se mostrar (veja (17, p.181)) que existe ( 01 ,t) em

Gl com( > 0 tal que

—Ipre = LBy i

e mais que isso, tal elemento gerador depende apenas da classe da cuspide s em relacdo a I
J

l
. Se s = oo, entdo ', = {+ 01 ,j € Z} onde | > 0, e como f satisfaz a condi¢do

de modularidade de peso k em I" temos que f(z 4+ [) = f(z) para todo z em H, e portanto

podemos tomar a série de Fourier de f em relacdo a oo como

+oo +oo
f(Z) _ Z an€27mzz/l _ Z anqn.
n=—o00 n=—00

j
11
No caso particular I' = T'(4N), como T'(4N ), = { (0 1) ;] € 7.}, a série de Fourier de f
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no infinito torna-se . N

f(Z) _ Z ane27rniz _ Z anqn‘
Caso s # oo faga g(2) = f|k[¢](z). Observe que, pela defini¢do de I'™* , temos f|k[w] = f Vw €
I'*. Portanto, dado £~ 1wé em +£71T%¢

glu[EE T we] = fli[EEETwE] = fllwé] = fllE] = g,

1 1
logo g € invariante por +=£1T*¢, e consequentemente € invariante por ( ( 1) )
11

() = gl (O ;

) D)(z) = t%g(z +1).

Por tltimo, tomando t2* = ¢*™" onde r = 0,1, 1,3, e F(2) = e 2"/l g(z)

F(Z + l) _ t—2ke—27ri7‘z/lg(z + l) _ e—27rirz/lg(z) _ F(Z)

Assim, definimos a série de Fourier de f em relacdo a ctspide s como a série obtida através da

+oo 2minz/l.
T ane :

funcdo F'(z), que pode ser escrita como F'(z) =

+00 +oo
g(Z) _ Z &n€27rzn(z+r)/l _ 627rzrz/l Z anqn'

n=—0oo n=—oo

Em particular, se I' = I'(4V), N inteiro, temos

+oo
g(Z) _ Z an62mn(z+7")‘

n=—oo

Dizemos que f é meromorfa em s se existe um inteiro m tal que a,, = 0 para todo n < m,
holomorfa em s se a,, = 0 paratodo n < 0, e que f se anula em s se a, = 0 para todon < 0.
Agora temos condi¢des de definir o que ¢ uma forma modular de peso meio inteiro k, como

faremos a seguir.

Definicao 3.6 Seja f : H — C uma fun¢do holomorfa e k € %Z — 7. Dizemos que [ é uma
fung¢do modular, ou forma modular, de peso k em relagdo a T'y(4N), N inteiro, se

(1) f(vz) = (j(7,2))* f(2), para y € Ty(4N)

(2) f(z) € holomorfa em cada ciispide.

Novamente chamamos uma fun¢do modular de peso meio inteiro £ que se anula em
cada cuspide de forma cuspidal. Conforme fizemos com as formas de peso inteiro, denotamos o

conjunto das fungdes modulares de I'g(4 V') de peso k por M (I'g(4N)), tal como o conjunto das
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formas cuspidais de M (I'o(4N)) por S(I'¢(4N)). Usando um raciocinio andlogo ao feito nas
proposigoes|3.1/e observando que a fungdo G(z) = |Im(z)? f(z)| é invariante em I'y(4N)
para todo f em M (T'4(4N)), concluimos que também séo vdlidas as seguintes afirmagdes para

0 caso meio inteiro

Proposicao 3.3 Seja f : H — C funcdo que satisfaz a condigcdo de modularidade de peso meio

inteiro k em To(AN). Entdo f é cuspidal se, e somente se, f(z)Im(z)2 é limitado em H.

Proposicao 3.4 Seja f € Sp(T'(4N)), k meio inteiro com coeficientes de Fourier a,, em relagdo
a uma cuspide p de I'. Entdo

a, < n*/2,
Considerando Si(I") como um espaco vetorial sobre C, podemos tomar nele um produto in-
terno chamado produto interno de Petersson. Dados f, g elementos de Si(I') e F o dominio

fundamental de I', esse produto interno € definido por

(f,g) = /F f<z>ﬁfm<z>kdj‘§y.

Observe que f(z)g(z)Im(z)* é invariante por I, logo a integral acima independe do dominio
fundamental escolhido. Mais ainda, pode-se concluir que esta integral converge.
E possivel generalizar a nogdo de fungio theta para um polindmio harmédnico esfé-

rico P de grau v > 0 em R". Dado r > 0 inteiro, definimos

t=00
= > Pme(lmPz)=>_ | Y P(m) | e(tz). (3.5)
mez" t=0 \ |m|2=t

Proposicao 3.5 Se P for um polinomio harmonico esférico de grau v > 0 par, a fungdo 0p

definida acima é uma forma modular cuspidal de peso 5 + v.

Prova: Considere A uma matriz r X  simétrica cujo todos seus autovalores sdo positivos (posi-
tiva definida). Um polindmio homogéneo de grau v, P(x1, ..., x,.), com coeficientes complexos

€ dito um polindmio esférico de grau v com respeito a A se ele satisfazer a relagdo

A P = Zbda - =0,

1,j=1

onde A~' = [b;;]. Tomemos também % um vetor coluna de tamanho r ¢ um inteiro N que
satisfacam
(1) NA~! é uma matriz com coordenadas inteiras.

(2) Ah € um vetor coluna de tamanho r onde cada elemento € um inteiro multiplo de N.
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Definimos a funcao

t
0 (b, AN P) = Y P(m)e(?ﬁgnz).

m=h(mod N)

Se k = r/2 + v, pode-se usar a férmula do somatério de Poisson para se concluir que (veja (23,

p-185-191) ou (26)) 6* € holomorfa em H e que satisfaz as seguintes relagdes:

(1)
0°(—1/z;h, A,N, P) = (—i)"(Det(A)) " (—iz)f > e (t“”) 0*(z;h, A, N, P)
) ) ) Y 2N2 ) Y ) )
lez)z"
Al=0 mod N

2)

thAh
0*(z+2;h,A,N,P)=e¢ ( e ) 0*(z;h, A, N, P)

b
(3) Se A = (a d) € SLy(Z) satisfaz 2|b e 2N |c, entdo
c

. thAh Det(A) 2c\" _, ks
0*(A\z;h, A,N,P)=¢ (ab 2N2) ( g ) (E) e, (cz +d)*0"(z;ah, A, N, P),

onde (%) indica o simbolo de Jacobi.

b
Observando que o conjunto Wy = { (a d) € SLy(Z);2|b, 2N\c} satisfaz
c

. V2 0
2

pois
a b\ a 2b
o o= ,
c d 5 d
podemos concluir por (3) que a funcdo 0(z;h, A, N, P) = 6*(2z;h, A, N, P) satisfaz VA =

(a ’ € T'o(4)

. B 'hARY ([ Det(A)\ feN _, ko
O(A\z;h, A,N,P) =e (ab e ) ( y ) <E> e, "(cz+ d)"0(z;ah, A, N, P).

Observando que 0p(z) = 0(z;0, I, 1, P) e usando o fato de 2v ser miltiplo de 4 , concluimos
da afirmac@o acima que 0p satisfaz a condi¢do de modularidade para k = 5 +ve ' = I'y(4).

A defini¢do de 0p em (3.3) nos dé sua série de Fourier em rela¢do ao co, mostrando que ela se
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anula no infinito se v > 0. (1) nos d4 que
Op(—1/42) = (—4i2)*0p(2). (3.6)

Defina a funcdo g(z) = |Im(z)260p(z)|, ela é invariante em ['o(4) por fp satisfazer a con-
dicdo de modularidade de peso k em ['y(4). Pela proposi¢ao para provar que fp é cus-
pidal basta provar que g é limitada em um dominio fundamental de I'5(4), que podemos su-
por estar contido na faixa —3 < |Re(z)| < 3. Se 0p(z) = >
[Im(z)2e=2m M3 [S°°° a,,1€2™%| — 0 se Im(z) — oo, portanto existe uma faixa {3 <

|Re(z)] < 3,Im(z) > M} onde g é limitada. J4 da relagdo (3-6)),

o0

> ape®™M* entdo g(z) =

g(2) = |[Im(2)247F270p(—1/42)]

o0
= |]m(z)§4_kz_k|| Z ape 2|
n=1

= ‘[m(z)%4*szkef7rlm(z)/2|z\2 H Z anJrlefwin/Zz‘ 0

n=0

uniformemente na faixa —3 < |Re(z)| < 4 quando Im(z) — 0. Assim existe uma faixa

{—% < |Re(2)] < %,O < Im(z) < My}, com M, < M, aonde g é limitada. Por dltimo, g

é limitado no compacto {—3 < |Re(z)| < 1, M; < Im(z) < M,} por ser continua em H.

1

5;Im(z) > 0}, e assim também em

Portanto ¢ € limitada em toda a faixa {—% < |Re(z)] <
todo H. [J

Como vimos na proposi¢ao[3.4] os coeficientes de Fourier a,, de uma forma cuspidal
f de peso meio-inteiro £ também satisfazem a,, = O(n%) Com um certo trabalho, usando a
férmula de Petersson, que veremos no inicio do capitulo 4, e usando diretamente a estimativa de
Weil para somas de Kloosterman, somas essas que definiremos no inicio do capitulo 4, pode-
se provar que a, = Oe(ngfﬂ) , 0 que infelizmente ainda ndo € suficiente para resolver o
problema de Linnik na esfera. Essa estimativa ¢ o melhor resultado que se pode obter no caso

meio-inteiro, diferentemente das formas modulares de peso inteiro. De fato, se denotarmos por

) um cérater de Dirichlet médulo 4 com ¢)(—1) = —1 pode-se mostrar que a fungdo
0(z,0) = Y w(m)me(m*z)

3
2
um quadrado perfeito impar. No capitulo 4, adicionando as restrigdes £ > 2 e n livre de

¢ uma forma cuspidal de I'y(8) de peso 2 que satisfaz |a,| = 21/v sempre que v € Z for

o k_2 . .
quadrados, melhoraremos essa estimativa para a,, = O.(n2~77¢), para assim podermos aplicar-

la no problema de Linnik, no capitulo 5.
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3.3 Séries de Eisenstein

Seja I' um subgrupo de congruéncia, £ um meio inteiro maior que 2, p uma cuspide

1
de I' e o0 em SLy(Z) satisfazendo o(oc0) = p. Suponha que oI'yo ! = { 0 T ;n € Z} para

cada cuispide p de I'. Definimos a série de Eisenstein de I' em relacdo a uma cispide p como

Ef(z)= ) (jlo7"\2)7

Aelp\T

Em particular, se p = oo, a série se tornara

EF(z) = Y (G2

AL \I

Para analisar a convergéncia dessas séries, definamos a série "espectral"de Eisenstein. Fixe
s € C com re(s) > 1, defina

E(z,s)= Y _ (im(A\2))’,

AT \T

a demonstra¢do da convergéncia absoluta de F(z, s) em H, quando vista como fungio em z,

pode ser vista em (19, p.12). Para provar a convergéncia de £;° observe que

k
2

Im(2)3|EF ()| <Y ez +d| ™" Im(2)? = E(2,k/2), 3.7)

AL \I

portanto E°(z) converge absolutamente para k& > 2, e segue que E°(z) é holomorfa em H.
De forma similar podemos verificar a convergéncia e o holomorfismo de E}(z) . Podemos
observar que F} satisfaz a condi¢do de modularidade da seguinte forma: para todos 7, A em

SLy(Z) temos j(\, vz) = 2272 como consequéncia, dado v em T’

J(.2)
El(vz) = Y (o7 A\y2) ™
AET\T
_ G0N, 2) | o
A;,,\r( 7(v, 2) )
= (j(r,2)* D (il M, 2) 7,
AET\T

observando que Ay varia entre representantes de todas as classes de I', \ I enquanto A\ também
o faz, concluimos que E¥(vz) = (j(7, 2))** E}(z). Para analisar o holomorfismo nas cdspides,
considere p; = 00, pa, ..., P, cUspides inequivalentes de I' de forma que toda cuspide de ' seja

equivalente a uma dessas ctspides. Dado i € {1, ...,m}, pode-se mostrar que F,’(z) se anula
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na cuspide p; se j # i, e

lim, ), BV (2) =2,se —I; €T
lim, ,,, E}'(2) =1,se —I; ¢ T

Esse resultado, que pode ser visto em (25, p.18) tem como consequéncia direta o fato de que
cada elemento de M (I") pode ser escrito da forma g+ h, onde g € Si(I") e h € uma combinacao
linear finita das séries de Eisenstein de T' em relaco a cada uma de suas cispides. E possivel,
por exemplo, verificar esse resultado para £;°(z) no caso em que p; = p; = co. Supondo, sem
perda de generalidade, que —/,; pertence a I', a convergéncia absoluta de £;° em IH nos garante

que
lim EX(2) = lim (j(\ 2))" % =2,
Im(z)—o0 k ( ) )\EFZ\F Im(z)—)oo(j( ))
pois lim, . (5(), 2)) 2% # 0 somente quando \ pertence a 'y, /; ou 'y (—1,), € nessas exce-

coes temos o limite valendo 1.

3.4 Séries de Poincaré

Dado N inteiro miltiplo de 4 e £ > 2 meio inteiro, a série de Poincaré de I'o(N)

em relacdo ao infinito é dada por

P(z,k) = > (G(A, 2)) " Fe(mAz),
AE(To(N))oo\To (V)
onde m = 0 é um inteiro. Observe que obtemos a série de Eisenstein de I'o(/N) em re-
lagdo ao infinito fazendo m = 0. Se m = 1, P, (z, k) serd majorada por Ep°(z), a sé-
rie de Eisenstein de ['((/NV) no oo, assim ela serd absolutamente convergente. Usando uma
conta similar ao que fizemos anteriormente para séries de Eisenstein, podemos concluir que
Pn(oz,k) = (j(0,2))*Py(z, k) para todo o € To(N). Novamente usando essa majoragdo
por séries de Eisenstein, pode-se concluir que P, se anula em cada cuispide inequivalente ao

infinito. Ja no caso oo, temos

lim Z (J(A, z))’%e(m)\z) =

Im(z)—o0
AE(To(N))oo\To(N)

Z lim  (j(\, 2))"%e(mAz) =0,

Im(z)—o0
AE(T0(N))oo\T0(NV)

logo P, se anula no infinito também. Concluimos dai que, se m = 1, P,, serd uma forma

cuspidal de peso k em relagdo a I'y(IV).
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Proposicao 3.6 Sejam f um elemento de S,.(I'g(N)) e m > 1 inteiro. Entdo

_ T(k-1)

< P, f>=a,———,
f (47T )k—l

onde f(z) =Y " | a,e(nz) é a série de Fourier de [ no infinito e I'(z) indica a fungdo gamma.

Em particular, o conjunto das séries de Poincaré P,,,m = 1,2, ..., geram Si(I'o(N)).

Prova: Seja F um dominio fundamental de I'y( V). Usando o produto interno de Petersson

(Puc) = [ Pul TG Im(:) 2

Y
- / >>2k<<m>%dmzwmkdﬁy
fAeF \1"
= /]__ Z e(m)‘z)mKC«Z—i—d)r%ykdx_gy
A€l \T
_ e(mz) FO) Im(\z p dxdy
! /fmz\r( ANODIMO) =5

_ 2 __ Om

onde usamos no penultimo passo que podemos escolher representantes A das classes de I, ,\I"
de modo que U\AF = {z € H; —% < Re(z) < %} . Dai (P,,, f) = 0 para todo m € Z- se,
e somente se, a,, = 0 para todo m € Z-, que é equivalente a dizer que f = 0. Portanto o

conjunto {P,,,, m > 1} gera o espaco vetorial de dimenséo finita Si(I'o(V)).OI

Calculemos agora o n-ésimo coeficiente de Fourier P,,(n) de P,,(z, k). Para isso,

1
faca aqui I' = I'y(NV) e observe que ', = { (0 T) in € Z}. Veja também que

Iwal'so =Ty, se a € £
1 s

Fooal'e = Jyey | @ ,sea ¢ £
0 1

Assim
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P,(n) = / P, (z,k)e(—nz)dz
= /0 A, 2) " Fe(mAz)e(—nz)dz

,\eroo\r
= 2/ e(mz)e(—nz)dz + Z Z/ ( S) L 2) e (m)\ (1 S) z—nz)
0 1 01
c#0 SEZ
AT oo \I'/Too
= 20pn+ Z / O\ 2)"Re(mAz — nz)dz,
AETo\I'/T'oo )

a b

onde tomamos \ = (
c

) . Uma conta simples pode nos mostrar que as classes de I'o,\I' /"o,

k
sd0 os conjuntos das matrizes (

k
) € T, onde ¢ e d(mod c) estdo fixados. Assim, continu-
c

ando nosso calculo e observando que Az = ¢ — —1
c c(cz+d)

20mn + Z / i\, 2)*Fe(mAz — nz)dz

AET oo\ Too
2k [ ma m
= W +2 2 (5) / dFe (T4 24
n+ ; e |3 7oo(cz+ ) e . ez 1 d) nz | dz
AET oo\ Too
o ma m
= 20mn+2 6_%( ) / cz—l—d_ke(————nz)dz
Nle (cd)
o c>0 d(mod c) ¢ ’ d > ¢ 62(2 + d/C)
Nlc (e,d)=1
_ 95 5 —k e\ o (ma\ [ . [—m d J
= mn + ;c d(%)(:i) o e(T) _ooz e @—n(z—z) z
Nle (e, d)=1
2% d 00 _
= 20mn+ 220_’g Z <§> 6;2k6 (m) / 27k (Tm - nz) dz
c>0 d(mod c) ¢ - 'z
Nle (d,c)=1

Entdo, usando uma variagdo da representacdo da func¢io de Bessel enunciada em (2.4), encon-
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tramos que

. (k=1)/2 4r/mn\ K( )
m K T/ Mmn m,n,c
P,(n) = Q—n(kfl)/Z Omn + 271 E Je—1 ( . > . :
c>0
Nlc

onde

K(m,n,c) = Z <§>2k e e (M) .

d(mod c)
(d,c)=1

Fazendo n = m obtemos

Proposicio 3.7 Se P,,(n,To(N)) denota o n-ésimo coeficiente de Fourier da m-ésima série de

Poincaré de I'y(N) relativa ao peso meio inteiro k, k > 2 e 4|N, entdo, paran > 1

) dmn K
Po(n, To(N)) = 1+27ri_kZJk_1( 7(‘:") (n.n,¢)

C
c>0
Nlc
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4 UMA ESTIMATIVA NAO TRIVIAL DE IWANIEC

Nesse capitulo iremos fazer um esboco da prova da estimativa ndo trivial para
coeficientes de Fourier de formas cuspidais de peso meio inteiro obtida por Iwaniec em (15).

Nesse artigo, Iwaniec trabalha principalmente procurando estimar formas bilineares do tipo

BX,Y)= ) > X, Y, )

A<a<2A B<b<2B
(a,b)=1

onde @ e b indicam os inversos multiplicativos de a e b médulo b e médulo a, respectivamente.

Esse tipo de forma € obtida quando somas de Kloosterman sdo somadas, e isso € feito com o

objetivo de se explorar cancelamento de termos entre as somas.

Teorema 4.1 (Iwaniec(15),1987) Seja N inteiro com 4|N e k um meio inteiro maior que 2.
Fixe f € Si(I'o(N)), e seja a,, o n-ésimo coeficiente de Fourier de f. Se n é um inteiro livre de
quadrados, entdo

a, <. nk/272/7+e'

Para comecarmos a prova desse teorema, primeiro escolheremos uma base ortonor-
mal fi, fa, ..., fr de Sk(I'o(N)) em relagdo ao produto interno de Petersson. Pela proposic¢ao
se denotarmos por P, a m-ésima série de Poincaré de I'y(NV)

Voo k=1
<Pmafl> Z( )(47rm)k—1’

onde
fi(2) =Y aj(n)e(nz).

O fato de f1, fo, ..., fr formarem uma base ortonormal implica que

Pn(z) = Z(Pm,fﬁfj(z)
2 .
= Z(Pm,fﬁ (Z aj(n)e(nz))
— Z (Z(Pm,fj)aj(n)> e(nz).
Concluimos entdo que
R R
Pu) = S (Ps Fastn) = G S o). @8)
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Usando a proposicdo encontramos a férmula de Petersson para quando m = n

R

I'k—1 _ K(n,n,c 4mn

WE laj(n)] = 142w %J;ﬁ_l (T) (4.9)
=1 0

E através dessa importante relagdo que estimamos |a;(n)|, € como esses sdo os coeficientes de
Fourier de uma base ortonormal de Si(I'g(/N)), serd suficiente provar a estimativa do teorema
para esses coeficientes.

4.1 Somas de Kloosterman

Dados t inteiro fmpar e m, n, ¢ inteiros, a soma de Kloosterman generalizada K;(m, n; c)

e a soma de Salié S(m,n; c) sdo definidas como
L . (C md + nd
Ki(m,n;c) = Z €5 (a> e (T)
d md + nd
S(m,n;c) = Z (E) e (T) )

onde d indica o inverso multiplicativo de d médulo c. Na sequéncia deste capitulo usaremos
com frequéncia a notacdo u para indicar o inverso multiplicativo de © com respeito a algum
modulo v sem mencionarmos qual v € considerado, isto serd facilmente indicado pelo contexto.

Por exemplo, na fracao %, T sempre significard que Tz = 1(mod y).

Proposicio 4.1 Seja ¢ = qr com 4|r e mdc(q,r) = 1. Entdo

Kt (ma n; C) = thqul (mqa nqa T)S(m?> n77 Q)

Prova: Se r = 4w com w € Z, entdo, dado [ inteiro impar

(7) - (4Tw> B G) (7)= (l+44w) (l+w4w) - (lir)'

Portanto, se I’ = I(mod r)), (3) = (4). Quando z e y percorrem, respectivamente, todas as
classes de (Z/qZ)* e (Z/rZ)* , d = xrT + yqq percorre todas as classes de (Z/cZ)*. Veja
que d também ¢é impar, tal como g. Assim, usando a lei da reciprocidade quadratica e o que

vimos acima

5= - (@ -0 (2) ()
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Observe que, como d = y(mod 4), 4 = €, e que

temos

Ki—g1(mg, ng;r)S(mg,ng;r) =

2 o () (mem) (5 () -

y(mod r) z(mod q)

T eter! <_> (g) . (m(quJrﬁw) J;:L(m(QWJrrﬁ)) _

z(mod q)
Z e’ (2)6(@) = Ki(m,n;c) O

y(mod r)
d(mod c))

Usando uma prova similar (e mais simples) que a da proposi¢cao anterior, pode-se

concluir que

Proposicdo 4.2 Seja q impar, ¢ = uv com (u,v) = 1. Entdo

S(m,n;q) = S(mu,nu;v)S(mv, nv; u).

As somas de Salié possuem as seguintes propriedades:

Proposicdo 4.3 Sejam m,n,q inteiros satisfazendo (m, q) = (n,q) = 1. entdo
(1) S(m,niq) = (%) S(1,mn; );
(2) Se (%) = —1, entd@o S(1,m;q) = 0;
(3)
S(1,n%,q) = e,/q Z e

z2=1(mod q)
Prova: Para provar (1) faca y = mx, r = my e T = my, entdo

o = 3 ()o(255)

z(mod ¢

SIOSS

y(mod q)

- (%) S(1,mn,q).
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Para provar (2)

o = T ()(5)

(mod q)
<T) (f + ma:)
- > ()
(mod g) 1 1
= S(m,1;q)
m
(7)
portanto (%) = —1 implica em S(1,m;q) = 0. Provar (3) vai ser um pouco mais trabalhoso.

Primeiro lembremos do classico resultado sobre soma de Gauss (Veja (4, p.12-16))
L fan? a
()= ()
n=0 q q

onde ¢ é um inteiro positivo impar e (a, q) = 1. Definindo, para m, s € Z

cim) = 3 e ("2 enatm) = > ("),

0<A<s
(A,s)=1

observe que ng(m) € s, se s divide m, e é 0 caso contrario. Agora, observando que
s—1

ne(m)=> e (””’%) => > )e (%A) = cq(m).

A=0 dls A(mod d d|s
(d,A)=1

Fixando m e considerando c(m) como uma fung¢io aritmética em s, usamos a inversdo de

Mobius para concluir que

co(m) = u(s/d)na(m) = u(s/d)d, (4.10)
d|s d|s
| o
onde u € a funcdo de Mobius. Agora sim podemos comecar a prova de (3). Seja

h(n) = S(,n%q) = Y (§>e<x+qn2f)

z(mod q)

uma fun¢do com dominio n = 0, 1, ..., ¢ — 1. Calculando a transformada discreta de Fourier de
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h, temos

ol
= Z (& —_
z(mod q) q n(mod q)
A2 - _§ l2
- 2 G650 2 )
o \a) q q
z(mod q) n(mod q)

- Z () 5 (W) a)

z(mod q) n(mo

onde usamos o resultado sobre soma de Gauss na ultima passagem. Dai
) = e 3 ¢ (20— Tm)) = ey (1~ ).
q
($7Q):1

Usando a férmula de inversao de Fourier e observando que ¢ é impar, temos

o =y 32 o ()

m(mod q)
1 _
= - Z e (m) eq/qcq(1 — 4m?)
q q
m(mod q)
£ mn
= L e <—) > u(g/dyd,
\/_ m(mod q) q dlq
dlm?—4

onde concluimos que

h(n):%de(q/d) 3 e(%) @.11)

d|q m(mod q)
m?=4(mod d)

Fixe d|q com d # ¢. Olhemos agora para a soma

Qn,d.g):= > e (%) .

m(mod q)
m?=4(mod d)

Considere ¢ = db,b > 1. Para cada mg(mod d) solu¢do de m* = 4(mod d) temos que
m = my + Ad(mod q), A € Z/bZ, serdo b solugdes distintas de m* = 4(mod d) médulo g.
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Portanto

i £ T8 5 5 )

m2=4(mod d) A\(mod b) m2=4(mod d) A(mod b)

Observe que (n,b) = 1 implica

portanto

Logo, segue de (4.1T))
€ mn
h(n) = —L e(—). O
w=% ¥ (5

m(mod ¢
m2=4(mod q)

Um coroldrio importante que podemos concluir dessa proposicao € que, se g € impar

9)) . (4.12)
a

e (n,q) =1, temos

®I®I

S(n,n;Q)Z( )equ ( (

ab= q
(a,b)=

De fato, usando a proposi¢ao 4.3| obtemos

st = (2) st = ()i X etz

z2=1(mod q)

Usando o teorema chinés dos restos e o fato de que 2> = 1(mod p®) tem somente duas solu¢des
médulo p® quando p é primo e « inteiro positivo, pode-se concluir que os conjuntos {(aa —
bb)mod q; (a,b) = 1,ab = ¢} e {x;x € Z/qZ,v* = 1(mod q)} sdo iguais. Portanto

> e2an/g)= ) e(2n( —g)>

z2=1(mod q) ab=q
A partir deste ponto, £ sempre denotard um meio inteiro maior que 2. Com isso em

| 2l

de onde concluimos o corolario.

mente, o proximo resultado visa obter uma férmula para Ksy(n,n, c¢) similar a formula obtida

para S(n,n, c).
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Proposicao 4.4 Sejam n,c,q,r inteiros que satisfazem c = qr, (2n,q) = 1, r|(2n)>, 8|r. Entdo

Ku(nmse)=va > e f(29)[(1+7°) <%>+(1—¢8> (_—W)]

s(mod r/2) q
ar br  sab
ab=q
(avb):
onde
T

d(mod )
d+d=2s(mod r)

Prova: Pela proposicao@.1|e pelo item (3) da proposi¢ao
Kop(n,nic) = Kopg1(ng,ng; r)S(nT, nT; q) (4.13)

— Kop g1 (0, 03 7) (200 <? ))) 4.14)

3
N
[\)
S
—
<l
|
Q|

Q|

Koy (01 7) (g0 (%) ))) @1s)

Faca w = 2k — ¢ — 1. Veja que

Ky(ng,ngir) = > e;" (g%(@)

d(mod )
(d.r)
_ r q
e e
S ooy (5)]e(»h)
s(mod r/2) “d(mod 7)
2ts d+d=2s(mod )
_ qs
= 2 w —
Z e,V fr(2s)e (Zn . > ,
s(mod r/2)
2s

onde usamos o fato de que 4 = £,4,3, pois d = d(mod 8). Pode-se mostrar com uma conta

simples que
—1
2e,677 = (1 +4%) + (1 — %) (—) :

q
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Portanto, por (4.15))

Ku(nmc) = 2 % Es_wfr(Qs)e(szS) « | 2t (ﬁ) T e(2n7(%—g))

s(mod r/2) ab=¢q
2{5 (a,b):l
1 1g=2k nr ar br,  2ngs
G| Y aeete o (2@ -
(mod 7/2) q ab=q a r
2+3 (a,b:l
— b b
i Y ) (B -0 (2 )k 3 e (anf - 2 20)

(n,n;c) = 0 a menos que

Prova: Suponha que (c,n)? 1 ¢. Entdo existe um primo p > 2 que satisfaz p || nep || ¢, ou
seja, (n/p,p) = (¢/p,p) = 1. Faga w, = (—1)%1. Dai, pelo teorema chinés dos restos e do

fato de x = y(mod ¢/p) implicar x = y(mod 4), teremos

Kame) = Y ot (5)e(M2D)

R / (n/p)( )
_ o (clwp (wopy  ((/p)(w+ )
_ %%Cg)ew( ) () ()
- ) ) 2 )
= 0.

Uma vez que, jad que x — ( %) € cardcter modulo p, o somatdrio de simbolos de Kronecker se

anula. [

Proposicao 4.6 Paraqg > 1e X > 1 temos

= ()

1<z<X

11 _
< (m,q)2q27(q) log 2 + (m,q)q '7(q) X.
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Prova: A conhecida estimativa de Weil (veja (13, p.399)) nos da

T (M) < (m.d, ) q¥r(q). (4.16)

z(mod q) q

Usando a férmula de inversdo de Fourier para uma fungéo f periédica em z(mod ¢) obtemos

doofw) = > > fw) ()

1<z<X 1<z<X u(mod q)
U —uy
SR IKICH D WA
1<2<X u(mod q) 174 y(mod q) 1
1 T —uy
- Y () w2
—q/2<u<q/2 qlSwSX q y(mod gq) q

Seja

1<z<X

entdo A\(u) = (%) e(%)g~! caso u # 0, e A(0) = X/q. Logo, se 1 < |u| < q/2,

e(u/q)— q
observando que |e(mz) — 1| = |sin7z| e que |sin7y| > 2y quando 0 < y < 1/2

- -1
|/\(u)| ’SH}WXU/CA -1 S : q < 1 )
| sin u/q| |sinmu/q| = 2|u|

Portanto

> fla) ——Zf = > Aw Y flw)

1<z<X ;r(mod q) 1<|u|<q/2 z(mod q)
< 3 g X osee()) @)
lﬁluléq/2 z(mod q)

Tomando f(z) =e (mTE) observe que

S s =| = e(%F)] =t

z(mod q) z(mod ¢

onde ¢4(m) é como a definida na proposi¢ao Usando @.10)), concluimos que

> 1@ =lelm) = | 3 vn(})| < (m,a)r() (4.18)

z(mod q) v|(m,q)
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Logo, por (4.16),@.17) e (4.18)), temos

() s X 2 )z ()

1<zex N4 1<]ul<q/2 2(mod q)
(Iv(I):l

<Y gatmuateno)+ S ma)r)

1<|u|<q/2

11 _
< (m,q)2q27(g)log2q + (m,q)m(q)Xg~". O
Proposicao 4.7 Seja n inteiro livre de quadrados e c um miiltiplo de 8. Entdo

| K (n,n;c)| < (n,c)l/zcl/zT(c).

Prova: Seja ¢ = 2%¢ = 2“uv, com ¢ impar e (u,n) = (u,v) = 1. Das proposicdes @4.1]e 4.2}
concluimos
Ki(n,n;c) = K;_g1(ng, ng; 2%)S(n2%, n2%; q) (4.19)

S(n2%,n2% q) = S(n2°v, n2°0; u) S (n2%u, n2°u; v). (4.20)

Primeiro voltemos a aten¢do a K;_,1(ng, ng; 2%) = Ky(n',n’;2%) e facamos o = 23+75, onde
ro = 0 ou 1 ¢ oresto da divisdo de a por 2. Observe que a fungdo n(d) = €,° (%) =" (£7)
é periédica com periodo de tamanho 8. Se 3 < 3, entdo |K,(n/,n’;2%)| < 2° = 32. Se

B > 3, entdo n(2°+"2x5 + 1) = nx;, onde z, varia médulo 2° e z; varia médulo 2°+72. Todo
elemento de Z /2“7 pode ser escrito da forma 2°"22, + 11, este cujo o inverso médulo 2% pode

ser expresso como 25472y + 11 = —77 + 2°722,77(mod 2). Portanto

Ktz = Y e (M)

= > ?7(%)6(@) 3 6(71(1—2—?12)%‘2>

x1(mod 28+72) x2(mod 2P)

=27 3" pa)e (@)

x(mod 28+72)
28|n(1-72)

Sendo n livre de quadrados, 2°|n(1 —z?) implica em 72 — 1 = 0(mod 2°~!), de modo que T =
+1(mod 2°~2). Portanto, poderdo haver no maximo 16 solugdes médulo 2°+72 que satisfazem
n(1 —7?%) = 0(mod 2°), e assim

|K,(n/,n;2%)| < 28 < 292, (4.21)
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Por (#:12)), observando que 1 = (n,u) = (2°vn, u), obtemos
|S(n2°7, n29T; u)| < w27 (u). (4.22)

Por outro lado, sendo n livre de quadrados e pela defini¢do de v, (n,c) > (n,v) = v. Assim,

por (#.19).@.20).(@.21) e (4.22)

| K (n, ;)| < 292027 (u)o < (n, e)Y2c %7 (c). O

Obs: Pode-se mostrar que esse fato é bem mais forte que o demonstrado aqui. De fato, Iwaniec

em (16) cita que, para todos os inteiro positivos n € ¢, vale
Ki(n,n;c) < (n,c)Y2c?7(c).

4.2 Somatorio de somas de Kloosterman

Iremos supor a partir daqui que n € um inteiro livre de quadrados. Focaremos agora

em procurar uma estimativa que envolva

v _1 2un
Ké)(x) = Zc ;K%(n,n; c)e (—> ,

&
c<x
Qle
comv = —1,0,1 e 8|Q, e, enquanto o valor de v ndo for fixado, denotaremos K g’ ) apenas por

K. Usando a proposi¢do 4.7 obtemos

[Ko(2)| <Y ¢ 2| Kop(n,nic)] <D (n,0)27(c <Zd22 (4.23)

c<z c<zx c<z

Qle Qle [d,Q]le

Usando que 7(z) <,

Q) e A Q- (4.Q)
2L LG T g

dn

e observando que (d, Q) < d

r(d, Q) _ nQ nQe,
%;d 0] <0 (n)(n,Q)? <« —~ 5 Q)= (4.24)
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Assim, usando (4.23) e o fato de que ), 7(b) < zlog x e de que T(ab) < 7(a)7(b)

|Ko(z)] < Zd% Z 7(c)

c<x

[d,Qlle
1 c
< D dr(@Q) > (g
din CX2REKa)
T T

< Y der((d, A5

dln

RO ladrRel)

e combinando com a estimativa (4.24))

|[Ko(z)] < :Ulogggz %

dn

1 _
< (n,Q)22Q 7 (nQx)".
Em particular, a restri¢cdo de K para quando n|c pode ser estimada usando a estimativa anterior

|Kino)(2)| < (n,[n,Q))2[n, Q) z(nQu)*
< nir(nQ)n~'Q " (n, Q)z(nQx)*

_(n.Q)

—x(nQx)". (4.25)
nz
Faca
* _1 2un
Kq(y) = Z ¢ 2 Kok(n,n;c)e (T)’
y<c<2y
nfe,Qlc

com 4 < y < z. Observe que Kq(x) pode ser decomposta em O(log z) parcelas da forma

z
Qn’
X

satisfaz ; > 4, mais uma parcela igual a K|, g)(x). Seja agora Q = LM com 8|L, L|(2n)*°,

K (y), fazendo y igual a com n variando de 1 até o menor valor inteiro possivel de n que
(M,2n) = 1. Seja também ¢ = ¢r como na proposicao e com as restricdes adicionais
Qlc, (n,c)* 1 c. Observe que Q|c implica LM |qr que implica em L|r e M|q. Também temos
que, como (c,n)?|c, (2n,q) = 1 se e 6 se (r,n)?|r. Por dltimo, n { ¢ se € s6 se n { r. Assim,
tomando os conjuntos

R = {r; Llr,n{r, (r,n)?r r|(2n)>*}

2 ={q; Mg, (2n,q) = 1}.

Como consequéncia da unicidade da fatoracdo em primos, cada inteiro positivo ¢ que satisfaca

Qle,n 1 ¢, (n, c)?|c pode ser representado de forma tinica como produto de um elemento de %
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com um elemento de .2 . Usando a proposi¢do [.4]e a proposi¢do (.5 temos

Ky = Y c—%K%(n,n;c)e(%T”)

y<ec<L2y
nte,Q|c,(n,c)?|c

1 2
= Z r~2Kok(n,n;c)e <ﬂ)
c

y<c<2y
nte,Qle,(n,e)?|c

y<qr<2y
qQEQL,rEXR 2ts

ar br  sab
ab=q
(a,b)=1
. _1 —t .s + .8 _
- Z ro2 Z €s fT(2S>[(1+l )Fr,s(M>+(1_Z )F’I’,S(M)]7
y<qr<2y s(mod r/2)
qEQ reER 2ts
onde _ _
+nr ar br ab v
FEf (M) = o (£ -2 L8220 2 ).
ra(M) Z (ab)e{n(b a+sr+abr>}
y<abr<2y
abe2,(a,b)=1

O préximo objetivo serd obter uma estimativa envolvendo F 7, (M). Para tal, serd
ttil definir a soma parcial F*(A, B; M) que serad dada como uma restri¢do da soma Fi,(M )

através da adicao das seguintes condi¢des ao somatorio
A<a<2A, B<b<2B,

onde A, B satisfazem
y<rAB <2y, A B>

ou seja

FE(AB M) = Y £\ o (T gl v N
ab b a T abr
A<a<2A
B<b<2B

abe 2,(a,b)=1

E possivel verificar que podemos decompor FfS(M ) em O(logy) dessas somas parciais. Por
tltimo, daqui pra frente denotaremos F'* (A, B; M) e F~ (A, B; M) somente por F(A, B; M)
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enquanto o sinal ndo interferir na estimativa. A férmula de reciprocidade

L Il

+ (mod 1) (4.26)

1
af

™| Ql

serd usada para concluir que

ar br  ab v a, - br @
e{Qn(?—E—i—s?—i—%)} = e[Qnﬁ(rr—i-sbval)—i-Zn(—Z—E—F%)}

— e[Qn%(rF + sbb + 1)]e (2nu) ;

de onde obtemos

+nr ar  br ab v
F(A,B;M) = > (ab)e{Zn(?—;%nG?—i-%)}

A<a<2A

B<b<2B
abe2,(a,b)=1

+ a - -1
= E E o e[2ng(7"? +sbb+ 1)]e | 2n (v=1)
ab br abr
B<b<2B A<a<2A
ab€ 2, (a,b)=1

= > > (%) e[2n%(r?+ sbh+ 1)]e <2n (va;rl)) |

B<b<L2B A<a<2A
(a,b)=1,(ab,2n)=1

Fixando b, usamos soma por partes em

2 (%) 6[2n%(r7+ sbb + 1)]e (Qn (Ua;rl))

A<a<2A
(a,b)=1,(ab,2n)=1

Faca f(a) = &(a) (E22) e[2nZ (r7 + sbb + 1)), onde &(a) = 1 se (a,b) = (ab,2n) = 1, e
&p(a) = 0 caso contrdrio. Também fagamos F'(z) = >, f(a + A). Seja A’ > 0 satisfazendo
|F(A")| > |F(x)| para todo z € (0, A], entdo

3 (iazr) e[m%(rﬂ sbb + 1)]e (2n(“a;r1)) =Y fla+ Ae (%)

A<a<2A
(a,b)=1,(ab,2n)=1

—rwe ()~ [ AF(y)(—(y S () o
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dai
S S+ A (%)‘ < 1rl+ [ ()
<A ) O
< P+ P [ s
< |F(A) <1+%)
< |F(A) <1+g>.
Logo

|F(A, B; M)| < (1 + g) 3 3 (jjzr> e[Qn%(r?—i- sbb + 1)) .

B<b<2B A<a<A+A’
(a,b)=1,(ab,2n)=1

Sendo M, = M /(b, M') e mudando a varidvel a por aM,, tomando m € Z satisfazendo mM, =
77 4 sbb + 1(mod br) e fazendo A, = [A/M,], Ay = [ (A + A’)/M,], temos

IF(A, B; M)| < (1 + g) >y (i;") 6[2nm%] . 4.27)

B<b2B |[A;<a<lAy
(b,2nMp)=1| (a,b)=1

Faca agora A; = n/(n,r) e Ay = r/(n,r), o somatério interno da soma acima serd agora

escrito como

+ a +AA Aja
So T ()i 3 (). (30).
a Ar1<a<As a " A1<a<Az a 2
(a,b)=1

Observe que cada parcela do somatdrio acima tem periodo igual a D = A;Asb em relacdo a

varidvel a, logo podemos usar para concluir que

1 :l:AlAQ Alf dz

1<d<D z(mod D)

2.

a

Note que A, Ag, b sdo dois a dois primos entre si, 4|A,(b,m) = 1 e que A, é livre de quadra-

dos. Faca

A = Ay, Ay = Ay, caso Ay = 1(mod 4).
A = —Aq, Ay = —Ay, caso Ay = 3(mod 4).
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Isso garantird que A} = 1(mod 4). Portanto, o condutor de Q(+/A}) serd |A}| = Ay, o que

(%)
r— | —
T

¢ um carater multiplicativo de ordem 2 no trivial médulo A; (veja (26, p.442)), e 0 mesmo é

garante que

valido para A, (ser cardter médulo As) por ser multiplo de 4. Logo

:l:AlAQ Alf dx All dAQbSU
Im— ) — —1
2. ( . )e<mAgb+D) (Z(;A)<x ‘A A,

z(mod D)

Z +A . 2mA1bxr + A bdx Z . 2mAqx + Aoz
T AQ b

z(mod Az)
Nesse ponto, usando a férmula da soma de Gauss no primeiro caso, a estimativa para somas de

Salié no segundo caso (18} p.26) e a estimativa de Weil no terceiro caso, obtemos

= (3)(55) <
T Al
z(mod Aq)

Z <iA2) . (QmAlbx—i-Albdx) < (d,AQ)éAQ%T(AQ)
)

z(mod b)

A,

(QWA_ﬂ—I—A_zQ?)
b

z(mod Az

< bir(b),

Z e

z(mod b)

de onde
1 1 14 1

DS D SATALLE(d Ag)rr(b)T(A)

a 1<d<D
_ % -1 (d7A2)%
= (bnr)2(n,r) "' 7(D)7(A2) Y e

1<d<D

< (bm‘)%(n, )t (b)7(r)? log bnr.

Voltando a estimativa de |F'(A, B; M)| em (@.27), concluimos

F(A,B;M) < (1+ Z)(nr)éT(r)zlogny Z b27(b).

B<b<2B

Por ultimo, observando que podemos usar soma por partes e a desigualdade Zbe 7(h) <
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z log  para concluir que Y S5, o5 b27(b) < B2 log B. Finalmente, concluimos que
\F(A, B; M)| <. B? (1 + g) ()3 7 (r)2ny~. (4.28)
De forma andloga, concluimos
|F(A, B; M)| <, A? <1 + g) (nr)27(r)*n Y~ (4.29)

4.3 Uma estimativa para F(A,B;M) em média

As estimativas (4.28) e (4.29) serdo usadas quando B ou A forem pequenos, respec-
tivamente. Agora, estabeleceremos uma estimativa em média com respeito a varidvel M, que
serd usada quando A ou B forem suficientemente grandes. Fixe M, um inteiro relativamente

primo com 2n e, dado P > 0, & = {p;p inteiro primo, P < p < 2P,p 1 2n}. Desejamos

estimar
Fp(A,B) =Y |F(A, B;pMp)|.
peEX
Se \, = LABipo) - hqe pegse caso, a barra indica conjugado complexo, uma inversdo na
P |F(A,B;pMo)|° ’ ’

ordem dos somatdrios € usada para concluir que

pan - TS S (%)

A<a<2A B<b<2B P<p<2P
y<abr<2y (a,b)=1 pMp|adb

ar br sab v
xel2n| ———+—+—]1|.
b a r abr

H4 duas possibilidades para cada p € Z: p|a ou p|b. Assim, podemos escrever Fp(A, B) como

onde F'(A/P, B) tem arestri¢do adicional de p|a no somatério que define Fp(A, B),e F(A, B/P)
tem a restri¢éo adicional de p|b no somatério que define F,(A, B). Iremos tratar de F'(A/ P, B)
primeiro, o caso F'(A, B/P) é analogo. Dado M = pM, com p € &, mudando a varidvel a

para ap, encontramos

[F(A/PB) < ) >

A/2P<a<A/P B<b<2B

ar br  sab v
Z /\pe[Zn(?—;-FT—i—%)]a

P1<p<P

onde P, = max(P,y/abr) e P, = min(2P,2y/abr). Observe que, nessa nova configuragao,

y < apbr < 2y. Usando Cauchy-Schwarz, expandido o quadrado e trocando a ordem das
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somas, vemaos que

2

[F(A/P,B)| <ABP™" )~ >

Z )\eZn(ﬂ—b—r—i-SLd)—i—L)]
a r abr

AJ2P<a<A/P B<b<2B |Pi<p<Ps
<ABP™' Y ) G(A/P,B), (4.30)
P1<p1<P> Pi1<p2<P>
onde
_ ap1par br apipa2b v
carB = Y Y [anz )( BT +ap1p2br>}.

A/2P<a<A/P B<b<2B

Usando a férmula de reciprocidade (4.26))

apop1T br ap1p2b v
e |2n — — + s +
[ (p2 p1) ( b ap1p2 T ap1pabr )1

apap1r br a a appob 1 2n(v —1 —
[2n(p2—p1)( PapiT iz GpiP: | apipab >6( ( ) (p2 p1)>

b ap1p2 b br r appabr abrpipo

2n(v — 1)(py — pl))
abrpipa
Aplicando soma por partes de forma similar a usada para concluir para eliminar o termo

2 —1 —
e <w>, chegamos em
abrpipz

=e {Qn(pz p)Dip2(rT + 1+ sbb) br] (

2n(v —1)(p2 — p1)>

abrpips

Y. {Qn(pg — p) PP (rF+ 1+ sbg)%] e (

A/2P<a<A/P

< (1+ E) Z e {Qn(pg —p1)pip2(rT + 1+ sbg)bﬁ] :
Y |aj2p<a<ar "

onde A’ é o inteiro no intervalo [A/2P,2A/P| que maximiza a norma do somatdrio. Usando a

proposigﬁocom qg="br/(n,r)em = 2n(py —p1)p1p2(rT+ 1+ sbB)/(n, ) quando p; # po,
e observando, usando a defini¢do, que

(2n(p2 — P1, bT) br

(n,r) " (n,T)

(m,q) < V(T 4 1 4 sbb, b) (17 4 1 + sbb,7) < (pa — p1,br)(s + 1,7),

temos

Z e (d_m> < (m, q)%q%T(q) log 2q + (m, q)q ' 7(q) A’

A/2P<a<A’ q
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A
r)logbr + (s + 1,7)(p2 — p1, br)(n, T)b_lr_lT(bT’)F

w\»—A

r2(n,r)”

w\»—A

b

[NIE
[N

< (s+1)2(py — py,br) T

D=

(b
(p2 — p1,br) bars (p2 — p1,br)(n,r)A
< (s+ 1,7)7(br)logbr +
(5 + L r)r(br) log [ - o

Assim

Z ‘ {Zn(m p1)Pip2(rT 4+ 1+ sbb)bz} <2n(v —1)(p2 — p1)>

A/2P<a<A/P abrpipa

— 1, br)%b%r% (pa — p1,br)(n,r)A
T +
(n, r)i brP

< (14 g)(s +1,7)7(br) log br [(p2

Como consequéncia, procuraremos estimar agora

br)zbars —p1,br)(n,r)A

>y a0 logbr[( LU = P)( nAL s
Py<p1,p2<P» B<b<2B (n,7)2 T

pP27#Pp1

uma vez que, incluindo na condi¢do de soma do somatdrio
apipar br a b v
> S > el —p)(FEE - e
P<p1,p2<2P |A/2P<a<A/P B<b<2B ap1p2 r ap1p20r

a condi¢do p; = po, temos

Z Z Z 1| < AB. (4.32)

P<p<2P |A/2P<a<A/P B<b<2B

Observe que

Z(pz—Pl,bT) < Z Z e

P17#P2 p2#p2  elbr
elp2—p1

2.2 2

p2 elor Pi<n<P;

IA

eln—p2
P
< yyL
p2  elbr
< Pr(br).

Também precisaremos de uma outra desigualdade envolvendo a fungdo 7

> 7(b)* < B(log B)*.

b<B
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Usando soma por partes e a desigualdade acima, podemos concluir também que

Z T(z)2 < (log B)*.

b<B

Estimemos agora a primeira e a segunda parcela da soma (4.31)) separadamente usando essas

trés desigualdades anteriormente citadas. Na primeira parcela

,br 3bars rs 1 1
S Y (o) loghr B2 1) < ) logy—" S b)Y (1 — g

P <p1,p2<P> B<b<2B (n7 T) 2 (n7 T) 2 b P1,p2
P27#P1

1
< 7(r)’logy L 1PQB%ZT<[)>2

<e

S 3 A by togtr < ()1ogy DA ST T S, )

p1#p2 b

Assim, combinando as duas estimativas anteriores com (4.32]), obtemos

Z Z Z Z e[2n(p2 — )(aplbpzr_ br +Sap1rp2b+ v

Pi<p1<P, Pi<ps<Ps | A/2P<a<A/P B<b<2B apip2 ap1p2br
n s (n,r)
K AB+ (1+ =) (s + 1,7)7(r)? _BiP2 4 2 AP| i,
Y (n,r)2 r

or @30 epor1 < (n,r) <12
F(A[P, B < APB*P~ 4 (1+2)(s + Lr)r(r)? [rs ABIP + 15 A%B| y
y

para finalmente encontrarmos que

NI
M‘H

F(A/P,B) <, ABP™% + (1 + )3(s + 1,r)ir(r)(rTAZ BiP} 4+ 1~ TAB3)y*.  (4.33)
Y
Podemos encontrar outra estimativa para F'(A/ P, B) procedendo de forma andloga

ao que fizemos para obter (4.33)). De fato, podemos usar a férmula de reciprocidade para con-



63

cluir que
a T br a b v
e[2n(pa — p1)( DPar + s pipz +
b apip2 T ap1p2br
apipar b b br apipab 1 2n(v +1)(pa —

— el2n(py—py) (2D T PR ; ( (v + 1P pl>)

b apiper  apiper  apips T apip2br abrpips

___ b 2n(v+1)(p2 —p
= e[2n(p2 — p1)(sapip2apips — 1 — 17T) le ( ( )(p> — p1) ,
apipar abrpipz

logo, usando soma por partes para retirar o fator e (—Qn(vlﬁgo(f;;p—l) ) , temos

> ¢ [271(192 — p1)(sapipaapips — 1 — 1) b } e (2”(“ — (e _pl))

Aj2P<at /P apipar abrpipy

n b
<(1+-)| > e [2”(1’)2 — p1)(sapipaapip2 — 1 — 7’7”)& J ;
Y | ajepa<a P1P2

e assim, tomando m = 2n(ps — p1)b(sapipzapips — 1 — r7)/(n,r), ¢ = apiper/(n,r) e
observando que (m, q) < (ps — p1, ap1par)(s —1,7) = (p2 — p1,ar)(s — 1, ), podemos repetir

0 processo que usamos para obter (#.33)) para se obter

F(A/P,B) <. ABP™% + (1+ 2)3(s — 1,7)
v

N

7(r)[riBz AT PT 41 1 BAT P 3]y, (4.34)

Como min{Az BiP2, AiB2Pi} < (AB): Ps e rAB < 2y, 333) e @#34) implicam que

F(A/P,B) < yr-'P~% + (1 + S)

1

(82 = Lr)ar(r)[ysr 3 PR 4+ (A2 + B2 )yr i)y".

N|=

De forma andloga podemos obter uma desigualdade idéntica para F'(A, B/P). Assim

Fp(A, B) <. yr’lP*% +(1+ ﬁ)%(52 —1, r)%T('r)[y%r’%P% + (A*% —|—B’%)yr’%]yﬁ. (4.35)
)

4.4 Uma estimativa para Kq(x) em média

Agora temos as ferramentas necessarias para produzir uma estimativa para K¢(z)

em média com respeito a varidvel (). Primeiro, suponha que min{ A, B} seja menor que

Temos por (4.28)) ou (4.29) que

D IFE(A, B pMy)| <. (1+ 5)%pin%rﬁy27<r>2neye.

peES
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Caso contrdrio, se min{A, B} for maior ou igual que (1 + 2 )*Zn*Zr*EyiP 2, temos (A~ 2 +
B2) < (1+ g)én%r%y_%Pi e daf por (4.33)

Z |F=(A, B;pMy)| <. yr™'P72 + (14 E)g(s2 —1,7)27(r)[ysr S P8 4+ nir ioyi Pi]yc
Y

pEL

Assim, é vélido para quaisquer A e B

Z |F£(A, B; pM,y)| <cyr ' P~ 2+(1+n)%(s -1 r)% (r )Q[ySfr’gP%+n§r*?y%Pi]neye.
pEP Yy
Consequentemente

S IFE(pM)| < yr™ P logy+(145)3 (s =1, 2 r(r)2[yFr 3 PR +ndr iyt Pincy”
pEP Yy
(4.36)

Serdo necessdrias duas proposicoes auxiliares para obtermos a estimativa que dese-

jamos.

Proposicao 4.8
o= > £~ 1) < rr(r)?.

s(mod r/2)

Prova: Da defini¢do de f,.(2s)

o< Y STo(@rd?-4ni= Y (d—-1)%0)2

s(mod r/2)  d(mod r) d(mod )
d+d=2s(mod r) (dr)=1

Suponha que » = p®, p primo. Definindo A\, por A, = 4se p = 2 e A, = 2 caso contrario, temos
P q p p POI Ap P

ST o(@-12n): < Y prl{d(mod p);d? = 1(mod pl F 1)}
d(mod ) 0<i<a
(d,r)=1

< A(a+1)p*

onde usamos que z? = 1(mod p®) tem no maximo )\, solu¢des médulo p®. No caso r genérico,

as multiplicidades das fun¢des de dominios inteiros & — »_4mod x)((dZ — 1)2,m)% exr —
(dyx)=1
x7(x)? garantem que

o, < rr(r)’. O
Proposiciao 4.9

Z rosr(r)t <. (ny)".

reZ
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Prova: A defini¢do de r diz que todos os fatores primos que dividem r também dividem 2n.

além disso, r < 2y. Portanto

Sty < T+ 0 = T (=)

reEX pl2n p|2n

Observando que 1—p+1/8 < 2 sempre que p > 2% e que 2" < 7(2n), concluimos que
Zr sT(r <<E cQu(n) o pe ye. O
reEX

Fixe Qo, faca Qo = LoMy (8| Lo, Lo|(2n)>, (My, Ly) = 1) e defina o conjunto
P = {pQo;p primo, P < p < 2P, p { 2n}. Tomando, para cada Q € P, Q = LM com
8|L, L|(2n)* e (M, L) = 1, obtemos usando (#.36)

SRS <Y S s > 20 S @2s)(|FL (M) + [FL(M)])

QeP QEP rex s(mod r/2)
2ts
_1
=2) 2 > A(29)] D |F (pMo))|
reR s(mod r/2) peS

2ts
_1

LYo Y | f(29)]

rEX s(mod r/2)
2ts

X(y?“_lp_% logy + (1 + 2)2(32 — 1,7")%7-(7’)2[3;%7‘_5]38 +nsr
Y

onde

X1 = yPilogyd 17z Y [f(29)]
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Usando em cada uma dessas parcelas as proposi¢oes [4.8]e 4.9] obtemos

X, < yP_%loger_%T(r)2 < yPancyf

rER
Xo < (UE DRyEPinty Y in(r) < (14 D)y i Pincy
y reX Y
Xy < (1+2)indyiPiny Y rir(n)t < (14 o) intyi Pinty,
Y y
reR

portanto

n
Z |K5(y)| < yP™ Iy + (1+ —)g[ng% + n%y%Pi]yene.
QeP y

Por tltimo, tendo em vista que | K (7)| < log x| K§) ()| + [K[gn) ()| € observando por (4.25)
que

Y IKiga(@)] < Z( . p00) z(zpQon)*

QeP peP n2pQo
) Qo
n2Qo

< xn_%Oe(nExEPe),

<Le

onde usamos no ultimo passo que )y < x, podemos finalmente chegar na estimativa que € o

objetivo dessa secao:

Teorema 4.2 Seja n um inteiro livre de quadrados, Qo um muiltiplo de 8 ¢ P = {pQo,p
primo, P < p < 2P,p{2n}. Entdo

Z |Kqo(z)| < [2P72 + 207 + (z + n)5 (21 PS + nsas P)n‘z P
QeP

4.5 Demonstracao do teorema 4.1

Voltemos ao contexto do inicio deste capitulo. Nosso objetivo é provar que a esti-
mativa do teorema vale para os coeficientes de Fourier em relacdo ao infinito das fungdes
da base ortonormal f, fo, ..., fr de Sk(I'g(N)), tal afirmac@o que sabemos ser equivalente a
demonstrar o teorema 4.1} Para podermos usar o teorema.2] iremos supor inicialmente que N
¢ mdltiplo de 8, pois no caso N = 4(mod 8) basta aplicarmos o que iremos demonstrar para
2N. Seja a;(n) o n-ésimo coeficiente de Fourier de f;, denote por P, (n,T) o n-ésimo coefi-
ciente de Fourier da m-ésima série de Poincaré de um determinado subgrupo de congruéncia I'
, Considere p um primo e faca ) = pN. Se f € Si(I'¢(N)) é normalizada pela norma indu-
zida pelo produto interno de Petersson em relagdo a Sy (Io(N)), entdo [To(N) : To(Q)] 72 f(2)
pertencerd a Sy, (I'g(Q)) e terd norma 1 pela norma induzida pelo produto interno de Petersson
em relagdo a Sj,(I'o(Q)). Portanto, se denotarmos f; = [[o(N) : Do(Q)]2 f; Vi € {1,2, .., R}
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, obtemos que f7, f5, ..., f; formam um conjunto ortonormal de Si(I'g(Q)). Tendo em vista
que Si(I'o(Q)) tem dimensio finita, e denotamos o valor dessa dimensdo por R, podemos
completar esse conjunto ortonormal para formar uma base ortonormal {f}, ..., f5, ..., f};@} de
Sk(Fo(Q)). Denotando por af(n) o n-ésimo coeficiente de Fourier de f;, concluimos que
af(n) = [To(N) : T'o(Q)]"2a;(n) sempre que 1 < i < R. Portanto, por (@3)

PnTo(M) = fosy D las(n

= [To(N): FO(Q)]p (n,To(Q)).

Usando o fato de que [[o(N) : To(Q)] < p + 1 (coroldrio 2.1), chegamos em

1 . 4
Zmpn(n, [o(N)) < Py,(n,T0(Q)) =1+ 2mi~ k§6 'K (n,n,c)Jg—1(— . ).

Tomando P > (4log 2n)?, denote por P = {pN; p primo, P < p < 2P, p { c}. Por Chebyshev,
#P =< P/log P. Assim

P,(n,Ty(N)) Z (n,To(N
log P p+1

Z (n,To(@Q

< 2 +3 1 K (nynie) Jie 1(47;”) .

log P oo '

IN

Olhemos para o somatdrio que estd dentro do médulo. Se k& = (2/+1)/2, podemos tomar como

vimos na se¢do 2.4 do capitulo 2, que
Ja(2m2) = (2/2)2[e(2) Hi(2/2) + e(—2)H_1(2/2)),

onde H,, H_; s@o polindmios de grau menor ou igual a [. Desmembremos essa soma em duas,

para o caso ¢ < m e para o caso ¢ > n, € usemos soma por partes. No caso ¢ < n temos

S K (i) i 1(47;”) —n Y K (i) [e (2 ) Hy(c/n) +e< f”) H_l(c/n)}

Qle Qle

c<n c<n
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Janocasoc>n

! o , 4 '
— —n 3T (4m) K (n) + / ($2Jk1(%)) K (z)de.

Uma vez que H, e H sdo continuas no intervalo compacto [0, 1], existe uma constante C' tal que
H,(1) < C, H/(%) < C quando z < n. Também é possivel concluir que (/2 J;_, (47 /2))" <

nx~ 2, quando x > n, usando a expansdo em série de J;, apresentada em (2.3)). Portanto

S e K (s s (M) | n RS ) G ) [ (K @K @) o

Qle

c<n
e
4 1 >
Zc (n,n;¢)Jp_1( Zn) <<n2]Kg))(n)]—|—/ n:c’g]Kg))(:C)\dx.
Qle "
c>n
Portanto
4
ZZC nnchl(Wn)
QeP | Qle ¢
- 3 -1
ot (s S o) 4ot [ (S o1 S ) o
QeP QcP QePp QeP
+ n_éz|Kg))(n)|+/ na 22]]( x)|dx
QeP QeP
1 o 1
1 ) _5 v
< n? Z <Z|K((Q)(n)|> +n/ (x+mn) 2 Z <Z|K )( )
v=—1 \QeP 1 v= QeP

onde, pelo teorema.2] temos

Z Zc 'K (n,n;c)Jy_ 1(47;”)

QEP | Qlc
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“2[zP” 3 4 gnz +(x+n)%(aciP% + nsxs i)]

(¢]
o
©»
Z
=
s
N
@}
=
(o
]
e,
|

S
=

4mn
<P D/ log P <. n7te,
—l—C;) ;C (n,m; c)Jp—1( C) og n

de onde finalmente concluimos que

x-
\1\1\3

a;j(n) Lcn2 7t

para todo j € {1, ..., R}, o que mostra o teorema 4.1 quando 8|N.

n‘x P¢dx
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5 UMA APLICACAO DA ESTIMATIVA DE IWANIEC AO PROBLEMA DE LINNIK
NA ESFERA

Serd usada nesse capitulo a notagdo Q(n) = {(I\yfz) 2+t +22=n)}ers(n) =
#Q(n). De acordo com a defini¢do demonstrar que a sequéncia de conjuntos {Q(n;)}32,
({n;} a sequéncia crescente de inteiros positivos livre de quadrados incongruentes a 7 médulo
8) tornam-se equidistribuidos na medida de Lebesgue normalizada i em $? significa mostrar

que

}ggo e Z flz f(@)du

para toda fungdo real continua f de $2. A teoria de formas modulares serd aplicada nesse

contexto usando o fato da fun¢do

Op(z) = > Plmle(lmPz) => | Y P(m) | e(tz)
mezr t=0 |m|2=t

ser uma forma modular de peso meio inteiro quando seu grau € par, de modo a obter uma estima-

tiva para seus n-ésimos coeficientes de Fourier, n livre de quadrados, simultaneamente ao fato
z z . . . 1

de que ¢ possivel relacionar esses coeficientes com somas de Weyl do tipo > veam) (@),

P polindmio harmonico esférico. Usaremos essa estratégia para provar o

Teorema 5.1 A sequéncia de conjuntos 2(n), n # 7(mod 8) e livre de quadrados, tornam-se

equidistribuidos em $°.

Prova: Considere um polindmio harmonico esférico P de grau positivo em $2. Se o grau de P
for impar, o fato de P ser homogéneo implica que P(—x) = —P(x)Vz € $2. O conjunto 2(n)
é claramente simétrico (i.e. € Q(n) = —z € Q(n)), logo

! Y P)=0 (5.37)

7"3(71) zeQ(n)

para todo n livre de quadrados e P polindmio harmonico esférico de grau impar.

Agora suponha que o grau de P, v, seja par. Pela proposigio 3.5

Op(z) = Y P(me(|mz) =Y ane(nz

meZ3 n=1

com a, =}, 2_, P’(m), € uma forma cuspidal de peso 2 + vemTy(4). Supondo n livre de

quadrados e incongruente a 7 modulo 8, o teorema 4.2 nos da que

la,| <. nite-7te, (5.38)
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O fato de P ser homogéneo de grau v implica
P(m/|m|) = |m[~"P(m),

assim

de onde concluimos, por (5.38)), que
> P(m/|m]) < n'3?te. (5.39)

Im|*=n

Por outro lado, o teorema de Gauss que citamos na se¢ao 2.7 nos diz que, cason > 3

r3(n) = 12h, (1 — (g)) , (5.40)

onde h,, € o nimero de classe de Q(v/—n) e d é o discriminante de Q(y/—n). Como n € livre de
quadrados e incongruente a 7 médulo 8, portanto ndo é da forma 4%(8b + 7), temos r3(n) > 0
e logo (%) = —1. O resultado de Siegel enunciado na se¢@o 2.7 nos diz que h,, >, ]d|%_€.
Combinando esses resultados com (5.40)

r3(n) = 24h, >. |d|%_E = n2

1
— L . n2te,

r3(n)
Segue por (5.39) que para todo polindmio harmonico esférico de grau par positivo e n livre de

quadrados

: > P(m/|m|) = ZP ) < T (5.41)

7“3(7’1) |m|2=n :EEQ (n)

oo
7 0

0 que mostra, junto com (5.37)), o critério de Weyl para a sequéncia de conjuntos {€2(n;)

onde {n;}2°, denota a sequéncia crescente dos inteiros positivos livres de quadrados. [
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo apresentamos a no¢ao de forma modular de peso meio inteiro, e
depois apresentamos uma estimativa para os coeficientes de Fourier dessas formas modulares
com o intuito de aplicd-la na demonstracdo do problema de Linnik na esfera para o caso em
que n € livre de quadrados. Como vimos inicialmente, pode-se mostrar que esse resultado vale
paran = 1,2,3,5,6(mod 8). A demonstragio dessa versdo geral pode ser visto em (10), onde
Golubeva e Formenko usam a correspondéncia de Shimura, uma correspondéncia que relaciona
formas modulares de meio inteiro k + % e formas modulares de peso inteiro 2k (veja (20)), para
obter uma estimativa geral para os coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio
inteiro. Por exemplo, usando essa correspondéncia, o teorema de Deligne e a estimativa de
Iwaniec, é possivel mostrar que, se f € S,(N) satisfaz (f, f) = 1, o tn?-ésimo coeficiente de

Fourier a2, t livre de quadrados e (n, N) = 1, de f satisfaz, por exemplo

E_1_ 1
A2 <<E (tn2)2 4 96+6’

como € citado em (10, p.3042).
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