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"Sem a escuridão, a luz não só seria irreco-
nhecível, como não poderia existir."(BARDON,
1956)



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstração do fato de que o conjunto das pro-
jeções das soluções inteiras da equação x2 + y2 + z2 = n, n ∈ Z livre de quadrados, sobre
S2 é uniformemente distribuída sobre essa esfera quando n → +∞. Para isso, será esboçada
uma estimativa não trivial dos coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio inteiro
produzida por Iwaniec em 1987, que implicará diretamente no resultado anterior.

Palavras-chave: formas modulares; estimativa não trivial de coeficientes de Fourier; problema
de Linnik.



ABSTRACT

Objective of this work is to present a demonstration of the fact that the set of projections of the
integer solutions of the equation x2 +y2 +z2 = n, n ∈ Z square free, about S2 is equidistributed
over this sphere when n → +∞. For that, a non-trivial estimate of the Fourier coefficients of
modular half-weight shapes produced by Iwaniec in 1987 will be outlined, which will directly
imply the previous result.

Keywords: modular forms; non-trivial bound of Fourier coefficients; Linnik problem.



LISTA DE SÍMBOLOS

Z,Q,R,C Representam, respectivamente, o conjunto dos números inteiros, racionais, reais e

complexos.

Re(z), Im(z) Dado z ∈ C, escrevemos z = Re(z)+ iIm(z), onde Re(z), Im(z) ∈R.

S2 {(x,y,z) ∈R3;x2 + y2 + z2 = 1}.
1
2Z−Z Representa o conjunto {2n+1

2 ;n ∈ Z} dos números meio inteiros.

[a,b] Denota o mínimo múltiplo comum dos inteiros a e b.

e(x) e2πix, onde e é a constante de Euler base do logaritmo natural.

O3 Representa o conjunto das matrizes ortogonais do R3.

tm Representa a transposta da matriz m.

� f (x)� g(x) significa que existem constantes C > 0 e x0 independentes da variável

x que satisfazem | f (x)| ≤ C|g(x)| sempre que x ≥ x0. f (x)� g(x) significa o

mesmo que g(x)� f (x).

� f (x)� g(x) significa que f (x)� g(x) e g(x)� f (x) simultaneamente.

�ε f (x)�ε g(x) significa que a constante implícita depende da variável ε . f (x)�ε

g(x) significa o mesmo que g(x)�ε f (x).

Big O f (x) = O(g(x)) significa o mesmo que f (x)� g(x). f (x) = Oε(g(x)) significa o

mesmo que f (x)�ε g(x).

∑x mod(c) f ∑
c−1
n=0 f (n), onde f é uma função periódica módulo c.

µ(n) Representa a função de Möbius, definida como 0 se n não é livre de quadrados

e (−1)k quando n é livre de quadrados com k fatores primos distintos em sua

fatoração.

τ(n) ∑d|n 1, representa o número de divisores positivos de um inteiro n.

ω(n) ∑p|n 1, é o número de inteiros primos que dividem n.

δm,n Delta de Kronecker, é definido como 0 se m 6= n, e 1 caso m = n.

a | b∞ Significa que todos os fatores primos que dividem o inteiro a também dividem o

inteiro b.

pn ‖ a Dados inteiros a,n, p, com n positivo e p primo, pn ‖ a significa que pn divide a,

mas pn+1 não divide a.
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1 INTRODUÇÃO

O comportamento de algumas equações diofantinas já desafiou muitos matemáticos
durante a história, e isso não foi diferente com a equação de aparência inicialmente simpática
x2 + y2 + z2 = n. O primeiro comportamento a intrigar os estudiosos envolvia descobrir quais
eram os inteiros positivos n que permitiam a equação ter solução inteira, problema esse que
rondou a mente de matemáticos notáveis como Fermat, Cauchy e Legendre, até ser completa-
mente demonstrada por Gauss em 1801. Gauss foi além e obteve uma fórmula para o número
de soluções, mostrando como consequência que a equação teria solução se, e somente se, n não
fosse do tipo 4a(8k + 7), a, k ∈ Z≥0. Depois de mais de um século, outra questão desafiou os
matemáticos: Como se distribuem as soluções inteiras de x2 + y2 + z2 = n na esfera centrada
na origem e de raio

√
n?

A resposta desse problema é que, desde que n deixe resto 1,2,3,5 ou 6 quando
dividido por 8, o conjunto Ω′(n) = {(x, y, z) ∈ Z3;x2 + y2 + z2 = n} será cada vez mais bem
"distribuído"na esfera quando n → +∞. A noção intuitiva do que essa ideia representa é que,
se tomarmos E ⊂ S2 aleatório suficientemente regular e considerarmos En =

√
nE a projeção

do conjunto E na esfera de raio
√
n centrada na origem, obtemos

#(Ω′(n) ∩ En)

#(Ω′(n))
→ A(E)

4π

quando n → +∞, onde A(E) representaria a "área"do conjunto E sobre a esfera unitária. De
outra forma, Duke mostrou que é verdade que os conjuntos Ω(n) = {(x, y, z)/

√
n; (x, y, z) ∈

Ω′(n)}, n ≡ 1, 2, 3, 4 ou 6 mod 8), tornam-se equidistribuídos, ou uniformemente distribuídos

em S2, isto é, se tomarmos a medida de Lebesgue normalizada µ na esfera, temos a seguinte
relação

lim
n→+∞

1

#Ω(n)

∑
x∈Ω(n)

f(x)→
∫
S2
fdµ (1.1)

para toda função contínua f : S2 → R.
O matemático soviético Linnik foi o primeiro a discutir o problema, e também foi

o primeiro a obter um avanço significativo na direção desse resultado, em seu livro de 1968
Ergodic Properties of Algebraic Fields (21), ao provar, usando métodos de teoria ergódica, que
a afirmação era válida se n é livre de quadrados, não deixa resto 7 quando dividido por 8,
e o símbolo de Lagrange

(
−n
p

)
valer 1 para algum primo ímpar p fixo. Já no ano de 1977,

Arenstorf e Johnson em (1) concluíram que é possível atacar esse problema usando a teoria de
formas modulares, e que a solução de uma versão onde a restrição era n ser livre de quadrados
e incongruente a 7 módulo 8 dependia apenas da obtenção de uma estimativa não trivial dos

coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio inteiro.
Heuristicamente falando, usando uma terminologia que será definida no decorrer

deste trabalho, essa ligação vem do fato da função θP , P indica um polinômio harmônico esfé-
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rico de grau par, definida como

θP (z) =
∑
m∈Z3

P (m/|m|)e(|m|2z) =
∞∑
n=1

 ∑
|m|2=n

P (m/|m|)

 e(|m|2z),

ser um tipo específico de forma modular de peso meio inteiro, chamada de forma cuspidal, e
do fato de esse último somatório explicitar a sua série de Fourier. No contexto das formas
modulares, uma forma modular de peso k = λ + 1

2
, λ inteiro, pode ser representada através da

sua série de Fourier

f(z) =
∞∑
i=0

ane
2πinz.

Levando em consideração esse fato, Arenstorf e Johnson já tinham conhecimento de que os
coeficientes an satisfaziam an = Oε(n

k
2
− 1

4
+ε) desde que f fosse cuspidal, e que essa estimativa

era a melhor possível. O que foi chamado de estimativa não trivial dos coeficientes de Fourier
nesse cenário seria uma eventual estimativa do tipo an = Oε(n

k
2
− 1

4
−σ+ε), para algum σ >

0, quando se impõe que n seja livre de quadrados. Um resultado do gênero foi finalmente
demonstrado por Iwaniec em 1987, que mostrou em (15) que an = Oε(n

k
2
− 1

4
− 1

28
+ε) desde que o

peso k fosse maior que 2, o que não somente validou o que foi provado por Arenstorf e Johnson,
como também implicou que (1.1) era válido, como mostrado logo depois por Duke (7) em 1988
.

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma demonstração do fato de que (1.1)
vale desde que imposta a restrição de n ser livre de quadrados. Para isso, será antes esboçada
a prova de Iwaniec para a estimativa não trivial dos coeficientes de Fourier de formas cuspidais
de peso meio inteiro.

No capítulo 2, serão citados alguns conceitos e resultados preliminares que serão
usados no decorrer do texto. No capítulo 3 será feita uma breve explanação sobre formas modu-
lares, onde será citada suas principais propriedades, e também serão introduzidas as importantes
noções de séries de Eisenstein e Poincaré. Será citado que o conjunto das séries de Poincaré gera
o subespaço vetorial das formas cuspidais, e no fim será obtida uma fórmula para os coeficientes
de Fourier de séries de Poincaré. No capítulo 4 será obtida a famosa fórmula de Petersson, que
relaciona os coeficientes de Fourier de elementos de uma base ortonormal do espaço das formas
cuspidais com um tipo especial de soma exponencial, chamada soma de Kloosterman. Depois
de estudar algumas propriedades dessas somas, será esboçada a demonstração da estimativa não
trivial dos coeficientes de Fourier de formas cuspidais de peso meio-inteiro, que será obtida pro-
curando estimativas envolvendo soma de somas de Kloosterman que, quando combinada com a
fórmula de Petersson, resulta na estimativa não trivial. Por último, será apresentada no capítulo
5 como a estimativa de Iwaniec implica na conclusão do artigo de Arenstorf e Johnson, isto é,
que os conjuntos Ω(n) tornam-se equidistribuidos na esfera quando n 6≡ 7(mod 8) é livre de
quadrados.
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2 PRELIMINARES

2.1 Harmônicos esféricos

Uma função duas vezes diferenciável f : Rd → R é dita harmônica se satisfaz

∆f =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

+ ...+
∂2f

∂x2
d

= 0.

Um polinômio homogêneo que satisfaz a equação diferencial acima é chamado de polinômio

harmônico, e quando seu domínio é restrito a Sd−1 este é chamado de polinômio harmônico

esférico. O subespaço de L2(Sd−1) formado pelos polinômios harmônicos esféricos na esféra
d-dimensional será denotado por Hd, e o espaço dos polinômios harmônicos esféricos de grau
n ≥ 0 deHd

n. Veja queHd é a soma direta de todos osHd
n, n ≥ 0.

Proposição 2.1 Seja µ a medida de Lebesgue normalizada em Sd−1. Sobre os espaços vetoriais

citados anteriormente, as seguintes afirmações são válidas

(1) Para cada n ≥ 0,Hd
n tem dimensão finita e, se caso d ≥ 3, essa dimensão valeráD(d, n) =

2n+d−2
n+d−2

(
n+d−2
d−2

)
.

(2) Dados m 6= n, F ∈ Hd
n, G ∈ Hd

m, então
∫
Sd−1 FGdµ = 0, e em particular

∫
Sd−1 Fdµ = 0

caso n > 0.

(3) Existe um conjunto ortonormal
⋃∞
i=0{P

(1)
i , P

(2)
i , ..., P

(D(d,i))
i } de polinômio harmônicos es-

féricos, onde P 1
0 ≡ 1, cada polinômio P j

i tem grau i, e que gera um espaço vetorial denso

em L2(Sd−1).

(4) Se f : S2 → R é contínua, então existe uma sequência de reais aji tais que, tomando

Fi =
∑D(d,i)

j=1 a
(j)
i P

(j)
i a projeção de f emHd

i , a série

∞∑
i=0

Fi

converge uniformemente para f , isto é, os polinômio harmonicos esféricos geram um su-

bespaço denso em C0(S2).

Prova: Todos esses resultados podem ser vistos em (11). �

2.2 Equidistribuição

Intuitivamente, um conjunto S ser equidistribuído em um espaço X significa que se
duas regiões de X têm a mesma "área", então elas devem conter o mesmo número de pontos
de S. Se tomarmos X como o intervalo [0, 1] esta ideia pode ser traduzida matematicamente da
seguinte forma: Uma sequência w = (xn)∞n=1 ⊂ [0, 1] é dita equidistribuída em [0, 1] se para
todo a, b ∈ [0, 1](b > a), tivermos

#({x1, x2, ..., xn} ∩ [a, b])

n
→ b− a,
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quando n→∞. Essa afirmação é equivalente a dizer que para toda função contínua f em [0, 1]

vale

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f(xi) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Pode-se usar uma ideia similar para analisar o comportamento de sequência de subconjuntos
finitos {Xn}∞n=1 . Por exemplo, se tomarmos novamente o intervalo [0, 1] como referência, uma
sequência de subconjuntos {Xn}∞n=1 ⊂ [0, 1] será equidistribuído se

lim
n→∞

1

#Xn

∑
x∈Xn

f(x) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Será necessária usar uma definição que generalize essa ideia anterior de equidistribuição para
um espaço de Hausdorff compacto para que seja possível entender matematicamente o que
significa uma sequência de conjuntos tornar-se equidistribuídos em S2 (Veja (20, p.171)).

Definição 2.1 SejaX um espaço compacto de Hausdorff. Faça µ uma medida de Borel regular

de probabilidade em X . Seja C0(X) o conjunto de todas as funções contínuas em X que

assumam valores reais. Então a sequência de subconjuntos finitos de X, {Xn}∞n=1, tornam-se

equidistribuídos em X , com respeito à medida µ, se

lim
n→∞

1

#Xn

∑
x∈Xn

f(x) =

∫
X

f(x)dµ,

para todo f ∈ C0(X).

A esfera S2 com a topologia induzida do R3 é um espaço compacto de Hausdorff,
assim só nos falta definir uma medida que satisfaça as condições da definição acima.

Definição 2.2 Será denominada de medida de Lesbegue normalizada em S2, µ, a única medida

de Borel de S2, em relação à topologia induzida do R3, que satisfaz

(1) µ(gE) = µ(E), para todo elemento E da álgebra de Borel de S2 e para todo g ∈ O3.

(2) µ(S2) = 1.

Por último, apresentaremos um critério que nos será bastante útil mais adiante.

Proposição 2.2 (Critério de Weyl na esfera) A sequência de subconjuntos finitos {Xn}∞n=1 de

S2 tornam-se equidistribuídos se, e somente se,

lim
n→∞

1

#Xn

∑
x∈Xn

P (x) = 0

Para todo polinômio harmônico esférico P em S2 de grau positivo.



14

Prova: Pelo item (2) da proposição 2.1, se {Xn}∞n=1 é equidistribuído em S2,

lim
n→∞

1

#Xn

∑
x∈Xn

P (x) = 0 =

∫
S2
P (x)dµ.

Caso limn→∞
1

#Xn

∑
x∈Xn P (x) = 0 para todo polinômio harmônico esférico P de grau po-

sitivo, fixemos f uma função real contínua em S2 e ε > 0. Pelo item (4) da proposição 2.1
existem polinômios harmônicos esféricos P0, P1, ..., Pt, com o grau de Pi sendo i, tais que

‖ f − (P0 + ...+ Pt) ‖∞< ε,

onde ‖ f ‖∞= maxx∈S2 |f(x)| denota a norma do máximo. Note que P0 é uma função cons-
tante, digamos P0 ≡ c. Por simplicidade, será denotado

Si(n) =
1

#Xn

∑
x∈Xn

Pi(x)

Então ∫
S2
P0(x)µ = c = S0(n) ∀n ≥ 0

Do enunciado
lim
n→∞

Si(n) = 0

Para todo i = 1, .., t. Portanto podemos tomar um n0 suficientemente grande tal que (observe
que nessa situação t é um inteiro fixo) |Si(n)| < ε

3t
∀n ≥ n0. Assim, quando n ≥ n0∣∣∣∣∣

∫
S2
fµ− 1

#Xn

∑
x∈Xn

f(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
S2
fµ− 1

#Xn

∑
x∈Xn

f(x) +

∫
S2

(P0 + ...+ Pt)µ−
∫
S2

(P0 + ...+ Pt)µ+
t∑
i=0

Si(n)−
t∑
i=0

Si(n)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
S2

(f − (P0 + ...+ Pt))µ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1

#Xn

∑
x∈Xn

[f(x)− (P0 + ...+ Pt)]

∣∣∣∣∣+
t∑
i=0

∣∣∣∣∫
S2
Piµ− Si(n)

∣∣∣∣
≤‖ f − (P0 + ...+ Pt) ‖∞ +

1

#Xn

∑
x∈Xn

‖ f − (P0 + ...+ Pt) ‖∞ +
t∑
i=1

|Si(n)|

≤ ε

3
+
ε

3
+ t

ε

3t
= ε

O que mostra que

lim
n→∞

1

#Xn

∑
x∈Xn

f(x) =

∫
S2
f(x)µ

para uma função contínua arbitrária f . Portanto {Xn}∞n=1 tornam-se equidistribuídos em S2 . �
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2.3 SL2(R)

O semiplano de Poincaré H consiste no conjunto

H = {z = x+ iy ∈ C; Im(z) = y > 0}

equipado com a métrica não euclidiana

ds2 = y−2(dx2 + dy2)

tem-se também uma medida derivada diretamente dessa métrica, que pode ser escrita em termos
da medida de Lebesgue como

dσ(z) = y−2dxdy.

Outros fatos importantes sobre H são (Veja (3, p.11-35)):

(1) As isometrias de H são as transformações de Möbius, i.e., são as funções do tipo

g(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1,

ou as transformações do tipo

g(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1.

(2) A medida dσ definida anteriormente é também invariante por transformações de Möbius.
(3) As geodésicas de H são as retas perpendiculares ao eixo real e os semicírculos com centro

no eixo real.
(4) Dados dois pontos z1, z2 pertencentes aH, existe uma isometria deH que satisfaz gz1 = z2.

SL2(R) é definido como o conjunto de todas as matrizes 2× 2 de entradas reais de
determinante 1 agindo em C ∪ {∞} através da ação(

a b

c d

)
z → az + b

cz + d
,

onde definimos, dado γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(R), que γ(−d/c) = ∞ se c 6= 0 , γ(∞) = ∞ se

c = 0, e γ(∞) = a/c se c 6= 0.

Definição 2.3 Será dito que um elemento α ∈ SL2(R) é:

(1) Elíptico se a equação αz = z tem duas soluções z0, z̄0, com z0 ∈ H.

(2) Parabólico se a equação αz = z tem uma única raiz em R ∪ {∞}.
(3) Hiperbólico se a equação αz = z tem duas raízes em R ∪ {∞}.

Obs: Observe que uma manipulação em αz = z resultará em uma equação polino-
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mial de segundo grau com coeficientes reais em z, portanto α vai se enquadrar em exatamente

um dos casos citados na definição.

Seja Γ um subgrupo de SL2(R). Dados z, w pertencentes aH∪R∪{∞}, definimos
Γz = {α ∈ Γ;αz = z} se z pertence a H, Γ∞ = {α ∈ Γ;α(∞) = ∞} , e Γz,w = Γz ∩ Γw.
Dizemos também que um elemento z0 de H ∪R ∪ {∞} é um ponto elíptico, parabólico ou hi-
perbólico de Γ se existir α pertencente a Γ elíptico, parabólico ou hiperbólico, respectivamente,
tal que α pertence a Γz0 . Chamamos um ponto parabólico também de cúspide ou ponto cuspidal
de Γ.

Dado α =

(
a b

c d

)
pertencente a SL2(R) um elemento arbitrário, podemos munir

SL2(R) com a norma |α|2 = a2 + b2 + c2 +d2, e como |α| = |−α|, esta induzirá uma distância
em PSL2(R) = SL2(R)/{Id,−Id}.

Definição 2.4 Um subgrupo Γ de SL2(R) é discreto se Γ é um subconjunto discreto de SL2(R),

isto é, dado r > 0 real, o conjunto {α ∈ Γ; |α| < r} é um conjunto finito. Como consequência

dessa definição, todo subgrupo discreto é enumerável.

Dado X espaço topológico de Hausdorff e Γ um grupo de homeomorfismos de X
agindo em X, dizemos que Γ age em X descontinuamente se, dado x ∈ X , a órbita Γx não
tem uma sequência convergindo em X. Ou de forma equivalente, todo subconjunto compacto Y
de X é disjunto de wY , para todo w pertencente a Γ, com a exceção de um conjunto finito de
elementos de Γ.

Proposição 2.3 Seja Γ um subgrupo de SL2(R), e defina Z(Γ) = {Id,−Id} ∩ Γ. Faça Γ′ =

Γ/Z(Γ) visto como um subgrupo de PSL2(R). Então Γ é um subgrupo discreto de SL2(R) se,

e somente se, Γ′ age descontinuadamente em H.

Prova: A demonstração desse resultado pode ser vista em (23, p.17). �

Definição 2.5 Dizemos que um subgrupo Γ de PSL2(R) é um grupo Fuchsiano se Γ é discreto

(ou, de forma equivalente, Γ′ age descontinuadamente em H).

Proposição 2.4 Seja Γ um grupo Fuchsiano e z ∈ C ∪ {∞}. Então, sobre o estabilizador Γz,

podemos afirmar que

(1) É ciclico e finito se z /∈ R ∪ {∞}.
(2) Todos os elementos de Γz são parabólicos e

Γz/Z(Γ) v Z,

se z ∈ R ∪ {∞} é uma cúspide de Γ.

(3)

Γz1,z2/Z(Γ) v Z,

se z1, z2 ∈ R ∪ {∞} satisfazem Γz1,z2 6= Z(Γ).
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Prova:A demonstração desse resultado pode ser vista em (23, p.18-19). �

Dado Γ subgrupo de SL2(R), dizemos que z, w pertencentes a H são equivalentes
em relação a Γ se existir α pertencente a Γ com αz = w, ou, de forma equivalente, w pertence
a Γz .

Definição 2.6 Um subconjunto F ⊂ H é chamado de domínio fundamental de um subgrupo Γ

de SL2(R) se

(1) F é fechado e conexo em relação à topologia usual de C ∪ {∞}.
(2) int(F) é aberto e conexo em relação à topologia usual de C ∪ {∞}.
(3) λint(F) ∩ int(F) = ∅ para todo λ ∈ Γ− Z(Γ).

(4) Toda órbita de Γ contém um ponto em F .

Proposição 2.5 Todo grupo Fuchsiano Γ tem um domínio fundamental.

Prova: Veja (23, p.21-24). �

Proposição 2.6 Se Γ é um grupo Fuchsiano com domínio fundamental F e que satisfaz∫
F

dxdy

y2
<∞

então podemos escolher F de modo que cada um de seus vértices que pertence aR∪{∞} seja

uma cúspide de Γ, e que cada cúspide de Γ seja equivalente a algum vértice de F que pertence

a R ∪ {∞}.

Prova: Veja (23, p.36).

2.4 SL2(Z)

SL2(Z) é definido como o conjunto de todas as matrizes 2×2 com entradas inteiras
que possuem determinante igual a 1. Será esse o subgrupo de SL2(R) que vamos nos concentrar
a partir deste ponto, uma vez que este e seus subgrupos de índice finito são necessários para se
construir a definição de forma modular.

Proposição 2.7 SL2(Z) é gerado pelos elementos

(
1 1

0 1

)
e

(
0 −1

1 0

)
.

Prova: Ponha τ =

(
1 1

0 1

)
e ω =

(
0 −1

1 0

)
, e seja D o subgrupo gerado por τ e ω. Suponha

D 6= SL2(Z). Como

ωτ−1ω−1 =

(
1 0

1 1

)
e

ω2 = −Id
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todos os elementos

(
a 0

c d

)
que pertencem a SL2(Z) pertencerão a D, uma vez que a = d =

±1 e

(
1 0

1 1

)n

=

(
1 0

n 1

)
para todo inteiro n. Se

b0 = min {|b|;∃

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)−D}

então b0 é maior que zero. Faça um elemento y0 =

(
a0 b0

c0 d0

)
de SL2(Z)−D, e um inteiro n

tal que |a0 − nb0| < b0. Assim

y0ω
−1τn =

(
−b0 a0 − nb0

−d0 c0 − nd0

)
.

Portanto y0ω
−1τn pertence a D pela definição de b0. Porém, isso implicará que y0 pertence a

D, contradição. �

Proposição 2.8 O conjunto de todas as cúspides de SL2(Z) é dado por Q∪ {∞}, e todas elas

são equivalentes à cúspide∞.

Prova: Denote por X ⊂ R ∪ {∞} o conjunto das cúspides de SL2(Z). Primeiro observe que,

se x pertence a X , então existe um elemento λ =

(
a b

c d

)
pertencente a SL2(Z) tal que a

equação λz = z tem apenas x como solução em R ∪ {∞}.Caso c 6= 0, cz2 + (d− a)z − b = 0

tem ∆ = 0 e sua única raiz será x = a−d
2c

, que é racional. Caso c = 0, temos claramente que
∞ será o único ponto fixo de λ. Portanto X estará contido em Q ∪ {∞}. Observe que∞ é o

único ponto fixo de

(
1 1

0 1

)
, assim∞ pertence a X . 0 também pertencerá a D, uma vez que é

o único ponto fixo de

(
0 −1

1 1

)
. Dado agora um racional não nulo r = q

s
, q, s inteiros primos

entre si, pode-se observar que r será o único ponto fixo de

(
qs+ 1 −q2

s2 −qs+ 1

)
pertencente a

SL2(Z). Assim X = Q ∪ {∞}.
Por último, observe que 0 é equivalente a ∞, uma vez que 0 é levado ao ∞ por(

0 −1

1 0

)
. E se r = p

q
, p e q inteiros primos entre si,um racional não nulo, o teorema de Bézout

garantirá a existência de inteiros a e b que satisfazem ap + bq = 1, e portanto λ =

(
a b

−q p

)
pertence a SL2(Z). Note que λr = ∞, portanto r será equivalente a ∞. Daí todo racional é
equivalente a∞. �
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A observação de que, para cada par de quádruplas (a1, b1, c1, d1), (a2, b2, c2, d2) dis-
tintas em Z4, se tem√

(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 + (c1 − d2)2 + (d1 − d2)2 ≥ 1

implica que SL2(Z) não tem pontos de acumulação, ou seja, é um conjunto discreto de SL2(R),
logo um grupo Fuchsiano pela definição 2.5. Assim, de acordo com a proposição 2.7, SL2(Z)

possui um domínio fundamental.

Proposição 2.9 O conjunto F = {z ∈ H : |z| ≥ 1, |Re(z)| ≤ 1/2} é um domínio fundamental

de SL2(Z).

Prova: Note que F satisfaz as condições (1) e (2) da definição 2.6. Para comprovar a condição
(3), considere

U = {z ∈ H; |z| > 1, |Re(z)| < 1

2
}

o interior de F . Queremos verificar que λU ∩ U = ∅ para λ 6= {Id,−Id}. Seja λ =

(
a b

c d

)
um elemento de Γ que satisfaz λU ∩ U 6= ∅, e considere z pertencente a U tal que λz pertence
a U . Pode-se assumir que Im(λz) ≥ Im(z) por fazermos a mudança de variável u = λz se
necessário. Então, observando que Im(λz) = Im(z)

|cz+d|2 implica em |cz + d| ≤ 1, obteremos

|c|Im(z) ≤
√

(cRe(z) + d)2 + (cIm(z))2 = |cz + d| ≤ 1. (2.2)

Como z pertence a U , temos Im(z) >
√

3
2

e portanto |c| < 2√
3
. Sendo c um inteiro, temos então

que |c| = 1 ou c = 0. No primeiro caso, concluímos que |z ± d| ≤ 1 por (2.2). Daí

1 ≥ |z± d|2 = (Re(z) + d)2 + Im(z)2 = Re(z)2 + Im(z)2 + d2± 2Re(z)d > 1 + d2− d ≥ 1,

uma vez que |Re(z)| < 1
2

e d pertence a Z, absurdo. Devemos então ter c = 0, nesse caso

λ = ±

(
1 b

0 1

)
e λz = z + b. Mas para termos ambos z e z + b pertencentes a U temos que ter

necessariamente b = 0. Daí λ = ±Id. Para verificar (4), fixemos z0 ∈ H. O conjunto{
j(λ, z0) = |cz0 + d|;λ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

}

possuirá um elemento mínimo j(λ0, z0). Pode-se concluir isso escolhendo λ0 =

(
a b

c d

)
∈

SL2(Z) tal que |cRe(z0) + d| seja o menor possível. Então z1 = λ0z0 satisfaz Im(λz1) ≤
Im(z1) ∀λ ∈ SL2(Z), pois Im(λz1) = Im(λλ0z0) = Im(z0)

j(λλ0,z0)2
≤ Im(z0)

j(λ0,z0)2
= Im(z1). Mais do
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Figura 1 - Domínio fundamental de SL2(Z)

Fonte: FLENG, 2018, p. 61.

que isso, podemos supor que z1 satisfaz |Re(z1)| ≤ 1/2, já que Im

((
1 b

0 1

)
z1

)
= Im(z1 +

b) = Im(z1) e podemos escolher b ∈ Z satisfazendo |Re(z1 + b)| = |Re(z1) + b| ≤ 1/2. Por-
tanto, escolhendo z1 satisfazendo |Re(z1)| ≤ 1/2, observe que Im(−1/z1) = Im(z1)/|z1|2 ≤
Im(z1) e daí |z1| ≥ 1. Concluímos então que z1 está na mesma órbita de z0, que pertence a F .
�

O grupo SL2(Z) e seus subgrupos de índice finito são chamados de grupos modu-

lares. Alguns exemplos de grupos modulares importantes são os grupos de congruência mo-
dulares, que vamos definir agora. Dado N inteiro positivo, definimos o grupo de congruência
modular principal Γ(N) por

Γ(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)|b ≡ c ≡ 0 mod N, a ≡ d ≡ 1 mod N

}
.

Um grupo modular é dito um grupo modular de congruência se ele contém algum grupo de
congruência modular principal. Assim, são grupos de congruência modulares os seguintes gru-
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pos

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)|c ≡ 0 mod N

}

Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)|c ≡ 0 mod N, a ≡ d ≡ 1 mod N

}
.

Proposição 2.10 Se N ≥ 2 é um inteiro, então

[SL2(Z) : Γ0(N)] = N
∏
p|N

(1 + 1/p).

Prova: Veja (23, p.106).

Corolário 2.1 Se N, q são inteiros positivos maiores que 2, q primo, então

[Γ0(N) : Γ0(qN)] ≤ q + 1.

Seja Γ um subgrupo de congruência de SL2(Z) de índice m. Uma ideia que será importante
quando formos tratar de séries de Poincaré é a de que, seF é o domínio fundamental de SL2(Z),
podemos tomar um conjunto de representantes γi do quociente SL2(Z)/Γ de forma que

FΓ =
m⋃
r=1

γrF .

Seja um domínio fundamental de Γ. Observe que o conjunto Q∪{∞} das cúspides de SL2(Z)

é também o conjunto de todas as cúspides de Γ, que pode ser particionado em um número finito
de subconjuntos tais que dois elementos de um mesmo subconjunto são equivalentes em Γ, mas
dois elementos que pertencem a subconjuntos distintos são inequivalentes em relação a Γ .

2.5 Função de Bessel

A equação diferencial de segunda ordem

z2d
2f(z)

dz2
+ z

df(z)

dz
+ (z2 − v2)f(z) = 0,

onde v representa um número real, é chamada de equação de Bessel, e o número real v é cha-
mado de ordem da equação de Bessel, e as soluções de uma equação de Bessel são chamadas
de funções de Bessel. Será suposto aqui que v não é um inteiro. Nesse caso, existe uma base
{Jv, J−v} do conjunto solução da equação de Bessel de ordem v cujo os elementos são chama-
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dos de equações de Bessel de primeiro tipo, e estas são expressas como

Jv(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
( z

2
)2n+v

n!Γ(n+ v + 1)
(2.3)

J−v(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
( z

2
)2n−v

n!Γ(n− v + 1)
.

Através de combinações lineares dessas duas soluções podemos obter outras funções de Bessel,
como as seguintes

Yv(z) = (sin vπ)−1[Jv(z) cos vπ − J−v(z)]

H(1)
v (z) = Jv(z) + iYv(z) = (i sin vπ)−1[J−v(z)− Jv(z)e−ivπ]

H(2)
v (z) = Jv(z)− iYv(z) = (i sin vπ)−1[Jv(z)eivπ − J−v(z)].

A função Yv é chamada de função de Bessel de segundo tipo de ordem v. Já H(1)
v , H

(2)
v são

chamadas de funções de Bessel de terceiro tipo de ordem v, ou simplesmente por funções de
Hankel. Da definição, veja ver que as equações de Hankel safisfazem a relação

Jv(z) =
1

2
[H(1)

v +H(2)
v ].

Um fato que pode ser visto em (2) e que vai ser usado futuramente neste trabalho é a seguinte
forma integral de Jv

2πiJv(αz) = zv
∫ c+i∞

c−i∞
e

1
2
α(t−z2t−1)t−v−1dt, (2.4)

válida sempre que α for um real positivo e v for maior que −1.
As funções de Hankel admitem uma forma especial quando v = l + 1

2
, l inteiro, for

um múltiplo inteiro de 1
2
, que pode ser escritas como

H
(1)

l+ 1
2

(z) = (
1

2
πz)−

1
2 i−l−1eiz

l∑
n=0

in(l + n)!

(l − n)!n!(2z)n

H
(2)

l+ 1
2

(z) = (
1

2
πz)−

1
2 il+1e−iz

l∑
n=0

(−i)n(l + n)!

(l − n)!n!(2z)n
.

Tais formas serão úteis quando se for estimar os coeficientes de Fourier de uma forma modular
de peso meio inteiro, no final do capítulo 4.
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2.6 Símbolo de Jacobi e Kronecker

Veremos nessa seção um pouco sobre o clássico símbolo de Legendre e de suas
extensões, os símbolos de Jacobi e Kronecker.

Definição 2.7 Considere p ∈ Z um primo maior que 2. O símbolo de Legendre
(
a
p

)
de um

inteiro a é definido por
(
a
p

)
= 1, se a é resíduo quadrático módulo p(

a
p

)
= −1, se a não é resíduo quadrático módulo p(

a
p

)
= 0, se p |a

Proposição 2.11 Dado p>2 primo, o símbolo de Legendre irá satisfazer as seguintes proprie-

dades

(1) Se a ≡ b(mod p) então
(
a
p

)
=
(
b
p

)
.

(2)
(
a
p

)(
b
p

)
=
(
ab
p

)
.

(3) (Critério de Euler)
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

(4) (Lei da reciprocidade quadrática de Gauss) Sejam p, q primos ímpares distintos, então(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

(5) (Suplemento à lei da reciprocidade quadrática)
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Prova: A prova de todos esses resultados podem ser conferidas em (22, p.88-94).�

Podemos estender o símbolo de Legendre para inteiros ímpares m, que chamamos
de símbolo de Jacobi. Para isso, primeiro definimos que

(
a
1

)
= 1 ∀a ∈ Z,

(
a
−1

)
= 1 se a ≥ 0

e
(
a
−1

)
= −1 se a < 0. Assim, dado um ímpar m cuja sua decomposição em fatores primos

positivos seja wpα1
1 p

α2
2 ...p

αk
k (w = ±1 indica o sinal de m) e a ∈ Z

( a
m

)
:=
( a
w

)( a

p1

)α1
(
a

p2

)α2

...

(
a

pk

)αk
.

Dessa definição podemos concluir que, quando m é primo, o símbolo de Jacobi coincide com
o simbolo de Legendre. As propriedades do símbolo de Jacobi que iremos citar a seguir podem
ser observadas diretamente da definição ou usando propriedades do símbolo de Legendre

(i)
(
a
m

)
= 0 se (a,m) 6= 1.

(ii) Se a1 ≡ a2(mod m) então
(
a1
m

)
=
(
a2
m

)
.

(iii) Se b1, b2 são ímpares,
(

a
b1b2

)
=
(
a
b1

)(
a
b2

)
.

(iv)
(
a1a2
m

)
=
(
a1
m

) (
a2
m

)
.

(v) Se m,n são ímpares primos entre si então
(
m
n

) (
n
m

)
= (−1)

m−1
2

n−1
2 .

(vi)
(−1
m

)
= (−1)

m−1
2 .

(vii)
(

2
m

)
= (−1)

m2−1
8 .
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(viii) Se b1 e b2 são ímpares satisfazendo b1 ≡ b2(mod 4a) então
(
a
b1

)
=
(
a
b2

)
.

Por último, podemos estender o símbolo de Jacobi para qualquer inteiro de forma similar ao
que fizemos para estender o símbolo Lagrange definindo

(a
2

)
=


0, se a é par

1 se a ≡ ±1(mod 8)

−1, se a ≡ ±3(mod 8))

(a
0

)
=

1, se a < 0

0, em outro caso

e ( a

mn

)
=
( a
m

)(a
n

)
para todos os inteiros m e n.

Dado um inteiro q, uma função χ : Z → C é um caráter de Dirichlet (ou simples-
mente caráter) módulo q se satisfazer as seguintes propriedades:
(1) χ é periódica módulo q, i.e., χ(n+ q) = χ(q) para todo n ∈ Z.
(2) χ é completamente multiplicativa,i.e.,χ(mn) = χ(m)χ(n) para todos n,m ∈ Z.
(3) χn 6= 0 se, e somente se, (n, q) = 1.
Assim, denotando a extensão do símbolo de Jacobi por símbolo de Kronecker, essa extensão
possuirá as seguintes propriedades

(i)
(
a
m

)
= 0 se (a,m) 6= 1.

(ii) A função x→
(
x
a

)
é um caráter módulo |a|.

(iii) A função x →
(
a
x

)
é um caráter módulo igual a 4|a|, caso a ≡ 3(mod 4), e módulo |a|,

caso a ≡ 1(mod 4) ou quando 4 divide a.
Os símbolos de Legendre, Jacobi e Kronecker, e suas propriedades, serão muito úteis no decor-
rer do capítulo 4.

2.7 Discriminante de um corpo de números e número de classes

Faremos várias afirmações nessa seção cujas demonstrações podem ser vistas em
(24). Dado K/Q extensão finita, dizemos que o anel de inteiros de K é o conjunto dos elemen-
tos de K que são raizes de algum polinômio mônico de Z[x], e o denotamos por OK . Por (24,
p.12-13) sabemos existir uma Z-base de OK , visto como um Z-módulo, que também é uma
base de K, visto como um espaço vetorial sobre Q. Denotando por {σi}1≤i≤n, n = [K : Q], os
mergulhos de K sobre C que fixam Q e por {α1, ..., αn} uma Z-base de OK , considere

d(α1, ..., αn) = Det([σi(αj)])
2.
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Este número é independente da Z-base de OK escolhida, e é chamado de discriminante do
corpo numérico K, dK . O conjunto dos OK-submódulos finitamente gerados de K podem ser
equipados com as operações de soma e produto

A+B = {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

AB = {
∑
i

aibi|ai ∈ A, bi ∈ B},

e este conjunto, equipado com a operação de produto, é um grupo abeliano, o grupo ideal JK
de K. O conjunto PK dos conjuntos do tipo aOK ,a ∈ K∗, é um subgrupo de JK , chamado
de grupo de ideais principais de OK . Pode-se provar (veja (24, p.36)) que o grupo quociente
JK/PK = ClK é finito, e o índice

hK = [JK : PK ]

é chamado de número de classe de K. Com esses conceitos já estabelecidos, podemos citar
dois fatos que serão fundamentais neste trabalho. Em Disquisitiones(9), Gauss provou que
r3(n) = #{(x, y, z) ∈ Z3;x2 + y2 + z2 = n} está relacionado à classe de número hn da
extensão quadrática Q(

√
−n),n inteiro positivo. Mais exatamente, se d denota o discriminante

de Q(
√
−n), Gauss mostrou que, se n é livre de quadrados

r3(n) =
24hn
W (n)

(
1−

(
d

2

))
,

onde
(
d
2

)
denota o símbolo de Kronecker e W (n) o número de raízes da unidade em Q(

√
−n),

que tem cardinalidade

W (n) =


4, se n = 1

6, se n = 3

2, se n = 2 ou n > 3

O outro resultado que será importante aqui é o que Siegel provou, e que pode também ser visto
em (14):

hn �ε |d|1/2−ε.

Por último, é conhecido que o valor de d para Q(
√
−n) é dado por

d =

n, quando n ≡ 1(mod 4)

4n, quando n ≡ 2, 3(mod 4)

2.8 Alguns resultados de análise

Será enunciado em sequência uma série de resultados bem conhecidos que usaremos
no decorrer deste trabalho, veja (12, p.56) para ver a prova do primeiro resultado e (27) para ver
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a prova do restante.
Definição 2.8 Uma função de contradomínioC é denominada função aritmética se seu domínio

é o conjunto dos números inteiros positivos, Z>0.

Teorema 2.1 (Soma por partes) Considere a : Z>0 → C função aritmética, 0 < y < x reais e

f : [y, x]→ C uma função com derivada f ′ contínua em [y, x]. Então

∑
y<n≤x

a(n)f(n) = A(x)f(x)− A(y)f(y)−
∫ x

y

A(t)f ′(t)dt,

onde A(t) =
∑

n≤t a(n).

Definição 2.9 Dados x = (x1, ..., xd) e a = (a1, a2, ..., ad) em Rd, com cada inteiro ai ≥ 0 ,

definimos

xa = xa11 x
a2
2 ...x

ad
d ∈ R.

Definimos também o operador (
∂

∂x

)a
=

∂sa

∂xa11 ∂x
a2
2 ...∂x

ad
d

,

onde sa = a1 + ...+ ad.

Definição 2.10 O espaço das funções Schwartz em Rd o é conjunto das funções infinitamente

diferenciáveis f : Rd → C que satisfazem

sup
x∈Rd

∣∣∣∣∣xa
(
∂

∂x

)b
f(x)

∣∣∣∣∣ <∞
para cada a = (a1, ...ad) e b = (b1, ..., bd) em Rd, com ai, bi maiores que 0 para cada i.

Chamamos uma função desse conjunto de função de classe Schwartz.

Definição 2.11 A transformada de Fourier de uma função de classe Schwartz f em Rd é defi-

nida por

f̂(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−2πi〈x,ξ〉dx,

onde <,> denota o produto interno canônico do Rd.

Teorema 2.2 (Fórmula de inversão de Fourier- Versão contínua) Se f é uma função de classe

Schwartz em Rd, então f̂ também será de classe Schwartz, e

f(x) =

∫
Rd
f̂(ξ)e2πi〈x,ξ〉dξ.

Teorema 2.3 (Fórmula do somatório de Poisson) Se f é uma função de classe Schwartz emRd
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então ∑
m∈Zd

f(m) =
∑
m∈Zd

f̂(m).

Definição 2.12 Seja F : Z/NZ → C, N > 0 inteiro positivo. A transformada discreta de

Fourier de F é definida por

F̂ (m) =
1

N

N−1∑
n=0

F (n)e−2πinm/N ∀m ∈ Z/NZ.

Teorema 2.4 (Fórmula de inversão de Fourier-Versão discreta) Seja F : Z/NZ → C, N > 0

inteiro positivo. Então

F (n) =
N−1∑
m=0

F̂ (m)e2πinm/N .
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3 FORMAS MODULARES

Será apresentada nesse capítulo a noção de forma modular. Primeiramente apresen-
taremos a definição e as propriedades básicas de formas modulares de peso inteiro e de peso
meio inteiro. Logo após, serão definidas as séries de Eisenstein e de Poincaré, e concluiremos
que o conjunto dessas últimas geram o espaço das formas cuspidais. Tendo em mente o objetivo
de estimar os coeficientes de Fourier de formas cuspidais, será apresentada no fim uma fórmula
para os coeficientes de Fourier de séries de Poincaré.

3.1 Formas modulares de peso inteiro

Para cada λ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) definimos

J(λ, z) := cz + d.

Uma conta simples nos permitirá ver que as seguintes relações são válidas para todos os α, β
pertencentes a SL2(Z) e z em H

(i) J(αβ, z) = J(α, βz)J(β, z)

(ii) J(α−1, z) = J(α, α−1z)−1

(iii) Im(αz) = Im(z)/|J(α, z)|2.

Dados k inteiro, f : H→ C e λ =

(
a b

c d

)
elemento de SL2(Z), definimos também

f |kλ(z) := J(λ, z)−kf(λz) ∀z ∈ H,

por (i) se pode concluir que

f |kαβ = (f |kα)|kβ ∀α, β ∈ SL2(Z).

Se f : H→ C é holomorfa e k um inteiro par, dizemos que f é uma função modular,
ou forma modular, de peso k em relação a SL2(Z) se f(γz) = J(γ, z)kf(z) para todo γ em
SL2(Z) e f(z) é uniformemente limitado quando Im(z) tende ao infinito, isto é, dado ε > 0,
existe Mε > 0 tal que |f(z)| < ε ∀z satisfazendo Im(z) > Mε.

Uma função modular satisfaz a relação f(z+1) = f(z) para todo z emH, uma vez

que

(
1 1

0 1

)
pertence a SL2(Z), logo toda função modular em relação a SL2(Z) f pode ser

escrita da forma f(z) = g(e2πiz), onde g é uma função holomorfa em D− {0} = {z ∈ C; 0 <

|z| < 1}. A expansão de Laurent de g no ponto z = 0 fornecerá uma série
∑∞
−∞ anz

n cujo os
coeficientes a−n, n > 0, são nulos, uma vez que a definição de função modular implicará que g
terá de ser limitada nas vizinhanças do ponto z = 0.



29

Definição 3.1 Seja f(z) = g(e(z)) uma função modular. Se g(z) =
∑∞

n=0 anz é a expansão

de Laurent de g em z = 0, definimos a série de Fourier de f como

f(z) = g(e(z)) =
+∞∑
n=0

ane(nz).

É comum também a série de Fourier de f ser chamada de q-expansão e ser denotada
do seguinte modo

f(z) =
+∞∑
n=0

anq
n,

onde q = e2πiz. Dizemos que uma função holomorfa f : H → C se anula no infinito se f(z)

tende uniformemente para 0 quando Im(z) tende a∞ , o que é equivalente a dizer que o termo
a0 de sua q-expansão é 0.

Definição 3.2 Considere Γ um grupo de congruência e k um inteiro par. Uma função holo-

morfa f : H→ C irá satisfazer a condição de modularidade de peso k em relação a Γ se para

todo α pertencente a Γ

f(αz) = J(α, z)kf(z).

Definição 3.3 Uma função f que satisfaz a condição de modularidade de peso k em relação

ao grupo de congruência Γ é holomorfa na cúspide p de Γ se, dado α ∈ SL2(Z) satisfazendo

α(∞) = p, a função

z 7→ f |kα(z) = J(α, z)−kf(α(z))

for uniformemente limitada no infinito. Dizemos que f se anula na cúspide p se f |kα(z) tende

a zero quando Im(z)→∞ .

Com o definição acima em mãos, podemos estender o conceito de forma modulares
dado anteriormente para subgrupos de congruência.

Definição 3.4 Seja f : H → C holomorfa, k um inteiro par e Γ um subgrupo de congruência

de SL2(Z). Dizemos então que f é uma forma modular, de peso k em relação a Γ se ela satisfaz

as seguintes condições:

(1) Satisfaz a condição de modularidade de peso k em relação a Γ.

(2) f é holomorfa em cada uma de suas cúspides.

Denotamos o conjunto dessas funções por Mk(Γ).

Uma forma modular f que se anula em todas as suas cúspides é chamada de forma

cuspidal, e denotamos o conjunto das formas cuspidais de peso inteiro k de Γ por Sk(Γ). O
fato de existir N inteiro tal que Γ contenha Γ(N) implica que Γ∞ contém algum elemento

diferente da identidade, por exemplo

(
1 N

0 1

)
. Faça m = min

{
n ∈ Z>0;

(
1 n

0 1

)
∈ Γ

}
. Se
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f pertence a Mk(Γ), temos que f(z + m) = f(z) para todo elemento z de H, e logo f ∗(z) =

f(mz) terá período 1. A exemplo do que se fez antes, podemos tomar f ∗(z) =
∑∞

n=0 ane(nz),
e uma mudança simples de variável nos dará

f(z) =
+∞∑
n=0

ane
2πniz/m =

+∞∑
n=0

anq
n,

e dizemos que essa é a série de Fourier de f no infinito. Considere p uma cúspide de Γ e
α ∈ SL2(Z) novamente satisfazendo α(∞) = p. A função f |kα(z) = J(α, z)−kf(αz) será
modular de peso k em relação a α−1Γα, sendo possível então construir sua série de Fourier no
infinito exatamente como foi feito anteriormente. Assim, será dito que a série de Fourier de f
em relação à cúspide p é a série de Fourier de f |kα no infinito, dada por

f |kα(z) =
∞∑
n=0

a(p)
n e(

nz

h
),

onde h = min

{
n ∈ Z>0;

(
1 n

0 1

)
∈ α−1Γα

}
. De forma equivalente ao que foi proposto

anteriormente, f se anulará na cúspide p se, e só se, a(p)
0 = 0. É importante ressaltar que essa

série está bem definida, isto é, a série independe do α tomado satisfazendo α(∞) = p e depende
apenas da classe da cúspide p em relação a Γ (veja (23, p.39)).

Proposição 3.1 Seja f : H → C função que satisfaz a condição de modularidade de peso k

em Γ, k inteiro par. Então f é cuspidal se, e somente se, f(z)Im(z)
k
2 é limitado em H.

Prova: Considere p uma cúspide de Γ e α ∈ SL2(Z) satisfazendo α(∞) = p, e m =

min

{
n ∈ Z>0;

(
1 n

0 1

)
∈ α−1Γα

}
. Suponha primeiro que f(z)Im(z)

k
2 seja limitado por

uma constante M > 0 em H. Então, usando que Im(αz) = J(α, z)−2Im(z)∀z ∈ H

|f |kα(z)| = |J(α, z)−kf(αz)| = |J(α, z)−kIm(αz)−
k
2 f(αz)(Im(αz))

k
2 |

≤ Im(z)−
k
2M → 0

quando Im(z)→∞, e como p é uma cúspide arbitrária isso mostra que f é cuspidal. Suponha
agora que f é cuspidal, e tomemos g(z) = |f(z)|Im(z)

k
2 . Para todo γ ∈ Γ temos g(λz) =

|f(λz)|Im(λz)
k
2 = |f(z)|Im(z)

k
2 = g(z), logo só precisaremos analisar o comportamento de

g em relação a um domínio fundamentalF de Γ, que podemos supor contido numa faixa−N ≤
|Re(z)| ≤ N para algum N > 0. Uma vez que Γ possui um número finito de cúspides não
equivalentes e que as "vizinhanças"do infinito seriam faixas do tipo {|Re(z)| ≤ N, Im(z) >

C}, basta mostrar que f é limitada nas proximidades das cúspides de Γ. De fato, retirando
vizinhanças de cada cúspide do domínio F , obtemos um conjunto compacto, onde f é limitado
por ser holomorfa. Assim, tomando a cúspide arbitrária p e

∑∞
n=1 ane(

nz
m

) a série de Fourier de
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f em relação à cúspide p, e novamente usando que Im(αz) = |J(α, z)|−2Im(z)∀z ∈ H

g(αz) = |f(αz)|Im(αz)
k
2

= |f |kα(z)|Im(z)
k
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ane

(
(n− 1)z

m

)∣∣∣∣∣ e−2πIm(z)
m Im(z)

k
2 → 0

quando Im(z) → ∞, o que prova que g é limitada nas proximidades que qualquer uma das
cúspide de Γ.�

Vamos enunciar agora a nossa primeira estimativa a envolver coeficientes de séries
de Fourier de formas cuspidais.

Proposição 3.2 Seja k um inteiro par e seja f em Sk(Γ) uma forma modular com coeficientes

de Fourier an em relação a uma cúspide p de Γ. Então

an � nk/2.

Prova: Suponha p =∞. Pela proposição anterior, ∃M > 0 satisfazendo |f(z)| ≤MIm(z)−
k
2 .

Portanto, se f(z) =
∑∞

n=1 ane(
nz
m

)

|an| =
1

2m

∣∣∣∣∫ 2m

0

f(x+ iy)e
−πin(x+yi)

m dx

∣∣∣∣ ≤My−
k
2 e

πny
m

Fazendo y = 2
n

, obtemos |an| ≤ Ln
k
2 com L = Me

2π
m 2−

k
2 . Cálculo análogo pode ser feito

para concluir que os coeficientes de Fourier em relação as outras cúspides satisfazem a mesma
relação. �

Essa não é a melhor estimativa possível para os coeficientes de Fourier de for-
mas cuspidais de peso inteiro. Ramanujan conjecturou, em um caso particular, que an =

Oε(n
k−1
2

+ε). Este fato foi posteriormente demonstrado por Deligne em (5).
As formas modulares de peso inteiro são um caso particular de funções chamadas

formas automorfas, que estende o conceito de funções modulares a grupos fuchsianos quaisquer
de SL2(R). O conjunto das formas automorfas de peso inteiro k em relação a um subgrupo
fuchsiano Γ é um espaço vetorial de dimensão finita sobre C (veja (23, p.57-61)). O argumento
usado para mostrar isto usa o fato de que se pode dar ao domínio fundamental de Γ uma estrutura
de superfície de Riemann, e nesse contexto é possível aplicar o teorema de Riemann-Roch. Tal
argumento pode ser adaptado até mesmo para provar a finitude da dimensão do conjunto das
formas modulares de peso meio-inteiro de peso k em relação a Γ0(4N),N inteiro, funções essas
que serão definidas na próxima seção.
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3.2 Formas modulares de peso meio inteiro

Antes de mais nada, é importante evitar problemas ao se falar de raízes quadradas
nos complexos. E é esse o motivo que fez essa ser a primeira definição desta seção.

Definição 3.5 Seja z ∈ C com forma polar z = r(cos θ + i sin θ), onde r > 0 e θ ∈ (−π, π] .

Definimos a raiz quadrada do complexo z por

√
z =
√
r(cos(θ/2) + i sin(θ/2)).

Se n é inteiro, definimos z
n
2 = (

√
z)n.

Dado γ em Γ0(4), definimos o fator automórfico j(γ, z) por

j(γ, z) :=
θ(γz)

θ(z)
,

onde a função theta θ é definida por

θ(z) =
+∞∑

n=−∞

e(n2z).

Pode ser visto que, se λ =

(
a b

c d

)
, então (veja (25, p.11-12))

j(γ, z) =
( c
d

)
ε−1
d (cz + d)

1
2 ,

onde
(
c
d

)
indica o símbolo de Kronecker e εd = i(

d−1
2

)2 é igual a 1 ou i dependendo se d ≡ 1
ou 3 (mod 4), respectivamente. Dizemos que uma função f : H → C satisfaz a condição de

modularidade de peso k, k meio inteiro, em relação a Γ, subgrupo de índice finito de Γ0(4), se
f(λz) = j(λ, z)2kf(z) para todo λ em Γ. Definiremos a partir de agora a série de Fourier de
uma função f que satisfaz a condição de modularidade de peso k, k meio inteiro, em relação a
Γ(N), N inteiro múltiplo de 4, e para isso vamos fazer uma construção um pouco mais complexa
daquela feita para formas modulares de peso inteiro. Tal construção pode ser vista com mais
detalhes em (17, p.177-182) ou em (26). Considere GL2(Q)+ o grupo das matrizes 2 × 2 de
determinante positivo e entradas racionais agindo em H ∪ R ∪ {∞} da forma λz = az+b

cz+d
para

todo λ =

(
a b

c d

)
em GL2(Q)+. Dados λ =

(
a b

c d

)
pertencentes a GL2(Q)+ e t ∈ {±1},

considere uma função holomorfa φ que satisfaz

φ(z)2 = t
cz + d√
ad− bc

.

Observe que, para cada λ em GL2(Q)+, temos exatamente 4 possibilidades para a função φ.
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Considere agora o seguinte conjunto G

G = {(λ, φ);λ ∈ GL2(Q)+}.

Pode-se mostrar (veja (17, p.179)) que G equipado com a seguinte operação

(λ1, φ1)(λ2, φ2) = (λ1λ2, φ1(λ2z)φ2(z))

é um grupo, e a função P : G→ GL2(Q)+ definida pela projeção (λ, φ)→ λ é um homomor-
fismo entre esses dois grupos. Dado ξ = (α, φ) ∈ G e h : H→ C, definamos

h|k[ξ] = φ(z)−2kh(αz)

h(ξz) = h(αz).

Uma conta simples nos mostra que h|k[ξ1ξ2] = h|k[ξ1]|k[ξ2]. Dado Γ subgrupo de Γ0(4), defina
os seguintes subgrupos de G

G1 = {(λ, φ);λ ∈ SL2(Z)}

G1
∞ = {(

(
1 n

0 1

)
, t);n ∈ Z}

Γ∗ = {(λ, j(λ, z));λ ∈ Γ}

Γ∗s = {ω ∈ Γ∗;ωs = s}.

Seja agora s uma cúspide de Γ e ξ = (α, φ) em G1 tal que α∞ = s. O conjunto ξ−1Γ∗sξ está

claramente contido em G1
∞, e pode-se mostrar (veja (17, p.181)) que existe (

(
1 l

0 1

)
, t) em

G1
∞ com l > 0 tal que

±ξ−1Γ∗sξ = {(±

(
1 l

0 1

)
, t)j; j ∈ Z},

e mais que isso, tal elemento gerador depende apenas da classe da cúspide s em relação a Γ

. Se s = ∞, então ±Γ∞ = {±

(
1 l

0 1

)j

, j ∈ Z} onde l > 0, e como f satisfaz a condição

de modularidade de peso k em Γ temos que f(z + l) = f(z) para todo z em H, e portanto
podemos tomar a série de Fourier de f em relação a∞ como

f(z) =
+∞∑

n=−∞

ane
2πniz/l =

+∞∑
n=−∞

anq
n.

No caso particular Γ = Γ(4N), como Γ(4N)∞ = {

(
1 1

0 1

)j

; j ∈ Z}, a série de Fourier de f
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no infinito torna-se

f(z) =
+∞∑

n=−∞

ane
2πniz =

+∞∑
n=−∞

anq
n.

Caso s 6=∞ faça g(z) = f |k[ξ](z). Observe que, pela definição de Γ∗ , temos f |k[ω] = f ∀ω ∈
Γ∗. Portanto, dado ±ξ−1ωξ em ±ξ−1Γ∗ξ

g|k[±ξ−1ωξ] = f |k[±ξξ−1ωξ] = f |k[ωξ] = f |k[ξ] = g,

logo g é invariante por ±ξ−1Γ∗ξ, e consequentemente é invariante por (

(
1 l

0 1

)
, t):

g(z) = g|k[(

(
1 l

0 1

)
, t)](z) = t−2kg(z + l).

Por último, tomando t2k = e2πir onde r = 0, 1
4
, 1

2
, 3

4
, e F (z) = e−2πirz/lg(z)

F (z + l) = t−2ke−2πirz/lg(z + l) = e−2πirz/lg(z) = F (z).

Assim, definimos a série de Fourier de f em relação à cúspide s como a série obtida através da
função F (z), que pode ser escrita como F (z) =

∑+∞
n=−∞ ane

2πinz/l:

g(z) =
+∞∑

n=−∞

ane
2πin(z+r)/l = e2πirz/l

+∞∑
n=−∞

anq
n.

Em particular, se Γ = Γ(4N), N inteiro, temos

g(z) =
+∞∑

n=−∞

ane
2πin(z+r).

Dizemos que f é meromorfa em s se existe um inteiro m tal que an = 0 para todo n < m,
holomorfa em s se an = 0 para todo n < 0, e que f se anula em s se an = 0 para todo n ≤ 0.
Agora temos condições de definir o que é uma forma modular de peso meio inteiro k, como
faremos a seguir.

Definição 3.6 Seja f : H → C uma função holomorfa e k ∈ 1
2
Z − Z . Dizemos que f é uma

função modular, ou forma modular, de peso k em relação a Γ0(4N), N inteiro, se

(1) f(γz) = (j(γ, z))2kf(z), para γ ∈ Γ0(4N)

(2) f(z) é holomorfa em cada cúspide.

Novamente chamamos uma função modular de peso meio inteiro k que se anula em
cada cúspide de forma cuspidal. Conforme fizemos com as formas de peso inteiro, denotamos o
conjunto das funções modulares de Γ0(4N) de peso k porMk(Γ0(4N)), tal como o conjunto das
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formas cuspidais de Mk(Γ0(4N)) por Sk(Γ0(4N)). Usando um raciocínio análogo ao feito nas
proposições 3.1 e 3.2, observando que a função G(z) = |Im(z)

k
2 f(z)| é invariante em Γ0(4N)

para todo f em Mk(Γ0(4N)), concluímos que também são válidas as seguintes afirmações para
o caso meio inteiro

Proposição 3.3 Seja f : H→ C função que satisfaz a condição de modularidade de peso meio

inteiro k em Γ0(4N). Então f é cuspidal se, e somente se, f(z)Im(z)
k
2 é limitado em H.

Proposição 3.4 Seja f ∈ Sk(Γ(4N)), k meio inteiro com coeficientes de Fourier an em relação

a uma cúspide p de Γ. Então

an � nk/2.

Considerando Sk(Γ) como um espaço vetorial sobre C, podemos tomar nele um produto in-
terno chamado produto interno de Petersson. Dados f, g elementos de Sk(Γ) e F o domínio
fundamental de Γ, esse produto interno é definido por

〈f, g〉 =

∫
F
f(z)g(z)Im(z)k

dxdy

y2
.

Observe que f(z)g(z)Im(z)k é invariante por Γ, logo a integral acima independe do domínio
fundamental escolhido. Mais ainda, pode-se concluir que esta integral converge.

É possível generalizar a noção de função theta para um polinômio harmônico esfé-
rico P de grau v ≥ 0 em Rn. Dado r > 0 inteiro, definimos

θP (z) =
∑
m∈Zr

P (m)e(|m|2z) =
t=∞∑
t=0

 ∑
|m|2=t

P (m)

 e(tz). (3.5)

Proposição 3.5 Se P for um polinômio harmônico esférico de grau v > 0 par, a função θP
definida acima é uma forma modular cuspidal de peso r

2
+ v.

Prova: Considere A uma matriz r×r simétrica cujo todos seus autovalores são positivos (posi-
tiva definida). Um polinômio homogêneo de grau v, P (x1, ..., xr), com coeficientes complexos
é dito um polinômio esférico de grau v com respeito a A se ele satisfazer a relação

∆AP =
r∑

i,j=1

bi,j
∂P

∂xi∂xj
= 0,

onde A−1 = [bi,j]. Tomemos também h um vetor coluna de tamanho r e um inteiro N que
satisfaçam
(1) NA−1 é uma matriz com coordenadas inteiras.
(2) Ah é um vetor coluna de tamanho r onde cada elemento é um inteiro múltiplo de N .
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Definimos a função

θ∗(z;h,A,N, P ) =
∑

m≡h(mod N)

P (m)e

(
tmAm

2N2
z

)
.

Se k = r/2 + v, pode-se usar a fórmula do somatório de Poisson para se concluir que (veja (23,
p.185-191) ou (26)) θ∗ é holomorfa em H e que satisfaz as seguintes relações:
(1)

θ∗(−1/z;h,A,N, P ) = (−i)v(Det(A))−1/2(−iz)k
∑

l∈Z/Zr
Al≡0 mod N

e

(
tlAl

2N2

)
θ∗(z;h,A,N, P )

(2)

θ∗(z + 2;h,A,N, P ) = e

(
thAh

N2

)
θ∗(z;h,A,N, P )

(3) Se λ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z) satisfaz 2|b e 2N |c, então

θ∗(λz;h,A,N, P ) = e

(
ab

thAh

2N2

)(
Det(A)

d

)(
2c

d

)r
ε−rd (cz + d)kθ∗(z; ah,A,N, P ),

onde
(
x
y

)
indica o símbolo de Jacobi.

Observando que o conjunto WN =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z); 2|b, 2N |c

}
satisfaz

σΓ0(4N)σ−1 = WN , σ =

(√
2 0

0
√

2
2

)
,

pois

σ

(
a b

c d

)
σ−1 =

(
a 2b
c
2

d

)
,

podemos concluir por (3) que a função θ(z;h,A,N, P ) = θ∗(2z;h,A,N, P ) satisfaz ∀λ =(
a b

c d

)
∈ Γ0(4)

θ(λz;h,A,N, P ) = e

(
ab

thAh

N2

)(
Det(A)

d

)( c
d

)r
ε−rd (cz + d)kθ(z; ah,A,N, P ).

Observando que θP (z) = θ(z; 0, Id, 1, P ) e usando o fato de 2v ser múltiplo de 4 , concluímos
da afirmação acima que θP satisfaz a condição de modularidade para k = r

2
+ v e Γ = Γ0(4).

A definição de θP em (3.5) nos dá sua série de Fourier em relação ao∞, mostrando que ela se
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anula no infinito se v > 0. (1) nos dá que

θP (−1/4z) = (−4iz)kθP (z). (3.6)

Defina a função g(z) = |Im(z)
k
2 θP (z)|, ela é invariante em Γ0(4) por θP satisfazer a con-

dição de modularidade de peso k em Γ0(4). Pela proposição 3.3, para provar que θP é cus-
pidal basta provar que g é limitada em um domínio fundamental de Γ0(4), que podemos su-
por estar contido na faixa −1

2
≤ |Re(z)| ≤ 1

2
. Se θP (z) =

∑∞
n=1 ane

2πinz então g(z) =

|Im(z)
k
2 e−2πIm(z)| |

∑∞
n=0 an+1e

2πinz| → 0 se Im(z) → ∞, portanto existe uma faixa {−1
2
≤

|Re(z)| ≤ 1
2
, Im(z) > M1} onde g é limitada. Já da relação (3.6),

g(z) = |Im(z)
k
2 4−kz−kθP (−1/4z)|

= |Im(z)
k
2 4−kz−k||

∞∑
n=1

ane
−πin/2z|

= |Im(z)
k
2 4−kz−ke−πIm(z)/2|z|2||

∞∑
n=0

an+1e
−πin/2z| → 0

uniformemente na faixa −1
2
≤ |Re(z)| ≤ 1

2
quando Im(z) → 0. Assim existe uma faixa

{−1
2
≤ |Re(z)| ≤ 1

2
, 0 < Im(z) < M2}, com M2 < M1 aonde g é limitada. Por último, g

é limitado no compacto {−1
2
≤ |Re(z)| ≤ 1

2
,M1 ≤ Im(z) ≤ M2} por ser contínua em H.

Portanto g é limitada em toda a faixa {−1
2
≤ |Re(z)| ≤ 1

2
; Im(z) > 0}, e assim também em

todo H. �

Como vimos na proposição 3.4, os coeficientes de Fourier an de uma forma cuspidal
f de peso meio-inteiro k também satisfazem an = O(n

k
2 ). Com um certo trabalho, usando a

fórmula de Petersson, que veremos no início do capítulo 4, e usando diretamente a estimativa de
Weil para somas de Kloosterman, somas essas que definiremos no início do capítulo 4, pode-
se provar que an = Oε(n

k
2
− 1

4
+ε) , o que infelizmente ainda não é suficiente para resolver o

problema de Linnik na esfera. Essa estimativa é o melhor resultado que se pode obter no caso
meio-inteiro, diferentemente das formas modulares de peso inteiro. De fato, se denotarmos por
ψ um cárater de Dirichlet módulo 4 com ψ(−1) = −1 pode-se mostrar que a função

θ(z, ψ) =
m=∞∑
m=−∞

ψ(m)me(m2z)

é uma forma cuspidal de Γ0(8) de peso 3
2

que satisfaz |av| = 2
√
v sempre que v ∈ Z for

um quadrado perfeito ímpar. No capítulo 4, adicionando as restrições k > 2 e n livre de
quadrados, melhoraremos essa estimativa para an = Oε(n

k
2
− 2

7
+ε), para assim podermos aplicar-

la no problema de Linnik, no capítulo 5.
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3.3 Séries de Eisenstein

Seja Γ um subgrupo de congruência, k um meio inteiro maior que 2, p uma cúspide

de Γ e σ em SL2(Z) satisfazendo σ(∞) = p. Suponha que σΓpσ
−1 = {

(
1 n

0 1

)
;n ∈ Z} para

cada cúspide p de Γ. Definimos a série de Eisenstein de Γ em relação a uma cúspide p como

Ep
k(z) =

∑
λ∈Γp\Γ

(j(σ−1λ, z))−2k.

Em particular, se p =∞, a série se tornará

E∞k (z) =
∑

λ∈Γ∞\Γ

(j(λ, z))−2k.

Para analisar a convergência dessas séries, definamos a série "espectral"de Eisenstein. Fixe
s ∈ C com re(s) > 1, defina

E(z, s) =
∑

λ∈Γ∞\Γ

(im(λz))s,

a demonstração da convergência absoluta de E(z, s) em H, quando vista como função em z,
pode ser vista em (19, p.12). Para provar a convergência de E∞k observe que

Im(z)
k
2 |E∞k (z)| ≤

∑
λ∈Γ∞\Γ

|cz + d|−kIm(z)
k
2 = E(z, k/2), (3.7)

portanto E∞k (z) converge absolutamente para k > 2, e segue que E∞k (z) é holomorfa em H.
De forma similar podemos verificar a convergência e o holomorfismo de Ep

k(z) . Podemos
observar que Ep

k satisfaz a condição de modularidade da seguinte forma: para todos γ, λ em
SL2(Z) temos j(λ, γz) = j(λγ,z)

j(γ,z)
, como consequência, dado γ em Γ

Ep
k(γz) =

∑
λ∈Γp\Γ

(j(σ−1λ, γz))−2k

=
∑

λ∈Γp\Γ

(
j(σ−1λγ, z)

j(γ, z)
)−2k

= (j(γ, z))2k
∑

λ∈Γp\Γ

(j(σ−1λγ, z))−2k,

observando que λγ varia entre representantes de todas as classes de Γp \ Γ enquanto λ também
o faz, concluímos que Ep

k(γz) = (j(γ, z))2kEp
k(z). Para analisar o holomorfismo nas cúspides,

considere p1 =∞, p2, ..., pm cúspides inequivalentes de Γ de forma que toda cúspide de Γ seja
equivalente a uma dessas cúspides. Dado i ∈ {1, ...,m}, pode-se mostrar que Epj

k (z) se anula
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na cúspide pi se j 6= i, e limz→pi E
pi
k (z) = 2, se− Id ∈ Γ

limz→pi E
pi
k (z) = 1, se− Id /∈ Γ

Esse resultado, que pode ser visto em (25, p.18) tem como consequência direta o fato de que
cada elemento deMk(Γ) pode ser escrito da forma g+h, onde g ∈ Sk(Γ) e h é uma combinação
linear finita das séries de Eisenstein de Γ em relação a cada uma de suas cúspides. É possível,
por exemplo, verificar esse resultado para E∞k (z) no caso em que pi = pj =∞. Supondo, sem
perda de generalidade, que −Id pertence a Γ, a convergência absoluta de E∞k emH nos garante
que

lim
Im(z)→∞

E∞k (z) =
∑

λ∈Γ∞\Γ

lim
Im(z)→∞

(j(λ, z))−2k = 2,

pois limz→∞(j(λ, z))−2k 6= 0 somente quando λ pertence a Γ∞Id ou Γ∞(−Id), e nessas exce-
ções temos o limite valendo 1.

3.4 Séries de Poincaré

Dado N inteiro múltiplo de 4 e k > 2 meio inteiro, a série de Poincaré de Γ0(N)

em relação ao infinito é dada por

Pm(z, k) =
∑

λ∈(Γ0(N))∞\Γ0(N)

(j(λ, z))−2ke(mλz),

onde m = 0 é um inteiro. Observe que obtemos a série de Eisenstein de Γ0(N) em re-
lação ao infinito fazendo m = 0. Se m = 1, Pm(z, k) será majorada por E∞k (z), a sé-
rie de Eisenstein de Γ0(N) no ∞, assim ela será absolutamente convergente. Usando uma
conta similar ao que fizemos anteriormente para séries de Eisenstein, podemos concluir que
Pm(σz, k) = (j(σ, z))2kPm(z, k) para todo σ ∈ Γ0(N). Novamente usando essa majoração
por séries de Eisenstein, pode-se concluir que Pm se anula em cada cúspide inequivalente ao
infinito. Já no caso∞, temos

lim
Im(z)→∞

∑
λ∈(Γ0(N))∞\Γ0(N)

(j(λ, z))−2ke(mλz) =

∑
λ∈(Γ0(N))∞\Γ0(N)

lim
Im(z)→∞

(j(λ, z))−2ke(mλz) = 0,

logo Pm se anula no infinito também. Concluímos daí que, se m = 1, Pm será uma forma
cuspidal de peso k em relação a Γ0(N).
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Proposição 3.6 Sejam f um elemento de Sk(Γ0(N)) e m ≥ 1 inteiro. Então

< Pm, f >= am
Γ(k − 1)

(4πm)k−1
,

onde f(z) =
∑∞

n=1 ane(nz) é a série de Fourier de f no infinito e Γ(z) indica a função gamma.

Em particular, o conjunto das séries de Poincaré Pm,m = 1, 2, ..., geram Sk(Γ0(N)).

Prova: Seja F um domínio fundamental de Γ0(N). Usando o produto interno de Petersson

〈Pm, f〉 =

∫
F
Pm(z)f(z)Im(z)k

dxdy

y2

=

∫
F

∑
λ∈Γ∞\Γ

((j(λ, z))−2k((j(λ, z))−2ke(mλz)f(λz)yk
dxdy

y2

=

∫
F

∑
λ∈Γ∞\Γ

e(mλz)f(λz)|(cz + d)|−2kyk
dxdy

y2

=

∫
F

∑
λ∈Γ∞\Γ

e(mλz)f(λz)Im(λz)k
dxdy

y2

=

∫ ∞
0

∫ 1

0

e(mz)f(z)yk−2dxdy =
am

(4πm)k−1
Γ(k − 1),

onde usamos no penúltimo passo que podemos escolher representantes λ das classes de Γ∞\Γ
de modo que ∪λλF = {z ∈ H;−1

2
≤ Re(z) ≤ 1

2
} . Daí 〈Pm, f〉 = 0 para todo m ∈ Z>0 se,

e somente se, am = 0 para todo m ∈ Z>0, que é equivalente a dizer que f ≡ 0. Portanto o
conjunto {Pm,m ≥ 1} gera o espaço vetorial de dimensão finita Sk(Γ0(N)).�

Calculemos agora o n-ésimo coeficiente de Fourier P̂m(n) de Pm(z, k). Para isso,

faça aqui Γ = Γ0(N) e observe que Γ∞ =

{(
1 n

0 1

)
;n ∈ Z

}
. Veja também que


Γ∞αΓ∞ = Γ∞, se α ∈ ±Γ∞

Γ∞αΓ∞ =
⋃
· s∈Z

α
1 s

0 1

 , se α /∈ ±Γ∞
.

Assim
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P̂m(n) =

∫ 1

0

Pm(z, k)e(−nz)dz

=

∫ 1

0

∑
λ∈Γ∞\Γ

(j(λ, z)−2ke(mλz)e(−nz)dz

= 2

∫ 1

0

e(mz)e(−nz)dz +
∑
c6=0

λ∈Γ∞\Γ/Γ∞

∑
s∈Z

∫ 1

0

j(λ

(
1 s

0 1

)
, z)−2ke

(
mλ

(
1 s

0 1

)
z − nz

)

= 2δm,n +
∑
c 6=0

λ∈Γ∞\Γ/Γ∞

∫ ∞
−∞

j(λ, z)−2ke(mλz − nz)dz,

onde tomamos λ =

(
a b

c d

)
. Uma conta simples pode nos mostrar que as classes de Γ∞\Γ/Γ∞

são os conjuntos das matrizes

(
∗ ∗
c d

)
∈ Γ, onde c e d(mod c) estão fixados. Assim, continu-

ando nosso cálculo e observando que λz = a
c
− 1

c(cz+d)

2δm,n +
∑
c 6=0

λ∈Γ∞\Γ/Γ∞

∫ ∞
−∞

j(λ, z)−2ke(mλz − nz)dz

= 2δm,n + 2
∑
c>0

λ∈Γ∞\Γ/Γ∞

ε−2k
d

( c
d

)2k
∫ ∞
−∞

(cz + d)−ke

(
ma

c
− m

c(cz + d)
− nz

)
dz

= 2δm,n + 2
∑
c>0
N |c

∑
d(mod c)
(c,d)=1

ε−2k
d

( c
d

)2k
∫ ∞
−∞

(cz + d)−ke

(
ma

c
− m

c(cz + d)
− nz

)
dz

= 2δm,n + 2
∑
c>0
N |c

c−k
∑

d(mod c)
(c,d)=1

e
(ma
c

)
ε−2k
d

( c
d

)2k
∫ ∞
−∞

(z +
d

c
)−ke

(
−m

c2(z + d/c)
− nz

)
dz

= 2δm,n + 2
∑
c>0
N |c

c−k
∑

d(mod c)
(c,d)=1

( c
d

)2k

ε−2k
d e

(ma
c

)∫ ∞
−∞

z−ke

(
−m
c2z
− n(z − d

c
)

)
dz

= 2δm,n + 2
∑
c>0
N |c

c−k

 ∑
d(mod c)
(d,c)=1

( c
d

)2k

ε−2k
d e

(
ma+ nd

c

)∫ ∞
−∞

z−ke

(
−m
c2z
− nz

)
dz

 .

Então, usando uma variação da representação da função de Bessel enunciada em (2.4), encon-
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tramos que

P̂m(n) = 2
m(k−1)/2

n(k−1)/2

δm,n + 2πi−k
∑
c>0
N |c

Jk−1

(
4π
√
mn

c

)
K(m,n, c)

c

 ,

onde
K(m,n, c) =

∑
d(mod c)
(d,c)=1

( c
d

)2k

ε−2k
d e

(
mz + nd

c

)
.

Fazendo n = m obtemos

Proposição 3.7 Se P̂m(n,Γ0(N)) denota o n-ésimo coeficiente de Fourier da m-ésima série de

Poincaré de Γ0(N) relativa ao peso meio inteiro k, k > 2 e 4|N , então, para n ≥ 1

P̂n(n,Γ0(N)) = 1 + 2πi−k
∑
c>0
N |c

Jk−1

(
4πn

c

)
K(n, n, c)

c
.

.
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4 UMA ESTIMATIVA NÃO TRIVIAL DE IWANIEC

Nesse capítulo iremos fazer um esboço da prova da estimativa não trivial para
coeficientes de Fourier de formas cuspidais de peso meio inteiro obtida por Iwaniec em (15).
Nesse artigo, Iwaniec trabalha principalmente procurando estimar formas bilineares do tipo

B(X, Y ) =
∑

A<a≤2A

∑
B<b≤2B
(a,b)=1

XaYbe
2πin(a

b
− b
a

),

onde a e b indicam os inversos multiplicativos de a e b módulo b e módulo a, respectivamente.
Esse tipo de forma é obtida quando somas de Kloosterman são somadas, e isso é feito com o
objetivo de se explorar cancelamento de termos entre as somas.

Teorema 4.1 (Iwaniec(15),1987) Seja N inteiro com 4|N e k um meio inteiro maior que 2.

Fixe f ∈ Sk(Γ0(N)), e seja an o n-ésimo coeficiente de Fourier de f . Se n é um inteiro livre de

quadrados, então

an �ε n
k/2−2/7+ε.

Para começarmos a prova desse teorema, primeiro escolheremos uma base ortonor-
mal f1, f2, ..., fR de Sk(Γ0(N)) em relação ao produto interno de Petersson. Pela proposição
3.6, se denotarmos por Pm a m-ésima série de Poincaré de Γ0(N)

〈Pm, fi〉 = ai(m)
Γ(k − 1)

(4πm)k−1
,

onde

fj(z) =
∞∑
n=1

aj(n)e(nz).

O fato de f1, f2, ..., fR formarem uma base ortonormal implica que

Pm(z) =
R∑
j=1

〈Pm, fj〉fj(z)

=
R∑
j=1

〈Pm, fj〉

(
∞∑
n=1

aj(n)e(nz)

)

=
∞∑
n=1

(
R∑
j=1

〈Pm, fj〉aj(n)

)
e(nz).

Concluímos então que

P̂m(n) =
R∑
j=1

〈Pm, fj〉aj(n) =
Γ(k − 1)

(4πm)k−1

R∑
j=1

aj(m)aj(n). (4.8)
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Usando a proposição 3.7, encontramos a fórmula de Petersson para quando m = n

Γ(k − 1)

(4πn)k−1

R∑
j=1

|aj(n)|2 = 1 + 2πi−k
∑
c>0
N |c

K(n, n, c)

c
Jk−1

(
4πn

c

)
. (4.9)

É através dessa importante relação que estimamos |aj(n)|, e como esses são os coeficientes de
Fourier de uma base ortonormal de Sk(Γ0(N)), será suficiente provar a estimativa do teorema
4.1 para esses coeficientes.

4.1 Somas de Kloosterman

Dados t inteiro ímpar em,n, c inteiros, a soma de Kloosterman generalizadaKt(m,n; c)

e a soma de Salié S(m,n; c) são definidas como

Kt(m,n; c) =
∑

d(mod c)

ε−td

( c
d

)
e

(
md+ nd

c

)

S(m,n; c) =
∑

d(mod c)

(
d

c

)
e

(
md+ nd

c

)
,

onde d indica o inverso multiplicativo de d módulo c. Na sequência deste capítulo usaremos
com frequência a notação u para indicar o inverso multiplicativo de u com respeito a algum
módulo v sem mencionarmos qual v é considerado, isto será facilmente indicado pelo contexto.
Por exemplo, na fração ax

y
, x sempre significará que xx ≡ 1(mod y).

Proposição 4.1 Seja c = qr com 4|r e mdc(q, r) = 1. Então

Kt(m,n; c) = Kt−q+1(mq, nq; r)S(mr, nr; q).

Prova: Se r = 4w com w ∈ Z, então, dado l inteiro ímpar

(r
l

)
=

(
4w

l

)
=

(
4

l

)(w
l

)
=

(
4

l + 4w

)(
w

l + 4w

)
=

(
r

l + r

)
.

Portanto, se l′ ≡ l(mod r)),
(
r
l′

)
=
(
r
l

)
. Quando x e y percorrem, respectivamente, todas as

classes de (Z/qZ)× e (Z/rZ)× , d = xrr + yqq percorre todas as classes de (Z/cZ)×. Veja
que d também é ímpar, tal como q. Assim, usando a lei da reciprocidade quadrática e o que
vimos acima( c

d

)
=
(q
d

)(r
d

)
= (−1)

d−1
2

q−1
2

(
d

q

)(r
d

)
= (−1)

y−1
2

q−1
2

(
x

q

)(
r

y

)
.
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Observe que, como d ≡ y(mod 4), εd = εy e que

εq−1
y = (ε2

y)
q−1
2 = (−1)

y−1
2

q−1
2 .

temos

Kt−q+1(mq, nq; r)S(mq, nq; r) = ∑
y(mod r)

ε−t+q−1
y

(
r

y

)
e

(
mqy + nqy

r

) ∑
x(mod q)

(
x

q

)
e

(
mrx+ nrx

q

) =

∑
x(mod q)
y(mod r)

ε−td ε
q−1
y

(
r

y

)(
x

q

)
e

(
m(qqy + rrx) + n(m(qqy + rrx)

qr

)
=

∑
d(mod c))

ε−td

( c
d

)
e

(
md+ nd

c

)
= Kt(m,n; c) �

Usando uma prova similar (e mais simples) que a da proposição anterior, pode-se
concluir que

Proposição 4.2 Seja q ímpar, q = uv com (u, v) = 1. Então

S(m,n; q) = S(mu, nu; v)S(mv, nv;u).

As somas de Salié possuem as seguintes propriedades:

Proposição 4.3 Sejam m,n,q inteiros satisfazendo (m, q) = (n, q) = 1. então

(1) S(m,n; q) =
(
m
q

)
S(1,mn; q);

(2) Se
(
m
q

)
= −1, então S(1,m; q) = 0;

(3)

S(1, n2, q) = εq
√
q

∑
x2≡1(mod q)

e
4πixn
q .

Prova: Para provar (1) faça y = mx, x = my e x = my, então

S(m,n; q) =
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
mx+ nx

q

)

=
∑

y(mod q)

(
my

q

)
e

(
y + nmy

q

)

=

(
m

q

)
S(1,mn, q).
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Para provar (2)

S(1,m; q) =
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x+mx

q

)

=
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x+mx

q

)
= S(m, 1; q)

=

(
m

q

)
S(1,m; q),

portanto
(
m
q

)
= −1 implica em S(1,m; q) = 0. Provar (3) vai ser um pouco mais trabalhoso.

Primeiro lembremos do clássico resultado sobre soma de Gauss (Veja (4, p.12-16))

q−1∑
n=0

e

(
an2

q

)
=

(
a

q

)
εq
√
q,

onde q é um inteiro positivo ímpar e (a, q) = 1. Definindo, para m, s ∈ Z

cs(m) =
∑

0≤λ<s
(λ,s)=1

e

(
mλ

s

)
e ns(m) =

s−1∑
λ=0

e

(
mλ

s

)
,

observe que ns(m) é s, se s divide m, e é 0 caso contrário. Agora, observando que

ns(m) =
s−1∑
λ=0

e

(
mλ

s

)
=
∑
d|s

∑
λ(mod d)
(d,λ)=1

e

(
mλ

d

)
=
∑
d|s

cd(m).

Fixando m e considerando cs(m) como uma função aritmética em s, usamos a inversão de
Möbius para concluir que

cs(m) =
∑
d|s

µ(s/d)nd(m) =
∑
d|s
d|m

µ(s/d)d, (4.10)

onde µ é a função de Möbius. Agora sim podemos começar a prova de (3). Seja

h(n) = S(1, n2; q) =
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x+ n2x

q

)

uma função com domínio n = 0, 1, ..., q − 1. Calculando a transformada discreta de Fourier de
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h, temos

ĥ(l) =
∑

n(mod q)

 ∑
x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x+ n2x

q

) e

(
−ln
q

)

=
∑

x(mod q)

e

(
x

q

)(
x

q

) ∑
n(mod q)

e

(
x(n2 − xln)

q

)

=
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x

q

)
e

(
−4xl2

q

) ∑
n(mod q)

e

(
x(n− 2xl)2

q

)

=
∑

x(mod q)

(
x

q

)
e

(
x

q

) ∑
n(mod q)

e

(
−4xl2

q

)
εq
√
q

(
x

q

)
,

onde usamos o resultado sobre soma de Gauss na última passagem. Daí

ĥ(m) = εq
√
q
∑

(x,q)=1

e

(
x

q
(1− 4m2)

)
= εq
√
qcq(1− 4m2).

Usando a fórmula de inversão de Fourier e observando que q é ímpar, temos

h(n) =
1

q

∑
m(mod q)

ĥ(m)e

(
mn

q

)

=
1

q

∑
m(mod q)

e

(
mn

q

)
εq
√
qcq(1− 4m2)

=
εq√
q

∑
m(mod q)

e

(
mn

q

) ∑
d|q

d|m2−4

µ(q/d)d,

onde concluímos que

h(n) =
εq√
q

∑
d|q

dµ(q/d)
∑

m(mod q)
m2≡4(mod d)

e

(
mn

q

)
. (4.11)

Fixe d|q com d 6= q. Olhemos agora para a soma

Ω(n, d, q) :=
∑

m(mod q)
m2≡4(mod d)

e

(
mn

q

)
.

Considere q = db, b > 1. Para cada m0(mod d) solução de m2 ≡ 4(mod d) temos que
m ≡ m0 + λd(mod q), λ ∈ Z/bZ, serão b soluções distintas de m2 ≡ 4(mod d) módulo q.
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Portanto

Ω(n, d, q) =
∑

m2≡4(mod d)

∑
λ(mod b)

e

(
(m+ λd)n

db

)
=

∑
m2≡4(mod d)

e
(mn
db

) ∑
λ(mod b)

e

(
λn

b

)
.

Observe que (n, b) = 1 implica

∑
λ(mod b)

e

(
λn

b

)
=

∑
λ(mod b)

e

(
λ

b

)
= 0,

portanto ∑
m(mod q)

m2≡4(mod d)

e

(
mn

q

)
= 0.

Logo, segue de (4.11)

h(n) =
εq√
q

∑
m(mod q)

m2≡4(mod q)

e

(
mn

q

)
. �

Um corolário importante que podemos concluir dessa proposição é que, se q é ímpar
e (n, q) = 1, temos

S(n, n; q) =

(
n

q

)
εq
√
q
∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2n

(
a

b
− b

a

))
. (4.12)

De fato, usando a proposição 4.3, obtemos

S(n, n; q) =

(
n

q

)
S(1, n2; q) =

(
n

q

)
εq
√
q

∑
x2≡1(mod q)

e(2xn/q).

Usando o teorema chinês dos restos e o fato de que x2 ≡ 1(mod pα) tem somente duas soluções
módulo pα quando p é primo e α inteiro positivo, pode-se concluir que os conjuntos {(aa −
bb)mod q; (a, b) = 1, ab = q} e {x;x ∈ Z/qZ, x2 ≡ 1(mod q)} são iguais. Portanto

∑
x2≡1(mod q)

e(2xn/q) =
∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2n

(
a

b
− b

a

))
,

de onde concluímos o corolário.
A partir deste ponto, k sempre denotará um meio inteiro maior que 2. Com isso em

mente, o próximo resultado visa obter uma fórmula para K2k(n, n, c) similar à formula obtida
para S(n, n, c).
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Proposição 4.4 Sejam n,c,q,r inteiros que satisfazem c = qr, (2n, q) = 1, r|(2n)∞, 8|r. Então

K2k(n, n; c) =
√
q

∑
s(mod r/2)

ε−2k
s fr(2s)[(1 + is)

(
nr

q

)
+ (1− is)

(
−nr
q

)
]

×
∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2n(

ar

b
− br

a
+
sab

r
)

)
,

onde

fr(2s) =
∑

d(mod r)

d+d≡2s(mod r)

(r
d

)
.

Prova: Pela proposição 4.1 e pelo item (3) da proposição 4.3

K2k(n, n; c) = K2k−q+1(nq, nq; r)S(nr, nr; q) (4.13)

= K2k−q+1(nq, nq; r)(εqq
1
2

(
nr

q

) ∑
ab=1

(a,b)=1

e

(
2n(

a

b
− b

a
))

)
(4.14)

= K2k−q+1(nq, nq; r)(εqq
1
2

(
nr

q

) ∑
ab=1

(a,b)=1

e

(
2n(

a

b
− b

a
))

)
. (4.15)

Faça w = 2k − q − 1. Veja que

Kw(nq, nq; r) =
∑

d(mod r)
(d,r)=1

ε−wd

(r
d

)
e

(
nq(d+ d)

r

)

= 2
∑

s(mod r/2)
2-s

ε−ws

 ∑
d(mod r)

d+d≡2s(mod r)

(r
d

) e

(
2n
qs

r

)

= 2
∑

s(mod r/2)
2-s

ε−ws fr(2s)e

(
2n
qs

r

)
,

onde usamos o fato de que εd = ε d+d
2

, pois d ≡ d(mod 8). Pode-se mostrar com uma conta
simples que

2εqε
q−1
s = (1 + is) + (1− is)

(
−1

q

)
.
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Portanto, por (4.15)

K2k(n, n; c) =

2
∑

s(mod r/2)
2-s

ε−ws fr(2s)e

(
2nqs

r

)×
εqq 1

2

(
nr

q

) ∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2nr(

a

b
− b

a
)

)

= q
1
2

 ∑
s(mod r/2)

2-s

εqε
q−1
s ε−2k

s fr(s)

(
nr

q

)×
 ∑

ab=q
(a,b)=1

e

(
2n(

ar

b
− br

a
) +

2nqs

r
)

)

=
√
q

∑
s(mod r/2)

ε−2k
s fr(2s)[(1+is)

(
nr

q

)
+(1−is)

(
−nr
q

)
]×
∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2n(

ar

b
− br

a
+
sab

r
)

)
.

�

Proposição 4.5 Se n é um inteiro livre de quadrados e 4|c, então K(n, n; c) = 0 a menos que

(c, n)2|c

Prova: Suponha que (c, n)2 - c. Então existe um primo p > 2 que satisfaz p ‖ n e p ‖ c, ou
seja, (n/p, p) = (c/p, p) = 1. Faça wp = (−1)

p−1
2 . Daí, pelo teorema chinês dos restos e do

fato de x ≡ y(mod c/p) implicar x ≡ y(mod 4), teremos

K2k(n, n; c) =
∑

d(mod c))

ε−td

( c
d

)
e

(
n(d+ d)

c

)

=
∑

w(mod c/p)
x(mod p)

ε−tw

(
c/wpp

w

)(wpp
x

)
e

(
(n/p)(w + w)

c/p

)

=

 ∑
w(mod c/p)

ε−tw

(
cwp/p

w

)
e

(
(n/p)(w + w)

c/p

) ∑
x(mod p)

(wpp
x

)
= 0.

Uma vez que, já que x→
(wpp

x

)
é carácter módulo p, o somatório de símbolos de Kronecker se

anula. �

Proposição 4.6 Para q ≥ 1 e X ≥ 1 temos∣∣∣∣∣ ∑
1≤x≤X

e

(
m
x

q

)∣∣∣∣∣ ≤ (m, q)
1
2 q

1
2 τ(q) log 2q + (m, q)q−1τ(q)X.
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Prova: A conhecida estimativa de Weil (veja (13, p.399)) nos dá∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

e

(
mx+ dx

q

)∣∣∣∣∣∣ ≤ (m, d, q)
1
2 q

1
2 τ(q). (4.16)

Usando a fórmula de inversão de Fourier para uma função f periódica em x(mod q) obtemos

∑
1≤x≤X

f(x) =
∑

1≤x≤X

∑
u(mod q)

f̂(u)e

(
ux

q

)

=
∑

1≤x≤X

∑
u(mod q)

e

(
ux

q

)
1

q

∑
y(mod q)

f(y)e

(
−uy
q

)

=
∑

−q/2≤u≤q/2

(
1

q

∑
1≤x≤X

e

(
ux

q

)) ∑
y(mod q)

f(y)e

(
−uy
q

) .

Seja

λ(u) = q−1
∑

1≤x≤X

e

(
ux

q

)
,

então λ(u) =
(
e(Xu/q)−1
e(u/q)−1

)
e(u

q
)q−1 caso u 6= 0, e λ(0) = X/q. Logo, se 1 ≤ |u| ≤ q/2,

observando que |e(πx)− 1| = | sin πx| e que | sin πy| ≥ 2y quando 0 ≤ y ≤ 1/2

|λ(u)| =
| sin πXu/q|
| sin πu/q|

q−1 ≤ q−1

| sin πu/q|
≤ 1

2|u|
.

Portanto ∣∣∣∣∣∣
∑

1≤x≤X

f(x)− 1

q

∑
x(mod q)

f(x)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤|u|≤q/2

λ(u)
∑

x(mod q)

f(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤|u|≤q/2

1

2|u|

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

f(x)e

(
ux

q

)∣∣∣∣∣∣ . (4.17)

Tomando f(x) = e
(
mx
q

)
, observe que

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

f(x)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

e

(
mx

q

)∣∣∣∣∣∣ = |cq(m)|,

onde cs(m) é como a definida na proposição 4.3. Usando (4.10), concluímos que∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

f(x)

∣∣∣∣∣∣ = |cq(m)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
v|(m,q)

vµ(
q

v
)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (m, q)τ(q) (4.18)
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Logo, por (4.16),(4.17) e (4.18), temos∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤x≤X
(x,q)=1

e

(
mx

q

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

1≤|u|≤q/2

1

2|u|

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

e

(
mx+ ux

q

)∣∣∣∣∣∣+
X

q

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod q)

e

(
mx

q

)∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤|u|≤q/2

1

2|u|
(m,u, q)

1
2 q

1
2 τ(q) +

X

q
(m, q)τ(q)

≤ (m, q)
1
2 q

1
2 τ(q) log 2q + (m, q)τ(q)Xq−1. �

Proposição 4.7 Seja n inteiro livre de quadrados e c um múltiplo de 8. Então

|Kt(n, n; c)| � (n, c)1/2c1/2τ(c).

Prova: Seja c = 2αq = 2αuv, com q ímpar e (u, n) = (u, v) = 1. Das proposições 4.1 e 4.2,
concluímos

Kt(n, n; c) = Kt−q+1(nq, nq; 2α)S(n2α, n2α; q) (4.19)

e
S(n2α, n2α; q) = S(n2αv, n2αv;u)S(n2αu, n2αu; v). (4.20)

Primeiro voltemos a atenção aKt−q+1(nq, nq; 2α) = Ks(n
′, n′; 2α) e façamos α = 2β+r2, onde

r2 = 0 ou 1 é o resto da divisão de α por 2. Observe que a função η(d) = ε−sd
(

2α

d

)
= ε−sd

(
2r2
d

)
é periódica com período de tamanho 8. Se β < 3, então |Ks(n

′, n′; 2α)| ≤ 25 = 32. Se
β ≥ 3, então η(2β+r2x2 + x1) = ηx1, onde x2 varia módulo 2β e x1 varia módulo 2β+r2 . Todo
elemento deZ/2αZ pode ser escrito da forma 2β+r2x2 +x1, este cujo o inverso módulo 2α pode
ser expresso como 2β+r2x2 + x1 = −x1 + 2β+r2x2x1(mod 2α). Portanto

Ks(n
′, n′; 2α) =

∑
d(mod 2α)

η(d)e

(
n(d+ d)

2α

)

=
∑

x1(mod 2β+r2 )

η(x1)e

(
n(x1 + x1)

2α

) ∑
x2(mod 2β)

e

(
n(1− x1

2)x2

2β

)
= 2β

∑
x(mod 2β+r2 )

2β |n(1−x2)

η(x)e

(
n(x+ x)

2α

)
.

Sendo n livre de quadrados, 2β|n(1−x2) implica em x2− 1 ≡ 0(mod 2β−1), de modo que x ≡
±1(mod 2β−2). Portanto, poderão haver no máximo 16 soluções módulo 2β+r2 que satisfazem
n(1− x2) ≡ 0(mod 2β), e assim

|Ks(n
′, n′; 2α)| � 2β ≤ 2α/2. (4.21)
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Por (4.12), observando que 1 = (n, u) = (2αvn, u), obtemos

|S(n2αv, n2αv;u)| ≤ u1/2τ(u). (4.22)

Por outro lado, sendo n livre de quadrados e pela definição de v, (n, c) ≥ (n, v) = v. Assim,
por (4.19),(4.20),(4.21) e (4.22)

|Kt(n, n; c)| � 2α/2u1/2τ(u)v ≤ (n, c)1/2c1/2τ(c). �

Obs: Pode-se mostrar que esse fato é bem mais forte que o demonstrado aqui. De fato, Iwaniec
em (16) cita que, para todos os inteiro positivos n e c, vale

Kt(n, n; c) ≤ (n, c)1/2c1/2τ(c).

4.2 Somatório de somas de Kloosterman

Iremos supor a partir daqui que n é um inteiro livre de quadrados. Focaremos agora
em procurar uma estimativa que envolva

K
(v)
Q (x) =

∑
c≤x
Q|c

c−
1
2K2k(n, n; c)e

(
2vn

c

)
,

com v = −1, 0, 1 e 8|Q, e, enquanto o valor de v não for fixado, denotaremos K(v)
Q apenas por

KQ. Usando a proposição 4.7 obtemos

|KQ(x)| ≤
∑
c≤x
Q|c

c−
1
2 |K2k(n, n; c)| �

∑
c≤x
Q|c

(n, c)
1
2 τ(c) ≤

∑
d|n

d
1
2

∑
c≤x

[d,Q]|c

τ(c). (4.23)

Usando que τ(x)�ε x
ε

∑
d|n

d
1
2
τ([d,Q])

[d,Q]
�ε n

εQε
∑
d|n

d1/2

[d,Q]
=
nεQε

Q

∑
d|n

(d,Q)

d1/2
,

e observando que (d,Q) ≤ d

∑
d|n

d
1
2
τ([d,Q])

[d,Q]
�ε

nεQε

Q
τ(n)(n,Q)

1
2 �ε

nεQε

Q
(n,Q)

1
2 . (4.24)
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Assim, usando (4.23) e o fato de que
∑

b≤x τ(b)� x log x e de que τ(ab) ≤ τ(a)τ(b)

|KQ(x)| �
∑
d|n

d
1
2

∑
c≤x

[d,Q]|c

τ(c)

≤
∑
d|n

d
1
2 τ([d,Q])

∑
c

[d,Q]
≤ x

[d,Q]

τ(
c

[d,Q]
)

�
∑
d|n

d
1
2 τ([d,Q])(

x

[d,Q]
) log

x

[d,Q]
,

e combinando com a estimativa (4.24)

|KQ(x)| � x log x
∑
d|n

d
1
2 τ([d,Q])

[d,Q]

�ε (n,Q)
1
2xQ−1(nQx)ε.

Em particular, a restrição deKQ para quando n|c pode ser estimada usando a estimativa anterior

|K[n,Q](x)| �ε (n, [n,Q])
1
2 [n,Q]−1x(nQx)ε

�ε n
1
2 τ(nQ)n−1Q−1(n,Q)x(nQx)ε

=
(n,Q)

n
1
2Q

x(nQx)ε. (4.25)

Faça

K∗Q(y) =
∑

y<c≤2y
n-c,Q|c

c−
1
2K2k(n, n; c)e

(
2vn

c

)
,

com 4 < y ≤ x. Observe que KQ(x) pode ser decomposta em O(log x) parcelas da forma
K∗Q(y), fazendo y igual a x

2n
, com n variando de 1 até o menor valor inteiro possível de n que

satisfaz x
2n
> 4, mais uma parcela igual a K[n,Q](x). Seja agora Q = LM com 8|L, L|(2n)∞,

(M, 2n) = 1. Seja também c = qr como na proposição 4.4 e com as restrições adicionais
Q|c, (n, c)2 - c. Observe que Q|c implica LM |qr que implica em L|r e M |q. Também temos
que, como (c, n)2|c, (2n, q) = 1 se e só se (r, n)2|r. Por último, n - c se e só se n - r. Assim,
tomando os conjuntos

R = {r;L|r, n - r, (r, n)2|r, r|(2n)∞}

Q = {q;M |q, (2n, q) = 1}.

Como consequência da unicidade da fatoração em primos, cada inteiro positivo c que satisfaça
Q|c, n - c, (n, c)2|c pode ser representado de forma única como produto de um elemento de R
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com um elemento de Q . Usando a proposição 4.4 e a proposição 4.5 temos

K∗Q(y) =
∑

y<c≤2y
n-c,Q|c,(n,c)2|c

c−
1
2K2k(n, n; c)e

(
2vn

c

)

=
∑

y<c≤2y
n-c,Q|c,(n,c)2|c

r−
1
2K2k(n, n; c)e

(
2vn

c

)

=
∑

y<qr≤2y
q∈Q,r∈R

r−
1
2 e

(
2vn

qr

) ∑
s(mod r/2)

2-s

ε−ts fr(2s)[(1 + is)

(
nr

q

)
+ (1− is)

(
−nr
s

)
]



×

 ∑
ab=q

(a,b)=1

e

(
2n

(
ar

b
− br

a
+
sab

r

))
=

∑
y<qr≤2y
q∈Q,r∈R

r−
1
2

∑
s(mod r/2)

2-s

ε−ts fr(2s)[(1 + is)F+
r,s(M) + (1− is)F−r,s(M)],

onde

F±r,s(M) =
∑

y<abr≤2y
ab∈Q,(a,b)=1

(
±nr
ab

)
e

[
2n

(
ar

b
− br

a
+ s

ab

r
+

v

abr

)]
.

O próximo objetivo será obter uma estimativa envolvendo F±r,s(M). Para tal, será
útil definir a soma parcial F±(A,B;M) que será dada como uma restrição da soma F±r,s(M)

através da adição das seguintes condições ao somatório

A < a ≤ 2A, B < b ≤ 2B,

onde A,B satisfazem

y < rAB ≤ 2y, A,B ≥ 1

2
,

ou seja

F±(A,B;M) =
∑

A<a≤2A
B<b≤2B

ab∈Q,(a,b)=1

(
±nr
ab

)
e

[
2n

(
ar

b
− br

a
+ s

ab

r
+

v

abr

)]
.

É possível verificar que podemos decompor F±r,s(M) em O(log y) dessas somas parciais. Por
último, daqui pra frente denotaremos F+(A,B;M) e F−(A,B;M) somente por F (A,B;M)
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enquanto o sinal não interferir na estimativa. A fórmula de reciprocidade

α

β
+
β

α
≡ 1

αβ
(mod 1) (4.26)

será usada para concluir que

e

[
2n

(
ar

b
− br

a
+ s

ab

r
+

v

abr

)]
= e

[
2n

a

br
(rr + sbb+ 1) + 2n

(
−br
a
− a

br
+

v

abr

)]
= e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]e

(
2n

(v − 1)

abr

)
,

de onde obtemos

F (A,B;M) =
∑

A<a≤2A
B<b≤2B

ab∈Q,(a,b)=1

(
±nr
ab

)
e

[
2n

(
ar

b
− br

a
+ s

ab

r
+

v

abr

)]

=
∑

B<b≤2B

∑
A<a≤2A

ab∈Q,(a,b)=1

(
±nr
ab

)
e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]e

(
2n

(v − 1)

abr

)

=
∑

B<b≤2B

∑
A<a≤2A

(a,b)=1,(ab,2n)=1

(
±nr
ab

)
e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]e

(
2n

(v − 1)

abr

)
.

Fixando b, usamos soma por partes em

∑
A<a≤2A

(a,b)=1,(ab,2n)=1

(
±nr
ab

)
e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]e

(
2n

(v − 1)

abr

)

Faça f(a) = ξb(a)
(±nr
ab

)
e[2n a

br
(rr + sbb + 1)], onde ξb(a) = 1 se (a, b) = (ab, 2n) = 1, e

ξb(a) = 0 caso contrário. Também façamos F (x) =
∑

a≤x f(a+ A). Seja A′ > 0 satisfazendo
|F (A′)| ≥ |F (x)| para todo x ∈ (0, A], então

∑
A<a≤2A

(a,b)=1,(ab,2n)=1

(
±nr
ab

)
e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]e

(
2n

(v − 1)

abr

)
=
∑
x≤A

f(x+ A)e

(
C

x+ A

)

= F (x)e

(
C

2A

)
−
∫ A

1

F (y)(− C

(y + A)2
)e

(
C

y + A

)
dy,
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daí ∣∣∣∣∣∑
x≤A

f(x+ A)e

(
C

x+ A

)∣∣∣∣∣ ≤ |F (x)|+
∫ A

1

|F (y)|
(

C

(y + A)2

)
dy

≤ |F (A′)|+ |F (A′)|
∫ A

1

C

(y + A)2
dy

≤ |F (A′)|
(

1 +
C

2A

)
� |F (A′)|

(
1 +

n

y

)
.

Logo

|F (A,B;M)| �
(

1 +
n

y

) ∑
B<b≤2B

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

A<a≤A+A′

(a,b)=1,(ab,2n)=1

(
±nr
ab

)
e[2n

a

br
(rr + sbb+ 1)]

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
SendoMb = M/(b,M) e mudando a variável a por aMb, tomandom ∈ Z satisfazendomMb ≡
rr + sbb+ 1(mod br) e fazendo A1 = dA/Mbe, A2 = b(A+ A′)/Mbc, temos

|F (A,B;M)| �
(

1 +
n

y

) ∑
B<b≤2B

(b,2nMb)=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

A1<a≤A2
(a,b)=1

(
±nr
a

)
e[2nm

a

br
]

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (4.27)

Faça agora ∆1 = n/(n, r) e ∆2 = r/(n, r), o somatório interno da soma acima será agora
escrito como∑

a

=
∑

A1<a≤A2
(a,b)=1

(
±nr
a

)
e[2nm

a

br
] =

∑
A1<a≤A2

(
±∆1∆2

a

)
e

(
2m

∆1a

∆2b

)
.

Observe que cada parcela do somatório acima tem período igual a D = ∆1∆2b em relação à
variável a, logo podemos usar (4.17) para concluir que∣∣∣∣∣∑

a

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤d≤D

1

d

∣∣∣∣∣∣
∑

x(mod D)

(
±∆1∆2

x

)
e

(
2m

∆1x

∆2b
+
dx

D

)∣∣∣∣∣∣ .
Note que ∆1,∆2, b são dois a dois primos entre si, 4|∆2,(b,m) = 1 e que ∆1 é livre de quadra-
dos. Faça ∆′1 = ∆1,∆

′
2 = ∆2, caso ∆1 ≡ 1(mod 4).

∆′1 = −∆1,∆
′
2 = −∆2, caso ∆1 ≡ 3(mod 4).
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Isso garantirá que ∆′1 ≡ 1(mod 4). Portanto, o condutor de Q(
√

∆′1) será |∆′1| = ∆1, o que
garante que

x→
(

∆′1
x

)
é um caráter multiplicativo de ordem 2 não trivial módulo ∆1 (veja (26, p.442)), e o mesmo é
válido para ∆′2 (ser caráter módulo ∆2) por ser múltiplo de 4. Logo

∑
x(mod D)

(
±∆1∆2

x

)
e

(
2m

∆1x

∆2b
+
dx

D

)
=

 ∑
x(mod ∆1)

(
∆′1
x

)
e

(
d∆2bx

∆1

)
 ∑
x(mod ∆2)

(
±∆′2
x

)
e

(
2m∆1bx+ ∆1bdx

∆2

) ∑
x(mod b)

e

(
2m∆2x+ ∆2x

b

) .

Nesse ponto, usando a fórmula da soma de Gauss no primeiro caso, a estimativa para somas de
Salié no segundo caso (18, p.26) e a estimativa de Weil no terceiro caso, obtemos

∑
x(mod ∆1)

(
∆′1
x

)
e

(
d∆2bx

∆1

)
� ∆

1
2
1

∑
x(mod ∆2)

(
±∆′2
x

)
e

(
2m∆1bx+ ∆1bdx

∆2

)
� (d,∆2)

1
2 ∆

1
2
2 τ(∆2)

∑
x(mod b)

e

(
2m∆2x+ ∆2x

b

)
� b

1
2 τ(b),

de onde ∣∣∣∣∣∑
a

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤d≤D

1

d
∆

1
2
1 ∆

1
2
2 b

1
2 (d,∆2)

1
2 τ(b)τ(∆2)

= (bnr)
1
2 (n, r)−1τ(b)τ(∆2)

∑
1≤d≤D

(d,∆2)
1
2

d

� (bnr)
1
2 (n, r)−1τ(b)τ(r)2 log bnr.

Voltando à estimativa de |F (A,B;M)| em (4.27), concluímos

F (A,B;M)� (1 +
n

y
)(nr)

1
2 τ(r)2 log ny

∑
B<b≤2B

b
1
2 τ(b).

Por último, observando que podemos usar soma por partes e a desigualdade
∑

b≤x τ(b) �
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x log x para concluir que
∑

B≤b≤2B b
1
2 τ(b)� B

3
2 logB. Finalmente, concluímos que

|F (A,B;M)| �ε B
3
2

(
1 +

n

y

)
(nr)

1
2 τ(r)2nεyε. (4.28)

De forma análoga, concluímos

|F (A,B;M)| �ε A
3
2

(
1 +

n

y

)
(nr)

1
2 τ(r)2nεyε. (4.29)

4.3 Uma estimativa para F(A,B;M) em média

As estimativas (4.28) e (4.29) serão usadas quandoB ouA forem pequenos, respec-
tivamente. Agora, estabeleceremos uma estimativa em média com respeito à variável M , que
será usada quando A ou B forem suficientemente grandes. Fixe M0 um inteiro relativamente
primo com 2n e, dado P > 0, P = {p; p inteiro primo, P < p ≤ 2P, p - 2n}. Desejamos
estimar

FP (A,B) =
∑
p∈P

|F (A,B; pM0)|.

Se λp = F (A,B;pM0)
|F (A,B;pM0)| , onde nesse caso, a barra indica conjugado complexo, uma inversão na

ordem dos somatórios é usada para concluir que

FP (A,B) =
∑

A<a≤2A
y<abr≤2y

∑
B<b≤2B
(a,b)=1

∑
P<p≤2P
pM0|ab

λp

(
±nr
ab

)

×e
[
2n

(
ar

b
− br

a
+
sab

r
+

v

abr

)]
.

Há duas possibilidades para cada p ∈P: p|a ou p|b. Assim, podemos escrever FP (A,B) como

FP (A,B) = F (A/P,B) + F (A,B/P ),

ondeF (A/P,B) tem a restrição adicional de p|a no somatório que defineFP (A,B), eF (A,B/P )

tem a restrição adicional de p|b no somatório que define Fp(A,B). Iremos tratar de F (A/P,B)

primeiro, o caso F (A,B/P ) é análogo. Dado M = pM0 com p ∈ P , mudando a variável a
para ap, encontramos

|F (A/P,B)| ≤
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

∣∣∣∣∣ ∑
P1<p≤P2

λpe

[
2n

(
ar

b
− br

a
+
sab

r
+

v

abr

)]∣∣∣∣∣ ,
onde P1 = max(P, y/abr) e P2 = min(2P, 2y/abr). Observe que, nessa nova configuração,
y < apbr ≤ 2y. Usando Cauchy-Schwarz, expandido o quadrado e trocando a ordem das



60

somas, vemos que

|F (A/P,B)| �ABP−1
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

∣∣∣∣∣ ∑
P1<p≤P2

λpe[2n

(
ar

b
− br

a
+
sab

r
+

v

abr

)
]

∣∣∣∣∣
2

≤ABP−1
∑

P1<p1≤P2

∑
P1<p2≤P2

G(A/P,B), (4.30)

onde

G(A/P,B) =

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

e

[
2n(p2 − p1)

(
ap1p2r

b
− br

ap1p2

+ s
ap1p2b

r
+

v

ap1p2br

)]∣∣∣∣∣∣ .
Usando a fórmula de reciprocidade (4.26)

e

[
2n(p2 − p1)

(
ap2p1r

b
− br

ap1p2

+ s
ap1p2b

r
+

v

ap1p2br

)]

= e[2n(p2−p1)

(
ap2p1r

b
− br

ap1p2

− ap1p2

br
+
ap1p2

br
+ s

ap1p2b

r
+

1

ap1p2br

)
]e

(
2n(v − 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)
= e

[
2n(p2 − p1)p1p2(rr + 1 + sbb)

a

br

]
e

(
2n(v − 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)
.

Aplicando soma por partes de forma similar a usada para concluir (4.27) para eliminar o termo
e
(

2n(v−1)(p2−p1)
abrp1p2

)
, chegamos em

∑
A/2P<a≤A/P

e

[
2n(p2 − p1)p1p2(rr + 1 + sbb)

a

br

]
e

(
2n(v − 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)

� (1 +
n

y
)

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A′
e

[
2n(p2 − p1)p1p2(rr + 1 + sbb)

a

br

]∣∣∣∣∣∣ ,
onde A′ é o inteiro no intervalo [A/2P, 2A/P ] que maximiza a norma do somatório. Usando a
proposição 4.6 com q = br/(n, r) e m = 2n(p2−p1)p1p2(rr+1+sbb)/(n, r) quando p1 6= p2,
e observando, usando a definição, que

(m, q) ≤ (
2n(p2 − p1, br)

(n, r)
,
br

(n, r)
)(rr + 1 + sbb, b)(rr + 1 + sbb, r) ≤ (p2 − p1, br)(s+ 1, r),

temos ∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A′
e

(
am

q

)∣∣∣∣∣∣� (m, q)
1
2 q

1
2 τ(q) log 2q + (m, q)q−1τ(q)A′
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� (s+ 1)
1
2 (p2 − p1, br)

1
2 b

1
2 r

1
2 (n, r)−

1
2 τ(br) log br + (s+ 1, r)(p2 − p1, br)(n, r)b

−1r−1τ(br)
A

P

� (s+ 1, r)τ(br) log br

[
(p2 − p1, br)

1
2 b

1
2 r

1
2

(n, r)
1
2

+
(p2 − p1, br)(n, r)A

brP

]
.

Assim ∑
A/2P<a≤A/P

e

[
2n(p2 − p1)p1p2(rr + 1 + sbb)

a

br

]
e

(
2n(v − 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)

� (1 +
n

y
)(s+ 1, r)τ(br) log br

[
(p2 − p1, br)

1
2 b

1
2 r

1
2

(n, r)
1
2

+
(p2 − p1, br)(n, r)A

brP

]
.

Como consequência, procuraremos estimar agora

∑
P1<p1,p2≤P2

p2 6=p1

∑
B<b≤2B

τ(br) log br

[
(p2 − p1, br)

1
2 b

1
2 r

1
2

(n, r)
1
2

+
(p2 − p1, br)(n, r)A

brP

]
, (4.31)

uma vez que, incluindo na condição de soma do somatório

∑
P<p1,p2≤2P

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

e[2n(p2 − p1)(
ap1p2r

b
− br

ap1p2

+ s
ap1p2b

r
+

v

ap1p2br
)]

∣∣∣∣∣∣
a condição p1 = p2, temos

∑
P<p≤2P

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

1

∣∣∣∣∣∣� AB. (4.32)

Observe que ∑
p1 6=p2

(p2 − p1, br) ≤
∑
p2 6=p2

∑
e|br

e|p2−p1

e

≤
∑
p2

∑
e|br

e
∑

P1≤n≤P2
e|n−p2

1

�
∑
p2

∑
e|br

e
P

e

� P 2τ(br).

Também precisaremos de uma outra desigualdade envolvendo a função τ∑
b≤B

τ(b)2 � B(logB)3.
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Usando soma por partes e a desigualdade acima, podemos concluir também que

∑
b≤B

τ(b)2

b
� (logB)4.

Estimemos agora a primeira e a segunda parcela da soma (4.31) separadamente usando essas
três desigualdades anteriormente citadas. Na primeira parcela

∑
P1<p1,p2≤P2

p2 6=p1

∑
B<b≤2B

τ(br) log br
(p2 − p1, br)

1
2 b

1
2 r

1
2

(n, r)
1
2

≤ τ(r) log y
r

1
2

(n, r)
1
2

∑
b

b
1
2 τ(b)

∑
p1,p2

(p2 − p1)
1
2

� τ(r)2 log y
r

1
2

(n, r)
1
2

P 2B
1
2

∑
b

τ(b)2

�ε
r

1
2

(n, r)
1
2

B
3
2 τ(r)2P 2yε,

e então, usando um processo análogo para estimar a segunda parcela

∑
p1 6=p2

∑
b

(n, r)A

brP
(p2 − p1, br)τ(br) log br ≤ τ(r) log y

(n, r)A

rP

∑
b

τ(b)

b

∑
p1,p2

(p2 − p1)

� τ(r)2 log y
(n, r)A

rP
P 2
∑
b

τ(b)2

b

�ε τ(r)2 (n, r)A

r
Pyε.

Assim, combinando as duas estimativas anteriores com (4.32), obtemos

∑
P1<p1≤P2

∑
P1<p2≤P2

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A/P

∑
B<b≤2B

e[2n(p2 − p1)(
ap1p2r

b
− br

ap1p2

+ s
ap1p2b

r
+

v

ap1p2br
)]

∣∣∣∣∣∣
�ε AB + (1 +

n

y
)(s+ 1, r)τ(r)2

[
r

1
2

(n, r)
1
2

B
3
2P 2 +

(n, r)

r
AP

]
yε.

Por (4.30) e por 1 ≤ (n, r) ≤ r
1
2

F (A/P,B)2 �ε A
2B2P−1 + (1 +

n

y
)(s+ 1, r)τ(r)2

[
r

1
2AB

5
2P + r

1
2A2B

]
yε,

para finalmente encontrarmos que

F (A/P,B)�ε ABP
− 1

2 + (1 +
n

y
)
1
2 (s+ 1, r)

1
2 τ(r)(r

1
4A

1
2B

5
4P

1
2 + r−

1
4AB

1
2 )yε. (4.33)

Podemos encontrar outra estimativa para F (A/P,B) procedendo de forma análoga
ao que fizemos para obter (4.33). De fato, podemos usar a fórmula de reciprocidade para con-
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cluir que

e[2n(p2 − p1)(
ap1p2r

b
− br

ap1p2

+ s
ap1p2b

r
+

v

ap1p2br
)]

= e[2n(p2−p1)(
ap1p2r

b
+

b

ap1p2r
− b

ap1p2r
− br

ap1p2

+s
ap1p2b

r
− 1

ap1p2br
)]e

(
2n(v + 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)

= e[2n(p2 − p1)(sap1p2ap1p2 − 1− rr) b

ap1p2r
]e

(
2n(v + 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)
,

logo, usando soma por partes para retirar o fator e
(

2n(v+1)(p2−p1)
abrp1p2

)
, temos

∑
A/2P<a≤A/P

e

[
2n(p2 − p1)(sap1p2ap1p2 − 1− rr) b

ap1p2r

]
e

(
2n(v − 1)(p2 − p1)

abrp1p2

)

� (1 +
n

y
)

∣∣∣∣∣∣
∑

A/2P<a≤A′
e

[
2n(p2 − p1)(sap1p2ap1p2 − 1− rr) b

ap1p2r

]∣∣∣∣∣∣ ,
e assim, tomando m = 2n(p2 − p1)b(sap1p2ap1p2 − 1 − rr)/(n, r), q = ap1p2r/(n, r) e
observando que (m, q) ≤ (p2− p1, ap1p2r)(s− 1, r) = (p2− p1, ar)(s− 1, r), podemos repetir
o processo que usamos para obter (4.33) para se obter

F (A/P,B)�ε ABP
− 1

2 + (1 +
n

y
)
1
2 (s− 1, r)

1
2 τ(r)[r

1
4B

1
2A

5
4P

1
4 + r−

1
4BA

1
2P−

1
2 ]yε. (4.34)

Como min{A 1
2B

5
4P

1
2 , A

5
4B

1
2P

1
4} ≤ (AB)

7
8P

3
8 e rAB ≤ 2y, (4.33) e (4.34) implicam que

F (A/P,B)�ε yr
−1P−

1
2 + (1 +

n

y
)
1
2 (s2 − 1, r)

1
2 τ(r)[y

7
8 r−

5
8P

3
8 + (A−

1
2 +B−

1
2 )yr−

5
4 ]yε.

De forma análoga podemos obter uma desigualdade idêntica para F (A,B/P ). Assim

FP (A,B)�ε yr
−1P−

1
2 +(1+

n

y
)
1
2 (s2−1, r)

1
2 τ(r)[y

7
8 r−

5
8P

3
8 +(A−

1
2 +B−

1
2 )yr−

5
4 ]yε. (4.35)

4.4 Uma estimativa para KQ(x) em média

Agora temos as ferramentas necessárias para produzir uma estimativa para KQ(x)

em média com respeito à variável Q. Primeiro, suponha que min{A,B} seja menor que

(1 +
n

y
)−

1
4n−

1
4 r−

7
8y

1
2P−

1
2 .

Temos por (4.28) ou (4.29) que∑
p∈P

|F±(A,B; pM0)| �ε (1 +
n

y
)
5
8P

1
4n

1
8 r−

13
16y

3
4 τ(r)2nεyε.
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Caso contrário, se min{A,B} for maior ou igual que (1 + n
y
)−

1
4n−

1
4 r−

7
8y

1
2P−

1
2 , temos (A−

1
2 +

B−
1
2 ) ≤ (1 + n

y
)
1
8n

1
8 r

7
16y−

1
4P

1
4 e daí por (4.35)

∑
p∈P

|F±(A,B; pM0)| �ε yr
−1P−

1
2 + (1 +

n

y
)
5
8 (s2 − 1, r)

1
2 τ(r)[y

7
8 r−

5
8P

3
8 + n

1
8 r−

13
16y

3
4P

1
4 ]yε.

Assim, é válido para quaisquer A e B∑
p∈P

|F±(A,B; pM0)| �ε yr
−1P−

1
2 +(1+

n

y
)
5
8 (s2−1, r)

1
2 τ(r)2[y

7
8 r−

5
8P

3
8 +n

1
8 r−

13
16y

3
4P

1
4 ]nεyε.

Consequentemente∑
p∈P

|F±r,s(pM0)| �ε yr
−1P−

1
2 log y+(1+

n

y
)
5
8 (s2−1, r)

1
2 τ(r)2[y

7
8 r−

5
8P

3
8 +n

1
8 r−

13
16y

3
4P

1
4 ]nεyε.

(4.36)
Serão necessárias duas proposições auxiliares para obtermos a estimativa que dese-

jamos.

Proposição 4.8
σr =

∑
s(mod r/2)

|fr(2s)|(s2 − 1, r)
1
2 � rτ(r)2.

Prova: Da definição de fr(2s)

σr ≤
∑

s(mod r/2)

∑
d(mod r)

d+d=2s(mod r)

((d+ d)2 − 4, r)
1
2 =

∑
d(mod r)
(d,r)=1

((d2 − 1)2, r)
1
2 .

Suponha que r = pα, p primo. Definindo λp por λp = 4 se p = 2 e λp = 2 caso contrário, temos∑
d(mod r)
(d,r)=1

((d2 − 1)2, r)
1
2 ≤

∑
0≤l≤α

p
l
2 |{d(mod pα); d2 ≡ 1(mod pd

l+1
2
e)}|

≤ λp(α + 1)pα,

onde usamos que x2 ≡ 1(mod pα) tem no máximo λp soluções módulo pα. No caso r genérico,
as multiplicidades das funções de domínios inteiros x →

∑
d(mod x)
(d,x)=1

((d2 − 1)2, x)
1
2 e x →

xτ(x)2 garantem que

σr � rτ(r)2. �

Proposição 4.9 ∑
r∈R

r−
1
8 τ(r)4 �ε (ny)ε.



65

Prova: A definição de r diz que todos os fatores primos que dividem r também dividem 2n.
além disso, r ≤ 2y. Portanto

∑
r∈R

r−
1
8 τ(r)4 �ε y

ε
∏
p|2n

(1 + p−1/8 + p−2/8 + ...) = yε
∏
p|2n

(
1

1− p−1/8

)
.

Observando que 1
1−p−1/8 < 2 sempre que p > 28 e que 2ω(2n) ≤ τ(2n), concluímos que

∑
r∈R

r−
1
8 τ(r)4 �ε y

ε2ω(2n) �ε n
εyε. �

Fixe Q0, faça Q0 = L0M0 (8|L0, L0|(2n)∞, (M0, L0) = 1) e defina o conjunto
P = {pQ0; p primo, P < p ≤ 2P, p - 2n}. Tomando, para cada Q ∈ P, Q = LM com
8|L,L|(2n)∞ e (M,L) = 1, obtemos usando (4.36)∑

Q∈P

|K∗Q(y)| ≤
∑
Q∈P

∑
r∈R

r−
1
2

∑
s(mod r/2)

2-s

2|fr(2s)|(|F+
r,s(M)|+ |F−r,s(M)|)

= 2
∑
r∈R

r−
1
2

∑
s(mod r/2)

2-s

|fr(2s)|
∑
p∈P

|F±r,s(pM0)|

�ε

∑
r∈R

r−
1
2

∑
s(mod r/2)

2-s

|fr(2s)|

×(yr−1P−
1
2 log y + (1 +

n

y
)
5
8 (s2 − 1, r)

1
2 τ(r)2[y

7
8 r−

5
8P

3
8 + n

1
8 r−

13
16y

3
4P

1
4 ])nεyε

= X1 +X2 +X3,

onde

X1 = yP−
1
2 log y

∑
r∈R

r−
3
2

∑
s(mod r/2)

|fr(2s)|

X2 = (1 +
n

y
)
5
8y

7
8P

3
8

∑
r∈R

r−
9
8 τ(r)2

∑
s(mod r/2)

|fr(s)|(s2 − 1, r)
1
2

Oε(n
εyε)

X3 = (1 +
n

y
)
5
8n

1
8y

3
4P

1
4

∑
r∈R

r−
21
16 τ(r)2

∑
s(mod r/2)

|fr(s)|(s2 − 1, r)
1
2

Oε(n
εyε).
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Usando em cada uma dessas parcelas as proposições 4.8 e 4.9, obtemos

X1 � yP−
1
2 log y

∑
r∈R

r−
1
2 τ(r)2 �ε yP

− 1
2nεyε

X2 �ε (1 +
n

y
)
5
8y

7
8P

3
8nεyε

∑
r∈R

r−
1
8 τ(r)4 �ε (1 +

n

y
)
5
8y

7
8P

3
8nεyε

X3 �ε (1 +
n

y
)
5
8n

1
8y

3
4P

1
4nεyε

∑
r∈R

r−
5
16 τ(r)4 �ε (1 +

n

y
)
5
8n

1
8y

3
4P

1
4nεyε,

portanto ∑
Q∈P

|K∗Q(y)| �ε yP
− 1

2nεyε + (1 +
n

y
)
5
8 [y

7
8P

3
8 + n

1
8y

3
4P

1
4 ]yεnε.

Por último, tendo em vista que |KQ(x)| � log x|K∗Q(x)|+ |K[Q,n](x)| e observando por (4.25)
que

∑
Q∈P

|K[Q,n](x)| �ε

∑
p∈P

(n, pQ0)

n
1
2pQ0

x(xpQ0n)ε

�ε
(n,Q0)

n
1
2Q0

x(xPQ0n)ε

�ε xn−
1
2Oε(n

εxεP ε),

onde usamos no último passo que Q0 ≤ x, podemos finalmente chegar na estimativa que é o
objetivo dessa seção:

Teorema 4.2 Seja n um inteiro livre de quadrados, Q0 um múltiplo de 8 e P = {pQ0, p

primo, P < p ≤ 2P, p - 2n}. Então∑
Q∈P

|KQ(x)| �ε [xP−
1
2 + xn−

1
2 + (x+ n)

5
8 (x

1
4P

3
8 + n

1
8x

1
8P

1
4 )]nεxεP ε.

4.5 Demonstração do teorema 4.1

Voltemos ao contexto do início deste capítulo. Nosso objetivo é provar que a esti-
mativa do teorema 4.1 vale para os coeficientes de Fourier em relação ao infinito das funções
da base ortonormal f1, f2, ..., fR de Sk(Γ0(N)), tal afirmação que sabemos ser equivalente a
demonstrar o teorema 4.1. Para podermos usar o teorema 4.2, iremos supor inicialmente que N
é múltiplo de 8, pois no caso N ≡ 4(mod 8) basta aplicarmos o que iremos demonstrar para
2N . Seja aj(n) o n-ésimo coeficiente de Fourier de fj , denote por P̂m(n,Γ) o n-ésimo coefi-
ciente de Fourier da m-ésima série de Poincaré de um determinado subgrupo de congruência Γ

, Considere p um primo e faça Q = pN . Se f ∈ Sk(Γ0(N)) é normalizada pela norma indu-
zida pelo produto interno de Petersson em relação a Sk(Γ0(N)), então [Γ0(N) : Γ0(Q)]−

1
2f(z)

pertencerá a Sk(Γ0(Q)) e terá norma 1 pela norma induzida pelo produto interno de Petersson
em relação a Sk(Γ0(Q)). Portanto, se denotarmos f ∗i = [Γ0(N) : Γ0(Q)]

1
2fi ∀i ∈ {1, 2, .., R}
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, obtemos que f ∗1 , f
∗
2 , ..., f

∗
R formam um conjunto ortonormal de Sk(Γ0(Q)). Tendo em vista

que Sk(Γ0(Q)) tem dimensão finita, e denotamos o valor dessa dimensão por RQ, podemos
completar esse conjunto ortonormal para formar uma base ortonormal {f ∗1 , ..., f ∗R, ..., f ∗RQ} de
Sk(Γ0(Q)). Denotando por a∗i (n) o n-ésimo coeficiente de Fourier de f ∗i , concluímos que
a∗i (n) = [Γ0(N) : Γ0(Q)]−

1
2ai(n) sempre que 1 ≤ i ≤ R. Portanto, por (4.8)

P̂n(n,Γ0(N)) =
Γ(k − 1)

(4πn)k−1

R∑
j=1

|aj(n)|2

= [Γ0(N) : Γ0(Q)]
Γ(k − 1)

(4πn)k−1

R∑
j=1

|a∗j(n)|2

≤ [Γ0(N) : Γ0(Q)]
Γ(k − 1)

(4πn)k−1

RQ∑
j=1

|a∗j(n)|2

= [Γ0(N) : Γ0(Q)]P̂n(n,Γ0(Q)).

Usando o fato de que [Γ0(N) : Γ0(Q)] ≤ p+ 1 (corolário 2.1), chegamos em

1

p+ 1
P̂n(n,Γ0(N)) ≤ P̂n(n,Γ0(Q)) = 1 + 2πi−k

∑
Q|c

c−1K(n, n, c)Jk−1(
4π

c
).

Tomando P > (4 log 2n)2, denote por P = {pN ; p primo, P < p ≤ 2P, p - c}. Por Chebyshev,
#P � P/ logP . Assim

P̂n(n,Γ0(N))

logP
�

∑
Q∈P

P̂n(n,Γ0(N))

p+ 1

≤
∑
Q∈P

P̂n(n,Γ0(Q))

� P

logP
+
∑
Q∈P

∣∣∣∣∣∣
∑
Q|c

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣ .
Olhemos para o somatório que está dentro do módulo. Se k = (2l+1)/2, podemos tomar como
vimos na seção 2.4 do capítulo 2, que

Jk−1(2πz) = (2/z)
1
2 [e(z)H1(2/z) + e(−z)H−1(2/z)],

onde H1, H−1 são polinômios de grau menor ou igual a l. Desmembremos essa soma em duas,
para o caso c ≤ n e para o caso c > n, e usemos soma por partes. No caso c ≤ n temos

∑
Q|c
c≤n

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
) = n−

1
2

∑
Q|c
c≤n

c−
1
2K(n, n; c)

[
e

(
2n

c

)
H1(c/n) + e

(
−2n

c

)
H−1(c/n)

]
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= n−
1
2H1(1)K

(1)
Q (n) + n−

1
2H−1(1)K

(−1)
Q (n)− n−

3
2

∫ n

1

H ′1(
x

n
)K

(1)
Q (x)dx

−n−
3
2

∫ n

1

H ′−1(
x

n
)K

(−1)
Q (x)dx.

Já no caso c > n ∑
Q|c
c>n

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

= −n−
1
2Jk−1(4π)K

(0)
Q (n) +

∫ ∞
n

(
x−

1
2Jk−1(

4πn

x
)

)′
K

(0)
Q (x)dx.

Uma vez queHv eH ′v são contínuas no intervalo compacto [0, 1], existe uma constanteC tal que
Hv(1) ≤ C,H ′v(

x
n
) ≤ C quando x ≤ n. Também é possível concluir que

(
x−1/2Jk−1(4π/x)

)′ �
nx−

5
2 , quando x > n, usando a expansão em série de Jk apresentada em (2.3). Portanto∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
Q|c
c≤n

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣∣∣� n−
1
2 (|K(1)

Q (n)|+|K(−1)
Q (n)|)+n−

3
2

∫ n

1

(|K(1)
Q (x)|+|K(−1)

Q (x)|)dx

e ∣∣∣∣∣∣∣
∑
Q|c
c>n

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣∣� n−
1
2 |K(0)

Q (n)|+
∫ ∞
n

nx−
5
2 |K(0)

Q (x)|dx.

Portanto ∑
Q∈P

∣∣∣∣∣∣
∑
Q|c

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣
� n−

1
2

(∑
Q∈P

|K(1)
Q (n)|+

∑
Q∈P

|K(−1)
Q (n)|

)
+ n−

3
2

∫ n

1

(∑
Q∈P

|K(1)
Q (x)|+

∑
Q∈P

|K(−1)
Q (x)|

)
dx

+ n−
1
2

∑
Q∈P

|K(0)
Q (n)|+

∫ ∞
n

nx−
5
2

∑
Q∈P

|K(0)
Q (x)|dx

≤ n−
1
2

1∑
v=−1

(∑
Q∈P

|K(v)
Q (n)|

)
+ n

∫ ∞
1

(x+ n)−
5
2

1∑
v=−1

(∑
Q∈P

|K(v)
Q (n)|

)
dx,

onde, pelo teorema 4.2, temos

∑
Q∈P

∣∣∣∣∣∣
∑
Q|c

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣
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�ε n−
1
2 (nP−

1
2 + n

1
2 + n

5
8 [n

1
4P

3
8 + n

1
4P

1
4 ])nεP ε

+ nτ(n)

∫ ∞
1

(x+ n)−
5
2 [xP−

1
2 + xn−

1
2 + (x+ n)

5
8 (x

1
4P

3
8 + n

1
8x

1
8P

1
4 )]nεxεP εdx

�ε (n
1
2P−

1
2 + n

3
8P

3
8 )nεP ε,

e assim, fazendo P = n
1
7

Γ(k − 1)

(4πn)k−1

R∑
j=1

|aj(n)|2 = P̂n(n,Γ0(N))

� P +
∑
Q∈P

∣∣∣∣∣∣
∑
Q|c

c−1K(n, n; c)Jk−1(
4πn

c
)

∣∣∣∣∣∣ logP �ε n
3
7

+ε,

de onde finalmente concluímos que

aj(n)�ε n
k
2
− 2

7
+ε

para todo j ∈ {1, ..., R}, o que mostra o teorema 4.1 quando 8|N .
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5 UMA APLICAÇÃO DA ESTIMATIVA DE IWANIEC AO PROBLEMA DE LINNIK
NA ESFERA

Será usada nesse capítulo a notação Ω(n) = { (x,y,z)√
n

;x2 + y2 + z2 = n)} e r3(n) =

#Ω(n). De acordo com a definição 2.1, demonstrar que a sequência de conjuntos {Ω(ni)}∞i=1

({ni} a sequência crescente de inteiros positivos livre de quadrados incongruentes a 7 módulo
8) tornam-se equidistribuídos na medida de Lebesgue normalizada µ em S2 significa mostrar
que

lim
i→∞

1

r3(ni)

∑
x∈Ωni

f(x) =

∫
S2
f(x)dµ

para toda função real contínua f de S2. A teoria de formas modulares será aplicada nesse
contexto usando o fato da função

θP (z) =
∑
m∈Zr

P (m)e(|m|2z) =
+∞∑
t=0

 ∑
|m|2=t

P (m)

 e(tz)

ser uma forma modular de peso meio inteiro quando seu grau é par, de modo a obter uma estima-
tiva para seus n-ésimos coeficientes de Fourier, n livre de quadrados, simultaneamente ao fato
de que é possível relacionar esses coeficientes com somas de Weyl do tipo 1

r3(n)

∑
x∈Ω(n) P (x),

P polinômio harmônico esférico. Usaremos essa estratégia para provar o

Teorema 5.1 A sequência de conjuntos Ω(n), n 6≡ 7(mod 8) e livre de quadrados, tornam-se

equidistribuídos em S2.

Prova: Considere um polinômio harmônico esférico P de grau positivo em S2. Se o grau de P
for ímpar, o fato de P ser homogêneo implica que P (−x) = −P (x)∀x ∈ S2. O conjunto Ω(n)

é claramente simétrico (i.e. x ∈ Ω(n) =⇒ −x ∈ Ω(n)), logo

1

r3(n)

∑
x∈Ω(n)

P (x) = 0 (5.37)

para todo n livre de quadrados e P polinômio harmônico esférico de grau ímpar.
Agora suponha que o grau de P , v, seja par. Pela proposição 3.5

θP (x) =
∑
m∈Z3

P (m)e(|m|2z) =
∞∑
n=1

ane(nz),

com an =
∑
|m|2=n P (m), é uma forma cuspidal de peso 3

2
+ v em Γ0(4). Supondo n livre de

quadrados e incongruente a 7 módulo 8, o teorema 4.2 nos dá que

|an| �ε n
3
4

+ v
2
− 2

7
+ε. (5.38)
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O fato de P ser homogêneo de grau v implica

P (m/|m|) = |m|−vP (m),

assim
an = n

v
2

∑
|m|2=n

P (m/|m|),

de onde concluímos, por (5.38), que∑
|m|2=n

P (m/|m|)�ε n
13/28+ε. (5.39)

Por outro lado, o teorema de Gauss que citamos na seção 2.7 nos diz que, caso n > 3

r3(n) = 12hn

(
1−

(
d

2

))
, (5.40)

onde hn é o número de classe deQ(
√
−n) e d é o discriminante deQ(

√
−n). Como n é livre de

quadrados e incongruente a 7 módulo 8, portanto não é da forma 4a(8b + 7), temos r3(n) > 0

e logo
(
d
2

)
= −1. O resultado de Siegel enunciado na seção 2.7 nos diz que hn �ε |d|

1
2
−ε.

Combinando esses resultados com (5.40)

r3(n) = 24hn �ε |d|
1
2
−ε � n

1
2
−ε

=⇒ 1

r3(n)
�ε n

− 1
2

+ε.

Segue por (5.39) que para todo polinômio harmônico esférico de grau par positivo e n livre de
quadrados

1

r3(n)

∑
|m|2=n

P (m/|m|) =
1

r3(n)

∑
x∈Ω(n)

P (x)�ε n
− 1

28
+ε, (5.41)

o que mostra, junto com (5.37), o critério de Weyl para a sequência de conjuntos {Ω(ni)}∞i ,
onde {ni}∞i=1 denota a sequência crescente dos inteiros positivos livres de quadrados. �
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6 CONCLUSÃO

Nesta dissertação apresentamos a noção de forma modular de peso meio inteiro, e
depois apresentamos uma estimativa para os coeficientes de Fourier dessas formas modulares
com o intuito de aplicá-la na demonstração do problema de Linnik na esfera para o caso em
que n é livre de quadrados. Como vimos inicialmente, pode-se mostrar que esse resultado vale
para n ≡ 1, 2, 3, 5, 6(mod 8). A demonstração dessa versão geral pode ser visto em (10), onde
Golubeva e Formenko usam a correspondência de Shimura, uma correspondência que relaciona
formas modulares de meio inteiro k+ 1

2
e formas modulares de peso inteiro 2k (veja (26)), para

obter uma estimativa geral para os coeficientes de Fourier de formas modulares de peso meio
inteiro. Por exemplo, usando essa correspondência, o teorema de Deligne e a estimativa de
Iwaniec, é possível mostrar que, se f ∈ Sk(N) satisfaz 〈f, f〉 = 1, o tn2-ésimo coeficiente de
Fourier atn2 , t livre de quadrados e (n,N) = 1, de f satisfaz, por exemplo

atn2 �ε (tn2)
k
2
− 1

4
− 1

96
+ε,

como é citado em (10, p.3042).
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