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RESUMO

Um bilhar consiste basicamente de uma particula confinada em uma regido do espaco.
Trataremos apenas de bilhares em duas dimensdes na auséncia de campos externos e
desprezaremos qualquer tipo de forgas dissipativas, de modo que as colisdes da particula
com as fronteiras do bilhar sdo eldsticas. Além disso, as fronteiras sdo fixas, ou seja,
respeitam uma equagdo do tipo R = R(r,0), onde r e 6 sdo as coordenadas polares
planas.

O bilhar é um modelo interessante por varios motivos. Primeiro, é um sistema muito
simples (tem poucos graus de liberdade) e de facil visualizagdo. No entanto, possui uma
dindmica ndo-trivial com grande riqueza de comportamentos (podendo apresentar com-
portamento regular, cadtico ou até mesmo misto, caso em que coexistem no espago de
fase de um tunico bilhar regides cadticas e regulares). Segundo, o tratamento numérico
desses sistemas nao requer integragdo numérica de equagoes diferenciais e, portanto, nao
consume muito tempo de execugdo. Além disso, os bilhares permitem que realizemos
investigacoes de cardter fundamental, por exemplo, podemos estudar como sistemas re-
gulares reagem ao serem levemente perturbados. Especificamente, iremos aplicar uma
rugosidade na fronteira do bilhar circular e eliptico e observar como o espago de fase ird
mudar ao sofrer tal perturbagao.

Palavras-chave: Sistemas Dindamicos Bilhares Rugosidade



ABSTRACT

In this work we are going to study a physical system known as billiard. A billiard is
defined to be basically a confined particle in a closed region of the space. We are going
to deal with only two-dimensionals billiards in the absence of extern fields and to neglect
any kind of dissipative forces, in a way that the colisions of the particle with the boundary
are elastics. Beyond that, the boundary are fixed, it means they respect an equation of
kind R(r,6), where r and 6 are the polar coordinates on a plan.

A billiard is a very interesting model by several reasons. First, it is a simple system
(it has a few degree of freedom) and it is of easy visualization. However, it has a non-
trivial dynamics with a big richness of behaviors (from a billiard it could appear regular
behavior, chaotic behavior, or even a mixed behavior, where coexist in the phase space
of one billiard chaotics and regular regions). Second, the numerical approach of these
systems does not require numerical integration of diferential equations and, therefore,
does not take too much time of execution. Furthermore, the billiards allow us to perform
investigations of fundamental nature, for example, we can study how regular systems
react by being slightly disturbed. Especificaly, we perform a rugosity perturbation on the
billiard surface and observe how the phase space is going to change.

Keywords: Dynamical Systems. Billiards. Rugosity. . .
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1 INTRODUCAO

1.1 Breve Revisao Historica do Caos

O desenvolvimento do estudo do Caos pode ser atribuido historicamente ao ma-
temdtico francés Henri Poincaré, que em 1885 escreveu sobre a estabilidade do movi-
mento dos corpos do Sistema Solar, com o objetivo de ganhar um prémio instituido pelo

Rei Oscar II da Suécia e da Noruega a quem resolvesse o problema de /N corpos(1].

Apesar de Poincaré nao ter resolvido o problema, no seu trabalho as principais ideias
da teoria dos sistemas dindmicos j4 estavam presentes, entre as quais a sensibilidade
as condicoes iniciais. Poincaré descobriu que nem sempre era possivel encontrar uma
solugao fechada e vélida para qualquer instante de tempo, sendo assim necessério resolver
numericamente as equagoes de movimento para tempos suficientemente longos com o
objetivo de obter a dindmica do movimento. O problema é que naquela época, sem

computadores, essa tarefa era demasiadamente drdua.

No comego da década de 1960, Edward Lorenz, meteorologista norte-americano, usou
um computador para resolver um sistema de 12 equagbes que simulavam a atmosfera.
Lorenz fazia com que o computador imprimisse sequéncias de linhas com informacées sobre
a diregao e intensidade dos ventos, temperatura e pressao do seu modelo da atmosfera.
Certo dia em 1961, Lorenz néao refez a evolugdo do sistema a partir da condigdo inicial
usada no dia seguinte. Ao invés disso, quebrou a sequéncia de niimeros geradas no meio
e tomou os dados impressos do meio da sequéncia como condigOes iniciais para outra
simulagao. O que Lorenz esperava era obter a mesma sequéncia anterior a partir do meio,
j& que tinha mudado a condigao inicial por outra que pertencia a sequéncia. O que Lorenz
obteve foi algo inesperado. A nova sequéncia nao era uma repeticao exata da anterior. As
duas sequéncia divergiam uma da outra & medida que o tempo de simulagao aumentava.
Lorenz percebeu que o erro estava no fato de que na memdria do computador, seis casas

decimais estavam armazenadas: 0.506127[2]. Na impressdo dos resultados gerados pelo
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computador, que foi de onde ele tirou a nova condigao inicial, apenas trés casas decimais
apareciam: 0.506. Lorenz havia pensado que a diferenga de um para mil nao tinha

importancia na evolugdo dinamica do seu sistema.

Em 1983 Lorenz publicou um artigo[3] onde mostra que pequenas modificagdes nas
condigoes iniciais do sistema podem levar o mesmo a apresentar instabilidade nas suas
solugoes, ou seja, comportamento cadtico. Em 1972 Lorenz deu uma palestra intitulada
“Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?”, de onde
a expressao efeito borboleta surgiu como uma alegoria do conceito de sensibilidade as

condigoes iniciais.

1.2 Bilhares e Caos

Bilhares sao regides bidimensionais confinantes em que uma particula de tamanho
desprezivel estd em movimento com velocidade constante em mddulo e pode eventual-
mente colidir com as fronteiras do sistema. Tais tipos de sistemas sdo usados para inves-
tigagdes em vérias dreas de pesquisa, como caos na Mecénica Cléssical4] e na Mecénica
Quéntica[5, 6].

O movimento em um bilhar retangular, mostrado na Figura (1), ndo é cadtico. Movi-
mentos que comegam com condigoes iniciais ligeiramente préximas continuam préximos
um do outro com o passar do tempo. O movimento geral da bola terd sempre a mesma

diregdo depois de 4 colisdes com a fronteira do bilhar(5, 6].

Figura 1: Bilhar Retangular

Uma pequena alteragado nesse sistema, por exemplo, colocando um circulo interno fixo.
como sugerido pelo matemdtico russo Yacob Sinai e mostrado na Figura (2), terd como
efeito desfocalizar as trajetérias. Logo, movimentos com condigoes iniciais ligeiramente
diferentes podem ter um movimento a longo prazo muito diferente do movimento nos

instantes iniciais. Este tipo de bilhar exibe comportamento cadtico(6].
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Figura 2: Bilhar de Sinai

o

Figura 3: Bilhar de Bunimovich

Outro tipo de bilhar que exibe comportamento caético é o bilhar de Bunimovich,
devido ao matemético russo Leonid Bunimovich, Figura (3). Esse bilhar é construido
adicionando duas partes semi-circulares ao bilhar retangular, que servirdo como desfo-

calizadoras das trajetérias. Nesse sistema, também temos comportamento cadtico[5, 6].

Dos exemplos acima, percebe-se que a desfocalizacdo da trajetdria tem um papel

fundamental na ocorréncia de caos na Mecanica Cléssica[6].

Outra aplicagdo do uso de bilhares é no estudo do fendmeno conhecido como Ace-
leragdo de Fermi[7], que é o crescimento ilimitado da energia de uma particula cléssica
que sofre colisdes com uma parede que varia no tempo. Ao se usar bilhares, considera-se
que as suas fronteiras variando com o tempo “breathing” e, dessa forma, a particula pode

experimentar a Aceleragdo de Fermi e ter crescimento ilimitado de energia.

No dominio da Mecéanica Quantica, temos que as particulas evidenciam sua natureza
ondular. No bilhar quantico, a cada colisdo da particula com a fronteira, teremos uma
onda associada & particula que é refletida e interfere com as reflexdes da onda devido a
colisGes anteriores e posteriores[6]. Teremos entdo um padrdo de interferéncia e um dos

problemas quanticos iniciais correspondentes ao jogo do bilhar cldssico é saber quais ondas
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cabem nas formas das Figuras (1), (2), (3) ou de outros tipos de bilhares. Podemos pensar
nesse problema como se os bilhares fossem tambores que vibram. Surge naturalmente a
seguinte pergunta: podemos decompor o movimento de vibragdo do tambor em modos
de vibragdo com diferentes frequéncias? As Figuras (4) e (5) mostram um modo de
vibragdo de tambor com a forma de um bilhar retangular e de um bilhar de Bunimovich[6],

respectivamente.

Figura 4: Um dos modos de vibragao para um tambor retangular. A figura representa o
relevo da membrana do tambor fotografado em um dado instante. Observe que o padrao
¢é completamente regular.

Figura 5: Um dos modos de vibragao para um tambor com a forma do bilhar de Buni-
movich. O relevo da membrana nao apresenta regularidade alguma, exceto as simetrias.

Uma outra aplicagdo da Teoria de Caos Quantico é a tecnologia de nanoestruturas
em semicondutores. Os bilhares podem ser usados para modelar o que chamam de pontos
quanticos, que sdo minisculas regioes usadas para confinar elétrons e estao previstos como

o ponto de partida para futuras geragoes de dispositivos eletrénicos, como os transistores.

Neste trabalho, os bilhares sao usados com o objetivo de perceber como sistemas
dindmicos integraveis, que serao definidos na segao 2.1, evoluem para sistemas cadticos a
medida que aplicamos uma perturbacao no sistema. Nesses sistemas nao ha dissipagao
de energia e campo externo aplicado, logo, temos que a energia total do movimento
e o modulo da velocidade sdao constantes. A analise do movimento de uma particula
confinada dentro de um bilhar ser feita por meio do espago de fase do sistema e o regime

cadtico sera analisado utilizando o conceito de desfocalizacao das trajetdrias e expoente
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de Lyapunov. Para construirmos esses espagos de fase, veremos como tratar sistemas
integraveis por meio de uma transformagao candnica que, devido ao fato de que sistemas
integraveis possuem um numero de constantes de movimento igual ao nimero de graus
de liberdade, nos permite reescrever a Hamiltoniana que representa o sistema em uma
forma mais simples, em que as equagoes de Hamilton sdo extremamente faceis de serem
resolvidas. Feito isso, iremos aplicar uma pequena perturbagao nesses sistemas e ver como
evoluem a medida que o grau da perturbacdo aumenta. Para enterdermos a evolugao
desses sistemas com a perturbagdo, iremos langar mao do Teorema KAM][8, 9, 10] e do
Teorema de Poincaré-Birkhoff[9]. O Teorema KAM nos diz o que acontece no espago de
fase quando o sistema sofre uma perturbagao, mais precisamente, que certas estruturas
que representam estabilidade, como toros racionais e irracionais, sao destruidas a medida
que fortalecemos a perturbagdo. J4 o segundo, o Teorema de Poincaré-Birkhoff, nos diz
que apds a destruigao dos toros, surgem aos pares pontos fixos elipticos e hiperbdlicos.
Os primeiros representam pontos estaveis e os segundos pontos instdveis que podem levar

ao surgimento de caos no sistema.

Todo o trabalho apresentado nesta tese foi feito no sistema operacional Linux. O
presente texto foi feito no editor de texto TexMaker. As simulagbes numeéricas e scripts
que viabilizaram a obtengao dos resultados foram feitas em linguagens como C, C++,
Python e Shell Script. Os gréficos e figuras foram obtidos e editados com a ajuda de
programas como Xmgrace, Pylab e Inkscape. A grande maioria dos resultados foram
obtidos com a ajuda dos clusters computacionais do Departamento de Fisica. Excelentes

referéncias de divulgagao cientifica sobre caos s@o os livros[2, 11].
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Dentro da grande classe dos sistemas dinamicos, existe uma de grande interesse que é
a classe dos sistemas dinamicos integraveis. Por sistemas integraveis, entendemos sistemas
cujas equacoes de movimento sao resolvidas por meio de quadraturas, ou seja, por meio
de integrais de fungdes conhecidas. Para tais sistemas, é fundamental a existéncia de um
numero de constantes de movimentos maior ou igual ao nimero de graus de liberdade do
sistema. Antes de tratarmos um sistema integravel com N graus de liberdade, exemplifi-
caremos essa ideia com um sistema unidimensional conservativo, ou seja, em que a energia
total é constante. Exemplos de sistemas desse tipo podem ser um oscilador harménico,
um corpo em queda livre nas proximidades da superficie terrestre, entre outros. Em tais

sistemas, temos que a energia total é expressa por:

1
E= ima':2 + V(z), (2.1)

onde V' (z) representa, a interacao entre partes do sistema (no caso do oscilador harménico,
a interacdo entre a particula e a mola) ou a interagdo entre sistema e algum campo externo
conservativo aplicado (no caso do movimento de queda livre, onde a particula interage

com o campo gravitacional).

Dessa forma, a energia total é uma constante de movimento. Por esse fato, podemos

reescrever a equagao (2.1) em funcdo de

= \/%(E ~ V(z)), (2.2)

e a equagao acima é facilmente resolvida para o tempo t¢:

s I 8
t—to /xo \/M (2.3)

Aplicando um procedimento algébrico de inversao, pode-se escrever x = z(t), ou seja,
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a equagao de movimento do sistema. Assim, qualquer sistema unidimensional em que a

energia é constante é um sistema integravel.

Na segao seguinte, iremos desenvolver a versao dessa ideia para sistemas com N graus
de liberdade. Como no exemplo acima, o nimero de constantes de movimento é igual ou
maior que o nimero de graus de liberdade do sistema e desempenha um papel fundamental

na caracterizagao dos sistemas integréaveis.

2.1 Dinamica dos Sistemas Integraveis

Um sistema com N graus de liberdade é dito integravel se possui no minimo N cons-

tantes de movimento. Assim, tomemos um sistema S integravel com N graus de liberdade

descrito pela Hamiltoniana!:

H=H(q,;,pi) , 7= 1,2,3,...,N, (24)
onde
fi = fi(‘—]z‘,pi) =¢i, 1= 1» 2537 ey ‘N: (25)
sao as N constantes de movimento.

Nessas varidveis as equagdes de movimento (equagdes de Hamilton) ficam:

5 aH 2y M1

i e (2.6)
s _aH(Qz';pi)
pi = e (2.7)

sujeita aos vinculos (2.5).

Acontece que nao sabemos nada se as integrais para ¢ e § provenientes das equagoes
(2.6) e (2.7) sao facilmente soliveis. Dependendo do nosso sistema, elas podem ser bas-
tante complicadas ou bastante simples. Gostarfamos de nao arriscar e entao é natural
perguntar se existe alguma transformacio canénica? T que torna a dindmica do sistema
trivial. De fato, devido as N constantes de movimento, podemos definir novas variaveis
(Cj, }3) de tal forma que as novas equagdes de Hamilton em termos dessas varidveis sejam
facilmente resolvidas. A ideia que nos leva a crer que tal transformacao existe é bastante

simples[9]. Iremos apresenté-la aqui em sua forma mais simples.

1Ver Apéndice 1, segdo 3.1.
2Ver Apéndice 1, secio 3.2.
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Suponha que temos N constantes de movimentos dadas por (2.5). Definiremos novas
variaveis (Q, 13) de tal forma que P; = fi(g;,:), ou seja, identificaremos nossos P's com

nossas N constantes de movimento, dai a sua necessidade. Como os P; sdo constantes,

temos Oh(Qs, P)

P, = *‘—-5@-;‘—‘ =0, (2.8)
logo, k (nova Hamiltoniana) néo pode depender dos @'s, ou seja, h = h(ﬁ) Ja a outra
equagao: i )

> h Q'i: R _ e
Qi = T w; = cte. (2.9)

Temos entao dois novos conjuntos de equagoes nessas novas variaveis cuja integragao
é trivial: P, = Pge Q; = Qi +w;t, i = 1,2,...,N. Fica claro entdo que existe uma
transformagao canodnica que torna a dinamica trivial.

—

Identificando entdo (@, ﬁ) com as varidveis de angulo-acao® (&, J), temos que a nova

Hamiltoniana fica:

-

h = h(J), (2.10)

da qual derivam-se equagoes de movimento diretamente integraveis:

Ji=-g§i =0 = Ji=r=cte, i=1,..,N, (2.11)
, oh .
(Pi':ﬁ =wi=cte = @; =wit+ o, 1=1,..,N. (2.12)

As equagoes (2.11) e (2.12) em duas dimensdes ficam:

Jl =T1 (213)
Jo =13, (2-14)
Y1 = wlt + P10, (215)
P2 = Wat + P20 (2.16)

Essas quatro equagoes acima caracterizam um movimento sobre um toro Figura (6),
que também é chamado de toro invariante, pois uma trajetoria que inicia sobre ele jamais
escapa desse toro. Pode-se dizer que temos dois movimentos circulares uniformes inde-

pendentes nas coordenadas ¢; e @, com frequéncias w; e wy de rotagdo, respectivamente,

3Ver Apéndice 1, segao 3.3.



dadas por:
o Oh(J1, J2)
e ajl )
= ah‘(']h JZ)
wy = b e

)
N

(2.17)

Figura 6: Representagao de um toro em duas dimensoes.

Os toros podem ser de dois tipos. Quando a razao entre as frequéncias acima é um

numero racional temos um toro racional e quando a razao entre as frequéncias é um

numero irracional temos um toro irracional. Se o toro é racional, a trajetoria é periddica

com periodo igual ao minimo multiplo comum & w; e wy. No espago de fase, toros racionais

sao representados por linhas pontilhadas Figura (7)(a). Se o toro é irracional, a trajetdria

nunca se fecha e, portanto, o toro é completamente coberto apds um intervalo de tempo

infinito. No espago de fase, toros irracionais sao representados por linhas continuas Figura

(7)(b).

2.2 Dinamica dos Sistemas Quase-Integraveis

Sistemas conservativos quase-integraveis sao obtidos pela aplicagao de uma perturbagao

fraca que preserva a conservagao da energia de um sistema integravel. Anteriormente, es-

tudamos o comportamento de sistemas integraveis. Agora, veremos como esses sistemas

reagem ao serem levemente perturbados.

Segundo o teorema KAM][9, 10, 8], na presenca de uma perturbagao fraca, os toros

irracionais nao se quebram, mas apenas se deformam levemente, enquanto que os toros
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----------------------------

(a) (b)

Figura 7: Ilustragao de toros no espago de fase. (a) Linhas pontilhadas sdo chamadas toros
racionais. As linhas abertas representam curvas invariantes e as fechadas representam
ilhas de estabilidade. (b) Linhas continuas sdo chamadas toros irracionais. As linhas
abertas representam curvas invariantes e as fechadas representam ilhas de estabilidade.

racionais sao gradativamente destruidos e se espalham de uma maneira extremamente
irregular entre os toros preservados de tal forma que o volume ocupado por eles tende a
zero. Mas, com o aumento da intensidade da perturbagao os toros irracionais também

comegam a ser destruidos um a um até o ultimo.

A maneira como os toros sao destruidos é descrita pelo teorema de Poincaré-Birkhoft
[9]. Na presenga de uma perturbagéo fraca, os toros racionais ressonam e se quebram.
Em seu lugar, surgem uma sequéncia de pontos de equilibrio estdvel (chamados de pontos
elipticos) e instdvel (chamados de pontos hiperbdlicos). Ao redor dos pontos elipticos
aparecem pequenas estruturas regulares composta por toros racionais e irracionais, auto-
similares ao sistema original. As érbitas préximas aos pontos hiperbdlicos ficam altamente
instdveis, ou cadticas, dando origem a uma sequéncia de pontos distribuidos de maneira

aleatdria no espago de fase.

2.3 Sistemas Nao-Integraveis

Quando a perturbagio aplicada no sistema se torna forte o suficiente, todos os toros
racionais e irracionais sao quebrados e o espago de fase é coberto por pontos distribuidos
aleatoriamente e dizemos que o espago de fase esta coberto pelo mar de caos. Um sistema

com tal espago de fase é dito nao-integrdavel ou cadético. Sistemas cadticos apresentam a
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propriedade de que dados dois movimentos com condig0es iniciais préximas, com o passar

do tempo, esses dois movimentos podem estar muito distantes um do outro.
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3 BILHARES
ELIPTICO-OVOIDES

Bilhares eliptico-ovéides sao descritos pela equagao

o LS ) (3.1)
1 + ecos(6) i '

onde 6 é o angulo polar, e € [0,1) é a excentricidade da parte eliptica e € € [0,1] é o

R(b,e,¢) =

pardmetro de controle da parte ovéide. Fazendo e = 0 e € = 0 na equagao (3.1), teremos

o bilhar circular, cuja equagao que o descreve é a seguinte:

R(f,e,¢) = 1. (3.2)

Figura 8: Fronteira do bilhar circular.

Para e =0 ¢ € # 0, temos o bilhar ovdide ou bilhar tipico e a equagao (3.1) fica:

R(8,e,€) =1+ ecos(0). (3.3)

Nas Figura (9) abaixo, temos exemplos de formato para a fronteira de um bilhar
ovdide:



Figura 9: Fronteiras para um bilhar ovéide. (a) e = 0.3. (b) e = 0.5. (c) ¢ = 0.7. (d)
e=0.9.

Para e # 0 ¢ € = 0, temos o bilhar eliptico cuja equagao € a seguinte:

T

R(B, €, 6) = m

Figura 10: Fronteira de um bilhar eliptico para e = 0.5.

Jé para e # 0 c e # 0, temos um bilhar do tipo cliptico-ovéide completo, formado pela

equagdo (3.1). Exemplos de algumas fronteiras para esse bilhar estdo na figura abaixo.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 11: Fronteiras de um bilhar eliptico-ovéide com excentricidade e = 0.5. (a) e = 0.5.
(b) e=1.0. (c) e=1.5. (d) e = 2.0.

Estamos interessados em estudar a dindmica de uma particula de massa unitdria
e velocidade constante confinada em fronteiras do tipo eliptico-ovéides. Durante uma
colisdo e outra com as paredes do bilhar, a particula viaja em linha reta, sem influéncia
de campos externos ou dissipativos, de forma que toda a informagdo sobre a dindmica
da particula podera ser extraida a partir das posigdes em que a particula colide com a
fronteira. Usaremos essa condi¢do para deduzirmos o mapa que nos fornece a dinamica

do nosso sistema.

3.1 Mapa que descreve o movimento no bilhar eliptico-
ovdide

Entre duas colisGes, a particula sofre uma reflexao regular ao colidir com as fronteiras
do bilhar, ou seja, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. A figura (12)

mostra a dinamica entre duas colisdes seguidas:

Da Figura (12), temos que o bilhar terd uma dindmica descrita por um mapa néo
linear T'(6,,, @n) = (Bn+1, @n+1), onde 0, é o angulo polar e o, é o dngulo complementar
ao angulo de reflexao, ou seja, o angulo que a trajetéria da particula faz com a tangente

ao ponto de colisao. Definimos também o angulo da reta tangente ao bilhar no ponto de



(V]
]

fronteira do bilhar

e O TN P

97?— 9n+1

Y

On

Figura 12: Dinamica entre duas colisoes seguidas.

colisao, ¢,.

No instante da colisdo, a posi¢ao da particula é dada por:

[ i—e? 1
z(6,) = R(6,)cosb, = _m + ecos(@n)_ c0s0,,, (3.5)
(6,) = R(6,)senb _-_i+ (9) 6 (3.6
y(n) = n)sent, = T ea0ally) ecos(tn _ sent,. .6)

O angulo tangente ¢, é obtido de

o [0, + A8, —y(6,)] /A6,
tg(én) = Alel,,n_l;o [z(6, + A6,) — z(6,)] /A6,

_ (dy/df) _ y'(6n)
t9(#n) = (dz/df) = z'(6n)’ (3.8)

$n = arctg (igg:;) , (3.9)

onde as derivadas das posigoes em relagao a 6 sao:



rin s [€(l—é®)sen(8h) 1—é?
Y 0) = [, (00 senn) + | ooy + o0 co)
(3.10
e(1 — e?)sen(6,) 1-—¢é?

' (0,) = [ (1 + ecos(6,))2

- esen(@n)} cos(0,) — [ + ecos(Gn)] sen(6,,).

(3.11)

1 + ecos(6,)

Como a trajetdria da particula entre duas colisoes é uma reta, entao podemos relaci-

onar os pontos de colisdes atuais com os anteriores, ou scja:

y(6n+l) = y(@n) = tg(an + ¢n)[$(0n+1) = :E(@n)], (3.12)

de onde podemos obter numericamente 6,,,. Com 6,4, obtemos ¢,+; € com ¢, e ¢nz:

em maos, podemos calcular a,+; pois, da Figura (12), temos que:

Ont1 = Pni1 — (an =+ ¢n): (3~13)

onde ¢,4+1 = arctg (%g—:ﬁ%) . O mapa que descreve o movimento no bilhar é dado por(12]:

e { F(Bn1) = R(Brs1)5en(0ns1) — Y (6n) — t9(n + ¢n)[R(Bns1)c08(8ns1) — X (6a)],
QAnt1 = Gnt1 — (On + @n)

(3.14)

No mapa acima, Y (6,) = R(6,)sen(6,) e X(6,) = R(6.)cos(8,). Bn+1 € obtido

numericamente tomando F(6,+1) = 0 e, uma vez com 6,4; em maos, obtemos ¢,,;

da equagdo (3.9). Por itltimo, obtemos a,,; da segunda equagdo do mapa acima. Ao

continuarmos essa operagao de iteragao, obtemos toda a dindmica do bilhar projetada em

um espago de fase bidimensional.

3.2 Bilhar Circular

O bilhar circular é obtido fazendo e = 0 e e = 0. O bilhar circular € integravel pois
possui duas constantes de movimento (energia e momento). Sendo assim, possui apenas

érbitas periddicas (toros racionais). O espago de fase estd mostrado na Figura (13).
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Figura 13: Espaco de fase de um bilhar circular. Apresenta apenas curvas invariantes.

Os tipos de movimentos possiveis para um bilhar circular sdo do tipo rotagao, repre-

sentados no espago de fase por curvas invariantes na Figura (14).

3.3 Bilhar Eliptico

O bilhar eliptico é um bilhar integravel, pois assim como o bilhar circular, possui
duas constantes de movimento (energia e o produto do momento angular calculado em
relacdo aos dois focos[4]). O espago de fase de um bilhar eliptico, apesar de ndo apresentar
comportamento caético, possui uma riqueza de comportamentos maior que a do bilhar
circular. Como podemos ver na Figura (15) abaixo, temos 6rbitas que representam movi-
mentos de libragdo e rotagdo, assim como uma curva separatriz entre esses dois tipos de
movimento. Na Figura (16), temos os movimentos da particula correspondente & libragéo,

rotacao e separatriz.



31

ST
S T

"

0

"
o,
"

(a) Exemplo de movimento de rotagao no (b) Exemplo de movimento de rotacao
bilhar circular. no bilhar circular.

Figura 14: Movimentos de rotagao de uma particula dentro de um bilhar circular.
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Figura 15: Espago de fase de um bilhar eliptico com excentricidade e = 0.5.

3.4 Bilhar Ovdide

O bilhar ovéide é obtido fazendo e = 0 na equagao (3.1). A equaga@o que descreve tal
fronteira é a seguinte:

R(6,e,€) =1+ ecos(8). (3.15

Esse tipo de bilhar pode ser visto como uma perturbacao no bilhar circular, com e

sendo o parametro de controle. Ele também é interessante porque podemos ter movimen-



(a) rotacdo (b) libragao (c) separatriz

Figura 16: Movimentos da particula dentro do bilhar. (a) Movimento correspondente
ao que no espacgo de fase chamamos de rotagdo, representado por curvas invariantes.
(b) Movimento correspondente a libracdo, representado pelas ilhas de estabilidade. (c)
Movimento correspondente & separatriz.

tos de rotagao e libracdo no mesmo espaco de fase, assim como a existéncia de caos. A
forma da fronteira varia de acordo com o pardmetro € que estd relacionado com a sua
curvatura. Para alguns valores de € a curvatura da fronteira é positiva, o que permite
movimentos peridédicos e quase-periédicos representados por toros racionais e irracionais.
A medida que aumentamos o valor do paradmetro de controle, chegaremos em um valor ¢,
critico tal que nesse ponto ocorre uma mudanga de curvatura de positiva para negativa.
O primeiro efeito dessa mudanca de curvatura ¢ a destruicdo dos toros que representam
rbitas de rotagdo (curvas invariantes). Para o bilhar ovéide descrito pela equagéo acima,
o valor critico do pardmetro de controle €! é ¢, = 1/2. Nas Figuras (17), (18), (19) e (20)
estao alguns espacos de fase obtidos para € =0.1,0.2,0.3 e 0.4.

}Ver Apéndice 2
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Figura 17: Espacgo de fase de um bilhar ovéide com € = 0.1.
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Figura 19: Espago de fase de um bilhar ovéide com € = 0.3.

Figura 20: Espago de fase de um bilhar ovdide com ¢ = 0.4.
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Para € = ¢, = 0.5, temos que a curvatura da fronteira do bilhar muda de positiva pra
negativa, o que acarreta na destruigao total de curvas invariantes e ilhas de estabilidade.
devido ao fato de que uma curvatura negativa desfocalizard as trajetdrias, o que acaba

gerando o mar de caos, como visto abaixo na Figura (21).

Figura 21: Espago de fase de um bilhar ovéide com ¢ = 0.5.

Um indicador de que o sistema realmente é cadtico sdo os expoentes de Lyapunov?.
Para um sistema com N graus de liberdade, temos N expoentes de Lyapunov e se pelo
menos um dos expoentes para o sistema em estudo for positivo em alguma regido do
espago de fase, o sistema é dito cadtico[13]. Para o espago de fase da Figura (19), onde ja
podemos observar drbitas cadticas, temos na Figura (22) o expoente de lyapunov contra o
numero de iteragoes para uma condigdo inicial que d4a origem a uma drbita dentro do mar
de caos. O expoente é obtido usando o algoritmo de Eckmann-Ruelle[14]. Nas Figuras
(23) e (24), temos os expoentes de lyapunov para uma condicgo inicial dentro do mar de

caos nos espacgos de fases em que € = 0.4, ¢ = 0.5.

2Ver Apéndice 3
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Figura 22: Expoente de Lyapunov para um Bilhar Ovéide com e = 0.3.
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Figura 23: Expoente de Lyapunov para um Bilhar Ovéide com € = 0.4.
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Figura 24: Expoente de Lyapunov para um Bilhar Ovéide com € = 0.5.



3.5 Bilhares Eliptico-Ovéides

Bilhares eliptico-ovdides sdo obtidos fazendo e # 0 e € # 0 na equagdo (3.1). Aqui.
fixaremos e = 0.5 ¢ iremos variar o parametro de controle e. Os espacgos de fases obtidos
para esses bilhares estdo na Figura (25). Podemos ver claramente, dos espagos de fase que
a medida que aumentamos o parametro de controle €, os toros irracionais e racionais vao
sendo destruidos até que sobra apenas o mar de caos, como previstos pelo Teorema KAM
e de Poincaré-Birkhoff. Na Figuras (26), (27) e (28) estdo os expoentes de Lyapunov para

OS Casos em que aparece caos.

Figura 25: Espaco de fase para o bilhar eliptico-ovéide. (a) e = 0.5, ¢ = 0. (b) e = 0.5.
e=0.2. (c)e=0.5e=0.6. (d) e=0.5¢=1.0.
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Figura 26: Expoente de Lyapunov para um Bilhar eliptico ovéide com e = 0.5 e ¢ = 0.2.
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Figura 27: Expoente de Lyapunov para um Bilhar eliptico ovéide com e = 0.5 e € = 0.6.
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Figura 28: Expoente de Lyapunov para um Bilhar eliptico ovéide com e = 0.5 e e = 1.0.
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4 RUGOSIDADE

4.1 Superficies Rugosas

Superficies rugosas sdao um assunto de extremo interesse em fisica e podem ser obser-
vadas nos mais variados fenémenos, tais como quando deixamos cair café em um lengo
de papel e observamos a superficie formada no lengo devido ao fluxo de café no mesmo.
Quando queimamos uma folha de papel em uma de suas extremidades e observamos o
desenho irregular que fica no lado da superficie que ficou queimada. Na deposi¢ao de

flocos de neve em um dia de inverno e no crescimento de bactérias em laboratdrios.

A morfologia de uma superficie depende da escala de observagao do sistema. A terra.
para um astronauta, é percebida como uma esfera suave e lisa enquanto para um alpinista
a superficie da mesma é bastante irregular. Mas superficies, que podem apresentar rugo-
sidade dependendo da escala de observagao, ndao sao os Uinicos objetos a apresentarem tal
rugosidade. Fractais também apresentam rugosidade, sendo que esses diferenciam-se das
superficies porque permanecem os mesmos independente da escala de observacdo. Entre
as superficies rugosas e os fractais, temos também os objetos auto-afins. Quando realiza-
mos uma mudanga de escala igual em todas as diregoes, objetos auto-afins se comportam
como superficies. Quando realizamos uma mudanga de escala que é diferente em cada

direcdo, os objetos auto-afins se comportam como fractais[15].

4.2 Bilhares Rugosos

Iremos introduzir uma rugosidade na fronteira dos bilhares circulares e elipticos que
ser4 modclada adicionando ao angulo tangente ao ponto de colisio ¢ um termo 4, onde
v é o parametro que controla a intensidade da perturbacdo, ou seja, o quao rugosa € a
superficie do bilhar e § é um numero aleatério gerado no momento da colisao. Bilhares

com superficies rugosas sdo mostrados na Figura (29).



(a) (b)

Figura 29: (a) Fronteira de um bilhar circular com rugosidade. (b) Fronteira de um bilhar
cliptico com rugosidade.

A desfocalizagao das trajetérias é um conceito importante nos bilhares rugosos. A
rugosidade implica que a tangente ao longo da fronteira nao mais ird variar de forma
suave, como no bilhar circular e eliptico, por exemplo. Devido a cssas descontinuidades
nos valores da tangente, haverd uma desfocalizacao das trajetérias que fard com que.
dependendo do quanto a fronteira é rugosa, haja condigoes iniciais préximas que geram

movimentos caéticos, como mostrado na Figura (30).

Figura 30: Esquematizagao da desfocalizagao das trajetérias na fronteira de uma superficie
rugosa.

Bilhares rugosos sao tratados como sistemas quase-integraveis ¢ a medida que aumen-
tamos os efeitos da perturbagao, ou seja, o valor de v, esperamos que, como descrito na
Segao 2.2, os toros racionais e irracionais sejam destruidos dando lugar apenas ao mar de

Ccaos.



Como gerador de nimeros aleatdrios, usamos uma fungdo descrita em [16]. cuja ex-

pressao é:

N/2 1/2

o on\ M omik
5i=z Ic“(N) cos(N +@k>, I

k=1

e
|

onde N ¢ o dobro da quantidade de nimeros aleatdrios gerada, ¢ é um nimero aleatério
gerado uniformemente distribuido entre [0,27] e 1 é um expoente que controla o grau
de correlagdo dos nimeros aleatérios gerados. Na Figura (31) estdo algumas séries de

numeros aleatdrios gerados com essa fungao para diferentes valores de p.
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Figura 31: Séries de nimeros aleatérios gerados pela expressio (4.1). A medida que
aumentamos o valor de u, as séries vao se tornando fortemente correlacionadas. (a)
ie="1. () =20. () p="231; (d) }=16.0.

Nas proximas segoes, para simularmos os bilhares circulares e elipticos com rugosidade.

usaremos os nuimeros aleatdrios nao-correlacionados para g = 0.



4.3 Bilhar Circular Rugoso

Os espagos de fase para o bilhar circular rugoso estao ilustrados na Figura (32).
Usamos niimeros aleatérios nao-correlacionados, ou seja, 4 = 0. Novamente observamos
a destruigdo dos toros racionais e irracionais a medida que aumentamos o parametro de

controle +, ou seja, aumentamos o grau de rugosidade da fronteira.

Figura 32: Espagos de fase para o bilhar circular rugoso para diferentes valores de v. (a)
v =0.0001. (b) v =0.001. (c) vy=0.01. (d) vy =0.1.

Também foram realizadas simulagées fixando o grau de rugosidade v e variando o
expoente (u) que controla o grau de correlagdo dos niimeros aleatérios gerados pela ex-
pressdo (4.1). Os resultados para valores de v = 0.0001, 0.001, 0.01 e 0.1 estdo nas Figuras
(33), (34), (35) e (36) abaixo. Observa-se que a medida que aumentamos o valor de p. o
espago de fase evolui para um mar de caos, ou seja, ao aumentarmos o grau de correlagao
nos nimeros aleatérios na expressdo (4.1), aumentamos a perturbagdo no sistema, fazendo

com que o mesmo apresente comportamento cadtico.
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Figura 33: Espagos de fase para o bilhar circular rugoso com grau de rugosidade « =
0.0001 e diferentes valores de p. (a) u=0. (b) u=2. (c) u=3. (d) u=6.

Figura 34: Espacos de fase para o bilhar circular rugoso com grau de rugosidade v = 0.001
e diferentes valores de p. (a) u=0. (b) p=2. (c) u=3. (d) p=6.



Figura 35: Espagos de fase para o bilhar circular rugoso com grau de rugosidade y = 0.01
e diferentes valores de u. (a) p=0. (b) p=2. (¢) p=3. (d) p=6.

() (d)

Figura 36: Espacos de fase para o bilhar circular rugoso com grau de rugosidade y = 0.1
e diferentes valores de u. (a) u=10. (b) p=2. (¢c) p=3. (d) p=6.



4.4 Bilhar Eliptico Rugoso

Os espagos de fase para o bilhar eliptico rugoso com excentricidade 0.5 estao ilustrades
na Figura (37), onde usamos p = 0. Conclusdes a respeito da evolugdo da estrutura do

espago de fase sdo similares a aplicadas na segao anterior para o bilhar circular rugoso.

Figura 37: Espagos de fase para o bilhar eliptico rugoso para diferentes valores de 7. (a)
~v = 0.0001. (b) v = 0.001. (c) v =0.01. (d) v =0.1.

Assim como na segao anterior, também foram realizadas simulagbes para o bilhar
eliptico rugoso fixando o grau de rugosidade v da fronteira e variando o expoente de cor-
relacdo p. Os espagos de fase obtidos estdo nas Figuras (38), (39), (40) e (41) abaixo.
Observa-se, nas Figuras (38) e (39), que a estrutura do espago de fase resiste bem a
perturbagdo. Jas na Figuras (40) e (41), percebe-se que drbitas estdveis aparecem a me-
dida que aumentamos a perturbagao, ou seja, obtemos uma subregiao de comportamente

regular no espago de fase que antes era completamente cadtico.



Figura 38: Espagos de fase para o bilhar eliptico rugoso de excentricidade e = 0.5 e grau
de rugosidade v = 0.0001 e diferentes valores de u. (a) u=0. (b) p=2. (c) p=3. (d)
p=6.

Figura 39: Espagos de fase para o bilhar eliptico rugoso de excentricidade e = 0.5 e grau
de rugosidade v = 0.001 e diferentes valores de p. (a) p=10. (b) p=2. (c) p=3. (d)
p =6
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Figura 40: Espagos de fase para o bilhar eliptico rugoso de excentricidade e = 0.5 e grau
de rugosidade v = 0.01 e diferentes valores de p. (a) p=0. (b) p=2. (¢) p =3. (d)
p=_6.

Figura 41: Espacos de fase para o bilhar eliptico rugoso de excentricidade e = 0.5 e grau
de rugosidade v = 0.1 e diferentes valores de . (a) p = 0. (b) p=2. (c) p=3. (d)
u=_0.
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5 CONCLUSAO

Como vistos nas se¢oes acima, bilhares podem apresentar uma riqueza imensa de com-
portamentos regulares, cadticos e mistos. Ao introduzirmos uma perturbagao e variarmos
a intensidade da mesma, como feito nos bilhares ovéide, circular rugoso e eliptico rugoso,
podemos ter uma mudanga estrutural no espaco de fase. Tal mudanga pode ser no sentido
de aparecimento do mar de caos (caracterizado pela perda de previsibilidade de condigdes
iniciais vizinhas ou muito préximas) ou no aparecimento de regies no espago de fase que
representam movimentos regulares a partir do caos. Como perspectiva, fica-se a oportu-
nidade de caracterizar a transi¢cao no espaco de fase de uma estrutura regular para uma

cadtica (ou vice-versa) nos bilhares rugosos via expoente de Lyapunov.
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6 APENDICE 1

6.1 Equacoes de Hamilton

Qualquer sistema n-dimensional pode ser descrito por uma fungdo denominada Fungéo

Hamiltoniana

H = H(q,p) (6.1)

onde ¢ = (¢1,92, -, qn) € P = (P1,D2, ---, Pn) S30, respectivamente, as n coordenadas e

os n momentos que descrevem o sistema em cada instante de tempo.

As equagoes de movimento sao obtidas da Hamiltoniana por meio das relagoes:

o %{f RS (6.2)
1
0H

Bi= =g i= L2 (63)

As equagoes (6.2) e (6.3) sdo ditas as equagoes de Hamilton para o sistema descrito

pela Hamiltoniana (6.1).

Para a grande maioria dos sistemas fisicos, a energia cinética é uma fungdo que de-
pende somente do quadrado da velocidade e a energia potencial independe da velocidade.
Nesse caso, a Hamiltoniana pode ser expressa como a soma da energia cinética com a

energia potencial, ou seja,

HGp) =T+V (6.4)

onde T é a energia cinética e V é a energia potencial. Para exemplificarmos o que foi dito
acima, iremos escrever a Hamiltoniana para um sistema simples, o oscilador harmonico.

Tal sistema, mostrado na Figura (42), possui uma energia cinética dada por
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Figura 42: Oscilador harménico.

1 1
T = —mv? = —p?
2 2m

e uma energia potencial devido a sua interagdo com a mola dada por:

V= %kmz (6.6)

onde p é o momento linear da particula e k é a constante de mola. Aqui, como o sistema
¢ unidimensional, ¢ e p ambos possuem apenas uma componente que serdo identifica-
das, respectivamente, com x (posigdo da particula) e com p = mv (momento linear da
particula). Podemos ver em (6.5) que a energia cinética é fungao somente do quadrado
das velocidades e em (6.6) que a energia potencial independe da velocidade, podemos

assim facilmente montar a Hamiltoniana, que é:

1 i
H = —p® + 2kq® R(
(g,p) 5P T35k (6.7)

e as equagoes de Hamilton séo: 5
H B
=== 6.
4 op m (6.8}
0H

B = —kq (6.9)

As equagdes (6.8) e (6.9) acima formam um sistema de equagbes que pode ser facil-

mente resolvido. Primeiro, derivemos em relagdo ao tempo a equagdo (6.8), assim

agora, substituindo p em (6.10) por (6.9), temos

k
¢+Eq=0 (6.11)
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que ¢ a equagao de movimento do oscilador harmoénico, cuja solugao geral é a seguinte:
q(t) = Asen(wt) + Beos(wt) (6.12)

onde w = \/g é a frequéncia de oscilagao do sistema.

6.2 Transformacoes Candnicas

Muitas vezes, ao resolvermos nossos problemas, desejamos realizar uma transformacgao
no sistema em estudo para buscar algum tipo de informagao que pensamos se tornard mais
evidente depois que o sistema for transformado. No espago de fase uma transformagao
de varidveis interessante sao as que preservam a forma das equagoes de Hamilton. Pre-

cisamente, dadas as varidveis canénicas (g, p), a Hamiltoniana H(q,p) e as equagdes de

Hamilton
e e e 1.5 st (6.13)
Op;
b = —%, i=1,2,..,n. (6.14)
Uma transformagao
Q: =Qud ), 1=12,:-:n (6.15)
P=P(Ep), i=12,..,n (6.16)

é canodnica quando se pode construir uma nova Hamiltoniana h = h(@, ﬁ) tal que as

equagoes de movimento para as novas varidveis tenham a forma Hamiltoniana:

. Oh

Qi = 5P 1= 18, calm, (6.17)
; oh

e B O L 6.18
‘P'L anﬂ ? 1%+ 1n ( )

6.3 Varidveis Angulo-Acéo

As varidveis dec dngulo-agao sdo obtidas através de uma transformagao candnica das
varidveis candnicas de Hamilton, (4,p). Elas sdo usadas para facilitar o célculo de
frequéncias associadas ao movimento de vérios sistemas. Sistecmas para o qual usamos a
técnica das varidveis de dngulo-acao sdo conhecidos por sistemas multiperiddicos. Estes.
sao sistemas em que a projegdo do movimento sobre cada plano do espago de fase é carac-

terizado por uma libragdo, em que as varidveis (g;, p;) oscilam entre dois limites definidos.
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caracterizando uma curva fechada na projegdo do espago de fase. Ou uma rotagao, em
que p; é uma funcao periédica de g;, embora g; nao seja fungao periédica do tempo. A

libragdo e a rotagdo estdo ilustradas, respectivamente, nas Figuras (43) e (44).
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qi

Figura 44: Rotagdo na projegao do espago de fase no plano (g;,p;)

As varidveis de agao para um sistema multiperiédico com n graus de liberdade sdo

definidas por

Ji= £ ?{ pidg; (6.19)
27

onde as integrais estendem-se por um periodo de libragiao ou de rotagao, conforme o caso.

A equagdo (6.19) multiplicada por 27 nada mais é do que a drea sob a curva no espago
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de fase, ou seja, J; é uma constante. Por esse fato, podemos identificar os J/s com os
P/s. Logo, como J; = -—-;—Q@; = 0, temos que a nova hamiltoniana h depende apenas das
variaveis de angulo-acdo. A segunda equagdo de Hamilton define a derivada em relagao

ao tempo da varidvel dngulo:
oh

B

onde os wj; sdo constantes, pois s6 dependem das constantes J;. Por isso, podemos encon-

¢ = Wi (6.20)

trar a solugdo para a equagdo (6.20) acima, que é:
$i(t) = wit + @) (6.21)

As equagdo (6.19) e (6.20) definem, respectivamente, as varidveis agdo e dngulo para

um sistema multiperiédico.

Para mais detalhes sobre o conteido do apéndice, indico as referéncias [8] [9] [10].
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7 APENDICE 2

7.1 Curvatura de curvas planas

Desenvolveremos aqui o cdlculo para obter a expressdo da curvatura de uma curva no
plano descrita por uma equagéo do tipo y = f(z). Obtida essa expressdo, aplicaremos no
bilhar ovéide () = 1+ ecos(f) para obtermos o valor critico €, para o qual a curvatura

muda de positiva para negativa.

A curvatura k£ de uma fronteira é definida como

(7.1)

onde ¢ é o angulo medido no sentido anti-hordrio entre a reta tangente a superficie S

e o eixo x positivo (Figura(45)).

y A

>
T

Figura 45: Curvatura da superficie S e definicdo do dngulo ¢.

Primeiramente, escreveremos k como uma fun¢éo de (z,y). Assim:

i _dods 2

dedz_dS_
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Pegando AS = /Az?+ Ay? e dividindo por Az, temos
A2 Ay?
—_—\/A2 Ay? \/ _\/1 — &
< + Ay + AL? (7.3)

Agora aplicando o limite quando Az — 0

lim

oo Ay dy\® _ds
Az—»OA_:B Ali:r—rio \/1 i (A:E) o \/1 i (_) e

= = A
dzx dz (2

e invertendo, encontramos o segundo fator na equagao (7.2)

(7.5)

Para encontrarmos o primeiro fator na equagao (7.2), primeiro derivamos implicita-
mente a relagao 2 dy —

= tg(¢), que nos da o coeficiente angular da reta tangente a superficie
S, como mostrado na Figura (45)

sec? o &y -3 2 ——————32_2%
dz d?z dr 1+tg*d’
logo .
ab__ %
&1 (@

(7.6)
Colocando as equagdes (7.6)

(7.5) na equagdo (7.2), encontramos a férmula para
que nos déa a curvatura para uma superficie descrita pela equagdo y = f(z)

do -
gl i

Nao podemos aplicar a relagdo acima diretamente na nossa fronteira, pois ela esta
escrita em coordenadas polares. Admitindo que y = y(0)

regra da cadeia:

z = z(0), temos que, pela

dy _ dydf g;_ (78)
dz ~ dfdr & S
assim, podemos escrever
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Ty _ d (dy
dz2 dz \dz /)’
_d (dyds
~ dr \dfdz)’
_dyd?9  dfd (dy
Sz T dds (‘e‘) ’ (7.9)
_dy d*9 df d [dy)\ db
" dfdz? ' dzdf \db) dz’
_dyd* L (% 2 d2%y
"~ dfdz? dz ) do?
Calculemos agora o termo g sabendo que gz—g =%
dé
d*0 _d (df
de?  dx \dz)’
dr \ & |’
i (%)
o (7.10)
(%)
d @) ad
_ _db\df) dz
dz\2 ’
(%)
d’z df
— 402 dx
&
df

A partir de agora, para facilitar a visualizagdo e manuseio das equagdes, usaremos

Y= gg ez’ = £ Colocando a equagdo (7.10) na equagéo (8.32), temos:

'

d2y g _y/x// y

dz? — g® " g? (7.11)

—y':z:” e y”:z:'
= 3 X

Agora pondo a equagdo acima juntamente com % = i—: na equagao (7.7):

—yl !y
23

e ™

(7.12)
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k - y/xll + yllxl (7 13)
[112 + y12]3/2 ’
A equagao (7.13) é a que calcula a curvatura para uma fronteira descrita em coorde-

nadas polares.

7.2 Valor critico €, para o bilhar ovdide

A fronteira do bilhar ovéide é dada por z(8) = R(0)cos() e y(6) = R(6)sen(6), onde
R(#) = 1 + ecosf. Definindo R’ = g%%ej’ temos que as derivadas de = e y em relagao a 6

necessarias para se calcular a curvatura da fronteira sao:

(7.14)

onde R'(f) = —esend e R"(6) = —ecosh.

Substituindo as derivadas acima na equag@o (7.13) e fazendo k(f) = 0 quando § = 7

(o ponto onde a fronteira muda de curvatura corresponde a § = 7, como se pode ver na
Figura (?7)(c):

Eitr= —y'(m)z"(m) +y"(m)a'(m) _

. = 7.15
[£(m) + ()" i

Como R(w) =1—¢, R'(r) =0 e R"(7) = €., temos que z'(7) =0 e y"(7) = 0, logo

a cquacgao acima fica:

—z''(r) = 0. (7.16)

Substituindo z"(7) = —e. + 1 — €. na equagao acima, obtemos o valor critico €, do

parametro € para o qual a curvatura muda de sinal:

(7.17)
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8 APENDICE 3

8.1 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov é usado para caracterizar se um dado sistema é sensivel
a condigGes iniciais, ou seja, se é cadtico[17]. A ideia principal é tomar duas evolugdes
dinamicas geradas por diferentes condigGes iniciais suficientemente préximas e monitorar
a distancia entre essas solugbes. Para efeito didaticos, comegaremos com a definigdo de

expoente de lyapunov para sistemas unidimensionais.

Consideremos um mapa unidimensional dado por z,+; = f(z,). Comegamos com
uma condi¢do inicial zy e obtemos a dindmica iterando vérias vezes o mapa: z; = f(zg),
1z = f(z1) = fAxzo), T3 = f(z2) = f3(z0), ..., f(Zn) = f(@n_1) = f™(zg). Consideremos
uma outra condicdo inicial préxima a anterior, dada por zo + do, onde a distancia &g é
muito pequena. A distdncia entre as duas érbitas geradas pelas condigOes iniciais zg e

Tg + &9 depois de n iteracoes é dada por
On = f™(z0 + do) — ™ (20)- (8.1)

O expoente de Lyapunov é obtido se podemos escrever |6,| = |dg|€™*, onde X é o
expoente de lyapunov. Se A for positivo, entao a separagdo entre as duas drbitas diverge

exponencialmente e o sistema é dito ser cadtico.

Podemos isolar A para obtermos uma expressao que nos ajude a calcular o expoente

de lyapunov. Aplicando o logaritmos na expressio |6,| = |do|e™, obtemos

1
A~ —In
n

o
do

Usando a equagédo (8.1), a equagdo acima fica
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1 [ @0+ do) = f(zo)

)\zn 5

(8.3)

Como separacao inicial entre as érbitas §; € muito pequena e lembrando da defini¢ao

de derivada unidimensional

flz+ Oz) — f(z)

f'(z) = lim e : (8.4)
temos que
L |df™ (o)
Usando a regra da cadeia, temos que
df*(z0) _ df(f(z0)) _ df(21) df(w0) _ 17 & (=3)
d.’Eo N d.’L’o N d.’Eo d.’Eo N H d.’Eo d (86)
df*(z0) _ df(f(f(@0))) _ df(z2) (1) df (mo) _ H df () 67)
diL‘o d.’L‘() dIO d.’II() diL‘o 0 d.’II() ' ‘
para n iteracgoes,
df"(z0) _ Ty ()

dﬂ:o B ]‘JD diL‘o ’ (88)

Pondo o resultado acima na equagdo (8.5) e usando a propriedade dos logaritmos
In(ab) = In(a) + In(b):

)\zlln
n

d.’l:o

ﬁ df (z;)

(8.9)

=0

Definimos entdo o expoente de Lyapunov como sendo o limite da expressao acima

quando n — co, ou seja

d.’Eo

n—1
A= lim EZm‘M . (8.10)

1=
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Um exemplo de aplicagao direta da férmula acima é o cdlculo do expoente de lyapunov
A para o mapa logistico f(z) = rz(1 — z)[17]. O gréfico para o expoente de Lyapunov

obtido contra o pardmetro de controle 7 estd mostrado na Figura (46).

0.5} I | | | (

0.0

3.0 32 34 3.6 38 2.0
7‘

Figura 46: Expoente de Lyapunov A em fungdo do parametro de controle 7.

Da Figura (46), podemos ver que, a medida que aumentamos o valor de r, o expoente
de lyapunov varia. Enquanto r < 3.57(17], A < 0 e ndo hé caos no sistema. Para valor

acima de 7 = 3.57, A > 0 e héa ocorréncia de caos no sistema.

Para mapas bidimensionais, a equagao (8.10) pode ser generalizada:

n—+oo M

onde j = 1,2 e A; sdo os autovalores da matriz

n—1

i=1
e J; é a matriz Jacobiana obtida a partir do mapa do sistema, calculada sobre a drbita

no espago de fase.

Calcular a matriz Jacobiana e realizar o produtdrio acima para a obtengao dos autova-
lores da matriz M, com objetivo de encontrar o expoente de lyapunov, é um procedimento

muito trabalhoso. Para tal objetivo, utilizaremos o algoritmo de Eckmann-Ruelle[14].
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onde comegamos escrevendo a matriz Jacobiana como um produto entre uma matriz tri-

angular superior 7' e uma ortogonal ©, J = OT.

Como matriz ortogonal bidimensional, iremos pegar a matriz de rotagao bidimensional

o cosfp —senfs
a senf3  cosf

onde, devido ao fato de ser ortogonal, sua inversa € igual a sua transposta

o-1 cosf8  senf
B —senf cosf3 '

Assim, podemos introduzir @0@51 =lem M = J,_1Jn_s...J3JyJ; entre Jo e J;.

Logo, temos:

M — Jn—-l-] _2...J3J2J160961¢]0.

De J = OT, obtemos T = ©~1J, de onde podemos tirar a seguinte relagio:

Ty =65%Js,

o que em termos de matrizes fica:

9, Tp . cosflo  senf Ji
0 T —senfly cosBo s
de onde tiramos as seguintes equagoes

0 _ 0 0

T}, = JyycosBo + Jyysenfo,
0 _ 0 0

Ty = Jy5c0sfo + Jynsenfy,

0=-— flsen,@o + ngcosﬁo,

Ty = —JPysenfo + Joycosfo.

Da equagéo (8.17), encontramos as seguintes relagoes:

(8.13)

(8.14)

(8.15)
(8.16)
(8.17)

(8.18)
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sinfy  Jp

cosfy  JY’ (8.19)
. I
sinBy = ——m—, 8.20
Y A
JO
cosfy = 2 (8.21)

VIA+ITE
Substituindo as relagdes encontrada acima para senfy e cosfy nas equagdes (8.15) e
(8.18)

Jh+ %3
T = =, (8.22)
Vi +J3
o _ _S0Ih by .
PUVRER VR+E
Dessa forma, nossa matriz M fica
M = J, 1Jp—2...J3J2J10T}. (8.24)
Podemos definir também j; = J10g, que nds da as seguintes equagoes:
Jh = Jicosfo + Ji,senfy, (8.25)
Jiz = J112cosﬁ0 - J11133”,30, (8.26)
I = JpsenBo + Jicosfy, (8.27)
Jag = —J 5 5enBo + JaycosBo, (8.28)
e temos que
M= J, 1Jp 2..J3J20,07 5Ty, (8.29)

Agora, substituindo 77 = @fljl, obtemos M = J,_1Jn_2...J3J:0:T1Ty. Fazendo
sucessivamente a mesma operagao acima, podemos reescrever completamente a matriz M

comao:
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M = en_lTn_lang...TleTo. (830)

Dessa forma, o algoritmo para o célculo do expoente de lyapunov se reduz a encontrar
os elementos da diagonal principal 7%, ¢ Ti, das matrizes 7;. Assim, o expoente de

lyapunov pode ser calculado da seguinte forma:

1}1_):&( Z] > (8.31)

8.2 Matriz Jacobiana

A matriz jacobiana J usada na segao anterior na implementacdo do algoritmo para
calcular o expoente de Lyapunov é obtida a partir do mapa (3.14), deduzido na segdo

(3.1). Usando a defini¢do da matriz jacobiana aplicada ao mapa, temos:

80ny1  O00nia
- 06n Oan
J 3a'n. +1 6an +1 3
06, aan

Os coeficientes da matriz sdo obtidos diretamente usando o mapa (3.14),

00ps1 (1 +19%(0n + 6n) 2] AX + 1 (6n) — tg(tn + 64)2’ (6n)

. ]

86, T
Onrs L+ tg%(am+ $u)]AX
Oan T ’ (8.32)

aan+1 y._ aqbn+1 66n+1 _ a¢n
00,  00ps1 00, 00’

aoln+1 _ 8¢n+1 69n+1 x)
Oan, 06,41 Oan ’

onde definimos as seguintes quantidades auxiliares:

AX = R(0n+1)cos(On+1) — R(6n)cos(0r),

T = R(0nt1)[cos(0nt1) + sin(Ont1)tg(an + ¢n)]
+€%§€Z%l)[ ) ( n+1)"‘COS( n+1)t9(an+¢n)]’

s 0 1 (V) _ Y00 - 00
86, 00, 7 \&(6.)) (9)+y (6n)

(8.33)
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