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Resumo

Neste trabalho, estudaremos o comportamento no infinito do seguinte
problema de Cauchy

iUy + Ugy —uv +iou = f(x), x€R, t>0 (1)

v+ B +y(JuP)e =gx), 2€R, t>0 (2)

associadas as condigoes iniciais
u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(x), x € R. (3)
A técnica usada no trabalho consiste em trés etapas:

1. Mostrar a existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados ini-
ciais e associar (4)-(6) uma familia de operadores {S(t) : ¢t > 0} sat-
isfazendo as propriedades de semigrupo da seguinte forma: Para todo
t>0

Sty H — H
uy — S(t)ug :=u(t) € H,
onde & = (ugp,vg) é o dado inicial e (u(t),v(t)) € H é a solucao de

(4)-(6)!

2. Existéncia de um conjunto limitado absorvente em h via estimativas a
priori, isto é, um conjunto limitado % C H que atrai as érbitas? numa
razao exponencial.

!No nosso caso iremos tomar H = H!'(R) x L*(R).
“Definimos a érbita ou trajetérias passando por & como sendo (&) = Ur>0S(t)& =

{(u(t),v(t)) : t > 0}.



3. Por fim, existéncia de um atrator global &7 C H para o sistema (4)-
(6), isto é, &/ é um conjunto compacto de H, invariante por S(t) (ou
seja S(t)o/ = &/, para todo t > 0) e atrai todas as dérbitas do sistema
quando t — oo.

Para obtemos éxito, organizamos o trabalho como segue: No capitulo
2, obtemos estimativas a priori e conjuntos limitados absorventes. No
capitulo 3, mostramos a existéncia, unicidade e dependéncia continua
dos dados iniciais. No capitulo 4, decompomos o semigrupo da solugao
em duas partes, uma uniformemente limitado em H?*(R) x H'(R) e
outra decaindo exponencialmente em H'(R) x L?(R). No capitulo 5,
mostramos a compacidade assintotica do operador solucao e finalmente
no capitulo 6, provamos o resultado principal:

Teorema 0.1 Assuma que f € L*(R), g € H'(R). Entdo o operador
solugdo S(t) de (4)-(5) é um sistema dindmico continuo em X; = H' x
L*(R) e possui um atrator global </ satisfazendo

(a) o é compacto em X = H' x L*(R),

(b) S(t)of =, ¥t >0,

(¢c) YA C X; limitado,

tlim distx, (S(t)A, o) = 0.
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Notacoes e convencoes

W™P(R): Denotara o espago de Sobolev usual com norma ||.|[.p-

H™(R): O espago de Sobolev W™*(R) com norma |||, = [|-]lo-

LP(R): O espago das fungbes mensurdveis f : R — R tais que [p |f|Pdx é
finito.

Denotaremos por ||.|| = ||.|l2 @ norma do espaco L*(R).

Para simplificar a notagao usaremos no decorrer do texto L.(LP) para L"(0,T; LP(R,)),
LP (L) para LP(R,; L7(0,T)), LE(LY) para LP(R,; L (Ry)), P, para LP(R, X

(0,7)), Xy = HFR) x H*Y(R) (k = 1,2,3,...) e C serd uma constante
genérica podendo mudar a cada passo.



Introducao

Neste trabalho, consideramos as seguintes equacoes de ressonancia de on-
das curtas e longas:

iUy + Uz —uv +iou = f(x), z€R, >0 (4)
v+ Bu+y(jul*)e = g(z), T€R, t>0 ()

associadas as condigoes iniciais
w(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(z), T €R (6)

onde a funcao complexa desconhecida u é a onda curta e a fungao real v é a
amplitude da onda longa. As constantes « e 3 sao positivas e v € R* é real
e padrao para a interacao de dispersao.

As equacoes de ressonancia para ondas curtas e longas do tipo acima
aparecem no estudo da interacao de ondas de superficie com ambos os modos
de gravidade e capilaridade presentes (ver [8], [9] e [28]) e também na andlise
de ondas internas, assim como ondas de Rossby [26]. Na fisica do plasma, é
descrita a ressonancia de oscilagao do plasma de elétrons de alta freqtiéncia
e a perturbacao de densidade ionica de baixa freqiiéncia associada [10].

Devido a suas ricas propriedades matematicas e fisicas, as equacoes de res-
sonancia de ondas curtas e longas tém recebido muita atencao de matematicos
e fisicos. No caso Hamiltoniano e em tipos mais gerais, a existéncia, as ondas
solitdrias e suas estabilidades tém sido extensivamente estudadas. Guo [4]
estudou a boa colocacao das solugoes em espagos de Sobolev usuais. Tsut-
sumi e Hatano ([22],[21]) estudaram a boa colocagao de solugoes em espagos
de Sobolev fracionérios. Estes resultados foram aperfeicoados por Bekiranov,
Ogawa e Ponce Corcho [6] e [7] que investigaram a boa colocagao de solugoes
com baixa regularidade via o método de Bourgain. Para as ondas solitarias
e sua estabilidade, nos referimos a Angulo e e Montenegro [16].

Neste trabalho, estudamos o comportamento no infinito de solucoes de
(1.1) — (1.3). Relembramos que estas equagoes nao tem propriedade de



suavizacao e o mergulho usual entre espacos de Sobolev perde a compacidade
devido a falta de regularidade do dominio. Para superar estas dificuldades,
usamos algumas desigualdades do tipo Strichartz, a técnica de decomposicao
e também uma idéia de compacidade concentrada. Usamos desigualdades do
tipo Strichartz e um método de conservacao de energia para mostrar a ex-
isténcia e a continuidade de semigrupos gerados por essas equagoes. Obtemos
o efeito de suavizacao assintética decompondo o semigrupo em uma parte de
decaimento e outra mais regular. Tomando os limites quando t vai para o
infinito, temos que superar a nao compacidade dos mergulhos de Sobolev.
Nos seguimos emprestado a idéia do principio de compacidade concentrada
e usamos o “anulamento”e a ”dicotomia” via uma fungao corte.

As desigualdades do tipo Strichartz, de estimativas de espaco-tempo, e o
método de energia tém sido aplicados com sucesso no estudo do comporta-
mento no infinito de solugoes de equagoes diferenciais parciais dissipativas,
especialmente quando os problemas perdem as propriedades de suavizacao e
de mergulho compacto. Em casos de dominios nao limitados, espagos gen-
eralizados sao usados para substituir os mergulhos compactos. A técnica de
decomposicao tem sido também apicada em ([23], [24]), onde os semigrupos
correspondentes sao em partes de baixa e alta freqiiéncia para mostrar o
efeito da regularizacao assintética e as desigualdades do tipo Strichartz em
estimativas de espaco-tempo desempenham papéis importantes. Uma vez
que a equagao (1.2) ndo possui efeito dispersivo em v e sua regularidade nao
¢ suficiente, a técnica de decomposi¢ao em ([23], [24]) ndo pode ser direta-
mente aplicada. Em vez disso, decompomos o semigrupo de (1.1) (1.2) de
maneira diferente e muito mais simples, que depende bastante da estrutura
especial das equagdes. Uma decomposigao similar pode ser vista em [3]. En-
tretanto, devemos lembrar que o efeito de regularizagao assintética de (1.1)
e (1.2) é uma conseqiiéncia do mecanismo de estrutura especial da interagao
nao linear entre u e v. Nosso principal resultado é:

Teorema 0.2 Assuma que f € L*(R), g € H'(R). FEntio o operador
solugao S(t) de (4)-(5) é um sistema dinamico continuo em X; = H'(R) x
L*(R) e possui um atrator global &/ satisfazendo

1. o é compacto em X, = H* x L*(R),
2. S(t)o =/, Vt >0,
3. VA C X limitado,

tlim distx, (S(t)A, /) = 0.



Nos organizamos este trabalho da seguinte maneira. Na se¢ao 2, obtemos
estimativas a priori e conjuntos de absorcao limitados. Na secao 3, com a
ajuda da desigualdades do tipo Strichartz para u, mostramos a existéncia de
solucgoes e a dependéncia continua dos dados iniciais. Na se¢ao 4, decompo-
mos o semigrupo da solucao em duas partes, uma de decaimento uniforme em
X, e outra uniformemente limitada em X,. Na secao 5, mostramos a com-
pacidade assintotica de solucoes usando o "anulamento”e ”dicotomia”das
segundas partes. Finalmente, na secao 6, provamos a existéncia de atrator
global e efeito de regularizacao assintética e, assim, completamos a prova do
teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos de Sobolev em R"

Apés definirmos o espago das distribuigdes temperadas, o S’(R"), e a
transformada de Fourier destes elementos, a qual também estd em S’(R"),
podemos entao definir os espacos de Sobolev em R™ de ordem s € R.

1.1.1 Definicoes e Propriedades

Comecaremos definindo o espaco de Sobolev em R", quando s =k >0 ¢é
inteiro, o qual é dado como segue:

H* = H*(R") = {u € L*(R"); D*u € L*(R"), |a| < k}

onde D%*u é interpretada, a priori, como uma distribuigdo temperada (D“u
existe no sentido fraco). Mas existe uma caracterizagao equivalente de H*
em termos da transformada de Fourier, que é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 1.1 u € H* se, e somente se, (1+ [€|2)20 € L% Além disso as

normas,

2

u— | S| e uo {/(1+|§|2)’“|a(§)|2d§ ’

lal<k
sao equivalentes.

Prova:
Considere u € L?, pelo teorema de Plancherel,

[ a o=l 2 -

6



Pelas propriedades da transformada de Fourier, temos:

[(D*u)™ ()] = [€*a(E)]-

Logo,
I €% |2=] (D%u)" [[re=I| D"u ||z .
Entao,
| D% [|7=] & f |!L2:/|€“|2-|ﬂ(£)l2d£-
Como ,
lulli= > Il D% |72
la|<k

temos:

lulp = 3 / €2 (e Pde

|| <K

= [laorac+ 3 [ leptace)pag

[al<k
a#0

- / ja(€)de + / S (e ae) Pde. (L1)

la|<k
a#0

Mas as quantidades

DI e (1P

o<k

sao comparaveis, isto é, cada uma é limitada por um multiplo constante da
outra, ou seja, podemos encontrar constantes C e Csy, tais que:

D 1€ < Crmix (1, [€%) < Or(1+ [¢%)*

|| <k
(L+[EP)F <260y > e,
o <k

Tome C3 = 5—-, entdo a igualdade (1.1) fica:

2kC,
Cs / (1+ €)% a(€) Pde <[ u |E< Cr. / 1+ [P Ja(e)Pde.  (12)

Por (1.2) u € H* se, e somente se, (1+ |£[2)24 € L2 e além disso, as normas
sao equivalentes.



Proposigao 1.1 D(R") ¢é denso em HF(R").
A demonstragao pode ser encontrada em [2].
Definamos entao, os espacgos de Sobolev para todo s € R, como segue:
H* = H*(R") = {u € S'(R"); (1 + [¢)2a(¢) € LA(R™)}
a norma correspondente é definida por

2= / (1+ €)% a(€) de < oo.

O préximo teorema caracteriza os espagos H®,s € R, como espaco de
Hilbert.

Teorema 1.2 H*(R") é um espa¢o de Hilbert quando munido com o produto
interno real,

(4, 0)s = / (1+ |€[2)a(€).5(6) de. (1.3)

Prova:
A integral em (1.3) existe, pois pela defini¢io de H*, (1+ [£]?)2a(¢) € L?
e como (1+|¢[2)39(¢) também pertence a L2, entdo a integral existe, ou seja,

o) = [+ IePyaleRE
= [l I + )5 de

(Jasieriore) (foripriore) <o

(,)s: Hx H® — C

IA

Portanto

estd bem definido , e é ,de fato, uma forma hermitiana positiva definida, pois :

i) é positiva, defina

(4, ), = / (1+ €2 Ja(€) 2 > 0.



Se tivermos (u,u)s = 0, entao

/O+Mﬁﬂmaﬁﬂ-

Logo, |a(§)| = 0. Temos, entao que @ = 0. Assim, u = 0. Logo, (u,u) > 0 se

u # 0.

ii) é linear pela linearidade de integral.

iii) (v,u)s = (T, 0)s.
De fato,

(1 +[E2)=a(§)-0(€) d&

(@0)s =

(1 +[€%)a(s)-0(¢) d&

>

|
—— —

(1+[€1%)"0(6)-

= (v,u)s.

(&) dg

Mostremos que H® é completo. Para isso, considere uma sequéncia de
Cauchy {u;}32; em H*, entdo por defini¢ao v; = (1+|¢[*)24; € L* e portanto
{v;}52, é uma sequéncia de Cauchy em L? pois:

o = o lles = </(1 + 1€1%)% 11 (€) — (&) dg);

= [Juj —u ||s<e.

Como L? é completo, existe v € L?, tal que v; — v em L?. Entao seja,
u=((1+[£*)"3v)Y € H,. Logo:

NG

s — e = /0+Kﬁﬂ%—ﬂ%@

2

= [ rieryia - o) af

= /|vj —v|2d:v]

= [vi—v|l2—0 se j5—0.
| v —o |l j

Entao u; — wem H® quando j — oo. Segue-se que H* é completo, e portanto
é um espaco de Hilbert.



Proposicao 1.2 s > s, entio H®* C H*.

Prova:
Dado u € H?, temos:

w2 = / (1+ (€2 ae) 2 d
/ (1+ [€P)[ae) de

[ fls< o0,

IN

IN

entdo u € HS .

Em particular, H* C H® = L% para s > 0, ¢ os elementos de H® sdo
funcoes.

Proposigao 1.3 Se s > § e u € H®, entao u € limitada e continua. Além
disso,
lim |u(x)| =0.

|z|—o0

Prova:
Veja que: se s > 5, entao

/|1+|£|2|—8d§s/|1+|£\2|—3d5<oo,

logo (1+ |¢[2)~* € L} (R").
Dada u € H*® é suficiente mostrarmos que 4 € L*(R™). De fato,

Jlands = [ (@ 1ePia©) 1+ )i

pela desigualdade de Holder,

1

< (far ‘5,2)5,11(5”2)5 (farie)

(. J

c
< O ulls< 0.
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Logo |4 ||;m<C. | uls Entao @ € L'(R"). Assim u é a transformada
de Fourier inversa de 1, isto €,

w=F (1) = (2r)" 2 /emia(g) d€.

Dai,
u(z)] < @2m)7= [l d < C [ u s,

e pelo teorema de Riemann-Lebesgue

lim |u(z)| =0.

|z|—o00
[ |

Enunciaremos a desigualdade de Young, sem demonstragao, a mesma
pode ser encontrada em [11].

Lema 1.1 (Desigualdade de Young) Se f € L*(R") e g € L'(R"), entdo

If g le2<ll gl 1Sl

O préximo teorema garante que o produto (pu) pertence a H*(R") para
¢ em S(R"). Para provarmos este resultado precisaremos de algumas de-
sigualdades.

L |(f )@ < / 19(y)|dy. / @ — ) lg(y)] dy.

2. (1+[¢[%) < 4kl + n®)ll(1 4 ¢ —nl?)*.

Segue-se entao o teorema:
Teorema 1.3 Se u € H*(R") e p € S(R"), entao pu € H*(R").

Prova:
Temos que :

| o ll= / (14 €2)° [ (u) (€ Pee.

Portanto, temos,

— (2m)3 / (14 [€P).| (6 % a)(€) e,



Pela desigualdade (1),

< ot [y { [1etian [ |a<f—n>|2.|¢<n>|dn] d
[ 16wl [ [ [a+igerae- n>|2.|¢<n>|dnd5] |

Pela desigualdade (2),
< @0 [l |dn[// L+ ) (1 + ¢ = nf?)° IA(£—77)|2-|¢(77)|d77d£]
< 0t [1gto rdn[/ <1+|n\2>>8.\¢<n>rdn] [/(1+r§—n12)s.m<s—n>|d5].

Entao,

[

M\S

< (2m)"

< Jull ’%/w |dn/ (L + [nP)* Jp () d < oo.
Assim (pu) € H*(R"™).
[ |

A préxima proposigao nos garante que o dual de H*(R"), s > 0 é isomet-
ricamente isomorfo ao H*(R")

Proposicao 1.4 Seja s > 0. O dual topoldgico de H*(R™), isto €, a colegao
de todos os funcionais lineares continuos u : H*(R") — C, € isometrica-
mente isomorfo a H—*(R").

Prova: Considere a aplicacao:
TOHORY — (HYRY)
u +— (u,v)

onde (u,v), é definido por:

(u,0) = / ).5(0) dé = / L+ [€P)o(E) (1 + [EP) " de. (1.4)

Fixadow € H*(R"), (1.4) define um funcional linear continuo. A linearidade
segue-se facilmente. Mostremos a continuidade. Pela desigualdade de Holder,

temos:
lde = [ [ +1e2)Ela(e)] [ + e o) de]

ol < [lal
(/<1+|§|> |<§>|2) (favierr |@<§>|2)%

Fafl=s - fFo s -

S

IN

VAN

12



Logo, (1.4) é continuo e satisfaz:
I T (| myy- <l w [l s ny -
Tomemos v = (1 + [£]>)~*a)" € H*(R"), j& que:
v lli= /(1 +[€1%) o) dg = /(1 +[€7) 7 [a(©)]* dg < oo

Logo, || v ||s=|| u ||—s. Ademais,

o) = [ @1+ 1) = [+ ) falR
~ Jul..
Segue-se entao que

(w,v) w2,
| T | s emyy > = =l s -
EED =10 Tl

Portanto,
| T || (s mmyy==|| @ || r—s(meny -

Mostremos a sobrejetividade. Observemos que T'(H *(R")) é fechado.
Suponha que exista w € (H*(R"))* (= H*(R") por reflexividade) tal que
(u,w) =0 Yue H*R"). Tome u= ((1+ |£]?)%.0(£))" € H*(R"), pois

|2 = / (1+ €2 [(E) < oo.

Entao,

0 = (u, w) = / al6).B(E) = / (1 4+ [€P) (o)

Logo, || w [[?>= 0, portanto, w = 0. Temos, entdo, a sobrejetividade e o
teorema esta provado.

|
Observacao 1 O espaco H® € um espago de Hilbert separdvel.

Observagao 2 A inclusio L> C H™' € injetivo, continua e densa.

13



S
Definamos agora, o espaco Hj.

(Q):={ueDQ);pue H K Yo e D)},

(Q) ?

HS

loc

onde 2 é um aberto do R". Como vimos anteriormente, o produto de uma
funcao ¢ € CF(£2) por uma distribui¢ao é uma distribuigao definida por:

(u, ) = (u,pp) , P € CF(Q).

Seja 2 e ) abertos em R"™. Considere f : 0 — €' um difeomorfismo
C*. Entao
pofeCT(),Vye ()
Podemos entao definir a composigao de uma distribuigao u € D'()') com f,
pela identidade

(wo f,0) = (u, [J(f)I " (wo f7h),

onde J(f) é o determinante jacobiano de f.

A préxima proposigao sera enunciada sem demonstragao, a mesma é en-
contrada em [27]. Este resultado serd usado para mostrarmos algumas pro-
priedades dos espacgos de Sobolev em uma variedade M.

Proposigao 1.5 Seja K’ um subconjunto compacto de Q) .Seja s € R. Eziste
uma constante Cs(K') tal que

[wo flls<Co(K) fJulls  uweH (K.

14



Visando tornar o presente trabalho auto-suficiente apresentaremos abaixo
uma coletanea das definigoes e resultados que utilizaremos livremente no tra-

balho.

1.2 A integral de Bochner e os espagos L”(0,T; X)

O objetivo desta secao é definirmos a integral de uma funcao vetorial,
definida em um espago de medida, tomando valores em um espaco de Banach.
Durante esta secao, (£2,.4, 1) serd um espaco de medida e F um espago de
Banach. O leitor mais interessado no assunto encontrara essa teoria em ([18]).

Definicao 1 Uma funcgao ¢ : Q — F serd uma funcao escada se existirem
conguntos mensurdveis Ay, As, ..., A, (A;) < oo, j=1,2,-- k, AiNA; =
@ e vetores {vy,vq, -+ ,up} C F tais que ¢ = 25:1 v;.X4;, onde Xa; € a
funcdo caracteristica do conjunto A;.

Como estamos interessados em construir uma teoria de integracao, se ¢ =
k . ~ .
> i1 VX4, ¢ uma funcdo escada, devemos definir de forma natural

j=1
k
[ wdn=>"ua;);
Q =

Claramente, saber integrar apenas fungoes escadas nao nos é muito util.
Para isso devemos, como ocorre na teoria classica e integracao a Lebesgue,
estender a nocao integral para "fungoes mensuraveis”. No nosso contexto
somos levados a dar a seguinte defini¢ao.

Definicao 2 Uma funcao v : Q — F ¢é dita mensurdvel se existe uma
sequéncia de funcoes escadas ¢, tal que ¥, — 1 q.t.p. *

Deveremos dizer que uma funcao é integravel, se a mesma pode ser bem
aproximada por fungoes escadas.

Definigao 3 Dizemos que uma funcao f : (Q,A,u) — F definida em um
espago de medida (2, A, i) tomando valores em um espago de Banach F €
Bochner integrdvel se existir, uma sequéncia de funcgoes escadas (fn)n>1 com

fn— f qtp. tal que

Iy NECEYACIT

I'Dizemos que v é fracamente mensuravel se para todo A € F, dov : Q — R é mensuravel.
O Teorema de Pettis nos garante que, quando I é separavel as duas nogoes sao equivalentes.
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Para todo A € A, a integral de Bochner de f em A € definida por:

/Af(t) dp = nhiﬂlo /Q Xa(t) fn(t) dpe.

Proposicao 1.6 A integral de Bochner estd bem definida, isto €, o limite
independe da sequéncia de fungoes escadas que aprorima a fungao.

Prova: Seja (f,),>1 uma sequéncia de fungoes escadas que aproxima f.

Logo
H/Afndu—/AfdeH < /A”fn—kadu

/ ||f—fk!|d/~0+/ Voo flldi < e
A A

IN

se n e k sao suficientemente grandes. Isto mostra que a sequéncia ( / 1 Sn d,u)n
é uma sequéncia de Cauchy em F, e portanto convergente.

Ademais se (g, )n>1 for outra sequéncia de fungoes escadas que aproximam
f, temos:

/A(gn—fn)duH <[5 = e+ | low = Sl < €

se n for suficientemente grande. B A principio é uma tarefa nao triv-
ial julgarmos se uma determinada aplicacao é ou nao Bochner Integravel.
Contudo o préximo teorema viabiliza a teoria:

Teorema 1.4 (S. Bochner) Uma fung¢io mensurdvel fQQ — F € Bochner
integravel se e somente se || f]| : Q@ — R € integrdvel.

Prova: Suponha que f seja Bochner integravel. Por defini¢ao existe uma
seqiiencia de fungoes escadas f, tais que : f, — f q.t.p. e [||f—flldu — 0.

Logo
[usban= [1sda] < [1181- 181 d0< [ 15~ 5 dn

Logo a seqiiencia [ || f,|| dp é de Cauchy. Assim || f,,|| converge em L*((2, A,,) :
R). Como ||fn|l — || f]| a-t-p., segue-se que ||fu|| — || f|| em L'((2,.A,) : R).
Donde || f|| é integravel. Suponha agora que || f|| é integrével. Seja f, uma
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seqliencia de funcoes escadas convergindo q.t.p. para f. Defina a seguinte
seqiiencia de funcoes escadas:

B, s Ino1<lso] (1+1)

M(t) =
0, se 400 2 ol (1+1).

Desta forma: ||n,(t)|| < |f@)[ (1+ L) e g, — f q.t.p. pois, fixado t € Q,
para n suficientemenmte grande, 1,,(t) = f,,(t), ja que || f,(¢)[| < [[f]] (1 + 2).
Ademais vale a seguinte desigualdade :

I — 711 < 20171 <1+%).

Aplicando o Teorema da convergéncia dominada de Lesbegue, a seqiiencia
|7, — f]| obtemos:

i [ 1 =l dp =0
n—oo [¢)
Assim, f é Bochner Integrdvel. W

Corolario 1.1 Vale a desigualdade:

H / f(t)dMH < [ 1@l an

e assim, [, f(t)dp € absolutamente continua, isto ¢,

lim /Af(t) dp = 0.

w(A)—0

Prova: Seja f,, uma seqiiencia de fungoes escadas satisfazendo: f, — f
a.t.p. e [|fo = flldw — 0. Pela desigualdade triangular vale

H/Af(” d“H S/AHf(t)lldu.

Ademais, como escolio do Teorema de Bochner podemos supor que

[ Utalidn = [ 51

Aplicando o limite obtemos a desigualdade desejada. W
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Corolario 1.2 A integral de Bochner € o-aditiva, isto é:

témﬁf“”“ZE?Aj@mu

Prova: Note que fzgilAif( Ydp =>2 lfA t)dp. Seja A =377 A,

entao:
=y/ 7(t) di
A‘Zf:l Aj

uma vez que f (A — Zle Ai> — 0 quando k — oo. ]

f ) dp — / Af(t)du

1=1

Corolario 1.3 Seja T : F — E uma aplicagao linear limitada entre dois
espacos de Banach. Se f: Q — F é Bochner Integrdvel, entao To f : Q2 — E
¢ Bochner Integravel e vale:

[ rt@yan-1 ( [ du) |

Prova: A integrabilidade de T o f é conseqiiencia do fato que

/ ITCFE)] e < |IT) / £l di

adicionado ao Teorema de Bochner. Seja f,, uma seqiiencia de fungoes escadas
satisfazendo f, — fe [, ||fa — fll du — 0. Logo,

J TG ©) =Tl < T [ 10— fldu—o.

Logo, por definicao, temos:

/Tofdu = lim Tofnd,u:hmT(/fd,u)
A 00 A

- (o ) 1 (00

Agora estudaremos os espagos LP(0,T; X), onde X é um espago de Banach
(nas aplicagoes deste trabalho X representa sempre um espaco de Hilbert) e
suas propriedades. Caso o leitor queira mais informagoes consulte [18].
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Definigao 4 Denotaremos por LP(0,T;X) (1 < p < o) o espagos das
(classes de) fungoes: f:]0,T] — X tal que f é mensurdvel e

T 1/p
| fll o 0,mx) = (/0 £ (s)I1% ds) < 00.

No caso p = o0
1 fllzee.r.x) i= inf{r; [ ()] x <7, g.t.p}.
Observagao 3 Podemos identificar L*(0,T; L*(R)) com L*((0,T) x R).

Sejam XY pares de espacos de Banach, vamos denotar por .Z(X,Y)
o espaco das aplicacoes lineares continuas de X em Y. Destacamos agora
algumas propriedades desses espacos

1. Para 1l <p < oo, LP(0,7; X) é um espaco de Banach.

2. Sejau € L0, T;X) e A€ Z(X,Y). Entdao Au € L*(0,T;Y) e

/OTAu(s)ds:A(/OTu(s)ds>.

3. Seue LY0,T;X) e f € X* temos que

(1. [ wtsras) = [t as (15)

Observagao 4 Como, para p > 1, LP([0,T];R) estd contido continu-
amente em L'(0,T;R), entdao (1.5) vale se u € LP(0,T; X).

Vamos denotar o suporte de f como sendo

supp(f) == {t € [0,T]; f(t) # 0} em X.

Definigao 5 Denotemos por D((0,T); X) o espago das fungoes de classe C™
de (0,T) em X com suporte compacto em (0,T).

Observagao 5 Se X = C (ou R), entao D((0,7); X) =D(0,T).

Definigao 6 Denotemos por D'((0,7); X) o espago das distribui¢oes sobre
(0,T) com valores em X definida por

D((0,7); X) = Z(D((0,T)); X),

onde Z(D((0,T)); X) consiste de todas as aplicagies lineares continuas de
D((0,T)) sobre X.
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Observagao 6 Se X = C (ou R), entao D'((0,7); X) = D((0,7)). O
espago LP(0,T; X) é um subespago de D'((0,T); X).

Defini¢ao 7 (Diferenciagao de distribuig¢ao) . Para f € D'((0,T); X)
temos
df

20 =-1 (%) e (16)

Observe que a aplicagdo ¢ — f(¢) é linear e continua de D((0,7")) em
d
X. Logo a aplicagao ¢ — f d—f) ¢ entdo continua de D((0,7)) em X e
portanto (1.6) faz sentido.

Se t — f(t) for uma funcao de C'((0,7); X) definimos um elemento de
D'((0,T); X) por

f(6) = / F(s)d(s)ds , Vé € D((0,T)),

onde a integral é tomada em X.

Proposicao 1.7 Seja A: D((0,T)) — X uma aplicagdo linear. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

1. A é uma distribuicao;
2. A restrigao de A a cada Di((0,T)) € continua;

onde Dy((0,T)) € o espago das fungies de classe C* com suporte contido
num compacto K C (0,T).

Agora considere L} (0,T; X) o espago das (classes de) fungoes u tal que
para todo compacto K C]0,T[, xxu € L'(0,T; X), onde xx denota a fungao
caracteristica no compacto K. LOgo, Se ¢ € D((0,T)) entao para toda
ue L. (0,T; X) temos que ¢u € L'(0,T; X), portanto

loc

/ " p(s)u(s) ds

faz sentido. Além disso, se ¢ € D((0,T")), entao

<o) ([ o).

Portanto pela Proposicao 1.7, temos a

/0 o(tyu(t) dt
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Proposigao 1.8 Seja u € L}, (0,T;X), a aplicagio

90|—>/0 gp(t)u(t)dt

¢ uma distribui¢ao sobre (0,T) com valores em X.

Para finalizarmos esta secao, daremos mais algumas propriedades sobre
os espagos definidos anteriormente tais como convergéncia fraca e fraca*.

1. Se X = H for um espaco de Hilbert com produto interno (,)y entao
L*(0,T; X) é também um espago de Hilbert com produto interno

(f, 9) 20,08 ::/o (f(s),9(8))u ds.

2. Sejam XY espago de Banach com X < Y (imersao continua). Entao

D'((0,T); X) = D'((0,7);Y)

LP(0,T;X) — LP(J0,T;Y), 1 <p < oc.
3. Se 1 <p < oo, entao D((0,7); X) C LP(0,T; X) densamente.

4. Se V for um espaco de Banach separavel, reflexivo com dual V*, entao
se p for tal que 1 < p < oo, LP(0,T; V') é um espaco de Banach reflexivo

1 1
com dual L9(0,T;V*), com — + — = 1.
p q

5. Se p = 1, entao L'(0,T;V) possui L>(0,T;V*) como dual mas nao é
reflexivo; similarmente L>°(0,7; X') nao é reflexivo.

6. Seja f,, uma seqiiéncia em LP(0,T; H), onde H é um espago de Hilbert,
1 < p < oco. Dizemos que f, — f (converge no sentido fraco) em
LP(0,T; H) se

T T
i [ (als) fu(ds = [ o) £ ds Vg € 10T,

n—o0 0

1 1
com — + — = 1.
p g
7. Seja f, uma seqiiéncia em L9(0,T; H*), onde H* é o dual de H, 1 <
q < 0o. Dizemos que f, = f (no sentido fraco estrela) em L?(0,T; H*)
se
lim

n—oo

T
0

(Fuls). 9(s)) ds = / (f(s).9(s)) ds . Yg € L(0,T; H),
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1.3 Teoria dos Atratores

Esta secao da mesma forma que a anterior, destina-se a tornar o trabalho
relativamente auto-suficiente. Recomendamos o leitor a consultar [1] antes da
leitura desta secao. No que segue-se H denota um espago métrico completo.
Suponha que o problema de valor inicial

du(t)
dt

onde GG é independente de t. Com dados iniciais

+ F(u(t)) = G, (1.7)

u(0) =ug € H (1.8)
esteja bem-posto, isto é
1. A solugao de (1.7)-(1.8) existe;
2. é Unica;
3. o qual depende continuamente dos dados iniciais;

e estamos interessados em estudar o comportamento quando t — oo de u(t).
A varidvel u(t) pertence a H (chamado espaco de fase). A técnica usada no
trabalho consiste wm quatro passos principais:

1. Mostrar a existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados ini-
ciais (nessa se¢ao vamos supor esse fato verdadeiro), ou seja, que (1.7)-
(1.8) esta bem-posto;

2. Associar a (1.7)-(1.8) uma familia de operadores {S(t) : ¢ > 0} satis-
fazendo as propriedades de semigrupo da seguinte maneira: Para todo
t>0

S(t) H — H
uy +— S(t)ug :=u(t) € H
com S(0)ug = up. A evolugao do sistema é descrito pela familia de

operadores {S(t) : t > 0} e definirmos a 6rbita ou trajetéria passando
por ug como sendo

Y(uo) = | S(t)uo = {u(t) : t > 0}.

3. Existéncia de um conjunto absorvente em H, isto é, um conjunto limi-
tado £ C H que atrai as 6rbitas numa razao exponencial. A existéncia
de um conjunto absorvente pode ser usado como defini¢ao de sistema
dissipativo.

22



4. Por fim, busca de um atrator global 7 isto é, &/ é um conjunto com-
pacto de H, invariante (isto é, S(t)&/ = &7, YVt > 0) e atrai todas as
orbitas do sistema quando t — oo.

Definicao 8 A evolucgao do sistema € descrita pela familia de operadores
{S(t) : t > 0} que satisfaz as propriedades de semigrupo, isto €,

1. S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s > 0;
2. S(0) = I.

De modo que se u(s) representa o estado no instante s, S(t)u(s) representa
o estado no instante t + s, ou seja, S(t)u(s) = u(t + s).

Definigao 9 Dizemos que o semigrupo {S(t) : t > 0} é continuo quando a
aplica¢ao
U : [0,400)xH — H
(t,up) — W(t,ug) == S(t)uo

é continua.

Definigao 10 Dado ug € H, a érbita (positiva) ou trajetoria comegando em
ug € dado por

7 (ug) = (S (o} = fult):t > 0},

t>0

Quando ezistir, podemos definir a orbita negativa de ug por

7 (up) = | J{S(uo} = fult):t < 0}.

t<0

A orbita completa contendo ug € definida por
Y(ug) =7 (uo) Uy (uo) = {u(t);t € R}.

A seguir definiremos um conjunto muito importante chamado omega lim-
ite.

Definigao 11 Dado uy € H, definimos o conjunto w-limite (omega limite)
de ug por

w(u) == [ St)uo. (1.9)

s>0t>s

Dado A C H, define-se o conjunto w-limite de A como sendo

we)=Jst). (1.10)

s>0t>s
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Uma caracterizacao de extrema importancia e dado pelo

Lema 1.2 Um elemento ¢ € w(<f) se, e somente se, eriste uma seqiéncia
(On)nen C & e uma seqiéncia (t,)neny C Ry, t, — 00, quando n — oo, tais
que S(t,)bn — ¢ em H quando n — oo.

Prova: De fato,
(<) Seja ¢ = lim S(t,)¢, com ¢, € & e {t,}neny C Ry, com ¢, — 00

quando n — o0o. Assim

S(ta)pn € S(tn) o = S(tn)pn € JS(t)a7, ¥s>0.

t>s

Como S(t,)¢, — ¢ quando n — oo segue que

pel S, ¥s>0.

t>s

Ou seja,

e (JSWt)e =w(«).

s>0t>s

(=) Seja agora ¢ € w(</). Entao ¢ € US(t)% para todo s > 0.
t>s
Logo existe uma seqiiéncia (¥, ),eny em US(t)&f tal que ¥,, — ¢ quando
t>s
n — oco. Assim existe ¢, € &7, para todo n € N e seqiiéncia (t,),en C Ry
com t,, — oo quando n — oo tal que ¥, = S(t,,)¢, e
lim S(t,)p, =¢ em H N
Definigcao 12 Seja # um subconjunto de H, % C H aberto tal que B C U .
Dizemos que B € absorvente em U se B atrai os conjuntos limitados de
U num tempo finito. Em outras palavras: 9B € absorvente em % se para
todo By C B, By limitado, existe t1(Ay) tal que S(t)By C B, para todo
t>t(%).

Observacao 7 Podemos ter % = H.
Definicao 13 Dado um conjunto X C H dizemos que X € invariante para
o semigrupo {S(t) : t > 0} se S(t)X = X para todot > 0. Se S(H)X C X

para todo t > 0 diremos que S(t) € positivamente invariante e se S(t)X DO X
para todo t > 0 diremos que S(t) € negativamente invariante

24



Exemplo 1.1 Uma orbita completa passando por ug € invariante.

De fato, seja X = v(ug) = U S(t)uo.
teRr
S(t)X C X: Sejav € S(t)X, entao existe ¢ € X tal que v = S(t)¢.
Como ¢ € X, existe t; € R tal que ¢ = u(t;). Logo

v=2_S(t)p=S{t)u(ty) =u(t+1t,) € X.

S(t)X D X: Seja agora v € X, entao v = u(ty) = u(t +t —1t) =
S(t)u(ty — t). Por outro lado S(t)u(ty —t) € S(t)X. Logo v € S(t)X.
Portanto

SHX =X, Vt>0.

Lema 1.3 (Gerador de conjuntos absorventes) . Assumimos que a familia
de operadores {S(t) : t > 0} é um semigrupo continuo em H. Seja X C H
tal que, X # & e que exista tg > 0 de modo que

U s@x (1.11)

t>to

seja relativamente compacto em H. Entao, w(X) # @ € compacto e invari-
ante.

Prova: Se X # @, entdo U S(t)X # @. Denotemos por K, =

t>to

U S(t)X, s > ty. Logo temos que K sdo compactos e formam uma familia
t>s
decrescente (no sentido da inclusdo) e portanto

o# (K=K =[JSHX =w(X).

s>tg s>0 s>0t>s
Isto mostra que w(X) é ndo vazio e compacto.
Afirmacao 1.1 S(t)w(X) = w(X) para todo t > 0.

De fato,

St)w(X) Cw(X): Seja ¥ € S(t)w(X). Entdo ¥ = S(t)¢ onde ¢ €
w(X). Como ¢ € w(X) segue do Lema 1.2 que existem seqiiéncias (¢,,), C X,
t, — 00, quando n — oo tal que S(t,)¢, — ¢ quando n — oo. Por hipétese
{S(t) : t > 0} ¢é continuo, logo

lim S(t+t,)én = lim S(£)S(t,) = S(¢) [hm S(tn)qﬁn] b = S(t)p = .

n—oo n—oo n—0oo
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Usando o fato de que (t +t,) C Ry com t + ¢, — 0o quando n — oo e que
(¢n)n C X temos, novamente pelo Lema 1.2, que ¥ € w(X).

S(t)w(X) D w(X): Seja agora ¢ € w(X). Logo pelo Lema 1.2 existem
seqiiéncias (¢,,), em X e t, — oo quando n — oo tal que S(¢,) — ¢ quando
n — oo. Como t, — 00 entao para n suficientemente grande t, — s > to,
onde s é arbitrario fixo e

S(tn —s)én € | S(H)X.

t>to

Como J,5,, S(t)X é compacto por hipdtese, temos que existe seqiiéncia
(tni)n: C Ry e (¢n,) C Uy, S#)X tal que S(tn, — 8)¢n, — ¥ em H quando
n; — oo. Novamente usando o Lema 1.2, ¥ € w(X). Portanto

lim S(t,,)Pn, = lim S(t,, +$— s)pp, = lim S(s)S(t,, —s) = S(s)V.

n;—00 n;—00 n;—00

Por outro lado, lim S(t,,)¢n, = ¢ . Logo

¢ = S(s)¥ e portanto ¢ € S(s)w(X). W

Defini¢ao 14 Dizemos que o semigrupo {S(t) : t > 0} € uniformemente
compacto para t grande se para cada conjunto limitado 8 C H, existe t, =
t1(A) tal que

U sw)» (1.12)

t>t1

€ relativamente compacto em H.

Como conseqiiéncia do Lema 1.3 temos o

Teorema 1.5 (Gerador de conjuntos absorventes) Assumimos que {S(t) :
t > 0} seja um semigrupo continuo e satisfazendo a hipdtese (1.12), entao o
conjunto w(AB) # & € compacto e invariante para todo B C H limitado.

Definicao 15 Um conjunto o/ C H é um atrator se:
1. &/ é invariante sob acao de S(t), ou seja S(t)«/ = &/ para todo t > 0;

2. Existe vizinhanca % de 7 tal que tlim S(t)ug = < para todo ug € %,
isto é,
lim dist(S(t)ug, &) = 0,

t—o0

onde dist(x,Y") = inf dist(zx,y).
yey
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Defini¢ao 16 Um conjunto @/ C H é chamado atrator global se satisfaz
as condicoes:

1. o/ é invariante;
2. o/ é compacto;

3. &f atrai os limitados de H uniformemente, isto é, V.2 C H, 4 limitado,

lim dist (S(t)%, ) = 0.

t—o0

Destacaremos agora algumas propriedades do atrator global.

1. Quando existe o atrator este é tinico. De fato, suponha & e o/ dois
atratores globais. Como & ¢ compacto entao & ¢é limitado. Por outro
lado, o7 é atrator global e portanto atrai .27 ou seja

lim dist (S(t)o/, o) =0,

t—o0

ou seja, tlim dist (o, o) = 0, isto é, dist(/, 2/) = 0 o que implica que

o/ C /. Vale o mesmo raciocinio para &/ e concluimos que &7 O /.

2. O atrator global 7 é maximal (com respeito a inclusao) entre todos os
conjuntos limitados invariantes e os atratores limitados.

Teorema 1.6 (Existéncia do atrator global) . Sejam H um espago métrico
completo e {S(t) : t > 0} um semigrupo de operadores continuos, uniforme-
mente compacto para t grande. Se existe um aberto %4 C H e um conjunto
limitado 8 C H que € absorvente em % entdo, o conjunto w-limite de A
(o = w(AB)) € um atrator compacto para o semigrupo {S(t) : t > 0}. Além
disso se %4 = H, entao o/ € o atrator global.

Prova: Como {S(t) : ¢t > 0} é uniformemente compacto para ¢ grande
e A é limitado existe ty = to(A) tal que

L s(s)#

t>to

é relativamente compacto. Pelo Lema 1.3, & = w(#) # &, compacto e
invariante. Falta-nos mostrar apenas que & atrai os limitados de %, isto é,
para toro By, C % limitado

thm dZStH(S(t)%(), ﬂ) =0.
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Suponha por absurdo que 7 nao atrai limitados de %, logo existe § > 0 e
PBo C % limitado e seqiiéncia (z,), C %y e t, — oo quando n — oo tal que

disty(S(tn)xn, o) > g, Vn eN. (1.13)

(Na realidade 1.13 vale para um n grande. Mas por reordenacao da seqiiéncia
podemos supor para todo n). Como Z é absorvente em % temos que
S(ty)x, € % para n suficientemente grande. Também S(t) é uniformemente
compacto para t grande, logo existe t1(%y) tal que

U s,

t>t1

é compacto. Para t,, > tq,

S(tn)zn € | S(t)%0.

t>t1

Logo (S(tn)xn)t,>t, € relativamente compacto e portanto existe subseqiiéncia
(n,) tal que lim S(t,,)z,, = x. Portanto
n;—00

n;— 00

Por outro lado S(t,,) € &, pois £ é absorvente e t,, —t; — oo. Logo, segue

T

do Lema 1.2 que z € w(#) = </. Entao,

lim S(t,)z, =2 € o

n;—00

ou seja
lim disty(S(ty,)xn,, /) =0

n;—00

contradizendo (1.13). Portanto &/ = w(%) ¢ atrator. N

Lema 1.4 Seja E espago de Banach (ou espago métrico completo) e {S(t) :
t > 0} um semigrupo de operadores continuos de E em E que para todot > 0
satisfaz:

1.
S(t) = S1(t) + Sa(t), (1.14)

onde
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Si(t) : E — E € uniformemente compacto para t grande — (1.15)

3. So(t) : E — E € continua (nao necessariamente linear) e para todo
X C E limitado

lim sup ||S2(t)¢[|z = 0. (1.16)
t—o0 pEX

Entao para todo By C E, By # @ limitado, o conjunto w(ABy) € ndo vazio,
compacto e invariante.

Observacao 8 S, e Sy nao necessariamente tém as propriedades de semi-
grupos, mas S tem por hipdtese.

Prova: Das hipéteses (1)—(3) acima, se (¢, ), for uma seqiiéncia limitada
e (t,) tal que t,, — 0o quando n — oo vale o seguinte:

lim So(t)dp =0 e lim S(t)dp = ¢ < Lm Si(ty)dn = ¢.  (L.17)

n—oo n—od n—oo

Definindo
wl(%()) = ﬂ U Sl (t)@o

s>0t>s

afirmamos que w(%y) = w1(%Hy). De fato, seja ¢ € wHh, entdao pelo Lema
1.2, existe seqiiéncia (¢,), em %, e t, — oo quando n — oo tal que

im S(tn)dn = ¢.

n—oo

Segue portanto de (1.17) que lim Si(t,)p, = ¢ e novamente via Lema 1.2,

¢ € wi(Ap). Logo w(HBy) C wi(Hy). Para mostrar a inclusao inversa o
raciocinio ¢ o mesmo. Portanto

w(,%’o) = wl(%o). (118)

Como S(t) é uniformemente compacto para t grande, de maneira anédloga
a prova do Lema 1.3, wi1(%,) # @ é compacto, pois USl(t)@o Sa0 Nao
t>s

vazios, fechados e decrescentes e por hipotese U S1(t) %A,y é compacto (observe
t>s

que nao podemos concluir de imediato que wy (%) é invariante porque Si(t)

nao necessariamente satisfaz as propriedades de semigrupo). Portanto segue
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de (1.18) que w(%y) # @ é compacto. Resta-nos mostrar que w(%,) é
invariante, isto é, S(t)w(%y) = w(Hy) para todo t > 0.

S(t)w(Hy) Cw(Hp): De fato, seja ¢ € S(t)w(Hp) (t arbitrario) entao
existe U € w(%A) tal que ¢ = S(t)¥. Portanto existe seqiiéncia (V,,), em
Py e t,, — oo quando n — oo tal que

lim S(t,)¥, = 0.

n—oo

Como S(t) é semigrupo continuo, temos que

lim S(t+1,)¥, = lim S(t)S(t,)¥, = SO = ¢.

n—oo

Observe agora que t, +t — oo quando n — oo e ¥,, € A, logo pelo Lema
1.2, Qb € W(%O).

S(t)w(HBy) D w(Hy): De fato, seja ¢ € w(Hy), logo pelo Lema 1.2, existe
seqliéncia (¢y,), em %y e t, — oo tal que

lim S(t,)é, = o. (1.19)

Fixe s > 0, logo
lim S(t, — s)pn = lim (Si(t, — $)dn + Sa(tn — 8)¢n) = ¢.

n—oo

Tomando agora n suficientemente grande tal que t,, — s > t1(%,), obtemos
pela hipétese (2) que

Sl(tn - 5)¢n € U Sl<t)%07

o qual é compacto. Portanto existe subseqiiéncia (¢,,) e t,, — oo quando
n; — oo tal que

lim Si(tn, — $)¢n, = V.

n;—00

Por (1.17) segue que
lim S(tn, — $)on, =¥ € w(H).

Como {S(t) : t > 0} é continuo temos que
lim S(t,,)¢n, = S(s)V. (1.20)
Segue portanto de (1.19), (1.20) e da unicidade do limite que
d=S)V, ¥ew(PB).

Portanto ¢ € S(s)w(%y) o que implica que w(%By) C S(s)w(%y), Vs > 0.
|
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Teorema 1.7 (Existéncia do atrator) Sejam E um espac¢o de Banach e
considere {S(t) : t > 0} semigrupo de operadores continuos de E em FE,
satisfazendo as hipoteses (1) — (3) do Lema 1.4. Tome % C E aberto e
B C U limitado que seja absorvente em % . Entio of = w(AB) é um atrator
compacto que atrai cada conjunto limitado de % .

Prova: Pelo Lema 1.4, como £ é limitado, temos que w(AB) # &,
compacto e invariante. Resta-nos mostrar que &/ = w(%) atrai os limitados
de % . Suponha por absurdo, isto é, que exista %y C % limitado tal que &
nao atrai %, ou seja

tlim distg(S(t) %Ay, /) # 0.

Entao existe § > 0 tal que dist (S(t)%Bo, /) > 6 > 0. Logo existem
seqiiéncias t,, — 0o e (¢,) C Ay tal que

)
distg(S(tn)pn, o) > 5> 0, Vn suficientemente grande. (1.21)
Como A é absorvente temos que S(t)%y C A para todo t > to(%,). Logo

para n suficientemente grande, S(t,)¢, € 4. Como S;(t) é uniformemente
compacto para t grande, temos que

U st

t>t1 (%0)

é compacto. Tomando ¢, > t1(%,) tem-se

Sit)gn € |J Si()%o.

t>t1 (@0)

Logo existe subseqiiéncia S (t,,)on, tal que

lim Si(tn,)pn, = ¢

n;—00

que por (1.17) temos que

lim S(tm)gbnz =¢.

n;—00

Como {S(t) : t > 0} é continuo temos

lim S(tni — tl)S(t1)¢ = lim S(tnl)qbnl = ¢7

n;—00 n;—00
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pois S(t1)¢p € AB. Como t,, —t; — 0o e S(t1)p € A segue do Lema 1.2 que
¢ € w(A) = /. Portanto

lim distp(S(tn,)Pn;, @) =0
que contradiz (1.21). [
Portanto, juntando o Teorema 1.5 e o Teorema 1.7 podemos resumir a
teoria no seguinte

Teorema 1.8 (Existéncia do atrator) Assumimos que H seja um espago
métrico completo e que {S(t) : t > 0} seja uma familia de operadores
continuos de H em H satisfazendo as propriedades de semigrupo. Suponha
também que {S(t) : t > 0} satisfaca a hipdtese (1.12) ou (1.14)-(1.16) do
Lema 1.4 e que exista um aberto %4 C H e um conjunto limitado B C U
tal que B seja absorvente em % . Entao of = w(AB) € um atrator compacto
nao-vazio o qual atrai os conjuntos limitados de % .

Observacao 9 (Importante) Se trocarmos as hipdteses (1.14)-(1.16) do
Lema 1.4 pela hipdtese mais fraca

O semigrupo {S(t) : t > 0} é assintoticamante compacto em H,  (1.22)

isto é, para toda seqiiéncia limitada {z}}; de H e toda seqiiéncia t, — oo,
{S(tx)xy }i é relativamente compacto em H. Observe que a a hipétese (1.12)
implica na hipdtese (3.103). Mas elas sdo na realidade equivalentes (veremos
mais adiante). A prova do Teorema 1.8 continua valido se trocarmos a
hipdtese (1.12) ou (1.14)-(1.16) do Lema 1.4 por (3.103). A prova de que
o = w(HAh) é a mesma como no caso da hipétese (1.12) (incluindo a prova
do Lema 1.3 e Lema 1.6), pois todas seqiiéncias {t¢,}, consideradas sao tais
que t, — o00. A tunica diferenca esta em provar que &/ = w(H#) # G,
isto é verdadeiro porque w(p) # @, Yy € A gragas a (3.103). Mostra-se
similarmente que &/ = w(%) atrai todo limitado %, C H.

Observagao 10 (O.Goubet e I. Moise) Para complementarmos a Observagao
9, suponha H um espa¢o métrico uniformemente convero e assumimos a ex-
isténcia de um congunto limitado absorvente 8 C H como no Teorema 1.8,
entao sao equivalentes:

1. Hipdtese (1.14)-(1.16) do Lema 1.4 (decomposi¢io S = Sy + Ss);

2. Hipdtese (3.103) (compacidade assintdtica).
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Mostraremos somente que (2) = (1): Suponha (2) verdadeiro. O Teorema
1.8 e a Observagao 9 implica que of = w(HAB) € o atrator global para o semi-
grupo {S(t) : t > 0}. O fecho convexo do fechado </ (a intersecao de todos
0s fechados convezos que contém <f ), denotado por K, é compacto. Consid-
eremos entdo a projecdo [, : H — K de H sobre K (um conjunto fechado,
convezo, nao-vazio). Para toda ¢ € H, temos que

Si(t)e = H(S(t)gp) € K (compacto)

Sa(t)p = S(t)e — [ [(S(H)¢)-

Observe que as propriedades (1.14)-(1.15) sao satisfeitas, mostraremos por-
tanto (1.16), isto é, para todo C' C H, sup ||Se(t)¢|lg — 0 quando t — oc.
pelC

Supoinha por absurdo que isso nao ocorra, entao existe seqiiéncia limitada
{¢;} de H e t; — oo tal que

152(t5) sl > 6 >0, (1.23)

para algum 6 > 0. Como A € absorvente e usando (2) vemos que existe
uma subseqiiencia (o qual denotaremos por t;) tal que S(t;)p; — ¢ quando
Jj — oo. Temos portanto que ¢ € w(HB) = o/ C K e como [[, € continua
seque que

lim S (t;); = lim [[(S(t))e;) =[] = ¢;

I TR K
portanto Sa(tj)p; — 0 quando j — oo e obtemos uma contradicao com
(1.23).

De acordo com as Observagoes 9 e 10 podemos enunciar o Teorema mais
importante da secao que sera usado no trabalho

Teorema 1.9 (Existéncia de atrator) Assuma que H é um espago métrico
completo e {S(t) : t > 0} € um semigrupo de operadores continuos em H. Se
{S(t) : t > 0} possuium conjunto limitado absorvente A e é assintoticamente
compacto, entao {S(t) : t > 0} possui um atrator global o satisfazendo:

1. & € compacto;
2. o € invariante, isto €, S(t)of = o/, VNt > 0;

3. VB, CH
tlim disty(S(t)ABy; ) = 0.

Visando tornar o presente trabalho auto-suficiente apresentaremos abaixo
uma coletanea das definigoes e resultados que utilizaremos livremente no tra-

balho.
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Capitulo 2

Estimativas a priori

Nesta secao estabelecemos algumas estimativas a priori das solucoes de
(4)-(6). No que se segue ||.|| denotard a norma do espago de Hilbert L?(R).

Lema 2.1 Seja f € L*(R). Entdo

WP
Jul? < lwollPet 4+ 10 — =), wi > 0

Além disso, existem uma constantem Cy dependendo somente de ||f]| e to
dependendo de || f|| e R tal que toda solucao de (4)-(5) satisfaz

[u(t)]| < Cr, VI =1o(R),
sempre que ||uo|| < R.
Prova: Cosidere a equagao (4) multiplicada por 2a, isto é,
ity + 20y — 2|ul?v + 2ialul® = 2af.

Tomando a parte imaginaria da identidade acima e observando que se z € C
temos Im(iz) = Re(z), temos

2Re(uu;) + 2Im(ug, ) + 2alul® = 2Im(af)
integrando a expressao acima, obtemos

2Re/(uut) dx+2]m/(uwu) dm+2a/|u|2dx = QIm/(uf) dzx.

Integracao por partes obtemos

]m/umud:v: —Im/uxuxdx: —[m/|ux|2dx:0
3
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d
2Re | wuydr = —||ull.
e/uut x dt”u”

Portanto

d
EHUHQ + 2aljul]* = 2[m/fﬂda:.

Agora, usando a desigualdade de Holder, obtemos

_ 1
2m [ fade] <2 [ 17l e < 2071l < aful? + 2151
isto é,
d 1
Zlul + aflull® < <112
E assim J ||f||2
E (eatHuHQ) S Teat'

Integrando ambos os lados com respeito a ¢, obtemos

2
Jul? < ugle= + My — g=or)

2 2
Para finalizar, se ||ug|| < R, entdo tomando a constante C; = HJ;H
«
e I _ 2001
2 2 —at
Jull? < fle== + VI < 217
se e somente se,
2 —at I _ 2 e 2017
[[uoll"e™ —l-?SRe “ +

Ou seja, se e somente se

1 o?R?
—In{—= | =t(R). N
=y (Hf\P) f(B)

O préoximo Teorema nos ajudara em estabeler a existéncia de um conjunto
absorvente em X;.

Lema 2.2 Suponha que f,g € L*(R), (ug,vo) € H'(R) x L*(R) e que (u,v)
seja solugdo de (4)-(6). Entao existe uma constante C = C(||uol| g1, || f1l, l9]] [lvol])
tal que

ull @) + lv]* < C. (2.1)
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Além disso, existe uma constante positiva M que depende de («, 5,7, || f|l, |9l
tal que toda solucao de (4)-(6) satisfaz

[(u(t), vl xre@ < M, Yt >t4(R), (2.2)

onde t1(R) depende de (o, 8,7, |1, Igll, R) sempre que ||(uo, vo)ll i x 2y <
R.

Prova: Multiplicando a equagao (4) por —2(u; + au), obtemos

— 20wyl — 200U — 2y — 200Uy + 20Ty + 20|ul*v — 2icut,
20%i|ul* = —2fu, — 2afu.

Tomando a parte real e lembrando que se z € C entao Re(iz) = —Im(z),
ficamos com

2Im(u,ty) + 20 m(u,) — 2Re(tigty,) — 20 Re (g, ) + 2Re(uwviy) + 2ajul*v
+2alm(ut,) = —2Re(fu) — 2aRe(fu).

Observe que Im(usti;) = Im(Jug|*) = 0. Portanto, integrando a tltima ex-
pressao com respeito a x, obtemos

2a[m/utu dx—QRe/utum dx — 204Re/uum dx—}—ZRe/uvut dx
+ 2a/|ulgvdx+2alm/uut dx = —2Re/fut dx—2aRe/fud£2.3)

Vamos analisar cada integral de (2.3).

1. Usando integracao por partes, temos que
d
—2Re/ﬂtum dr = 2Re/ﬂztu$ dr = / E(ugtﬂz)dx = E||U$||2

2. Como f nao depende de t, temos

—2Re/fﬁt dr = % (—2Re/ffad:c) :

3. A soma do primeiro termo com o tltimo termo do lado esquerdo de
(2.3) se anula. De fato,

2alm/utudx+2alm/uut der = 2alm/(utu+uut)dx

= 204£ (Im/|u|2 dx) = 0.
dt
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4. Integrando por partes

—204Re/ﬁum drx = 204Re/ﬁzux dr = 2aRe/ ug|? do = 2a||ug||*.
5. Como v é uma funcao de valores reais

d
2Re/uﬂtvdx: %/(lu\2)vdx—/|u|2vtdac.

Substituindo as expressoes acima na equagao (2.3), obtemos
d
p (||ugc||2 + / |u|?v dz + 2Re/fa dx) + 20wy |2+

+2a/|u]2vdx+2aRe/fﬂd:U—/]u\zfvtdx—o. (2.4)

Agora, multiplicando (5) por |u|? e integrando com respeito a x, obtemos

/|u!2vtdx+ﬁ/v|u]2dx+fy/(]u\2)m|u\2da:: /g|u|2dx.

Por outro lado, observe que /(]u|2)m|u|2 dxr = 0. Logo

—/|u|2vtdx:ﬁ/|u|21)dx—/g|u|2dm. (2.5)

Multiplicando agora (5) por 2v e em seguida integrando com respeito a
x obtemos

2/vvtdx+2ﬂ/v2dx+27/v(|u\2)mdx—Q/gvdx,

d
E“U||2 + 28||v||* + 27/(|u|2)$v dr = Q/gv dx. (2.6)

Por outro lado,

isto é,

/(\u|2)xv der = 2Re/ux(uv) dr = 2Re/ux(z'ut + Uy +i0u — f)dx
= —2]m/ﬁxut da:—i—2Re/ﬁzum dr — 2alm/axu dx
— 2Re/uwfdm
= —2]m/uxutdx—2alm/uxudx—2Re/urfd1(,2.7)
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onde usamos o fato que Re / Uylze dr = 0. Além disso,

—QIm/ul,ut de = — (Im/utum dx+]m/uzutdx)
= - (—Im/utux—i—lm/uxut dx)
= — (Im/ﬂxtudm%—[m/axutdx)
= — ([m/amw Uy Uy dx)
= — (Im/%(ﬂxu) dm) .
Portanto, substituindo em (2.7), ficamos com
/(|u|2)xv dx = —%Im/ﬂgcudm — 204]m/uﬂ$ dr — 2Re/fﬂx dr. (2.8)

Somando (2.4), (2.5), (2.6) e (2.8), obtemos
% <||umH2 + [Jv|* + / |lu|?v dz + 2Re/fﬂd:c — 27[m/uﬂx dx)
+2a <|]um||2 + [Jv))* + / |u|?v dz + 2Re/f@ dr — 27]m/uﬂx dm)
=2(a— B)||v||* + ZaRe/fﬁ dx — ﬁ/ |u|*v dz + /glu\z dx
—|—47Re/fﬂx dx—l—Q/gvdx.
Finalmente, denotando por £(t) = (u(t), v(t)),

J(E()) = |Jua|® + ||v||2+/|u|2vdx+2Re/fudx—27]m/uuxdx(2.9)

e

K((t) = 2(oz—ﬁ)||v||2+2aRe/fﬂdx—5/|u|2vdx+/g|u|2dx

+ 47Re/fux dx+2/gvd:v, (2.10)
teremos
CI(E) +20T(E(0) = K(E(). (2.11)

38



Afirmacao 2.1 Euxiste constante Cy = Cy(7, || fl|, ||u]|) tal que
1
J(E) = 5 (lwal® + lvl*) = C1. (2.12)
De fato, vamos estimar cada integral de J(£(t)). Observe que
lulloo < V2Jull 2 lug 2.

Logo
1.

’/ |u|?v dz

1 1
< /W!vldl‘ < lullscllull o] < V2l flugll> full |

3 1 1
= V2llull2 [Jv]| uz]l2 < exflv])* + Q—GQIIUH3 e |

< el + el + o (20
< alul? +alolf + gl
2.
PRg/fudv < 2 [ Ifllulde < 200l < 112 +
3.
]_wm [Jucda| < 2l [l ol e < 2l

1
< allul? + 54l

2
g
= ellul®+ 6—1HuH2-

Portanto, obtemos que
JE®) = fuall® + ol* = elluall® — eallvl* — e[l

1 V2
= (ool + P + 111 + P

16€€2

= (1 =2e)l|usl® + (1 = e2)llv]®

Sl + fal® + 1711+ ik [
— u U —lu .
166163 €1
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Tomando ¢, = L e ¢y =

1 , segue-se que

N

JE®) = 5 (luall* + llol*) = Crlllull, I1L£1D, (2.13)

— N

onde Cy = [Jul|® + (1 + 49H)||u* + || f]|*. O que prova a afirmagao.
Afirmacao 2.2 Eriste uma constante Co = Co(av, 8,7, | fI, llgll; l|u]]) tal que
a
K1) < 5 (luwall” + [[0l*) + Co. (2.14)

O raciocinio é 0 mesmo, senao vejamos

1. De maneira andloga ao item (1) da afirmacao anterior, mostra-se que

—5/ lu|?v dz i

< el + el + ———lul®
2&Re/fudm

16¢€; €5
3.
‘/g\u|2 dx

S2q/VWMmSMVW+MWW

3 1
< /\UIQIQIdIE < Nullsollullllgl < v2lull#]|ue| 2 lg]]
ex((lua] V)t + Cle) (V20gl lful*2)*2

3\ —i3
< alul+ (3) & ol

IN

3
onde usamos o fato que C(e1) = (4e;)~Y/3 <Z>

’47[771 / fug dx

1
< APlAllluall < ellus]® + 4—611672||f||2

IN

472
eulual + 1P

5. Por 1ultimo, temos

‘Q/gvda:

1
< 2llglllvll < exlvl* + g|lg|l2~
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Portanto, substituindo na expressao de K (£(t)), ficaremos com

K€1) < 3elusl” + 2e2v]”

ok 6 3 —1/3 4/311,.112 4% gl
(ramglol + (3) ot + 22+ 121,

Q@ Q@
Escolhendo ¢; = & €, = —, teremos

4
KE®) < 5 (lual?+ ol?)

65" Y313 24
n (ﬁ e+ (2) (3) tat el + 22 + ||g||2).

Agora observe que
6\ 3\, Jull> ]9
hd 2 /3 2 12 - 2
(5 (3)nanepar < B [l

K(£(1) <

634 24 4 9
Coim (L + 3 ) Il + 7wa( \/S:Q) ol

Com isso, teremos

Portanto,
(luell? + [[0]*) + Cs, (2.15)

MIQ

onde

K(£(1) < %(Ilumll2 +[vl*) + Co < ad(€(t) + aCy + Co, (2.16)

e portanto

L re) +200(E0) = K@)

dt
S OZJ(&(t))—FOéCl—FCQ,
isto é,
LI + aJ(€(H) < i + O
onde
Gy A1 ) o= Il + (o 4 Dl 4 1712 (247
e
63" 24 9
Cater il ) o= (257 + 1) P22 e+ ( \/S:Q) ol
(2.18)
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Agora, pelo Lema 2.1, temos que

2\ 3 2
00 < [(nudﬁe-at+-ﬂ£9—) #7240 0) (HlPe + L) 4y

aa f16 Cu a’+4vy° 41
< aF@mwe“+%%-+m¢+mmwet+-—ﬁ;—— 11

N 8f6 a?+4y2+1
< [Sallunl® + (a2 + Dol 2 4 | S (S g

634 2 24 4 9

0 < (£+®)OmWeM+E!) 12+ ( w@>ww
634 6 24 4 9

< (24 3) (latres+ 1) + 2 ( w@)mw

3a3 3a9

1443* + 8a (a 1443* + 8« a? 4+ 442+ 1
< (B gty (MEESS 4 (L) e

Isto mostra que

240t +1443* + 8a? (o
aCu+ O < [ (PR g+ a(as? + 1)l

240t + 1443 + 8a? a? +28v2 4+ 1 4 9
5 1A+ | ————— ) IFIP+ { =+ | l9l] -
3 o o 8

Denotaremos

9 . <24a4 +1443* + 8a?
1:=

) ol + a(t? + Dl (219

e

240t + 1443* + 8a® a4+ 282 + 1 4 9
0o = 5 LA+ —————— ) IFIP+{ =+ 1/ == | lgll*:
3o e’ o 8y

(2.20)
Assim, existem constantes 6; e # independentes do tempo t tal que para
todot >0

STE) + aT(€(D) < e 1 6,

Logo, denotando por & = (ug, vg), segue da desigualdade de Gronwall que

2
T(E) < T(6o) e+ 2@ 4 2y >
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Portanto,

20, 05
el + oll* < 2J(€(0)) +2C1 < J(g0) e + e 4 2 oy

IN

40 20
27 (o) e —~ @/ =2 (2.21)

+ [16]uoll® + (897 + 2)Juo|*] e~/

16|yf||6 202 4+ 8y% + 2
+ 5 " I1£1?
= |27 40 1 64 2 2| e~ (a/2)t
= (§0) + — + 16]Juo]|® + (8" + 2) | uo]
20, 16| f]° (207 + 8% + 2
+ ?2 + L';' + ( . ) Hfﬂ (2.22)

Aplicando novamente o Lema 2.1, temos que
Jull? < fuffPe-e/2r 4 L1 (2:23)
Portanto de somando (2.22) com (2.23) temos

1(w(®), v 2my < xae™ @ 4 x2, VE20, (2.24)

onde 10
X1 =2J(&) + — 4+ 17]luo]|* + (8° + 2) uo”

20, 16| f]|° 202 +87* +3
=— + — 1717

o ob

Agora note que

2J(&) = 2 (\|u0x|\2+HUOH2~|—/]u0|200dx+2Re/fuod:c—27/u0u01da:)
< 2 2 2 2 ||U0||6
< 2llwoll"ar ) + [voll” + llwos | + flvolI” + ==

+ Juoll® + 1A + oz * + 7*luoll?)
uoll% (g

=+ 4ol + 4171 (2.25)

< (84 299)|Juol’mw)

Temos também que

46, - (96a4 + 5763 + 3203

3ot

) otol% ey + (1692 + )2y (226)

«
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Segue portanto de (2.25) e (2.26) que
X1 < Adlluoll3 gy + Aellwollir gy + 4llvoll® + 211 £11%, (2.27)
onde

A = 14 + 2442

5070’ + 57653 + 320°
3ot

Ag =

No outro caso

2 16 20 + 8y + 3
m::—%+7WW+Q—————)WW
(6% (673 O{

= Nl F1I° + Al 1P+ Aslgll?, (2.28)
onde
960t + 28843* + 160 4a% 4+ 6492 + 5 8 9
>\3 - ) )\4 - ) )\5 - 5 a 2
310 a? a? 203
Substituindo portanto (2.27) e (2.28) em (2.24) concluimos que
Ilt), 0O Pasr < me @ b, Ve 20, (229)
onde

m = m(a, 8,5 1 f1l; uoll gy [voll) == Aalluol|? )+ Aall ol G gy +4 w0l 21| £

(§
n2 = na(a, 8,7, 111 lgll) = AsllF1° + AllFI1Z + As g1,

Segue portanto de (2.29) que existe uma constante C' que depende de
(o, B, 7% I gl Nwoll e wys [lvoll) tal que vale (2.1). Mostraremos agora (2.2).
Suponha que ||(uo, vo)||mr xr2®) < R. Entao

me~®t 4y < (MEB+ MRS+ AR+ 2||f|P)e ) + 1,

= [\ + 4R+ MR+ 2| f|IPle 2t 4 np,.
Basta tomar M que dependerd de («, 3,7, |1, lg]]) de tal modo que M? =
219 e teremos
(A + 4R+ MR+ 2| f|IPle™ 3 + 1y < 2y
& (M +HR?+ MR+ 2| f|Ple 2 < py

(8] 772
o —(Hr<a
(2) = n<(A1+4)R2+>\2R3+2||f||2>

2 772
& ot > —1 =t1(R).
n(@1+®R”+MR”+%fW> 1(R)
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Portanto, sempre que ||(uo,vo)|| m1xz2®) < R existird uma constante M que
depende de (o, 8,7, ||f|l;|lg|ll) de modo que vale (2.2). W

Lema 2.3 Suponha que f,g € H'(R) e (up,v9) € Xo = H*(R) x H'Y(R).
Seja (u(t),v(t)) uma solugcao de (4)-(6). Entao existe uma costante C' > 0

tal que
ull gz + vl < C, (2.30)

onde C' = C(|[fllm, [|gllar uoll a2, l[vollzr)-
Prova: Multiplicando a equacao (4) por 2(tze; + Qg ), teremos
20Uy (Ut + Uy ) + 2Usg Uzt + Olgy) — 200 (Uggt + Qlgy) + 200U (Uggr + Vlgy)
= 2flges + 200Uy f.

Tomando a parte real e lembrando que Re(iz) = —Im(z), obtemos

—2ImAuy (e + Qligy) } + 2Re{ U (Uger + Qlige)} — 2Re{ 00 (Ut + Qligs)} —
—2aIm{u(tyey + gy )} = 2Re{ fligy } + 200Re{tz, [}

Integrando com respeito a x sobre R, temos

—2Im / U (Ut + gy ) dx + 2Re / Uy (Ut + Qlgy) dx
— 2Re/uv(umt + iy, )} dr — 2alm/u(umt + iy, ) dx

= 2Re/fﬂmt dx+2aRe/amfdx. (2.31)

Note que, fazendo uma integracao por partes, teremos

—2Im / Ut (Ut + Qlgy) dT — QOzIm/u(ﬂmt + aily,) dz
=2Im / Uy Uy AT — QOzfm/Utum; dx + 2« / Uy Uy AT — ZOzQIm/uxux dzx
= —2a[m/ut'am dr — Zalm/umﬂt dz
= —2alm/(utﬂm + Uy Uy) dr = —2am / 2Re(uyliyy) dx = 0.
Portanto (2.31) torna-se
2Re / UgpUgpr AT + 2aRe/ Uye|? dz — 2Re / UV Uy AT
—2aRe / UV, dr = 2Re / [z dx + 2aRe / fuge dx. (2.32)
Vamos agora achar uma expressao mais compacta para (2.32).
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d

2Re/umumt dr = /QRe(umumt) dr = %HUMHQ

2. Como f nao depende de t, temos

2Re/fumt dx = % <2Re/f(:1:)um da:)

3. Por ultimo

d
Qa (Re/uvumt dx) = 2Re/utvum d:):+2Re/uvtum dx+2Re/uvumt dx,
isto é,
_ _ _ d _
—2Re | uvity, de = 2Re | uvity, dr+2Re | uvitiy, dx—ZE Re | uvtig,; dx | .

Portanto, substituindo em (2.32), obtemos

d

7 (||u$x||2 — QRG/UUUM dr — 2Re/fum dx) + 20| Uge||? — 204Re/uvum dx

+2Re / UV Uy dx + 2Re / UV, do — 200 Re / Sz, dr = 0. (2.33)
Note que (4) é equivalente a u; = —i(f(z) — Uz + uv — iaqu). Logo,

Re / UV U4, dr = Re /(—z(f(x) — Uy + UV — 1QU) ) VU, dT
= Im/fvﬂm dx — [m/ |ug v d + Im/uvzﬂm dx — &Re/uvﬂm dx
=Im / fotly, dx + Im / w0ty dr — ozRe/uﬂmU dx. (2.34)
Substituindo (5), teremos
Re/uvtum dr = Re/u(—ﬁv —([u)*)z + 9(7)) gy dx
= —ﬁRe/uvam dr — ’yRe/u(!u\z)xﬂm dx + Re/guvlm dx

= —ﬁRe/uvﬂm dx—vRe/uﬂu\Q)mﬂm dx—i—Re/uva dx.
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Substituindo (2.34) e (2.35) em (2.33), obtemos

d
7 (||um||2 —2Re/uvum d:v—?Re/fum d:v)

+ 20|tugs||* — (4a—|—26)Re/uvumdx—QOzRe/fumda:
+ 2Im/fvum d$+21m/u02um dx

— 2fyRe/u(|7,L|2)gcﬂm d:c+2Re/guam dx = 0. (2.35)

Derivando a equagao (5) com respeito a x e em seguida multiplicando por
2v,,, obtemos:

20,V + 20607 + dyv, Re(Ullyy) + 47|t [*ve = 29,0,

Integrando com respeito a x, ficamos com

Q/vaxt dx—{—?ﬁ/vi d$+4v/vae(uum) d$+47/|ux|2vx do = 2/95,;% dz,
isto é

d
E||U$H2+25||vx||2+47Re/uﬂmv$dx+4v/|u$|21)$dx—2/g$v$dae.

(2.36)
Note que

Re/uﬂmvx dr = Re /(uv)zﬂm dr — Re / Ugp g, v d, (2.37)
e por (4), (uv), = fugs + Ugze + tau, — fi. Logo,
Re/(uv)xum dr = Re/(z’um + Uz + 10Uy — [ )Ugy dT
= —[m/uxtam dr + Re/umxﬁm dr — 2a[m/umﬂm dx

—Re/fmﬂm dx.

Por outro lado,

2Re / Ugpalpy AT = / 2Re(Ugppliyy) dx

d
= / E(ﬂmum) dx

d
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Logo, ficamos com

Re/(uv)xam dox = —Im/uztﬂm dx — aIm/uxam dr — Re/fxam dx.
(2.38)

Observando que Im(z) = —Im(z), teremos

d
Im/uxtum dr = %]m/uxum dx—]m/uxumt dx

d
dt
d _ _

= i]m/umﬂm dx—]m/ﬂmumtdx.
dt

Isto é,
_ 1d _
Im | uytiy,dr = =—Im [ u,t,,dz.

2dt

Portanto, substituindo essa tltima expressao em (2.38), obtemos
B 1d _ _ _
Re [ (uv), iy, dx = §Elm Upllpy dx — adm | Uty dx — Re | frilg, dz,
(2.39)
e substituindo (2.39) em (2.37), obtemos
~ 1d ~ _
Re | utigv,dr = _5%17” Uplye A — M | Uply, dx

—Re/fmﬂm dx—Re/umﬂmv dx. (2.40)

Por fim, substituinto (2.40) em (2.36), ficamos com

d

& (1l =201 [t do) 2800 = dartm [ 00,0

—4~ / UgVUyy dr — 4y Re / folgs dx + 47/ ug|* da
—2/9;,;% dx = 0. (2.41)

Portanto, somando (2.35) e (2.40), obtemos

d

N(E() + 2001 (8(1)) = Ka(§(1)), (2.42)
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onde &(t) = (u(t),v(t)),

JER) = |Juel* + ||val? —2Re/uvﬂmdx—2Re/fﬂm dx—2v]m/umﬂm dx

e

K€1) = 2(a—pB)||vl* —2Im € foig, dx — 2]m/uv2ﬂm dx
+ 2ﬁRe/uvum dx + 27Re/u(|u|2)xum dx — 2Re/guum dx
— 2aRe / flge dr + 4vIm / felzr dx + 4vRe / Uy UpgV AT

— 47/|um|2vzdx+2/gmvzdx.

Afirmacao 2.3 Eriste uma constante C' = C(||uol| g2, [|vol|zrs | f |25 |9 21 ),
tal que

1
Jl(g(t)) Z 5 (Humw”Q + ||U$H2) - O (243)
Prova: Na demonstracao usaremos constantemente o Lema 2.2 . Portanto
1.
‘QRe/uvumdﬂf < 2ffvlloofull Netaall < 232002 0|12l |tz |
< ealluge]* + Clen)l|vlllve | ull?
< llus® + e2llvall + Cler, e2) vl [lull*
< ellusel” + exflvall + Ciler, e2),
onde Ci(e1, €2) = Ci(en, €, [[uoll a2, [[vol[ e, | /|| 0 (gl mn)-
2.
ot [ fanads] < 201 el < sl + e 11
3.
‘QWm/umﬂm dz| < 2yllluell? lusell* < erl|uce||* + Cler)lus|®
< erfluge|* + Caen, [uoll s [[voll s | £l s gl )
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Portanto, substituindo essas desigualdades na expressao de J;(£(t)) obtemos

Ji(€() = (1= 2€1)luaa||* + (1 — e2)[Jval* = C.

>
1
Escolhendo agora €; = 1

1
€ ey = 3 ficamos com

1
T(E®) 2 5 (luaall® + llvall?) = Cllluoll . llvolle (L 1, Ngller)-

Afirmacao 2.4 Eziste uma constante C = C(||uo|| g2, ||vollar, || fll a1, |9l a1)
tal que

Ki(§(1) <

| e

(JJuaal? + v |?) + C- (2.44)

Prova: Na demonstracao usaremos constantemente o Lema 2.2

1.

‘2lm/fvumdrc < 2fulloclfllllucell < elluas]* + Clen) 0]l £
< erllual® + Clen)llvall (ol £11%)
< ellual® + eallvall® + Cler, e2) [0l 1l
< allual® + ellve]l” + Ci(er, €2),

onde (1 (€1, €2) = Ci(eq, €2, [|[uol a2, [|vollar, [|f || a1, gl )-

1/2 1/2
< 2l [ o fuael o < 2l ( / |v|4) ( / |um|2) .
Por outro lado

1/2
(f101) " < ol < ol = VI 2

‘QIm/quuggz dx

Portanto

IN

22 ulloo [ 0112 v 12 |tz |

et | (Al 2 a2 0l P2 o 2)
é1lltae|* + Clen) lvall (lullllual[lv]I*)
1l[taal® + e2llvall® + Cler, e2)[v]1*lulllue 1*

61”“0696”2 + 62”“96”2 + 02(‘51: €2),

’2[m/uv2ﬁm dx

IA A CIA

onde Cy(e1, €2) = Caler, €2), |[uoll a2, [voll e [[ Lz gl a)-
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3. Note primeiro que (|u]?), = 2Re(tuu,), logo

‘27Re/u(]u|2)xumdx < 2[7\/]u\(|2Re(qu)])]um|da:

< Ayl lullZ et || < 8|yl | tag |
< el |” + Cle)Jul?[lug|*
< ﬁlHumHz + Cs(e1, €, [[uoll a2, [vollar | fll s 9] ar)-
4.
‘26Re/uvﬂmdx < 2B|[vllosl[ullltae || < €xlltaell* + Cler)l|v]loollull?
< elluga|® 4+ Cler)[[ofl vz lu]?
< erl|tga|® 4 €ollval* + Cler, €) ||v]?|ull*
< erlluael|? + €alve|l? + Culer, €2),
onde Cy(e1, €2) = Cylen, €2, [|[uol a2, [|vollar, [|f || a1, gl 2)-
5.
’2Re/guamdx < 2ullollgllltae || < €1lltuaell* + Cler) lullZllgll?
< et |” + Clen)[Jual[|ullllg]
< efluae|l + Cs(ex, lJuoll 2 Nvoll e, 1111 ars Ngllan)-
6.
2aRe/fumd:v < 20| flll[ttae || < €l + Clen) || fll7n
< erlluga|® 4 Coler, || 1)
7.
‘M/fxumdx < A felllltiael| < € lluesll* + Cle) 1 £l
< el 4+ Crlen, ||l 1)
8.
‘47Re/uxumvdx < Ay l|ug oo luas 9] < 471V 2l|ug I |uge 1P []
= [t ¥ (4712 u||/2]0]])
< e(fluael)Y + Clex) (41yIV 2l u |2 |v]])*
= alltml® + Cle)Jua | [Jv]|*
< €1||Um||2+C8(€17||U0HH27HU0||H1,||f||H17H9||H1)'
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< APylluslillvell < APlllosll 2l Pl )2

'47/ g |*v, do

< ellv® + Clea) ||t |?||tas ]|

< €|uesl” + ellva]]? + Cler, €3)[Jug|?

< €|uasl” + e2l|va]]? + Coler, ),
onde Cy(e1,€2) = Cy(er, €2), [[uollm2, [|vollar, [| fll a1, 9] a1)-

10. Por ultimo, é facil de ver que

’2 / GuVp dx

Portanto, substituindo essas desigualdades na expressao de K;(£(t)), e
supondo sem perda de generalidade que a < (3 obtemos

< ef|ve]|* + Crolex, [lgllm).

K1 (&()) < 9et||uaa|l” + Seallva||* + Clen, €2, [[uoll e, voll, [ Il [lgllar)-

Basta agora escolher €; = 5 e e = ;. Assim,

K1(6(1)) <

e

(Nl + [lvz]?) + C.

Juntando (2.43) e (2.44), temos de maneira andloga feito em (2.16), que
o [|* + [[ve[|* < 2J1(&0)e ™" + C.

Logo

[ull iz + vl < Clluollaz, llvollar, [ f Nz llglmr) W

Para o proximo Lema, utilizaremos dois resultados cuja demonstracao
encontra-se em [5] e [22] os quais tratam das propriedades do grupo de
Schrodinger gerado por 792, Antes, vamos estudar como age o seguinte op-
erador (o — i0?)~!. Estamos interessados em resolver a seguinte equagao
(« —i0%)u = f com f € L*(R). Aplicando a transformada de Fourier, com
respeito a variavel z, em ambos os lados temos

ai(€) + i€%u(€) = f(£).
Portanto
(&) = ot
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isto é,

a + &2

u:m@W@:(f“))

Por outro lado, invertendo o operador, temos que v = (o —i9%)~'f. Con-

clusao, y
(a—id2)'f = (dﬁ?@) : (2.45)

ou seja,

' (¢ dg. (2.46)

02\ —1
(o —10;) f\/%/ Oz—l—Z£2

Lema 2.4 (veja [5])

1 1
1. Sejam 1 <p<2e -+ — = 1. Entao para toda ¢ € LP(R)
p q

1U@elly < CRI" [l #0; (2.47)

2. (Desigualdade Strichartz para derivada) Denote por D%u = F~1(|£|%1),

onde i = Fu é a transformada de Fourier de u. Entao para toda

p € L*(R)
1
[1D2U () el e (r2) < Clleel- (2.48)
3. (Desigualdade Strichartz para o termo nao-homogéneo) Sejam
1 1
(rj,q;) (j = 1,2) pares admissiveis, isto é, — 4+ — = 7 Sejam 15, ¢,
i 4
11 11 L
satisfazendo — + — =1, — + — = 1. Entao para toda h € L?(Lg*)
e Ty a2 42
vale .
U(t—s)h(.,s)ds o 2.49
[ vte-smnt.s oy SOty (229
4.

< Cllhllosezy . Yh € Ly(L7).

D2 /tU(t— S)h(.,s) ds
D, /t Ut —s)h(.,s)ds

L (L3) (2.50)

< Ollhlliaiz)» Vh e LMIR).

Lge(L3,) (251)
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Um outro lema de muita utilidade sera

Lema 2.5 (veja [22]) Seja T > 0. Entao para quaisquer hy, ho, hg

hy /Ot ha(., 8)hs(., ) ds

hy /Ot ho(, $)hs(.. 5) ds

< Tllhallpgez2)llhall g 22yl sl Lo 22
LL(L%) ( )
2.52

< TP g arny Wl oy s s ey

(2.53)
O proximo Lema estd relacionado com o gerador do grupo de Schrodiger.

2
LzT

Proposicao 2.1 Seja U(t) um grupo de operadores lineares limitados e A
seu gerador infinitesimal. Se

t
By (t)x :/ AU (s)zds , A >0,
0

entao

(M — A)By(t)x = Mo — U(t)r , Vo € X.

Prova: Para todo A fixado, B,(t) definido acima é um operador linear
limitado e para todo x € X

h) —1I I
%BA@ - / N3 (U(h+ 5) — U(s)) 2 ds
0
1 h-+t 1 t
= —/ e’\(t_s+h)U(s)xds——/ NI (5)z ds
h Jn h Jo
At oA ptth
= — | 2U(s)xds + — AU (s)x ds
h J, h J,

A1 t Atk
= ( ) / AU (s)zds + — AU () ds
h

Portanto, fazendo h — 0, segue que

ABy\(t)x = AB\(t)x + U(t)x — M,
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isto é,
t
/ AU (s)rds = M — A)le — (M — A UGz, W
0

Lema 2.6 Seja D(A) = H*(R). Para u € D(A) seja
Au = id?.

Entao o operador iA € auto-adjunto em L*(R) (veja [1]- Teorema de Stone)
e portanto A € o gerador infinitesimal de um grupo de operadores unitdrios
em L*(R).

Prova: Mostraremos que 7A e simétrico e monétono maximal. Usando
o produto interno de L*(R)

(—8§u,v)Lz(R) = - / Uy dT = — / Uy dx = (u, —02V).
R R

Isto mostra a simetria do operador iA. Mostraremos agora a monotonicidade
do operador.

(=2u,w)rem)y = (—Ugast)i2®) = — / Uge Tl dz = ||ug||* > 0.
R
Segue portanto que 1A e mondtono. Para concluir mostraremos que
R(I +iA) = L*(R),

isto é, iA é mondtono maximal. Devemos mostrar que para toda f € L?(R),
existe u € D(iA) tal que u + iAu = f, isto é,

U— Upy = f. (2.54)
Aplicando a transformada de Fourier em (2.54) ficamos com
_
14¢%

(€)

>

isto é

u(zx) = \/ﬁ/ i e dg.

Falta-nos mostrar que v € H?(R). Mas

1/2 ) 1/2
||u||H2<R>:(/<1+52>2ra|2d5) :(/ |f(€)|2d§) il < o,
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logo u € H*(R). Mostramos assim que iA é simétrico, monétono maximal.
Segue dai (veja [15]) que iA é auto-adjunto e pelo Teorema de Stone, A = i0?
¢ um grupo de operadores unitarios em L*(R) e seu grupo unitdrio é dado
por

Ut)=c"%. m
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Lema 2.7 Seja A = i0? e U(t) = €% Entdo para todo a > 0

/ ! eIt — §)fds = (a — i) f — (o —i02) U S,
0
onde f € L*(R).

Prova: De fato, Pelo Lema 2.6, A = i9? é um gerador infinitesimal do
grupo U(t) = €% de operadores unitérios em L%(R). Logo pela Proposicio
2.1 segue que

t t t
/ e—a(t—S)U(t —s) fds = e‘“t/ e®U(t —s) fds = e_o‘t/ ea(t_s)U(s) fds
0 0 0

= e e (a— A f — (a = A) V()]
= (a—id*) f—(a—i0®)'UR)f. W

Lema 2.8 Seja (u(t),v(t)) uma solug¢ao do problema (4)-(6), com dados ini-
ciais (ug,vg) € X1. Entao existe T > 0 tal que

||ux||%g°(L?F) < (). (2.55)

Prova : Escrevendo a equacao (5) na forma

d
7 (70) = =™ (ju)s + Mg (),
temos
: g(x)
v =voe Pt — 7/ e P (lu(x, 7)|?) g dr + 7(1 —e P (2.56)
0

Multiplicando a equagao (4) por (—i), obtemos

U — Wy + QU = —iuv — i f,
logo,
e*iwg“‘t(ut — iUgy + au) = _jeititat, iefit8%+atf
e_it8%+atut + 6_ita£+at(oé — z&%)u = —je iOitaty, ie_itangatf
% <e—z‘t8£+atu> _ _Z-e—itag+atuv o ie—itagwtf‘
Portanto,

t t
192 _ . itH2— i 92 . itH2 i 92
u = eztaz atuo o Zeztaz at/ 6 ZTaz-i-O!Tu,U dr — Zeztaz at/ e zraz-i—a’rf(l,) dr.
0 0
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itd?

Usando a notacao U(t) = e"%, podemos escrever a expressao acima como

t t
u=e *"U(t)ug — z/ e U (t — s)uv ds — z/ e U (t — 5) f(x) ds.
0 0

Pelo Lema 2.7 temos

/ t e Y (t— 5) f(x) ds = (o — i02) " f(x) — (a — i02)"'U(t) f(2),
0
concluimos portanto que
u = Uy — il —i}) " f +ie”(a i82>‘1 ()f
_ =t — Vds — — 1—e?))d
Z/o e (t — s)(uvge ") ds / —s)(ug(l —e 7)) ds
t
b [t fu [ e, mcﬂ ds.
0 0
Portanto
Dou = e U(t)Dyug — iDy(a — i0?) " f(z) +ie " Dy(a — i0?) U (t) f ()
- zD/ Ut — s)(uvge %) ds
- D / A= (t — 5)(ug(l — e 7)) ds

+ wD/ Ut —s) {u/os6_3(5‘7)(|u\2(.,7))xd7 ds. (2.57)

1 1
Uma conta simples mostra que U(t)D,ug = DZU(t)DZuy. Logo

IDoullpeerzy < e DEU(t )D2u0||L°° w2y Dol = i07) ™ (@)l e (22,

4 He*atU( ) Do (o = i02) 7 f (@)l peo 22

+ H e U (t — 5)(uvee ) ds

Lg(L)

e_a(t_s)U(t — 8)(ug(1 — 7)) ds

—|D
B H L(L2)

t S
+ | HDI/ e’o‘(t’S)U(zﬁ— s) {u/ e’ﬁ(S’T)(|u]2(.,7'))m dr} ds
0 0

Lge (L)
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Usando (2.47) e (2.48), ficamos com

l . —
IDztllrenzy < CliDduoll + 1 Dola — i07) ™ (@)l eer2,)

+ JUt) Dol —i83) " f ()| o022 + Ce* luvoe™ |1 12,
oT

T3

lug()(1 =€)y g + Ce

1. Lembrando que D%uy = F~1(|¢|%1y), onde Gy = F ug é a transformada

de Fourier de ug, entdo teremos que (Dy*ug)"(€) = |¢]1/20y. Portanto,

1D;2uoll = (D *u0)"(€)l] Z/I(Di/zuO)A(é)\Qdfz/|£Hﬁo|2d€

1, .
< / (14 [€P)* [0l d€ = ol y1/oe-

2. Como f nao depende de t, ficamos com

T 3
| Dy — iag)_1f||Lg°(L2T) = sup (/ | Dy (a0 — iaﬁ)_lﬂzdt)
0

zeR

ToN\%
sup (|Dx(a - i@i)lfP/ dt)
zeR 0
= T2 Dol —i02) " fl| e
< V2TY2|Do(a —id) " f ()| | D3 (a

Vamos agora analisar as duas normas acima separadamente.

()

D (e —i02)LfI? = || (Dal(e—i02) 71 f])" (6)]?
_ _Z 2\—1 LA 2 ( )
— el - 22 1O = | 16155
_ / 2 POF ge [ € \fe)pae
\a+z£2 a? + &4

< Slgp{a2+§4}/|f(§)| dg,

onde usamos (2.45). Agora observe que

2

1
2 2>0 : <_
(£ —a)® >0 e assim S,

29

o [ty dn

Li(L7)

— i) f .



Logo

Portanto
o 1
| Do —i02) ™" f(a)]| < oAl

(b) Na outra norma, temos

ID2 (= i) f@)|* = [[(D2l(a—id2)" f(2)])" (I
= 1€ [(a —z'82>—1f<x>w >||2
- H raiméz 2+£4 HGIRS
< sw{ St [fora

onde usamos (2.45). Por outro lado oﬂ—jg < 1. Portanto

1D (e —i02) 7 f (@) < [Lf]]-

Substituindo na expressao acima, obtemos

o 1
|Dele =00 f(@) ey < V2TV A2 NI
< T2 f].

U &) Dol —i02) " f(@)lpgezy = I1D;2U() [Dy* (@ = i02) ™ f(2)] lneeazy
< CIDy2(e—i2)  f(@) ez < Ol fllz,

onde usamos (2.48).

1/2

luvoe™ |12y = /(/ luvge™ ﬂ“dt) da
< /|v0| (/0 |u|2dt>1/2 dx
< (e[ ([ )]

= ol llullz2(z2)-

1/2
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5. Como |1 — e P < 1, temos

oot =l = [ ([ e () (1 — )P ) "
< [([ weor st ) "
= Jur ([ |u<x,t>|2)1/2 &
- (fuore) [ (1) o]

= lgllrzz) el ca sy

6. Usando (2.52) e o Lema 2.1 temos

u/ot(|u|2)z(.,7')d7' . uRe/Otux(,T)u(.,T)dT

L}(L%) LL(L%)

IN

2 u/otux(.,T)u(.,T) dr

2T |ull pge 2 1l ge (2 1wl Lo (22,

Li(L7)

ININA

CT||U||L%°(L§)”uwHLgO(L?T)-
Portanto, substituindo em (2.58), obtemos
IDatllizqay < Clluollgns + CCQ+ Tz + Ce ] 2 ez
+ %€QT||9||L§||U||L3(L2T)+C|7|€aTT||U||L5°9(L§)||Ua:||LgO(L%)-

Aplicando novamente o Lema 2.1, temos

/2

oty I o)

lllirz) = supul < sup (||U0||2€ e MR g ey
[0, [0,7] «Q

2 WP ) e\
< | lwol®+ =51 =) )

Isto é,
[ull e 22y < Cllluoll, 1£1], @, T).
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Temos ainda que

T 1/2 T 1/2
lullszgz) = ( / / |u<t,x>|2dtda:) g( / sup [ut, )2 / dtd:v)
0 [O,T} 0

= T"ullgpwy < CTV? = Ci.

Isto é, B
Jull 22y < Ch.

Logo,
1/2 aT A~ C aT
[1Doulleerzy < Clluollaz + CA+TZ)|f| + Ce CleollJrECle gl
+ Cl[Ce™ T Dall o2y < Cr + CoT [ Dol oo 12,

onde usamos o fato de que [[Dyullpeer2) = [[tallre(22), 0 qual é facil de ser
verificado. Portanto

(1 = CD)|[ Dyl e (z2y < Ch.

1
Escolhendo T' < 1 de modo que CyT" < 2’ obtemos

|Datll a3y < CT) portanto [uelzus) < C(T). ™
Por indugao mostra-se o

Lema 2.9 Suponha que f,g € H*YR) para k > 2, (ug,v0) € X =
HFL(R) x H¥(R). Seja (u(t),v(t)) uma solugdo de (4)-(5). Entdo

[l szt + (0]l xr < Cr
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade

Neste capitulo mostraremos a existéncia e unicidade de solucao para o
problema (4)-(5) bem como a existéncia de um sistema dinamico continuo
em X;. Para este propdsito, comecaremos com um Lema que nos ajudard
adiante.

Lema 3.1 (Veja [20]) Seja f;,g; sequéncias em L*(Q) tais que

fi = f (fraco) em L*(Q)
g; — g (forte) em L*(Q).
Entao
figi — fg em D'(Q),
onde D'(QQ) é o espago das distribuigoes.
Suponha que f,g € H'(R) e considere a existéncia de solugao no espaco
X, = H*(R) x H'(R). Seja (ug,v9) € Xp. Para todo € > 0, considere a

seguinte equacao

(1—edP)u=f.

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados, obtemos

fe) (3.1)

Portanto,



isto é,
/ xS N\S/) f
\/ s 1+ 652

Vamos Denotar por A, = (1—¢9?)~! o operador que age da seguinte maneira:

(1 —€d7) ™" f)(2) dg.

f(¢
A e d 3.2
) ) = = [ e L e (32)
Observe que
A FI < (111 (3.3)
Podemos olhar (A.f)(x) de outra maneira. Note que, se v(x) = 2— e~lel/ve,
\ 2¢
entao
)=
o8) =17 =t

T
Basta mostrar que se w(z) = \/ge_m, entao w(§) = pois pela pro-

1
1+¢

priedade da transformada de Fourier, temos

w[($)] ©=ri0¢).

A
Logo, tomando \ = /€, teremos que w (%) (&) = Vew(\/€€), isto é,

(7)) o] -m=

Como v(x) = zw (% e

calcular a transformada de Fourier de w(x). Como vimos

(e \/ﬂ/ N / —ia€o—lal g¢ — / Teos(x) d§ = 1_:527

pois / e lsen(x€) dé = 0. Assim,

1
Portanto vamos

, segue-se que 0(§) =
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Feito isso, substituindo em (3.2) obtemos

zm _L eim T >|<U/\
(Af)(z) = m/ f(6) >d£—m/ V3 (f + 0)(€) de
B / e (f % v)(€) dE = V2r(f x v)(~a),

isto é,

Ac f(z) = V2r(f *v)(—a), (3.4)

onde v(x) = 21 e~lel/ve,
\ 2¢

Propriedades 1

1.
De fato
£ zxf zxff
A = \/ﬁ/ 1+§2 m/ 1+§2df
2.
De fato,
_ iz f zx{ fA<€)
Acf)e = dx (@/ 1—1—6§2d> \/ﬁ/d:p 1—|—e§2d5
- it i€/ (¢ ms—(g)
B \/ﬂ/ 1+e§2 \/ﬁ/ Tt ©
_ zx§ fx _
3.
/uAevd$ = /vAeudx. (3.7)
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De fato, por (3.4), temos que (u * v) = /= / —le /ey (y) dy.

Portanto,
/f i, vd (/"/f —u+m ) dyd
uNcvdr = — ydx
Ve

ﬁ x)dydx.

/HAevdx:/vAeﬂdx.

Lema 3.2 Denotando por f. = (A.f)(z) temos que se f € H*(R) entdo

f. € H*2(R) com
b < (1 2) 171

[ felle < W1£ -

Além disso, quando € — 0, f. — f em HF.
Prova: De fato,

A 14€2\°
Ifltee = / (1+ &) 1f [ de = / 1+ (1 - 55)

1+£2)\° 1)*
< sw({55) I < (14 7) 12

15 = [+ efliorde = [0+ amli@re

1 2 _ 2
ow () =11z m

Logo,

IN
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Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade com dados iniciais em X3) Suponha
que f,g € HY(R). Para toda (ug,vy) € X2 o problema

Uy + Upy — w+iau = f(x), z€eR,t>0
u(z,0) = wup(z) '
v(x,0) = vo(z)
admite uma unica solugao global
(u,v) € C([0,00); X5) N CY([0,00); L* x H'(R)). (3.9)
Prova: Considere o seguinte problema de Cauchy regularizado
qug + ul, — U+ lauf = f(x)
vf + B + 2yRe(u‘Acu) = ge(x)
u(x,0) = wo(x) (3.10)
ve(z,0) = wpe(x)

Denotando por Y = L? x H?(R), podemos reescrever (3.10) como o problema
de Cauchy abstrato em Y:

{ Us = AU + F(U)

U0) = Uy, (3.11)

onde

[k —a 0 o —i(uv® + fe) e [ u
A= ( 0 -0 )  FU) = ( —2vRe(uAcus) +9ge )’ U= v )
O dominio de definicao de A é D(A) = H?(R) x H?(R). No que segue-se

faremos uso do seguite

Lema 3.3 Sejam u,v,w e z fung¢oes em H*(R), s > 1/2. Para toda fun¢ao
f € C*(R* R) vale

1f (u,0) = f(w, 2) g < Culllu = wllas + v = 2l[ms), (3.12)
onde Cs € uma constante tal que Cs = C(||u|

Prova: Veja (77). [

0]l 55 [[w]

Hs, Hs, Hs, |Z|HS)

Lema 3.4 Para todo Uy. € D(A) existe uma unica solugao US do problema
de valor inicial

dt (3.13)

{dUG(t) — AU(t) + F(t,U°)
UC(O) = UOe(x)a
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definida para t € [0, Thax) tal que
(u,v) € O([0, Thnax); D(A)) N CH[0, Trnax); Y),
com a sequinte propriedade: Tyax = +00 ou se Ty < +00 teremos que

Jim (el + 02w = oo

Prova: De fato, para demonstrarmos esse Lema precisaremos das seguintes
afirmagoes:

Afirmagao 3.1 A ¢ um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tracao em Y .

De fato, a idéia da prova é aplicar o Teorema de Lumer-Phillips (veja [1]).
Portanto dividiremos a prova em duas partes.

1. A é dissipativo:

(A é dissipativo < ||(A] — A)x|| g2z > A||z||z2xm2 Yo € D(A), A > 0).
E fécil ver que

(AI_A)_((A+03—¢8§ Ag& )

Portanto, para todo [u, v] € D(A)
(M — A)[u, 0] = [(a + N — i0%u, A+ )], a,B,y > 0.
Portanto,
[T = ), o] Bz = 1O+ @)t — it 32 + A+ Aol (3.14)
Por outro lado,
O+ @il = [ 1O+ au = i) (O de
= [10+ @) +iPlao) de
=[O+ ar+elaeP e
> [ ds = ¥ulf
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[0+ Bl = @+ @RI+ B =+ 97 [ (1+EPlo(e) g
> 2 / (1+E)0(6) P de = N |Jo]|2p.
Portanto, substituindo em (3.14) obtemos

I — A)fu, 0] pzemz > M| o]l 2w 5 Yu,0] € D(A).  (3.15)

2. RI—A) =L?R) x H3(R) : De fato, devemos mostrar que dados
[f1, f2] € L*(R) x H*(R), existe [u,v] € H*(R) x H*(R) tal que (I —

A)[u,v] = [f1, f2], que é equivalente a resolver o sistema
(a+ Du—iug = fi
(B+ v = fo
1
Note que v = T Bfg € H?, isto é, v € H% Aplicando a transformada
de Fourier na primeira expressao, obtemos
o a : X fi()
a4+ Da(€) +iE%u(€) = ortanto u(§) = ——————,
(0 + () +i€(6) = /1(6) » O =T

isto é,

-/ e

Agora observe que u € H?, pois
(1+ &%)
ol = [arera@pa- [T e e

2+
14 ¢
SS?{érW%EU“W<w’

. (14¢€%)° 1
s i ere) < (o)

Para concluir, como D(A) = Y, segue-se do Teorema de Lumer-Phillips (veja
[1]) que A é um gerador infinitesimal de um Cy- semigrupo de contragao. O
que prova a afirmagao.

Para a préxima afirmacao faremos uso do seguite

dg.

’U,.CC
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Afirmagao 3.2 A funcio F : D(A) — D(A) € localmente Lipschitziana.

Prova: Devemos mostrar que dados

em D(A) existe constante C' = C'(||u®|| g2, ||v¢]| g2, [|w|| g2, ||2¢]| #2) tal que
I1EU) = F(V)pay < CIUT = VEpay.

Para provar tal resultado, usaremos o Lema 3.3. E fcil ver que

o o —i(uv® — weze)
FUs) - F(V) = ( —2vRe(uA. aS, — wA wE) ) :
Portanto,
IF(U) = F(V)heay = lll=iu v —wz), =2yRe(uAc @ — w A wy)] || B a

< Jlufv — w2 + 497 (w A ag — wA ) |I7
< Cllu = wli + 0" = 2Ml%2) + C(luf — wlie + [[(Aea® — A“@°)s|32)-

Agora observe que 9, : H> — H*! com ||u, gs. Com isso
q

o1 < |ul
I(Act® — Ac) |3z < ||Ac(uf — w®)||3s

_ /(1 + 2 (A — M) A (€)]? de

su 1+—£2 22| (uf — wle 2
< sl g} [0+ Pl - u n @ dg

< — e

Logo, substituindo na expressao acima, existe uma constante C' como acima,
tal que

IF(U) = F(V)Ihay < C*(lluf — w72 + [lv = 2[172),

isto é,
1EU) = E(V) by < CIU =V

O que prova a afirmagao (veja [1]).
Logo existe uma tunica solugao

(u,v) € ([0, T.); D(A)) N CY([0, T.]; Y),
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onde T, = +o0 ou Ty < o0 se tlinTl (1wl g2 + ||| z2) = +o0. ]

A idéia agora é mostrar que T, = o0, isto é, mostrando que

[ull 2 + [N 2 < CCE [ fell s [1gell s el a2, [vocllmz) 5 0 <t <T,

que garantird existéncia global de (3.10). Em seguida uma estimativa que
independera de €

[u Nz + ol < O Nl Ngllans Nluollaz, lvollar), 0 <t < T

que garantird existéncia global de (3.8). Considere novamente a equagao
(3.10). De maneira anédloga ao Lema 2.1, mostra-se que

2
ol < e + W1 — ooty (3.16)

ou

luf® < Jluoll*e™" +

”g—L'QQ — e (3.17)

Multiplicando a primeira equagao de (3.10) por —2(u§ + auf) obtemos, de
maneira anédloga a (2.3), a seguinte expressao

20Im / usu dr — 2Re / ujuy, dr — 2aRe / u‘u, dr

+ 2Re/u€veu§dx++20zRe/|u |2v€d:)5+2alm/u u; d

= —ZRe/fJL,f dx—ZOzRe/fJf dx. (3.18)
Analogamente, obtemos:
1.
_ d 9
—2Re [ uju, dx = %HUQEH e —2Re | foujdr = —2Re [ fautdx | .
2a]m/u§ﬂ€ dr =0 e QaRe/ﬂeu;r dr = —2a/|ug |
3.

d
2Re/u€u§v6 dx = a/(luelz)vedx—/wﬂ%f dx.
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Substituindo agora (1)-(38) em (3.18), obtemos a seguinte expressio:

d

pr (||u;||2+/|u6|206dm+2Re/feu€dx) +2a||u;||2+2a/|u6|205dx+

%—QOzRe/fgu6 dx—/|u€|21)ted:p:0. (3.19)

Multiplicando agora a segunda equagao de (3.10) por |uf|? e integrando com
respeito a x, obtemos

—/\ug\zfuf da::ﬁ/\ug\%f dx+2’y/]u6]2Re(u€Aeu§) da:—/]u€]29€d.9:.
(3.20)
Por (3.5) e (3.6), temos

2Re(uAcuy) = u A ul + uAcu, = 2Re(uAe us).

Logo, (3.20) fica

—/|u6|2vf dx—6/|1f|21)E dx+27/]u6]2Re(ﬂeAeu§) dm—/|u€|29€dac.
(3.21)
Substituindo (3.21) em (3.19), obtemos

d
dt (||“3“2+/|u6|2v6d:r+236/feafdx)+2a\|u;|!2+(2a+ﬁ)/Iuel%ﬁ dz+

+2aRe / feutdx — /g€|u6]2 dx + 27Re/ luPuAcu de = 0. (3.22)

Multiplicando a segunda equacao de (3.10) por 2v¢ e integrando obtemos

d
EHUEHZ + 28||v°||* + 4vRe / u A vt de = 2/gevE d. (3.23)

Por outro lado,

2Re / uAcusvedr = 2Re /(w; +ul, +iout — fo)A u dx

= —2]m/u§/\6 us, dx — 2adm / uAcul, dx
—2Re / feAcul, dx 4 2Re / us, At do (3.24)
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Agora note que
d
E[m/ue/\6 udr = [m/(ui/\6 us, +uAcug,) do

= ]m/uiAEﬂ; dz —]m/ui/\eﬂi dx

= Im/ui/\gufC d:):+]m/u§Aeu§dx. (3.25)
Usando (3.7) obtemos

/ﬂ§A6 up do = /ui/\e ug, dx.

Portanto, substituindo esta tltima expressao em (3.25) temos que
%[m/u€A€u§ dx = 2[771/2@/\E us dx (3.26)
que por (3.5),(3.6) e (3.7) temos
21?«3/10?&/\6 u, dr = /ujml\6 us, da:—i—/ﬁ;x/\eu; dx
= —/uiAEa;m dx—i—/u;AEH;m dx
= —/U;Aeu;m dx+/u§;A€u§m dx =0. (3.27)
Por fim, substituindo (3.26), (3.27) em (3.24) ficamos com
2Re/u€AEufcvE dex = —%Im/uﬁl\eufﬁ dx
—2a[m/u€/\5u; dx — 2Re/f€Aeu; dx(3.28)
Somando agora (3.22),(3.24) e (3.28) obtemos a seguinte expressao
% (||u§c||2 + [Jv)1* + / |uf|*v¢ da + 2Re/f6u6 dx — QWIm/ueA6 us, dx)
+ 2« <||u§[),||2 + ||| + / |[uf|?v da + 2Re/f€u6 dx — 27[m/UfAE us, d:v)
= 2(a—B)||lv°|]* + 20411336/]"6uE dr — 6/ |uf|?ve dx + /g€|u€|2 dx
+4vRe / feAeu, dr + 2Re / gev-dx — nyRe/ [u|Pac A v, d. (3.29)
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Contudo, denotando novamente £¢(t) = (u¢, v), obtemos

IAE) = [P+ [+ [ o do+ 2Re [ fado = 2y1m [ weh at do

e

K€1) = 2(a—6)\|v6||2—1—204Re/feﬂedx—5/|u€|2v€dx+/ge|ue|2dx
+4~Re / feAett do + 2Re / gvt dr — 27Re/ luf|?ac A us, do,

isto ¢é, (3.29) torna-se

%Je(ﬁ(t)) + 20 (€(t)) = K(°(1)) (3.30)

Afirmacao 3.3 Existe uma constante C' = C(||uol| g2, || f||z1) tal que

(e ll® + lv]%) = €. (3.31)

N | —

J (&) =

Prova: De fato, no que segue-se estaremos sempre utilizando as estima-
tivas (3.3),(3.16) e (3.17).

1.
‘%fm/%f/\e agdr| < 2ly[uflAcas] < 20| lulJusll < eflugl® + Cler)|Juc]?
< eflusll® + Ciler, || £l lluol m2)-
2.
‘/|U6|27Jed«f < uflssllu o] < eaflof||* + Clea)[Juc]|Z |us]?

< e|ve]]* + Cleg)|uf||P[ug]
< allusll® + el + Cler, e2)]Juc|®
< ellull]® + el|v])? + Coer, e, || fllm, [[uoll m2)-

3.

'QR‘f/feu6 dz| < 2| fell g2 |lu|| < Cs(|| fllars [[uollm2)-
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Assim, escolhendo €7, €, adequados obtemos

1
JU€ D) = 5 (Il +11l?) = Gl luolle),

0 que prova a afirmacao.

Afirmacao 3.4 Existe uma constante C = C(||uo|| g2, || fl g, |9l ar) tal que

€ a € €
K€ 0) < & (sl + o)) + ¢ (3.32)
Prova: De fato,
1.
ae [ ds| < 200 1) < Collualle 17 )
2.
\2 [oaras| <2 Wlllod < callol? + Clela?
< ellv|* + Calea, |glla)-
3.
‘47Re / FAade| < ARIAIIAE <[4 |
< el + Cle)lf Il < exllul? + Caler, [ flln).
4.
‘ﬁ [ da] < gt el ol < VR |
< el + Clea) s | ]
< allslP + eallo’l? + Cler, e, ]l
< el + el + Caler, e, oz, [ fll ).
5.
\ JoduPas| <l el 9] < VBN 2l
W) (s 2 ])? o2 o s
< x — e el €
< W (el g I s
< allul))® + Csler, gl s 1Nz ol m2)-
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6. Por tultimo,

‘Z'yRe/ lu|?ac A, v, doe

< 2| [ Pl i
< allugll® + Coler, luol 2, I £l a0)-
Portanto, segue-se de (1)-(6) e da escolha de €; e €3 que

K (£(1)) < % (g 1* + 10°1%) + Clluollzzz, 1 £l gl an)-

Portanto, para todo 0 < ¢ < T, existe constante C' = C(T, [[uol 2, [[vol[m, | fl 1, |9l 1)
tal que
[us I+ [P < C VO<t<T. (3.33)

Agora vamos estimar a norma em D(A) = H?(R) x H?(R). Seguindo a
mesma linha de raciocinio chegaremos a uma expressao equivalente a (2.32),
isto é,
2Re/ufmﬂ;xt dx + 2aRe/ lut,|* dov — 2Re/ueveﬂ;xt dx — QOzll%e/ueve@;ac dx
= 2Re / fus,, dor + 2aRe/f€u;$ dx. (3.34)

Vamos agora as simplificagoes:

1.
d d
2. E claro que
2aRe/|u;$|2d$ = 20ug,|?

3. Como f, nao depende de ¢

2Re/f€ufwt dex = %(QRe/fguiw da:).
4. Por tultimo,

d
pr (2Re/u€veﬁ;x dx) = QRe/ui’Ueﬂix d37+2R6/U€Ufa§m dx

—i—QRe/u%fu6 dzx,

xxt
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isto é

2Re/u€v€ﬂ§m de = 2Re/u;veﬂ§x dﬂU—i—QR@/ueUfa;x dx

4 (2Re/uev€u§w dx) .
dt

Substituindo (1) — (4) em (3.34) obtemos

d
y <||ufm||2 — 2Re / u“vus, dr — 2Re / foas, d:p)

+2al|ut,||* — 2aRe / uvu, dr + 2Re / ugvus, dx
+2Re / u‘vgus, der — 2aRe / feus, dx = 0. (3.35)
Da primeira equagao de (3.10) temos
Re / ujvus, dr = Re /(—ife +dug, — vt — au)veug, dr
= Im / fevcas, dx + Im/us(ve)Qﬂix dx

- aRe/uEv%;w dx, (3.36)

¢ U dx = 0. Dasegunda equagao de (3.10)

€
onde usamos o fato que I'm / us, U,

temos

Re/uevfu;x de = Re/zf(—ﬁve — 2yRe(u‘A. ) + go)us, dx
= —[Re / u‘vas, dr — 2yRe / Re(u‘A. uf) u‘u, d
+ Re / u‘geus, dx
= —BRe/zfveu;x dx — 2’}//R6(UEA€ us) Re(u‘u,) dx

+ Re/uegeﬁ;x dx. (3.37)
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Substituindo agora (3.36), (3.37) em (3.35) obtemos
% (Hu;xHQ - 2Re/u€v5u dx — 2Re/f6u C,:da:) + 2a|uf ||
—QOzRe/uevmfuC dx%—?]m/f6 d:z:+2]m/ s, dx
—2aRe / u‘us, v dr — 20Re / uvu, de — 4y / Re(u‘A. u,) Re(uus,) dx

—|—2Re/geu€ﬂ§m dx — 2aRe / feus, dr = 0. (3.38)

Derivando a segunda equagao de (3.10) com respeito a = e em seguida
multiplicando por 2v;, obtemos

2ugvg, + 28(05)* + dyRe(uAc tg,) + 4y Re(ugAc ) = 205 gea-

Portanto, integrando em x, obtemos

d
EHv;HQ—{—QﬁHv;HQ+47Re/u€Aeufm dx + 4yReul A u, dx

—2/v§g6m dx = 0. (3.39)
E claro que
Re/ueA6 us,dr = Re/(uﬁvg)IAE us, dr — Re/u§A€ us,,v° da.3.40)
Por outro lado (u“v9), = iu, + uS,, + ious, — fe,. Logo,
Re /(ueve)IAE u,,dr = Re /(Zuit +ul,, +ioaus — fo)Ae U, do
= —Im / us, A, de — oz_fm/u;A6 us,, dz

— Re/fex/\gu;xdaz, (3.41)

onde usamos o fato que Re / us, At de = 0. Usando agora integracao

por partes, obtemos,
d
Im/uitAeﬂ;z dx = Efm/u;/\eﬂ;m dx — Im/ujg./\e’a;xt dx
d € —€ —€ €
= —Im ugAcus, dv + Im | u A, do

= —[m/u Au dm—fm/ugx/\euitd%



isto é,
d _ _ _
a[m usAeul, dv = Im [ @, A, de+Im | u A, de
= ZIm/u;tAEﬁfm dz,
onde usamos (3.7). Portanto,

1d
]m/uztAEﬂ;m dr = ——]m/ujc/\eﬂ;x dx. (3.42)
2dt
Substituindo agora (3.42) em (3.41) ficamos com
Re/(ueve)IA6 us, dr = —§£Im/u A, doe — a[m/u A, dx
— Re/fm/\e us, dx. (3.43)

Portanto, ao substituir (3.43) em (3.40) temos

Re/ueAefL;xve dr = —§%Im/u A, dz —alm/UZAe Uy, A

- /fwA us, dr — /uerufmvedx. (3.44)

Finalmente, substituindo (3.44) em (3.39) ficamos com

d
dt

—4vRe / feaAeul, dv — 4y Re / usAeus, v dr + 4y Re / us Acus v de

(||U;H2 — 2fylm/u;A6H;r dx) + 28|05 ||* — 4aylm/u§/\€ﬂ§m dx

-2 / Vs ger dz = 0. (3.45)

Somando agora (3.38) com (3.45) e denotando por £°(¢) = (u€, v°) obtemos,

Ji(E(t) = Hu;xH2+ |]v§\|2—2Re/uEv€u da:—QRe/feu L dz

— 27[m/u§A€ﬂ§x dx
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Ki(&(1) = 2(a—B)|vi||* — 2Im/f€veu;x dr — 2Im/u€(v€)2u;gC dx
+ QﬁRe/uﬁveﬂgx dx + 47/Re(u€A€a§)Re(u€’a§x) dx
— 2Re / geuug, dr — 2aRe / feus, dr + 4vRe / fex et dz
+ 2 / V. gex d — 4yRe / ugAcus vs dr + 4y Re / uS A, v d.

Portanto,
d

2 1(E (1) + 201 (€5(1)) = Ka(€°(2)). (3.46)

Afirmacao 3.5 Existe uma constante C' = C(||f| 1, |9z, |woll g2, |Jvol| z1)

tal que
1

JUE) > = (JJus, 1> + [vsll?) — C. (3.47)

\)

Prova: De fato, primeiro observe que de (3.17) e (3.33) segue a seguinte
estimativa: [[uc||3 g + [[v]] < C. Logo,

1.
’236/166”6@;6 dr| < 2fvlsollu|Jus, || < erflus, I + Clen) o2 lu]l?
< allul,|l* + Clen) ot || Jog]l]uc]]
< el ll® + ellvs]]? + Cler, e2) o] f|u))?
< allug, | + eallvs]|® + Cle, e2)|[u | F gy eI
< eaul Il + el[vi]]? + Ciler e),
onde C (€1, €2) = Ci(er, e, || fllas |9l s |wol a2, [voll ).
2.
’2R€/feﬁ§x do| < 2||fellllug.ll < exllug,ll? + Coler, | ] mn)-
3.
‘%Im/uif\eﬂix dr| < 2Py|Jlusllflus |l < enllusll® + Cle)|us?

A

< e|luS, Il + Cslen, | fllm, 19l lluoll w2, [[vol m)-
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Portanto substituindo (1) — (3) na expressao de J;(£°(t)) e escolhendo €, €

adequados obtemos

1
T(E®) Z 5 (e l” + 1E17) = CUSNa gl ol ool ).

Afirmacgao 3.6 Ezxiste uma constante C' = C(||f|| 1, [|9]l a1, |woll g2, |vol|z1)

tal que

i€ (1) < 5 (el + esl?) + €. (3.48)

Prova: De fato, usaremos constantemente (3.17) e (3.33).

1.

’2Im/feveﬂ;x dx

IA

INIAIA

2] ool fellllugall < enllugl® + Clen) 5 fell?

eifluge I* + Clen o g fell?
erllug.|® + eallvg|I* + Cler, e2) [l fel|*

e1lluse | + el o5 ]I* + Ciler, e2),

onde Cy (e, €2) = Ci(er, €, || fllms (|9l mrs ol 2, lvoll a1 )-

2. E facil ver que

2ake [ £, da| < el |+ Cater, | 7m)
3.
‘26Re/uevﬁﬂ;xdx < 280 oo Juc[Jug, || < ellug,|I* + Cen) e II2, [[uc]®

< allug, P + Cle) o[ flvglluc]?
< elug,|? + eollvsl” 4+ Cler, e2) o] [ucll
< allug, P + eoflug|®
+ Cs(er, e, || fllar, 9], woll a2, |vol| ).

4.

‘ZRe/geueﬂgx dz

IA

IA A IA

2l gelllus | < € lluga I + Cle) Tulus gel?
erflusa 1 + Clen) (sl + llul*llgell”)
exfluge I + Clen) (lugll” + o 11* + [luel*llge ")

erllus,I* + Caler, [/ 1, gl luoll e, ol )
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‘2 / Vs Qe A

'2 / VS Ger dT

IN

2005 gea | < eallvgll® + Cle2) I gea

eal|v]1? + Cules, lgll ).

< 200l geall < e2l|US]1? + Cslea, Il an)-

6. Usando o fato que ||Acas, | < ||u,| temos

’4736/fe:c/\eu;xd$ < A fee AT | < 4[| fell [ |
< allul,|* + Colew, | fllm).
7.
’ﬂm/ue(vs)%ixdw < 20w ool [0 N3] use |-
Por outro lado,
1/2 12
||v€||?1=(/|vel4) < (o2 llo13) 7 < V2RI |33 2.
Portanto,
ot [ Psads)| < 2R o
< allul, |l + gl (Clen) lus gl 1o]1?)
< allug,|l? + eallvg]? + Cler, ) [|uc] o] °lug ||
< allug,]”?
+ ellvSll® + Crler, e, | fll e, gl mn, llwoll ez, ool a).
8.
‘47R6 [runasa] < ahlluslelams i)
< ellvg]]? + Clea) Jug ||| ug, |l ug]?
< allug,||? + ellvg]]? + Cler, e) [|ug]®
< allul,l)? + eoflvg]?
+ 08(617627 ||f||H17 ||9||H17 ||U0HH27 ||Uo||H1)-
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‘4vRe/u;Aeﬂ§xvﬁdw < Ao foollug T Acti, | < 4y v foo [l 25 I
< ellug, )P 4 Clea) [[o])2 llug |12
< allug,|I” 4+ Clen)[[o]flvg [ lus ]
< ellug, P + ellvgl? + Cler, e) lve]*flug||*
< ellug,|” + eoflvg|?
+ Cyler, e, || fllar, [|gllar, |uoll a2, ||lvoll ar )
10.
‘M/Re(u%eu;)f%e(ueu;g)dw < Ayl (12 g A, |
<8Iyl lug P g, | < 8yl | lug |l us, |
+ 8yl e flug
< 8Iyllu lusa I (lugll® + [lof)1?)
< allug, P + Cle)Ju P (lugl? + lo]?)?
< allul,|” + Croler),

onde Cig(e1) = Crolen, | fllar, 9l ars [[uoll a2, [Jvoll a1 )-

Segue-se portanto, de (1) — (10) e da escolha adequada para €; e €3, que
€ «Q € €
K€1) < 5 (|l 12+ oz 1) + CULF s gz ol zz, [lvollan)-

Portanto de (3.47) e (3.48) existe uma constante C' = C(T., || f||a. ||l |uoll 2, [[voll 1)
tal que
[uS, 1P+ [logl? <C V0 <t <T. (3.49)

Além disso, de (3.33) e (3.49) segue-se que para todo 0 < ¢ < T

lullze < C(T A N gl Nuoll e, ol ) (3.50)

Multiplicando a segunda equagao de (3.10) por 2v¢ obtemos
2050 + 26(v9)? = 20°(ge — 2yRe(u A 4L)).
Integrando esta a ultima expressao com respeito a x obtemos,

d
%HszQ + 208||v°|| = 2/216(9E — Re(u‘A.ay)) de.
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Observe que

‘2 / v(ge — Re(uAcu)) dx

2 [ 0l + 23] |(uA )] do

<
< 200l gell + Alylllvt[lllu At |
< 2e[o|* + Cilen)llgel* + Colen)luActi | *.

Escolhendo € = (3/2 segue-se que

d € € € € —€
P+ 2800 < Bllvl* + C (llgel® + [lu AL )
isto é,

t
o[l < flooell*e™ + 0/ e P (llgel® + lut A ||?) ds. (3.51)
0

Analogamente, derivando a segunda equacao de (3.10) com respeito a z e
depois multiplicando por 2v;, obtemos

t
IS 1% < Nlvoes|[Pe™ + C/ e (|lgeal® + N(uAcus)|1?) ds. (3.52)
0
Pelo mesmo processo
t
150 1* < ezl *e™ + C/ e (| geaall? + (At ) |1*) ds. (3.53)
0

Somando (3.51),(3.52) e (3.53) obtemos:

t
[l Ze < llvocllzze ™ + C/O e (|lgellF + luAcuig|3) ds. (3.54)

Note que
1.

2
o = [aseraora- [ (15 we@r

1 2\ 2 1 2\ 2
gp{(%) }IlgH?sSt;p{ ) }ngnip.

Por outro lado, vimos que

14 €2\ 1\?
wi(ie) = (0 ])
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Portanto,

2 1 ’
locize < (142 ) Nl

lu Atz < [l lFe | Acug e = ||u€||§p/(1+£2)2|(AEUE)A(§)I2d€

= el [ Pl g

2

= ol [+ G g

= el [ Pl a

e |i€uc(€)]?
= |Ju ||§J2/(1 +§2)2m d§

1 2\2¢2
= el [ Gl R

14 £2\?
ot [ (155 (e de

1_'_52 ? e|l4 e|l4 1 ?
sgp{(méz) e < e (142)

VAN

IN

Segue-se dai que

€A € 1 i €
o+ oA e < (141) gl + )

Substituindo esta tltima expressao em (3.54) e usando (3.50) concluimos que
existe constante C'(e,T) = C(T, ¢, || f|l a1, |9l 1, ||wol| 2, ||voll 1) tal que

[0°[|72 < C(e, T). (3.55)

Para finalizar, combinando a existéncia local e as estimativas (3.50) e
(3.55) obtemos a existéncia global de (3.10), isto &,

(uf,v%) € C([0,00); H* x H*(R)),
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para todo € > 0 fixado. Das estimativas independentes de € (3.17),(3.34) e
(3.49) temos que

Iu, )%, = I ) Gz = lulze + oIz
= [l 4 g 1 + fluge 1+ lloel* + 11051
= + (g ll® + 11 + (g 1 + N0z l1®)
C(T 11 gl Nwoll 2 Nlvollan)- (3.56)

Para concluir as estimativas, mostraremos que para todo t € [0, 7]

IA

1, o) 72 myx ey < C(T L fllans [lgllans ol a2, [[vollan).
De fato, observe que
[oill = llge = Bv° — 2yRe(uAcug)|| < [|gell + BllAcus) |

< N gella + Bl + 207 ool Acts |
< Mgellzr + Bllvllz + 2 llwlz- < C,

onde C = C(T, || fllzr, |9l a2, l|woll g2, |vollz) para todo t € [0, T7.

Por outro lado, derivando a primeira equagao de (3.10) com respeito a ¢,
multiplicando o resultado por 2ug, tomando a parte imaginaria e integrando
sobre R, obtemos

d
%Huﬂ]z + 2a|uf|]? = 2[m/u€u§v,f dx.
Também ¢é facil ver que

’2[7"/%6@?“? dz| < ollui|* + C(T, | |z, gllar lluoll a2, lvollam)-

Substituindo esta ultima expressao na anterior e usando a desigualdade de
Gronwall nos da

lull* < C@ N f e gl luollzre, vollsro)

Para finalizar, falta-nos estimar ||vf,||. Derivando a segunda equagao de
(3.10) com respeito a x e tomando a norma acima, temos

1eall + Bllvzll + 20y lugAcus + uAcug, ||
gl + Bllvzll + Clluclz

gea | + Bllo e + Clluclz

C(T, 1 f e gl woll 2 [[vol[)-

[0z |

VAN VAN VAN VAN
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Portanto existe uma constante C' = C(T' || f|| a1, |9zt || wol| 2, ||vol| z1)
tal que

gl + lvillz < C (3.57)

Logo, juntando (3.56) e (3.57) obtemos constantes independentes de € tal
que

1 ) s < € gl + il @) < C-

Portanto, para todo T' > 0 fixado, de (3.56), segue que como (u€, v¢) é uma
sequéncia limitada e a bola ser compacta na topologia fraca estrela, temos
que quando € — 0, (u,v¢) = (u,v), para alguma (u,v) em L>®(0,T; X5).
Também segue de (3.57) que (uf,v$) = (w, z) em L>®(0,T; L? x H'(R)).
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Afirmagao 3.7 Nas condigoes acima (w,z) = (uy, vy).

De fato, como v¢ = v em L>(0,T; H'(R)) quando € — 0, temos

T

lim (cp(t),v%t))dzfz/o (o(t), (D) dt, Yoo € L0, T: H-(R)). (3.58)

e—0 0

Além disso como vf — z em L>°(0,T; H'(R)) segue que para a mesma ¢ de

(3.58) que
T

lim | {((t),v5(t)) dt = /0 (o(1), 2(1)) dt. (3.59)

e—0 0

Tome agora n € H'(R) qualquer. Portanto, n¢(t) € L*(0,T; H *(R)) para
toda funcao escalar ¢ € D(]0,T) e além disso

| moterviende == [ oo ae (3.60)
Por outro lado, como n¢ € L*(0,T; H }(R)) segue de (3.58) e (3.59) que

iny [ wo(0) 050}t = [ (note) (1) a

ing [ () 0°(0) = [ (0. 010 .

Segue portanto de (3.60) que

/0 (@t =(1)) dt = — / (n(t)n, v) dt. (3.61)

Como ¢(t), ¢4(t) sao fungoes escalares, temos que (3.61) é equivalente a

/0 (n, (1) (1)) dt = — / (1, du(t)o) dt,

isto é,

<n, /OTz(t)gb(t) dt> = <n, —/OTv(t)(bt(t) dt> , Vne H'(R).

Assim

| st =— [ aiuwa. vo e o).
8
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Logo z = v; no sentido fraco.

No outro caso, como u¢ = u em L*®(0,T; H*(R)) entdo u — u em
L>(0,T; L*R). De fato, se u¢ = u em L>®(0,T; H*(R)) segue que u‘(t) —
u(t) em H*(R) para cada t € [0,7T], ou seja se ¢ € L'(0,T; H'(R)) for
qualquer temos que p(t) € H2(R) e

lim{p(t), u(1)) = ((t), u(t)), Veo(t) € H*(R) = (H*(R))".  (3.62)

e—0
Tome agora ¢ € L'(0,T; L*(R)) qualquer. Logo ¢(t) € L*(R) para todo
t € [0,7]. Agora defina
T¢(t) . HZ(R) — R
u(t) (), ult))r2w)-

Claramente Ty ¢ linear com [Typu(t)| < [|o(t)| L2m)l|w(t)|| a1 @ < 0o. Ou
seja, Ty € (H*(R))*. Logo (3.62) vale, em particular, para Ty). Ou seja,

(T, u(8)) = (Toq), ult))

isto é,

lim (), (1)) 2y = (9(0), ul(t)) 12y - V(1) € L2(R).

e—0
Portanto,
T

lim [ ((t), u (1)) 2wy dt :/O (0(t), ut)) 2w dt, Yo € L'(0,T; L*(R)).

e—0 0

Isto mostra que u¢ — wu em L>®(0,T;L%*(R)). Agora como u¢ - u em
L>*(0,T; L*(R)) e uf — w em L>(0,7T;L*(R)) de maneira inteiramente
analoga ao caso anterior, mostra-se que w = u; no sentido fraco.

Afirmagao 3.8 Nas condigdes acima us,, — U, em L>(0,T; L*(R)).
De fato, como u¢ = u em L>(0,T; H?(R)) temos que para todo t € [0, 7]
i ((0), (1)) = (p(0) u(t)), Voo € LOTH2®). (369

Tome agora ¢ € L'(0,T; L*(R)) qualquer, isto é, ¢(t) € L*(R). Defina

também
Ty H?*(R) — R

ut) > (8(t), 02ult)) o).
Claramente Ty € (H?*(R))* para todo ¢ € [0,T] fixado. Logo (3.63) vale,
em particular, para Ty, isto €,

U (T, u () = (T, ult)).

e—0
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Ou melhor, lime_o(P(t), us, (¢) 2wy = (0(1), uea(t))r2m)» Yo(t) € L*(R).
Portanto,

lim (¢(t)7 u;z(t))Lz(R) dt = /0 (¢<t)7 umm<t))L2(R) dt, v¢ S L (07 T L2(R))

e—0 0

Isto mostra que U’;x = Ugy CIL LOO(O7 T; L2 (R)) Agora observe que para todo
r >0,
sy + 0 iy < C-

Pela imersao compacta H*(—r,r)x H(—=r,r) = H*(—r,r)x L?*(—r,r) temos
que (uf,v) converge fortemente para (u,v) em L>®(0,T; H' x L*(—r,r)).

Afirmagao 3.9 Nas condigies acima, u‘v® — uv e 2Re(u‘Aal) — (Jul?).
no sentido das distribuicoes.

Colecionando os resultados estabelecidos, obtemos as seguintes convergeéncias:

(uf,v%) = (u,v) em L®(0,T; L*(R) x H'(R))

(uS,ve) = (ug,v;) em L=(0,T; L*(R) x H'(R))
ut, — U em L>(0,T; L*(R))
uvs = uw em L=(0,T; L*(R))
2Re(uAais) = (Jul?), em L>(0,T; H(R)).

Portanto, passando o limite no sistema (3.10) concluimos que (u, v) é solugao
do sistema (3.8). A primeira equagao de (3.8) no sentido de L>(0,T; L*(R))
e a segunda equagao no sentido de L>=(0,T; H'(R)). Portanto (u,v) e solugao
(local) de (3.10) e pelo Lema 2.2, (u,v) é solugao global. Donde concluimos
a existeéncia.

Unicidade, continuidade e dependéncia continua com relacao aos
dados iniciais: Sejam (uq,v1), (u2,ve) duas solugdes do problema (3.8) com
dados iniciais

(U1($,O),U1(Z‘,O)) = (Ulo,Ulo) (S (UQl(SL’,O),Uﬂ(I,O)) = (UQ(],UQ()),

respectivamente. Pelo Lema (2.2), como f,g € H(R) e (ujo,v;0) € X2, para
7 =1,2, temos que
[l 2wy + llvjll gy < C-

Defina

(u,v) = (u1,v1) — (ug2,v2)

(Uo, Uo) = (U1o — U0, V10 — Uzo)-
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E facil mostrar que (u,v) satisfaz a seguinte equagao

o 4+ U +1QU = UV + UV,
Uy + fv = —2yRe(ujt, + uts,), (3.64)
(U(O,$),U(O,$)) = (u(J?vO)‘

Mostraremos agora que existe uma constante C' > 0 tal que

t
[ull 2 + l[w]] < C(lluollz + l[voll ) + C/ (el 2y + lluell + [0l @) + [[vell @) ds.
0

De fato, multiplicando a primeira equagao de (3.64) por 2u, tomando a parte
imaginaria do resultado obtido e depois integrando sobre R obtemos

%HUHQ—FQaHuHQ = 2[m/a(ulv+u1)2)dx
< ol uro + s
isto é,
<l + 20l < luro + w].

Agora note que

[urv +uvef| < lugv|| + [luvs||
< Nurllso o]l + [[v2]]oo || ull
< Cllullgz® + lvllm @)
Conclusao
t
] SCHUoHH2(R)+0/ ([ull 2wy + 1ol mrw)) ds. (3.65)
0

Analogamente, derivando a primeira equacao de (3.64) com respeito a t,
multiplicando por 2u,; e depois integrando sobre R, obtemos

d
%H“tw + 20w ||* = 2Im/ﬂt(ulv + uvg)y dr < 2||ug| [[(urv 4+ wvg)||,

isto é,
d
%HWH + 2afug]| < 2| (urv + uva)-
Logo,
t
|lue]| < Clue(z,0)|| + C/ |(u1v + wvg)¢|| ds. (3.66)
0
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Agora note que

[[ur (2, 0}

||litwoze — g — (U1 + ugvao) ||

< ol + affuo || + Clluor ||z |voll + Cllvaol| 1 [[uol|
< C(lJuollm2 + lvollm1)-
(§]
|(urv 4+ uve)e|| = [Jurev + wrv + wve + uveg|
< vlloollwrel] + llur oo lvl] + [vallooJuell 4 [[2l]oo [
< C(llme + vl @y + llwell + llull 72 wy)
< C(llullmz®y + lwell + [Vl @y + lvell mwy)-
Conclusao,

Juel| < Cllluoll a2y + [lvoll @)

t
+ C/O(HUHHQ(R)+HUtH+HUHH1(R)+HUtHHl(R)>d3 (3.67)

Novamente, da primeira equacao de (3.64), temos
Upe = —luy —iou + (uv + uvy)

¢
= —iuy — iou + (ugpv + ugvag) + / (u1v + uwvy)y ds.
0

Dali, usando (3.65) e (3.66) temos

t
[t | < IIUtH+a|IUI|+||ulovo+uw2o\|+/ [(uav + wva),|| ds
0

IN

C(|luoll 2y + l|voll 1 w))

t
+ O/ ([l 2y + [Jwell + 1ol 1@y + [[vell 51 wy) ds. (3.68)
0

Derivando com respeito a x, multiplicando por 2u,, tomando a parte
imaginaria e integrando obtemos

d
el + 20 = QIm/ﬁx(ulv +uw), da,
onde usamos o fato que 2]mfﬂxumx dx = 0. Logo,
d 2 2
d_tHUJCH + 2af|ug ||* < 2fjug ||| (wrv + uve) ||,
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isto é,
d
S [l + allusl] < (v + wop) .

Por outro lado, mostra-se que

(v +wva)e || < ClJullm2@ + 0]l a1 @)-

Conclusao,

t
e SC(\IUoHH2<R>+HvoHHl(R))+0/ (Nl 2y + 0]l @) ds. (3.69)
0

Juntando portanto (3.65),(3.66),(3.68) e (3.69) segue-se o resultado.
Da segunda equagcao de (3.64) temos que

t
v =vge Pt — Q’y/ e’ﬂ(t’s)Re(ulﬂx + ulla,) ds.
0
Aplicando novamente (3.12) temos

t
lolls < loollae™ + 20 / e84, + gy | 1 s
0

IN

¢
|vo| a1 + 2|7|/ |ur iy + utiog || g ds
0

IN

t
Cllvoll g + C/ (Jlur = uallgr + ||ure — tzel 1)
0

t
= CI\UoHH1+0/(|!U!\H1+|\ua:HH1)d$
0

IN

t
C”’U()HHI +C/ ||U||H2 ds
0

IN

t
C(luoll 2 + llvoll ) + C/O ([ 2 + llwel| + [0l + [lvel]) ds
C(lluoll 2 + llvollz1)

t
C/O (Nl + [luell + vl + llvell ) ds. (3.70)

IN

_l_

Novamente da segunda equagao de (3.64) e de (3.12) com f(z,y) = zy
temos que

IA

Bllvllm + 219[|lwtis + utiog ||
= Bllvlla + 21y[[[urtine — ugtisg[|
Bllvllm + Clullm + [luell )
Bllolle + Cllull g

[l 1
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Por outro lado

lullmz < (Jullg2 + |||
< C(|luoll g2 + |lvoll )
t
+ C/O (lwll 2 + llwel| + [[ol + lloell) ds

Portanto,
ol < Cllluollmz + [lvol[ )

t
e / (allszz + llell + Jolls + odllan) ds.— (3.71)
0

Denotando por h(s) = ||u| gz + ||ue|| + [|v]| g2 + ||ve]| 2 € somando (?7),(3.70)
e (3.71) obtemos

t
h(t) < C(Jluollz2 + |lvollgr) + C’/ h(s)ds,
0

que pela desiqualdade de Gronwall produz
h(t) < C(T)(luoll 2 + llvoll ), VO <t <T. (3.72)

Portanto, de (3.72) segue a unicidade. Pois se (u;,v;) (j = 1,2) satisfaz
(3.10) com os mesmos dados iniciais, entao o lado direito de (3.72) serd igual a
zero e portanto h(t) = 0. Daf (uy,v1) = (ug,v2) em H? x H'. A dependéncia
continua dos dados iniciais decorre também diretamente de (3.72) bem como
a continuidade. Logo (u,v) € C([0,00); X5) N CY([0,00); L* x H'(R)). MW

Agora mostraremos a existéncia de solu¢ao com regularidade mais baixa.
Mais precisamente mostraremos existéncia e unicidade de solugaoes com da-
dos iniciais em X;. Antes precisaremos do seguinte

Teorema 3.2 Suponha que a solucao de (4)-(6) exista para (ug,vo) € X e
f,9 € L*(R). Seja

XZ}‘ = {90‘90 € C([O>T]3 H1/2<R))>§Oaz € LOO<R§ L2<0>T))} ) X7 = L2<RX(0>T))

e M a aplicagao que leva (ug,vo, f,g) na solu¢ao (u,v). Entao existe T >0
tal que M : X1 x L? x [? — X1 x X2 ¢ continua.

Prova: Suponha que (ug;, vo;, fj,9;) € X1 x L? x L*(R) (j = 1,2), com
(uj,v;) solucao dos seguintes problemas:

(AuT + Uige — WVt lQUy = fl(x)a
U1y + B + WwmP)e = gi(2),
Ul(I,O) = Up1
Ul(l',O) = o1
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LUy +  Uggy — U2V +  TQUy = fQ(x)v
Vay + o + () = g2(2),
UQ(Z’,O) = Up2
’UQ(ZL‘,O) = Vo2,

que existe pelo Teorema anterior pois (ugj, vo;) € Xa € fj,9; € L? x L. Pelo
Lema 2.1 e (2.55) existe um 7" > 0 adequado tal que

[ujllar + ol < C e [ Dot pgeqey) < €, V5 = 1,2 (3.73)

Sejam u = Uy — U2, V= U1 — Vg, Up = Up1 — Up2, Yo = Vo1 — Vo2, f=h—Je
g = g1 — g2. E facil mostrar que (u,v) é solugao de

iuy + Uy +iou = wv + uvy + f,
) © o TR e
v(x,0) = vo(z)
A idéia é mostrar que existe um T > 0 tal que
[l + [[0llzz, < Cluollzz + llvoll + 11£1] + llgl)- (3.75)

De maneira andloga a (2.56) e (2.57) obtemos

t
1
v = e Pt — 27/ e’ﬁ(t’T)Re(uﬂu + ugtiy) dT + Bg(x)(l — e’ﬁt) (3.76)
0

u = e “U(t)ug —i(a —id?)  f(x) +ie *(a —i0?) U (t) f(z)

t t
- Z/ e_a(t_S)U(t — s)(uvy) ds — z/ e_a(t_S)U(t — 5)(uvge ™) ds
0 0
.
_ i/ efa(tfs)U(t _ 3)(ug(1 _ 6753» ds
B Jo
t

+ 27/ e U=t — 5) {u/ e P77 Re(uliy, + ugliy) dr | ds(3.77)
0 0
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Usando agora (2.47)-(2.51) e (2.53) obtemos

lulleerzy < lle” U uollpser2y + 1o — i02) U (E) f ()| o 22

t
+ ‘ / e =T (t — 5)(uwy) ds
0 L(L3)
t
+ ’/ e Ut — 5)(uvge ™) ds
0 LF(12)
1 ' —a(t—s) —Bs
+ = e Ut — s)(ug(l —e %) ds
FllJo L (13)
t s
+ 2] ‘ Re/ e (- s) [Ul/ e P67 Re(utiy, + uat,) dT] ds
0 0

Vamos agora as simplificacoes

1. Usando (2.47) temos

1/2
He_atU(t)u()”L%o(L%) = sup (/ 6_2at(U(t)u0)2 dl’)

(0,7]

IN

sup || U (t)uo| 2
(0,7

IN

sup CJt'*luo| 2 = [|uollzz-
[0,7]

2. Usando (2.47) temos

le™(a —id2) " U@) fllpgerzy < [Souf] (e = 03) "' U () f 2
= sup||U(t)(a —id7) " fl
(0,71
< [SU}?C”(O‘ —i02) " fllrz < C||f]lr2-
0,

3. Usaremos agora (2.49) com (r1,q1) = (00,2), (r2,q2) = (6,6), 7y = 6/5
e q'2 = 6/5 que verificam as hip6teses do mesmo. Logo,

<

/0 t U(t — s)(uvs) ds

S C||UUQ||L6T/5(L2/5).

t
/ e =IU(t — 5)(uvy) ds
0

L (L2) Lge(L2)
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4. Usando novamente (2.49) com os mesmos valores obtemos

¢ t
‘ / e =T (t — 5)(uvee ) ds < / Ut — s)(uvge™"") ds
0 L3 (L2) 0 L (L2)
< C‘|e_ﬁtuU0"L§/5(Lg/5).
5. Pelo mesmo motivo, temos
¢ ¢
‘ / e U (t — 5)(ug(l — e %) ds < / U(t — s)ugds
0 Lge(L2) 0 L (L)
S C||Ug||L6T/5(L2/5)-
6. Por ultimo, aplicamos novamente (2.49) com (r1, q1) = (00,2), (r2, q2) =
(1,2), 7“/2 =00 e q; = 2 que verificam as hipdteses do mesmo. Logo
t S
HR@/ e U= (t — s) {u/ e P77 Re(uiiy, +U21_Lx>d7':| ds
0 0 Lg(L2)

< c|

Reu,y / e_ﬁ(s_T)Re(uﬂlx + ugtiy) dT
0

LEF(L3) |
Substituindo portanto (1) — (6) em (3.79) ficamos com
fulligaz < Clluoll +ClF + Cllutsll s o

_ C
+ CHe ﬂtUUOHﬁT/S(Lg/E’) + EHugHLGTm(Lg/s)

+ C (3.80)

ul/ e P67 Re(utty, + uyit,) dr
0

L (L3)
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Por outro lado, aplicando a desigualdade de Holder temos

T
HU 2||6/65;5(Lg/5) = /0 (/|u|6/5|1)2|6/5 d:(]) dt
T /4
(o) (o)
0

r/p s/q

/ ([ ar) dt] [ [ ([ vt ar) dt]
T /a T

sup (/ |u[P/5 dx) / dt sup (/ [0]%9/2 da:) / dt
| [0,7] 0 0,7 0

1/p /q
= TYrYs dsup </|U|6p/5dx> sup </|U ’6q/5dx> ,  (3.81)
[0.,7]

onde % + % =1, % + % = 1. Escolhendo portanto p =5/2 e ¢ = 5/3 temos

1/s

IN

1/s

IA

lavell oo oy < T Nl e o e e (3.82)

Pelo que vimos em (3.81), tomando agora p =5/2 e ¢ = 5/3, temos
1/s

13 [ 7 3s/5
el < 7 s ([ 1uac) [ [ ([ ac) dt] ,
T [0,T7] 0
T 3s/5 5/6s
) ) < T5/67" 2d / d
HUUOHL;@L%) < Jwll poe(za) ; |vo|” d t

Tomando agora s = 5/3 e r = 5/2, ficamos com

T
HU’UOHLGT/s(Lgm) < Tl/g’”uHL%"(L%) |:/ (/ ‘U0|2 d$> dt‘|
0

Por outro lado

T 1/2 T Y2
{/ (/ || dx) dt} < |sup (/ |v0|2dx) / dt = TY2||uy],
0 [0,7] 0

pois vy nao depende de t. Conclusao,

1/2

lustoll s g, < Tl oyl (3.83)
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Analogamente, como g nao depende de ¢, entao
lgoll s gors) < Tl oyl (3.84)

Por 1ltimo, aplicando (2.53) temos

t
Uy / Re(uty,) dr
0

Uy / e_B(S_T)Re(uﬂlx + ugly) dr
0

LS (L2) LF(L2)

¢
ul/ Re(ustiy) dt
0

LF(L3)

< TP ful] e g ] e gy 100 e 2
R LY PN L PP e P
= T enalge ey (el e sy N0t lazeca

b el e g Ol (3.85)
Substituindo portanto (3.82)-(3.85) em (3.80) ficamos com

HUHL;O(Lg) < Clluoll + C ]| + OTS/GHUHL%’(Li)”U2“L°T°(L§) + CT5/6HUHL%°(L3)||UOH

+ CTB/(S”“’HL%O(L%)”g”+T3/2HU1||L%°(H;/2)(HUHL%O(H11/2)HaﬂﬁuluLgo(L%)
bl 0l e 03) (3.56)

Da expressao de u, temos

Dyu = e ™U(t)Dyug — iDy(a —i0?) " f(z) +ie " Dy(a — i02) U (t) f ()
— iD, / A=Y (t — 5)(uvy) ds — iD, / =D (t — ) (uvge ™) ds
_ —a(t—s) . _ _-Bs
5Dx/o e Ut —s)(ug(l —e"%))ds

t S
+ 2Dx7/ e_a(t_S)U(t —5) {u/ e_ﬁ(S_T)Re(ualx + ugtiy) dr | ds,
0 0
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logo
IDsullpgozy < lle™ Dy 2U(8) Dy uoll e 1z + | Dl — i02) 7 F(2) | o2,
+ e U () Do —i07) " f (@)l 12012,

Lg(L7)

t
+ HDJ;/ e U (t — 5)(uvy) ds
0
¢

+ HDI/ e Ut — 5)(uvge ™) ds
0

Lo (L3)

- I (¢ — ) (gl — ) ds

Lo (L3)

t s
+ 2 HDgC / eIt — 5) [u / e’ (S‘”Re(uulﬁum)dT] ds
0 0

L (L7)
Agora vamos as simplificagoes.

1. Por (2.48) temos

le™*D;2U(8) Dy uoll pee 3y < € ClID; ol < Celuoll /e

2. Por (2.51) temos

t
HD&«/ e U= (t — 5)(uwy) ds
0

< eaTCHUWHL;(L;)-
Lg(L7)

3. Novamente por (2.51)

¢
HDJC/ e U (t — 5)(uvge ) ds
0

< eaTC||uvoe_ﬁt||Lg1£(LzT).
L (L)

4. Por (2.51)

< Celug(1—e )| 112y
L2 (L7)

t
HDI/ e U (t — 5)(ug(l — e P)) ds
0

5. Por tltimo, novamente por (2.51)

t s
HDx/ e =Y (L — s) [u/ e P~ Re(uiiyy + usiiy) dT} ds
0 0

Lge(L3,)

t
< et ul/ e‘ﬁ(S_T)Re(uﬁlx—l—uQﬂx) dr
0

Ly (L)
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Portanto ficamos com

IDzulleqrzy < Clluollie + 1Dala = i07) " f(2) | e 22,

b e U Dala— 03 (@) 1z + €T Clluvallzsiag)
+ eaTCHUUO‘meL;(LQT) +CeTlug(l — 67&)”%@%)
t
+ ef'C ul/ e P Re(utiyy + ugliy) dr (3.87)
0 LL(L%)
Continuando com as simplificagoes, temos:
1.
T 1/2
IData =) f@lnayy = s ([ 1Du(a e s ar)
= sup (|Dy(a — z'é?g)_lf\zT)l/2
zeR
= TV Dol = i82) " flge
< V2TV2||Dy(a —id7) 7 VA D3 — i) T |
< CT"?(|f| L2
2.

le™ U () Dala = i07) " flligezz) < ID2U () [Dy*(a = i07) " ] [l (22,
< CIDy2(a—i2) " flliz < Cllfllzz.

3. Usando o fato que vg nao depende de t e usando a desigualdade de
Holder, temos

1/2

T
fone sy < [ ([ late0Pltopar) a
0
T 1/2
_ /|v0| (/ |u|2dx) do
0
1/2 T 1/2
([rwkac) ([ [ 1rae) <ol etz

4. Usando o mesmo argumento do item anterior, obtemos

IN

lug(X = e rscezy < gl lullzzez)-
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5. Por tltimo, usando (2.52),

<
Ly(L%)

t
ul/ e_ﬁ(S_T)Re(uﬂlx + ugly) dr
0

t
ul/ Ul AT
0

< TH“lHLg?(Lz) (||U||L%°(Lg)\|U1z||Lgo(L2T) + ||u2||L%°(L§)”uwHLgO(LQT)) .

t
ul/ WU, AT
0

Li(L)

+

Ly(L%)

Dai, existe uma constante C' tal que

< Clluollggrrz + CT?| £l + Clluvallazzy + Cllvollllwll 22z,
+ C||9||||“||L§(L2T) + CTHul||L§’9(L§)(||u||L%°(L%)||u1$||Lg°(L2T)
+ uallzge ez luall oo 22))- (3.88)

”DquLgo(L%)

Note que de maneira andloga a (2.56) temos

t
Vg = Ve Pt — ’y/ e_ﬁ(t_T)(]uz(a:, 7')|2)x dr + %(1 — e_ﬁt). (3.89)
0

Portanto
t ' t 2 9(z) ¢
wvy = uvgee Pt — yu / e P (ug (2, 7) %) dr + UT(l —e ),
0
Entao,

o [ uate )t

1
Juval[L1rzy < lluvaollLy(z2) +B“ug”L}c(L%) +17 :
Li(L%)

Por outro lado,

t t t
U/(|U2($,T)|2)xd7' < u/ UogUs dT + u/ UogUs dT
0 LL(L7) 0 LL(L%) 0 LL(L%)
< 2T |ul| ooz luall Lo 22 llu2e || Lo (22
onde usamos (2.52). Logo
Juvalliezy < lvaollzzzzy + Cllglllull 2 L2)
+  CTullrge vzl Leo 2y w2zl oo (22)- (3.90)
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Observe também que

T
Hu”%g(LzT) = /(/0 ]u(a:7t)‘2dt) dx

T
< / / sup [u(z, t) 2 dt | da
0 [O,T]
T
< /sup|u(ar,t)l2dﬂf/ dt = T|ull7ee(z2)-
[O,T} 0

Portanto,
lullZzz2) < T2l Zoe iz

Substituindo agora (3.90) em (3.88) obtemos
IDsullpgezy < Cllwollgaz + CT 2| fll + CT2ull g a2y (gl + llvzoll

+ |lvoll + Tl/ZH“lHL%’(L%)HuleLgo(LZT) + T1/2HU2HL35>(L§)HUMHL;O(L?T))
+ CT|ugllpeer2ylluall ez lualloser2)- (3.91)

Da expressao (3.77) temos

DYy = e U(t)DY?uy — iDYug(a — i0?) "L f(z) +ie DY ?ug(o — i0?) LU (t) f ()

t t
- iDolc/QUO/ eIV (t - 5)(uvy) ds —iDglc/zuo/ e IV (t — s)(uvge ) ds
0 0

. t
— %D}/Quo/ e U (t — s)(ug(l — eP)) ds
0

t s
+ Q’YD;/QUO/ e—a(t—s)U(t_S) [u/ B_B(S_T)Re(uﬂlx—kmﬂx) dT:| ds.
0 0
Portanto
IDY?ullpee(r2) < lle™ U () DY *uol| g (r2) + I1D2* (o — i02) U (8) f () || pee 12

t
+ HD;@/ e U (t — ) (uwy) ds
0

L (L)

¢
+ HD;”/ e U (t — 5)(uvge ) ds
0

L5 (1)
+ HDI/2 =9 (t — 5)(ug(l — e P*) ds
E L (2)
t s
+ 2| HD;/2 e_a(t_S)U(t —5) [ul/ e‘ﬁ(S_T)Re(uﬂlx + Usly) d7':| ds
0 0 LF(L3)

Aplicando (2.47)-(2.51) ficamos com
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¢
HD;N/ e U (t — 5)(uwy) ds < Clluva| gy 22,
0

LF(L3)
2.
t
HD}/Q/ e U (t — 5) (uvge ) ds < OHUUO‘S_&”L}C(L%)'
0 L5 (12)

3.

1 1/2 ! —a(t—s) —Bs —pt

pie [ et — s)ug(t — e ™y ds| < Cllugi=e )y s3).

p 0 L (L3)
4.

t s
HD;/Z/ e’o‘(t’S)U(t —3) {m/ e’ﬂ(S’T)Re(uﬂu + ugliy) dT} ds
0 0 L5 (12)
t
< Al / e P (uiiy, + ugliy) dr .
0 Li(L%)

o.

IU(t) DY ol 102y = sup U (£) Dy *ug || r2 < C'sup || DY ugl|zz = C||DYuq|l 12

[0,T] 0,7
6. Analogamente
IDY?(a = i02) U (t) f ()| sez2) < CIDY* (0 — id2) U () f ()| 2.

7.

1D3/2 (0 = i02) ™ f () 25 (22) = Sup 1D, (o = i02) " f(@)l|z2 < CIf]-
0,

Concluimos assim que || D rge(r2) limita || Dyul|pe(z2). Portanto,

IDY?ullreeray < Clluoll gz + CTY?|| Il + CT|lull 22 2y (gl + [|v20ll

[|vol| + T1/2||UIHL§9(L§)HUleLgO(L%) + TI/ZHUQHL%O(L%)||u2x||Lg°(L?p)>

_|._
+ OT|uallpee z2) |wall e 2y [lul g z2)- (3.93)
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Usando agora o fato que [lul|x1 = HuHL%Q(H;/a) + [t || Lee 2 € mais

1
5 (lull + 1DY2ullE2 ) < lull2y < (lull?z + 1Dl )
segue-se que as normas

lellxg = ol sy + ol ey

lulllxg, = llullgez) + 1102 %ull g2y + 1Dl ez

sao equivalentes. Somando portanto (3.86), (3.91),(3.93) e usando (3.73)
concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

lullxs < Clluollgre + ClIfI| + C(T*? + T2)|Ju x3..
Escolhendo T > 0 suficientemente pequeno, temos
lullxz. < Clluoll 2 + ClIf]- (3.94)

De (3.76) temos

1 _
+=llg(1—e™")] 2

t
/ e_ﬂ(t_T)Re(uﬂlx + ugtiy) dr .
0 LiT /6 xT

[llz2, < [lvollzz, +2[7]

Por outro lado,

1. Como vy nao depende de ¢

T 1/2 T 1/2
||UO||LZT = (// |UO|2 dtdl’) = (/ |U0|2dl‘/ dt) = T1/2||1}0||.
0 0

2. Como a ¢ nao depende de t e observando que 1 — e™?* < j3t, para todo
t > 0, segue que

lott =iz, = ol ([ 1= e2ar)

T 1/2
< gl (/ 5%%) — cT|g).

1/2
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3. Por ultimo

t
‘ / Ul dS
0

Agora note que aplicando a desigualdade de Holder

[, = () [] [ o] ar)
A I
ORI

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio, existem 0 < t < T e
0 <t <T tais que

T t 2 £ 2
/ (/ |u)? ds) dt =T (/ |u)? ds)
0 0 0
T t 2 t 2
/ (/ |[u1,]? ds> dt =T (/ |1, |? ds) :
0 0 0

Mas [u* > 0 e |ui,|* > 0 e portanto.

t
/ €7ﬁ(t7T)R€<u’lj1x + Ugﬁx) dr S
0

t
/ Uolgy dS
0

‘

L2, L2

2
LacT xzT

1/2

1/2

IN

t T t/ T
/ uf? ds < / P ds o / s ds < / s ds.
0 0 0 0

‘/Otuauds v < {/ [T/T|u|2ds] {T/T|u1x\2ds} dm}l |
-l ([ e ([ ) o
< 7o ([ ar) [ ([ i ar) 2

= Cllua o< L2, HUHLgT

1/2
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Analogamente

< Clltoll e zz) lluzllzz,.-
Lir

t
’/ Uy dS
0

t
/ e’ﬂ(t’T)Re(uﬂM + uglly) dr
0

Portanto

Segue dai que

S Clluellzagllull iz, +Cllvall e g vzl iz,
LxT

o2z, < TY2lleoll+CT*2(lgll+Cllwsall g 2y lull 22, +C e | e 22 a2, -
Também é facil ver que
lull 2, < TY2fullpge 2
Usando agora (3.94) concluimos que
loll 2, < TY2|lwoll + CT*2||g|l + CT"2||uo]l /2.
Portanto, segue dai que
lullxy + llolle2, < C(lluoll vz + llvoll + £+ Mlgll) ™

O préximo Teorema é de extrema importancia para mostrarmos a ex-
isténcia de atrator global em Xj.

Teorema 3.3 (Existéncia e unicidade com dados iniciais em X; ) Suponha
f,9 € L*(R). Para todo (ug,vo) € X1, (4)-(6) possui uma tnica solugdo
global

(u,v) € C([0,00); X1) N CH([0,00); H' x L*(R)). (3.95)
Além disso, (4)-(5) define um sistema dinamico continuo S(t) em X.

Prova: Seja (ugj,voj, fj,9;) € Xo x H' x H'(R) convergindo para
(ug, vo, f, g) na topologia de X; x L? x L*(R), isto é,

L (ffuo; — ol + llve; = voll +11f5 = fll + llgs — gl =0. (3.96)

Considere o seguinte problema

iujy + Ujy — wv; +iou; = fi(x), xeR,t>0

Vjt + Bv; + 7(’“j\2)m = gi(z), zeR,t>0 (3.97)
uj(z,0) = wug;(z)

vj(x,0) = wvoi(x).
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De (3.9) temos que (3.97) possui uma tnica solugao
(uj,v;) € C([0,00); X2) N C'([0,00); L* x H'(R)).
Do Teorema anterior, existe 7" > 0 tal que
=l Hlvs—ll 2, < C (lies — wollis + ooy — voll + 15 = £1l + llgs — gl

mais precisamente, existe 7' > 0 tal que (u;,v;) — (u,v) em X} X X% para
algum (u,v). A idéia agora é mostrar que (u,v) é solu¢do do problema (4)-
(6). Da convergéncia anterior temos que

u; — u em LP(LA(R)) = L>(0,T; L*(R)) , quando j — oo. (3.98)
Portanto, como L*(R) C H !(R) segue-se que

i —wem LP(H'(R)) = L>(0,T; H *(R)) , quando j — oco. (3.99)

u x

Pelo Lema 2.2 temos que (u;, v;) sao limitadas em X;. Portanto (uj, v;) —
(w,z) em L>(0,T; H'(R) x L*(R)).

Afirmagao 3.10 Nas condi¢oes acima (w, z) = (u,v).

Prova: De fato, como u; — w(t) em L>®(0,T; H'(R)) entdo

| = [ oo, voe o ®). @10)
Agora seja p € L'(0,T; L*(R)) e defina

)
Towy H'(R) — R
u(t) — (o(1), u(®)) r2(w)-
Note que T, € (H'(R))* e portanto, em particular, (3.100) vale para
T,, ou seja,

/0 (T (1)) dt — / (T, w(t)) dt,

isto é,
/0 <90<t)>uj(t)>L2(R)dt—>/0 {o(t), w(t)) 2wy dt ¥ € LN0,T; L*(R))

e isto é a definicdo de u; — w(t) em L>®(0,T; L*(R)). Assim obtemos que

uj — u em L(0,T; L*(R))
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u; = w(t) em L®(0,T; L*(R)).
Segue portanto, da unicidade do limite fraco-*, que w = u. No outro caso,
v; —vem X2 = L2(0,T; L*(R)) e v; = z em L>(0,T; L*(R)). Como v; — z
em L>(0,T; L*(R)), temos

/ (v, (1)) 2wy dt — / N dt , Vo e LY0,T; L*(R)) D L*(0,T; L*(R)).
0

Ou seja, vale em particular para toda ¢ € L*(0,T; L*(R)), isto é v; — z em
L*(0,T; L*(R)). Portanto, segue novamente da unicidade do limite fraco que
z = v. Concluimos assim que

(uj,v;) = (u,v) em L*®(0,T; X1).

Observe agora que a sequéncia (uj,vj) ¢ limitada em H™' x L*(R) e
portanto (wj;, vj;) — (w,z) em L®(0,T; H~' x L*(R)).

Afirmacgao 3.11 Nas condi¢oes acima (w, z) = (ug, v;) no sentido fraco.

De fato, como foi visto no inicio que u; — u em L>*(0,T; H*(R)) temos
que
u; = u em L=(0,T; H(R))

wjy —w em L>(0,T; H(R)).
Considere agora n € H'(R) qualquer e ¢ € C>°(0,T) uma funcao escalar.
Portanto verifica-se que n¢ € L*(0,7; H™'(R)) e com isso,

/0T<77¢( )i (8)) dt — / (1) (3.101)

T T
‘td:_ t7jd
/O<n¢,ug> t /0(n¢ uy) dt

Usando (3.101) e o fato que u; — u em L>(0,T; H(R)) segue que

/0 (né(t), w(t)) dt = — / (1, ) dt,
isto é,

(o [ otowtarary = (n— [ ououte), at) one i@

Por outro lado,



Portanto, a tnica possibilidade é que

/0 w(t)(t) dt = - / w(t)bu(t)dt, V€ C(0,T),

ou seja, w = u; no sentido fraco.
No outro caso, v; — v em L=(0,T; L*(R)) e vj; — z em L>®(0,T; L*(R)),
isto é, para toda p € L'(0,T; L*(R))

/ o dt / o) dr
/ o) dt — / gyt

Sejan € L*(R) qualquer e ¢ € C°(0,T) uma fungao escalar qualquer, temos
que n¢ € L1(0,T; L*(R)) e

/0 (vjer Sy} dt = / {0y, du(t)) dit

/0 (00, 6 dt—>/ dt
/(v],qbt dt—>/ (v, (1)

Concluimos dai que

Por um lado

e por outro

/O (2(8), Sy} dt = — / (0, du(t)n)

Ou seja, para toda n € L*(R) vale

(/ "Lhe) an)=(- [ ") ")

/0 2(H)o(t) dt:—/o v(t)ge(t) dt, Yo € C(0,T).

e portanto

Conclusao
(wje, vj1) N (ug, v;) em L"O(O,T;H_1 X L2(]R)).

Antes de demonstrarmos a proxima afirmacao usaremos a seguite
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Afirmagao 3.12 Nas condigoes acima, u;v;, (|u;|*). converge fracamente
para wv e (|u|?), em L?((0,T) x R) respectivamente.

Observagao: No decorrer da prova usaremos a notacao 2 = (0,7") x R.

De fato, u; — u em L>(0,T;L*(R)). Assim, como L>(0,T;L*(R)) C
L*(0,T; L*(R)), segue que u; — u em L*(0,T; L*(R)), ou seja, u; — u em
L2(€). Por outro lado, temos que v; — v em L>®(0,T; L*(R)) e assim v; — v
em L?(0,T; L(R)). Portanto temos que

u; — u em L*(Q).
v; — v em L*(()
e pelo Lema 3.1 segue-se que

u;v; — uv em D'(Q).

Agora, temos que (u;(t),v;(t)) € H* x H(R). Logo u;v; é limitada em
L*(R) e portanto uju; — w em L*(0,T; L*(R)), ou seja, uu; — w em
L*(0,T; L*(R)) = L*(©). Temos assim que

u;v; — uv em D'(§2)

ujv; — w em L*(Q)

segue das inclusdes D(Q) C L*(Q) C D'(Q2) e da unicidade do limite que
w = uv. Concluimos assim que u;v; — uv em L*(Q).

No outro caso, queremos mostrar que (|u;]?), — (Ju|?), em L*(Q). Temos
que u; — u em L>®(0,7T; L*(R)) e portanto u; — u em L*(0,T; L*(R)) =
L3(Q). Por outro lado u; = u em L>®(0,T; H'(R)), entdo

T T
[ ey~ [ voerornm). (3102
0 0
Considere agora ¢ € L'(0,T; L*(R)) e defina a aplicagao T, : H'(R) — R

por u — (uy(t), p(t)) 2mw). Assim T, € (H'(R))* = H '(R) e (3.102) vale,
em particular para T, isto ¢,

T T
| @~ [T
0 0

T T
/ <Uj$, @)LQ(R) dt — / <U,x, S0>L2(R) VQO c Ll (0, T, LQ(R)),
0 0

ou seja,
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isto 6, uj, — u, em L>®(0,T; L*(R)) e portanto uj, — u, em L?(0,T; L*(R)).
Portanto ficamos com
u; — u em L*(Q)
j, — U, em L*(Q).
Entao pelo Lema 3.1,

i, — ull, em D'().
Usando o mesmo raciocinio do caso anterior e observando que u;,, ¢ limitada
em L?*(R) obtemos
Ul — ul, em D'(Q)
U]"L_ij — W em LQ(Q)
Concluimos daf que w = uii,. Agora observe que como (|u;]?), = 2Re(u;u;,)
segue que (Ju;]?); = (|ul?), em L*(Q).

Afirmagao 3.13 Temos que ujv; — uwv em L=(0,T; HH(R)) e (Ju;]?), =
(lu[*)s em L>(0,T; L*(R)).

De fato, pela afirmagdo anterior, foi visto que (|u;*), — (|ul*), em
L2(0,T; L*(R)) e que (Jul?), é limitada em L?(R) e portanto (|u;|?), — w
em L>(0,7; L*(R)). Assim obtemos que (|u;]?), — w em L*(0,T; L*(R)) e
segue da unicidade do limite fraco que w = (|u/?),, isto &, (|u;]?). — (|u]?).
em L>(0,T; L*(R)).

No outro caso, ujv; = uv em L*(0, T; L*(R)) e a sequéncia u;v; é limitada
em H~!(R) e portanto u;u; — 2 em L®(0,T; H~*(R)), ou seja, ujv; — z em
L*(0,T; H(R)). Por outro lado, como u;v; — uv em L*(0,T; L*(R)) temos
que para toda ¢ € L'(0,T; H(R))

/O (0,105 ()05 (1)) dt — /0 (o, ult)o(t)) dt, quando j — co.  (3.103)

De maneira analoga como foi feito nas afirmacoes anteriores, tomando ¢ €
LY0,T; H'(R)) podemos construir um funcional linear limitado

Towy L*R) — R
u(t) — (o(t), ut))m-1(r)-

Isto é,

T T
/ <T¢7 ujvj> dt — / <T¢a uv) dt
0 0
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ou seja,

/0 (6(t), 145 (£)0; (t)) -+ dlt — / (bouv)u—s, ¥ € L0, T: H'(R)).

Isto nos diz portanto que u;v; — uv em L?(0,T; H'(R)). Concluimos assim
que

ujv; — uwv, em L®(0,T; H'(R))

uju; — z,, em L®(0,T; H'(R)).

Segue dai que z = wv. Para encerrar, como u; — u em L>(0,T; H'(R))
concluimos que uj, — u, em L>(0,T; H~*(R)). Passando o limite em (3.97)
concluimos que (u,v) é uma solugdo (local) de (4)-(6) com dados iniciais
(ug,vg). Pelo Teorema anterior a solugao é tinica. Pelo Lema 2.2 a solucao
¢é globalmente definida no tempo.

Para provar a continuidade do sistema dinamico, seja ¢ > 0 e considere

S(t) : X1 — X1
(ug,v0) = (u(t),v(t))

o sistema dinamico definido por (4)-(6). Para mostrar a continuidade de S(t)
considere uma sequéncia (ug;, vo;) € X1 com ug; — ug em H'(R) e vg; — v
em L*(R) quando j — oo, e mostraremos que S(t)(ug;z, vo;) — S(t)(uo, vo)
em H' x L*(R). Tome portanto a sequéncia (ugj, vo;) € X7 tal que

lim ({Juo; — wollmr + [Jvo; — wol]) = 0.
j—0o0
Do Teorema anterior, existe T' > 0 tal que
Juj = ullxy + vy — vllzz, < C(luoj — wolla + [lvo; — voll) -
Portanto, temos
tim (fla; = ullg + oy = vz, ) =0,

isto é, quando j — 00, [lu; — ullpe@z) — 0, [[uje — uellezy — 0 € [lv; —
v||z2. — 0. Além disso (2.9),(2.10) e (2.11) continuam vélidos para £(t) =

X

(], 0(t)) (1) = (u (1), v3(1)). Isto &
J(E(8) = J(EO))e " + / e (¢(s)) ds

0



Afirmacao 3.14
lim J(5;(0)) = J(£(0)) , lim K(&(s)) = K(§(s)) em L*(0,T).

De fato, observando que (uj, v;), (ug;, vo;) sdo limitadas em H' x L*(R)
e usando a notacao &;(0) = (ug;, voj) teremos

1. up; — up quando t — oo em L*(R), logo

lim [|ug;|* = [uoz |-
j—o0

Analogamente, como vg; — vg em L?*(R) segue que

Jim ooz 11 = Ilvoll.
Com isso,
Jlim (ozl1* + llwosI*) = Tuoel* + llvoll*.
2.

‘/\uoj]%oj dx—/\u0|2vo dr| < ’/(’Uoj — ) [ug;)? dx
b | [ o = o) o
< |Jvo; — voll[[uoy 13
+ lvoll luo; — wolls(lluoglls + [[uolls)
< lwoy = voll [l 17 gy
+  [lvol[l[uo; — wolls(l[uosllm + [luollzr)
< Cllvoy — voll + Clluo; — uoll3
< Cllvgy = voll + Clluo; — wo|/* gy — o317
< C([lvoj = voll + lluoj — uollzr) — 0, (3.104)

quando j — oo. Portanto

lim | |ug;|vo; da::/|u0|2vodx.

J—00

3. E f4cil ver que

RG/fUOj dw—Re/fuo dx

lim (2Re/fﬂoj dx) = 2Re/fﬂ0 dx.
J]—00

114

< || fIlllwo; — uol||gr — 0.

Logo



< lugjel g l|uo; — ol g

‘Im/UOjﬂojx dx—]m/uoﬂ()m dx
+ ol g lluo; — uoll w2 — 0.
Isto é

lim 2yIm | ugjto; dov = 27]m/u0u0x dx.

J—00

Juntando (1)-(4) obtemos

lim J(&;(0)) = J(£(0)).

J—00

Para a outra afirmagao observe que ||(u;(t), v;(t))||x, < Ce|[(u(t),v(t))|x, <

C. Logo, B
1.
T 2
H/g(vj —v)dz = / /g(vj —v)dzx| ds
L2(0,T) 0
T
< ([ ol - ol as)

T
< gl ( / / ||vj—v||2dsdx)

= llgllllv; = vllz2,, — 0, quando j — oo

2. De modo andlogo ao item anterior, mostra-se que

1/2
([ e = el ) o,

|/ 10w o

L2(0,T)
quando j — oc.

3. Também de maneira analoga ao item anterior, temos

T 1/2
H/ f(@; — ) dz < |7l ( / luy —uHst)
L2(0,T) 0

< T2l luy — ull gge(z2) — 0,
quando 7 — oo.

A
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4. Observe que

‘ / g(luil? = Jul?) dz| < Ngllllus — ulls(uglls + [lulls)
< gl g — wlla(lugll s + [Jull )
1/2
< Clluy —ulls < Clluy — ul|V?||uy — ull};
< Clluy —uf 2.

Portanto, temos que

| [slustas =~ [ ol e

quando j — oc.

1/2

A

T
L2(0,T) 0

S CT1/2||Uj — u”L%"(L%) — 0

5. De modo inteiramente analogo a (3.104) temos que

’/\uj|2vjd:v—/]u\2vdx

Portanto,

T 1/2
| [iubode= [rpoae| < ([t =+ o - o))
L2(0,T) 0
T 1/2 T 1/2
([ =) ([ oy oipar) ]
0 0

< OTY?|luy — ul| o2y + Cllvy — V|2, — 0,

2
< C(luy =l + [lo; = v)*.

< C

quando j — oc.

6. Por tltimo, como v; — v em L2, = L*(0,T; L*(R)) temosvque

1 lglzz, = lollz,
Logo,
T 1/2
tim || lol 20y = lim ( / ||vj||2dt)
j—oo i—o \ Jo
= 1 oyl = lollzz, = ol o,
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Ou seja,
lim [Jo;]|* = [Jv]| em L*(0,T).
j—00

Com isso, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim inf J(&(t) = lim sup J(&(t)) = J(£(0))e > + / eI K (&(s)) ds

j—oo j—oo
= J(®).
Note que por (2.10)
T sup (1)) = T sup (s + )
+ </\u!%d:z:—i—2Re/fﬂdx—Q’ﬂm/uﬂxdx)
isto é,
Jlim sup(fluge | + o 1%) = fuall” + flol

Segue daf que u;, — u, e v; — v em L*(R). Com esse resultado e o fato que
u; — u em L? conclufmos que

(uj,v;) = (u,v) em X; W

117



Capitulo 4

Decomposicao de semigrupo

Neste capitulo vamos decompor S(t) em duas partes, uma delas com de-
caimento exponencial. Seja (ug,vo) € B, B C X; limitado, (u(t),v(t)) =
S(t)(ug,vo). Note que (u(t),v(t)) é uniformemente limitado em X; com re-
speito a t e (ug,vg) € B. Considere o seguinte problema

W + Uige — UV + 20U =0 reR ., t>0

v + Pug + 2yRe(aur,) =0, z€Rt>0 (4.1)
uy(z,0) = ug(x) , z€R '
v1(z,0) = vo(x) , z€eR

Para demonstrarmos a préxima afirmagao faremos uso do seguinte

Lema 4.1 Suponha que v € LP(R) e seja X = L*(R). Se p > 2, entdo para
todo € > 0, existe uma constante C(€) tal que

lvwllx < €fluas]lx + Cle)|Jw]lx, (4.2)
para todo w € H*(R).

Prova: Veja demonstracao em [1]. W
Podemos agora enunciar a

Afirmagao 4.1 O problema (4.1) admite solug¢do unica para dados iniciais
em B.

De fato, da segunda equacao de (4.1) temos que
t
v; = vpe Pt — 27/ e P Re(tiuy,) dr.
0

Portanto, basta mostrar que o problema

Wiy + Uige — w10 +iau; =0, € Rt >0 (4.3)
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com dado inicial u; (z,0) = ug(x) admite solu¢ao tinica. Note que (4.3) pode
ser reescrito na forma

d
£U1 = (A + B)ul

com uy(x,0) = ug(x), onde

A:=1i0%, : H*(R) — L*(R)

B:=M_;, : D(B) — L*(R)

definida por M_;,u; = —iuqv e com dominio
D(B) := {w € L*(R) : vw € L*(R)}.

Note primeiro que D(B) D D(A) = H*(R). Afirmo que B é dissipativo. De
fato,

Re(—ivu,u)2m) = Rei/vuﬁdx: Rei/v|u|2dx =0,

para toda u € D(B). Portanto B é dissipativo. Para encerrar, mostraremos
agora que existem constantes 0 < v < 1en >0 tal que

|Bw|| < ~[[Aw|| +nljwl[, Vw € D(A).

De fato,

[Aw]| = [[iwze — aw]] = [wae|| = allw].
Aplicando agora (4.2) temos que

1 1
lAw]| + allwl] 2 [lwesl| 2 —[lvwl] = Cle)[lwl] = —[| Bwl| - Cle)|lw],
isto é,
[Buw|| < el Aw|| + e(er + C(€)) lw]-

Basta tomarmos agora 0 < € < 1 e o resultado segue. Com isso em maos,
temos que A + B é gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragao
e portanto o problema (4.3) admite uma solug¢do unica e conseqiientemente
o problema (4.1).

Considere agora (u,v;) solu¢ao de (4.1) e tome

(ug,v9) = Sa(t)(ug, vo) = S(t)(ug, vo) — S1(ug, vo).
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E facil mostrar que (us(t), va(t)) é solucio de

Ugg + Ugge — UV + dlaus = f(z) , x€R >0

vor + Pua + 2yRe(tug,) = g(x) , ze€R >0 (4.4)
uy(z,0) =0 , wz€eR '
v1(z,0) =0 , x€R

Lema 4.2 Seja f,g € L*(R) e (ug,v9) € B. Entdo
1 Jur ()P < fJuol*e™;
2. |Jur(t)||* < Ce™;
3 vill® < (Jwol? + C)e™".

Isto €, Si(t) decai exponencialmente e uniformemente em conjuntos limitados

de Xl.

Prova:

1. Multiplicando a primeira equagdo de (4.1) por 2u; tomando a parte
imaginaria e integrando sobre R obtemos

2Re/ﬁlultda:+21m/ﬁluxxdx+2a/|u1\2d:c:0,

isto é,

d 2 2
—lu||” + 2af|uql||” =0,
s+ 20|
onde usamos o fato que I'm / Uy, dx = 0. Portanto segue-se dai que
[ur||* = [uol[*e ™" (4.5)

2. Multiplicando a primeira equagao de (4.1) por —2(@y; + avtiq ) tomando
a parte real do resultado e integrando sobre R obtemos

2ceIm / w1ty dr — 2Re / U1U1 20 dx — 200 Re / U1 U gg AT
+ 2Re/u1m?1t +2a/ |uy|*v do + 204]m/u1ﬁ1t dx = 0. (4.6)
Observe que
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(a) Usando integragao por partes, temos

d
—2Re/u1tum dr = 2Re / Ut Uty AT = —HuleQ-

(b)
2ceIm / Uy AT + QOJm/ululx dr = 0.

(c) Usando novamente integragao por partes
—ZaRe/ululm dx = 20||ur,||?.

(d) Como v é uma fungao de valores reais, temos

d
2Re/ulﬁltvdx: E/(\u1]2)vd:c—/|u1|2vtdx.

Substituindo portanto (a) — (d) em (4.6) segue-se que

d
E (||u1z||2+/|u1|21)d$) +204||u1x||2+204/|u1|2vdx:/|u1|2vtdx.

Isto é,

d
p (||uMH2 + / |u1|2vdx) + (||um||2 +/!u1|2v d:c) + af|ure|]?

:/]ul\Qvtdaj—a/\ul\zvdaj.

Por outro lado,
1/2
‘/]ul\%t dx || ve | (/\u1|4da:>
Cllvell [ |2 ||

e(lure]l2)* + Cle) ol 2|l |
= ellural* + C(&) o2l |

IN

IA A

Como (u(t),v(t)) é solucao de (4)-(6) com (ug, vo) € X1, portanto temos

que (u(t),v(t)) € H'(R) x L*(R). Assim
[oell < Nlgll + Blloll + 2[y | lluz | lull < C.
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Disso e usando (4.5) temos

‘/|u1|2futdm
oz/|u1|2vdm

Substituindo em (4.7) ficamos com

d
pm (Hule2—|—/|u1\2fuda:> + « (Hulx\|2+/]u1|2vdx)

+(ar = 2€) |Jura||? < Cle)e™2.

< eljura||® + Cle)e 2.

Analogamente,

< el|ure||* + Ce)e .

Escolhendo, € = «/2, segue-se que

d
pr <||u1$||2 + / |u|?v dm) + (||u1$||2 + / |u1|2vdx> < Ce 2,

que pela desigualdade de Gronwall produz

||ule2—|—/|u1|2vdq: < (||u01||2+/]u0|2v0 d:c) e~ 4 Cem,

Por outro lado, vimos que
2 2 2 1 2 —2at
e |” + [ fua[Pode 2 fJuas||” = 5llus[|” — Ce™

Logo
Jure||* < <||u0z||2+/|u0|2vo dx—i—C) e

isto é,

|uie||* < Ce ™. (4.7)

. Multiplicando agora a segunda equacgao de (4.1) por —2v; e integrando
sobre R obtemos

d
£H'01H2 + 28wy ||* = —47Re/ﬁu1xvl dx.
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Por outro lado,

< Afyflelloo s [flvrl

< Blloall* + CllullZllue®
< Blll® + Ce™,

‘—47Re/au1xvl dx

onde usamos (4.7). Portanto pela desigualdade de Gronwall obtemos

[o1]1? < [lvoll?e™ + Ce™* < ([lool| + C)e™". W

Como (u,v) e (ug,vy) sdo uniformemente limitados em X; com respeito
at>0e (uyvg) € B, entao (ug,vs) = (u,v) — (ug,v1) também serd. Agora
mostraremos que (ug, v3) é uniformemente limitado em X5, e que esse é o
conteudo do seguinte

Lema 4.3 Seja f € L*(R), g € H'(R). Entao existe constante C' tal que
| uowall + llvez|| < C, V (ug,v9) € B, t>0. (4.8)

Prova: Derivando a primeira equacao de (4.1) com respeito a t e multi-
plicando o resultado por 2y temos

. _ _ 2 _ . 2
20Uy Ty + 2UnpUogry — 2|Use| "V — 2uglingvy + 2iar|ug | = 0.

Tomando a parte imaginaria e integrando sobre R obtemos

d _
il + 20l = 20m [ vz da,
onde usamos o fato que I'm / UotlUogze: dx = 0. Por outro lado,

‘ZIm/ugu%vtdx < 2l otz | ]

lluzl® + C) luall[Juaall|ve

<
< elluxl® + C(e),

pois (ug,v2) ¢ uniformemente limitada em X;. Escolhendo portanto € = «,
temos

d
£||U2||2 +2auzl® < afluxl* + C.
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Pela desigualdade de Gronwall e observando que ug(x,0) = —if(x) segue-se
que
Juxl? < C. (49)

Agora, da primeira equacao de (4.1), temos
[waeall < [ FIF + lluzell + lualll[v]] + |ed[Juz]l.

Isto é,
[uze|| < C. (4.10)

Assim,
w2l g2 r) < C. (4.11)

Agora, derivando com respeito a z a segunda equagao de (4.1), multiplicando
o resultado por 2vy, e integrando o resultado final, obtemos

d
aHU%H2 + 28||v2.||* = —47Re/(uu2x)mv2$ dx + 2/93;1)2:5 de.  (4.12)

Por outro lado,

1.

‘—47Re/(au2x)xvgx dx

Al (auze)a | [[va: |

A avge | vz

A lull [ uze|| [0z |

A lull m [[uzll 2] vz
llvae | + Cle) lull I
ellvall® + C ),

VAN VAN VAN VAN VAN VAN

onde usamos (4.11).

‘2/911)21 dx

Portanto, substituindo em (4.12) temos

2. E imediato que

< e|lva||* + Cle).

d
Zlvaall” +2(8 = e)flvse|* < C(e).
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Escolhendo € = (3/2 ficamos com

d
sl + Bllosl* < C,
e pela desigualdade de Gronwall obtemos
Jvae|| < C. (4.13)
Segue portanto de (4.10) e de (4.13) que

||u2x:8|| + ||U2x|| S C ) v <U0,1)0> S Ba t>0. n
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Capitulo 5

Existencia de Atrator Global

Nesta se¢ao estabeleceremos a existéncia do atrator global para o sistema
dinamico S(¢) no espago H'(R) x L*(R). Para tanto serd necessirio estab-
elecer a compacidade assintética e aplicar o Lema 2.2 para a existéncia de
um conjunto limitado absorvente para o semigrupo continuo S(¢) e depois
aplicar a seguinte

Proposicao 5.1 Assuma que X € um espago métrico e {S(t) : t > 0} é
um semigrupo de operadores continuos em X. Se {S(t) : t > 0} possui
um conjunto limitado absorvente 9B e € assintoticamente compacto, entao
{S(t) : t > 0} possui um atrator global o/ = w(AB) o qual é compacto,
mvariante e atrai cada conjunto limitado em X.

Vimos que se B for um conjunto limitado em X7, entao {£(t) = S(¢)&, & €
B} é uniformemente limitado em X; e {&(t) = S2(¢)&o, & € B} é uniforme-
mente limitado em Xs.

Considere agora uma func¢ao x(.) € C*°(R) com 0 < x(z) <1, x(z) =0
se |z|] < 1 e x(z) =1 para |z| > 2. Denote por x, = x <£> com r > 1
r

grande. Portanto
105X | oo < Crr ™" (5.1)

O préximo Lema estabelece que para r suficientemente grande as nor-
mas de uy em H'(R) e vy em L?(R) sao pequenas fora da bola de raio r
uniformemente no tempo.

Observacao 11 No Lema a sequir usaremos o fato que se uma fungao ¢ €
L*(R), entao para r suficientemente grande ||@||12(z>r) < € para todo € > 0.
De fato, se ¢ € L*(R) entao

im [ (oo [ |of do.
R

T—00 ‘x|§r
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1sto €, Ve > 0 existe rog > 0 tal que Vr > rg tem-se

‘/chlx— /xlér 62 da
/|$ JoPds

|’¢HL2(|x\>r) <eVe>0.

<e

Y

em outras palavras,

<e

Y

ou seja

Para estabelecer a existéncia de um atrator global, a chave é estabelecer
a compacidade assintotica de S(¢). Para dominios ilimitados, existe uma
dificuldade em estabelecer tal resultado pois em dominios ilimitados nao hé
imersoes compactas entre espacos de Sobolev. E baseado neste fato que surge
a idéia do

Lema 5.1 Seja f € L*(R), g € H'(R), &(t) = Sa(t)&o solugao de (4.4),
entao
Ixrtial gy + w2l < Clbr 1P + 1ergll? +771). (5.2)

Prova: Multiplicando a primeira equagao de (4.4) por —2x 215 e tomando
a parte real, ficamos com

2Re(\lgua;) + 2a|x,us|? = 2Im(x >ty f),
onde usamos o fato que I'm(2x?|us|?v) = 0. Integrando sobre R temos

d
— ezl + 20 eual|* = 2Im | xGusf de.
dt

Por outro lado, é facil ver que

‘zfm / Ciisf dz| < alxsusll? + Clho £

Logo
d
— Il + aleul® < Clx. /I

que pela Desigualdade de Gronwall e o fato que us(x,0) = 0, produz

Ixrual® < Clixe £ (5:3)
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Multiplicando agora a primeira equacao de (4.4) por —2x%(uy + aiiz) e
tomando a parte real, ficamos com

—2Re(X Ugpeling) — 20 Re( X Uapalia) + 2Re( X ualingv)
+2ax;[uz|*v = —2Re(\; Uz f) — 20Re(x; 2 f),

onde usamos o fato que

20 Im (X ugtia) + 2adm(xustiy) = 0.

Logo, integrando sobre R obtemos:
—2Re / Xfu%m@% dx — 2aRe / X?U2$$a2 dx + 2Re / Xfugﬂ%v dx

+2a/xf|uQ|2v = —2R6/qu%f dx — QOzRe/quQf dx. (5.4)

—2Re/xfu2$qut de = 2Re/uzr(xfu%)x dx
= 4Re / X,«X;ng’azt dx 4+ 2Re / X?ng’agm dx

d /
— GCunl? + 4Re [ s do

—204Re/xfu2u2m dr = 2aRe/(qu2)zu2m dx
= 4aRe/XrX;ﬂ2u2x dm+2aRe/Xf|uzz\2d:z:

= 2a||xTu2x||2+4ozRe/XTX;ﬂ2u2m dz.

d
E/|xru2|2v der = /Xi((ugug)tv"— |u2|2vt) dx
= /Xf(u%uw + Upligev + |ug|*vy) do

= 2Re/xfugﬁgtv d:c—l—/leuﬂ%t dr,

isto é,
d
2Re/xzu2u2tv dr = E/]xfug\zv dx — / IxZus|*v; d.
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4. Por ultimo

d
—2Re/xffﬂ2t dr = T (—QRG/Xzfl_LQ dx) .

Substituindo (1) — (4) em (5.4) ficamos com

d
& (st + [ puao s 2me [ o ac)

+2a (IIX?szIIQ+/|X?qu2vdw+2R6/x?fu2 daz) = 2aRe/x?qudw
+/|X§u2l2vt dm—4Re/XTX;u2xﬂ2t dx—4ozRe/XTX;ﬂ2u2m dz.
Denotando por
B(0) = INusclP + [ uaPvde +2Re [ & famde,

temos

d

EE(t) + 2aE(t) :2aRe/Xfﬂ2fdx+/\qu2]2vt dx

— 4R6/er;u2xﬂ2t da:—4ozRe/er;ng2x dx. (5.5)

Por outro lado

1.
'436 [ ds] < Aol e s |
< Alxr ool lloolluae | fJuze || < O~
2. Analogamente,
4aRe/XTX;EQqu dx| < Cr—t.
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'/ | XUz |2vt dx

ININIA TN

IA A

IN

+

onde usamos o fato que r

4. Analogamente,

a/ Itz |*v; do

5. Por ultimo

segue-se que
d

dt

lvell Il 13

el 1tz oo Xtz
V2l 0Pl P2 (e 2
Cllxrusl*’? ([ xuiz| + [0tz
Clhoruzl®? (77 + Iz ) 2
Cllxrual*’2 (772 + Xz 2)
Cllxrusl*’2r 2 + Ol a2 | x| /2
(O | (a2

4 3
ex([Ixrtizal[V2)" + Cler) (sl P2
e1llxruze||® + Cr=t + Cler) | xruz |,

>1/2

2 <pr~!parar>1.

< e |lxruzel|? + Crt + Cler) | xruz|). (5.6)
e [ | < 2l vl < Clho 1
Substituindo estas desigualdade em (5.5) e escolhendo a priori ¢; = «
—E(t) + aE(t) < Ol|x.f||> + Cr.
Pela Desigualdade de Gronwall e usando o fato que E(0) = 0 temos
E(t) < Cllx.fII* + Cr". (5.7)

Agora, decorre de (5.6) e de

‘QRG / X2 fiy dx

que

< Clx. fI?

E(t) > (1 = ey)llxrual® = Cr™" = Clen) I f11*.
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Escolhendo entao ¢; = 1/2 que temos

2
XrUog _
gty > Wl oo g

Substituindo esta tltima expressao em (5.7) obtemos
Ixrtas[* < Cr™t + X f11%)- (5.8)

Multiplicando agora a segunda equagao de (4.4) por 2x2vy e integrando
o resultado sobre R ficamos com

d
£||XTUQ||2 + 28| xrv2]|* = Q/vagg dr — 47Re/vaz(uu2x) dx. (5.9)

Por outro lado, é facil ver que

e

‘4’yRe / 2o (Titg, ) da

< erllxpval* + Clen) lIxrgll,

< ellxsvall* + Clen) lull Sl x|

Escolhendo ¢; = g e substituindo em (5.9) temos

d _
Zlhvll + Bl < ClixefII” + Clxgl® + Cr™
e pela Desigualdade de Gronwall

rval® < Clixruzel® + Clixegl® < CUXAFI? + Ixegll + 771,
isto é,
rvall* < CUAIP + gl +770). (5.10)
Colecionando agora (5.3),(5.8) e (5.10) temos o resultado. [ |
Teorema 5.1 Suponha que f € L*(R),g € H'(R). Entdo S(t) € assintdticamente

compacto em X;. Isto €, se &y; = (uo;, voj) for uma sequiiéncia limitada em
X1 com t; — oo, entdo {S(t;)&o;}jen € relativamente compacta em X;.
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Prova: Seja &y; = (ugj,vo;) € X; limitada e t; — oo quando j — oo.
Podemos supor sem perda de generalidade que &; converge fraco para alguma
& em X;. E suficiente mostrar que existe £ € X; tal que

S(tj>£0j — £ forte em Xl.

(Extraindo uma subseqiiéncia se necessario).
Pelo Lema 4.2, temos que

151tz = luai(@E) @) + v ()] 2w
1/2
([Jury DN+ Nuae D) + o () | 2wy
—oat.; —at.\1/2 _ay.
(||uos||?e2% + Ce=%) 2 4 (JJugs|| + C)e 50

< ugjlle™® + Ce™55 + (Jfugy || + C)e="
< Juoglle™ + (€ + llugg)e™ 5" — 0,

quando j — oo. Logo, para todo £ > 0 dado, existe J; > 0 tal que
192880 i xa) < 7+ Vi = . (5.11)
Segue também do Lema 5.1 (e da Observagdo 11) que existe ro > 0 tal que
1S2(5) 605l 1zl >r) x L2 (J2)>) < ZEL’ Vr>rgeyj>1. (5.12)

Pelo Lema 4.3, temos que S (t;)&y; é limitada em H? x H'(R) e portanto
existe subseqiiéncia (o qual denotaremos por Sz (t;)&o,) € € € H? x H'(R) tal
que

So(t;)€0; — € em H* x H'(R). (5.13)

Usando novamente o Lema 4.3, Sy(t;)&o; ¢ limitada também em H' x L?(R),
logo existe subseqiiéncia (o qual denotaremos também por Sa(%;)&o,) tal que

Sg(tj)&)j — 0 em Hl X LQ(R) (514)
Afirmacao 5.1 Nas condigoes acima 6 = £.

De fato, para facilitar a notacdo denotemos por Ss(t;)0; = (uzj,va;) €
£ = (W £?), Por (5.13) temos que

uy; — &Y em H?*(R) (5.15)

vy; — €@ em HY(R) (5.16)
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Segue portanto de (5.16) que
Tim (9, va) = (2,6%), Vo € (H'(R))" (5.17)

Seja n € L*(R) qualquer e defina
7, : H'(R) — R )
wo = () = [ a(§)n(E) dE.

Note que T, ¢ linear e

Tyl =]/ﬁ gw@

= (14 &)2a() (1 + ) V(¢) de|

el ( Ja +§2>—1|a|2d5)

sup( 62) -

< |l lulla @ < oc.

IN

IN

Ou seja, T, € (H'(R))* e portanto (5.17) vale. Em particular, para 7}, isto
€,

lim (T, va) = (T, €)

j—)
ou melhor
jh_{&@% n)r2®) = (5(2), nr2w), V1 € LQ(R)-

Portanto vg; — &) em L%(R). No outro caso, por (??) temos que

lim (p, uz;) = (p, W), Vo € (H*(R))". (5.18)
Seja n € H*(R) qualquer e defina
T, : H*R) — R B
u o () = [(L+E2)a()n(s) dE.
Note que T, ¢ linear e
Tyul = ‘/ (1+&)aE)n(E) df‘
= (1 +&)a€)(1+xi®) 21+ €)*)(8) de]

1
< su u 1 1
= 56]5 (\/T@) || ||H (R)||77||H (R)

H77||H1(R)HU||H2(R) < 00.

IN
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Ou seja, T,, € (H*(R))* e portanto (5.18) vale. Em particular, para 7}, isto
) i (T, ) = (T, €0,
Ou ainda, lim;_.oo(vaj, ) g1 (r) = (5(2),77)H1(R) , Vne HY(R).
Portanto ug; — M) em H'(R). Concluimos assim que
So(t;)€0; — € em H' x L*(R). (5.19)
Dai segue-se de (5.14), (5.19) e da unicidade do limite fraco que 6 = &.

Afirmagao 5.2 Nas condi¢oes acima So(t;)&0; — & (forte) em H' x L*(|x| <

T).

De fato, pelo Lema 4.3, como f € L*(R),g € H'(R) temos que Sy (¢;)&o;
é limitado em H?(|z| < r) x H(|z| < r) e como H?*(|z| < r) x H(|z| <
r) — H'(Jz| <r) x L*(|z] < r) (imersdo compacta) segue-se que Sa(t;)&o;
é compacta em H'(|z| < r) x L*(|z| <r). Logo existe subseqiiencia (o qual
denotemos também por Sy(t;)&0,) e ¥ € H(Jx] <r) x L*(|z| < r) tal que

So(tj)€o; — ¥ em HY(|z| <) x L*(|Jz] < 7). (5.20)

Usaremos a mesma notagao da afirmagao anterior. Decorre de (5.19) que

ug; — € em H'(R) (5.21)
(§
vy; — €@ em L*(R). (5.22)
De (5.22) temos que
Jim (9, v5;) = (p,€%), Yo € (L*(R))" (5.23)

Seja n € L*(|xz| < r) qualquer e defina

T,

L LA(R) — R

v — (T,,u) = f|z|gruﬁdx.

Note que T, ¢ linear e

Tyu| = ‘/ un dx
|lz|<r

17l z2ei<m 1l 221 <r)

70l 22 (2)<r lull L2®) < 00

IAINA
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Ou seja, T, € (L*(R))* e portanto (5.23) vale, em particular, para T, isto ¢,

lim (T, va;) = (T, 5(2)>‘

Jj—00
Ou ainda

lim ("Ugj,?])]ﬁ(mgr) = (5(2)777)L2(\x|§7’) ) V77 S L2(|Z’| < T)'

J—o0
Portanto vg; — &) em L%(|z| < ). No outro caso, temos por (5.21) que

lim (9, us;) = (g, €M), Vo € (H'(R))". (5.24)

J
Seja n € H'(|z| < r) qualquer e defina

T, : H(R) — R
u — (T),u) = (%U)Hluz\gr)-
Note que T, ¢ linear e
|Tnu| = |(777U')H1(\x|§7")|
(7, 1) L2 af <) |+ | (s ) L2 (p2) <)

<
< 200l gern 1wl gai <
<

2[[0 1 oy <oy 1l ) -
Ou seja T,, € (H'(R))* e portanto (5.24) vale, em particular, para T, isto é

lim (T3, up;) = (T;,6")

Jj—oo
ou seja

lim (u2j,n>H1(‘x|S7’) = (5(1)777)H1(\x|§r) ) V77 S Hl(’x‘ < 7">.

00
Portanto uy; — &M em H(|z| < r). Portanto temos que
Sg(tj)goj — 5 em Hl X Lz(’.il?‘ < 7’). (525)

Logo segue-se de (5.20), (5.25) e da unicidade do limite que Sa(t;)&0; — &
(forte) em H' x L*(|x| < r). Concluimos assim que existe Jo > 0 tal que

L V> . (5.26)

=~ m

152(t5)€05 — &l (oj<r)x L2 (j2)<r) <

Para finalizar, devemos mostrar a seguinte
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Afirmacao 5.3 Para todo e >0

€
1€l arzryxz2elzr) <

De fato, observe que se mostrarmos que Sy (;)&o; — & em H' x L*(|z| > r)
entao seguird de (5.12) que

. (5.27)

AN

1€l xcaqaf>ry < Tim inf {155 (t;)80; | mrxr2(er>r) <

O raciocinio é o mesmo. Senao vejamos (usaremos a mesma notagao da
afirmagao anterior). De (5.22) temos que

lim (9, v2) = (,6@) , Y € (L*(R))". (5.28)

J

Seja n € L*(|z| > r) qualquer e defina

T, . [R) — R
u o (Tyu) = [, unde.

Note que T, ¢ linear e

Tul = ‘/ un dx
|| >r

< nllzeqaism 1wl 2 (e
< mllzeepsn llull 2@y < oo

Ou seja, T, € (L*(R))* e portanto (5.28) vale. Em particular, para T, isto
€,
lim (T, va) = (T, )

J—00

e assim
JllTo(WjW)L?(IIM) = (£ m)12alsr) » Y0 € L2(Jx| < 7).

Portanto vg; — &) em L%(|z| > r). No outro caso, temos por (5.21) que

Tim (i, 155) = (p,€V) , ¥ € (H'(R))". (5.29)

Seja n € H'(|z| > r) qualquer e defina

T, : HY(R) — R

-
U — <T777u> = (nau)Hl(lxbr)'
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Note que T, ¢ linear e

|T77u| ’(nau)Hl(\x|>r)|
’(777 U)Lz(lxbr)' + |(77x7 u:c)L2(|z\>r)‘
200z (> 1l 1 g1

2|01l 1 (o> ) 12l 0 Ry

IA AN A

Ou seja, T, € (H'(R))* e portanto (5.29) vale. Em particular, para T,
isto é,
lim (T}, ug;) = (T, V)
]—)
e assim

Jim (s m) i (o) = (€0 0) 1 gagory » V0 € H' (] > 7).

Portanto ug; — &Y em H'(|z| > r) e com isso,
So(t;)é0; — € em H' x L*(|z| > r). (5.30)

Tomando agora J = max{.J;, Jo }, entdo para todo j > J segue-se de (5.11),(5.12),
(5.26) e (5.27) que

1S(t;)605 — Ellmxrewy = [1S1(t5)805 + S2(t)&0; — &l xr2w)
< [[S1(E)80j 1 xze@) + 152(85)805 — &ll o (a1 <ryx L2 (21 >r)
+ [182(t5)€05 — Ell E1 (> r) x L2 (2| >7)
< [1S1(t5)Eo0sll < p2y + [152(t5)E0; — &l (el <r) x L2 (J2)>7)
+ [1S2(t5)&ojll 1 |x\>r yx22(jzzr) + 1l H (z)>r) < L2 (1| >r)
€ €
< Z+Z+Z+ZIEVJ2J’
mostrando que S(t;)&; — &, quando j — oo em Xj. |
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Conjuntos limitado absorventes em X;

Para estabelecer a existéncia de um atrator global em X7, demonstraremos
a seguir um resultado muito util que ¢é a existéncia de um conjunto limitado
absorvente para o sistema dinamico associado ao problema (4)-(6). Este é o
conteudo da

Proposicao 5.2 O sistema dinamico associado ao problema (4)-(6) possui
um conjunto limitado absorvente em X;.

Prova: De fato, mostraremos essa proposicao de duas maneiras:

1. Seja %y C X; um conjunto limitado qualquer e & = (ug,v9) € Ao
qualquer. Assim existe um R > 0 tal que ||§]|x, < R. Considere a
seguite bola em X;

B ={(u,v) € H' x L*(R) : [[u(t) |2y + o()]| < M},

onde M ¢ a constante do Lema 2.2. Novamente pelo Lema 2.2 existe
t1(R) tal que S(t)& € £ para todo t > t;1(R) e todo & € Hy. Isto
mostra que

S(t) By C B, Nt > t,(By).

Logo, # é um conjunto absorvente em Xj.

2. Vimos no Lema 2.2 ( mais precisamente em (2.29)) que existem con-
stantes 71, 70 tais que

(u(®), o@)*x, < me™ N 4, ¥ > 0.

Portanto
i sup | (u(), o(1))|Px, < 2

Afirmo que toda bola em X; com centro na origem e raio p com p > py,
onde p3 = 1y é um conjunto absorvente do semigrupo {S(¢) : ¢t > 0}
em X;. De fato, pelo Teorema 3.3, dado & = (ug,v9) € X7 o sistema
dinamico
S(t) . Xl — X1
§o > S(t)& = (u(t),v(t))
é continuo. Seja %, C X; um conjunto limitado qualquer. Assim

existe R > 0 tal que para todo & € o, ||&ollx, < R. Portanto segue
de (2.29) que

1S(t)&oI>x, < [(A1 +4)R* + MR + 2|/ f]1P]e= @) + pi.
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Logo

(A1 + D R% + AR+ 2| f]]le ) + pf < p?

()t P’ — pg
& e 2 <
T N OR LR L2
2 P’ =t )
s t>—1 =t (R).
o ((Al TR e ) T

Denotando por & a bola de centro na origem e raio p em X; mostramos
portanto que para todo & € %, temos que S(t)§, € A, para todo
t > t1(R). Logo

S(t)By C B, YVt > t1(A).

Isto mostra que & ¢ um conjunto limitado absorvente. |
Para finalizar, mostraremos o resultado principal que é o

Teorema 5.2 (Resultado Principal) Assuma que f € L*(R), g € H'(R).
Entao o operador solugao {S(t) : t > 0} de (4)-(6) € um sistema dinamico
continuo em X; = H' x L*(R) e possui um atrator global 7 satisfazendo

1. &/ é compacto em Xi;
2. S(t)of = o/, para todo t > 0;
3. VA, C X, limitado

lim distx, (S(t)%Bo, o) = 0.

t—o0

Prova: O trabalho estd essencialmente feito. Resta apenas juntar as
pegas. Pelo Teorema 3.3 o sistema dinamico S(t) : X; — X; é continuo.
Pela Proposi¢ao 5.2, {S(t) : t > 0} possui um conjunto limitado absorvente
em X; e pelo Teorema 5.1 tal conjunto é assintéticamente compacto em Xj.
Portanto, segue-se da Proposi¢ao 5.1 que {S(t) : ¢ > 0} possui um atrator
global satisfazendo (1) — (3) acima. [ |
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